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3 Wskazanie osiggniecia naukowego.

Osiagnieciem naukowym stanowiacym podstawe do ubiegania sie o stopien doktora
habilitowanego nauk matematycznych jest cykl publikacji zatytutowany

Nielokalne zagadnienia brzegowe dla réwnan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu drugiego,

w sktad ktorego wchodza nastepujace publikacje:

[H.1] K. Szymanska—Debowska, On the ezistence of solutions for nonlocal boundary
value problems, Georgian Math. J. 22 (2015), no. 2, 273-279.
(IF: 0.290, 5-year IF: 0.430, 15 p.)

[H.2] J. Mawhin, K. Szymariska—Debowska, Conver sets and second order systems
with monlocal boundary conditions at resonance, Proc. Amer. Math. Soc. 145
(2017), no. 5, 2023-2032.

(IF: 0.679, 5-year IF: 0.672, 25 p.)

[H.3] J. Mawhin, B. Przeradzki, K. Szymanska—Debowska, Second order systems
with nonlinear nonlocal boundary conditions, Electron. J. Qual. Theory Differ.
Equ. DOI: 10.14232/ejqtde.2018.1.56.

(IF: 0.926, 5-year IF: 0.884, 25 p.)

[H.4] J. Mawhin, K. Szymanska-Debowska, Couples of lower and upper slopes and
resonant second order ordinary differential equations with nonlocal boundary
conditions, Math. Bohem. 141 (2016), no. 2, 239-259.

[H.5] K. Szymanska—-Debowska, k-dimensional nonlocal boundary-value problems at
resonance, Electron. J. Differential Equations (2015), No. 148, 8 pp.
(IF: 0.769, 5-year IF: 0.618, 25 p.)

[H.6] K. Szymanska—Debowska, On a generalization of the Miranda theorem and
its application to boundary value problems, J. Differential Equations 258 (2015),
no. 8, 2686—2700.
(IF: 1,988, 5-year IF: 2.222, 45 p.)

[H.7] K. Szymanska—Debowska, Solutions to nonlocal Neumann boundary value pro-
blems, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ. (2018), No. 28, 1-14.
(IF: 0.926, 5-year IF: 0.884, 25 p.)

Powyzsze publikacje celowo oznaczono [H.1]-[H.7], aby odrézni¢ je od innych
prac autorki oznaczonych przez [P.1]- [P.22] i wymienionych w rozdziale 5 tego
autoreferatu.
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4 Szczegbélowe omoéwienie osiggniecia naukowego.

Prawa fizyki i przyrody sa zazwyczaj opisywane za pomoca rownan rozniczkowych.
Rozwazane tego typu konkretne zagadnienia od samego poczatku stymulowaty roz-
w6j metod matematycznych. I tak, podstawowe pojecia w klasycznej teorii zagadnien
brzegowych dla rownan rézniczkowych rzedu drugiego, wywodza si¢ z klasycznych
zagadnien fizyki matematycznej. Poczatkowo dodatkowe warunki naktadano lokal-
nie. Jednak wspotczesnie rozwazane problemy motywuja do formutowania i badania
pewnych nowych klas warunkéw brzegowych. Przyktadem takiej klasy sa nielokalne
warunki brzegowe.

Warunki brzegowe nazywamy nielokalnymi warunkami brzeqgowymi, jesli uwzgled-
niaja punkty wewnetrzne danego przedziatu, to znaczy, warto$¢ rozwiazania lub/oraz
jego pochodnej jest zadana w kilku punktach lub na calym rozwazanym przedziale
(zobacz [40, 75]).

Zagadnienia brzegowe z nielokalnymi warunkami brzegowymi pojawiaja si¢ w
wielu réznych dziedzinach matematyki i fizyki stosowanej. W szczegdlnosci zawie-
raja one wielopunktowe warunki brzegowe, ktére uogdlniaja zagadnienia interpola-
cji. Nielokalne warunki brzegowe wynikaja rowniez w sposéb naturalny z twierdzenia
Riesza o reprezentacji dla cigglych funkcjonatéw liniowych. Moga sie réwniez poja-
wi¢, gdy trudno jest bezposrednio zmierzy¢ dane na brzegu rozpatrywanego zbioru.
Na przyktad, czasami pomiary otrzymane dla nielokalnych warunkéw brzegowych
moga by¢ bardziej precyzyjne niz pomiary otrzymane dla warunkéw lokalnych. Rze-
czywiscie, w nastepujacym zagadnieniu Robina

u' = f(t,u,u’), u(0)=0, ¥(1)=0 (1)
warunek lokalny «'(1) = 0 moze by¢ zastapiony przez warunek nielokalny
u’ = f(t,u ), u(0)=0, u(l)=u(a), (2)

gdzie o € (0,1). Wykorzystujac twierdzenie Rolle’a, mozna pokazaé, ze (1) jest
wartoscia graniczna (2), gdy o — 17. Biorac pod uwage eksperymenty naukowe
i obliczenia numeryczne, znacznie trudniej jest wyznaczy¢ warto$é u'(1) niz %
(por. [52]).

Historia nielokalnych zagadnien brzegowych dla rownan rézniczkowych zwyczaj-
nych zaczyna sie w 1908 roku od pracy Picone’a [68]. PéZniejsze wyniki dla tego typu
zagadnien mozna znalezé w pracach Wildera [88], Birkhoffa i Kellogga [6], ktérzy
jako pierwsi rozwazyli zagadnienia nieliniowe i uog6lnili przy tej okazji twierdzenie
Brouwera o punkcie stalym na pewne przestrzenie funkcyjne. Przeglad wczesnej lite-
ratury dotyczacej nielokalnych zagadnien brzegowych mozna znalezé w publikacjach
Whyburna [87], Contiego [9], czy Kralla [44]. Od tamtej pory wielu autoréw zaczeto
rozwazaé rownania rozniczkowe (zwyczajne, eliptyczne, paraboliczne, itd.) z réznymi
typami nielokalnych warunkéw brzegowych. Warto wspomnie¢ tutaj przynajmniej
wyniki Bitsadzego and Samarskiiego [7], Cannona [8], Friedmana [20], II'ina i Moise-
eva [32], lonkina [38] oraz Kamynina [39], ktorzy wniesli znaczacy wktad w rozwdj
tej dziedziny réwnan rézniczkowych.

O ile nam wiadomo, nazwa nielokalne zagadnienia brzegowe zostala uzyta po
raz pierwszy w pracy lonkina z 1977 roku [37], w ktérej badane bylo nastepujace
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zagadnienie
U = Uge + f(x,t), t€(0,T), z€(0,1)
U(.Z',O) = UO(.Z'), LS [07 1]
w(0,t) = a(t), te]l0,1]

/01 (e, t)dz = b(t), ¢ e [0,1],

gdzie a i b sa danymi funkcjami. Tego typu zagadnienia moga opisywaé dyfuzje cza-
stek w przeptywie turbulentnym oraz przeptyw ciepta wzdtuz preta w przypadku
gdy rozktad ciepta na caltej dtugosci preta jest znany. Ionkin nazywa catkowy waru-
nek brzegowy nielokalnym warunkiem brzegowym. Od tamtej pory zaczeto uzywaé
okreslenia nielokalne zagadnienia brzegowe zamiast uzywanej wczesniej nazwy nie-
klasyczne zagadnienia brzegowe (zobacz, na przyklad [14, 33, 80]).

Nielokalne zagadnienia brzegowe zawieraja klase zagadnien, w ktoérej warunki
brzegowe zadane sa przez calki Riemanna—Stieltjesa. Szczegdlnymi przypadkami
tego typu warunkow brzegowych sa warunki trzypunktowe, wielopunktowe, czy tez
zawierajace catki Riemanna. Jako przyktad rozwazmy nastepujace zagadnienie

W= flw), u(0) =0, ()= [ u(s) d(s)

gdzie f: [0,1] xR —-Rig:[0,1] — R. Kladac g(s) = 0 dla s € [0, 1], otrzymujemy
klasyczne zagadnienie Dirichleta

u" = f(t,u), u(0)=0, u(l)=0.
W przypadku gdy

] 0 gdy tel0,q
g(s)—{ 1 gdy te(a1]”’

a € (0,1), dostajemy nastepujace trzypunktowe zagadnienie brzegowe
u' = f(t,u), w(0)=0, u(l)=u(a).

Niech m € N. Wezmy takie liczby 0 = ap < a1 < ... < ap < Q1 = 1 oraz
ag > 0,a1 >0,...,a, >0, ze

Z Clj = 1.
j=0

Jedli zdefiniujemy ¢ : [0, 1] — R nastepujaco

0 gdy s € [0, ]
g(S): Z?@:lak gdy Se(ajvaj+1]7 ]:17am_1 ;
ZZL:1 Qg gdy s € (Oém, 1]

to mozna tatwo zauwazy¢, ze w tym przypadku otrzymamy wielopunktowe zagad-
nienie Dirichleta postaci

u" = f(t,u), u(0)=0, wu(l)= Zm%aju(aj).
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Wspblezesnie wiele uwagi poswieca sie badaniu nielokalnych (trzypunktowych,
wielopunktowych, catkowych, czy tez nieliniowych) zagadniefi brzegowych dla réw-
nan rozniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego. Nalezy wspomnie¢ tutaj przynaj-
mniej o pracach Erbe’a [18], Fenga, Ge i Zhanga [19], Gupty [29], Infante i Zimy
[35], Karakostasa 1 Tsamatosa [41, 42|, Ma [52], Webba i Infante [84, 85|, Webba
i Zimy [86] oraz Yanga [89]. Takie problemy maja miedzy innymi zastosowania w
inzynierii chemicznej, termosprezystosci, przeptywie woéd gruntowych i dynamice
populacji (wiecej informacji na ten temat mozna znalezé na przyktad w pracach
(15, 19, 34, 62, 63, 82, 83] oraz w zamieszczonej w nich literaturze). Na przyktad,
nieliniowe réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego z nielokalnymi warunkami brzego-
wymi jest rozwazane w [82] jako model rozktadu temperatury na podgrzewanym
precie z czujnikiem na prawym koncu preta, ktory dodaje lub eliminuje ciepto w za-
leznodci od temperatury wykrywanej przez czujniki w punktach posrednich. W [83]
nielokalne zagadnienie brzegowe dla rownania rézniczkowego rzedu drugiego jest mo-
delem termostatu, z czujnikami wyrazonymi przez funkcjonalty liniowe. Natomiast
w pracy [62] rozwazane jest nielokalne zagadnienie brzegowe rzedu drugiego, wraz
jego zastosowaniem jako modelu sprezystej membrany.

Glownym celem badan zwiazanych z nielokalnymi zagadnieniami brzegowymi
jest otrzymywanie wynikéw dotyczacych istnienia rozwigzan dla rozwazanych zagad-
nien. Metody wykorzystywane do uzyskania twierdzen o istnieniu rozwiazan zalezg
od tego, z jakiego typu zagadnieniem mamy do czynienia. Rozwazmy nastepujace
abstrakcyjne réwnanie postaci

Lu = Nu, (3)

gdzie L jest operatorem fredholmowskim indeksu zero, za§ N operatorem nielinio-
wym (w odpowiednich przestrzeniach Banacha). Jesli operator rézniczkowy L z pew-
nymi zadanymi warunkami brzegowymi jest odwracalny, to znaczy Ker(L) = {0},
wowczas powiemy, ze zagadnienie brzegowe jest nierezonansowe. 7 drugiej strony,
jesli L nie jest odwracalny, mianowicie, dim Ker(L) > 1, woéwczas zagadnienie na-
zywamy rezonansowym. Gdy jadro operatora liniowego zawiera tylko zero, to L
jest suriekcjg i problem sprowadza sie do poszukiwania punktéw statych operatora
LN, ktory jest przewaznie operatorem zwartym (albo, na przyktad, $ciagalnym,
monotonicznym, czy A-wtasciwym [66]), dla ktérego moze byé zastosowana odpo-
wiednia metoda topologiczna (por. [12, 13, 16, 25, 51]). W trudniejszym przypadku,
gdy jadro L jest nietrywialne, mozna wykorzysta¢ inne metody, zaprezentowane na
przyklad w [3, 21, 22, 70].

Przedlozony cykl publikacji [H.1]-[H.7] zawiera wyniki dotyczace istnienia przy-
najmniej jednego rozwigzania dla pewnych zagadnien brzegowych z liniowymi i nie-

liniowymi nielokalnymi warunkami brzegowymi.
Wprowadzmy nastepujace zagadnienia nielokalne

o = f(tu,id),  u(0) = /Olu’(s)dh(s), W(1) = /Olu'(s)dg(s), (4)

W= ), W) = [WEde) w) = [, )
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W= fuw ), w(0)= [w()dhs) w(1) = [ uls)dgls) (6)

W = ftw i), W)= [ u()dhls) u(1)= [ (s)dgls). (7)

gdzie f:[0,1] x R™ x R™ — R" jest funkcja ciagla, za$ funkcje g = diag(g1,---,9n),
h = diag(hy,...,h,) maja wahanie skonczone, g; : [0,1] — R, h; : [0,1] — R,
i =1,...,n. Istnienie rozwiazan dla zagadnien (4)—(7) jest przedmiotem rozwazan
w publikacji [H.1].

Niektére zagadnienia omawiane w [H.1] nigdy nie byly rozwazane w znanej nam
literaturze. Wiekszo$¢ ogtoszonych drukiem publikacji zawierajacych tego rodzaju
zagadnienia brzegowe dotyczy jedynie zagadnien trzypunktowych lub wielopunk-
towych. W przeciwienstwie do znanych wynikéw dla tego typu zagadnien, ktore
rozwazane byty tylko w przypadku skalarnym, mamy tu do czynienia z ukladami
réwnan. Na przyklad zagadnienie (4) mozna zapisa¢ jako uklad nastepujacych réw-
nan zaleznych

gdzie t € [0,1], i = 1,...,n, za$ catki [} u(s)dgi(s), [} ui(s)dhi(s) sa rozumiane w
sensie Riemanna—Stieltjesa. Pragniemy tutaj podkresli¢, ze przejscie od przypadku
skalarnego do przypadku wielowymiarowego jest dalekie od rutynowego uogdlniania.
Ponadto wczesniejsze wyniki dotyczyly gtéwnie zagadnien, w ktorych prawa
strona rownania nie zalezy od u'. Podsumowujac, stwierdzamy ze zagadnienia brze-
gowe (4)—(7) uogdlniaja i rozszerzaja te wczesniej badane. Jako przyktad przedsta-
wiamy trzy ostatnio rozwazane zagadnienia nielokalne (w [41] i [43] odpowiednio),

(p(E)Y + q(8)F(w) = 0, u(0) = /0 W(s)dh(s), (1) = /O " (s)dg(s),

() +a(0)f () = 0, (0) = [ w(s)dh(s) w(1) = [ u!(s)dos)

gdzie f :R—R, t€[0,1],p:[0,1] = R, ¢:[0,1] — R oraz

(') +4(0)f ) =0, w(0) =0, (1) = [ u(s)dg(s),

gdzie f : R x R — R (wiecej informacji na ten temat mozna znalezé w [H.1]).
Wedhig naszej wiedzy nie ma dalszych uogélnien wyzej wymienionych zagadnien
poza naszymi.

Skupmy nasza uwage na zagadnieniu (4) i zalézmy, ze

/Oldgi(s)#l,izl,...,n. (8)
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Biorac pod uwage abstrakcyjne rownanie (3), mozna zauwazy¢, ze jesli zachodzi wa-
runek (8), to zagadnienie brzegowe (4) jest nierezonansowe, poniewaz odpowiadajace
mu jednorodne zagadnienie liniowe

W =0, u(0) = /Olu’(s)dh(s), W(1) = /Olu’(s)dg(s),

posiada tylko rozwigzanie trywialne. Jak wspomniano wcze$niej, przypadek, gdy
zagadnienie (4) jest nierezonansowe, prowadzi do abstrakcyjnego réwnania operato-
rowego. Zatem pytanie o istnienie rozwiazan zagadnienia (4) redukuje sie do pytania
o istnienie punktow statych pewnego operatora petnociaggtego.

Twierdzenie 1. [H.1, Theorem 1| Zaldzmy, ze spelnione sq¢ nastepujgce warunki:
(i) £ = (fi, s fu) £ [0,1] x R* x R" — R" jest funkejq ciagle;

(1) istnieje takie M >0, ze (v, f(t,u,v)) > 0 dla t € [0,1], u,v € R" i |v| > M,
gdzie (-,-) oznacza iloczyn skalarny w R"™ odpowiadajgcy normie euklidesowej

"‘:

(13i) dla funkcji g = diag(gi,...,gn) oraz h = diag(hi,...,h,), ¢; = [0,1] — R,
hi :[0,1] = R, i =1,...,n zachodzi Var(g) < 1, Var(h) < 1, gdzie Var(g)
(Var(h) odpowiednio) oznacza wahanie funkcji g (h) na przedziale [0, 1].

Wowczas zagadnienie nielokalne (4) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie.

W 1934 roku Leray i Schauder opublikowali swéj przetomowy artykut [49], kt6-
rego wplyw na rozwdj teorii réwnan rézniczkowych jest bardzo znaczacy (konse-
kwencje i uogélnienia [49] mozna znalezé w [46, 55, 56, 57] oraz w cytowanej tam li-
teraturze). Pewne zastosowania twierdzenia kontynuacyjnego Leraya—Schaudera [49,
Proposition 2.1] dla nielokalnych zagadniefi brzegowych beda réwniez podane w tej
prezentacji.

Gloéwna trudnoscia tej metody jest znalezienie cigglej deformacji rozwazanego
zagadnienia do prostszej postaci, dla ktérej mozna obliczy¢ odpowiedni stopien to-
pologiczny, oraz takiej, aby mozliwe byto oszacowanie a priori wszystkich mozliwych
rozwigzan calej deformacji (por. [56]). Innymi stowy, nalezy wykazaé, ze rozwazana w
dowodzie twierdzenia 1 homotopia nie znika na brzegu zbioru 2, gdzie Q := B(0, M)
jest kula otwarta w przestrzeni C* ([0, 1], R™) o $rodku 0 i promieniu M > 0 (M jest
dodatnig stala z zatozenia (i7)). Najwieksza trudnos$¢ stanowi tutaj sama przestrzen
C' (]0,1],R"), w ktorej nalezy znalez¢ wymagane oszacowania a priori wszystkich
mozliwych rozwigzan. Pierwsza nowoscia, pozwalajaca otrzymac te oszacowania, jest
wprowadzenie w przestrzeni C! ([0, 1], R™) normy innej niz standardowa, to znaczy

Jul) = mes {[u(0)], e} = max{|u<o>| - sup |u'<t>|} .

t€0,1]

Udowodnienie, iz rozwigzania sa ograniczone wymaga dodatkowych nietrywialnych
rozwazan. Pomyst polega na natozeniu pewnych dodatkowych warunkéw na wahanie
funkeji g oraz h (zalozenie (ii7)). To podejscie pozwala otrzymaé twierdzenie o ist-
nieniu nakltadajac tylko warunki znakowe na funkcje f (zatozenie (7)) i ograniczajac
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wahanie funkcji g oraz h. W przeciwienstwie do wielu wynikéw dotyczacych nielo-
kalnych zagadnien brzegowych, zalozenia te sa tatwo sprawdzalne i nie wymagaja
warunkéw wzrostu na funkcje f, co jest bardzo wazne z punktu widzenia przysztych
mozliwych zastosowan.

Zagadnienie (6) moze by¢ zbadane w podobny sposéb (por. [H.1, Theorem 3]).
Wykorzystujac podstawienie u(t) = wu(l — t), otrzymujemy warunki na istnienie
rozwiazan dla zagadnien (5) i (7) [H.1, Theorems 2 i 4].

Warto podkresli¢, ze rozwazane nielokalne zagadnienia brzegowe mozna réwniez
interpretowa¢ jako model termostatu. W tym przypadku kontrolujemy ciepto na
brzegach przedziatu, w zaleznosci od tego, co dzieje si¢ na calej dtugosci preta. Po-
nadto, rozwazamy tutaj uogédlnione zagadnienie, uwzgledniajace réwnanie ciepta z
nieliniowym gradientowym Zrédtem ciepta, ktére zmienia sie w czasie [H.1, Exam-
ple].

Zauwazmy, ze jesli h = 0, to zagadnienie (4) redukuje sie do nastepujacego
nielokalnego zagadnienia brzegowego

o' = fltu ), w(0) =0, W)= [ u(s)dg(s) (9)

ktére jest przedmiotem badan w publikacji [H.2]. Rozwazamy to zagadnienie w
przypadku rezonansowym, tzn. gdy

1
/ dgi(s) =1, i=1,...,n. (10)
0

Wowczas, gdy f = 0, zagadnienie posiada n—wymiarowa rodzine rozwiazan u(t) = tc,
ce R"

Gtownym celem jest tutaj podanie warunkéw wystarczajacych dla istnienia roz-
wiazan zagadnienia (9), wykorzystujac pewna modyfikacje twierdzenia kontynuacyj-
nego Leraya—Schaudera. W nawiazaniu do naszych wczesniejszych komentarzy do-
tyczacych przypadku, gdy abstrakcyjne réwnanie (3) jest rezonansowe, réwnowazne
réwnanie catkowe zagadnienia (9) ma bardziej skomplikowana strukture. Aby roz-
wiaza¢ ten problem, przeformutujemy zagadnienie (9) do nieco innej postaci.

Rozwazmy przestrzen Banacha

U= {u € C1([0,1,R™) : u(0) =0, /(1) = /01 u'(s)dg(s)}

Z norma

[ull = max {[[uilloo; - - - 1unloc} - (11)

WhprowadZmy nastepujace zalozenia dotyczace funkcji f : [0, 1] x R" x R" — R"
ig:[0,1] - R™

(G1) dla kazdego i = 1,...,n, g; ma ograniczone wahanie,

/01 dg;(s) =1 oraz /01 e’ dg;(s) # e. (12)
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(F1) f jest funkcja ciagta.
Zdefiniujmy odwzorowanie liniowe L : Dom(L) — C ([0, 1], R™) kladac
Dom(L) := U N C?([0,1],R™)
oraz dla kazdego u € Dom(L)
Lu=u"—

Mozna pokazaé, ze operator odwrotny L' : C([0,1],R") — U n C*([0,1],R")
istnieje oraz L™' : C'([0,1],R") — U jest zwarty [H.2, Lemma 2.1]. Ponadto, defi-
niujemy nieliniowe odwzorowanie N : U — C ([0, 1], R"™) nastepujaco

Nu = f(-,u(-),u'(-)) —d'(-), YueUl.

Operator N jest ciagly na U i przeksztatca zbiory ograniczone w U na zbiory ogra-
niczone w C' ([0, 1], R™). Zatem operator L™'N : U — U jest zwarty na dowolnym
podzbiorze ograniczonym przestrzeni U. Zauwazmy, ze zagadnienie (9) jest réwno-
wazne réwnaniu operatorowemu (3) na U, tzn. nastepujacemu réwnaniu

u=L"'Nu, u€Dom(L). (13)

Aby otrzymac¢ wyniki zaprezentowane w [H.2], zastosowano do (13) ponizsze twier-
dzenie, ktére tatwo wynika z twierdzenie kontynuacyjnego Leraya—Schaudera [49]

(por. [55, Corollary IV.7]).

Stwierdzenie 1. [H.2, Proposition 2.2] Niech Y, Z bedq przestrzeniami unormowa-
nymi, L : Dom(L) C Y — Z bedzie liniowy i odwracalny, Q2 C'Y bedzie otwartym,
ograniczonym otoczeniem 0, zas N : Q — Z bedzie taki, 2e LN : Q — Y jest
zwarty. Jesh

Lu # ANu

dla kazdego (u,\) € (Dom(L) N 0N) x (0,1), to réwnanie Lu = Nu posiada przy-
nagmniej jedno rozwigzanie w Dom(L) N €.

Zadane oszacowania a priori zostaly sformutowane w jezyku klasycznej teorii
analizy wypuktej w gléwnym twierdzeniu o istnieniu dla zagadnienia (9) [H.2, The-
orem 3.1] i zainspirowane przez te wprowadzone przez Gustafsona i Schmitta [30]
w roku 1974 do badania istnienia okresowych rozwigzan dla ukladu réwnan rzedu
pierwszego z opdéznieniem. Przypomnijmy, ze jesli C' C R” jest otwartym i wypu-
ktym otoczeniem 0 € R", to dla kazdego vy € OC istnieje takie v(vg) € R™\ {0},
ze

(a) (v(vo),vo) > 0;
(b) C Cc{veR": (v(vy),v —wvp) < 0},

przy czym v(vg) nazywamy wektorem normalnym zewnetrznym do 0C' w vy. Waru-
nek (b) oznacza, ze wektor v(vg) jest prostopadly do plaszczyzny podpierajacej C
w vg [17, 31]. Ponadto mamy, ze

Cc{veR": (v(vg),v— 1) <0}
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Twierdzenie 2. [H.2, Theorem 3.1| Zaldzmy, ze funkcje f i g spelniajg zaloZenia
(F1) i (G1). Przypusémy, Ze istnieje takie otwarte, ograniczone, wypukle otoczenie
C wektora 0 w R"™, Ze spelnione sq nastepujoce warunki:

(F2) dla kazdego v € OC, istnieje taki wektor normalny zewnetrzny v(v) do 0C w
v, ze

(v(v), f(t,u,v)) >0
dla kazdego t € [0,1] oraz u € C;
(G2) dla kazdego u € X, takiego ze u(t) € C, dla wszystkich t € [0,1] i v/(1) € 9C,

mamy

M = {t € [0,1] : (v(u'(1)), 4 (t)) = max (V(u’(l)),u'(s))} # {1}.

s€[0,1]

Wowczas zagadnienie (9) posiada przynajmniej jedno takie rozwigzanie u, ze u'(t)
€ C dla wszystkich t € [0, 1].

Wykorzystujac stwierdzenie 1, wykazaliSmy, ze istnieje rozwigzanie rownania
Lu = Nu w , tzn. takie rozwiazanie zagadnienia (9), ze u/(t) € C dla wszyst-
kich t € [0, 1], gdzie

Q={uelU:dt)eC, Vtel0,1]}. (14)

Doktadniej, pokazali$émy ze dla kazdego A € (0, 1) zadne rozwiazanie zagadnienia

W — = At ) — ], uw(0) = 0, /(1) = /01 o (s) dg(s),

tzn. zagadnienia

1
W' = (1= N+ A w ), w(0) =0, /(1) = [ u/(s)dg(s), (15)
0
nie lezy na brzegu zbioru 2, gdzie
00 ={ueQ:3tye|0,1]:u(ty) € AC}.

Aby to wykazaé, wystarczy zaobserwowaé, ze jesli zalozymy, ze u(t) € OQ jest
mozliwym rozwigzaniem (15), to otrzymamy sprzeczno$¢ wobec faktu, ze funkcja
rzeczywista £ : [0,1] — R dana wzorem

§(t) == (v(W/(to)), u'(t) — o' (t0)),

osigga maksimum réwne 0 w punkcie tg.

Zauwazmy, ze istnienie rozwiazan dla zagadnienia (9) jest zapewnione, gdy na
brzegu zbioru C', ktéry jest otwartym oraz wypuklym otoczeniem zera, pole wek-
torowe f(t,-) (t € [0,1]) nie jest skierowane do wewnatrz tego zbioru. Pokazano,
ze klasa funkcji g, dla ktorych spelione sa zalozenia (G1) i (G2) jest niepusta. W
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szczegblnosci, zatozenia te sg spelnione, gdy wszystkie wspotrzedne funkeji wektoro-
wej g sa rowne tej samej funkcji rosnacej (zobacz zatozenie (G3) [H.2, Proposition
3.1]).

Rozwazyliémy rowniez przypadki szczegolne, gdy C' jest kulg lub rownolegtobo-
kiem. Jesli C' = B(0, M) jest kula otwarta w R" o $rodku 0 i promieniu M > 0, to
mozna przyjaé

v(v) =,

dla kazdego v € 9B(0,M). W przypadku gdy zbiér wypukly C jest iloczynem
kartezjanskim przedziatéw, tzn. C' = [, (—M;, M;) dla pewnych M; > 0, to dla
dowolnego v € 0C', mozna potozy¢

v(v) = vie,

przy czym tylko i-ta wspotrzedna v; wektora v jest taka, ze |v;| = M;. Jesli v nalezy
do wiecej niz jednej Sciany C, to ¢ moze zosta¢ wybrane dowolnie ze wszystkich
takich j, ze |v;| = M;. Wektor e; oznacza tu ity element bazy kanonicznej w R"
(i=1,...,n).

W szcezegblnosci, w [H.2, Corollary 4.1] sformutowano warunki gwarantujace
istnienie rozwiazan w przypadku kuli. Rezultaty dla réwnolegtoboku, ktére rowniez
wynikaja z twierdzenia 2, pozwalajg rozwazaé¢ bardziej ogdlna klase funkcji g niz ta
wprowadzona w zatozeniu (G3) (zobacz [H.2, Theorem 4.1]).

Nastepujace uogdlnienie zagadnienia (9)
u' = f(t,u,u), u(0) = a, (1) = N(u'), (16)

gdzie a € R" jest ustalone, t € [0,1], f : [0,1] x R* x R" — R" oraz N :
C([0,1],R™) — R"™ jest niekoniecznie liniowym odwzorowaniem, byto przedmiotem
dyskusji w publikacji [H.3].

Skupmy nasza uwage na przypadku, gdy operator N jest nieliniowy. Wowczas
zagadnienie (4) pozostaje nielokalne, jednakze nie mozna go juz rozpatrywaé w kate-
gorii zagadnien nierezonansowych czy tez rezonansowych, poniewaz drugi z zadanych
warunkow brzegowych jest nieliniowy.

Poczynilismy nastepujace zatozenia:

(F) f:]0,1] x R™ x R — R™ jest funkcja ciagta;

(N) N:C([0,1],R") — R™ jest ciaglym, niekoniecznie liniowym odwzorowaniem,
przeksztalcajacym zbiory ograniczone na zbiory ograniczone.

Aby unikna¢ rozwazania zagadnienia (16) w przestrzeni C' ([0, 1], R"), zapiszemy
je w nieco zmienionej formie. Poniewaz dowolna funkcja u € C'([0, 1], R") spehia-
jaca warunek u(0) = a moze by¢ dla v = u’ przedstawiona w postaci

t
ut):a—ir/vs ds
0

wiec zagadnienie (16) jest rownowazne nastepujacemu catkowo—rédzniczkowemu za-
gadnieniu

W (t) = (ta—l—/ s)ds, v(t ) o(1) = N(v), (17)

Autoreferat 11



Katarzyna Szymanska—Debowska

t € [0, 1]. Zauwazmy, ze rozwiazania zagadnienia (17) sa punktami statymi operatora
T:C(]0,1],R™) — C (]0,1],R™) danego wzorem

T)(t) = N(v) —/tlf (s.a [(o.0t)) ds, (18)

ktéry, wobec zaltozen (F)—(N), jest penociagty.
Oznaczmy przez B(0,|a|) kule w przestrzeni R” o §rodku 0 i promieniu |a|. Dla

a=0, B(0,0) = B(0,0) := {0}. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. [H.3, Theorem 2.1] Niech bedq spelnione zaloZenia (F) i (N).
Ponadto przypusémy, ze istnieje takie otwarte, ograniczone i wypukle otoczenie C
wektora 0 € R, Ze B(0, |a|) C C i zachodzq nastepujace warunki:

(A) dla kazdego v € OC' istnieje taki wektor normalny zewnetrzny v(v) do 0C w v,
ze

(v(v), f(t,u,v)) >0, (19)
dla wszystkich t € [0,1] iu—a € C;

(B) dla kazdego v € C([0,1],R"™), dla ktérego v(t) € C dla wszystkich t € [0,1]
oraz v(1) € OC, mamy

v(1) # N(v);

(C) dla stopnia Brouwera odwzorowania I — N obcietego do funkcji stalych na
zbiorze C' w punkcie 0, nastepujocy warunek jest spelniony

degg(I — Nleconst, C,0) # 0.

Wéwczas zagadnienie (16) posiada takie rozwigzanie u, ze u(t)—a € C orazu'(t) € C
dla kazdego t € [0, 1].

Podobnie jak poprzednio istnienie przynajmniej jednego rozwigzania zagadnie-
nia (16) udowodniliSmy wykorzystujac whasnosci stopnia topologicznego Leraya—
Schaudera. Niemniej jednak, nieliniowy charakter warunku brzegowego powoduje
pewne dodatkowe trudnosci. Zatozenie (B) nalozone na operator N jest do$¢ ogdlne.
Dwa pierwsze zalozenia nie wystarcza tu wiec do uzyskania tezy twierdzenia, po-
trzebny jest jeszcze dodatkowy warunek, czyli zatozenie o nietrywialnosci stopnia
topologicznego Brouwera dla odwzorowania I — N na zbiorze funkcji statych (zato-
zenie (C)).

Gléwnym problemem jest tutaj znalezienie ciaglej deformacji zagadnienia do
pewnej prostszej postaci, ktérej stopien topologiczny jest tatwy do wyznaczenia.
Na szczegolng uwage zastuguje tu rozwazona w dowodzie twierdzenia 3 homotopia,
ktéra nie jest standardowa. Mianowicie, H : [0,1] x C' ([0,1],R") — C (][0, 1],R™)
jest postaci

HA,0)(t) == v(t) = Ta(v)(t),
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gdzie

Ty (0)(t) = N(v) — A/tl [f (s, a+ [ v,u<s)> + (1= A(s)] ds. (20)

Powyzsza homotopie rozwazamy na zbiorze otwartym i ograniczonym ) zdefiniowa-
nym w (14). Zauwazmy, ze T} = T. Ponadto zwréémy uwage na fakt, ze wyrazenie
A1 = \) [l v(s)ds pozwala na to, by rozwazona w zatozeniu (A) nieréwnosé¢ byta
staba. Taka homotopia moze by¢ rowniez zastosowana do innych tego typu zagad-
nien. Zatozenia (A) i (B) implikuja, ze wymagane oszacowania a priori zachodza dla
wszystkich mozliwych rozwigzan rozwazanej deformacji. W konsekwencji, z homo-
topijnej niezmienniczosci stopnia topologicznego Leraya—Schaudera wynika rownosé

degLS(I - T7 Q? 0) = degLS<I - N7 Q? 0)

Aby obliczy¢ deg; (I — N, Q,0) wystarczy zauwazy¢, ze skoro N przeksztatca prze-
strzen C'([0, 1], R™) na jej podprzestrzen ciagtych i izomorficznych odwzorowan z R™,
to

degLS(I - N’ Q? 0) = degB(I - N|COHSta 07 0)7

gdzie w drugim cztonie mamy stopien Brouwera odwzorowania okreslonego na R”"
o wartosciach w R".

Warto tu podkresli¢, ze w przypadku, gdy N jest odwzorowaniem liniowym za-
tozenia twierdzenia 3 implikuja, ze zagadnienie brzegowe jest nierezonansowe.

Zwr6éémy uwage rowniez na rozwazony w pracy przyktad [H.3, Example 3.2].
Dotyczy on zagadnienia, ktoérego réwnowazna posta¢ operatorowa ma stopien to-
pologiczny Leraya—Schaudera réwny 2. To pokazuje, ze twierdzenie 3 dotyczy innej
sytuacji niz ta rozwazana w twierdzeniu o istnieniu rozwiazan w [H.1|, gdyz w
rozwazanym tam zagadnieniu stopien topologiczny Leraya—Schaudera wynosi 1.

W publikacji [H.3] udowodniono réwniez nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4. [H.3, Theorem 2.2] Niech bedg spetnione zatozenia (F), (N) i (A).
Ponadto zatézmy, ze istnieje takie otwarte, ograniczone i wypukle otoczenie C' wek-
tora 0 € R™, ze B(0, |a|) C C i zachodzi nastepujacy warunek

(B’) dla dowolnych X\ € [0,1] i v € C([0,1],R™), jesli v(t) € C dla wszystkich
t €10,1) oraz v(1) € 9C, to

v(1) # AN(v).

Wéwezas zagadnienie (16) posiada przynajmniej jedno takie rozwigzanie u, Ze u(t) — a
€ C oraz v/ (t) € C dla kazdego t € [0, 1].

Aby udowodnié¢ twierdzenie 4, wystarczy rozwazy¢ nastepujacg niestandardowsa
homotopie H : [0, 1] x C'([0,1],R™) — C ([0, 1],R™),

HOL0)(0) = y(t) = ATW)(O + A1 =) [ y(s)ds,
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gdzie T jest zdefiniowane w (18). Dla A = 0 homotopia redukuje si¢ tutaj do przy-
padku trywialnego, czyli mamy to do czynienia ze stopniem topologicznym Leraya—
Schaudera identycznosci.

W przypadku gdy C := B(0, M) jest kula otwarta w przestrzeni R™ o $rodku
0 i promieniu M > |a|, w oparciu o twierdzenie 3, podaliSmy réwniez warunki
istnienia rozwiazan (por. [H.3, Corollary 3.1]). Ponadto, jako szczegdlny przypadek
twierdzenia 4, otrzymali$émy warunki na istnienie przynajmniej jednego rozwigzania
zagadnienia (16) [H.3, Corollary 3.4], w ktorych zalozenie (B) zastapiono przez

(B’1) dla kazdego v € C' ([0, 1],R™), jesli |v(t)] < M dla wszystkich ¢ € [0,1) oraz
lv(1)| = M, to

(v(1), N(v)) <0.

Pokazalismy réwniez [H.3, Corollary 3.7], ze jesli spetnione sa pewne odpowied-
nie zalozenia, to nielokalne zagadnienie (16) posiada przynajmniej jedno rozwia-
zanie, w przypadku gdy C jest iloczynem kartezjanskim przedzialéw, tzn. C' =

o (=M;, M;) dla pewnych M; > |a;|, i =1,...,n.

Whioski [H.3, Corollaries 3.10, 3.11], ktére wynikaja z twierdzenia 4, sa zwia-
zane 7z zagadnieniem (16), w ktérym drugi z warunkéw brzegowych jest liniowy,
mianowicie

Nw) = [ ols) dg(s),

gdzie ¢ = diag(g1,...,0n), ¢ : [0,1] — R, ¢ = 1,...,n. Zawieraja one pewne
uogdlnienia i rozszerzenia wynikow zaprezentowanych w [H.1, H.2].

Zanim zaprezentujemy nasze kolejne wyniki, oméwimy krotko problem zwigzany
z tak zwanymi pod— i nadrozwigzaniami. Idee tu omawiane siegaja 1893 roku i pracy
Picarda [67]. Poszukiwal on rozwiazan nastepujacego zagadnienia brzegowego

u' + f(t,u) =0, u(a) =0, u() =0,

zaktadajac, ze u = 0 jest jego rozwiazaniem, za$ funkcja f(¢,-) jest rosnaca. Gléw-
nym celem byto zbudowanie takiego niemalejacego ciagu kolejnych przyblizen (o),
gdzie ap(t) > 0 na (a,b), ktéry zbiega do rozwiazania u powyzszego zagadnienia.
Przy pewnych dodatkowych zatozeniach Picard udowodnit istnienie takiego pierw-

szego przyblizenia «y, ze
(Yg + f(taaﬂ) > 07 Cl{o((l) = 07 a0<b) = 07

t € (a,b). Wspolczesnie takie funkcje nazywamy podrozwigzaniami. Aby méwié o
nadrozwigzaniu, nalezy w powyzszej nierownosci zmieni¢ znak. W pézniejszych pra-
cach, Perron [65] (1915) oraz Miiller [59] (1926) udowodnili istnienie rozwigzan dla
zagadnienia Cauchy’ego rzedu pierwszego, wraz z jego lokalizacja pomiedzy pod- i
nadrozwiazaniami « i 3, ktére spetniajg nieréwnos¢ a < 3. W roku 1931 Scorza
Dragoni [76, 77] rozwazal nastepujace zagadnienie Dirichleta

u' = f(t,u,u’), u(a) = A, u(b) = B,
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przy zalozeniu, ze istnieja takie funkcje o, 8 € C*([a,b],R), ze a(t) < S(t) na [a, b],
wraz z pewnymi dodatkowymi nieréwnosciami rézniczkowymi i odpowiednimi nie-
rownosciami dotyczacymi warunkéw brzegowych, i udowodnit istnienie rozwigzania
u rozwazanego zagadnienia wraz z jego lokalizacja o < u < (. Opisywane wyzej
wyniki pokazaly wazna role odgrywang przez funkcje o i 3, ktére nazywamy dzisiaj
pod— 1 nadrozwigzaniami, i stworzyty podwaliny tej metody.

W roku 1937 Nagumo wprowadzit nowy warunek, ktory nazywamy dzisiaj wa-
runkiem Nagumo [60]. Nowoscig w tej pracy jest to, ze odpowiednie nieréwnosci
rozniczkowe muszg by¢ spetnione pomiedzy funkcjami «v i 3, nie zas jak w publika-
cjach Scorzy Dragoniego, dla wiekszych zbioréw wartosci u'. Ponadto, rozwazajac
funkcje, ktére nie s klasy C?, ale C! z lewo— i prawostronnymi drugimi pochodnymi,
Nagumo rozszerzyl klase funkcji pod— i nadrozwiazan. Zapoczatkowany przez Na-
gumo proces trwa do dzis, dzieki czemu coraz latwiej wskazaé¢ takie funkcje (wiecej
informacji dotyczacych tego zagadnienia mozna znalezé w [10]).

Metoda pod— i nadrozwigzan jest skutecznym narzedziem w dowodzeniu twier-
dzen o istnieniu rozwigzan dla réwnan rézniczkowych. W przypadku dwupunkto-
wych warunkéw brzegowych istnieje obszerna literatura zwigzana z istnieniem jed-
nego lub wielu rozwigzan, wykorzystujaca pojecia pod— i nadrozwigzania. Odsytamy
do monografii [11] oraz [74] w celu uzyskania szczegétowych opiséw uzyskanych wy-
nikéw, szerszego opisu historycznego i obszerniejszej literatury. Podejscie to zostato
rowniez zastosowane do pewnych catkowych warunkéw brzegowych przez nastepuja-
cych autoréw: Benchohra i Ouahaba [4], Benchohra, Hamani i Nieto [5], oraz Panga,
Lu i Cai [64]. Nalezy réwniez wspomnie¢ o pionierskim wyniku Amanna [1, 2] do-
tyczacym istnienia trzech rozwigzan dla abstrakcyjnych réwnan w przestrzeniach
uporzadkowanych i dla zagadnienia brzegowego Dirichleta dla réwnan eliptycznych,
oraz prace Rachunkovej na temat rozwigzan okresowych dla réwnan rézniczkowych
zwyczajnych [72, 73].

Rozwazmy zagadnienie nielokalne (9) w przypadku skalarnym, tzn.

W = F(tu ), u(0) =0, u’(l):/olu'(s)dg(s), (21)

f:0,]] xRxR—R, g:[0,1] — R i przypomnijmy, ze jesli

/01 dg =1, (22)

to zagadnienie (21) jest rezonansowe.
Wiyniki zaprezentowane w pracy [H.4] oparte sg na wprowadzonym tam pojeciu
pary pod—1i nadpredkosci dla zagadnienia (21) (a couple of lower and upper slopes).

Definicja 1. [H.4, Definition 3.1] Powiemy, Ze para (o,T) jest parg pod— i nad-
predkosci dla zagadnienia (21), jesli o,7 € C'([0,1],R) oraz dla kazdego t € [0,1]
spelnione sq¢ nastepujgce nierownosci

7(t) > f(tu.ot)), o)< [ ols)dg(s) (23)
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(1) < fltu 7 (0), (1) > [ () dgs) 24)
dla wszystkich (t,u) € Sxr, gdzie
(t) = /Ota(s) ds, T(t) = /OtT(s) ds, Vi € [0,1] (25)
Ser = {(t,u) €0, ] xR:E(t) <u<T(@)}
= U () x50, 7). (20)

W przypadku gdy para pod- i nadpredkosci (o, 7) jest para funkeji stalych, wa-
runki brzegowe sa automatycznie spelnione ze wzgledu na réwnosé (22), za$ warunki
w definicji 1 redukujg sie do nastepujacych

o<, f(tiu,0) <0< f(t,u,7), Y(t,u) €[0,1] x [ot, Tt].

W przypadku szczegblnym, gdy funkcja f nie zalezy od u, zagadnienie (21) re-
dukuje sie do nastepujacego nielokalnego zagadnienia rzedu pierwszego (dla v = u’)

v = f(t0), v(1) = [ o(s)dg(s) (27)

Wowczas definicja pod— i nadpredkosci staje sie klasyczna definicjg uporzadkowanej
pary pod- i nadrozwiazan dla zagadnienia brzegowego rzedu pierwszego (27), to
znaczy, funkcje o oraz 7 z przestrzeni C*([0,1]) spelniaja dla kazdego t € [0,1]
nieréwnosci

o(t) < 7(t),

1
o) > f(t.o(t), o(1) < [ ols)dg(s),
0
1
(1) < (), 7(1) > [ 7(s)dg(s).
0
Jesli (o, 7) jest para pod— i nadpredkosci dla zagadnienia (21) i jesli 3 and T
sa zdefiniowane jak w (25), to warunki z definicji 1 wyrazone za pomoca % i T sa
nastepujace
) <T'(t), E't) > f(tu, X)), T"() < f(tu,T'(t), Vtel01],
1

$(0) = 0 = T(0), Z’(1)</012’(3)dg(s), T(1)> [ 1) dgls).

Natomiast klasyczne pod— i nadrozwiazania a, 8 € C?([0,1]) zagadnienia (21) defi-
niuje sie¢ nastepujaco

a(t) < B0, a"(8) > f(t.a(t). (), 5'(0) < 7t 50, 7(1). Vie o)
a(0) <0< 5(0), a'(1) < [ a()dgls), 51) > [ H(s)dgls)

Mozna pokazaé, ze istnienie pary (o, 7) pod— i nadpredkosci dla zagadnienia (21)
pociaga za soba istnienie i lokalizacje rozwigzan tego zagadnienia.
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Twierdzenie 5. [H.4, Theorem 4.1] Niech f : [0,1] X R x R — R bedzie funkcjg
ciggla, za$ g : [0,1] — R bedzie funkcjg rosnacqe spetniajgcqg warunek (22). Jesli
zagadnienie (21) posiada pare (o,7) pod— i nadpredkosci, to posiada ono przynaj-
mniej jedno takie rozwigzanie u, ze o(t) < u'(t) < 7(t) oraz X(t) < u(t) < T(t) dla
kazdego t € [0, 1].

Aby udowodnié¢ to twierdzenie wystarczy zdefiniowaé funkcje v : [0,1] x R — R
i6:[0,]]xR—R

o) aly  v<ol)

ytw) = ¢ v ogdy o) <v<7(D),
(1) edy v>7(t),
S() edy  u<()

S(t,u) = u gdy  X3(t) <u<T(t),
T(t) edy u > T(t)

oraz rozwazy¢ nastepujace zagadnienie brzegowe
W' =l = (k) + (Ot W), (E W),
u(0) =0, w/(l) = /01 W (s) dg(s). (28)
Mozna pokazaé, ze jesli u jest mozliwym rozwigzaniem (28), to
o(t) <u'(t) <7(t), Vtelo1].
W konsekwencji kazde mozliwe rozwiazanie u zagadnienia (28) spetnia nier6wnosé
X(t) <u(t)<T(t), Vtelo,1],

wiec, z definicji v 1 0, u jest rozwiazaniem (21).
Wobec powyzszego, kazde mozliwe rozwiazanie zagadnienia (21) jest ograniczone,
wiec rozwazajac przestrzen

v ={ue 0.1 u(0) =0, w(1) = /01 () dg(s)

z norma |lu|| = ||v/||« oraz operatory L : D(L) c U — C([0,1,R), F : U —
C([0, 1], R) zdefiniowane jako

Lu=u"—4/, D(L)=UnC*|0,1],R),

Fu=—y(-,u'(:)) + f(,0(,u(-),y(-,u'())),

zagadnienie (28) moze by¢ badane jako pewne réwnanie abstrakcyjne u = L™ Fu,
gdzie L™'F jest zwartym odwzorowaniem na U przeksztalcajacym U na kule do-
mknieta w U (zobacz [H.4, Section 2]). Zatem z twierdzenia Schaudera o punkcie
stalym wynika, ze L™'F ma punkt staly w U, to znaczy zagadnienie (28) posiada
rozwiazanie, ktére jest réwniez rozwiazaniem (21).
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Zauwazmy, ze skoro warunki X'(t) < 7"(¢) i ¥(0) = 0 = T(0) implikuja, ze
Y (t) < T'(t) dla kazdego t € [0, 1], wiec mozna natychmiast zauwazy¢, ze jesli (o, 7)
jest para pod— i nadpredkosci dla zagadnienia (21), to (X,T) jest uporzadkowana
parg pod— i nadrozwiazan dla zagadnienia (21). W tym sensie, twierdzenie 5 moze
by¢ postrzegane jako warunek konieczny i dostateczny istnienia rozwigzania dla
zagadnienia (21).

Jak wspomniano wczesniej w krotkiej dyskusji na temat historii metody pod-—
i nadrozwigzan, istnienie rozwigzan zagadnienia w przestrzeni C*([0, 1], R) w przy-
padku, gdy istnieje uporzadkowana para pod— i nadrozwigzan, wymaga pewnych
dodatkowych zalozen (na przyklad warunkéw typu Nagumo), ktére dostarcza od-
powiednich oszacowan dla pochodnej mozliwego rozwiazania (na przyktad [50, The-
orem 3.1] obrazuje, co mamy na mysli, méwiac o dodatkowych warunkach typu
Nagumo). Natomiast metoda pod— i nadpredkosci pozwala na otrzymanie wynikow
o istnieniu bez zadnych innych dodatkowych zaltozen, jak pokazano w twierdzeniu 5.

Rozwazenie ostrych nieréwnosci rézniczkowych dla Scisle uporzadkowanej pary
funkcji w definicji pod— i nadpredkosci, prowadzi do wprowadzonego w rozdziale 5
w [H.4] pojecia Scistej pary pod— i nadpredkosci. Pokazano, ze istnienie takiej pary
daje lokalizacje rozwigzan jak i ich pochodnych z nieréwnosciami ostrymi [H.4,
Corollary 5.1].

W twierdzeniu 5 ukryta jest trudnos¢ polegajaca na znalezieniu pod— i nadpred-
kosci. Podobnie jak w przypadku pod— i nadrozwigzan, zastosowanie twierdzenia 5
(oraz Corollary 5.1) polega na konstrukeji pary pod— i nadpredkosci. Pewne wyniki
w tym zakresie, jak réwniez powigzane przyktady, zawarte sa w rozdziale 6 w [H.4]
(zobacz Lemmas 6.3 1 6.4, Theorem 6.1).

Ponadto, udowodniono wynik dotyczacy istnienia trzech rozwigzan w ujeciu pod—
i nadpredkosci. Dla dwéch funkeji ciagtych wy i up na [0, 1], definiujemy relacje
uy < ug jako ug(t) < ug(t) dlat € [0, 1].

Twierdzenie 6. [H.4, Theorem 7.1] Niech o; € C'([0,1]) i 7; € C'([0,1]) (i =1,2)
spelniajq nastepujgce nieréwnosci

o1(t) < oa(t) < (), o1(t) < T(t) < m(t), VE€[0,1], o2 £ 7. (29)

Ponadto niech (o1,1), (02,72) oraz (o1, 72) bedg parami Scistych pod— i nadpredkosci
dla zagadnienia (21). Wowczas zagadnienie (21) posiada przynajmniej trzy takie
rOZWIQZANIA Uy, U 1 Uz, Z€

o1(t) S uy(t) <mit), o2(t) <up(t) < m(t), VEe([0,1],

oraz

ugﬁﬁ, Ué%O’Q.

W publikacji [H.4] zawarto réwniez wnioski dotyczace specjalnego przypadku,
gdy o i 7 sg funkcjami staltymi. Ponadto w przypadku gdy funkcja f nie zalezy od u,
udowodniono wyniki dla powiazanej rodziny réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego
(27).
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Kolejna praca z wybranego cyklu publikacji dotyczy nielokalnego zagadnienia
brzegowego Neumanna. W [H.5] badane jest nastepujace zagadnienie

W= ftw), 0) =0, (1) = [ u(s)dg(s) (30)

gdzie f : [0,1] x R" — R" i g = diag(g1,..-,9n), ¢ : [0,1] = Rdlai=1,...,n.
Zauwazmy, ze zagadnienie (30) jest zawsze rezonansowe, poniewaz funkcje u(t) =
b € R" sa rozwigzaniami jednorodnego zagadnienia liniowego

W =0, w(0)=0, (1) —/Olu’(s)dg(s).

O ile nam wiadomo, nielokalne zagadnienie brzegowe (30) nie bylto do tej pory
rozwazane w takiej ogélnosci. Inne niz podane w (30) uogélnienia zagadnienia brze-
gowego Neumanna z catkami Riemanna-Stieltjesa mozna znalezé w pracach [36,
P.14]. W przypadku g = 0, zagadnienie (30) redukuje sie do klasycznego zagadnie-
nia brzegowego Neumanna, ktére zostato obszernie zbadane (odsytamy na przyktad
do prac [24, 26, 54, 78, 81| i umieszczonej w nich literatury).

Potrzebne bedg nastepujace zatozenia:
(¢) f:]0,1] x R® — R™ jest funkcja ciagta;

(17) g = diag(g,...,g,) ma ograniczone wahanie, gdzie ¢; : [0,1] — R, i =
1,...,n;

(7i1) istnieje granica
F(t.€) = Jim f(t,1€) (31)

jednostajnie ze wzgledu na t oraz £ € R", [¢] = 1;

Fo(€) = / dz—// £)dz=dg(s),

dla kazdego £ € R", [¢| = 1, mamy, ze
(£, Fo(§)) <. (32)

(1v) przyjmujac

Gléwnym celem pracy [H.5] jest wykazanie, ze zagadnienie (30) posiada przy-
najmniej jedno rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze zalozenia (iii)—(iv) sa typu
Nirenberga. Tego typu warunki zalezg od wymiaru jadra operatora liniowego L zde-
finiowanego w (3). Jedli dim Ker L = 1, mozna wykorzysta¢ podejécie Landesmana—
Lazera [48]. Warto tutaj podkresli¢, ze metoda Landesmana—Lazera nie dziata, gdy
wymiar jadra operatora liniowego L jest wiekszy niz 1. Chocby z tego powodu,
rozpatrywanie uktadow réwnan rézniczkowych zamiast rownan skalarnych zawsze
generuje dodatkowe trudnosci. Nirenberg, badajac eliptyczne zagadnienia brzegowe,
sformutowal w 1971 roku nowe warunki typu Landesmana-Lazera w przypadku, gdy
dim Ker L = n, [61].

W naszym przypadku z faktu, ze funkcje u(t) = b € R sg rozwigzaniami odpo-
wiedniego jednorodnego zagadnienia liniowego wynika, ze dim Ker L = n. Warunki
typu Nirenberga dla réwnania (30) moga by¢ zapisane nastepujaco:
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(N1) Fo(€) # 0 dla dowolnego £ € S" 1, gdzie S jest sfera jednostkowa w R™;

N2) stopienn Brouwera degg (6 0, gdzie 6 : S"! — S~ jest odwzorowaniem
B

Fo(§)
|Fo ()]

danym wzorem 6(§) =

Zauwazmy, ze jesli warunek (32) zachodzi, to zatozenie (N1) jest spelnione. Ponadto
rozwazajac nastepujaca homotopie

Fo(€)
| Fo(&)]

mozna zaobserwowaé, ze warunek (N2) wynika z (32). Rzeczywiscie, poniewaz dla
kazdego £ € R™, [{| =11 p € [0,1] dostajemy

(1—p)
| Fo(6)]

H(p, &) = —px + (1 — p)

(€ H (1, ) = —plel* +

(€, Fo(£)) <0,

wiec stopien Brouwera jest dobrze zdefiniowany oraz, z definicji homotopii, rézny od
zera. W konsekwencji warunki znakowe (iii)—(iv) sa typu Nirenberga.

Mozemy teraz sformutowaé nasz gtéwny rezultat.

Twierdzenie 7. [H.5, Theorem 3.3] Jesli spelnione sq zatoZenia (i)—(iv), to zagad-
nienie (30) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie.

Dowéd twierdzenia 7 podany w [H.5] rézni sie w istotny sposéb od zapropo-
nowanego przez Nirenberga. Wykorzystano tu pewien pomyst zastosowany przez
Przeradzkiego [71] do badania istnienia rozwiazan okresowych zagadnienia rzedu
pierwszego postaci v’ = f(t,u).

Mianowicie, rozwazmy nastepujace zaburzone zagadnienie brzegowe

u' = f(t,u), w'(0) =0, v'(1) = /01 u'(s)dg(s) + axu(0), (33)

gdzie oy, € (0,1) i ax — 0. Zagadnienie (33) jest zawsze nierezonasowe, co oznacza,
ze moze zostaé zapisane w postaci pewnego rownania operatorowego.
Dla z € C'(]0,1],R™) i ustalonego k € N definiujemy

(Agu) (t // (z,u(z))dzds
+ak{/ofzu dz—// z,u(z))dzdg(s)| .

Zauwazmy, ze z zalozenia (i1i) wynika, ze funkcja f jest ograniczona. W kon-
sekwencji, wykorzystujac twierdzenie Schaudera o punkcie staltym, mozna pokazac,
ze jesli spetnione sa zatozenia (i)—(7i7), to Ay ma punkt staly, tzn. zagadnienie (33)
posiada przynajmniej jedno rozwiazanie dla kazdego k € N (por. [H.5, Lemma 2.4]).

Niech ¢y bedzie rozwiazaniem zagadnienia (33) dla kazdego k € N. Wystar-
czy teraz pokazaé, ze zbior Z = {¢y | k € N} jest wzglednie zwarty w przestrzeni
C* ([0,1],R"), z czego wynika, ze (¢x) posiada podciag zbiezny (¢x,), ¢r, — © na
0,1]. Ponadto funkcja ¢ € C* ([0, 1], R™) jest rozwiazaniem zagadnienia (30) (por.
[H.5, Theorem 3.3]).
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Kluczowym i jednocze$nie najtrudniejszym fragmentem dowodu jest pokazanie,
ze zbiér Z jest ograniczony w przestrzeni C! ([0, 1], R"). Poniewaz f jest ograniczona
oraz dla dowolnego mozliwego rozwigzania zagadnienia (33) mamy

= [ 1oz

wiee, gdy k& — oo, ciag (¢)) jest ograniczony. Z drugiej strony, dla dowolnego roz-
wiazania zagadnienia (33), dostajemy

// 2, pr(z))dzds (34)
+— [/0 f(z, or(2) dz—/ / 2z, pr(2))dzdg(s)| .

677
Z (34) mozna odnie$s¢ mylne wrazenie, ze jesli ap — 0 i f jest ograniczona, to
SUDye(o1] |9x(t)| — 00, przy k — oo. Jednakze nie jest to prawda. Gdy ag — 0, wow-
czas zagadnienie (33) staje sie zagadnieniem (30) i tatwo sprawdzi¢, ze scatkowanie
réwnania (30) i wykorzystanie warunkéw brzegowych prowadzi do réwnosci

/01 f(z u(z))dz — /01 /Osf(z,u(z))dzdg(s) =0,

ktora w tym podejsciu jest kluczowa.

Aby pokazaé, ze ciag (¢x) jest ograniczony w przestrzeni C* ([0, 1], R"), zakta-
damy nie wprost, ze jest on nieograniczony. Wowczas przechodzac do podciagu, jesli
jest to konieczne, dostajemy, ze ||¢x| — 00. Poniewaz ciag pochodnych jest ograni-
czony, Wiec supsepo 1) [k (t)| — 00, przy k — oo. Dalej, rozwazamy nastepujacy ciag

(W) c (|0, ] "), ktéry posiada podciag zbiezny. Dla uproszczenia notacji
oznaczamy go (Hsokl\) Teraz, z jednej strony otrzymujemy, ze

w(t) .

[kl

gdzie £ = (&,...,&,) nie zalezy od t oraz |{| = 1 (por. dowéd [H.5, Lemma 3.1]). Z
drugiej strony, zauwazamy, ze skoro

Flton®) = 1 (t, el “”‘”‘”) |

fen|
to, wykorzystujac zatozenie (iii), dostajemy
1 1 ps
=[] Fega— [ [ Feodags)] =17,

gdzie «y jest pewna dodatnia stata. W konsekwencji, z zalozenia (iv), dostajemy
nastepujaca sprzecznosé

1=(£,8) =7 Fo(§)) <0

O ile nam wiadomo, zagadnienie (30) byto rozwazane do tej pory tylko w pu-
blikacjach [H.5] i [P.12]. Jednakze, w obu pracach zaklada sie, ze funkcja f jest
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ograniczona. Aby ostabi¢ zalozenie natozone na funkcje f w wyzej wspomnianych
pracach, nalezy zastosowa¢ do badania tego zagadnienia inne podejscie. W tym celu
wykorzystamy pewne uogoélnione twierdzenie Mirandy.

Twierdzenia typu Poincaré-Mirandy sa n—wymiarowymi uogélnieniami klasycz-
nego twierdzenia Bolzano, ktore zostato udowodnione w 1817 roku.

Twierdzenie 8. Niech F': [—M, M| — R bedzie funkcjq cigglq oraz F(—M)F(M) <
0. Wowczas istnieje takie x € (—M, M), ze F(x) = 0.

Ponizsze uogoélnienie twierdzenia Bolzano zostalo podane wraz ze szkicem do-
wodu przez Poincaré w roku 1883, [69].

Twierdzenie 9. Niech F : [—M, M|" — R", F = (F,..., F,) bedzie funkcjq cigglq
spetniajgcg nastepujgce warunki:

Fi(zy,...,zio0, M xigq, .. .yxn) 20
oraz

Fi(xy,...,xi0,—M, x4, ..., 2,) <O
dlai=1,...,n. Wowczas istnieje takie x € [—M, M]", ze F(x) = 0.

Twierdzenie Poincaré zostato ponownie odkryte przez Mirande, ktory w 1940 roku
pokazal, ze jest ono rownowazne twierdzeniu Brouwera o punkcie statym. Twierdze-
nie to stato sie znane jako twierdzenie Mirandy, [58].

Ostatnio w [P.3] udowodniono nastepujace uogdélnienie twierdzenia 9.

Twierdzenie 10. Niech F' bedzie odwzorowaniem pélciggltym z gory przeksztal-
cajgcym zbior [—M, M|" na wypukle zwarte podzbiory R"™ oraz spelniajocym dla
d=(dy,...,d,) € R" nastepujgce warunksi:

jesti d € F(xy,...,xi0, M, xi41,...,2,), to d; >0
oraz
gesli d € F(xy,...,xi1,—M,xi1q1,...,2,), to d;<O0,
dla kazdego i = 1,...,n. Wowczas istnieje takie v € [—M, M|", ze 0 € F(z).

Twierdzenia Mirandy moga by¢ z powodzeniem zastosowane w teorii rownan roz-
niczkowych. Mozna je wykorzysta¢ do otrzymywania warunkéw dotyczacych istnie-
nia rozwiazan zagadnien brzegowych. Warto tu nadmienic¢, ze twierdzenie 10 zostato
udowodnione, aby pokazaé, iz pewne asymptotyczne zagadnienie brzegowe posiada
przynajmniej jedno rozwiazanie (wiecej szczegdtéw mozna znalezé w [P.3]).

Jednakze, twierdzenie 10 ma pewna wade. Moze zostac¢ zastosowane tylko do za-
gadnien skalarnych. Jak zobaczymy podzniej, wykorzystanie tego podejscia wymaga
rozwazenia pewnego zagadnienia poczatkowego. W przypadku jednowymiarowym,
aby pokazacé, ze zbiér rozwigzan zagadnienia poczatkowego w odpowiedniej prze-
strzeni funkcyjnej jest zwarty i wypukty, wystarczy zauwazy¢, ze jest on zwarty i
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spojny. Jednak tego podejscia nie mozna wykorzysta¢ w przypadku ukladow row-
nan réozniczkowych. W konsekwencji, przyszte uogélnienia twierdzenia Mirandy beda
wymagaly rozwazenia innej klasy zbioru wartosci odwzorowania F', klasy zwiazanej
z tym co wiemy o zbiorze rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego w odpowiedniej prze-
strzeni funkcyjnej.

Najpierw przypomnijmy pewne oznaczenia i terminologie potrzebne w dalszej
czesci tego omoéwienia. Niech X, Y beda przestrzeniami metrycznymi. Przestrzen X
nazywamy absolutnym retraktem otoczeniowym (zapisujemy ANR), jesli dla dowolnej
przestrzeni Y i homeomorficznego wlozenia ¢ : X — Y przestrzeni X na domknigte
podzbiory i(X) C Y, i(X) jest otoczeniowym retraktem Y, tzn. istnieje otwarte
otoczenie U zbioru i(X) w Y iretrakcjar : U — i(X). Powiemy, ze przestrzen X jest
Sciggalna, jesli istnieja takie zo € X i homotopia H : X x [0,1] — X, ze H(z,0) =z
oraz H(z,1) = xo dla kazdego x € X. Zwarta przestrzen X jest zbiorem typu Rj
(zapisujemy X € Ry), jesli istnieje taki malejacy ciag (X,,) zwartych, $ciagalnych
podprzestrzeni, ze X = (\,5; X,. Powiemy, ze H : X — Y jest odwzorowaniem
wielowartosciowym typu Ry, jesli jest poélciaglte z géry oraz dla kazdego x € X
zachodzi H(x) € Rs.

Mozemy teraz sformutowaé nastepujace

Twierdzenie 11. [H.6, Theorem 5] Niech A; > 0, i = 1,...,n, za$ F bedzie od-
wzorowaniem dopuszczalnym przeprowadzajgeym [1i_i[—A;, A;] na R™, tzn. istniejg
przestrzen Banacha E, dimE > n, odwzorowanie h : E — R™ liniowe, ograniczone 1
suriektywne oraz takie odwzorowanie H : T[1_ [—A;, A;) — E typu Rs, ze F = ho H.
Jesli dla dowolnego i = 1,...,n i dowolnego y € F(a), gdzie |a;| = A;, zachodzi albo

a;-y; = 0 (35)
albo

a; -y < 0, (36)
to istnieje takie @ € [17,[—A;, Ai], 2e 0 € F(a).

Dla dowodu twierdzenia 11 kluczowe znaczenie ma wynik Kryszewskiego i Pla-
skacza dotyczacy istnienia punktu statego odwzorowan rozktadalnych [47]. Odwzo-
rowaniem rozktadalnym nazywamy pare (D, F') sktadajaca sie z odwzorowania wie-

lowartosciowego F' : X —o Y i diagramu D : X 4 z Y, gdzie Z € ANR,
H : X — Z jest odwzorowaniem typu Rys, zas h : Z — Y jest takim jednowarto-
Sciowym odwzorowaniem ciagtym, ze F'=ho H.

Ztozenie odwzorowania wielowarto$ciowego o wartosciach zwartych z funkcja cig-
gty jest poélciagle z géry, wiec kazde odwzorowanie rozktadalne jest potciagte z gory.
W naszym przypadku Z jest przestrzenia Banacha, a wiec jest ANR—-em. Ponadto,
zauwazmy, ze odwzorowanie rozktadalne (D, F') jest dopuszczalne w sensie Gornie-
wicza (por. [27]).

)
Powiemy, ze dwa odwzorowania rozkltadalne (Dy, Fy), (Dq, Fy) gdzie Dy, : X —
Z,, 28 Y, k= 0,1 sg homotopijne (zapisujemy (Dy, Fy) =~ (Dy, F)), jesli istnieje od-

. g & 3
wzorowanie rozktadalne (D, F), gdzie D : X x [0,1] — Z 5 Y i takie odwzorowania
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gk 2 — Z, k=0,1, ze diagram

X o, 7

. . ¥0

o AN
Xxxo01 % z 2 vy

Ti1 Tj1 /‘901

X o7

gdzie ix(z) = (z,k) dlaz € X, k = 0,1, jest przemienny.

Twierdzenie 12. [47, p.1798] Jesli odwzorowanie rozktadalne (D, F) : X —o X,
gdzie X jest zwartym ANR—em z nietrywialng charakterystykq Eulera x(X) # 0, jest
homotopijne z identycznosciq, tzn., istnieje takie rozktadalne odwzorowanie (D', F') :

X — X, e (D,F)~ (D',F') i F'(x) =z dlax € X, to Fix(F) # 0.

Biorac pod uwage zatozenia twierdzenia 11, twierdzenie 12 moze by¢ zapisane w
nastepujacej prostszej postaci.

Whiosek 1. [H.6, Corollary 1] Niech @ bedzie zwartym réwnoleglobokiem, z nie-
trywialng charakterystykq Eulera x(Q) # 0. Jesli odwzorowanie rozktadalne (D, F)) :
Q — Q jest homotopijne z identycznoscig, to Fix(F) # ().

Szczegblowy dowdd twierdzenia 11 jest podany w pracy [H.6]. Jednakze chcie-
libysSmy zwrdci¢ tutaj uwage na rozbieznos¢ pomiedzy sformutowaniem twierdzenia
11 przedstawionego tutaj, a oryginalnym wynikiem. Twierdzenie 11 rézni sie od
twierdzenia 5 udowodnionego w [H.6] warunkiem (36). Aby pokazaé, ze twierdze-
nie 11 jest prawdziwe, gdy zachodzi warunek (36), wystarczy w dowodzie twier-

dzenia podanego w [H.6] rozwazy¢ nastepujace odwzorowanie wielowartosciowe
G I [ A, Al — TT7 [~ Ay, A;] oraz diagram

H A’MA _OE_>H AiaAi]a

=1

gdzie G = ho®y, ®y(q) :={x € E | x = j(q) + €z, z € H(¢q)}, z odpowiednio matym
€ >0, oraz j : R" — E danym wzorem

n
= Z qi€;,
=1

gdzie e; jest takim elementem przestrzeni E, ze hj(e;) = d;5, 1,7 = 1,...,n. Za-
uwazmy, ze aby udowodni¢ twierdzenie 11 z warunkiem (36), wystarczy zmienié
jedynie definicje odwzorowania ®,, pozostala czes¢ dowodu pozostaje taka sama
(por. [H.7, Remark 1.2]).

Uogolnione twierdzenie Mirandy (Twierdzenie 11) mozna zastosowaé do uktadéw
rownan réozniczkowych, zaréwno w przypadku nierezonansowym jak i rezonanso-
wym. W pracy [H.6] podano przyklady wykorzystania tego twierdzenia do uktadow
n réwnan rézniczkowych postaci v’ = f(t,u,u’) z réznymi lokalnymi warunkami
brzegowymi okreslonymi na przedziale ograniczonym oraz na poétprostej. Zalozono
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tam, ze funkcja f ma wzrost liniowy (zob. [H.6, Examples 1-4]). Bez wchodze-
nia w szczegbly, poniewaz metoda zaprezentowana w [H.6] bedzie doktadnie omé-
wiona pozniej w przypadku nielokalnego zagadnienia brzegowego, aby pokazac, ze
zagadnienia brzegowe omawiane w [H.6] (z warunkami brzegowymi okreslonymi na
przedziale) posiadaja rozwigzania, wystarczy rozwazy¢ najpierw pewne zagadnienie
Cauchy’ego. Jesli oznaczymy przez (S, tg, ug) zbiér wszystkich rozwiazan zagadnie-
nia Cauchy’ego

u = f(t,u), wu(ty) =ug € R",

wowezas wiadomo, ze jesli f : [0,T] x R* — R™ T > 0, jest funkcja ciagla i
posiada wzrost co najwyzej liniowy, to (.S, tg,ug) jest zbiorem typu Rs (por. [28,
Corollary 7.7]). Ta charakteryzacja zbioru wszystkich rozwiazan zagadnienia po-
czatkowego jest kluczowa w pracy [H.6].

Powr6émy teraz do nielokalnego zagadnienia brzegowego (30), ktore, w przy-
padku gdy f zalezy od v/, moze by¢ zapisane w postaci

W = ftud), w(0) =0, w(l)= /Olu/(s)dg(s), (37)

gdzie f : [0,1] x R® x R* — R" oraz g = diag(g1,...,9x), ¢ : [0,1] — R dla
1=1,...,n.

Jak wspomniano wczesniej, zagadnienia (30) i (37) byty rozwazane tylko w pra-
cach [H.5] i [P.12], w ktorych zaktada sie, ze funkcja f jest ograniczona. Teraz,
wykorzystujac uogélnione twierdzenie Mirandy (Twierdzenie 11), ostabimy zaloze-
nia natozone na funkcje f. Z jednej strony, to podejscie pozwala rozwazaé¢ funkcje f,
ktore moga by¢ nieograniczone, z drugiej zas strony, w przeciwienstwie do poprzed-
nich wynikéw, w ktérych g miata wahanie skoniczone (por. [H.5, P.12]), bedziemy
musieli poczyni¢ pewne dodatkowe zatozenia dotyczace funkcji g.

Aby zastosowaé twierdzenie 11, zdefiniujmy pomocnicze zagadnienie poczatkowe
oraz potrzebne odwzorowania. Rozwazmy nastepujaca rodzine zagadnien poczatko-
wych

u' = f(t,u,u’), wu(0)=a, u'(0)=0, (38)
gdzie a € R™ i f: [0,1] x R x R* — R™.
Zdefiniujmy operator T : R™ x C* ([0, 1], R") — C* ([0, 1], R™) wzorem
T(u)(t) = a+ [ (= )1 (s u(s), ())ds. (39)
Niech teraz a € R™ bedzie ustalone. Potozmy
Fix T, := {u € C* ([0,1],R") | T,u = u}.

Zauwazmy, ze u € FixT, wtedy i tylko wtedy, gdy u jest rozwigzaniem zagadnie-
nia (38).

Rozwazmy odwzorowanie H : R™ — C ([0, 1], R") dane wzorem

H(a) = FixT, (40)
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i zdefiniujmy odwzorowanie h : C* ([0, 1], R") — R™ jako
1
h(u) = /(1) — / o' (5)dg(s). (41)
0

Niech teraz multifunkcja F': R™ — R™ bedzie okreslona nastepujaco F' = ho H,
tzn.

Flo) = {un) = [ u(s)dg(s)

UGFiXTa}. (42)

Biorac pod uwage powyzsze oznaczenia, mozemy teraz sformutowaé jeden z gtow-
nych wynikéw zawartych w pracy [H.7].

Twierdzenie 13. [H.7, Theorem 2.1] Niech bedg spetnione nastepujgce zalozZenia:
(F1) f:]0,1] x R x R" — R™ jest funkcjq ciggla,

(T1) (oszacowanie a priori) dla kazdego a € R™ wszystkie mozliwe rozwigzania za-
gadnienia poczgtkowego (38) sq wspdlnie ograniczone w przestrzeni C* ([0, 1], R™);

(G) dla kazdego i = 1,....k, g; jest niemalejoca, 0 < [y dgi(s) < 1 oraz, jesli
Ji dgi(s) =1, to g; nie jest stata na [0,1).

Ponadto zalozmy, Ze istniejq takie state A; >0,i=1,...,n, zZe
(A1) jesliu € FixT, dla a; :== A;, to funkcje u} sq niemalejgce na [0,1], 1 =1,...,n;

(A2) jesli u € FixT, dla a; == —A;, to funkcje u} sq nierosngce na [0,1], i =
1,...,n.

Wowezas zagadnienie (37) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie.

Zagadnienie poczatkowe (38) jest tutaj kluczowe. Na poczatku zauwazmy, ze
zagadnienie poczatkowe (38) posiada przynajmniej jedno rozwiazanie dla kazdego
ustalonego a € R" i wszystkie takie rozwiazania sa globalne, tzn. sa okreslone na
calym przedziale [0, 1]. Istotnie, z (F1), wykorzystujac twierdzenie o istnieniu roz-
wiazan, wnioskujemy ze zagadnienie (38) posiada przynajmniej jedno rozwiazanie
lokalne. Wiedzac, ze rozwiazania lokalne istnieja, wystarczy wiedzie¢, ze wszystkie
mozliwe rozwigzania globalne sa ograniczone, aby stwierdzi¢, ze one istnieja (por.
zalozenie (T1)). Oznacza to, ze operator T jest dobrze zdefiniowany i jego punkty
state sa rozwiazaniami zagadnienia (38).

Rozwazmy teraz odwzorowanie H, ktére kazdemu warunkowi poczatkowemu
a € R™ przyporzadkowuje zbiér rozwiazan zagadnienia (38). Mozna pokazaé, ze
H jest polciagle z gory o wartosciach zwartych. Ponadto, wykorzystujac pojecie
funkcji catkowalnie ograniczonych, otrzymujemy, ze H jest odwzorowaniem typu Rs
(wigcej szezegdtéw znajduje sie w dowodzie twierdzenia 13 w [H.7]). Mozna réwniez
pokazaé, ze h jest liniowa, ciggla i suriektywna. Ponadto zauwazmy, ze definicja h w
(41) jest powiazana z drugim nielokalnym warunkiem brzegowym zagadnienia (37).

Teraz wystarczy tylko pokazaé, ze multifunkcja F' zdefiniowana w (42) spetnia
warunek (35) twierdzenia 11. W tym celu nalezy wykorzystaé zatozenia (A1), (A2)
oraz (G).
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Z twierdzenia 11, otrzymujemy, ze istnieje takie a € [[[_,[—A4;, 4;], ze 0 € F(a),
co oznacza, ze istnieje @, dla ktérego rozwiazanie u zagadnienia (38) jest réwniez
rozwigzaniem zagadnienia (37), tzn., u spetnia drugi nielokalny warunek brzegowy
zagadnienia (37). Innymi stowy, w zbiorze wszystkich rozwiazan rodziny zagadnien
poczatkowych (38) znajdziemy przynajmniej jedno takie rozwiazanie, ktére jest po-
szukiwanym rozwiazaniem zagadnienia (37).

W [H.7] rozwazono réwniez przypadek, gdy miara dg;, i = 1,...,n, jest ujemna
[H.7, Theorem 2.2]. Ponadto podano réwniez warunki istnienia rozwiazan w przy-
padku, gdy punkcja f nie zalezy od v/, tzn. kiedy zagadnienie (37) jest zdefiniowane
w (30) [H.7, Theorems 2.3-2.4].

Rozwazono réwniez szczegdlne przypadki i podano przyktady, dla ktorych abs-
trakcyjne zalozenia podanych twierdzenr [H.7, Theorems 2.1-2.4] sa spetnione. Na
przyktad, jesli prawdziwe jest nastepujace zatozenie

(F4) dla kazdego i = 1,. ..,k istnieje takie M; > 0, ze u; fi(t,u,v) > 0 dla wszyst-
kich t € [0,1], v € R¥, u € R¥, gdzie |u;| > M;

to dla |a;| = M; + 1 zatozenia (A1) oraz (A2) sa spelione (por. [H.7, Lemmas 3.1
i3.2]).

Podano réwniez dodatkowe warunki, przy ktérych inne zatozenia twierdzen [H.7,
Theorems 2.1-2.4] sa spetione. Mozna zauwazy¢, ze kluczowy jest tutaj warunek o
oszacowaniu a priori (zobacz zatozenia (T1) i (T2) w [H.7]). Z tych zalozen wynika,
ze rozwiazania zagadnien poczatkowych rozwazonych w [H.7] sa globalne i dodat-
kowo dostarczaja one istotnych informacji na temat topologicznej struktury zbioru
rozwigzan tych zagadnien, doktadniej zbiér ten jest zbiorem typu Rs w odpowiednie;j
przestrzeni funkcyjne;j.

Najpierw rozwazono przypadek, gdy funkcja f ma wzrost liniowy, przy ktérym
istniejg rozwigzania nielokalnego zagadnienia brzegowego niezaleznie od tego, czy
funkcja f zalezy, czy tez nie zalezy od u’ (por. [H.7, Corollaries 3.3-3.9]).

W przypadku, gdy n = 1, omawiane sg pewne uogolnienia przypadku sublinio-
wego. Jezeli zatozymy, ze

(F7) |f(t,u,v)| < caw(|v]) + o, t € [0,1], u,v € R, gdzie w : Ry — Ry jest ciagla
niemalejaca funkcja,

to, wykorzystujac uogdlnienie Bihari lematu Gronwalla, otrzymamy wspoélna ograni-
czono$é zbioru rozwigzan zagadnienia poczatkowego (38). Podobnie, jesli spelniony
jest warunek

(F9) |f(t,u,v)| < 1 + colv| + es|vfP, gdzie t € [0,1], u,v € R, p > 0, ¢; > 01
C2,C3 >07

to wykorzystujac podejscie Lakshmikanthama, mozna udowodnié, ze zatozenie (T1)
zachodzi. Wyniki dotyczace zalozen (F7) i (F9) podano w odpowiednich wnioskach
[H.7, Corollaries 3.8-3.13].

Zauwazmy, ze zamiast warunkow podanych powyzej, mozna natozy¢ na funkcje
f dowolne warunki, ktére zagwarantuja wspolng ograniczono$é rozwiazan zagadnien
poczatkowych rozwazonych w [H.7].
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5 Omoéwienie wynikéw pozostalych prac naukowych.

W tym rozdziale oméwimy krotko wyniki zawarte w pozostatych pracach autorki,
ktore nie zostaly uwzglednione w osiggnieciu naukowym wskazanym w rozdziale 3.
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W artykule [P.1] uogélniamy nier6wnosé Arnolda—Groenevelda—Papadatosa (AGP)
w przypadku, gdy liczno$¢ proby jest dowolng zmienng losowa przyjmujaca wartosci
w zbiorze liczb naturalnych. Czesé¢ uzyskanych oszacowan rozszerza znane wyniki dla
préb o losowej licznosci. Pozostale — w tym nieréwnosci AGP typu logarytmicznego
— s nowe nawet dla prob o licznosci deterministycznej. W pracy podajemy rowniez
przyktady zastosowania przedstawionych oszacowan dla konkretnych L—statystyk.

Niektore wyniki zawarte w rozprawie doktorskiej zostaly przedstawione w publi-
kacjach [P.2]-[P.3]. W pracy [P.2] rozwazono nastepujace asymptotyczne zagadnie-
nia brzegowe

u' = f(tu,u), w(0)=0, limu (t)=0 (43)

t—o0
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(f : Ry x R" x R™ — R™ jest funkcja ciagla) oraz

u" = f(t,u,u), u(0)=0, Jim u'(t) =0 (44)
(f Ry x R" x R" — R" jest funkcja lipschitzowsko ciagta). Pierwsze zagadnienie
jest nierezonansowe, a wiec mozemy rozwazaé odpowiadajgcy mu operator, ktorego
punkty state sa rozwiazaniami zagadnienia (43). Zakladajac, ze f ma wzrost liniowy
i naktadajac na f pewien dodatkowy warunek znakowy, pokazano, ze zagadnienie
(43) posiada przynajmniej jedno rozwiazanie. Interesujacy jest tu dob6r przestrzeni.
Pracujemy w przestrzeni Banacha

U= {U:R+—>Rn |uECl([0,oo),R”),tlim u' (t) :0} (45)

Z norma

fully = max{|u O], sup | <t>|} .

teR

Podano kryterium zwartosci podzbioréw z tej przestrzeni [P.2, Theorem 2.1]. Za-
gadnienie (44) jest zawsze rezonansowe. To do niego wtasnie po raz pierwszy zasto-
sowano twierdzenie Mirandy — w wersji klasycznej (twierdzenie 9 z rozdzialu 4). W
tym celu musielismy zaltozy¢, ze f jest funkcjg lipschitzowsko ciggla ze wzgledu na
druga i trzecia zmienng. W ten sposob odpowiednie odwzorowanie jest jednowarto-
Sciowe.

Aby pokazaé, ze zagadnienie (44) posiada rozwiazanie w przypadku, gdy f jest
tylko funkcja ciagta, udowodniono w [P.3] uogélnione twierdzenie Mirandy dla od-
wzorowan wielowarto$ciowych poélciagtych z gory o wartosciach zwartych i wypu-
ktych (twierdzenie 10 w rozdziale 4). Aby wykorzystaé to twierdzenie, nalezy poka-
zaé, ze zbior rozwiazan pomocniczego zagadnienia Cauchy’ego jest zwarty i wypukty
w odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej. Jak powiedziano wczesniej, wykazano tu, ze
zbiér rozwigzan jest zwarty i spojny. Aby to pokaza¢ musieliémy jednak zatozy¢,
ze f: Ry xR xR — R. W konsekwencji, warunki na istnienie rozwigzan zostaty
otrzymane tylko w przypadku, gdy zagadnienie brzegowe (44) jest skalarne.

Dalsze publikacje nie dotycza juz wynikow zawartych w rozprawie doktorskiej.
W pracy [P.4], zmieniono warunek dotyczacy wzrostu liniowego funkcji f. Zatozono
tam, ze funkcja f spelnia warunek Nagumo (uogdlnienie przypadku subliniowego).
Jednakze, wyniki zaprezentowane w tej publikacji w dalszym ciagu dotycza przy-
padku jednowymiarowego (a nie uktadéw réwnan rézniczkowych).

Uktad réwnan rézniczkowych z warunkami brzegowymi zdefiniowanymi w (44)
jest przedmiotem rozwazan w publikacji [P.5]. Pracujemy tu w przestrzeni Bana-
cha BCL(R,,R"™) (zapisujemy BCL) wszystkich funkcji ciaglych i ograniczonych,
ktore maja skonczone granice w +00. Pokazano tu, ze zbiér wszystkich rozwigzan
odpowiedniego zagadnienia Cauchy’ego w przestrzeni funkcji BCL jest zbiorem typu
Rs [P.5, Lemma 3]. Udowodniono uogdélnienie twierdzenia 10 (patrz rozdziat 4) dla
pewnego odwzorowania rozktadalnego, dla ktérego odpowiednie odwzorowanie wie-
lowartos$ciowe przyjmuje wartosci w przestrzeni BCL [P.5, Lemma 4]. Idea zawarta
w tej pracy zostata wykorzystana pdzniej do otrzymania twierdzenia typu Mirandy,
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w ktorym odpowiednie odwzorowanie wielowartosciowe przyjmuje wartosci w do-
wolnej przestrzeni Banacha (twierdzenie 11, rozdziat 4).

Nierezonansowe zagadnienia brzegowe z réznymi nielokalnymi warunkami brze-
gowymi dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego byty przedmiotem
badan w publikacjach [P.6], [P.9] oraz [P.10]. Nielokalne warunki brzegowe dotycza
tutaj catek Riemanna—Stieltjesa i sa postawione na przedziale [0, 1]. Zagadnienia roz-
wazane w tych pracach uogélniaja wezedniejsze znane wyniki, zarowno pod wzgledem
rozpatrywania uktadow réwnan rozniczkowych, jak i samych warunkow brzegowych.
Wykorzystujac wtasnosci stopnia topologicznego Leraya—Schaudera, wykazaliSmy
istnienie przynajmniej jednego rozwigzania dla rozwazanych zagadnien. Ponadto,
dopuszczamy stabsze zalozenia, tylko warunki znakowe dla funkcji f. Oczywiscie,
natozyliémy pewne dodatkowe ograniczenia na miare dg (wystepujaca w rozwaza-
nych w warunkach brzegowych catkach Riemanna—Stieltjesa).

Istnienie T—okresowych rozwigzan dla nastepujacego uktadu n réwnan

()" + f(t,u,u') =0,

gdzie f: R x R" x R® — R" jest funkcja ciagta i T—okresowa ze wzgledu na ¢,

BdsD)
_ oS s#0 16
oy ={ W 70 (46

B :1]0,00) — [0,00) jest ciagta i rosnaca, 3(0) = 0, F(c0) = oo, jest przedmiotem
badan w [P.8]. Poniewaz Lu = (¢(u’))" nie jest liniowy, wykorzystano tutaj pewne
uogolnienie twierdzenia kontynuacyjnego Mawhina dla tego typu zagadnien okre-
sowych, zaprezentowanego przez Mandsevicha i Mawhina w [53]. Przypadek gdy f
nie zalezy od v/ jest réwniez rozwazany. Nalozone na funkcje f zalozenia gwarantu-
jace istnienie przynajmniej jednego rozwiazania okresowego, w przeciwienstwie do
wczesniejszych znanych wynikow, nie sg zwigzane z nieznanym rozwigzaniem u. Po-
dano réwniez zastosowania rozwazanego zagadnienia do relatywistycznego rownania
wahadta w postaci ogolnej.

Nastepujace zmodyfikowane réwnanie Kortewega—de Vriesa (KdV)
Ugzz + U + fw)u, =0
oraz rownanie Burgersa—Kortewega—de Vriesa (BKdV)
Ugzz + U + W)Uy + ptiye =0

sa rozwazane w [P.7]. Nakladajac na funkcje f odpowiednie warunki (inne dla
kazdego z réwnan), udowodniono istnienie rozwiazania w postaci fali wedrujacej.
Pokazano, ze istnieje taka predkos$¢ fali v > 0, ze réwnanie KdVa posiada przy-
najmniej jeden front fali. Ponadto pokazano, ze dla kazdego v € (0,vq), gdzie
vo = lim, . f(z) € (0,+00], réwnanie BKdVa posiada przynajmniej jeden front
fali albo fale wierzgajaca (a kick-profile wave solution). W dowodach wykorzystano
metody zaczerpniete z teorii uktadéw dynamicznych.

[stnienie rozwigzan nastepujacego zagadnienia brzegowego

(QO(UI))/ = f(tv u, U,), U(O) =0, U/(OO) =0,
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gdzie f : R, xR" xR" — R" jest funkcja ciagta jest przedmiotem rozwazan w pracy
[P.11]. Funkcja ¢ : R® — R" definiuje rézne zagadnienia brzegowe powiazane z ope-
ratorem typu Laplace’a. Najpierw zaktadamy, ze ¢ jest dane wzorem (46). W tym
przypadku ¢ jest uogélnieniem operatora p—Laplace’a postaci: ¥,(s) = [s[P~?s, dla
s#0,9,(0) =0, s € R", p > 1. W drugim przypadku, ¢(s) = (©1(51),-- -, ©n(sn))
jest okreslone nastepujaco: ¢; jest jednowymiarowym rosnacym homeomorfizmem
oraz ©;(0) = 0,7 = 1,...,n. W tym przypadku ¢ uogdlnia nastepujaca wersje
p-laplasjanu: ¢©(s) = (¢p,(51),---,¢p.(Sn)), @ = 1,...,n, s € R", p; > 1 oraz
©p; : R — R jest jednowymiarowym p;-laplasjanem. Zagadnienie to nie bylo w takiej
ogo6lnosci badane do tej pory. Znane wyniki odnosza sie do przypadku skalarnego.
Najwazniejszy jest tu dobér przestrzeni, odmienny niz w innych pracach dotycza-
cych tego typu probleméw (por. (45)). To podejscie umozliwia otrzymanie istnienia
rozwiazan tylko przy dwoch warunkach natozonych na funkcje fdotyczacych wzrostu
liniowego i warunku znakowego.

Uzywajac argumentow zwigzanych ze stopniem topologicznym, w [P.12] udo-
wodniono twierdzenia o istnieniu rozwigzan dla nielokalnych rezonansowych zagad-
nieft brzegowych (30) oraz (37). W tej pracy pokazano, ze wyniki zawarte w [H.5]
dla zagadnienia (30) wynikaja z innej postaci twierdzenia kontynuacyjnego Leraya-
Schaudera (twierdzenie Schaefera o punkcie stalym) dla pewnego operatora w prze-
strzeni C'*(]0, 1], R"). To podejscie pozwala uog6lni¢ wyniki zaprezentowane w [H.5]
na funkcje f, ktére mogg zaleze¢ od ', a nie nalezg do klasy Landesmana-Lazera-
Nirenberga, ale spetniaja pewne warunki typu Villariego [79]. Wykorzystanie tech-
nik zaczerpnietych z teorii stopnia koincydencji [55] pozwolito zaproponowaé inne
warunki dla istnienia rozwiazan zagadnienia (30) odnoszace sie do nieznikajacego
stopnia Brouwera pewnego odwzorowania w R™ zaleznego od f i g [P.12, The-
orem 6.1]. Z tego rezultatu wynika réwniez istnienie rozwigzan zagadnienia (30) z
nieliniowosciami typu Landesmana—Lazera—Nirenberga, a ktore dotycza nieznikania
stopnia Brouwera pewnego odwzorowania w R" zaleznego od F zdefiniowanego w
(31) oraz g [P.12, Theorem 7.1]. Nalezy podkresli¢, ze granica (31) jest rozwazana
tutaj w sensie stabszym, oznacza to iz dla kazdego ¢ granica (31) istnieje jednostaj-
nie dla ¢ € S"!. Jednakze, w obu pracach [H.5] oraz [P.12] zaktada sie, ze funkcja
f jest ograniczona.

Publikacje [P.13] oraz [P.14] dotycza dwoch zagadnien brzegowych z nielokal-
nymi warunkami brzegowymi, mianowicie

W= ft), W(0)=0, u(l)= /Olu(s)dg(s)

oraz

W= ftw), 0)=0. (1) = [ u(s)dgls).

gdzie f : [0,1] x R™ — R" jest funkcja ciaglta, zas g : [0,1] — R™ ma wahanie
skonczone. Metody zaprezentowane tutaj sa podobne do tych rozwazanych w [H.5].
Naktadajac pewne warunki typu Nirenberga oraz wykorzystujac metode perturba-
cyjng pokazano, ze powyzsze problemy posiadaja przynajmniej jedno rozwigzanie.
W pracy [P.13] granica (31) istnieje jednostajnie ze wzgledu na t oraz £ € S"!,
podczas gdy w publikacji [P.14] zaktada sie, ze dla kazdego t istnieje taka jedno-
stajna granica (31) ze wzgledu na € € S"™1, Ze F jest ograniczona na [0, 1] x S¥~1.
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Warto zauwazy¢, ze w metodzie perturbacyjnej zazwyczaj zaburza sie rownania roz-
niczkowe, nie zas warunki brzegowe, co prowadzi do wyznaczania funkcji Greena.
Nowoscig w [H.5], [P.13] i [P.14] jest zaburzanie warunkéw brzegowych. W ten
spos6b rownowazna postaé catkowa dla zagadnienia zaburzonego jest tatwa do wy-
znaczenia.

W poréwnaniu do zagadnien rzedu drugiego, teoria zagadnien rzedu pierwszego
z warunkami nielokalnymi jest mniej rozwinieta. Istnienie rozwigzan dla nastepu-
jacych rezonansowych nielokalnych zagadnien (czasami nazywanych odpowiednio
zagadnieniami koncowymi i poczatkowymi),

o = fltw), u(1) = [ uls)dg(s)

o= fw), w(0) = [ uls)dg(s),

gdzie f :[0,1] x R™ — R" jest ciagla, za$ g = diag(g1,...,9n), ¢; : [0,1] — R ma
wahanie skoticzone, [} dgi(s) =1 (i =1,...,n), jest przedmiotem badan w pracach
[P.15] oraz [P.16]. W [P.15], oszacowania a priori wynikaja z istnienia takiego
otwartego, ograniczonego i wypuklego zbioru C' C R”", ze dla kazdego t € [0, 1]
i u e C, pole wektorowe f(t,-) spelnia odpowiednie geometryczne warunki na 9C
(pewne warunki znakowe). Rozwazone sa réwniez szczegdlne przypadki, gdy C' jest
kulg oraz réwnolegtobokiem.

Zagadnienia rozwazane w [P.15] sa pewnym uogélnieniem wynikow Krasnosiel-
skiego [45] i Gustafsona—Schmitta [30] dla zagadnien postaci ' = f(t,u) z okreso-
wymi warunkami brzegowymi u(0) = u(1). Tresé¢ twierdzenia Gustafsona—Schmitta
jest nastepujaca: jesli istnieje takie ograniczone i wypukte otoczenie C wektora 0 w
R™ oraz taki wektor normalny zewnetrzny v do 0C', ze albo

(v(w)|f(t,u)) >0, ¥V (t,u) € [0,1] x 9C,
albo
(v(u), f(t,u)) <0, V(t,u) € [0,1] x 9C,

to zagadnienie okresowe rzedu pierwszego posiada przynajmniej jedno takie rozwia-
zanie, ze u([0,1]) € C. W sposéb naturalny pojawia si¢ zatem pytanie, czy tezy
twierdzen udowodnionych w [P.15] beda dalej zachodzié, jesli w zalozeniach zmie-
nimy znaki w odpowiednich nieréwnosciach dotyczacych funkeji f (w warunkach
znakowych). Celem pracy [P.16] jest podanie kontrprzyktadéw, pokazujacych, ze
w ogdlnosci odpowiedZ na to pytanie jest negatywna. W tym sensie, warunki gwa-
rantujace istnienie rozwiazan podane w [P.15] sa ostre. Do skonstruowania kontr-
przyktadéw wykorzystano odpowiednie zagadnienia dotyczace zespolonych wartosci
wlasnych oraz alternatywe Fredholma dla pewnych odpowiednich zagadnien wielo-
punktowych. Ponadto w analogiczny sposob skonstruowano kontrprzyktad zwiazany
z nielokalnym zagadnieniem brzegowym rozwazanym w [H.2].

W pracach [P.17] oraz [P.18] zastosowano uogélnione twierdzenie Mirandy (twier-
dzenie 11) do uktadéw réownan rzedu drugiego z warunkami brzegowymi zadanymi
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za pomocyg catek Riemanna-Stieltjesa postaci

W = ftud) u(0) =0, w(l)= /Olu(s)dg(s)

oraz

o = ftwu), W) =0, u(l)= [ u(s)dg(s)

gdzie f : [0,1] x R® x R® — R™ jest funkcja ciagta, zas g = diag(gs,...,9n),
gi = [0,1] — R jest funkcja o wahaniu skonczonym. Nakladajac odpowiednie za-
tozenia na funkcje f i ¢ wykazano istnienie przynajmniej jednego rozwigzania dla
tak postawionych zagadnien.

Natomiast w [P.19] rozwazamy nastepujacy uktad n zaleznych zagadnieti Neu-
manna

(SO(U,))/ = f(t7 u7ul)7 ul(o) =0, ul(1> =0,
gdzie f : [0,1] x R" x R™ — R" jest funkcja ciagta. Funkcja ¢ : R" — R™ definiuje
rozne zagadnienia Neumanna powiazane z operatorami typu Laplace’a. Rozwazamy
dwa przypadki: w pierwszym ¢ jest dana przez (46). W drugim przypadku ¢(s) =
(p1(81)s- -5 pn(sn)) jest dana wzorem

pi(si) =

gdzie 3; : [0,00) — [0, 00) sa ciagle, rosnace, 53;(0) = 0 oraz 3;(c0) = 00,i=1,...,n.
Nastepujace zagadnienie brzegowe

() = fltu ), w(©)=0, u(l)= [ uls)dg(s).

gdzie f : [0,1] x R* x R" — R", g = diag(g1,...,9n), ¢; : [0,1] — R, jest przed-
miotem badafi w [P.20]. Tutaj funkcja ¢ : R® — R™ jest okreslona nastepujaco
o(s) = (Pp,(51)s -, Ppn(Sn)), gdzie s = (s1,...,8,) € R, p; > 1 oraz ¢, : R = R
jest jednowymiarowym p;-laplasjanem, tzn., ¢,,(s;) = si|si[P""2, i =1,...,n. Glow-
nym celem publikacji [P.19] i [P.20] jest uzyskanie warunkow gwarantujacych istnie-
nie rozwigzan powyzszych zagadnien, wykorzystujac pewne uogolnienie twierdzenia
kontynuacyjnego Mawhina dla operatoréw quasi—liniowych autorstwa Ge oraz Ren
23].

Tematem pracy [P.21] sa uogélnione przestrzenie Lebesgue’a i Sobolewa na ogra-
niczonych skalach czasowych. Badamy tu standardowe wtasnosci tych przestrzeni i
poréwnujemy je z klasycznymi znanymi wynikami dla przestrzeni Lebesgue’a i So-
bolewa na przedziale ograniczonym. Ponadto rozwazono tu pewne zastosowania dla
operatora Nemytskiego i problemu Dirichleta.

W pracy [P.22] rozwazamy op6Zniona wymiane stabilnosci dla rozwiazan oso-
bliwie zaburzonego réwnania nieautonomicznego w przypadku, gdy zachodzi bi-
furkacja wsteczna jego rozmaitosci quasi-stacjonarnych (krytycznych). Wyniki tej
pracy zostaly wykorzystane do doktadnego opisu rozwiagzan typu canard dla osobli-
wie zaburzonych modeli typu drapieznik—ofiara typu Rosenzweiga—MacArthura oraz
Lesliego—Gowersa.
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