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W pracy rozważa się zagadnienie modelowania procesu instalacji pala
w gruncie. Zjawisko bardzo dużych odkształceń gruntu, występujące w tym
procesie, zostało przeanalizowane za pomocą metody punktów materialnych
– wariantu metody elementów skończonych, sformułowanego w dowolnym
materialno-przestrzennym opisie ruchu.

1. Wprowadzenie

W wielu zagadnieniach mechaniki gruntów i ośrodków sypkich występuje ko-
nieczność analizy dużych odkształceń. Jako przykłady takich zagadnień można
wymienić modelowanie procesu instalacji pala w gruncie, analizę skutków awarii
ściany oporowej [12] oraz procesy opróżniania i napełniania zbiorników na ma-
teriały sypkie [8, 12]. Modelowanie wspomnianych procesów jest zagadnieniem
o znacznym stopniu złożoności obliczeniowej. Wynika to z takich czynników, jak:
dynamika procesu, nieliniowości fizyczne – nieliniowy model konstytutywny ma-
teriału i zjawisko tarcia materiału o ścianę zbiornika lub oporową, nieliniowości
geometryczne – skończone przemieszczenia i odkształcenia. Niektóre z zagadnień
można stosunkowo łatwo rozwiązać stosując opis ruchu Eulera, np. modelowanie
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procesu opróżniania zbiornika w przypadku założenia, że zawartość zbiornika jest
stale uzupełniana w trakcie procesu [2, 3].

W analizie procesu instalacji pala w gruncie, gdzie istnieje konieczność śle-
dzenia powierzchni styku pala i gruntu bardziej korzystne jest zastosowanie opisu
ruchu Lagrange’a. Wykorzystanie tego opisu jest również wygodniejsze w przy-
padku modelowania procesu opróżniania zbiornika bez uzupełniania jego zawar-
tości, ponieważ łatwiej w tym opisie śledzić położenie powierzchni swobodnej,
a także w przypadku modelowania awarii ściany oporowej, gdzie dodatkowo na-
leży wyznaczyć bieżącą powierzchnię kontaktu powierzchni ściany i gruntu [8,
12]. W przypadku zastosowania standardowo sformułowanej w opisie Lagrange’a
metody elementów skończonych prowadzi to jednak do znacznych zniekształceń
elementów siatki obliczeniowej (modyfikowanej po każdym przyroście czasu), co
oznacza konieczność stosowania regeneracji siatki i odwzorowywania zmiennych
stanu ze starej siatki do nowej [7]. Odwzorowanie to jest procedurą złożoną i nu-
merycznie kosztowną. Ponadto wprowadza dodatkowe błędy obliczeniowe, powo-
dujące ograniczenie niezawodności metody elementów skończonych w jej stan-
dardowym sformułowaniu.

W ostatnich latach obserwuje się rozwój metod obliczeniowych, w których
dyskretyzacji obszaru ciała dokonuje się raczej za pomocą zbioru punktów, a nie
siatki elementów. Jedną z nich jest metoda punktów materialnych, znana w li-
teraturze anglojęzycznej jako particle-in-cell method lub material point method
(MPM). Metoda ta jest szerzej znana w mechanice płynów [4], a w ostatnim dzie-
sięcioleciu XX wieku została wykorzystana również w mechanice ciała stałego
[5, 6], także w analizie procesów opróżniania i napełniania zbiornika [8, 12]. Me-
todę punktów materialnych można zaliczyć do grupy metod wykorzystujących
materialno-przestrzenny opis ruchu, ponieważ równania ruchu są sformułowane
w opisie Eulera, a historia pól naprężeń, odkształceń i innych zmiennych stanu
jest śledzona na zbiorze punktów związanych z cząstkami ciała. Szczegółowy opis
metody punktów materialnych i jej zastosowania w zagadnieniach przepływów
materiałów sypkich można znaleźć w pracach [8]–[12].

Własności mechaniczne gruntu lub materiału sypkiego można opisać za po-
mocą modelu sprężysto-idealnie plastycznego z warunkiem plastyczności Dru-
ckera–Pragera i niestowarzyszonym prawem, jak w pracach [7, 8] lub stosując
model sprężysto-lepkoplastyczny jak w pracy [12]. Zależność pomiędzy dewiato-
rami prędkości naprężenia i odkształcenia w tym drugim modelu można traktować
jako regularyzację modelu sprężysto-idealnie plastycznego. W przypadku zagad-
nienia dynamicznego, model sprężysto-lepkoplastyczny pozwala wyznaczyć roz-
wiązanie, które nie charakteryzuje się zależnością szerokości pasm ścinania od
wielkości elementów siatki obliczeniowej, co ma miejsce w przypadku modelu
sprężysto-idealnie plastycznego lub modeli z osłabieniem. W niniejszej pracy do
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opisu gruntu zastosowano model sprężysto-lepkoplastyczny. Wykorzystanie in-
nych, w tym bardziej złożonych modeli konstytutywnych, jak modele hipopla-
styczne, opisano w pracach [9]–[11].

2. Sformułowanie zagadnienia

Niech Ω ⊂ R3 oznacza obszar zajmowany przez materiał sypki w chwili
t ∈ I ≡ [0, T ], gdzie T > 0. Załóżmy, że brzeg obszaru składa się z dwóch
podobszarów Γu i Γσ takich, że Γu ∪ Γσ = ∂Ω, Γu ∩ Γσ = ∅.

Rozwiązanie rozważanego zagadnienia spełnia związki przedstawione w po-
niższych punktach.

2.1. Równania ruchu

Równania ruchu mają następującą postać:

σij,j + % bi − % ai = 0 na Ω,

gdzie σij oznacza tensor naprężenia Cauchy’ego, % – gęstość, bi i ai są odpowied-
nio wektorami sił masowych i przyśpieszenia.

2.2. Związki konstytutywne

W analizie przedstawionego w pracy zagadnienia wykorzystano model sprę-
żysto-lepkoplastyczny gruntu, który jest regularyzacją modelu sprężysto-idealnie
plastycznego z warunkiem plastyczności Druckera–Pragera i niestowarzyszonym
prawem płynięcia, które spełnia warunek plastycznej nieściśliwości materiału.
Niech B oznacza wypukły zbiór naprężeń plastycznie dopuszczalnych,

B = {τij : f(τij) ≡ q −mp ≤ 0},

gdzie parametr m = 18 sinϕ/(9 − sin2 ϕ) jest funkcją kąta tarcia wewnętrznego
ϕ, p i q są niezmiennikami stanu naprężenia

p = −1
3
σii, q =

√
3
2
sijsij ,

gdzie sij ≡ σij + p δij oznacza dewiator tensora naprężenia. Niech dij i eij ozna-
czają – odpowiednio – tensor prędkości odkształceń i jego część dewiacyjną zgod-
nie z poniższymi związkami:

dij =
1
2

(u̇i,j + u̇j,i), eij = dij −
1
3
dkk δij ,
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gdzie kropka ponad symbolem pola przemieszczenia u oznacza pochodną wzglę-
dem czasu. Związki konstytutywne w przypadku modelu sprężysto-idealnie pla-
stycznego można zapisać w następującej postaci:

ṗ = −K dkk, (1)

eij = eeij + epij , (2)

eeij =
1

2G
∇
sij , (3)

epij =

λ̇
∂g

∂sij
jeśli f(σij) = 0

0 jeśli f(σij) < 0
, (4)

gdzie λ̇ ≥ 0, a g oznacza funkcję płynięcia zdefiniowaną związkiem g = q. Po-
wyżej użyto następujących oznaczeń: eeij i epij oznaczają odpowiednio części sprę-

żystą i plastyczną dewiatora tensora prędkości deformacji,
∇
σij = σ̇ij − σik ω̇kj −

σjk ω̇ki jest miarą Zaremby–Jaumanna tensora prędkości naprężeń, ω̇ij = 1
2 (u̇j,i−

u̇i,j) oznacza tensor spinu, K jest modułem ściśliwości, a G – modułem Kirch-
hoffa.

Wykorzystany w pracy model konstytutywny jest lepkoplastyczną regulary-
zacją modelu sprężysto–idealnie plastycznego, przedstawionego powyżej. Jest on
opisany następującymi związkami:

ṗ = −K dkk, (5)

eij = eeij + evp
ij , (6)

eeij =
1

2G
∇
sij , (7)

evp
ij =

γ Φ(f)
∂g

∂sij
jeśli f > 0

0 jeśli f ≤ 0
, (8)

gdzie evp
ij oznacza część lepkoplastyczną dewiatora odkształcenia, γ jest współ-

czynnikiem lepkości, a funkcja Φ(f) jest zdefiniowana związkiem

Φ (f(σij)) =
(
q −mp

mp

)N
, N > 0.

2.3. Warunki brzegowe i kontaktu
Zakłada się, że na brzegach Γu i Γσ dane są odpowiednio przemieszczeniowe

i naprężeniowe warunki brzegowe
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ui = Ui na Γu,
σji nj = ti na Γσ,

gdzie ti oznacza wektor Cauchy’ego, a ni jednostkowy wektor zewnętrznie nor-
malny do powierzchni ∂Ω.

W pracy przyjęto, że na styku powierzchni pala i gruntu nie występuje względ-
ny poślizg cząstek obu materiałów. Analiza takiego modelu jednostronnego kon-
taktu metodą punktów materialnych jest możliwa bez stosowania dodatkowych
narzędzi obliczeniowych, takich jak np. elementy kontaktowe w przypadku me-
tody elementów skończonych. Poślizg w rozważanym modelu zachodzi w cien-
kiej warstwie materiału sypkiego (gruntu) w otoczeniu powierzchni pala. Metoda
punktów materialnych umożliwia separację dwóch ciał będących w potencjalnym
stanie kontaktu, ale jednocześnie zapobiega wzajemnej penetracji (przenikania się)
obu ciał.

2.4. Warunki początkowe

Warunki początkowe mają postać

ui(0) = us
i , u̇i(0) = vs

i , σij(0) = σs
ij ,

gdzie us
i jest statycznym polem przemieszczeń wywołanym obciążeniem grawi-

tacyjnym, vs
i = 0, σs

ij oznacza odpowiadające przemieszczeniom pole naprężeń.
Początkowe pola przemieszczenia i naprężenia wyznaczono, rozwiązując zagad-
nienie quasi-statyczne, przy założeniu, że obciążenie grawitacyjne rośnie monoto-
nicznie od wartości zerowej do wartości określonej przez przyspieszenie ziemskie.

3. Rozwiązanie zagadnienia

Rozważane zagadnienie rozwiązano za pomocą metody punktów material-
nych, której punktem wyjścia jest – podobnie jak i standardowej metody elemen-
tów skończonych – zasada pracy wirtualnej∫
Ω

% (aiwi +
1
%
σijwi,j) dx =

∫
Ω

% biwi dx−
∫
Γσ

σij nj wi ds ∀w ∈ V0, (9)

gdzie V0 oznacza przestrzeń kinematycznie dopuszczalnych pól przemieszczeń
V0 =

{
w ∈ [H1(Ω)]3 : wi = 0 na Γu

}
.
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W metodzie punktów materialnych stosuje się dwa rodzaje dyskretyzacji wzglę-
dem przestrzeni: Lagranżowską i Eulerowską. W pierwszej z nich obszar zajmo-
wany w chwili początkowej przez analizowane ciało zostaje podzielony na skoń-
czoną liczbę podobszarów. Każdy z tych podobszarów jest reprezentowany przez
jeden z punktów należących do podobszaru (np. środek ciężkości podobszaru) –
punkt ten jest nazywany punktem materialnym. Zakłada się, że cała masa podob-
szaru jest skupiona w tym punkcie, czyli że pole gęstości materiału spełnia nastę-
pujący związek:

%(x) =
N∑
P=1

MP δ(x−XP ), (10)

gdzieMP i XP oznaczają odpowiednio masę i położenie P -tego punktu material-
nego, δ(x) oznacza funkcję Diraca, a N – liczbę punktów materialnych. Historia
wszystkich zmiennych stanu, jak pola prędkości, naprężenia, odkształcenia, gęsto-
ści masy jest śledzona w punktach materialnych, co jest cechą charakterystyczną
Lagranżowskiego sposobu opisu ruchu. Z drugiej strony, równanie pracy wirtu-
alnej jest sformułowane i rozwiązane przy użyciu tzw. siatki obliczeniowej, jak
w sformułowaniu Eulerowskim. Siatka obliczeniowa powinna pokrywać obszar
możliwych konfiguracji analizowanego ciała i może być definiowana w sposób do-
wolny – może pozostawać niezmienna w całym procesie obliczeniowym lub być
modyfikowana. Oba rodzaje dyskretyzacji przestrzennej przedstawiono na rys. 1.

Rys. 1. Dyskretyzacja przestrzenna w metodzie punktów materialnych – punkty
materialne i obliczeniowa siatka elementów

Fig. 1. Spatial discretisation in the material point method, material points
and a computational element mesh
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Wykorzystując związek (10) w równaniu pracy wirtualnej (9), otrzymujemy

N∑
P=1

MP

(
ai(XP )wi(XP ) + σ%ij(XP )wi,j(XP )

)
=

N∑
P=1

MP bi(XP )wi(XP ) +
∫
Γσ

tiwi ds, (11)

gdzie σ%ij = σij/%. Równanie (11) jest ważne również w przypadku zagadnienia
osiowosymetrycznego, gdzie zamiast równania (10) należy wykorzystać związek

%(x) =
N∑
P=1

MP
1

2π x
δ(x−XP ), (12)

przy czym zakłada się, że współrzędne są oznaczone symbolami (x, y, Θ) zamiast
(r, z, Θ). Pola a i w przybliża się analogicznie jak w metodzie elementów skoń-
czonych. W przypadku zagadnień dwuwymiarowych przybliżenia tych pól mają
następującą postać macierzową:

a(x, t) ≡
{
ax
ay

}
= Na, w(x, t) ≡

{
wx
wy

}
= Nw, (13)

gdzie N jest globalną macierzą funkcji interpolacyjnych określonych na oblicze-
niowej siatce elementów

N(x) =
[
N1(x) 0 N2(x) 0 . . . Nn(x) 0

0 N1(x) 0 N2(x) . . . 0 Nn(x)

]
,

natomiast

a ≡
[
a1x a1y a2x . . . anx any

]T
,

w ≡
[
w1x w1y w2x . . . wnx wny

]T
są wektorami wartości węzłowych pól odpowiednio a i w, wskaźnik n oznacza
liczbę węzłów siatki obliczeniowej.

Niech będą zdefiniowane następujące wektory:

s% =
1
%


σxx
σyy
σxy
σΘΘ

 , b =
{
bx
by

}
, t =

{
tx
ty

}
, (14)
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gdzie w definicji wektora s% ostatni wyraz występuje w przypadku zagadnienia
osiowosymetrycznego. Stosując związki (13) i (14) w równaniu (11), otrzymu-
jemy dyskretną postać równania pracy wirtualnej w rozpatrywanym zagadnieniu
dynamicznym

wT
N∑
P=1

MP NT(XP ) N(XP ) a + wT
N∑
P=1

MP BT(XP ) s%(XP ) =

wT
N∑
P=1

MP NT(XP ) b(XP ) + wT

∫
Γσ

NT t ds.

Ponieważ równanie to powinno być spełnione w przypadku dowolnego wektora w
z wyjątkiem stopni swobody określonych w węzłach leżących na Γu, otrzymujemy
następujący układ równań dynamicznych:

Ma = F−R, (15)

gdzie

M =
N∑
P=1

MP NT(XP ) N(XP ),

F =
N∑
P=1

MP NT(XP ) b(XP ) +
∫
Γσ

NT t ds, (16)

R =
N∑
P=1

MP BT(XP ) s%(XP ).

Macierz B występująca w definicji wewnętrznych sił węzłowych (16)3 wyraża
zależność między odkształceniami w punkcie materialnym i przemieszczeniami
węzłów elementu siatki obliczeniowej – macierz ta ma taką samą budowę jak ana-
logiczna macierz w klasycznej metodzie elementów skończonych

B(XP ) =


∂N1
∂x (XP ) 0 ∂N2

∂x (XP ) 0 . . .

0 ∂N1
∂y (XP ) 0 ∂N2

∂y (XP ) . . .

∂N1
∂y (XP ) ∂N1

∂x (XP ) ∂N2
∂y (XP ) ∂N2

∂x (XP ) . . .

N1
x (XP ) 0 N2

x (XP ) 0 . . .

 ,

gdzie ostatni wiersz występuje w przypadku zagadnienia osiowosymetrycznego.
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Ponieważ pole gęstości masy jest reprezentowane przez kombinację liniową
funkcji Diraca, macierz mas M jest osobliwa w przypadku ciała swobodnego. Aby
rozwiązać układ równań (15), macierz M należy zastąpić macierzą zdiagonalizo-
waną Ml, która ma składowe

Ml ij =


n∑
k=1

Mik jeśli i = j,

0 jeśli i 6= j,

lub macierzą prawie konsekwentą Mα = αM + (1 − α) Ml, gdzie 0 ≤ α < 1
[1]. W niniejszym artykule zastosowano macierz zdiagonalizowaną, co zmniejsza
czasochłonność obliczeń.

Należy zwrócić uwagę na fakt, że inaczej niż w przypadku metody elementów
skończonych sformułowanej w materialnym opisie ruchu, macierz mas M i skład-
nik wektora sił węzłowych F, odpowiadający obciążeniom masowym, nie są stałe
i zależą od położenia punktów materialnych względem siatki obliczeniowej.

Rozwiązanie układu równań dynamicznych (15) wyznaczono rozpatrując dys-
kretny zbiór chwil czasu t1, t2, . . . , tk, . . . ∈ I (0 < t1 < t2 < . . . < tk . . . < T ),
stosując jawną procedurę całkowania względem czasu. Obliczenia odpowiadające
każdemu przyrostowi czasu można podzielić na dwa kroki: krok Lagranżowski
i krok konwekcyjny.

W kroku Lagranżowskim obliczenia wykonuje się jak w przypadku klasycz-
nej metody elementów skończonych sformułowanej w materialnym opisie ruchu
– zakłada się, że siatka obliczeniowa odkształca się razem z analizowanym cia-
łem. Wartości zmiennych stanu są obliczane w punktach materialnych przy użyciu
funkcji interpolacyjnych zdefiniowanych na elementach siatki obliczeniowej. Po
wyznaczeniu przyśpieszeń węzłów siatki na drodze rozwiązania układu równań
(15) i obliczeniu prędkości w węzłach, wektor prędkości P -tego punktu material-
nego VP ≡

[
VPx VPy

]T oblicza się ze związku

VP = N(XP ) ve,

gdzie

ve =
[
v1x v1y v2x v2y . . . vnex vney

]T
jest wektorem prędkości węzłów elementu, w obszarze którego leży rozpatrywany
punkt materialny. Przyrost odkształcenia wyznacza się, wykorzystując macierz B,
według wzoru

∆e = ∆tB(XP ) ve,
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gdzie

∆e ≡


∆εxx
∆εyy
∆γxy

∆εΘΘ

 = ∆t


dxx
dyy
dxy

dΘΘ

 .

Następnie oblicza się naprężenia, stosując związki konstytutywne.
Krok konwekcyjny polega na odwzorowaniu pola prędkości z punktów ma-

terialnych do węzłów obliczeniowej siatki elementów, która może pozostać taka
sama jak w poprzednim kroku czasowym albo przyjąć dowolnie inne położenie.
Wektor prędkości węzłowych

v =
[
v1x v1y v2x v2y . . . vnx vny

]T
wyznacza się, rozwiązując układ równań [1, 5, 6]

Mv = ST MdV, (17)

którego lewa strona reprezentuje pęd układu wyrażony przez prędkości punktów
materialnych, a prawa – pęd układu wyrażony przez prędkości węzłów siatki obli-
czeniowej, gdzie

V =
[
V1x V1y V2x V2y . . . VNx VNy

]T (18)

jest wektorem prędkości wszystkich punktów materialnych, a macierze S i Md są
zdefiniowane następująco:

S =


N(X1)
N(X2)

...
N(XN )

 , Md =


M1 0 . . . 0
0 M2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . MN

 , Mi =
[
Mi 0
0 Mi

]
.

(19)

4. Wyniki obliczeń

Rozważono zagadnienie instalacji pala (brusa) o przekroju poziomym w kształ-
cie wydłużonego prostokąta w gruncie bez kohezji. Przekrój pionowy pala przed-
stawiono na rys. 2. Przyjęto dwa warianty instalacji pala: 1) wciskanie ze stałą
prędkością; 2) instalacja wymuszona siłą przyłożoną na górnym końcu pala. Za-
chowanie mechaniczne gruntu opisano modelem ciała sprężysto-lepkoplastycz-
nego, natomiast pala – modelem ciała liniowo sprężystego. Przyjęte w oblicze-
niach parametry materiałowe zestawiono w tabeli 1.
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Rys. 2. Przekrój poprzeczny pala, grubość ścianki w m. Wciskanie pala ze stałą
prędkością (po lewej), instalacja wymuszona siłą na górnym końcu (po prawej)

Fig. 2. Cross-section of a plank pile, wall thickness in metres. Pile driving with a constant
velocity (left), pile driven with a force applied on the top (right)

Tabela 1. Parametry materiałowe
Table 1. Material parameters

parametr jednostka miary grunt pal

E Pa 2 · 106 3.5 · 1010

ν – 0.3 0.1667
ϕ ◦ 30 –
γ s−1 50 –
N – 1 –
% kg/m3 1500 2500

Zastosowana w obliczeniach siatka obliczeniowa zawiera 8516 trójwęzłowych
elementów trójkątnych i 4451 węzłów (rys. 3); liczba wprowadzonych punktów
materialnych jest równa 33920. Wykorzystując symetrię układu, w analizie rozpa-
trzono jedną połowę obszaru obliczeniowego. Wielkość przyrostu czasu w jawnej
procedurze całkowania równań dynamicznych przyjęto ∆t = 5 · 10−6 s. Przedsta-
wione poniżej wyniki liczbowe uzyskano przy założeniu, że szerokość pala w kie-
runku prostopadłym do płaszczyzny rys. 2 jest równa 1 m.
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Rys. 3. Zagadnienie wciskania pala – siatka obliczeniowa (obrócona o 90◦)
Fig. 3. Problem of pile driving, computation mesh turned with 90 degrees

Na rys. 4 przedstawione są cztery fazy historii deformacji gruntu w przypadku
procesu wciskania pala z ustaloną prędkością v0 = 3 m/s. Obserwuje się bardzo
duże odkształcenia postaciowe w otoczeniu powierzchni pala.

Rys. 4. Etapy procesu wciskania pala z ustaloną prędkością
Fig. 4. Stages of the process of pile driving with constant velocity

Na rys. 5 pokazany jest rozkład naprężeń stycznych na powierzchni bocz-
nej pala i na jej przedłużeniu w gruncie poniżej głowicy w przypadkach trzech
zagłębień pala odpowiadających chwilom czasu: 0.2, 0.6 i 1.0 s. Na wykresach
zaznaczono aktualne zagłębienie pala; naprężenia styczne w obszarze położonym
poniżej ostrza pala są wywołane przez falę generowaną ruchem pala.

Drugi z rozważonych w pracy przypadków instalacji pala jest związany z za-
stosowaniem obciążenia górnego końca pala pionową siłą, zależną od czasu zgod-
nie ze wzorem

F (t) = F0 + F1 sinωt.
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Rys. 5. Rozkład naprężeń stycznych [Pa] na pobocznicy pala i jej przedłużeniu
Fig. 5. Distribution of shear stresses in Pa on pile surface and its extension

Rozpatrzono cztery wielkości obciążenia zestawione w tabeli 2. Częstość siły wy-
muszającej przyjęto w obliczeniach równą ω = 31.416 rad/s.

Tabela 2. Warianty obciążenia pala
Table 2. Pile load cases

wariant F0 [kN] F1 [kN]
1 2 2
2 10 10
3 50 50
4 100 100

Kilka etapów procesu zagłębiania pala w przypadku zastosowania największej
wartości obciążenia (wariant 4, tabela 2) jest przedstawionych na rys. 6. Podob-
nie jak w poprzednim przypadku, obserwuje się bardzo duże deformacje gruntu
w otoczeniu ostrza pala i jego powierzchni.

Na rys. 7 zilustrowany jest przebieg w czasie zagłębienia ostrza pala w zależ-
ności od wielkości siły wymuszającej jego ruch. Z wykresu wynika, że zastoso-
wana metoda pozwala oszacować obciążenie potrzebne do instalacji pala, a także
oszacować jego nośność.
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Rys. 6. Etapy procesu instalacji pala siłą przyłożoną na górnym końcu
Fig. 6. Phases of the installation process for pile driven by a force applied on the top

Rys. 7. Zależność zagłębienia ostrza pala w czasie w zależności od wielkości obciążenia
Fig. 7. Dependency of displacement of the pile edge on the force magnitude
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ment of Mechanics of Materials, Łódź, 99–122, 2002.
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MODELLING OF PILE INSTALLATION PROCESS
Summary

Modelling of the process of pile installation is considered in the paper. The
problem of large strains involved in the installation process is analysed with the
help of the material point method, a variant of the finite element method formulated
in an arbitrary Lagrangian–Eulerian description of motion.
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