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Celem niniejszego opracowania byto przedstawienie algorytmu
wyznaczania wspotczynnika niezawodnosci dla zginanych belek stalowych
modelowanych przy uzyciu Metody Elementow Skonczonych. W pracy porow-
nano modele jedno-, dwu- i trojwymiarowe tej samej jednoprzestowej
rownomiernie obciqzonej belki swobodnie podpartej, dla ktorej wspotczyn-
niki niezawodnosci wyznaczono niezaleznie metodq symulacji Monte-Carlo
oraz uogdlnionq metodq perturbacji stochastycznej. Modut Younga tej belki
zostat przyjety jako wejsciowa zmienna losowa o rozktadzie Gaussa, dla
ktorej zweryfikowano statystyczng zbieznos¢ metody symulacyjnej za pomocq
obliczen symbolicznych przeprowadzonych w programie MAPLE. Modelo-
wanie niezawodnosci przeprowadzono dla catego zestawu dwuteownikow
ekonomicznych w celu znalezienia najbardziej optymalnego profilu sta-
lowego dla belki o danej rozpietosci i obciqzeniu.

1. Wstep

Okreslanie niezawodnosci elementéw konstrukcyjnych przeprowadza sig,
zgodnie z obowiazujaca norma FEurocode 0O [11], poprzez okreslenie
wspdlczynnika niezawodno$ci, ktéry jest SciSle uzalezniony od sposobu
okreslenia i wartoS$ci funkcji granicznej [4, 5, 9]. Funkcja ta (lub najczgsciej zbior
niezaleznych funkcji) opisuje zalezno$¢ pomigdzy wielkosciami dopuszczalnymi
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1 maksymalnymi dla danej konstrukcji budowlanej lub rozpatrywanego jej fragmentu.
W kontekscie analizy niezawodnosci dla inzynier6w istotna jest kwestia wyznaczenia
warto$ci oczekiwanej i odchylenia standardowego dla obydwu tych wielkosci,
w odniesieniu do naprgzen oraz przemieszczen maksymalnych dla danej konstrukgji.
Zgodnie ze wspdtczesnymi badaniami niezbgdne momenty losowe, jak i parametry
mozemy okresla¢ (a) metodami statystycznymi (za pomoca odpowiedniej symulacji
komputerowej), (b) metodami analitycznymi (gdy dysponujemy odpowiednimi
funkcjami analitycznymi), (c) metodami spektralnymi (szczegdlnie popularnymi
w dynamice konstrukcji) [8], a takze we wszystkich tych przypadkach (d) metodami
perturbacyjnymi. Oczywiscie zastosowanie jednej z tych metod najczesciej wiaze si¢
z wykorzystaniem odpowiedniego programu Metody Elementéw Skoficzonych [10],
badz tez istniejacych modeli teoretycznych.

Zagadnienie to jest przeanalizowane na przykladzie zginanych belek stalo-
wych wykonanych z dwuteownikéw walcowanych na goraco. Dodatkowo bierze
si¢ pod uwagg rézne modele tej samej belki prostej wolnopodpartej, obcigzonej
réwnomiernie na catej dlugosci (model jednowymiarowy ciagtej belki pryzma-
tycznej, dwuwymiarowy, a takze pelny — tréjwymiarowy). Obliczenia statyczne
sq przeprowadzone za pomoca programu Metody Elementéw Skonczonych
(MES) ROBOT, natomiast cz¢$¢ symulacyjna i losowa sa wykonane przy pomo-
cy programu do obliczen symbolicznych MAPLE. Poréwnujemy momenty i cha-
rakterystyki losowe dla przemieszczen i naprgzen, kolejno okre§lamy warto$ci
oczekiwane oraz odchylenia standardowe dla przemieszczen i naprezen dopusz-
czalnych i ostatecznie — wskazniki niezawodnosci. Gléwnym celem opracowania
jest przedstawienie ogdlnego algorytmu obliczen, weryfikacja réznic pomigdzy
warto$ciami wskaznika niezawodno$ci otrzymanymi metodami statystycznymi
oraz poréwnanie ich z warto$ciami przedstawionymi w normie [11]. W dalszej
kolejnosci przewiduje si¢ rozwiazanie zagadnienia optymalizacji [7] wyboru pro-
filu stalowego dla danych warunkéw statycznych i kinematycznych.

2. Obliczenia statyczne belek dwuteowych

Zagadnienie jest rozpatrywane na przykladzie zestawu zginanych belek sta-
lowych w postaci dwuteownikéw ekonomicznych IPE walcowanych na goraco.
Dla uproszczenia zatozono schemat belki wolnopodpartej jednoprzgstowej ob-
cigzonej obciazeniem rownomiernie roztozonym, statym na calej dlugosci belki,
pominigto cigzar wiasny belki. Zastosowano stal niskostopowa S235JRG2 (St3S)
o wspotczynniku Poissona réwnym p = 0,30 1 wspétczynniku sprezystosci po-
przecznej przyjetym jako G = 80 GPa. Dodatkowo przyjgto rézne modele obli-
czeniowe wybranej belki, a mianowicie model jednowymiarowy (rys. 1), dwu-
(rys. 2) oraz tréjwymiarowy (rys. 3).
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pZ=-6.00

Rys. 1. Schemat obliczeniowy belki
Fig. 1. Static scheme of the beam

Model dwuwymiarowy podzielono na czterowgztowe elementy skonczone
plaskiego stanu napr¢zenia o wymiarach 10x10cm (w wyniku podziatu otrzyma-
no 60 elementéw skonczonych, rys. 4), natomiast w modelu tréjwymiarowym
zastosowano 6600 sze$ciowgztowych elementéw skonczonych (rys. 5).

a |

Rys. 2. Siatka elementéw skoficzonych dla modelu 2D (60 elementéw 10x10cm)
Fig. 2. Finite element discretization in 2D model (60 finite elements)
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Rys. 3. Siatka elementéw skoficzonych dla modelu 3D (6600 elementéw 10x10x10cm)
Fig. 3. Finite element discretization in 3D model (6600 finite elements)

Wyniki analizy statycznej dla modelu tréjwymiarowego przedstawiono po-
nizej w postaci przemieszczen pionowych (rys. 4), napr¢zen podtuznych oy,
(rys. 5) 1 naprezen zredukowanych wyznaczonych zgodnie z hipoteza Hubera-
-Mises a 6,4 (rys. 6). Wykorzystujac program Metody Elementéw Skonczonych
ROBOT, dla kazdego z trzech modeli wykonano seri¢ obliczeh wplywu zmiany
warto$ci modutu Younga E na warto$¢ strzatki ugi¢cia u belki.
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Rys. 4. Warto$ci przemieszczeh pionowych belki
Fig. 4. Vertical displacements for the beam
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Rys. 6. Warto$ci naprezen zredukowanych G4
Fig. 6. Reduced stresses map

Ze wzgledu na wykorzystanie stworzonego modelu na potrzeby analizy lo-
sowej z wykorzystaniem metody perturbacji stochastycznej niezb¢dne bylo nu-
meryczne znalezienie funkcji odpowiedzi przemieszczen [2], ktérej parametrem
niezaleznym byt modut Younga. Zastosowano w tym celu metod¢ najmniejszych
kwadratéw zaimplementowana w systemie MAPLE [3], ktéra dla serii testéw
numerycznych wykonanych w programie ROBOT [1] znajduje wielomianowe
przyblizenie pomiedzy strzatka ugigcia i modutem sprezystosci. Procedure tg
mozna stosowac z regularnym podziatem wybranego przedzialu zmienno$ci mo-
dulu Younga, wyrdézniajac bezposrednie sasiedztwo wartos$ci $redniej modutu
odpowiednio dobranymi wigkszymi wagami. W niniejszej pracy zastosowano
nierdwnomierny podziat, symetryczny wzgledem wartos$ci sredniej modutu, zde-
cydowanie zaggszczony wokoét tej wartosci, dla ktérego zastosowano wagi jed-
nostkowe. Wyniki pokazane na rysunku 7 dokumentuja jednoznacznie,
ze dobrany wielomian trzeciego stopnia bardzo doktadnie przybliza wyniki MES
zaréwno w przypadku dwu, jak i tréjwymiarowym.
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Rys. 7. Funkcje odpowiedzi dla modeli 2 i 3D
Fig. 7. Response functions for 2 and 3D models

3. Analiza losowa belek dwuteowych

W  celu poréwnania uogdlnionej metody perturbacji stochastycznej
z metoda statystyczna przeprowadzono symulacje metoda Monte-Carlo dla
o$miu réznych ilosci préb: 10, 100, 500, 1000, 5000, 10000, 50000 oraz 100000.
Wykorzystano odpowiednie wzory analityczne wynikajace z ogélnie znanego
wzoru na strzatke ugigcia belki wolnopodpartej obciazonej obciazeniem ciaglym.
Wyniki obliczen zestawiono na rysunku 8 (warto$ci oczekiwane), rysunku 9 (od-
chylenia standardowe), rysunkach 10 i 11 (trzecie i czwarte momenty centralne).
Analizujac poszczegdélne wyniki, nalezy pamigtac, ze poziome osie tych wykre-
sOw sa pokazane w skali logarytmicznej, aby mozliwa byla precyzyjna analiza
charakteru zbiezno$ci estymatoréw przy zwigkszajacej sig¢ liczbie préb. Zbiez-
no$¢ estymatora warto$ci oczekiwanej ma charakter wyraznie asymptotyczny,
jednakze réznice pomigdzy poszczegllnymi wartoSciami, a rezultatem zastoso-
wania metody perturbacji sa praktycznie znikome. OczywiScie metoda perturba-
cji daje wyniki niezalezne od ilo$ci préb losowych, stad tez dla wszystkich mo-
mentéw mamy funkcje state. Zbiezno$¢ odchylenia standardowego ma nieco
inny charakter, gdyz z do$¢ dobrym przyblizeniem warto$¢ graniczna zostaje
osiagnigta dla N = 1000 i jest nieco wyzsza, niz odchylenie wyznaczone metoda
perturbacji. Réznica migdzy tymi wynikami jest wigksza, niz dla warto$ci ocze-
kiwanych, tak wigc w kolejnych modelach nalezy zastosowaé rozwinigcie per-
turbacyjne nieco wyzszego rzedu. Zbiezno§¢ momentow trzeciego i czwartego
jest réwniez asymptotyczna; metoda perturbacji daje wigksze wartosci dla mo-
mentu trzeciego, a mniejsze — dla momentu czwartego. Nalezy jednak zwrécié
uwage na fakt, iz warto$ci obydwu momentéw sa prawie réwne 0, tak wigc roz-
bieznosci nie wplywaja zasadniczo na charakter otrzymanego wyniku.
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Rys. 9. Odchylenie standardowe strzatki ugigcia

Fig. 9. Standard deviation of the maximum deflection
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Rys. 10. Trzeci moment centralny strzatki ugigcia

Fig. 10. Third central probabilistic moment of the maximum deflection
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Rys. 11. Czwarty moment centralny strzatki ugigcia
11. Fourth central probabilistic moment of the maximum deflection
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Rys. 12. Wspdélczynniki wariancji w modelach 2D i 3D
Fig. 12. Coefficients of variation for 2 and 3D models

Kolejno poddano analizie modele 2D oraz 3D przedstawione w poprzednim
paragrafie, dla ktérych poprzednio numerycznie wyznaczono funkcje odpowie-
dzi. Obecnie modut Younga jest traktowany jako gaussowska zmienna losowa
o wartosci oczekiwanej rownej E [E] = 210 GPa, natomiast wspétczynnik wa-
riancji tej zmiennej o nalezy do przedziatu [0.05, 0.20]. W praktyce maksymalna
warto$¢ tego wspotczynnika rzadko przekracza warto$¢ 0.10, ale dotyczy to
gléwnie belek lub elementéw stalowych na poczatku okresu eksploatacji, nato-
miast po pig¢cdziesigciu latach przewidywanych przez norme [11] wartos¢ rozrzu-
tu losowego tego modutu moze by¢ znacznie wigksza. Na rysunku 12 przedsta-
wiono wspdtczynniki wariancji maksymalnych przemieszczen pionowych belki
otrzymane kolejno w analizie rzgdu drugiego, czwartego 1 szstego; poréwnanie
tych wynikéw miato na celu wykazanie zbiezno$ci uogélnionej metody perturba-
cji stochastycznej. Jak wida¢ na przyktadzie obydwu modeli, réznice pomigdzy
podejsciem drugiego i czwartego rzedu sa wielokrotnie wigksze niz pomigdzy
analiza rzedu czwartego i szdstego. Te ostatnie, w poréwnaniu z catkowita war-
toscig tego wspdlczynnika sa pomijalnie male. Z analizy tej wynika réwniez, ze
zastosowanie podejécia drugiego rzedu moze powodowacé btedny wniosek, iz
rozrzut losowy badanej strzatki ugigcia jest mniejszy, niz rozrzut wejsciowy mo-
dutu Younga. W rzeczywistosci jest odwrotnie, jak dokumentuje to rysunek 12 —
réznica wynosi prawie 20% na korzys¢ wspétczynnika dla przemieszczen. Pod-
kres§li¢ réwniez nalezy, ze zalezno$¢ pomigdzy wyjsciowym a wejsciowym
wspodlczynnikiem wariancji nie jest liniowa — w metodzie rzedu drugiego funkcja
ta jest wklgsta, a dla kolejnych dwdéch rzedéw jest wypukta.
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4. Wyznaczanie wskaznika niezawodnosci

W dalszej czgsci wykorzystujemy wczesniej uzyskane wyniki do obliczenia
wskaznikéw niezawodnosci dla badanych stalowych belek dwuteowych. Wyko-
rzystujac wzér ogdélny podany w normie [11], analizujemy przebieg zmiennos$ci
funkcji granicznej zdefiniowanej jako

g=R-E (1)

gdzie R charakteryzuje parametr nosnosci konstrukcji lub jej elementu, natomiast
E — odpowiedni efekt oddziatywania (obie warto$ci R i E sa zmiennymi losowy-
mi). Przyjmujac, ze g ma rozktad normalny, otrzymano zalezno$¢ okre$lajaca
warto$¢ wskaznika niezawodnosci:

Elg]

= 2
olg] @

gdzie: [ —wskaznik niezawodno$ci; E[g]—warto$¢ oczekiwana losowej funkcji

g, natomiast o(g) jest jej odchyleniem standardowym. Kolejno, uwzgledniajac
posta¢ funkcji stanu granicznego g dla rozpatrywane;j strzatki ugigcia:

Elfup = Frae)  Elfup = Elfuec]  Elfuy |~ Elf ]

B= = 3)
O-(fdop max ) \/Vﬂr fd”[’ + Var(f ) O-(fdop )
edzie f,,, fu. przyjmuja posta:
L 4)
Tan =300

5 gl
N (5)

S 384 E-J

Dla modelu jednowymiarowego przeprowadzono obliczenia metoda
Monte-Carlo (dla 100.000 préb losowych) oraz metoda perturbacji; wykorzysta-
no w tym celu ponownie program MAPLE. Wyniki obliczenh metoda symulacji
i technika perturbacji zestawiono w tabeli 2, poréwnujac wskazniki niezawodno-
$ci dla czterech r6znych dwuteownikéw: IPE 200, IPE 220, IPE 240 oraz IPE
270. Zestawienie czterech réznych profili pozwala na optymalny dobér ksztat-
townika ze wzgledu na niezawodno$¢ belki — profil IPE 200 jest catkowicie
niewystarczajacy ze wzgledu na ujemne wskazniki, natomiast profil IPE 220
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znacznie przekracza wymagania normowe. Ze wzgledu na brak profilu posred-
niego nalezy rozwazy¢ zastosowanie innego ksztattownika, zestawu dwodch
ksztattownikéw lub blachownicy o bardziej optymalnych parametrach geome-
trycznych. Poréwnanie to pozwala réwniez na stwierdzenie, iz wskazniki nieza-
wodnos$ci wyznaczone metoda Monte-Carlo daja ogdlnie nieco mniejsze warto-
sci, ale r6znice sa mniejsze od 1%, sa wigc pomijalnie mate.

Tabela 1. Wskaznik niezawodnosci w modelu jednowymiarowym,
metoda Monte-Carlo
Table 1. Reliability indices for 1D model, Monte-Carlo simulation

B Ksztattowniki
metoda IPE200 | TPE220 IPE240 IPE270
symulacja Monte-Carlo -19,59 14,93 61,51 140,53
metoda perturbacji -19,54 14,89 61,35 140,68
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Rys. 13. Wskazniki niezawodnosci dla modeli 2 i 3D
Fig. 13. Reliability indices for 2 and 3D models

Ostatecznie analizowane sa wskazniki niezawodnosci belki w modelu dwu-
1 tr6jwymiarowym, z wykorzystaniem analizy rzedu drugiego, czwartego
1 szostego. Wyniki przedstawiono na rysunku 13, gdzie wskazniki pokazano
w funkcji wejsciowego wspoétczynnika wariancji modutu Younga przyjmujacego
warto$ci z przedziatu [0.05, 0.25]. Réznice pomigdzy modelami drugiego
1 czwartego rzedu sa niewielkie i wzrastaja wraz ze wzrostem losowego rozrzutu
wejsciowej zmiennej losowej, natomiast réznice pomigdzy podejSciem rzedu
czwartego i1 szostego sa na wykresach niewidoczne. Okazuje si¢ réwniez, ze
wskazniki niezawodno$ci w modelu tréjwymiarowym (rys. 13, po prawej) sa
nieco wigksze, niz dla modelu dwuwymiarowego (rys. 13, po lewej). Ogdlnie
przebieg zmiennoS$ci jest zgodny z inzynierska intuicja w tym zakresie — im
wigkszy jest rozrzut losowy wejsciowej zmiennej losowej tym niepewno$¢ co do
jej wartosci $redniej wzrasta, a wigc konstrukcja jest, méwiac potocznie, ,,mniej
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przewidywalna”, a zatem liczbowo jej wskaznik niezawodnosci maleje. Ta ten-
dencja jest dobrze widoczna na rys. 13; co wigcej mozna zauwazy¢ graniczne
warto$ci wspotczynnika wariancji modutu Younga stali, powyzej ktérych belka
nie moze by¢ zakwalifikowana jako bezpieczna w klasie pierwszej, drugiej
1 trzeciej wprowadzonej przez normg [11].

5. Podsumowanie

Wyniki zgromadzone i przedstawione w niniejszej pracy pozwalaja stwier-
dzi¢, 7ze metoda perturbacji jest efektywnym narzedziem inzynierskim
w modelowaniu niezawodnos$ci belek stalowych. Dla matych wartosci wejscio-
wego wspofczynnika wariancji mozna stosowac¢ z dobrym przyblizeniem metodeg
rzgdu drugiego, ale dla jego wartosci powyzej 0.10 niezbedne jest zaangazowanie
modeli zdecydowanie wyzszego rzedu. Zasadnicza wada konkurencyjnej metody
symulacji Monte-Carlo jest jej nie do konca przewidywalna zbiezno$¢, studiowa-
nie ktérej dla kazdego zagadnienia inzynierskiego jest dos¢ kosztowne pod
wzgledem mocy obliczeniowej i czasu symulacji, nawet dla modeli analitycz-
nych.

Sposéb wyznaczania wskaznikéw niezawodno$ci zaproponowany w normie
[11] jest relatywnie tatwy do przeprowadzenia przy zastosowaniu metody pertur-
bacji i klasycznych programéw Metody Elementéw Skonczonych, takich jak np.
ROBOT; szczeg6lnie efektywnym narzedziem dodatkowym okazuje si¢ program
do obliczen symbolicznych (jak np. system MAPLE). Jak nalezato oczekiwaé, im
wigkszy jest wejSciowy rozrzut losowy badanych zmiennych, tym mniejsza jest
ostateczna warto$¢ wskaznika niezawodnosci, nie jest to jednak prosta zaleznos¢
liniowa, gdyz odpowiednie funkcje sa tutaj wyraznie wypukle. Nalezy podkre-
$li¢, iz przedstawiony i zastosowany w pracy algorytm obliczen utatwia optyma-
lizacj¢ przekroju belek w ujeciu probabilistycznym, tj. przy zapewnieniu odpo-
wiedniego wskaznika niezawodnosci.

W dalszej kolejnosci planuje si¢ opracowanie ogdélnego algorytmu optymali-
zacji przekroju belek stalowych dla zadanych statycznych i kinematycznych wa-
runkéw brzegowych oraz dla wybranego zbioru wejsciowych zmiennych loso-
wych; szczegdlnie istotne jest tutaj uwzglednienie losowego charakteru obcigzen
i charakterystyk geometrycznych. Za niezbgdne uwaza si¢ takze rozszerzenie
modelu teoretycznego i numerycznego o prac¢ konstrukcji w zakresie sprezysto-
plastycznym, gdzie eksperymentalnie ustalana granica plastycznosci bedzie row-
niez parametrem losowym. Ciekawe i wartoSciowe bytoby przestudiowanie
w tym aspekcie zmiennosci wskaznikdw niezawodnos$ci dla innych konstrukcji
stalowych [6].
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RELIABILITY VERIFICATION OF THE STEEL
BEAMS UNDER BENDING

Summary

The main purpose of this elaboration was a presentation and application of
the reliability index algorithm for the set of simple steel beams under bending
using the Finite Element Method. A comparison of 1, 2 and 3-dimensional
models of the simply supported and uniformly loaded beam was provided, where
the reliability index was determined independently using the Monte-Carlo
simulation and the generalized stochastic perturbation technique. Young modulus
of the beams is taken as the Gaussian input random variable and statistical
convergence of basic probabilistic moments and coefficients for the simulation
method is verified using symbolic computer system MAPLE. Reliability
modeling has been performed for the entire set of economical I beams to find the
most optimal shape for the given span and external load magnitude.
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