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Rozdziat 1

Osiggniecie naukowe

Wskazanie osiagniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca
2003r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki (Dz. U. 2016r. poz. 832 ze zm. w Dz. U. z 2016r. poz.
1311.)

Tytut osiggniecia naukowego

Wplyw geometrycznej struktury grafu na oszacowania
w wybranych modelach przeszukiwania grafow
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Rozdziat 2

Cel naukowy i wyniki

2.1 Woprowadzenie

Rozwazmy nastepujacy problem: w skomplikowanym systemie jaskin za-
gingl speleolog i nie ma z nim kontaktu. Na poszukiwanie wystana zostaje
ekipa ratunkowa. Jak liczna powinna by¢ oraz w jaki sposob prowadzi¢
poszukiwanie, zeby zapewnié¢ jego sukces? Zauwazmy, ze poszukiwany spe-
leolog rOwniez moze si¢ przemieszczaé, do tego z inng predkoscia niz ratow-
nicy, co wiecej — w najgorszym przypadku moze zachowywac¢ sie w spo-
s6b minimalizujacy mozliwos¢ jego odnalezienia. Wyobrazajac sobie sys-
tem jaskin jako graf (korytarze to krawedzie, a ich korce lub rozgalezie-
nia/skrzyzowania to wierzcholki) mozemy sformutowaé pierwszy z modeli
przeszukiwania grafow — przeszukiwanie krawedziowe (ang. edge-searching)
sformulowane przez Parsonsa [27] w 1978r., a zainspirowane artykutem Bre-
ischa [3] z czasopisma speleologicznego (por. artykul przegladowy [14]).

Dziedzina przeszukiwania grafoéw rozrosta sie, gtownie z powodu zasto-
sowanl i obejmuje wiele modeli, ktore opisuja jak za pomoca pewnej licz-
by urzadzen (agentow /robotow) zlokalizowad, wyeliminowa¢ lub ograniczy¢
pewne zagrozenie poruszajace sie po grafie. Analize najgorszego przypadku
wygodnie tlumaczy sie przez gry kombinatoryczne (deterministyczne gry
o pelnej informacji miedzy dwoma graczami, w ktorych jeden z graczy
ma strategie wygrywajaca), z ktorych najpopularniejsza jest wprowadzona
przez Quillota [30] oraz, niezaleznie, przez Nowakowskiego i Winklera [26]
gra w policjantow i zlodzieja (wiecej w podrozdziatach 3.2). Barwny,
przemawiajacy do wyobrazni, jezyk powoduje, ze wiele poje¢ z dziedziny
teorii grafow jest ttumaczonych na jezyk przeszukiwania grafow, dla przy-

.....
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width, treewidth), ktore pojawilty sie w dowodzie twierdzenia Robertsona—
Seymoura (o minorach grafowych) zostaly opisane (por. [36] 37, 38]) przez
minimalng liczbe policjantow w helikopterach (posuniecia gracza nie sa
ograniczone struktura grafu, za to wykonujacy ruch policjant jest wylaczony
z gry w trakcie posuniecia ztodzieja) potrzebnych do ztapania ztodzieja po-
ruszajacego sie z dowolng szybkoscig po wierzchotkach grafu, wzdtuz Sciezek
niezablokowanych obecnoscia policjanta w ktoryms wierzchotku (w wypad-

Sytuacje braku pelnej informacji dla jednego z graczy — tak jest np.
w pierwszym przedstawionym, ,speleotopologicznym” modelu — wygodnie
jest analizowa¢ rozwazajac jednoosobowy wariant gry (szukajac optymal-
nej strategii przeciwko pewnemu deterministycznemu procesowi). Fragment
grafu, o ktérym wiadomo w wyniku poszukiwan, ze na pewno nie zawie-
ra poszukiwanego speleologa okreslamy jako czysty, a celem jest strategia
przejécia ratownikami po grafie w taki sposob, aby wyczysci¢ caty graf. Tego
rodzaju podejécie stosowane jest w wariancie gry w policjantéw i ztodzie-
ja, gdy ztodziej jest niewidoczny (dopoki policjant nie znajdzie sie w tym
samym wierzchotku grafu) [8]. Podobnie w modelu szczotkowania grafu,
bedacego wariantem krawedziowego przeszukiwania graféw (por. podroz-
dzial . Taka technika pojawia sie rowniez przy dowodzeniu oszacowan
dla gier lokalizacyjnych (podrozdzial . Wreszcie jako jednoosobowg gre
rozwaza sie problem strazaka na grafie (podrozdzial nie rozpatrujac od-
powiadajacego mu wariantu rozgrywki miedzy dwoma graczami, w ktorej
pierwszy gracz jest pozbawiony pelnej informacji.

W niniejszym autoreferacie uzywamy standardowej terminologii grafo-
wej, zgodnej z ksiazka [9] i stownikiem [39]. W szczegélnosci rozwazane
grafy sa proste, nieskierowane i (o ile nie stwierdzono inaczej) skonczone.
Warto zauwazy¢, ze w wiekszoSci modeli przeszukiwan wazna role odgry-
wa spojnosé grafu: w wypadku grafu niespojnego taczna liczba policjantow
koniecznych do zlapania ztodzieja jest suma po wszystkich spéjnych skta-
dowych, a w wypadku wariantu helikopterowego — maksimum. Majac na
uwadze powyzsze, bedziemy zaktada¢ (o ile nie stwierdzono inaczej), ze
przeszukiwane grafy sg spojne.

2.2 Gry poscigowe

Niech G bedzie grafem prostym, a k € NT. Rozwazmy nastepujaca gre
miedzy dwoma graczami, z ktorych pierwszy porusza k policjantami, a dru-
gi ztodziejem. Najpierw pierwszy gracz ustawia swoje pionki w wybranych
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wierzchotkach grafu, nastepnie robi to drugi gracz. Dalej gracze poruszaja
sie w rundach (najpierw policjanci, potem zlodziej): w kazdej rundzie kaz-
dy pionek moze pozosta¢ w zajmowanym wierzchotku lub przenie$¢ sie do
wierzchotka sasiedniego. Gracze znaja nawzajem swoje pozycje. Gra konczy
sie wygrana policjantow gdy ktorys z nich zlapie ztodzieja, to znaczy znaj-
dzie sie w tym samych wierzchotku co ztodziej. Przyjmujemy, ze ztodziej
wygrywa, gdy gra moze trwa¢ dowolnie dtugo, to znaczy, ze jest w stanie
uniknaé¢ ztapania w kazdej skoniczonej liczbie rund. Gra, jak juz nadmie-
niono, w wersji z k = 1, zostala wprowadzona przez Quillota [30] oraz
Nowakowskiego i Winklera [26]. W obu pracach scharakteryzowano grafy
policyjne, czyli takie, ze pierwszy gracz ma strategie wygrywajaca.
Poczawszy od pracy Aignera i Fromme’a [I] rozwaza sie wariant z wie-
loma policjantami definiujac liczbe policyjng grafu ¢(G) jako najmniejsze
k > 1 takie, ze k policjantow ma strategie wygrywajaca. Liczba ta jest do-
brze zdefiniowana, oczywiste sa oszacowania ¢(G) < v(G) < |V(G)|, gdzie
~v(G) oznacza liczbe dominujaca grafu G. Ponadto, dla rodziny grafow G
mozemy zdefiniowa¢ liczbe ¢(G) rowna max{c(G): G € G} o ile to maksi-
mum istnieje, w przeciwnym razie powiedzie¢, ze klasa G ma nieograniczo-
ng liczbe policyjna. Najistotniejszym wynikiem pracy [I] jest wykazanie, ze
¢(PLANAR) = 3, gdzie PLANAR to rodzina spojnych graféw planarnych.
Kluczowym narzedziem dowodu jest nastepujacy

Lemat 2.2.1 ([I], Lemma 4). Niech G bedzie grafem, u,v € V(G), u # v
a P pewng najkrotszq uv-sciezkq w G. Przyjmujge, zZe w grze jest co naj-
mniej 2 policjantow, pierwszy gracz ma strategie, aby po skorczonej liczbie
posuniec jednym policjantem zablokowaé ztodziejowi mozliwosé wejscia na
Sciezke P. To znaczy, jesh ztodziej wejdzie na wierzchotek Sciezki P zostanie
natychmiast ztapany.

Przykladem grafu planarnego, ktory wymaga 3 policjantow jest graf
dwunastoscianu. Idea dowodu, ze liczba policyjna spojnego grafu planarne-
go jest ograniczona przez 3 jest nastepujaca: uzywajac powyzszego lematu
i korzystajac z ustalonej ptaskiej reprezentacji grafu planarnego G policjanci
stopniowo ograniczaja terytorium ztodzieja R (podgraf grafu G, po ktorym
ztodziej moze poruszac sie bezpiecznie interpretowany jednoczesnie, dzieki
ptaskiej reprezentacji GG, jako fragment plaszczyzny ograniczony krawedzia-
mi grafu). Analiza dowodu i wykorzystania lematuwskazuje, ze pojecie
yhajkrotsza uv-$ciezka” oznacza Sciezke bez dostepnego skrotu dla ztodzieja
(tzn. ze zadna krotsza uv-§ciezka nie przechodzi przez R). W trakcie gry
jeden, lub dwdch policjantéw wystarcza do zamkniecia zlodzieja w R gdyz
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separatorem miedzy R a G\ R jest albo wierzcholek rozcinajacy ¢ € V(G),
albo pewien geodezyjny cykl C' (cykl ztozony z dwoch Sciezek bez skrotow
w R). Wowcezas wolny policjant kontynuuje strategie ograniczania obszaru
R zajmujac kolejny wierzcholek rozcinajacy lub kolejng najkrotsza Sciezke
przylegta do C (tworzac nowy cykl geodezyjny).

Najistotniejszym problemem zwigzanym z grami poscigowymi jest roz-
trzygniecie hipotezy Meyniela [15]

Hipoteza 2.2.2. Dla kazdego grafu G o n wierzchotkach zachodzi ¢(G) =

Wiadomym jest istnienie rodzin grafow (ekstremalnych w sensie hipotezy
Meyniela), ktore spelniaja ¢(G) = O(y/n) — przykladem takiej rodziny sa
grafy incydencji ptaszczyzn rzutowych.

Drugim istotnym problemem jest uogolnienie oszacowania Aignera
i Fromme’a dla graféw planarnych na inne rodziny graféw o wybranej
strukturze geometrycznej. Dla przykladu: Quillot [31] wykazal oszacowa-
nie ¢(G) < 2¢ + 3 na liczbe policyjna graféow zanurzalnych na powierzch-
niach o genusie g. Oszacowanie to zostalo poprawione przez Schroedera [33]
do postaci ¢(G) < [2g] + 3. Co wigcej, Schroeder postawil (i wykazal dla
przypadku g < 2) hipoteze

Hipoteza 2.2.3. Dla kazdego grafu zanurzalnego na powierzchni o genusie
g zachodzi ¢(G) < g + 3.

W ten nurt wpisuja sie wyniki badan zawarte w pracach [H1, H3].

2.2.1 Grafy liniowe [H1]

Niech G = (V(G), E(Q)) bedzie grafem. Grafem liniowym grafu G nazy-
wamy graf L(G) = (E(G), {{e1,e2}: e1,e0 € E(G)Nle1Ney| = 1}) Innymi
stowy L(G) jest to graf, ktorego wierzchotkami sa krawedzie grafu G, ktore
sasiaduja w L(G) gdy sa incydentne (dziela jeden wspolny wierzchotek) w G.
Latwo widaé, ze gra w policjantow i zlodzieja na grafie L(G) ma swoj odpo-
wiednik w grze na grafie G ze zmienionymi zasadami — policjanci i ztodzie]
poruszaja sie po krawedziach grafu przechodzac przez wspolny wierzchotek
dwoch krawedzi.

Praca |[H1| zawiera szereg oszacowan wiazacych liczbe policyjna gra-
fu liniowego. W szczegdlnosci zawiera charakteryzacje grafow dla ktoérych
¢(L(G)) = 1, oszacowanie na ¢(L(G)) w zaleznosci od ¢(G), wyznaczenie
c¢(L(G(P))) dla grafu G(P) incydencji plaszczyzny rzutowej P i wreszcie
oszacowanie na liczbe policyjna graféw liniowych graféw planarnych:
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Twierdzenie 2.2.4 ([H1|, Theorem 3.2). Graf G spetnia ¢(L(G)) = 1 wtedy
1 tylko wiedy, gdy:

(i) G jest spdjny
(ii) G jest cieciwowy
(ii1) G nie zawiera podgrafu Ky

Zauwazmy, ze ta charakterystyka jest nieco prostsza od charakterystyki
grafow policyjnych oraz ze kazdy graf G speliajacy ¢(L(G)) = 1 spelnia
c¢(G) =1.

Twierdzenie 2.2.5 (|H1|, Theorem 2.1). Niech G bedzie dowolnym grafem.
Wowczas

Twierdzenie 2.2.6 ([H1|, Theorem 4.2). Niech q bedzie potegq liczby pierw-
szej, a P = PG(2,q) bedzie ptaszczyzng rzutowq nad q-elementowym ciatem.
Wowezas ¢(L(G(P)) = q+1, gdzie G(P) jest grafem incydencji ptaszczyzny
rzutowej P.

Poniewaz zachodzi |V(L(G(PG(2,9)))] = (¢+ 1)(¢* + g + 1) grafy li-
niowe graféw incydencji przestrzeni rzutowych nie sg ekstremalne w sensie
hipotezy Meyniela.

Twierdzenie 2.2.7 ([H1|, Theorem 6.1). Niech G bedzie rodzing grafow
lintowych spdjnych graféw planarnych; zachodzi ¢(G) = 3.

Praca [H1| zawiera ponadto istotne wyniki dotyczace grafow losowych,
ktore nie zostang poruszone w autoreferacie, gdyz w sg w calosci dzietem
wspotautoréw pracy.

Metody dowodowe

Dowo6d Twierdzenia nawigzuje do charakteryzacji graféow policyj-
nych z prac |26, B0]: wierzchotek v € V(G) grafu G nazywamy naroznikiem
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje u € V(G) \ {v} taki, ze N[v] C Nul;
graf G jest policyjny wtedy i tylko wtedy, gdy jest konstruowalny, to zna-
czy jest jednowierzchotkowy lub moze powsta¢ poprzez dodanie naroznika
(nowego wierzchotka, odpowiednio polaczonego) do konstruowalnego grafu.
Analogicznie: graf G’ jest L-konstruowalny, gdy jest jednowierzcholtkowy,
lub powstaje z grafu L-konstruowalnego G przez dodanie nowego wierz-
chotka potaczonego z jednym wierzchotkiem G lub z oboma koncami jednej
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krawedzi G. W pracy [H1| wykazano, ze graf L(G) jest konstruowalny wte-
dy i tylko wtedy, gdy graf G jest L-konstruowalny oraz, ze graf GG spelnia
warunki Twierdzenia wtedy 1 tylko wtedy gdy jest L-konstruowalny.

Dow6d Twierdzenia [2.2.5] opiera sie na tworzeniu komplementarnych
strategii dla policjantow i zlodzieja (z gdy na grafie G na gre na grafie
L(G) i odwrotnie).

Dowdd Twierdzenia[2.2.6|opiera sie na modyfikacji lematu z pracy Aigne-
ra i Fromme’a [T, gdyz w wypadku gry na krawedziach (na grafie liniowym),
oszacowanie na talie grafu nalezy zmieni¢ na 6.

Lemat 2.2.8 ([I], Theorem 3). Niech G bedzie grafem spéjnym o talii co
nagmniej 5. Wowcezas ¢(G) = §(G).

Lemat 2.2.9 (|H1|, Lemma 4.1). Niech G bedzie grafem spdjnym o talii co
nagmniej 6. Wowczas c(L(G)) > 0(G).

Wykorzystujac ten lemat uzyskuje si¢ oszacowanie ¢(L(G(PG(2,q))) >
g+ 1, poniewaz graf incydencji plaszczyzny rzutowej PG(2, q) jest dwudziel-
ny, ¢ + l-regularny, nie ma cykli dtugosci 4, gdyz kazda para punktéw ma
tylko jedna wspolng linie, a kazda para linii — tylko jeden wspélny punkt.
Dowod Twierdzenia w pracy [H1| konczy wskazanie jawnej strategii
dla ¢ + 1 policjantow.

Dowod Twierdzenia w czescl pokazujacej ograniczenie gorne jest
niemal identyczny do dowodu Aignera i Fromme’a: podobnie jeden lub
dwoch policjantow ogranicza terytorium zlodzieja (tak samo interpretowa-
ne) przez zamkniecie mostu (krawedzi rozcinajacej) lub pewnego cyklu geo-
dezyjnego (bez skrotow idacych przez terytorium zlodzieja), podczas gdy
wolny policjant przemieszcza sie aby stworzy¢ nowe ograniczenie. Nieco ina-
czej wyglada i odrebnego dowodu wymagal odpowiednik lematu [2.2.1

Lemat 2.2.10 (|H1, Lemma 6.2). Niech G bedzie grafem, u,v € V(G),
u # v a P pewng najkrotszq uwv-$ciezkq w G. Przyymujgce, zZe w grze jest co
najmniej 2 policjantow, pierwszy gracz ma strategie, aby po skoriczonej licz-
bie posuniec jednym policjantem zablokowaé ztodziejowi mozliwo$é przejsicia
przez Sciezke P. To znaczy, jesl ztodziej w dwoch rundach z rzedu bedzie
przebywat na krawedziach incydentnych z pewnym wierzchotkiem v € V(P)
(a tylko tak moze przekroczyé Sciezke P) to zostanie natychmiast ztapany.

Przyktadem grafu planarnego, ktorego graf liniowy wymaga 3 policjan-
tow jest graf pitki futbolowej (graf liniowy grafu dwunasto$cianu wymaga
tylko 2).
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2.2.2 Grafy przecie¢ obiektéw geometrycznych [H3]

Niech R bedzie klasa obiektow geometrycznych (np. krzywych na plasz-
czyznie). Przez graf przecie¢ obiektow z R rozumiemy graf G (dokladniej
klase abstrakcji z uwagi na relacje izomorficznosei grafow), ktorego zbior
wierzchotkow zawiera sie w K podczas gdy dwa wierzchotki sasiaduja, gdy
odpowiadajace im obiekty przecinaja sie.

Wsréd rozwazanych klas graféw przecieé¢ szczegdblnie istotna jest kla-
sa STRING grafow przecie¢ ograniczonych krzywych na plaszezyznie (ciag-
lych obrazéow przeksztalcenia przedziatu [0, 1] w R?). Przyjmujac w miejsce
plaszczyzny (sfery) orientowalne (lub nieorientowalne) powierzchnie topolo-
giczne o ustalonym genusie mozna rozwazac klasy grafow g-GENUS STRING
(lub ¢-EULER-GENUS STRING). Z kolei wprowadzajac dodatkowe restryk-
cje na posta¢ rozwazanych krzywych mozna uzyskaé¢ pewne podklasy klasy
STRING: klasa INTERVAL-FILAMENT oznacza klase graféw przecie¢ wy-
kresow funkcji ciaglych postaci f: [a,0] — R, gdzie a,b € R takich, ze
fla) = f(b) = 0 oraz f(z) > 0 dla x € (a,b); klasa OUTER-STRING
— klase grafow przecie¢ ograniczonych krzywych na polptaszczyznie, z co
najmniej jednym koncem lezacym na jej brzegu (ciaglych obrazéw funkcji
f:10,1] — [0,00) x R takich, ze f(0) = (0,-)).

Warto odnotowa¢, ze kazdy graf jest grafem przecieé¢ krzywych w R3,
stad przy rozwazaniu graféw przecie¢ obiektow w 3 lub wiecej wymiarach
wprowadza si¢ silniejsze restrykcje rozwazajac na przyktad klasy d-BOX
grafow przecie¢ d-wymiarowych przedzialow w R, lub d-BALL — kul w R,

Glowne wyniki przedstawione w pracy |[H3| mozna zaprezentowac w for-
mie nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 2.2.11 (|H3|, Theorem 1.1).
(i) @INTERVAL-FILAMENT) = 2
(ii) 3 < Z(OUTER-STRING) < 4
(iii) 3 < &(STRING) < 15
(iv) g2=°1 < &(g-GENUS STRING) < 10g + 15
(v) ¢2~°1) < &(¢-EULER-GENUS STRING) < 10¢’ + 15

Istotnym wnioskiem z powyzszego twierdzenia, w $wietle lematu [2.2.§]
i obserwacji, ze klasy graféw przecie¢ sa zamkniete na branie indukowanych

podgrafow (Wniosek [2.2.12)) jest ograniczenie podane we Wniosku [2.2.13
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Whniosek 2.2.12 ([H3|, Corollary 1.4). Niech G bedzie klasq grafow za-
mknietq na branie indukowanych podgrafow takq, zZe ¢(G) = k dla pewnego
k € N. Woweczas kazdy graf G € G o taliv co naymniej 5 posiada wierz-
chotek stopnia niewiekszego niz k. Zatem G jest k-zdegenerowany (kazdy
jego podgraf posiada wierzcholek stopnia niewiekszego niz k) wiec ma liczbe
chromatyczng co najwyzej k + 1.

Whniosek 2.2.13 (|[H3|, Corollary 1.5,1.6). Dowolny graf klasy STRING o ta-
lit co nagmniej & jest 16-kolorowalny. Dowolny graf klasy OUTER-STRING
o talit co nagmniej 5 jest 5-kolorowalny.

Mozna zauwazy¢, ze klasa grafow liniowych, opisana w poprzednim pod-
rozdziale, réwniez jest klasa graféw przecie¢ — rozwazajac rysunki grafu na
plaszczyznie wyobraza sie wierzchotki jako punkty lezace na pewnej prostej
¢, a krawedzie jako tluki taczace te punkty, nie przecinajace (poza konca-
mi) prostej ¢. Korzystajac z takiego rysunku jako reprezentacji ustalonego
grafu G mozna reprezentowac jego krawedzie jako pary punktow (wierzchot-
kow /koncow) — graf liniowy L(G) jest wowcezas grafem przecie¢ tych par.
Zgodnie z Twierdzeniem klasa LINE graféw liniowych ma nieograniczo-
ng liczbe policyjng — zatem rowniez klasa 2-INTERVAL graféw przecieé¢ sum
dwoch domknietych przedzialéw ma ja nieograniczona. Wiadomo z kolei
(z charakteryzacji Nowakowskiego 1 Winklera [26]), ze ¢(1-INTERVAL) = 1.
Nieograniczona liczba policyjna charakteryzuje wieksza liczbe klas grafow
(nie tylko grafy przecie¢ zbioréw niespdjnych ale tez pewnych podzbiorow
R3).

Twierdzenie 2.2.14 ([H3|, Theorem 1.7). Klasy grafow przecieé¢ LINE,
2-INTERVAL, 3-BOX, 3-BALL majq nieograniczong liczbe policyjng.

Twierdzenie (|[H3|, Theorem 1.7) opisuje nieco wiekszy katalog klas gra-
fow przecie¢ (dowody sa te same lub analogiczne).

Metody dowodowe

Dowo6d Twierdzenia (w kazdym przypadku) opiera sie na stopnio-
wym ograniczaniu terytorium R (rozumianego jako podgraf, lecz majacego
takze interpretacje geometryczng) bezpiecznego dla zlodzieja, czyli takie-
go, ze kazda proba opuszczenia R bedzie oznaczac, ze zostanie on ztapany
w jednym ruchu. Jest to zatem ta sama koncepcja, jak w dowodzie Aignera
i Fromme’a.
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W wypadku klasy INTERVAL-FILAMENT zauwazmy, ze cykl na 4 wierz-
chotkach spetnia C; € INTERVAL-FILAMENT, zatem co najmniej 2 poli-
cjantow jest potrzebnych. 7Z drugiej strony 2 policjantéw moze stosowac
nastepujaca strategie. Rozwazajac gre na grafie G ustalmy jego reprezenta-
cje geometryczng, (por. Rysunek . Wyobrazmy sobie, ze w pewnej fazie

Pe

Pr

Rysunek 2.1: Reprezentacja grafu klasy INTERVAL-FILAMENT. Brzeg zostal po-
grubiony. Wykresy reprezentujace pierwszy i ostatni wierzchotek na éciezce brze-
gowej s3 oznaczone jako @y i .

strategii, terytorium zlodzieja R wyglada jak na tym rysunku. Oznaczmy
zbior M C V(R) taki, ze odpowiadajace wierzchotkom z M wykresy tworza
brzeg terytorium R. Jeden z policjantow (straznik) bedzie ograniczal tery-
torium zlodzieja (w pierwszej fazie nie bierze udzialu w rozgrywce), a drugi
(towca) — przechodzil po dowolnej $ciezce ztozonej z wierzchotkow M od
skrajnie lewego do skrajnie prawego wykresu (g i ¢, na rysunku). Zauwaz-
my, ze przed ruchem policjanta (znajdujacego sie w wierzchotku/wykresie
©;) ztodziej moze znajdowac sie na wykresie przecinajacym ;, bedacym na
prawo od ¢; albo w catosci pod ;. Jesli jest na wykresie przecinajacym —
zostanie ztapany natychmiast. Jesli pod — policjant zostajac w wierzchotku
¢; ogranicza terytorium ztodzieja do sktadowej R’ C R znajdujacej sie w
calosci pod ¢; (stanie sie straznikiem w kolejnej fazie strategii) — zauwaz-
my, ze aby opusci¢ R’ ztodziej musialby wejs¢ na wykres przecinajacy @; —
wowcezas zostanie ztapany w kolejnym ruchu. Jesli ztodziej jest na prawo od
p; towca moze przejs¢ do kolejnego wierzchotka sciezki ¢, 1, za$ ztodziej po
swoim ruchu znajdzie sie¢ na wykresie przecinajacym ;. 1, pod ;11 lub na
prawo od ;1. Istotne jest, ze ztodziej nie moze przejs¢ wykres znajdujacy
sie w caltosci na lewo od pozycji towcy. Policjanci (wymieniajac sie rolami)
moga stopniowo ograniczaé terytorium ztodzieja, az zostanie on ztapany.

Aby pokaza¢ ograniczenie dla klasy OUTER-STRING mozna zastosowaé
zblizong strategie — rdznica jest taka, ze dwoch straznikow i dwodch toweow
bedzie zajmowa¢ przecinajace sie parami krzywe (pary przecinajacych sie
krzywych beda pekié¢ role odpowiadajaca wykresom funkcji w powyzszej
strategii).
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Dowod Twierdzenia [2.2.11](iii) to z kolei pelna analogia strategii z dowo-
du Aignera i Fromme’a. Wystepuja w nim jednak znaczace réznice. Przede
wszystkim w wypadku graféw przecie¢ krzywych ztodziej moze przeskoczyé
najkrotsza $ciezke przez wierzcholek ktory sasiaduje z pewnym wierzchot-
kiem tej Sciezki (w geometrycznej reprezentacji sciezka to ciag kolejno prze-
cinajacych sie krzywych, wystarczy ze pewna inna krzywa przecina ktoras
z krzywych tworzacych $ciezke — por. Rysunek .

Rysunek 2.2: Reprezentacja grafu klasy STRING. Najkrotsza éciezka ztozona
z krzywych w kolorze czarnym moze zostaé przekroczona przez krzywa w kolorze
CZETWOnym.

Odpowiednik Lematu [2.2.1] powinien wigc umozliwi¢ policjantom bloko-
wanie $ciezki wraz z jej sasiedztwem. Lemat podany przez Chiniforooshana
[7] mowi, ze aby blokowaé najkrotsza Sciezke wraz jej sasiedztwem potrze-
ba 5 policjantéw, co ostatecznie doprowadzi do oszacowania 15 na liczbe
policyjna graféw przecie¢ krzywych.

Z powodow technicznych jednak ani lemat Chiniforooshana ani strate-
gia Aignera—Fromme’a nie moga zosta¢ zastosowane bezposrednio: geome-
tryczna interpretacja terytorium zlodzieja R, jako obszaru na plaszczyz-
nie ograniczonego przez pewne krzywe, potrzebna do zastosowania strategii
Aigneria—Fromme’a powoduje, ze wierzcholek odpowiadajacy jednej krzy-
wej w calym grafie (czeSciowo lezacej w terytorium zlodzieja) moze odpo-
wiadaé kilku wierzchotkom odpowiadajacym segmentom tej krzywej w tery-
torium ztodzieja. Lepiej wiec rozwazad nie tyle najkrotsze Sciezki, co spacery
bez skrotéw w terytorium R w sensie pewnej funkcji odlegtosci okreslonej
przez geometrie krzywych obcietych do terytorium R.

Oszacowania z Twierdzenia [2.2.11)iv-v) sa uzyskana w podobny sposob
analogia wyniku Quillota [3I] (oszacowanie ¢(G) < 2g + 3 dla grafow zanu-
rzalnych na powierzchni o genusie g). Ponownie uzycie odpowiednika lematu
Chiniforooshana wymusza 5-krotne powiekszenie oszacowania. Oszacowanie
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to mozna najprawdopodobniej poprawi¢ stosujac metode Schroedera [33],
wymagatoby to jednak pokonania wielu technicznych trudnosci.

Kluczem dowodu twierdzenia (w czesci, w ktorej nie jest wnio-
skiem z Twierdzenia jest nastepujacy lemat.

Lemat 2.2.15 (|[H3|, Lemma 6.1). Niech G bedzie dowolnym grafem,
d € Nt a G9 oznacza graf powstaty przez d — 1-krotng subdywizje kaz-
dej krawedzi grafu G (kazdg krawed? zastepujemy Sciezkq zawierajgeq d — 1
nowych wierzchotkow). Wowcezas

Dalsza cze$¢ dowodu polega na wykazaniu, ze dla dowolnego grafu GG
istnieje takie d € N*, ze G¥ € 3-BALL. W wypadku klasy 3-BOX znanym
jest fakt, ze G® € 3-BOX.

2.3 Gry lokalizacyjne

W ponizszym podrozdziale opisany jest wariant gry w policjantow i zto-
dzieja motywowany lokalizacja w sieciach bezprzewodowych (np. sieci te-
lefonii komorkowej). Niech G bedzie grafem, a k € N*. Ztodziej porusza
sie po wierzchotkach grafu G tak samo jak w wariancie klasycznym, opisa-
nym w poprzednim podrozdziale. Nie jest jednak widoczny dla policjantow.
W kazdej rundzie policjanci moga skontrolowa¢ k& dowolnych wierzchotkow
grafu G (jak w wariancie helikopterowym, nie sa ograniczeni struktura gra-
fu) powiedzmy B = (vy,vy,...,v¢) € V(G)*. W wyniku kontroli otrzymuja
wektor k liczb naturalnych D(B) = (dy,da, . . ., dy,) takich, ze d; = dg(r, v;),
gdzie r jest (nieznanym policjantom) wierzcholtkiem zajmowanym przez zto-
dzieja. Celem dla policjantow jest zlokalizowaé (odgadna¢ pozycje) ztodzieja
na podstawie (aktualnej i historycznych) wartosci D(B) uzyskanych w trak-
cie rozgrywki, a celem zlodzieja — unika¢ lokalizacji. Co istotne, policjanci
nie musza odgadywaé kolejnego ruchu ztodzieja (tzn. nie jest wymagane,
aby wierzcholek w ktorym znajduje sie ztodziej w ostatniej rundzie roz-
grywki nalezal do zbioru B). Niech ((G) oznacza najmniejsza liczbe k dla
ktorej policjanci maja strategic wygrywajaca — nazywamy ja liczbg lokali-
zacyjng grafu G. Zakladamy przy tym, ze zlodziej gra perfekcyjnie, a nawet
ma wiedze o strategii policjantow.

Gra, ograniczona do k = 1 zostala wprowadzona przez S. Seager [34],
a nastepnie badana w pracach (m.in.) [6, B5]. Zostato pokazane, ze dla do-
wolnego drzewa T', ((T') < 2 [34]. Co wiecej, drzewa T' dla ktorych ((T') = 2
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zostaly scharakteryzowane w pracy [35]. Bardziej precyzyjne, w pierwszej
pracy [34] Seager udowodnita, ze jeden policjant wystarcza zeby zlokalizo-
waé ztodzieja na dowolnym drzewie, pod warunkiem, ze zlodziej nie moze
przej$¢ do wierzchotka sprawdzanego przed chwilg przez policjanta. W pracy
[35] udowodnita, ze to ograniczenie jest konieczne dla drzew ktore zawieraja
jako podrzewo drzewo T3 3 (wierzcholek stopnia 3 sasiaduje z 3 wierzchotka-
mi stopnia 3, a pozostalych 6 wierzchotkow ma stopien 1). Wariant z wieksza,
liczba policjantow zostal wprowadzony w pracy [H5| oraz niezaleznie w pra-
cy [18], gdzie udowodniono (m.in.), ze ((G) < L%J + 1 w dowolnym
grafie G o maksymalnym stopniu A.

Warto zauwazy¢, ze gra lokalizacyjna jest powiazana z pojeciem wymia-
ru metrycznegof] grafu G, oznaczanego przez dim(G), wprowadzonego przez
Harary’ego i Meltera [16]. Faktycznie, dim(G) moze zostaé¢ zdefiniowany
jako najmniejsza liczba k € N7 taka, ze k policjantow wygrywa gre lokali-
zacyjna w jednej rundzie. Zatem, parametr ((G) moze by¢ rozwazany jako
rozgrywany wariant dim(G). Podobny zwiazek jest miedzy (zwykla) liczba
policyjna a liczba dominujaca grafu.

Najistotniejszym wynikiem pracy [H5| jest wykazanie, ze liczba lokali-
zacyjna grafu planarnego jest nieograniczona (nawet dla grafu o szerokosci
drzewowej 2):

Twierdzenie 2.3.1 ([H5|, Corollary 9). Dila dowolnego k € NT istnieje
graf planarny G o szerokosci drzewowej 2 (doktadnie: drzewo powiekszone
o uniwersalny wierzcholek) taki, ze ((G) > k.

Z drugiej strony, nieopublikowana jeszcze praca |C4| pokazuje, ze liczba
lokalizacyjna grafu zewnetrznie planarnego jest ograniczona z goéry przez 3,
nawet przy mniejszej liczbie informacji otrzymywanej przez policjantow.

Twierdzenie 2.3.2 ([C4], Theorem 10). Dowolny graf zewnetrznie planar-
ny G spetnia (*(G) < 3. Co wiecej istnieje strategia policjantéw ktora zaj-
muje O(n?) rund, gdzie n =|V(G)|.

Liczba (*(G) jest odpowiednikiem liczby lokalizacyjnej w scenariuszu,
w ktorym policjanci poznaja wektor odlegtosci tylko wtedy, gdy zlodziej
jest w jednym z badanych wierzchotkéw. W przeciwnym razie otrzymuja
wynik poréwnania odleglodci dla kazdej pary sprawdzanych wierzchotkow
(czy sa rowne, czy wierzchotek r jest blizej ktoregos z nich). Oczywiscie wiec
dla dowolnego grafu ((G) < (*(G).

*Wymiar metryczny grafu G to wielko$¢ najmniejszego podzbioru S C V(G) takiego, ze

dowolny wierzcholek v € V(G) jest jednoznacznie wyznaczony przez jego odleglosci do wierz-
chotkéw z S.
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Do innych znaczniejszych wynikéw pracy nalezy oszacowanie liczby lo-
kalizacyjnej przez szeroko$¢ $ciezkowsg grafu oraz dowo6d NP-trudnosci wy-
znaczenia liczby lokalizacyjnej ([H5], Theorem 12).

Twierdzenie 2.3.3 (|H5|, Proposition 3). Dowolny graf G spetnia ((G) <
pw(G). Co wiecej, dla grafow klasy 1-INTERVAL zachodzi réwnosé.

2.3.1 Metody dowodowe

Dowo6d Twierdzenia [2.3.1) opiera sie na dwoch redukcjach, ktore uprasz-
czaja rozwazang rozgrywke. Po pierwsze: istnienie w grafie G uniwersalnego
wierzchotka (potaczonego ze wszystkimi pozostalymi wierzchotkami z G),
powiedzmy v, powoduje, ze badajac dowolny wierzchotek u policjant mo-
ze uzyska¢ wylacznie odlegtosci 0, 1 lub 2 (odpowiednio gdy ztodziej jest
w wierzchotku u, jego sasiedztwie, lub w dowolnym innym wierzchotku gra-
fu). Innymi stowy gra lokalizacyjna na grafie G jest niemal réwnowazna
grze na grafie G\ v w ktorej policjanci (w helikopterach) widza na odleglosé
1. Jest to analogia do rozwazanych wczes$niej modeli (np. [8]). Formalnie,
jesli (,(G) jest liczbg lokalizacyjng dla opisanego modelu z widocznoscia 1
wowcezas mozna pokazaé, ze:

Obserwacja 2.3.4 (|H5]|, Proposition 4). Dla dowolnego grafu G, niech G'
bedzie kopig grafu G z dodanym dodatkowym wierzchotkiem sgsiadujgcym
ze wszystkimi wierzchotkami G. Wowezas ((G) < ((G').

W szczegblnosci — drzewo z dodanym uniwersalnym wierzchotkiem jest
grafem planarnym o szerokosci drzewowej 2. Wystarczy zatem wykazac ist-
nienie dla dowolnego k € N drzewa 7} takiego, ze (,(7;x) > k. Pomocna
w tym celu jest druga redukcja, dos¢ standardowa w dziedzinie przeszuki-
wania graféw: w wariantach gry o niepelnej informacji mozna rozwazac¢ na
raz wszystkie mozliwe strategie zlodzieja analizujac (na zasadzie gry jed-
noosobowej) obszar w ktorym zlodziej na danym etapie rozgrywki moze
przebywaé¢. Prowadzi to do nastepujacej, jednoosobowej gry w wycinanie
buszu.

Niech G bedzie dowolnym grafem, a k& € NT. Na poczatku busz rosnie
w kazdym wierzchotku grafu, a celem k kosiarzy jest usunaé¢ go w pelni.
W kazdej rundzie kosiarze wybieraja k wierzchotkéw i usuwaja busz z do-
mknietego sasiedztwa kazdego z tych wierzchotkéw. Nastepnie busz odrasta
porastajac wierzchotki sagsiadujace z tymi w ktorych wciaz rosnie. Niech licz-
ba buszowa grafu G, oznaczona przez B(G), oznacza najmniejsza liczbe k
kosiarzy dla ktorej istnieje strategia usuniecia buszu. Oczywiscie wybierajac
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dowolny zbiér dominujacy kosiarze usung caly busz w jednej rundzie, stad
liczba buszowa jest poprawnie zdefiniowana i zachodzi B(G) < v(G), gdzie
(@) oznacza liczbe dominujaca grafu G. Ten model jest powiazany z gra
lokalizacyjna o widocznosei 1 w nastepujacy sposob: oczywista (skuteczna)
strategia ztodzieja jest chowadé sie w buszu.

Obserwacja 2.3.5 (|H5|, Proposition 5). Dowolny graf G spetnia B(G) <
G(G).

Do wykazania pozostato zatem istnienie drzewa o dowolnie duzej liczbie
buszowej.

Twierdzenie 2.3.6 (|H5|, Theorem 8). Dla dowolnego k € N7 istnieje
drzewo Ty, takie, ze B(T}, > k.

Wskazane drzewo 7, powstaje przez dwukrotng subdywizje (umieszcze-
nie dwoch nowych wierzchotkow na kazdej krawedzi) drzewa Tf% — pelnego
drzewa (12k+1)-arnego o wysokosci 6k. Uzytym narzedziem jest wykazanie
[H5, Lemma 7|, ze przy dowolnym (niekoniecznie poprawnym!) kolorowaniu
wierzchotkéw drzewa Tg dwoma kolorami (kolory oznaczaja busz i czyste
wierzchotki) w taki sposob, ze liczby wierzchotkéw pokolorowanych kazdym
kolorem roznig sie nieznacznie (o mniej niz 6k) istnieje duze (wielkosci co
najmniej 6k) dwukolorowe skojarzenie. Innymi stowy: gdyby przypusci¢ (nie
wprost), ze udalo sie oczysci¢ z buszu cale drzewo 7}, to uzyska sie sprzecz-
no$¢: w polowie tej operacji busz odrasta na wickszej liczbie wierzchotkéw
niz moze zostac¢ wyciety.

Dowod Twierdzenia jest duzo mniej wyszukany: wystarczylo po-
kaza¢, w jaki sposob wykorzysta¢ ustalong dekompozycje $ciezkowa grafu,
posiadajaca pewne naturalne wtlasnosci i zaobserwowaniu, ze dowolng inng
dekompozycje da sie tatwo przeksztalci¢ do pozadane].

2.4 Problem strazaka na grafach planarnych

Opisany powyzej model wycinania buszu jest zblizony do zapropono-
wanego przez Hartnella [I7] problemu strazaka na grafie: niech G bedzie
dowolnym grafem, r € V(G) a k € N*. Przypusémy, ze w grafie G, w wierz-
chotku r wybucht pozar. Pozar rozprzestrzenia si¢ z szybkoscia 1, to znaczy
w kazdej kolejnej rundzie ptonaé¢ zaczynaja wierzchotki sasiednie do juz pto-
nacych. W kazdej rundzie strazacy moga zabezpieczy¢ przed pozarem k do-
wolnie wybranych wierzchotkéw, a zabezpieczenie jest trwale: zabezpieczony
wierzchotek jest niepalny i nie przenosi pozaru do korica rozgrywki. Model
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ten ma duze znaczenie przy rozpatrywaniu bezpieczenstwa sieci, propaga-
cji wirusoéw etc. Optymalna strategia strazakoéw czesto jest nietrywialna, co
wiecej ustalenie jaka czes¢ grafu uda sie ocali¢ z pozaru jest problemem
NP-trudnym nawet dla wydawatoby sie prostych zagadnien (k = 1 i drzewa
binarne). Przeglad wynikow mozna znalez¢ w [11].

Warto zauwazy¢, ze to jaka czesé grafu uda sie ocali¢ mocno zalezy od
wyboru wierzchotka startowego r. Dla przyktadu w gwiezdzie (graf K, dla
n € Nt n > k) gdy pozar wybuchnie w wierzchotku centralnym ocali¢ uda
sie tylko k wierzchotkéw, gdy zas wybuchnie w liSciu — n z nich, nawet przy
k = 1. Dlatego Cai i Wang [4] zdefiniowali nastepujacy parametr grafowy:
k-wskaznik przezywalnosci (k-surviving rate) p(G) jako $rednia wielkosé
frakcji wierzchotkow grafu, ktora uda sie ocali¢ z pozaru k strazakom

1
G)=—— snip(G,v),
or(G) V(G)]2 vE%%G) K ( )
gdzie sni(G,v) jest liczba wierzcholtkow grafu G jaka moze ocali¢ k straza-
kow, gdy pozar wybuchnie w wierzchotku v € V(G).

Poniewaz strazacy nie sa ograniczeni struktura grafu tatwo wida¢, ze
parametr pi(G) jest nierosnacy z uwagi na dodawanie krawedzi do grafu.
Nie jest wiec zaskoczeniem powigzanie go z gestoscia grafu. Pratat [28] 29]
podal wartos¢ progowa na Sredni stopien grafu, ktory gwarantuje dodatni
wskaznik przezywalnosci przy ustalonej liczbie strazakow k. Formalnie, dla
k € Nt zdefiniujmy

{30 dla =1
Tk — 1

11
k2 da k>2

Wobwezas istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla dowolnego ¢ > 0, dowolnego
n € Nt i dowolnego grafu G o n wierzchotkach i co najwyzej (7 — )n/2
krawedziach zachodzi p(G) > c-e > 0. Co wiecej, istnieja rodziny grafow ze
srednim stopniem dazacym do 7, oraz k-wskaznikiem przezywalnosci daza-
cym do 0, co pokazuje, ze powyzsze oszacowanie jest najlepsze z mozliwych.
W szczegoblnosci wynik Pralata implikuje, ze grafy ze srednim stopniem po-
nizej % — ¢ majg 2-wskaznik przezywalnoSci co najmniej %5.

Mimo rozstrzygniecia w ogdlnym przypadku k-wskaznik przezywalnosci
jest wciaz badany dla szczegdlnych rodzin gratféw — najwazniejszy jest przy-
padek grafow planarnych. Cai i Wang [4] pytali o najmniejsza liczbe k taka,
ze pr(G) > c dla pewnej dodatniej statej ¢ i dowolnego grafu planarnego G.
Latwo widac, ze p;(Ks,) 7nseer 0, zatem k > 2.

Kong, Wang i Zhu [19] wykazali, ze py(G) >
planarnego G. Esperet, van den Heuvel, Maffray i

dla dowolnego grafu
Sipma [I0] wskazali,
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ze zabezpieczajac 4 wierzcholki tylko w pierwszej rundzie, a w kolejnych
po maksymalnie 3 rowniez uda sie ocali¢ dodatnia czesé grafu, to znaczy
pa3(G) > ﬁ Oba te wyniki (jak wiekszos¢ w tej dziedzinie) korzystaty
z metody potencjatu (discharging method) aby wykazaé, ze wystarczajaco
czesto w grafie planarnym pojawi sie konfiguracja umozliwiajaca strazakom
szybkie opanowanie pozaru.

Stosujac inne podejscie w pracy [H2| wykazano, najlepsze jak dotad osza-
cowania na wskaznik przezywalnosci dla graféw planarnych.

Twierdzenie 2.4.1 (|H2|, Theorem 1.1). Niech G bedzie dowolnym grafem
planarnym. Wowczas:

(i) pa2(G) > %
(it) ps > p32 > %

Innymi stowy 3 strazakow w pierwszej i maksymalnie 2 w kolejnych
rundach jest w stanie ocali¢ §rednio wiecej niz % wierzchotkéw dowolnego
grafu planarnego. Dodanie jednego strazaka do pierwszej rundy poprawia
to oszacowanie do %.

Zostato réwniez pokazane, ze 2 strazakow wystarczy, aby ocali¢ dodatnig
frakcje grafu planarnego bez trojkatow [10] i podobnie grafu bez indukowa-
nych 4-, 5- lub 6-cykli |21} 20, 12]. W szczegolnosci Esperet, van den Heuvel,
Maffray i Sipma [10] udowodnili, ze p3(G) > ez
nego grafu planarnego bez trojkatow, natomiast Kong, Wang i Zhang [21]

dla dowolnego nietrywial-

ze pa(G) > = dla nietrywialnego grafu planarnego bez 4-cykli.
Oszacowania te zostaly uogdlnione (i zarazem poprawione) w pracy [H4|
przez nastepujace

Twierdzenie 2.4.2 ([H4|, Theorem 1.2). Niech G bedzie dowolnym spdjnym
grafem planarnym on > 2 wierzchotkach 1 m krawedziach. Jesli dla pewnego
e € (0, 2] zachodzi *™ = § — ¢ wowczas

p2(G) >

N ©

{2 dla e <1

5€ — % w przeciwnym wypadku.

W szczegoblnosci, poniewaz grafy planarne bez trojkatéow maja Sredni
stopien mniejszy niz 4 i to samo zachodzi dla graféw planarnych bez 4-
cykli, otrzymujemy natychmiast
Whniosek 2.4.3 (|H4|, Corollary 1.3,1.4). Niech G bedzie dowolnym grafem
planarnym bez trojkgtow lub grafem planarnym bez 4-cykli o co najmniej 2

wierzchotkach. Wowczas
pa(G) >

Q|
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2.4.1 Metody dowodowe

W przeciwienstwie do wiekszosci prac w dziedzinie, w ktorych korzysta-
jac z ustalonej ptaskiej reprezentacji grafu stosowano metode potencjatu,
aby wykazaé, ze wystarczajaco czesto wystepuje konfiguracja pozwalajaca
na szybkie ograniczenie pozaru w pracach [H2,H4| skorzystano z twierdze-
nia o separatorze dla graféw planarnych, doktadniej z jednego z lematow
uzytych do dowodu twierdzenia, méwiacego o geometrycznej strukturze se-
paratora.

Twierdzenie Liptona—Tarjana [22] mowi, ze w dowolnym grafie planar-
nym G istnieje taki podzial zbioru wierzchotkow V(G) = V;UU UV, na trzy
roztaczne podzbiory, ze kazdy ze zbiorow Vi, V5 zawiera mniej niz % liczby
wierzchotkow grafu, zbior U — nie wiecej niz /8|V (G)| oraz kazda $ciezka
prowadzaca z wierzchotka z Vi do wierzchotka w V5 przechodzi przez jakis
element zbioru U. Czyli U jest malym separatorem dzielacym zbioér wierz-
chotkow grafu G na dwie, mniej wiecej rowne, czeSci. Maly rozmiar zbioru
U pozwala na tworzenie efektywnych algorytméw dla graféw planarnych
metoda ,dziel i zwyciezaj”.

Istotny, z punktu widzenia problemu strazaka, jest ksztalt separatora,
o ktorym mowi [22, Lemma 2|. Lemat ten, przeformutowany na potrzeby
rozwazanego problemu przyjmuje postaé

Lemat 2.4.4 ([H4|, Lemma 2.1). Niech G bedzie dowolnym grafem ptaskim

o n wierzchotkach (n > 2). Niech T bedzie dowolnym drzewem spinajgcym

G. Wowczas istnieje tuk uwv miedzy dwoma wierzchotkami u,v € V(G), nie

przecinajgcy zadnej krawedzi z E(G) taki, Ze jednoznaczna krzywa Jordana

C, Zozona z uwv oraz krawedzi drzewa T, ma te wltasno$é, ze liczba wierz-

chotkow G w wewnetrznym obszarze ograniczonym C' jak i w zewnetrznym
2

jest mniejsza niz 5n.

Faktycznie oryginalny lemat przyjmuje ksztalt blizszy podanemu w [H2,
Lemma 2.1]: rozwazany jest spinajacy nadgraf H grafu G bedacy plaska
triangulacjg a lemat gwarantuje istnienie krawedzi uv o opisanej wlasnosci.
Mozna zatem rozpatrywaé tuk uv jako krawedz pewnego planarnego nadgra-
fu grafu G, podczas gdy uv moze ale nie musi by¢ krawedzig G. Konstrukcja
krzywej C' mozna wyobrazi¢ sobie nastepujaco: dla dowolnego wierzchotka
r € V(G) rozwazmy dwie $ciezki w drzewie 7' — jedna z r do u, druga z r
do v. Niech z bedzie ostatnim wspolnym wierzchotkiem na obu Sciezkach.
Wowcezas krzywa C' jest zbudowana z T-$ciezki z z do u, tuku wv i T-$ciezki
z v do z.
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Strategia strazakow jest nastepujaca. Niech G bedzie n-wierzchotkowym
grafem ptaskim. Przypu$émy, ze pozar wybucht w wierzchotku r € V(G).
Rozwazmy drzewo T powstale przez algorytm przechodzenia grafu wszerz
poczawszy od wierzchotka r. Zgodnie z Lematem istnieje tuk uv ta-
czacy wierzcholki u i v wyznaczajacy krzywa Jordana C' taka, ze zaréwno
wewnatrz jak i na zewnatrz niej jest wiecej niz z wierzchotkow (wliczajac
wierzchotki lezace na krzywej do obu obszaréw). Zauwazmy, ze krzywa ta
jest skonstruowana z dwoch najkrétszych Sciezek r = ug, uq, ... u; = u oraz
r = vp,v1,...,0; = v po ewentualnym usunieciu wspélnego fragmentu na
poczatku obu Sciezek. Zatem krzywa C' zawiera co najwyzej po 2 wierz-
chotki w danej odlegtosci od r. Podstawowa strategia strazakow polega na
obronie w k-tej rundzie algorytmu wierzchotkow uy i vg. Gdy wierzchotek
r nie nalezy do krzywej C' pozwala to ocali¢ wszystkie wierzchotki z wne-
trza lub zewnetrza krzywej (zauwazmy, ze okreslenie wnetrze i zewnetrze
zaleza od wyboru rysunku grafu). Gdy wierzcholek r nalezy do krzywej —
strategia ochrony wzdluz separatora moze nie wystarczy¢, gdyz pozar moze
rozprzestrzeniac sie przez sasiadow r zaréwno wewnatrz, jak i na zewnatrz
krzywej. Ale jeden z tych obszaréw zawiera nie wiecej niz {degig_ﬂ sasiadow
r, co daje natychmiast Lemat [2.4.5] Odnotujmy, ze podobny lemat udowod-
niono w pracy [13], gdzie rozwazano problem pozaréw na grafach planarnych

w nieco innym ujeciu — od strony algorytmoéw aproksymacyjnych.

Lemat 2.4.5 (|[H2,H4|, Lemma 2.2). Niech G bedzie n-wierzchotkowym gra-
fem ptaskim, gdzie n € NT. Praypusémy, ze pozar wybuch w pewnym wierz-

chotku r. Wowczas zabezpieczajge 2 + {%
w kazdej kolejnej mozna ocalié wiecej niz %n — 1 weerzchotkow.

J w prerwszej rundzie ¢ po 2

Mozliwe jest, pod pewnymi warunkami, zmniejszenie liczby strazakow
w pierwszej rundzie, kosztem zmniejszenia liczby ratowanych wierzchotkow.
Moéwia o tym nastepujace lematy.

Lemat 2.4.6 (|[H2, Lemma 2.4). Niech G bedzie n-wierzchotkowq plaska
triangulacjg, gdzie n > 18. Przypus$émy, ze pozZar wybuch w wierzchotku r
stopnia 6 lub 7. Wowczas zachodzi

1

n—1 gdy deg(r)=6
G,r) >4 1
512G ) { in—1 gdy deg(r)=71
lub wierzchotek r ma dwdch wspdtsgsiadow, u v v takich, ze sngo(G,u) > én

i sn3p(G,v) > gn.
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Lemat 2.4.7 ([H4|, Lemma 3.2). Niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem
ptaskim, gdzie n > 5. Niech r € V(G) bedzie wierzchotkiem stopnia 4 z co
najwyzej jednym sqsiadem stopnia wyzszego niz 5. Wowczas

1
sna(G,r) > g~ L.

Oszacowania podane w twierdzeniach i wynikaja z powyz-
szych lematow i formuty Eulera na liczbe wierzchotkow i krawedzi w grafie
planarnym, a najtatwiej je wykazac¢ korzystajac z programowania liniowego.
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3.1 Grafy o dobrze rozszerzajacych sie sasiedztwach
I granice Fraisségo struktur relacyjnych

Prace bedace podstawa doktoratu

Tematyka doktoratu byly grafy o wlasnosciach zblizonych do stynnego
grafu Rado. Graf ten jest, z doktadnoscig do izomorfizmu, jedynym przeli-
czalnym, jednorodnym, uniwersalnym grafem. Jest tez grafem okreslonym
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jednoznacznie przez wlasnosé egzystencjalnej domknietosci: dla dowolnych
skoniczonych i roztacznych zbiorow wierzchotkéw A i B istnieje wierzcho-
tek z, potaczony ze wszystkimi wierzchotkami ze zbioru A i z zadnym ze
zbioru B. Badanie grafu Rado, z powodu wielu jego interesujacych wlasno-
§ci, stanowi istotny nurt wspotczesnej teorii grafow. W szczegolnosei jest on
granicg Fraisségo rodziny wszystkich skoriczonych grafow.

Graf Rado posiada m.in. nastepujaca wlasnos¢ dziedziczenia: sasiedztwo
oraz przeciwsasiedztwo kazdego z jego wierzchotkéw indukuje podgraf izo-
morficzny z calym grafem. Praca [Bl| przedstawia rozwiazanie problemu
Bonato [B, Problem 20|, pokazujac konstrukcje nieizomorficznego z grafem
Rado grafu G o wlasnosci dziedziczenia i analogiczng konstrukcje turnie-
ju nieizomorficznego z granica Fraisségo rodziny skonczonych turniejow (tu
wlasnos¢ dziedziczenia, podobnie jak wlasnos¢ egzystencjalnej domknietosci
okreslaja sasiedztwa wejsciowe i wyjsciowe dowolnego wierzchotka).

Wtlasnosé egzystencjalnej domknietosci ma naturalny odpowiednik po-
zwalajacy rozwazaé grafy skonczone — poprzez ograniczenie rozmiaru sumy
zbiorow A i B przez ustalone n € N mozna badaé¢ okreslone w ten sposéb
grafy n-domkniete. Praca [C2| poprawia dolne oszacowanie rozmiaru mini-
malnego grafu 3-domknietego z 20 na 24 — dowdd polegat na wykazaniu
z uzyciem superkomputera nieistnienie grafu o mniejszej niz 24 liczbie wierz-
cholkéw, ktory spelnialby warunek konieczny 3-domknietosci. Praca |B2]
przedstawia analogiczne poszukiwanie malych turniejéw 3-domknietych: ist-
nieje jeden (7 dokladnoscia do izomorfizmu), znany wczesniej, turniej 3-
domkniety na 19 wierzchotkach, kolejny ma co najmniej 23 wierzchotki.
Oprocz tego praca |B2| przedstawia kilka nowych konstrukeji turniejow n-
domknietych.

Prace powstate po uzyskaniu doktoratu

Praca [B5| stanowi uzupelnienie pracy [B1] o odpowiedz na pytanie (za-
dane podczas obrony pracy doktorskiej), ktore izomorfizmy miedzy skoriczo-
nymi podgrafami grafu G rozszerzajg sie do automorfizmoéow grafu; wiadomo
bowiem, ze nie jest on jednorodny.

W pracy |B10] studiowane sa pewne topologiczne wlasnosci grup auto-
morfizmow przeliczalnych, jednorodnych zbioréw cze$ciowo uporzadkowa-
nych. Korzystajac z charakteryzacji Schmerla [32] udowodniono w niej, ze
w kazdym przypadku istnieje wolna, gesta, 2-generowalna podgrupa grupy
automorfizmow.
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3.2 Gry poscigowe cz. 2

W pracy [26] wprowadzajacej gre w policjanta i ztodzieja Nowakowski
i Winkler podali dwie charakteryzacje graféw policyjnych. Pierwsza zostata
opisana w poprzednim rozdziale, druga — byta nastepujaca. Rozwazmy ciag
relacji (<q)a na V(G) okreslony nastepujaco

(i) u<gv, gdy u=v
(i) w <;v, gdy Vo € N[u| Jy € N[v] 35 <i z <;v.

Interpretacja tej relacji jest nastepujaca: jezeli, dla pewnego ¢ € N oraz
pewnych wierzchotkow u,v € V(G) zachodzi u <; v to policjant w wierz-
chotku v ma strategie ztapania ztodzieja stojacego w wierzchotku u po co
najwyzej ¢ rundach rozgrywki. Opisywany ciag relacji jest rosnacy do pew-
nego momentu a pozniej staty, co jest oczywiste dla graféw skonczonych. Co
wiecej, dla graféw nieskonczonych dziala to analogicznie — nalezy tylko roz-
patrywaé pozaskonczony ciagg relacji. W obu sytuacjach istnieje najmniejsza
liczba porzadkowa k taka, ze <,=<,y1 - Nazwijmy ja liczbg CR-porzadkowa
(CR-ordinal) i oznaczmy k(G).

Twierdzenie 3.2.1 (|26] (uogoélnienie, por. [B8|)). Relacja <. (G) jest
petna wtedy i tylko wtedy gdy G jest grafem policyjnym.

Przy rozwazaniu tej charakteryzacji dla graféw nieskoniczonych warto od-
notowac jedna istotna rzecz: indeks relacji (a zatem i liczba CR-porzadkowa)
informuje o czasie rozgrywki wytacznie wtedy, gdy jest skoriczony. Sytuacja,
w ktorej zachodzi u <, v dla nieskoniczonej liczby porzadkowej «, a nie za-
chodzi dla relacji bedacych na wczesniejszych pozycjach w ciagu oznacza,
ze czas rozgrywki przy policjancie w v a ztodzieju w u bedzie wprawdzie
skoniczony, ale nieograniczony. Czyli dla kazdego k € N ztodziej bedzie mieé
strategie na przetrwanie k rund, ale dla kazdej strategii ztodzieja bedzie
istnie¢ ¢ € N, ze grajac wedlug tej strategii zostanie ztapany po ¢ rundach.

Przyktadem rodziny nieskonczonych graféw policyjnych sa drzewa po-
zbawione nieskonczonych §ciezek. W pracy |[B8] udowodniono nastepujace

Twierdzenie 3.2.2 (|B8|, Theorem 3.1). Zbior liczb CR-porzqdkowych dla
drzew policyjnych jest postaci:

NU {a +w: « jest liczbg gmniczn@}.

Ponadto podano konstrukcje rodziny grafow policyjnych {H7}2, dla
Jj € N7 taka, ze k(H]) = w-j + (i + j). Pytanie, jakie jeszcze moga by¢
liczby CR-porzadkowe, pozostaje otwarte.
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7 charakteryzacji Nowakowskiego-Winklera, w wypadku grafow skori-
czonych, mozna oczywiscie wyznaczy¢ optymalny czas rozgrywki (capture
time) na ustalonym grafie policyjnym G: jest to najmniejsze i € N dla kto-
rego istnieje wierzchotek v € V(QG) taki, ze {u € V(G): u <; v} = V(G).
Analize czasu rozgrywki, takze w grze z wieloma policjantami wprowadzita
praca [2]. Optymalizacja czasu rozgrywki jest rowniez tematyka pracy [B6]
w ktorej wyznaczono z doktadnoscia do stalej czas rozgrywki dla hiper-
kostki udowadniajac, ze capt(Q,) = ©(nlogn), gdzie @, jest n-wymiarowa,
hiperkostka, n € N*. Wiadomo, ze ¢(Q,) = ["7“} [23].

Praca [C3] opisuje wariant gry w policjantow i zlodzieja, w ktorym zto-
dziej eliminuje policjanta gdy przejdzie do wierzcholka przezen zajmowane-
go. Oczywidcie liczba policyjna w takim wariacie rosnie co najwyzej dwu-
krotnie, w pracy pokazano, ze dla wielu typéw graféow mozliwe s lepsze
oszacowania.

3.3 Szczotkowanie grafu

Model czyszczenia grafu za pomocg szczotek, zaproponowany w pra-
cy [25] jest wariantem krawedziowego przeszukiwania grafow, ktorego wpro-
wadzeniem rozpoczyna sie ten autoreferat. Roznica polega na tym, ze kazda
krawedz grafu moze by¢ przebyta tylko raz, a w zwiazku z tym ogranicze-
niem poczatkowo rozstawia sie szczotki w wybranych wierzchotkach grafu.
Liczba szczotek w optymalnej konfiguracji potrzebna do wyczyszczenia ca-
lego grafu to jego liczba szczotkowa oznaczana przez b(G).

Praca |B7| poswiecona jest analizie mniej restrykcyjnego wariantu
szczotkowania grafu w ktorym wzdluz krawedzi grafu moze przejs¢ wie-
cej niz jedna szczotka, ale wszystkie musza przejs¢ jednocze$nie. W pracy
podano szereg oszacowan na liczbe szczotkowa B(G) dla tego modelu.

Z kolei praca [B4] opisuje gre miedzy dwoma graczami polegajaca na
dostawianiu na zmiane szczotek w wierzchotkach grafu. W momencie kiedy
w wierzchotku jest co najmniej tyle szczotek ile incydentnych, brudnych
krawedzi startuje proces czyszczenia grafu. Gra konczy sie, gdy caly graf
zostanie wyczyszczony, a zwyciezcg jest ten z graczy, ktory ostatni dostawit
szczotke. Jest to wiec gra kombinatoryczna typu nim. W pracy pokazano,
miedzy innymi, ze drugi gracz wygrywa te gre na grafie K, dlan > 3.

3.4 Pozostate prace

Praca [C1]| powstala w wyniku rozwiniecia tresci pracy magisterskiej
i opisuje parametryzowalng rodzine efektywnych algorytmoéw rozwiazuja-
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cych problem maksymalnego przepltywu w sieciach.

Praca |B3| przedstawia efekt obliczen komputerowych, ktore pozwolity
wykazacé, ze pierwszy gracz wygrywa gre w unikanie trojkatow na 16 wierz-
chotkach: gracze na zmiane wybieraja krawedzie grafu pelnego, przegrywa
ten gracz, po ktérego ruchu krawedzie wybrane przez obu graczy utworza
trojkat.

Praca |[B9| przedstawia wyniki komputerowych obliczen liczb Ramsey’a
on-line: jeden z graczy wskazuje krawedzie grafu, jedna po drugiej, drugi ko-
loruje je jednym z dwoch kolorow. Gra sie koniczy, gdy powstanie zabroniony
podgraf w wybranym kolorze. Liczba Ramsey’a on-line okresla liczbe krawe-
dzi jaka musi pokazaé¢ pierwszy gracz, zeby optymalnie grajacy drugi gracz
byt zmuszony pokolorowaé¢ jednym kolorem zabroniony podgraf. W pracy
ponownie zweryfikowano, ze R(K3, Ky) = 17 oraz wyznaczono (nieliczne
byly znane) liczby Ramsey’a dla graféw o nie wiecej niz 4 wierzchotkach,
za wyjatkiem R(Cy, K4), R(Ky \ e, K4) i R(Ky, K4) dla ktorych popra-
wiono dolne oszacowania. Obliczenia, podobnie jak w pracach |B2,B3,C2|,
wymagaly pracy superkomputera oraz wsparcia srodowiska nauty [24] do
rozpoznawania izomorfizméw grafow.
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