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Rozdziaª 1

Osi¡gni¦cie naukowe
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2003r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule
w zakresie sztuki (Dz. U. 2016r. poz. 882 ze zm. w Dz. U. z 2016r. poz.
1311.)
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w wybranych modelach przeszukiwania grafów
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Rozdziaª 2

Cel naukowy i wyniki

2.1 Wprowadzenie

Rozwa»my nast¦puj¡cy problem: w skomplikowanym systemie jaski« za-
gin¡ª speleolog i nie ma z nim kontaktu. Na poszukiwanie wysªana zostaje
ekipa ratunkowa. Jak liczna powinna by¢ oraz w jaki sposób prowadzi¢
poszukiwanie, »eby zapewni¢ jego sukces? Zauwa»my, »e poszukiwany spe-
leolog równie» mo»e si¦ przemieszcza¢, do tego z inn¡ pr¦dko±ci¡ ni» ratow-
nicy, co wi¦cej � w najgorszym przypadku mo»e zachowywa¢ si¦ w spo-
sób minimalizuj¡cy mo»liwo±¢ jego odnalezienia. Wyobra»aj¡c sobie sys-
tem jaski« jako graf (korytarze to kraw¦dzie, a ich ko«ce lub rozgaª¦zie-
nia/skrzy»owania to wierzchoªki) mo»emy sformuªowa¢ pierwszy z modeli
przeszukiwania grafów � przeszukiwanie kraw¦dziowe (ang. edge-searching)
sformuªowane przez Parsonsa [27] w 1978r., a zainspirowane artykuªem Bre-
ischa [3] z czasopisma speleologicznego (por. artykuª przegl¡dowy [14]).

Dziedzina przeszukiwania grafów rozrosªa si¦, gªównie z powodu zasto-
sowa« i obejmuje wiele modeli, które opisuj¡ jak za pomoc¡ pewnej licz-
by urz¡dze« (agentów/robotów) zlokalizowa¢, wyeliminowa¢ lub ograniczy¢
pewne zagro»enie poruszaj¡ce si¦ po gra�e. Analiz¦ najgorszego przypadku
wygodnie tªumaczy si¦ przez gry kombinatoryczne (deterministyczne gry
o peªnej informacji mi¦dzy dwoma graczami, w których jeden z graczy
ma strategi¦ wygrywaj¡c¡), z których najpopularniejsz¡ jest wprowadzona
przez Quillota [30] oraz, niezale»nie, przez Nowakowskiego i Winklera [26]
gra w policjantów i zªodzieja (wi¦cej w podrozdziaªach 2.2, 3.2). Barwny,
przemawiaj¡cy do wyobra¹ni, j¦zyk powoduje, »e wiele poj¦¢ z dziedziny
teorii grafów jest tªumaczonych na j¦zyk przeszukiwania grafów, dla przy-
kªadu poj¦cia szeroko±ci ±cie»kowej oraz szeroko±ci drzewowej (ang. path-
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2.2. Gry po±cigowe 4

width, treewidth), które pojawiªy si¦ w dowodzie twierdzenia Robertsona�
Seymoura (o minorach grafowych) zostaªy opisane (por. [36, 37, 38]) przez
minimaln¡ liczb¦ policjantów w helikopterach (posuni¦cia gracza nie s¡
ograniczone struktur¡ grafu, za to wykonuj¡cy ruch policjant jest wyª¡czony
z gry w trakcie posuni¦cia zªodzieja) potrzebnych do zªapania zªodzieja po-
ruszaj¡cego si¦ z dowoln¡ szybko±ci¡ po wierzchoªkach grafu, wzdªu» ±cie»ek
niezablokowanych obecno±ci¡ policjanta w którym± wierzchoªku (w wypad-
ku szeroko±ci ±cie»kowej � niewidzialnego).

Sytuacj¦ braku peªnej informacji dla jednego z graczy � tak jest np.
w pierwszym przedstawionym, �speleotopologicznym� modelu � wygodnie
jest analizowa¢ rozwa»aj¡c jednoosobowy wariant gry (szukaj¡c optymal-
nej strategii przeciwko pewnemu deterministycznemu procesowi). Fragment
grafu, o którym wiadomo w wyniku poszukiwa«, »e na pewno nie zawie-
ra poszukiwanego speleologa okre±lamy jako czysty, a celem jest strategia
przej±cia ratownikami po gra�e w taki sposób, aby wyczy±ci¢ caªy graf. Tego
rodzaju podej±cie stosowane jest w wariancie gry w policjantów i zªodzie-
ja, gdy zªodziej jest niewidoczny (dopóki policjant nie znajdzie si¦ w tym
samym wierzchoªku grafu) [8]. Podobnie w modelu szczotkowania grafu,
b¦d¡cego wariantem kraw¦dziowego przeszukiwania grafów (por. podroz-
dziaª 3.3). Taka technika pojawia si¦ równie» przy dowodzeniu oszacowa«
dla gier lokalizacyjnych (podrozdziaª 2.3). Wreszcie jako jednoosobow¡ gr¦
rozwa»a si¦ problem stra»aka na gra�e (podrozdziaª 2.4) nie rozpatruj¡c od-
powiadaj¡cego mu wariantu rozgrywki mi¦dzy dwoma graczami, w której
pierwszy gracz jest pozbawiony peªnej informacji.

W niniejszym autoreferacie u»ywamy standardowej terminologii grafo-
wej, zgodnej z ksi¡»k¡ [9] i sªownikiem [39]. W szczególno±ci rozwa»ane
grafy s¡ proste, nieskierowane i (o ile nie stwierdzono inaczej) sko«czone.
Warto zauwa»y¢, »e w wi¦kszo±ci modeli przeszukiwa« wa»n¡ rol¦ odgry-
wa spójno±¢ grafu: w wypadku grafu niespójnego ª¡czna liczba policjantów
koniecznych do zªapania zªodzieja jest sum¡ po wszystkich spójnych skªa-
dowych, a w wypadku wariantu helikopterowego � maksimum. Maj¡c na
uwadze powy»sze, b¦dziemy zakªada¢ (o ile nie stwierdzono inaczej), »e
przeszukiwane grafy s¡ spójne.

2.2 Gry po±cigowe

Niech G bedzie grafem prostym, a k ∈ N+. Rozwa»my nast¦puj¡c¡ gr¦
mi¦dzy dwoma graczami, z których pierwszy porusza k policjantami, a dru-
gi zªodziejem. Najpierw pierwszy gracz ustawia swoje pionki w wybranych



2.2. Gry po±cigowe 5

wierzchoªkach grafu, nast¦pnie robi to drugi gracz. Dalej gracze poruszaj¡
si¦ w rundach (najpierw policjanci, potem zªodziej): w ka»dej rundzie ka»-
dy pionek mo»e pozosta¢ w zajmowanym wierzchoªku lub przenie±¢ si¦ do
wierzchoªka s¡siedniego. Gracze znaj¡ nawzajem swoje pozycje. Gra ko«czy
si¦ wygran¡ policjantów gdy który± z nich zªapie zªodzieja, to znaczy znaj-
dzie si¦ w tym samych wierzchoªku co zªodziej. Przyjmujemy, »e zªodziej
wygrywa, gdy gra mo»e trwa¢ dowolnie dªugo, to znaczy, »e jest w stanie
unikn¡¢ zªapania w ka»dej sko«czonej liczbie rund. Gra, jak ju» nadmie-
niono, w wersji z k = 1, zostaªa wprowadzona przez Quillota [30] oraz
Nowakowskiego i Winklera [26]. W obu pracach scharakteryzowano grafy
policyjne, czyli takie, »e pierwszy gracz ma strategi¦ wygrywaj¡c¡.

Pocz¡wszy od pracy Aignera i Fromme'a [1] rozwa»a si¦ wariant z wie-
loma policjantami de�niuj¡c liczb¦ policyjn¡ grafu c(G) jako najmniejsze
k ­ 1 takie, »e k policjantów ma strategi¦ wygrywaj¡c¡. Liczba ta jest do-
brze zde�niowana, oczywiste s¡ oszacowania c(G) ¬ γ(G) ¬ |V (G)|, gdzie
γ(G) oznacza liczb¦ dominuj¡c¡ grafu G. Ponadto, dla rodziny grafów G
mo»emy zde�niowa¢ liczb¦ c̄(G) równ¡ max{c(G) : G ∈ G} o ile to maksi-
mum istnieje, w przeciwnym razie powiedzie¢, »e klasa G ma nieograniczo-
n¡ liczb¦ policyjn¡. Najistotniejszym wynikiem pracy [1] jest wykazanie, »e
c̄(PLANAR) = 3, gdzie PLANAR to rodzina spójnych grafów planarnych.

Kluczowym narz¦dziem dowodu jest nast¦puj¡cy

Lemat 2.2.1 ([1], Lemma 4). Niech G b¦dzie grafem, u, v ∈ V (G), u 6= v

a P pewn¡ najkrótsz¡ uv-±cie»k¡ w G. Przyjmuj¡c, »e w grze jest co naj-

mniej 2 policjantów, pierwszy gracz ma strategi¦, aby po sko«czonej liczbie

posuni¦¢ jednym policjantem zablokowa¢ zªodziejowi mo»liwo±¢ wej±cia na

±cie»k¦ P . To znaczy, je±li zªodziej wejdzie na wierzchoªek ±cie»ki P zostanie

natychmiast zªapany.

Przykªadem grafu planarnego, który wymaga 3 policjantów jest graf
dwunasto±cianu. Idea dowodu, »e liczba policyjna spójnego grafu planarne-
go jest ograniczona przez 3 jest nast¦puj¡ca: u»ywaj¡c powy»szego lematu
i korzystaj¡c z ustalonej pªaskiej reprezentacji grafu planarnego G policjanci
stopniowo ograniczaj¡ terytorium zªodzieja R (podgraf grafu G, po którym
zªodziej mo»e porusza¢ si¦ bezpiecznie interpretowany jednocze±nie, dzi¦ki
pªaskiej reprezentacji G, jako fragment pªaszczyzny ograniczony kraw¦dzia-
mi grafu). Analiza dowodu i wykorzystania lematu 2.2.1 wskazuje, »e poj¦cie
�najkrótsza uv-±cie»ka� oznacza ±cie»k¦ bez dost¦pnego skrótu dla zªodzieja
(tzn. »e »adna krótsza uv-±cie»ka nie przechodzi przez R). W trakcie gry
jeden, lub dwóch policjantów wystarcza do zamkni¦cia zªodzieja w R gdy»
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separatorem mi¦dzy R a G \R jest albo wierzchoªek rozcinaj¡cy c ∈ V (G),
albo pewien geodezyjny cykl C (cykl zªo»ony z dwóch ±cie»ek bez skrótów
w R). Wówczas wolny policjant kontynuuje strategie ograniczania obszaru
R zajmuj¡c kolejny wierzchoªek rozcinaj¡cy lub kolejn¡ najkrótsz¡ ±cie»k¦
przylegª¡ do C (tworz¡c nowy cykl geodezyjny).

Najistotniejszym problemem zwi¡zanym z grami po±cigowymi jest roz-
trzygni¦cie hipotezy Meyniela [15]

Hipoteza 2.2.2. Dla ka»dego grafu G o n wierzchoªkach zachodzi c(G) =
O(
√
n).

Wiadomym jest istnienie rodzin grafów (ekstremalnych w sensie hipotezy
Meyniela), które speªniaj¡ c(G) = Θ(

√
n) � przykªadem takiej rodziny s¡

grafy incydencji pªaszczyzn rzutowych.
Drugim istotnym problemem jest uogólnienie oszacowania Aignera

i Fromme'a dla grafów planarnych na inne rodziny grafów o wybranej
strukturze geometrycznej. Dla przykªadu: Quillot [31] wykazaª oszacowa-
nie c(G) ¬ 2g + 3 na liczb¦ policyjn¡ grafów zanurzalnych na powierzch-
niach o genusie g. Oszacowanie to zostaªo poprawione przez Schroedera [33]
do postaci c(G) ¬ b3

2gc + 3. Co wi¦cej, Schroeder postawiª (i wykazaª dla
przypadku g ¬ 2) hipotez¦

Hipoteza 2.2.3. Dla ka»dego grafu zanurzalnego na powierzchni o genusie

g zachodzi c(G) ¬ g + 3.

W ten nurt wpisuj¡ si¦ wyniki bada« zawarte w pracach [H1, H3].

2.2.1 Grafy liniowe [H1]

Niech G = (V (G), E(G)) b¦dzie grafem. Grafem liniowym grafu G nazy-
wamy graf L(G) =

(
E(G), {{e1, e2} : e1, e2 ∈ E(G)∧|e1∩e2| = 1}

)
. Innymi

sªowy L(G) jest to graf, którego wierzchoªkami s¡ kraw¦dzie grafu G, które
s¡siaduj¡ w L(G) gdy s¡ incydentne (dziel¡ jeden wspólny wierzchoªek) wG.
�atwo wida¢, »e gra w policjantów i zªodzieja na gra�e L(G) ma swój odpo-
wiednik w grze na gra�e G ze zmienionymi zasadami � policjanci i zªodziej
poruszaj¡ si¦ po kraw¦dziach grafu przechodz¡c przez wspólny wierzchoªek
dwóch kraw¦dzi.

Praca [H1] zawiera szereg oszacowa« wi¡»¡cych liczb¦ policyjn¡ gra-
fu liniowego. W szczególno±ci zawiera charakteryzacj¦ grafów dla których
c(L(G)) = 1, oszacowanie na c(L(G)) w zale»no±ci od c(G), wyznaczenie
c(L(G(P ))) dla grafu G(P ) incydencji pªaszczyzny rzutowej P i wreszcie
oszacowanie na liczb¦ policyjn¡ grafów liniowych grafów planarnych:
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Twierdzenie 2.2.4 ([H1], Theorem 3.2). Graf G speªnia c(L(G)) = 1 wtedy

i tylko wtedy, gdy:

(i) G jest spójny

(ii) G jest ci¦ciwowy

(iii) G nie zawiera podgrafu K4

Zauwa»my, »e ta charakterystyka jest nieco prostsza od charakterystyki
grafów policyjnych oraz »e ka»dy graf G speªniaj¡cy c(L(G)) = 1 speªnia
c(G) = 1.

Twierdzenie 2.2.5 ([H1], Theorem 2.1). Niech G b¦dzie dowolnym grafem.

Wówczas ⌈
c(G)

2

⌉
¬ c(L(G)) ¬ c(G) + 1.

Twierdzenie 2.2.6 ([H1], Theorem 4.2). Niech q b¦dzie pot¦g¡ liczby pierw-

szej, a P = PG(2, q) b¦dzie pªaszczyzn¡ rzutow¡ nad q-elementowym ciaªem.

Wówczas c(L(G(P )) = q+1, gdzie G(P ) jest grafem incydencji pªaszczyzny

rzutowej P .

Poniewa» zachodzi |V (L(G(PG(2, q)))| = (q + 1)(q2 + q + 1) grafy li-
niowe grafów incydencji przestrzeni rzutowych nie s¡ ekstremalne w sensie
hipotezy Meyniela.

Twierdzenie 2.2.7 ([H1], Theorem 6.1). Niech G b¦dzie rodzin¡ grafów

liniowych spójnych grafów planarnych; zachodzi c̄(G) = 3.

Praca [H1] zawiera ponadto istotne wyniki dotycz¡ce grafów losowych,
które nie zostan¡ poruszone w autoreferacie, gdy» w s¡ w caªo±ci dzieªem
wspóªautorów pracy.

Metody dowodowe

Dowód Twierdzenia 2.2.4 nawi¡zuje do charakteryzacji grafów policyj-
nych z prac [26, 30]: wierzchoªek v ∈ V (G) grafu G nazywamy naro»nikiem

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje u ∈ V (G) \ {v} taki, »e N [v] ⊆ N [u];
graf G jest policyjny wtedy i tylko wtedy, gdy jest konstruowalny, to zna-
czy jest jednowierzchoªkowy lub mo»e powsta¢ poprzez dodanie naro»nika
(nowego wierzchoªka, odpowiednio poª¡czonego) do konstruowalnego grafu.
Analogicznie: graf G′ jest L-konstruowalny, gdy jest jednowierzchoªkowy,
lub powstaje z grafu L-konstruowalnego G przez dodanie nowego wierz-
choªka poª¡czonego z jednym wierzchoªkiem G lub z oboma ko«cami jednej
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kraw¦dzi G. W pracy [H1] wykazano, »e graf L(G) jest konstruowalny wte-
dy i tylko wtedy, gdy graf G jest L-konstruowalny oraz, »e graf G speªnia
warunki Twierdzenia 2.2.4 wtedy i tylko wtedy gdy jest L-konstruowalny.

Dowód Twierdzenia 2.2.5 opiera si¦ na tworzeniu komplementarnych
strategii dla policjantów i zªodzieja (z gdy na gra�e G na gr¦ na gra�e
L(G) i odwrotnie).

Dowód Twierdzenia 2.2.6 opiera si¦ na mody�kacji lematu z pracy Aigne-
ra i Fromme'a [1], gdy» w wypadku gry na kraw¦dziach (na gra�e liniowym),
oszacowanie na tali¦ grafu nale»y zmieni¢ na 6.

Lemat 2.2.8 ([1], Theorem 3). Niech G b¦dzie grafem spójnym o talii co

najmniej 5. Wówczas c(G) ­ δ(G).

Lemat 2.2.9 ([H1], Lemma 4.1). Niech G b¦dzie grafem spójnym o talii co

najmniej 6. Wówczas c(L(G)) ­ δ(G).

Wykorzystuj¡c ten lemat uzyskuje si¦ oszacowanie c(L(G(PG(2, q))) ­
q+1, poniewa» graf incydencji pªaszczyzny rzutowej PG(2, q) jest dwudziel-
ny, q + 1-regularny, nie ma cykli dªugo±ci 4, gdy» ka»da para punktów ma
tylko jedn¡ wspóln¡ lini¦, a ka»da para linii � tylko jeden wspólny punkt.
Dowód Twierdzenia 2.2.6 w pracy [H1] ko«czy wskazanie jawnej strategii
dla q + 1 policjantów.

Dowód Twierdzenia 2.2.7 w cz¦±ci pokazuj¡cej ograniczenie górne jest
niemal identyczny do dowodu Aignera i Fromme'a: podobnie jeden lub
dwóch policjantów ogranicza terytorium zªodzieja (tak samo interpretowa-
ne) przez zamkni¦cie mostu (kraw¦dzi rozcinaj¡cej) lub pewnego cyklu geo-
dezyjnego (bez skrótów id¡cych przez terytorium zªodzieja), podczas gdy
wolny policjant przemieszcza si¦ aby stworzy¢ nowe ograniczenie. Nieco ina-
czej wygl¡da i odr¦bnego dowodu wymagaª odpowiednik lematu 2.2.1.

Lemat 2.2.10 ([H1, Lemma 6.2). Niech G b¦dzie grafem, u, v ∈ V (G),
u 6= v a P pewn¡ najkrótsz¡ uv-±cie»k¡ w G. Przyjmuj¡c, »e w grze jest co

najmniej 2 policjantów, pierwszy gracz ma strategi¦, aby po sko«czonej licz-

bie posuni¦¢ jednym policjantem zablokowa¢ zªodziejowi mo»liwo±¢ przej±cia

przez ±cie»k¦ P . To znaczy, je±li zªodziej w dwóch rundach z rz¦du b¦dzie

przebywaª na kraw¦dziach incydentnych z pewnym wierzchoªkiem v ∈ V (P )
(a tylko tak mo»e przekroczy¢ ±cie»k¦ P ) to zostanie natychmiast zªapany.

Przykªadem grafu planarnego, którego graf liniowy wymaga 3 policjan-
tów jest graf piªki futbolowej (graf liniowy grafu dwunasto±cianu wymaga
tylko 2).
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2.2.2 Grafy przeci¦¢ obiektów geometrycznych [H3]

Niech K b¦dzie klas¡ obiektów geometrycznych (np. krzywych na pªasz-
czy¹nie). Przez graf przeci¦¢ obiektów z K rozumiemy graf G (dokªadniej
klas¦ abstrakcji z uwagi na relacj¦ izomor�czno±ci grafów), którego zbiór
wierzchoªków zawiera si¦ w K podczas gdy dwa wierzchoªki s¡siaduj¡, gdy
odpowiadaj¡ce im obiekty przecinaj¡ si¦.

W±ród rozwa»anych klas grafów przeci¦¢ szczególnie istotna jest kla-
sa STRING grafów przeci¦¢ ograniczonych krzywych na pªaszczy¹nie (ci¡g-
ªych obrazów przeksztaªcenia przedziaªu [0, 1] w R2). Przyjmuj¡c w miejsce
pªaszczyzny (sfery) orientowalne (lub nieorientowalne) powierzchnie topolo-
giczne o ustalonym genusie mo»na rozwa»a¢ klasy grafów g-GENUS STRING

(lub g′-EULER-GENUS STRING). Z kolei wprowadzaj¡c dodatkowe restryk-
cje na posta¢ rozwa»anych krzywych mo»na uzyska¢ pewne podklasy klasy
STRING: klasa INTERVAL-FILAMENT oznacza klas¦ grafów przeci¦¢ wy-
kresów funkcji ci¡gªych postaci f : [a, b] → R, gdzie a, b ∈ R takich, »e
f(a) = f(b) = 0 oraz f(x) > 0 dla x ∈ (a, b); klasa OUTER-STRING

� klas¦ grafów przeci¦¢ ograniczonych krzywych na póªpªaszczy¹nie, z co
najmniej jednym ko«cem le»¡cym na jej brzegu (ci¡gªych obrazów funkcji
f : [0, 1]→ [0,∞)× R takich, »e f(0) = (0, ·)).

Warto odnotowa¢, »e ka»dy graf jest grafem przeci¦¢ krzywych w R3,
st¡d przy rozwa»aniu grafów przeci¦¢ obiektów w 3 lub wi¦cej wymiarach
wprowadza si¦ silniejsze restrykcje rozwa»aj¡c na przykªad klasy d-BOX

grafów przeci¦¢ d-wymiarowych przedziaªów w Rd, lub d-BALL � kul w Rd.
Gªówne wyniki przedstawione w pracy [H3] mo»na zaprezentowa¢ w for-

mie nast¦puj¡cego twierdzenia

Twierdzenie 2.2.11 ([H3], Theorem 1.1).

(i) c̄(INTERVAL-FILAMENT) = 2

(ii) 3 ¬ c̄(OUTER-STRING) ¬ 4

(iii) 3 ¬ c̄(STRING) ¬ 15

(iv) g
1
2−o(1) ¬ c̄(g-GENUS STRING) ¬ 10g + 15

(v) g′
1
2−o(1) ¬ c̄(g′-EULER-GENUS STRING) ¬ 10g′ + 15

Istotnym wnioskiem z powy»szego twierdzenia, w ±wietle lematu 2.2.8
i obserwacji, »e klasy grafów przeci¦¢ s¡ zamkni¦te na branie indukowanych
podgrafów (Wniosek 2.2.12) jest ograniczenie podane we Wniosku 2.2.13.
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Wniosek 2.2.12 ([H3], Corollary 1.4). Niech G b¦dzie klas¡ grafów za-

mkni¦t¡ na branie indukowanych podgrafów tak¡, »e c̄(G) = k dla pewnego

k ∈ N. Wówczas ka»dy graf G ∈ G o talii co najmniej 5 posiada wierz-

choªek stopnia niewi¦kszego ni» k. Zatem G jest k-zdegenerowany (ka»dy

jego podgraf posiada wierzchoªek stopnia niewi¦kszego ni» k) wi¦c ma liczb¦

chromatyczn¡ co najwy»ej k + 1.

Wniosek 2.2.13 ([H3], Corollary 1.5,1.6). Dowolny graf klasy STRING o ta-

lii co najmniej 5 jest 16-kolorowalny. Dowolny graf klasy OUTER-STRING

o talii co najmniej 5 jest 5-kolorowalny.

Mo»na zauwa»y¢, »e klasa grafów liniowych, opisana w poprzednim pod-
rozdziale, równie» jest klas¡ grafów przeci¦¢ � rozwa»aj¡c rysunki grafu na
pªaszczy¹nie wyobra»a si¦ wierzchoªki jako punkty le»¡ce na pewnej prostej
`, a kraw¦dzie jako ªuki ª¡cz¡ce te punkty, nie przecinaj¡ce (poza ko«ca-
mi) prostej `. Korzystaj¡c z takiego rysunku jako reprezentacji ustalonego
grafu G mo»na reprezentowa¢ jego kraw¦dzie jako pary punktów (wierzchoª-
ków/ko«ców) � graf liniowy L(G) jest wówczas grafem przeci¦¢ tych par.
Zgodnie z Twierdzeniem 2.2.6 klasa LINE grafów liniowych ma nieograniczo-
n¡ liczb¦ policyjn¡ � zatem równie» klasa 2-INTERVAL grafów przeci¦¢ sum
dwóch domkni¦tych przedziaªów ma j¡ nieograniczon¡. Wiadomo z kolei
(z charakteryzacji Nowakowskiego i Winklera [26]), »e c̄(1-INTERVAL) = 1.
Nieograniczona liczba policyjna charakteryzuje wi¦ksz¡ liczb¦ klas grafów
(nie tylko grafy przeci¦¢ zbiorów niespójnych ale te» pewnych podzbiorów
R3).

Twierdzenie 2.2.14 ([H3], Theorem 1.7). Klasy grafów przeci¦¢ LINE,

2-INTERVAL, 3-BOX, 3-BALL maj¡ nieograniczon¡ liczb¦ policyjn¡.

Twierdzenie ([H3], Theorem 1.7) opisuje nieco wi¦kszy katalog klas gra-
fów przeci¦¢ (dowody s¡ te same lub analogiczne).

Metody dowodowe

Dowód Twierdzenia 2.2.11 (w ka»dym przypadku) opiera si¦ na stopnio-
wym ograniczaniu terytorium R (rozumianego jako podgraf, lecz maj¡cego
tak»e interpretacj¦ geometryczn¡) bezpiecznego dla zªodzieja, czyli takie-
go, »e ka»da próba opuszczenia R b¦dzie oznacza¢, »e zostanie on zªapany
w jednym ruchu. Jest to zatem ta sama koncepcja, jak w dowodzie Aignera
i Fromme'a.
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W wypadku klasy INTERVAL-FILAMENT zauwa»my, »e cykl na 4 wierz-
choªkach speªnia C4 ∈ INTERVAL-FILAMENT, zatem co najmniej 2 poli-
cjantów jest potrzebnych. Z drugiej strony 2 policjantów mo»e stosowa¢
nast¦puj¡c¡ strategi¦. Rozwa»aj¡c gr¦ na gra�e G ustalmy jego reprezenta-
cj¦ geometryczn¡ (por. Rysunek 2.1). Wyobra¹my sobie, »e w pewnej fazie

ϕ`

ϕr

Rysunek 2.1: Reprezentacja grafu klasy INTERVAL-FILAMENT. Brzeg zostaª po-

grubiony. Wykresy reprezentuj¡ce pierwszy i ostatni wierzchoªek na ±cie»ce brze-

gowej s¡ oznaczone jako ϕ` i ϕr.

strategii, terytorium zªodzieja R wygl¡da jak na tym rysunku. Oznaczmy
zbiórM ⊆ V (R) taki, »e odpowiadaj¡ce wierzchoªkom zM wykresy tworz¡
brzeg terytorium R. Jeden z policjantów (stra»nik) b¦dzie ograniczaª tery-
torium zªodzieja (w pierwszej fazie nie bierze udziaªu w rozgrywce), a drugi
(ªowca) � przechodziª po dowolnej ±cie»ce zªo»onej z wierzchoªków M od
skrajnie lewego do skrajnie prawego wykresu (ϕ` i ϕr na rysunku). Zauwa»-
my, »e przed ruchem policjanta (znajduj¡cego si¦ w wierzchoªku/wykresie
ϕi) zªodziej mo»e znajdowa¢ si¦ na wykresie przecinaj¡cym ϕi, b¦d¡cym na
prawo od ϕi albo w caªo±ci pod ϕi. Je±li jest na wykresie przecinaj¡cym �
zostanie zªapany natychmiast. Je±li pod � policjant zostaj¡c w wierzchoªku
ϕi ogranicza terytorium zªodzieja do skªadowej R′ ( R znajduj¡cej si¦ w
caªo±ci pod ϕi (stanie si¦ stra»nikiem w kolejnej fazie strategii) � zauwa»-
my, »e aby opu±ci¢ R′ zªodziej musiaªby wej±¢ na wykres przecinaj¡cy ϕi �
wówczas zostanie zªapany w kolejnym ruchu. Je±li zªodziej jest na prawo od
ϕi ªowca mo»e przej±¢ do kolejnego wierzchoªka ±cie»ki ϕi+1, za± zªodziej po
swoim ruchu znajdzie si¦ na wykresie przecinaj¡cym ϕi+1, pod ϕi+1 lub na
prawo od ϕi+1. Istotne jest, »e zªodziej nie mo»e przej±¢ wykres znajduj¡cy
si¦ w caªo±ci na lewo od pozycji ªowcy. Policjanci (wymieniaj¡c si¦ rolami)
mog¡ stopniowo ogranicza¢ terytorium zªodzieja, a» zostanie on zªapany.

Aby pokaza¢ ograniczenie dla klasy OUTER-STRING mo»na zastosowa¢
zbli»on¡ strategi¦ � ró»nica jest taka, »e dwóch stra»ników i dwóch ªowców
b¦dzie zajmowa¢ przecinaj¡ce si¦ parami krzywe (pary przecinaj¡cych si¦
krzywych b¦d¡ peªni¢ rol¦ odpowiadaj¡c¡ wykresom funkcji w powy»szej
strategii).
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Dowód Twierdzenia 2.2.11(iii) to z kolei peªna analogia strategii z dowo-
du Aignera i Fromme'a. Wyst¦puj¡ w nim jednak znacz¡ce ró»nice. Przede
wszystkim w wypadku grafów przeci¦¢ krzywych zªodziej mo»e przeskoczy¢
najkrótsz¡ ±cie»k¦ przez wierzchoªek który s¡siaduje z pewnym wierzchoª-
kiem tej ±cie»ki (w geometrycznej reprezentacji ±cie»ka to ci¡g kolejno prze-
cinaj¡cych si¦ krzywych, wystarczy »e pewna inna krzywa przecina któr¡±
z krzywych tworz¡cych ±cie»k¦ � por. Rysunek 2.2).

Rysunek 2.2: Reprezentacja grafu klasy STRING. Najkrótsza ±cie»ka zªo»ona

z krzywych w kolorze czarnym mo»e zosta¢ przekroczona przez krzyw¡ w kolorze

czerwonym.

Odpowiednik Lematu 2.2.1 powinien wi¦c umo»liwi¢ policjantom bloko-
wanie ±cie»ki wraz z jej s¡siedztwem. Lemat podany przez Chiniforooshana
[7] mówi, »e aby blokowa¢ najkrótsz¡ ±cie»k¦ wraz jej s¡siedztwem potrze-
ba 5 policjantów, co ostatecznie doprowadzi do oszacowania 15 na liczb¦
policyjn¡ grafów przeci¦¢ krzywych.

Z powodów technicznych jednak ani lemat Chiniforooshana ani strate-
gia Aignera�Fromme'a nie mog¡ zosta¢ zastosowane bezpo±rednio: geome-
tryczna interpretacja terytorium zªodzieja R, jako obszaru na pªaszczy¹-
nie ograniczonego przez pewne krzywe, potrzebna do zastosowania strategii
Aigneria�Fromme'a powoduje, »e wierzchoªek odpowiadaj¡cy jednej krzy-
wej w caªym gra�e (cz¦±ciowo le»¡cej w terytorium zªodzieja) mo»e odpo-
wiada¢ kilku wierzchoªkom odpowiadaj¡cym segmentom tej krzywej w tery-
torium zªodzieja. Lepiej wi¦c rozwa»a¢ nie tyle najkrótsze ±cie»ki, co spacery
bez skrótów w terytorium R w sensie pewnej funkcji odlegªo±ci okre±lonej
przez geometri¦ krzywych obci¦tych do terytorium R.

Oszacowania z Twierdzenia 2.2.11(iv-v) s¡ uzyskan¡ w podobny sposób
analogi¡ wyniku Quillota [31] (oszacowanie c(G) ¬ 2g + 3 dla grafów zanu-
rzalnych na powierzchni o genusie g). Ponownie u»ycie odpowiednika lematu
Chiniforooshana wymusza 5-krotne powi¦kszenie oszacowania. Oszacowanie



2.3. Gry lokalizacyjne 13

to mo»na najprawdopodobniej poprawi¢ stosuj¡c metod¦ Schroedera [33],
wymagaªoby to jednak pokonania wielu technicznych trudno±ci.

Kluczem dowodu twierdzenia 2.2.14 (w cz¦±ci, w której nie jest wnio-
skiem z Twierdzenia 2.2.6) jest nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 2.2.15 ([H3], Lemma 6.1). Niech G b¦dzie dowolnym grafem,

d ∈ N+ a G(d) oznacza graf powstaªy przez d − 1-krotn¡ subdywizj¦ ka»-

dej kraw¦dzi grafu G (ka»d¡ kraw¦d¹ zast¦pujemy ±cie»k¡ zawieraj¡c¡ d− 1
nowych wierzchoªków). Wówczas

c(G) ¬ c(G(d)) ¬ c(G) + 1.

Dalsza cz¦±¢ dowodu polega na wykazaniu, »e dla dowolnego grafu G

istnieje takie d ∈ N+, »e G(d) ∈ 3-BALL. W wypadku klasy 3-BOX znanym
jest fakt, »e G(3) ∈ 3-BOX.

2.3 Gry lokalizacyjne

W poni»szym podrozdziale opisany jest wariant gry w policjantów i zªo-
dzieja motywowany lokalizacj¡ w sieciach bezprzewodowych (np. sieci te-
lefonii komórkowej). Niech G b¦dzie grafem, a k ∈ N+. Zªodziej porusza
si¦ po wierzchoªkach grafu G tak samo jak w wariancie klasycznym, opisa-
nym w poprzednim podrozdziale. Nie jest jednak widoczny dla policjantów.
W ka»dej rundzie policjanci mog¡ skontrolowa¢ k dowolnych wierzchoªków
grafu G (jak w wariancie helikopterowym, nie s¡ ograniczeni struktur¡ gra-
fu) powiedzmy B = (v1, v2, . . . , vk) ∈ V (G)k. W wyniku kontroli otrzymuj¡
wektor k liczb naturalnych D(B) = (d1, d2, . . . , dk) takich, »e di = dG(r, vi),
gdzie r jest (nieznanym policjantom) wierzchoªkiem zajmowanym przez zªo-
dzieja. Celem dla policjantów jest zlokalizowa¢ (odgadn¡¢ pozycj¦) zªodzieja
na podstawie (aktualnej i historycznych) warto±ci D(B) uzyskanych w trak-
cie rozgrywki, a celem zªodzieja � unika¢ lokalizacji. Co istotne, policjanci
nie musz¡ odgadywa¢ kolejnego ruchu zªodzieja (tzn. nie jest wymagane,
aby wierzchoªek w którym znajduje si¦ zªodziej w ostatniej rundzie roz-
grywki nale»aª do zbioru B). Niech ζ(G) oznacza najmniejsz¡ liczb¦ k dla
której policjanci maj¡ strategi¦ wygrywaj¡c¡ � nazywamy j¡ liczb¡ lokali-

zacyjn¡ grafu G. Zakªadamy przy tym, »e zªodziej gra perfekcyjnie, a nawet
ma wiedz¦ o strategii policjantów.

Gra, ograniczona do k = 1 zostaªa wprowadzona przez S. Seager [34],
a nast¦pnie badana w pracach (m.in.) [6, 35]. Zostaªo pokazane, »e dla do-
wolnego drzewa T , ζ(T ) ¬ 2 [34]. Co wi¦cej, drzewa T dla których ζ(T ) = 2
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zostaªy scharakteryzowane w pracy [35]. Bardziej precyzyjne, w pierwszej
pracy [34] Seager udowodniªa, »e jeden policjant wystarcza »eby zlokalizo-
wa¢ zªodzieja na dowolnym drzewie, pod warunkiem, »e zªodziej nie mo»e
przej±¢ do wierzchoªka sprawdzanego przed chwil¡ przez policjanta. W pracy
[35] udowodniªa, »e to ograniczenie jest konieczne dla drzew które zawieraj¡
jako podrzewo drzewo T3,3 (wierzchoªek stopnia 3 s¡siaduje z 3 wierzchoªka-
mi stopnia 3, a pozostaªych 6 wierzchoªków ma stopie« 1). Wariant z wi¦ksz¡
liczb¡ policjantów zostaª wprowadzony w pracy [H5] oraz niezale»nie w pra-
cy [18], gdzie udowodniono (m.in.), »e ζ(G) ¬ b (∆+1)2

4 c + 1 w dowolnym
gra�e G o maksymalnym stopniu ∆.

Warto zauwa»y¢, »e gra lokalizacyjna jest powi¡zana z poj¦ciem wymia-

ru metrycznego∗ grafu G, oznaczanego przez dim(G), wprowadzonego przez
Harary'ego i Meltera [16]. Faktycznie, dim(G) mo»e zosta¢ zde�niowany
jako najmniejsza liczba k ∈ N+ taka, »e k policjantów wygrywa gr¦ lokali-
zacyjn¡ w jednej rundzie. Zatem, parametr ζ(G) mo»e by¢ rozwa»any jako
rozgrywany wariant dim(G). Podobny zwi¡zek jest mi¦dzy (zwykª¡) liczb¡
policyjn¡ a liczb¡ dominuj¡c¡ grafu.

Najistotniejszym wynikiem pracy [H5] jest wykazanie, »e liczba lokali-
zacyjna grafu planarnego jest nieograniczona (nawet dla grafu o szeroko±ci
drzewowej 2):

Twierdzenie 2.3.1 ([H5], Corollary 9). Dla dowolnego k ∈ N+ istnieje

graf planarny G o szeroko±ci drzewowej 2 (dokªadnie: drzewo powi¦kszone

o uniwersalny wierzchoªek) taki, »e ζ(G) > k.

Z drugiej strony, nieopublikowana jeszcze praca [C4] pokazuje, »e liczba
lokalizacyjna grafu zewn¦trznie planarnego jest ograniczona z góry przez 3,
nawet przy mniejszej liczbie informacji otrzymywanej przez policjantów.

Twierdzenie 2.3.2 ([C4], Theorem 10). Dowolny graf zewn¦trznie planar-

ny G speªnia ζ∗(G) ¬ 3. Co wi¦cej istnieje strategia policjantów która zaj-

muje O(n2) rund, gdzie n = |V (G)|.

Liczba ζ∗(G) jest odpowiednikiem liczby lokalizacyjnej w scenariuszu,
w którym policjanci poznaj¡ wektor odlegªo±ci tylko wtedy, gdy zªodziej
jest w jednym z badanych wierzchoªków. W przeciwnym razie otrzymuj¡
wynik porównania odlegªo±ci dla ka»dej pary sprawdzanych wierzchoªków
(czy s¡ równe, czy wierzchoªek r jest bli»ej którego± z nich). Oczywi±cie wi¦c
dla dowolnego grafu ζ(G) ¬ ζ∗(G).

∗Wymiar metryczny grafu G to wielko±¢ najmniejszego podzbioru S ⊆ V (G) takiego, »e

dowolny wierzchoªek v ∈ V (G) jest jednoznacznie wyznaczony przez jego odlegªo±ci do wierz-

choªków z S.
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Do innych znaczniejszych wyników pracy nale»y oszacowanie liczby lo-
kalizacyjnej przez szeroko±¢ ±cie»kow¡ grafu oraz dowód NP-trudno±ci wy-
znaczenia liczby lokalizacyjnej ([H5], Theorem 12).

Twierdzenie 2.3.3 ([H5], Proposition 3). Dowolny graf G speªnia ζ(G) ¬
pw(G). Co wi¦cej, dla grafów klasy 1-INTERVAL zachodzi równo±¢.

2.3.1 Metody dowodowe

Dowód Twierdzenia 2.3.1 opiera si¦ na dwóch redukcjach, które uprasz-
czaj¡ rozwa»an¡ rozgrywk¦. Po pierwsze: istnienie w gra�e G uniwersalnego
wierzchoªka (poª¡czonego ze wszystkimi pozostaªymi wierzchoªkami z G),
powiedzmy v, powoduje, »e badaj¡c dowolny wierzchoªek u policjant mo-
»e uzyska¢ wyª¡cznie odlegªo±ci 0, 1 lub 2 (odpowiednio gdy zªodziej jest
w wierzchoªku u, jego s¡siedztwie, lub w dowolnym innym wierzchoªku gra-
fu). Innymi sªowy gra lokalizacyjna na gra�e G jest niemal równowa»na
grze na gra�e G\v w której policjanci (w helikopterach) widz¡ na odlegªo±¢
1. Jest to analogia do rozwa»anych wcze±niej modeli (np. [8]). Formalnie,
je±li ζb(G) jest liczb¡ lokalizacyjn¡ dla opisanego modelu z widoczno±ci¡ 1
wówczas mo»na pokaza¢, »e:

Obserwacja 2.3.4 ([H5], Proposition 4). Dla dowolnego grafu G, niech G′

b¦dzie kopi¡ grafu G z dodanym dodatkowym wierzchoªkiem s¡siaduj¡cym

ze wszystkimi wierzchoªkami G. Wówczas ζb(G) ¬ ζ(G′).

W szczególno±ci � drzewo z dodanym uniwersalnym wierzchoªkiem jest
grafem planarnym o szeroko±ci drzewowej 2. Wystarczy zatem wykaza¢ ist-
nienie dla dowolnego k ∈ N+ drzewa Tk takiego, »e ζb(Tk) ­ k. Pomocna
w tym celu jest druga redukcja, do±¢ standardowa w dziedzinie przeszuki-
wania grafów: w wariantach gry o niepeªnej informacji mo»na rozwa»a¢ na
raz wszystkie mo»liwe strategie zªodzieja analizuj¡c (na zasadzie gry jed-
noosobowej) obszar w którym zªodziej na danym etapie rozgrywki mo»e
przebywa¢. Prowadzi to do nast¦puj¡cej, jednoosobowej gry w wycinanie

buszu.
Niech G b¦dzie dowolnym grafem, a k ∈ N+. Na pocz¡tku busz ro±nie

w ka»dym wierzchoªku grafu, a celem k kosiarzy jest usun¡¢ go w peªni.
W ka»dej rundzie kosiarze wybieraj¡ k wierzchoªków i usuwaj¡ busz z do-
mkni¦tego s¡siedztwa ka»dego z tych wierzchoªków. Nast¦pnie busz odrasta
porastaj¡c wierzchoªki s¡siaduj¡ce z tymi w których wci¡» ro±nie. Niech licz-

ba buszowa grafu G, oznaczona przez B(G), oznacza najmniejsz¡ liczb¦ k
kosiarzy dla której istnieje strategia usuni¦cia buszu. Oczywi±cie wybieraj¡c
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dowolny zbiór dominuj¡cy kosiarze usun¡ caªy busz w jednej rundzie, st¡d
liczba buszowa jest poprawnie zde�niowana i zachodzi B(G) ¬ γ(G), gdzie
γ(G) oznacza liczb¦ dominuj¡c¡ grafu G. Ten model jest powi¡zany z gr¡
lokalizacyjn¡ o widoczno±ci 1 w nast¦puj¡cy sposób: oczywist¡ (skuteczn¡)
strategia zªodzieja jest chowa¢ si¦ w buszu.

Obserwacja 2.3.5 ([H5], Proposition 5). Dowolny graf G speªnia B(G) ¬
ζb(G).

Do wykazania pozostaªo zatem istnienie drzewa o dowolnie du»ej liczbie
buszowej.

Twierdzenie 2.3.6 ([H5], Theorem 8). Dla dowolnego k ∈ N+ istnieje

drzewo Tm takie, »e B(Tk ­ k.

Wskazane drzewo Tk powstaje przez dwukrotn¡ subdywizj¦ (umieszcze-
nie dwóch nowych wierzchoªków na ka»dej kraw¦dzi) drzewa T k6k � peªnego
drzewa (12k+1)-arnego o wysoko±ci 6k. U»ytym narz¦dziem jest wykazanie
[H5, Lemma 7], »e przy dowolnym (niekoniecznie poprawnym!) kolorowaniu
wierzchoªków drzewa T k6k dwoma kolorami (kolory oznaczaj¡ busz i czyste
wierzchoªki) w taki sposób, »e liczby wierzchoªków pokolorowanych ka»dym
kolorem ró»ni¡ si¦ nieznacznie (o mniej ni» 6k) istnieje du»e (wielko±ci co
najmniej 6k) dwukolorowe skojarzenie. Innymi sªowy: gdyby przypu±ci¢ (nie
wprost), »e udaªo si¦ oczy±ci¢ z buszu caªe drzewo Tk to uzyska si¦ sprzecz-
no±¢: w poªowie tej operacji busz odrasta na wi¦kszej liczbie wierzchoªków
ni» mo»e zosta¢ wyci¦ty.

Dowód Twierdzenia 2.3.3 jest du»o mniej wyszukany: wystarczyªo po-
kaza¢, w jaki sposób wykorzysta¢ ustalon¡ dekompozycj¦ ±cie»kow¡ grafu,
posiadaj¡c¡ pewne naturalne wªasno±ci i zaobserwowaniu, »e dowoln¡ inn¡
dekompozycj¦ da si¦ ªatwo przeksztaªci¢ do po»¡danej.

2.4 Problem stra»aka na grafach planarnych

Opisany powy»ej model wycinania buszu jest zbli»ony do zapropono-
wanego przez Hartnella [17] problemu stra»aka na gra�e: niech G b¦dzie
dowolnym grafem, r ∈ V (G) a k ∈ N+. Przypu±¢my, »e w gra�e G, w wierz-
choªku r wybuchª po»ar. Po»ar rozprzestrzenia si¦ z szybko±ci¡ 1, to znaczy
w ka»dej kolejnej rundzie pªon¡¢ zaczynaj¡ wierzchoªki s¡siednie do ju» pªo-
n¡cych. W ka»dej rundzie stra»acy mog¡ zabezpieczy¢ przed po»arem k do-
wolnie wybranych wierzchoªków, a zabezpieczenie jest trwaªe: zabezpieczony
wierzchoªek jest niepalny i nie przenosi po»aru do ko«ca rozgrywki. Model
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ten ma du»e znaczenie przy rozpatrywaniu bezpiecze«stwa sieci, propaga-
cji wirusów etc. Optymalna strategia stra»aków cz¦sto jest nietrywialna, co
wi¦cej ustalenie jak¡ cz¦±¢ grafu uda si¦ ocali¢ z po»aru jest problemem
NP-trudnym nawet dla wydawaªoby si¦ prostych zagadnie« (k = 1 i drzewa
binarne). Przegl¡d wyników mo»na znale¹¢ w [11].

Warto zauwa»y¢, »e to jak¡ cz¦±¢ grafu uda si¦ ocali¢ mocno zale»y od
wyboru wierzchoªka startowego r. Dla przykªadu w gwie¹dzie (graf K1,n dla
n ∈ N+, n > k) gdy po»ar wybuchnie w wierzchoªku centralnym ocali¢ uda
si¦ tylko k wierzchoªków, gdy za± wybuchnie w li±ciu � n z nich, nawet przy
k = 1. Dlatego Cai i Wang [4] zde�niowali nast¦puj¡cy parametr grafowy:
k-wska¹nik prze»ywalno±ci (k-surviving rate) ρk(G) jako ±redni¡ wielko±¢
frakcji wierzchoªków grafu, któr¡ uda si¦ ocali¢ z po»aru k stra»akom

ρk(G) =
1

|V (G)|2
∑

v∈V (G)

snk(G, v),

gdzie snk(G, v) jest liczb¡ wierzchoªków grafu G jak¡ mo»e ocali¢ k stra»a-
ków, gdy po»ar wybuchnie w wierzchoªku v ∈ V (G).

Poniewa» stra»acy nie s¡ ograniczeni struktur¡ grafu ªatwo wida¢, »e
parametr ρk(G) jest nierosn¡cy z uwagi na dodawanie kraw¦dzi do grafu.
Nie jest wi¦c zaskoczeniem powi¡zanie go z g¦sto±ci¡ grafu. Praªat [28, 29]
podaª warto±¢ progow¡ na ±redni stopie« grafu, który gwarantuje dodatni
wska¹nik prze»ywalno±ci przy ustalonej liczbie stra»aków k. Formalnie, dla
k ∈ N+ zde�niujmy

τk =
{

30
11 dla k = 1
k + 2− 1

k+2 dla k ­ 2.

Wówczas istnieje staªa c > 0 taka, »e dla dowolnego ε > 0, dowolnego
n ∈ N+ i dowolnego grafu G o n wierzchoªkach i co najwy»ej (τk − ε)n/2
kraw¦dziach zachodzi ρk(G) > c·ε > 0. Co wi¦cej, istniej¡ rodziny grafów ze
±rednim stopniem d¡»¡cym do τk oraz k-wska¹nikiem prze»ywalno±ci d¡»¡-
cym do 0, co pokazuje, »e powy»sze oszacowanie jest najlepsze z mo»liwych.
W szczególno±ci wynik Praªata implikuje, ze grafy ze ±rednim stopniem po-
ni»ej 15

4 − ε maj¡ 2-wska¹nik prze»ywalno±ci co najmniej 8
75ε.

Mimo rozstrzygni¦cia w ogólnym przypadku k-wska¹nik prze»ywalno±ci
jest wci¡» badany dla szczególnych rodzin grafów � najwa»niejszy jest przy-
padek grafów planarnych. Cai i Wang [4] pytali o najmniejsz¡ liczb¦ k tak¡,
»e ρk(G) > c dla pewnej dodatniej staªej c i dowolnego grafu planarnego G.
�atwo wida¢, »e ρ1(K2,n)−−−→n→∞ 0, zatem k ­ 2.

Kong, Wang i Zhu [19] wykazali, »e ρ4(G) > 1
9 dla dowolnego grafu

planarnego G. Esperet, van den Heuvel, Ma�ray i Sipma [10] wskazali,
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»e zabezpieczaj¡c 4 wierzchoªki tylko w pierwszej rundzie, a w kolejnych
po maksymalnie 3 równie» uda si¦ ocali¢ dodatni¡ cz¦±¢ grafu, to znaczy
ρ4,3(G) > 1

2712 . Oba te wyniki (jak wi¦kszo±¢ w tej dziedzinie) korzystaªy
z metody potencjaªu (discharging method) aby wykaza¢, »e wystarczaj¡co
cz¦sto w gra�e planarnym pojawi si¦ kon�guracja umo»liwiaj¡ca stra»akom
szybkie opanowanie po»aru.

Stosuj¡c inne podej±cie w pracy [H2] wykazano, najlepsze jak dot¡d osza-
cowania na wska¹nik prze»ywalno±ci dla grafów planarnych.

Twierdzenie 2.4.1 ([H2], Theorem 1.1). Niech G b¦dzie dowolnym grafem

planarnym. Wówczas:

(i) ρ4,2(G) > 2
9

(ii) ρ3 ­ ρ3,2 >
2
21 .

Innymi sªowy 3 stra»aków w pierwszej i maksymalnie 2 w kolejnych
rundach jest w stanie ocali¢ ±rednio wi¦cej ni» 2

21 wierzchoªków dowolnego
grafu planarnego. Dodanie jednego stra»aka do pierwszej rundy poprawia
to oszacowanie do 2

9 .
Zostaªo równie» pokazane, »e 2 stra»aków wystarczy, aby ocali¢ dodatni¡

frakcj¦ grafu planarnego bez trójk¡tów [10] i podobnie grafu bez indukowa-
nych 4-, 5- lub 6-cykli [21, 20, 12]. W szczególno±ci Esperet, van den Heuvel,
Ma�ray i Sipma [10] udowodnili, »e ρ2(G) > 1

723636 dla dowolnego nietrywial-
nego grafu planarnego bez trójk¡tów, natomiast Kong, Wang i Zhang [21]
»e ρ2(G) > 1

76 dla nietrywialnego grafu planarnego bez 4-cykli.
Oszacowania te zostaªy uogólnione (i zarazem poprawione) w pracy [H4]

przez nast¦puj¡ce

Twierdzenie 2.4.2 ([H4], Theorem 1.2). Niech G b¦dzie dowolnym spójnym

grafem planarnym o n ­ 2 wierzchoªkach i m kraw¦dziach. Je±li dla pewnego

ε ∈ (0, 5
2 ] zachodzi 2m

n
= 9

2 − ε wówczas

ρ2(G) ­
{

2
9ε dla ε ¬ 1
2
9ε−

1
n

w przeciwnym wypadku.

W szczególno±ci, poniewa» grafy planarne bez trójk¡tów maj¡ ±redni
stopie« mniejszy ni» 4 i to samo zachodzi dla grafów planarnych bez 4-
cykli, otrzymujemy natychmiast

Wniosek 2.4.3 ([H4], Corollary 1.3,1.4). Niech G b¦dzie dowolnym grafem

planarnym bez trójk¡tów lub grafem planarnym bez 4-cykli o co najmniej 2

wierzchoªkach. Wówczas

ρ2(G) >
1
9
.
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2.4.1 Metody dowodowe

W przeciwie«stwie do wi¦kszo±ci prac w dziedzinie, w których korzysta-
j¡c z ustalonej pªaskiej reprezentacji grafu stosowano metod¦ potencjaªu,
aby wykaza¢, »e wystarczaj¡co cz¦sto wyst¦puje kon�guracja pozwalaj¡ca
na szybkie ograniczenie po»aru w pracach [H2,H4] skorzystano z twierdze-
nia o separatorze dla grafów planarnych, dokªadniej z jednego z lematów
u»ytych do dowodu twierdzenia, mówi¡cego o geometrycznej strukturze se-
paratora.

Twierdzenie Liptona�Tarjana [22] mówi, »e w dowolnym gra�e planar-
nym G istnieje taki podziaª zbioru wierzchoªków V (G) = V1∪U ∪V2 na trzy
rozª¡czne podzbiory, »e ka»dy ze zbiorów V1, V2 zawiera mniej ni» 2

3 liczby

wierzchoªków grafu, zbiór U � nie wi¦cej ni»
√

8|V (G)| oraz ka»da ±cie»ka
prowadz¡ca z wierzchoªka z V1 do wierzchoªka w V2 przechodzi przez jaki±
element zbioru U . Czyli U jest maªym separatorem dziel¡cym zbiór wierz-
choªków grafu G na dwie, mniej wi¦cej równe, cz¦±ci. Maªy rozmiar zbioru
U pozwala na tworzenie efektywnych algorytmów dla grafów planarnych
metod¡ �dziel i zwyci¦»aj�.

Istotny, z punktu widzenia problemu stra»aka, jest ksztaªt separatora,
o którym mówi [22, Lemma 2]. Lemat ten, przeformuªowany na potrzeby
rozwa»anego problemu przyjmuje posta¢

Lemat 2.4.4 ([H4], Lemma 2.1). Niech G b¦dzie dowolnym grafem pªaskim

o n wierzchoªkach (n ­ 2). Niech T b¦dzie dowolnym drzewem spinaj¡cym

G. Wówczas istnieje ªuk ũv mi¦dzy dwoma wierzchoªkami u, v ∈ V (G), nie
przecinaj¡cy »adnej kraw¦dzi z E(G) taki, »e jednoznaczna krzywa Jordana

C, zªo»ona z ũv oraz kraw¦dzi drzewa T, ma t¦ wªasno±¢, »e liczba wierz-

choªków G w wewn¦trznym obszarze ograniczonym C jak i w zewn¦trznym

jest mniejsza ni» 2
3n.

Faktycznie oryginalny lemat przyjmuje ksztaªt bli»szy podanemu w [H2,
Lemma 2.1]: rozwa»any jest spinaj¡cy nadgraf H grafu G b¦d¡cy pªask¡
triangulacj¡ a lemat gwarantuje istnienie kraw¦dzi uv o opisanej wªasno±ci.
Mo»na zatem rozpatrywa¢ ªuk ũv jako kraw¦d¹ pewnego planarnego nadgra-
fu grafu G, podczas gdy uv mo»e ale nie musi by¢ kraw¦dzi¡ G. Konstrukcja
krzywej C mo»na wyobrazi¢ sobie nast¦puj¡co: dla dowolnego wierzchoªka
r ∈ V (G) rozwa»my dwie ±cie»ki w drzewie T � jedn¡ z r do u, drug¡ z r
do v. Niech z b¦dzie ostatnim wspólnym wierzchoªkiem na obu ±cie»kach.
Wówczas krzywa C jest zbudowana z T -±cie»ki z z do u, ªuku ũv i T -±cie»ki
z v do z.
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Strategia stra»aków jest nast¦puj¡ca. Niech G b¦dzie n-wierzchoªkowym
grafem pªaskim. Przypu±¢my, »e po»ar wybuchª w wierzchoªku r ∈ V (G).
Rozwa»my drzewo T powstaªe przez algorytm przechodzenia grafu wszerz
pocz¡wszy od wierzchoªka r. Zgodnie z Lematem 2.4.4 istnieje ªuk ũv ª¡-
cz¡cy wierzchoªki u i v wyznaczaj¡cy krzyw¡ Jordana C tak¡, »e zarówno
wewn¡trz jak i na zewn¡trz niej jest wi¦cej ni» n

3 wierzchoªków (wliczaj¡c
wierzchoªki le»¡ce na krzywej do obu obszarów). Zauwa»my, »e krzywa ta
jest skonstruowana z dwóch najkrótszych ±cie»ek r = u0, u1, . . . ui = u oraz
r = v0, v1, . . . , vj = v po ewentualnym usuni¦ciu wspólnego fragmentu na
pocz¡tku obu ±cie»ek. Zatem krzywa C zawiera co najwy»ej po 2 wierz-
choªki w danej odlegªo±ci od r. Podstawowa strategia stra»aków polega na
obronie w k-tej rundzie algorytmu wierzchoªków uk i vk. Gdy wierzchoªek
r nie nale»y do krzywej C pozwala to ocali¢ wszystkie wierzchoªki z wn¦-
trza lub zewn¦trza krzywej (zauwa»my, »e okre±lenie wn¦trze i zewn¦trze
zale»¡ od wyboru rysunku grafu). Gdy wierzchoªek r nale»y do krzywej �
strategia ochrony wzdªu» separatora mo»e nie wystarczy¢, gdy» po»ar mo»e
rozprzestrzenia¢ si¦ przez s¡siadów r zarówno wewn¡trz, jak i na zewn¡trz
krzywej. Ale jeden z tych obszarów zawiera nie wi¦cej ni»

⌊
deg r−2

2

⌋
s¡siadów

r, co daje natychmiast Lemat 2.4.5. Odnotujmy, »e podobny lemat udowod-
niono w pracy [13], gdzie rozwa»ano problem po»arów na grafach planarnych
w nieco innym uj¦ciu � od strony algorytmów aproksymacyjnych.

Lemat 2.4.5 ([H2,H4], Lemma 2.2). Niech G b¦dzie n-wierzchoªkowym gra-

fem pªaskim, gdzie n ∈ N+. Przypu±¢my, »e po»ar wybuch w pewnym wierz-

choªku r. Wówczas zabezpieczaj¡c 2 +
⌊

deg r−2
2

⌋
w pierwszej rundzie i po 2

w ka»dej kolejnej mo»na ocali¢ wi¦cej ni» 1
3n− 1 wierzchoªków.

Mo»liwe jest, pod pewnymi warunkami, zmniejszenie liczby stra»aków
w pierwszej rundzie, kosztem zmniejszenia liczby ratowanych wierzchoªków.
Mówi¡ o tym nast¦puj¡ce lematy.

Lemat 2.4.6 ([H2, Lemma 2.4). Niech G b¦dzie n-wierzchoªkow¡ pªask¡

triangulacj¡, gdzie n ­ 18. Przypu±¢my, »e po»ar wybuch w wierzchoªku r

stopnia 6 lub 7. Wówczas zachodzi

sn3,2(G, r) >
{

1
4n− 1 gdy deg(r) = 6
1
6n− 1 gdy deg(r) = 7

lub wierzchoªek r ma dwóch wspóªs¡siadów, u i v takich, »e sn3,2(G, u) > 1
3n

i sn3,2(G, v) > 1
3n.
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Lemat 2.4.7 ([H4], Lemma 3.2). Niech G b¦dzie n-wierzchoªkowym grafem

pªaskim, gdzie n ­ 5. Niech r ∈ V (G) b¦dzie wierzchoªkiem stopnia 4 z co

najwy»ej jednym s¡siadem stopnia wy»szego ni» 5. Wówczas

sn2(G, r) >
1
6
n− 1.

Oszacowania podane w twierdzeniach 2.4.1 i 2.4.2 wynikaj¡ z powy»-
szych lematów i formuªy Eulera na liczb¦ wierzchoªków i kraw¦dzi w gra�e
planarnym, a najªatwiej je wykaza¢ korzystaj¡c z programowania liniowego.
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3.1 Grafy o dobrze rozszerzaj¡cych si¦ s¡siedztwach

i granice Fraïsségo struktur relacyjnych

Prace b¦d¡ce podstaw¡ doktoratu

Tematyk¡ doktoratu byªy grafy o wªasno±ciach zbli»onych do sªynnego
grafu Rado. Graf ten jest, z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu, jedynym przeli-
czalnym, jednorodnym, uniwersalnym grafem. Jest te» grafem okre±lonym

https://doi.org/10.1515/forum-2017-0162
https://doi.org/10.1515/forum-2017-0162
http://im0.p.lodz.pl/~pgordin/?page_id=10
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jednoznacznie przez wªasno±¢ egzystencjalnej domkni¦to±ci: dla dowolnych
sko«czonych i rozª¡cznych zbiorów wierzchoªków A i B istnieje wierzcho-
ªek x, poª¡czony ze wszystkimi wierzchoªkami ze zbioru A i z »adnym ze
zbioru B. Badanie grafu Rado, z powodu wielu jego interesuj¡cych wªasno-
±ci, stanowi istotny nurt wspóªczesnej teorii grafów. W szczególno±ci jest on
granic¡ Fraïsségo rodziny wszystkich sko«czonych grafów.

Graf Rado posiada m.in. nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ dziedziczenia: s¡siedztwo
oraz przeciws¡siedztwo ka»dego z jego wierzchoªków indukuje podgraf izo-
mor�czny z caªym grafem. Praca [B1] przedstawia rozwi¡zanie problemu
Bonato [5, Problem 20], pokazuj¡c konstrukcj¦ nieizomor�cznego z grafem
Rado grafu G o wªasno±ci dziedziczenia i analogiczn¡ konstrukcj¦ turnie-
ju nieizomor�cznego z granic¡ Fraïsségo rodziny sko«czonych turniejów (tu
wªasno±¢ dziedziczenia, podobnie jak wªasno±¢ egzystencjalnej domkni¦to±ci
okre±laj¡ s¡siedztwa wej±ciowe i wyj±ciowe dowolnego wierzchoªka).

Wªasno±¢ egzystencjalnej domkni¦to±ci ma naturalny odpowiednik po-
zwalaj¡cy rozwa»a¢ grafy sko«czone � poprzez ograniczenie rozmiaru sumy
zbiorów A i B przez ustalone n ∈ N mo»na bada¢ okre±lone w ten sposób
grafy n-domkni¦te. Praca [C2] poprawia dolne oszacowanie rozmiaru mini-
malnego grafu 3-domkni¦tego z 20 na 24 � dowód polegaª na wykazaniu
z u»yciem superkomputera nieistnienie grafu o mniejszej ni» 24 liczbie wierz-
choªków, który speªniaªby warunek konieczny 3-domkni¦to±ci. Praca [B2]
przedstawia analogiczne poszukiwanie maªych turniejów 3-domkni¦tych: ist-
nieje jeden (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu), znany wcze±niej, turniej 3-
domkni¦ty na 19 wierzchoªkach, kolejny ma co najmniej 23 wierzchoªki.
Oprócz tego praca [B2] przedstawia kilka nowych konstrukcji turniejów n-
domkni¦tych.

Prace powstaªe po uzyskaniu doktoratu

Praca [B5] stanowi uzupeªnienie pracy [B1] o odpowied¹ na pytanie (za-
dane podczas obrony pracy doktorskiej), które izomor�zmy mi¦dzy sko«czo-
nymi podgrafami grafu G rozszerzaj¡ si¦ do automor�zmów grafu; wiadomo
bowiem, »e nie jest on jednorodny.

W pracy [B10] studiowane s¡ pewne topologiczne wªasno±ci grup auto-
mor�zmów przeliczalnych, jednorodnych zbiorów cz¦±ciowo uporz¡dkowa-
nych. Korzystaj¡c z charakteryzacji Schmerla [32] udowodniono w niej, »e
w ka»dym przypadku istnieje wolna, g¦sta, 2-generowalna podgrupa grupy
automor�zmów.
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3.2 Gry po±cigowe cz. 2

W pracy [26] wprowadzaj¡cej gr¦ w policjanta i zªodzieja Nowakowski
i Winkler podali dwie charakteryzacje grafów policyjnych. Pierwsza zostaªa
opisana w poprzednim rozdziale, druga � byªa nast¦puj¡ca. Rozwa»my ci¡g
relacji (¬α)α na V (G) okre±lony nast¦puj¡co

(i) u ¬0 v, gdy u = v

(ii) u ¬i v, gdy ∀x ∈ N [u] ∃y ∈ N [v] ∃j < i x ¬j y.

Interpretacja tej relacji jest nast¦puj¡ca: je»eli, dla pewnego i ∈ N oraz
pewnych wierzchoªków u, v ∈ V (G) zachodzi u ¬i v to policjant w wierz-
choªku v ma strategi¦ zªapania zªodzieja stoj¡cego w wierzchoªku u po co
najwy»ej i rundach rozgrywki. Opisywany ci¡g relacji jest rosn¡cy do pew-
nego momentu a pó¹niej staªy, co jest oczywiste dla grafów sko«czonych. Co
wi¦cej, dla grafów niesko«czonych dziaªa to analogicznie � nale»y tylko roz-
patrywa¢ pozasko«czony ci¡g relacji. W obu sytuacjach istnieje najmniejsza
liczba porz¡dkowa κ taka, »e¬κ=¬κ+1 . Nazwijmy j¡ liczb¡ CR-porz¡dkow¡
(CR-ordinal) i oznaczmy κ(G).

Twierdzenie 3.2.1 ([26] (uogólnienie, por. [B8])). Relacja ¬κ (G) jest

peªna wtedy i tylko wtedy gdy G jest grafem policyjnym.

Przy rozwa»aniu tej charakteryzacji dla grafów niesko«czonych warto od-
notowa¢ jedn¡ istotn¡ rzecz: indeks relacji (a zatem i liczba CR-porz¡dkowa)
informuje o czasie rozgrywki wyª¡cznie wtedy, gdy jest sko«czony. Sytuacja,
w której zachodzi u ¬α v dla niesko«czonej liczby porz¡dkowej α, a nie za-
chodzi dla relacji b¦d¡cych na wcze±niejszych pozycjach w ci¡gu oznacza,
»e czas rozgrywki przy policjancie w v a zªodzieju w u b¦dzie wprawdzie
sko«czony, ale nieograniczony. Czyli dla ka»dego k ∈ N zªodziej b¦dzie mie¢
strategi¦ na przetrwanie k rund, ale dla ka»dej strategii zªodzieja b¦dzie
istnie¢ ` ∈ N, »e graj¡c wedªug tej strategii zostanie zªapany po ` rundach.

Przykªadem rodziny niesko«czonych grafów policyjnych s¡ drzewa po-
zbawione niesko«czonych ±cie»ek. W pracy [B8] udowodniono nast¦puj¡ce

Twierdzenie 3.2.2 ([B8], Theorem 3.1). Zbiór liczb CR-porz¡dkowych dla

drzew policyjnych jest postaci:

N ∪
{
α + ω : α jest liczb¡ graniczn¡

}
.

Ponadto podano konstrukcje rodziny grafów policyjnych {Hj
i }∞i=0 dla

j ∈ N+ tak¡, »e κ(Hj
i ) = ω · j + (i + j). Pytanie, jakie jeszcze mog¡ by¢

liczby CR-porz¡dkowe, pozostaje otwarte.
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Z charakteryzacji Nowakowskiego�Winklera, w wypadku grafów sko«-
czonych, mo»na oczywi±cie wyznaczy¢ optymalny czas rozgrywki (capture
time) na ustalonym gra�e policyjnym G: jest to najmniejsze i ∈ N dla któ-
rego istnieje wierzchoªek v ∈ V (G) taki, »e {u ∈ V (G) : u ¬i v} = V (G).
Analiz¦ czasu rozgrywki, tak»e w grze z wieloma policjantami wprowadziªa
praca [2]. Optymalizacja czasu rozgrywki jest równie» tematyk¡ pracy [B6]
w której wyznaczono z dokªadno±ci¡ do staªej czas rozgrywki dla hiper-
kostki udowadniaj¡c, »e capt(Qn) = Θ(n log n), gdzie Qn jest n-wymiarow¡
hiperkostk¡, n ∈ N+. Wiadomo, »e c(Qn) =

⌈
n+1

2

⌉
[23].

Praca [C3] opisuje wariant gry w policjantów i zªodzieja, w którym zªo-
dziej eliminuje policjanta gdy przejdzie do wierzchoªka przeze« zajmowane-
go. Oczywi±cie liczba policyjna w takim wariacie ro±nie co najwy»ej dwu-
krotnie, w pracy pokazano, »e dla wielu typów grafów mo»liwe s¡ lepsze
oszacowania.

3.3 Szczotkowanie grafu

Model czyszczenia grafu za pomoc¡ szczotek, zaproponowany w pra-
cy [25] jest wariantem kraw¦dziowego przeszukiwania grafów, którego wpro-
wadzeniem rozpoczyna si¦ ten autoreferat. Ró»nica polega na tym, »e ka»da
kraw¦d¹ grafu mo»e by¢ przebyta tylko raz, a w zwi¡zku z tym ogranicze-
niem pocz¡tkowo rozstawia si¦ szczotki w wybranych wierzchoªkach grafu.
Liczba szczotek w optymalnej kon�guracji potrzebna do wyczyszczenia ca-
ªego grafu to jego liczba szczotkowa oznaczana przez b(G).

Praca [B7] po±wi¦cona jest analizie mniej restrykcyjnego wariantu
szczotkowania grafu w którym wzdªu» kraw¦dzi grafu mo»e przej±¢ wi¦-
cej ni» jedna szczotka, ale wszystkie musz¡ przej±¢ jednocze±nie. W pracy
podano szereg oszacowa« na liczb¦ szczotkow¡ B(G) dla tego modelu.

Z kolei praca [B4] opisuje gr¦ mi¦dzy dwoma graczami polegaj¡c¡ na
dostawianiu na zmian¦ szczotek w wierzchoªkach grafu. W momencie kiedy
w wierzchoªku jest co najmniej tyle szczotek ile incydentnych, brudnych
kraw¦dzi startuje proces czyszczenia grafu. Gra ko«czy si¦, gdy caªy graf
zostanie wyczyszczony, a zwyci¦zc¡ jest ten z graczy, który ostatni dostawiª
szczotk¦. Jest to wi¦c gra kombinatoryczna typu nim. W pracy pokazano,
mi¦dzy innymi, »e drugi gracz wygrywa t¦ gr¦ na gra�e Kn dla n ­ 3.

3.4 Pozostaªe prace

Praca [C1] powstaªa w wyniku rozwini¦cia tre±ci pracy magisterskiej
i opisuje parametryzowaln¡ rodzin¦ efektywnych algorytmów rozwi¡zuj¡-
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cych problem maksymalnego przepªywu w sieciach.
Praca [B3] przedstawia efekt oblicze« komputerowych, które pozwoliªy

wykaza¢, »e pierwszy gracz wygrywa gr¦ w unikanie trójk¡tów na 16 wierz-
choªkach: gracze na zmian¦ wybieraj¡ kraw¦dzie grafu peªnego, przegrywa
ten gracz, po którego ruchu kraw¦dzie wybrane przez obu graczy utworz¡
trójk¡t.

Praca [B9] przedstawia wyniki komputerowych oblicze« liczb Ramsey'a
on-line: jeden z graczy wskazuje kraw¦dzie grafu, jedna po drugiej, drugi ko-
loruje je jednym z dwóch kolorów. Gra si¦ ko«czy, gdy powstanie zabroniony
podgraf w wybranym kolorze. Liczba Ramsey'a on-line okre±la liczb¦ kraw¦-
dzi jak¡ musi pokaza¢ pierwszy gracz, »eby optymalnie graj¡cy drugi gracz
byª zmuszony pokolorowa¢ jednym kolorem zabroniony podgraf. W pracy
ponownie zwery�kowano, »e R(K3, K4) = 17 oraz wyznaczono (nieliczne
byªy znane) liczby Ramsey'a dla grafów o nie wi¦cej ni» 4 wierzchoªkach,
za wyj¡tkiem R(C4, K4), R(K4 \ e,K4) i R(K4, K4) dla których popra-
wiono dolne oszacowania. Obliczenia, podobnie jak w pracach [B2,B3,C2],
wymagaªy pracy superkomputera oraz wsparcia ±rodowiska nauty [24] do
rozpoznawania izomor�zmów grafów.
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