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2.1 Wprowadzenie
2.1.1 Podstawowe oznaczenia

Dla przestrzeni topologicznej X, przez K(X) oznaczaé¢ bedziemy rodzine zwartych niepustych pod-
zbioréw X, rozwazang jako przestrzen topologiczna z topologia Vietorisa. Gdy X jest metryczna, to
na przestrzeni K(X) rozwazaé bedziemy metryke Hausdorffa, ktéra jest zgodna z topologia Vieto-
risa (tj. indukuje te topologie). Jezeli X1, Xo,... sa przestrzeniami topologicznymi, to na produkcie
[Tren Xk = X1 x Xo x ... rozwazaé bedziemy topologie Tichonowa. Przez |A| oznaczymy moc zbioru
A. Symbol A bedzie oznaczatl domkniecie podzbioru A przestrzeni topologiczne;j.

Jezeli A jest zbiorem, to przez AF, gdzie k € NU {w}, oznaczymy iloczyn kartezjahski k kopii A.
Dodatkowo, niech A? := {(}} oraz A<% := ey AF. Jezeli a = () jest ciagiem nieskoficzonym i k € N,
to niech alg := (a1, ..., ax), przy tym a|g := 0. Dla ciagu skoficzonego o = (v, ..., a) i elementu b,
niech a'b := (ay, ..., ag, b).

2.1.2 Kontrakcje i twierdzenia o punkcie stalym

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i f : X — X. Jezeli dla pewnej funkcji ¢ : [0, 00) — [0, 00)
spelniajacej warunek ¢(t) < t dla t > 0, zachodzi

Va:,yeX d(f(.%'), f(y)) < (p(d(l’,y)), (1)

to f nazywamy @-kontrakcjg. Jezeli dodatkowo:

e p(t) = at dla pewnego a < 1 (réwnowaznie, gdy stala Lipschitza Lip(f) < 1), to f nazywamy
kontrakcjg Banacha;

e odwzorowanie (0,00) 5t — @ jest nierosnace, to f nazywamy kontrakcjg Rakotcha;
e ¢ jest niemalejaca i dla dowolnego ¢ > 0, ciag iteracji (¢¥)(t)) jest zbiezny do 0, to f nazywamy
kontrakcjg Matkowskiego.

Jezeli f spelnia warunek
Vw,yEX €T 7& Yy = d(f(x)af(y)) < d(a:,y), (2)

to f nazwiemy kontrakcjq FEdelsteina.

Powyzsze warunki rozwaza sie w kontekScie problemu istnienia punktu stalego odwzorowania f.
Okazuje sie, ze gdy X jest przestrzenia zupelna, to kazda kontrakcja Matkowskiego spetnia teze twier-
dzenia Banacha o punkcie stalym, tzn. ma tzw. kontrakcyjny punkt staly (ang. contractive fized point),
tj. taki jedyny punkt staly z., ze dla dowolnego o € X, ciag iteracji (f*)(z0)) jest zbiezny do z..
Jest to teza twierdzenia Matkowskiego [61] o punkcie stalym, jednego z bardziej ogdlnych rozszerzen
twierdzenia Banacha. Poniewaz kazda kontrakcja Rakotcha jest tez kontrakcja Matkowskiego, to réw-
niez takie kontrakcje maja kontrakcyjny punkt staly (co z kolei bylo wczesniej udowodnione przez
E. Rakotcha w [83]). Natomiast warunek (2) nie jest wystarczajacy do istnienia punktu statego, chyba
ze dodatkowo zalozymy zwarto$é przestrzeni X (méwi o tym twierdzenie Edelsteina [39]). Jednakze,



gdy X jest zwarta, to f jest kontrakcja Rakotcha wtedy i tylko wtedy, gdy f jest kontrakcja Edelsteina.
Twierdzenie Edelsteina jest wiec konsekwencjg twierdzenia Rakotcha.

W literaturze funkcjonuje bardzo duzo innych warunkéw kontrakcyjnych ostabiajacych zatozenie
Lip(f) < 11 gwarantujacych istnienie kontrakcyjnego punktu statego; artykul J. Jachymskiego i I. J62-
wik [46] porzadkuje wiele zalezno$ci miedzy nimi. Ograniczylem sie do tych, moim zdaniem, najbardziej
naturalnych, jak i zwigzanych najmocniej z przedstawionymi dalej wynikami.

2.1.3 Podstawy teorii Hutchinsona—Barnsleya

W tej czedci autoreferatu wprowadze podstawowe pojecia i fakty zwiazane z teoria Hutchinsona—
Barnsleya. Sa one szeroke znane a zdecydowalem sie je tutaj przytoczy¢ gléownie po to, by ustalié
notacje i méc w dalszej czeéci odwolywaé sie do konkretnych sformutowan.

Iterowanym ukladem odwzorowarn (ang. iterated function system; w skrocie IFS-em), nazwiemy
kazda skonczong rodzine F ciaglych przeksztalcen®) przestrzeni topologicznej X w X. Dla IFS-u
F ={fi:i € I} oraz liczby k € N, oznaczmy

Fh={fy:a eI},

gdzie dla a = (a, ..., o) € I*, niech
fa = far 0.0 fa-

Dodatkowo niech FY bedzie zlozona tylko z funkcji identycznosciowej fy := Idx. Jezeli F = {f; : i € I}
jest IFS-em na X, to tym samym symbolem F oznaczymy odwzorowanie z K(X) w K(X) zdefiniowane
przez
F(K) = filK)
iel
i nazywane operatorem Hutchinsona® dla IFS-u F.

Okazuje sie, ze jezeli (X, d) jest przestrzenia metryczna i F jest IFS-em zlozonym z p-kontrakeji (dla
tej samej niemalejacej funkcji ), to réwniez jego operator Hutchinsona jest ¢-kontrakcja. Jednoczesnie
zupetno$é X implikuje zupelnos$é K(X), wiec z twierdzenia Matkowskiego otrzymujemy:

Twierdzenie 2.1. Jezeli przestrzen (X, d) jest zupelna i F = {f; : i € 1} jest IFS-em na X zlozo-
nym z kontrakcji Matkowskiego, to operator Hutchinsona F : K(X) — K(X) posiada dokladnie jeden
kontrakcyjny punkt staly, tj. istnieje dokladnie jeden taki zbior Ar € K(X), Ze

Ar = filAg), (3)

icl

przy tym dla dowolnego Ko € K(X), cigg iteracji (FF)(Ky)) jest zbieiny do Ar wzgledem metryki
Hausdorffa.

Kontrakcyjny punkt staly Az bedziemy nazywaé atraktorem lub fraktalem IFS-u F (najczesciej
pojecie fraktal odnosi sie do zbioréw odpowiednio skomplikowanych, np. majacych utamkowy wymiar;
ja jednak bede je stosowal w takim, szerszym znaczeniu).

Warunek (1) dla niemalejacej funkcji ¢ gwarantuje, ze diam(f(A4)) < ¢(diam(A)), skad wynika
naturalny rozktad atraktora Ar i pewne jego dalsze wtasnosci:

1>Cz@sto za IFS uwaza si¢ pare (X, F); dla prostoty zapisu i formutowania pewnych tresci zdecydowatem si¢ za IFS
uwaza¢ samg rodzine F; dodajmy jeszcze, ze w literaturze rozwaza sie tez IFS-y zlozone z nieskonczonej liczby odwzorowan,
a takze IFS-y zlozone z odwzorowan nieciagtych.

2 Operator Hutchinsona rozwaza sie tez na szerszych klasach zbioréw niz K(X), np. na rodzinie zbioréw domknietych
i ograniczonych.



Twierdzenie 2.2. Przy zaloZeniach i oznaczeniach Twierdzenia 2.1, mamy:

(i) Ar = {xq: a0 € [S¥}, gdzie x, to punkt staly odwzorowania fq;
(i) dla dowolnego k € NU {0} oraz o € I¥, fo(AF) = User fori(AF);

(iii) dla dowolnego ciggu o € 1%, 2bior Nyen fol, (AF) jest jednopunktowy — oznaczmy jego jedyny
element przez w(«);

(iv) dla dowolnego o € I oraz K € K(X), cigg (fq,(K)) jest zbieiny do {m(a)};
(v) odwzorowanie 7 : I¥ — X ma nastepujgce wilasnosci:

(vq) T jest ciggle;

(vp) w(I¥) = Ag;

(ve) dla dowolnego i € I zachodzi réwno$é fiom = wom;, gdze 7; : I® — I jest dane przez
7i((ag)) == (i, 01, a9, ...).

Odwzorowanie m nazywamy odwzorowaniem kodujgcym (ang. coding map), a przestrzen I“ — prze-
strzeniq kodéw (ang. code space)® dla F. Rodzine T := {r; : i € I} mozemy uwazaé za kanoniczny IFS
na przestrzeni kodéw — cala przestrzen I“ jest jego atraktorem, przy tym Lip(7;) < 1 przy rozwazaniu
standardowej metryki.

Twierdzenia 2.1 oraz 2.2 (zwane dalej twierdzeniami Hutchinsona—Barnsleya) w przypadku gdy
F jest zlozony z kontrakcji Banacha, zostaly udowodnione w pracy J. Hutchinsona? [44] z 1981 r.
i spopularyzowane przez M. Barnsleya w [13], jednak zbiory F-niezmiennicze, tj. spelniajace (3) byly
badane juz wczesniej.

Whprowadze jeszcze kilka oznaczen i definicji. Jezeli F jest IFS-em na przestrzeni metrycznej X, to
niech Lip(F) := max{Lip(f) : f € F}. Jezeli Lip(F) < 1, to F bedziemy nazywaé Scisfym IFS-em,
natomiast jezeli jest zlozony z kontrakeji Matkowskiego, to stabym IFS-em®. Przypomnijmy, ze jezeli
X jest zwarta, to pojecia kontrakcji Rakotcha, Matkowskiego i Edelsteina sie pokrywaja, wiec w tym
przypadku stabe IFS-y to po prostu IFS-y ztozone z kontrakcji Edelsteina lub, réwnowaznie, Rakotcha.

W zwiazku z prezentowanym przeze mnie cyklem prac, chciatbym wyrézni¢ dwa problemy teorii
Hutchinsona—Barnsleya:

(I) Co wystarczy zalozy¢ o odwzorowaniach rodziny F, aby generowala ona zbiér Az, ktéry mozna
nazwacé jej atraktorem? Jakie wlasnosci majg tak rozumiane atraktory?

(IT) Ktore zbiory czy przestrzenie sg atraktorami generowanymi przez pewien uklad odwzorowan?

Problem (I) jest bardzo szeroki i jest rozwazany w literaturze wielotorowo. Np. twierdzenia Hutchinsona—
Barnsleya dla stabych IFS-6w zostaly odkryte do$¢ szybko (patrz np. [42]). Nadal pojawiaja sie prace
w ktorych dowodzone sg wersje twierdzen Hutchinsona—Barnsleya dla jeszcze stabszych kontrakcji niz
kontrakcje Matkowskiego, choé¢ duza czes¢ z nich nie wydaje sie mie¢ wiekszej wartosci poznawczej. Co
wiecej, jak pokaze w dalszej czesci, w pewnym zakresie [FS-y ztozone z kontrakcji Rakotcha ttumacza
wszelkie inne tego typu uogélnienia.

)W literaturze funkcjonuje tez kilka innych nazw na te obiekty.

4)J. Hutchinson udowodnil je jednak bez wykorzystania twierdzenia Banacha o punkcie stalym i w ogélniejszym przy-
padku — dla zbioréw ograniczonych.

W zasadzie moglibySmy zalozyé, ze slabe IFS-y to wszelkie IFS-y, ktére gwarantujg zachodzenie tez twierdzefi
Hutchinsona-Barnsleya.



W zwiazku z Problemem (II) badania polegaly w duzej mierze na analizowaniu zbioréw w prze-
strzeniach euklidesowych. S. Crovisier i M. Rams w [31] skonstruowali zbiér zbiér typu Cantora® na
prostej R niebedacy atraktorem stabego IFS-u. M. Kwiecinski w [55] skonstruowal kontinuum Peano
na plaszczyZnie niebedace atraktorem Scistego IFS-u. M. Kulcezycki i M. Nowak w [54] podali przyktad
takiego kontinuum Peano, ktore nie jest atraktorem stabego IFS-u. Z kolei T. Banakh i M. Nowak
w [11] podali przyktad kontinuum Peano na plaszczyZnie, ktore nie jest homeomorficzne z atraktorem
zadnego $Scistego IFS-u. M. Sanders w [90] zdefiniowal klase lukéw w R™ niebedacych atraktorami
Scistych IFS-6w.

2.2 Cel naukowy prezentowanego cyklu prac

Badania podjete w ramach prezentowanego cyklu prac w duzej mierze sa zwiazane z Problemami (I)
oraz (II) dla ogdlniejszych wersji iterowanych ukladéw odwzorowan, tzw. topologicznie zwezZajgcych
IFS-6w oraz wogdlnionych IFS-6w w sensie R. Miculescu i A. Mihaila. W kolejnych dwdch podrozdzia-
tach przedstawie pokrotce te pojecia i sformuluje bardziej precyzyjnie problemy analizowane w moich
badaniach.

2.2.1 Topologicznie zwezajace iterowane uklady odwzorowan i topologiczne fraktale

A. Mihail w 2012 r. w pracy [76] zdefiniowal pojecie topologicznie zwezajgcego IFS-u. Powiemy, ze IFS
F = {fi : i € I} na przestrzeni Hausdorffa X jest topologicznie zwezajgcy (ang. topologically contracting
iterated function system™; w skrocie TIFS), jezeli spelnione sa warunki:

(t1) dla kazdego K € K(X) istnieje taki C' € K(X), ze K C C oraz F(C) C C,

(t2) dla kazdego K € K(X) takiego, ze F(K) C K i kazdego a € I, zbibr Ny fo), (K) jest
jednopunktowy.

A. Mihail udowodnit w [76], ze kazdy TIFS spelnia tezy twierdzen Hutchinsona—Barnsleya i w szcze-
gblnosci generuje jedyny atraktor. Nietrudno zauwazy¢, ze zachodzi tez implikacja odwrotna — jezeli
IFS F spelnia tezy twierdzen Hutchinsona—Barnsleya, to F jest topologicznie zwezajacy. Istotnie, wa-
runek (t1) wynika z drugiej czesci Twierdzenia 2.1, za$ warunek (t2) wynika z punktu (iv) Twierdzenia
2.2. W szczegolnoéci, kazdy staby IFS na przestrzeni zupelnej jest TIFS-em.

Szczegblne wersje topologicznie zwezajacych IFS-6w byly rozwazane juz wezesniej, np. przez A. Eda-
lata w [38] (zwane tam stabo hiperbolicznymi IFS-ami, ang. weakly hyperbolic IFSs) oraz B. Kieningera
w [51] (nazwane punktowo widknistymi IFS-ami, ang. point fibred IFSs). A. Kameyama w [50] (por. tez
wezesniejsza prace A. Kameyamy [49] i J. Kigamiego [52]) zdefiniowal pojecie przestrzeni topologicznie
samopodobnej (ang. topological self similar set) jako takiej topologicznej przestrzeni zwartej Hausdorffa
X, ze dla pewnego IFS-u F = {f; : i € I} spelnione sa warunki:®

(s1) X = Uies fi(X);
(s2) dla dowolnego o = (ag) € 1%, zbidr Myey fal, (X) jest jednopunktowy.

Przestrzenie topologicznie samopodobne sg wiec dokladnie atraktorami TIFS-6w i w dalszym cia-
gu bede je nazywal krocej topologicznymi fraktalami (ang. topological fractals lub topological TFS-
fractals) — takie nazewnictwo stosowaliSmy w pracach [S3], [S4] oraz [S9]. Zauwazmy, ze jest to czysto

9 Przez zbiory typu Cantora bede rozumial wszelkie zbiory konstruowane w podobny sposéb, co klasyczny trojkowy
zbiér Cantora, tzn. przez ,w miare regularne” usuwanie czesci zbioru w kolejnych krokach; z kolei przez przestrzen Cantora
bede rozumial kazda przestrzen homeomorficzna z trojkowym zbiorem Cantora.

7 A. Mihail stosowal nazwe topological TF'S.

8)Podaje tu definicje réwnowazng; oryginalna wykorzystuje pojecie odwzorowania kodujacego 7 jak w Twierdzeniu 2.2,
patrz Definicja 0.3 i Uwaga 1.3 w [50].



topologiczne pojecie — jezeli X jest topologicznym fraktalem i F jest $wiadczacym o tym IFS-em,
to dowolna przestrzen Y homeomorficzna z X jest topologicznym fraktalem i $wiadczy o tym IFS
Fo:={hofoh™t: fec F}, gdzie h: X — Y jest homeomorfizmem. Podobnie, pojecie TIFS-u jest
czysto topologiczne.

A. Kameyama udowodnil, ze topologiczny fraktal X jest metryzowalny, przy tym, dla $wiadczacego
o tym IFS-u F mozna zdefiniowaé rodzine cigglych pseudometryk? df, \ e (0,1), o tej wlasnosci, ze
dla f € F, stala Lipschitza Lip(f) < A wzgledem dg\: , oraz nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) na X istnieje taka metryka d zgodna z topologia na X, ze Lip(F) < 1 wzgledem d;

(i) istnieje taka liczba A € (0,1), ze d{ jest metryka.'?)

Twierdzenie to daje pewna charakteryzacje tych topologicznych fraktali, ktére sa homeomorficzne
z atraktorami $cistych IFS-6w. Istotnie, istnienie odpowiedniej metryki w zasadzie oznacza to samo, co
istnienie odpowiedniego homeomorfizmu (w dalszej czeéci autoreferatu bede zamiennie odwotywal sie
do tych dwéch podej$é). Jednoczesnie A. Kameyama podal przyklad topologicznego fraktala ktory nie
spelnia warunkéw z tej charakteryzacji. Inny mozna podaé¢ w opaciu o wynik D. Dumitru z [37] — jest
to nieskonczenie wymiarowe kontinuum Peano z tzw. wolnym tukiem. Naturalny jest wiec nastepujacy:

Problem 2.1. Niech F bedzie topologicznie zwezajacym IFS-em na przestrzeni metryzowalnej X [ew.
w spos6b zupelny|. Czy istnieje na X taka metryka zgodna [i ew. zupelna] d, ze F jest stabym IFS-
em wzgledem d? W szczegélnodcei, czy jest tak gdy X = Uyser f(X), czyli gdy X jest topologicznym
fraktalem?

Pozytywna odpowiedZ bedzie oznaczata m. in., ze dla przestrzeni metryzowalnych w sposéb zu-
pelny, zachodzenie tez twierdzen Hutchinsona—Barnsleya jest réwnowazne istnieniu zgodnej zupelnej
metryki wzgledem ktérej dany IFS jest ztozony ze stabych kontrakcji. Databy tez mozliwos$¢ rozréznie-
nia klas topologicznie zwezajacych IFS-6w ze wzgledu na wlasnosci odpowiednich metryk. Dodajmy;,
ze w przypadku gdy F sklada sie z jednego odwzorowania, Problem 2.1 ma pozytywne rozwiazanie
i wynika ono np. z remetryzacyjnych twierdzen z [47], [56] czy [62].

W pelnej ogdélnosci mozna zapytac:

Problem 2.2. Czy warunek topologicznego zwezania daje si¢ potaczyé¢ z jakas forma zwezania typu
metrycznego, nawet gdy przestrzen X nie jest metryzowalna?

Nakreslony wczesniej Problem (II) mozna odniesé do topologicznych fraktali''). Wspomnialem juz
o wyniku D. Dumitru z [37]. W dalszym ciagu skupie sie na przestrzeniach zerowymiarowych, zwartych
i metryzowalnych (dla skrétu pisa¢ bede ZZM). Dla przeliczalnej ZZM przestrzeni X (réwnowaznie —
zwartej i metryzowalnej przestrzeni rozproszonej'?), ang. scattered space), przez ht(X) oznaczmy tzw.
wysoko$é rozproszenia (ang. scattered height), definiowana jako

ht(X) := min{a : X(@ jest zbiorem skonczonym},
gdzie X(® jest pochodng Cantora-Bendixsona rzedu a. Wiadomo, 7e ht(X) jest poprawnie okreslo-

ng przeliczalng liczba porzadkowa. Jezeli | X (ht(X))| =1, tzn. gdy X (ht(X)) jest jednoelementowy, to
méwimy, ze X jest unitalna. M. Nowak w [79] udowodnila nastepujace:

DPrzez pseudometryke rozumiem funkcje spelniajaca wszystkie warunki metryki oprécz warunku
(p(z,y) =0) = (z =y).

10 Wobec jej cigglodei i zwartoéei X, jest ona automatycznie zgodna.

"WLub nawet ich dalszych uogélnieni — patrz [22].

12) Przestrzen jest rozproszona, jezeli kazda jej podprzestrzen zawiera punkt izolowany.



Twierdzenie 2.3. Niech X bedzie przeliczalng przestrzeniq ZZM.

1) Jezeli ht(X) jest nastepnikowa, to dla dowolnego € € (0,1), X jest homeomorficzna z atraktorem
IFS-u F na prostej R takiego, ze Lip(F) < €, i przy tym licznoéé | F| = 2| XD | (w szczegdl-
nosci, jezeli X jest unitalna, to F jest ztozony z dwdch odwzorowar).

2) Jezeli ht(X) jest graniczna, to X nie jest topologicznym fraktalem.'?)

3) X jest homeomorficzna z podzbiorem A C R, ktory nie jest atraktorem stabego IFS-u na R.

W kontekscie punktu 1) zauwazmy, ze problem szukania minimalnej licznosci potrzebnego IFS-u
wydaje sie ciekawy sam w sobie — taka warto$¢ niesie bowiem pewna informacje o strukturze samej
przestrzeni. Podkreslmy tez, ze warunek typu Lip(F) < € jest sens rozwazaé tylko wtedy, gdy ograni-
czamy licznoéé IFS-u, gdyz majac écisty IFS F, dla dowolnego k € N, réwniez F* jest écistym IFS-em
z tym samym atraktorem, i przy tym Lip(F¥) < Lip(F)*.

Pozostaje wiec rozwazy¢:

Problem 2.3. Czy nieprzeliczalne przestrzenie ZZM sg topologicznymi fraktalami? Jesli tak, to w jak
mocnym sensie?

W szczegdlnosci mozna pytaé o to, czy takie przestrzenie mozna zanurzy¢ w prosta R jako atraktory
Scistych TFS-6w, np. w podobny sposéb jak w punkcie 1) Twierdzenia 2.3.

Inny problem zwiazany z teoria Hutchinsona—Barnsleya dotyczy pytania na ile ,wewnetrzne” jest
pojecie atraktora:

Problem 2.4. Niech A bedzie atraktorem pewnego IFS-u. Czy A mozna zanurzy¢ (izometrycznie,
homeomorficznie, etc.) w szersza przestrzen X jako atraktor odpowiedniego IFS-u na X7

W pewnych przypadkach ten problem ma tatwe rozwiazanie. Np. jezeli K jest podzbiorem prze-
strzeni Hilberta X i F jest IFS-em na K zlozonym z kontrakcji Rakotcha [ew. kontrakcji Banacha],
to korzystajac z ogblnej wersji twierdzenia Kirszbrauna—Valentine’a (patrz [19]) oraz charakteryzacji
kontrakcji Rakotcha z [46], mozna rozszerzy¢ funkcje z F na cala przestrzen X tak, by te rozszerzenia
pozostaly kontrakcjami Rakotcha [ew. kontrakcjami Banacha]. Oczywiscie atraktor tego rozszerzone-
go IFS-u na X jest taki sam, jak atraktor F. Podobnie mozemy postapi¢ gdy K jest podzbiorem
przestrzeni £>° (patrz [19]).

2.2.2 Uogéblnione iterowane uklady odwzorowan w sensie R. Miculescu i A. Mihaila

Ciekawe podejscie do Problemu (I) zaproponowali w 2008 roku R. Miculescu i A. Mihail — zamiast
odwzorowan przestrzeni X w siebie, rozwazyli przeksztalcenia skoniczonego produktu X™ w X, gdzie
m € N. Skonhczong rodzine F = {f; : ¢ € I} takich ciaglych odwzorowan nazwiemy wogdlnionym IFS-
em rzedu m (ang. generalized iterated function system; w skrocie GIFS-em). Tym samym symbolem
F oznaczmy odwzorowanie z K(X)™ w K(X) zdefiniowane przez:

F(K1, oy Kp) = fi(K1 x .o x Ky,
el
bedace naturalnym odpowiednikiem operatora Hutchinsona.

Rozwazajac metryke maksimum d,, na X™, mozemy w oczywisty sposéb rozszerzy¢ definicje
p-kontrakcji, kontrakcji Banacha, Rakotcha, Matkowskiego czy Edelsteina, na przypadek odwzorowan
z X™ w X. W takich przypadkach bedziemy méwié¢ o uogdlnionych kontrakcjach Banacha, Rakot-
cha, etc. W pracach [65], [67] oraz [74] wspomniani matematycy udowodnili nastepujacy odpowiednik
Twierdzenia 2.1:

1w [79] pokazane jest, ze X nie jest homeomorficzna z atraktorem stabego IFS-u, jednak, jak pokaze w dalszej czeSci
autoreferatu, postawiony wyzej Problem 2.1 dla topologicznych fraktali ma pozytywne rozwiazanie.



Twierdzenie 2.4. Niech F = {f; : i € I} bedzie GIFS-em rzedu m na przestrzeni metrycznej X
1 zalozmy, Ze zachodzi jeden z warunkow:

(i) X jest zupelna i F jest zlozony z uogdlnionych kontrakcji Banacha;

(ii) X jest zwarta i F jest zloZony z uogdlnionych kontrakcji Edelsteina.

Wéwczas istnieje dokladnie jeden taki zbior Ar € K(X), ze

A]: = U fZ(A]: X ... X A]:)

el
Ponadto, dla dowolnych Ky, ..., Ky, € K(X), cigg (Ky) zdefiniowany przez:
Kk+m = f(Kka --'7Kk+m71)7 k> 17 (4)

jest zbieiny do Ar.

Zbiér Ar z powyzszej tezy nazwiemy atraktorem lub fraktalem generowanym przez GIFS F.

Dowdéd Twierdzenia 2.4 opiera si¢ na nastepujacym odpowiedniku twierdzen Banacha i Edelsteina,
réwniez udowodnionym w przytoczonych pracach'®):

Twierdzenie 2.5. Niech X bedzie przestrzenig metryczng, m € N ¢ f : X™ — X. Zaldozmy, Ze
zachodzi jeden z warunkow:

(i) X jest zupelna i f jest uogélniong kontrakcjq Banacha;

(ii) X jest zwarta i f jest uogdlniong kontrakcjg Edelsteina.

Wowczas istnieje dokladnie jeden taki punkt x, € X, Ze

F(@y ooy Ts) = T (5)

Ponadto, dla dowolnych 1, ...,z € X, cigg (zx) zdefiniowany przez'®)

Thpm = f(Th, Ty 1s oo Thpm—1), k> 1, (6)

jest zbiezny do .

Naturalnie jest nazwaé punkt z. speliajacy (5) uogélnionym punktem stalym f (ang. generalized
fized point). Jesli zas dodatkowo ciagi zdefiniowane zgodnie z (6) sa zbiezne do z,, to =, nazwiemy
kontrakcyjnym wogdlnionym punktem stalym (ang. contractive generalized fized point)16). Uwzgled-
niajac te terminologie powiemy, ze atraktorem GIFS-u F jest kontrakcyjny uogélniony punkt staty
operatora F : K(X)™ — K(X).

Twierdzenie 2.5 w polaczeniu z twierdzeniem Matkowskiego sugeruje pytanie o mozliwos¢ wzmoc-
nienia Twierdzenia 2.4 na przypadek GIFS-6w ztozonych z uogélnionych kontrakeji Matkowskiego (jak
nietrudno pokazaé, gdy przestrzen X jest zwarta, to f jest uogdlniona kontrakcja Edelsteina wtedy
i tylko wtedy, gdy jest uogélniona kontrakcja Rakotcha).

A. Mihail w pracy [75] udowodnil odpowiednik Twierdzenia 2.2 dla GIFS-6w rzedu 2 zlozonych
z uogolnionych kontrakeji Banacha. W szczegdlnosci zdefiniowal pewna wersje przestrzeni kodow i od-
wzorowania kodujacego, jednak jego podejscie nie jest wedlug mnie w pelni satysfakcjonujace. Przez

14)Teg0 typu twierdzenia byly dowodzone wczesniej — patrz np. [94].

15)We wspomnianych pracach definicja jest nieco inna — przyjmowane jest Titm := f(Zx+m-1,...,Zx), i podobnie
w warunku (4). Sa to jednak tylko formalne réznice.

16w omawianych pracach nie pojawia si¢ ta druga definicja, wprowadzam ja na potrzeby tego autoreferatu.



przesadna komplikacje zaproponowanej konstrukeji oraz (moim zdaniem) niezbyt staranna redakcje,
caloéé¢ jest trudna w czytaniu. Wydaje sie wiec zasadne poszukanie bardziej naturalnej wersji kon-
strukcji z [75] 1 ewentualne rozszerzenie wynikéw na przypadek GIFS-6w dowolnego rzedu zlozonych
ze stabszych wersji uogélnionych kontrakcji. Podsumowujac, mozna postawié:

Problem 2.5. Czy mozna udowodnié¢ wersje twierdzen Hutchinsona—Barnsleya dla GIFS-6w ztozonych
z uogdlnionych kontrakcji Matkowskiego? W szczegdlnosci, czy mozna zdefiniowaé¢ naturalne odpowied-
niki przestrzeni kodéw i odwzorowania kodujacego?

Twierdzenie 2.2, a doktadniej zwigzek przestrzeni kodéw I“ z danym IFS-em F, pozwala na ba-
danie struktury atraktora Ar. Na przyklad przy pomocy przestrzeni kodéw moze byé¢ uzasadniona
poprawnosé¢ klasycznego algorytmu gry w chaos (ang. chaos game) pozwalajacego otrzymaé obrazy
zbioréw Ax, czy tez moze byé badany problem spdjnosci atraktoréw. Stad z Problemem 2.5 wiaze sie
nastepny:

Problem 2.6. Czy aparat przestrzeni kodéw dla GIFS-6w moze by¢ zastosowany do badania dalszych
apektow teorii GIFS-6w, np. do zdefiniowania algorytmu gry w chaos dla GIFS-6w, czy tez do zbadania
problemu spdjnosci atraktoréw?

Problem spdjnosci byl badany przez A. Mihaila i N. Seceleana w [78], jednak, ponownie, badania
byly ograniczone do podstawowej wersji GIFS-6w.

Przy rozwazaniu uogolnienia jakiegokolwiek pojecia naturalne i wazne jest pytanie o to, na ile jest
ono istotne!”. Nietrudno pokazaé, ze atraktor GIFS-u rzedu m jest tez atraktorem GIFS-u rzedu m+1
(patrz np. Lemat 2.1 w [S9]). Nalezy wigc postawic:

Problem 2.7. Czy klasa atraktoréw generowanych przez GIFS-y jest istotnie szersza niz klasa atrak-
toréw klasycznych IFS-6w?

Czesciowa odpowiedz uzyskali R. Miculescu i A. Mihail w [67]: kostka Hilberta

I:=10,1] x [0, ﬂ X [0, ﬂ X .o

jest atraktorem $cistego GIFS-u F = {f, g} rzedu 2, gdzie

1 1 1 1 11 1
£, ) = (o, o g ) oraz gl(an), () i= (5o + 5o o)
jednak nie moze by¢ atraktorem Scistego IFS-u, gdyz ma nieskoniczony wymiar topologiczny. Z drugiej
strony nie jest wiadomo, czy I jest atraktorem stabego IFS-u, czy chociaz topologicznym fraktalem.

W kontekscie Problemu 2.7 oraz Twierdzenia 2.3 mozna rozwazy¢ przestrzenie ZZM.

Problem 2.8. Przeanalizowanie przestrzeni ZZM jako atraktorow GIFS-6w.

W szczegdlnosci, znalezienie przeliczalnej ZZM o granicznej wysokosci, bedacej atraktorem Scistego
GIFS-u w pelni rozwiaze Problem 2.7. Mozna tez, podobnie jak w Twierdzeniu 2.3, pytaé¢ o odpowiednie
zanurzenia tych przestrzeni w prosta R.

N. Secelean w artykule [92] rozwazal mozliwos¢ rozwiniecia teorii GIFS-6w dla odwzorowan okre-
Slonych na produkcie nieskonczonym przestrzeni. Jezeli (X, d) jest przestrzenia metryczna, to niech
Y oo (X) oznacza zbiér ograniczonych ciagéw'® o wyrazach z X i niech ds bedzie metryka supremum
na Y .. (X). N. Secelean zaczal od odpowiedniego twierdzenia o punkcie stalym:

IDW przypadku topologicznie zwezajacych IFS-6w, rozwiazanie Problemu 2.1 pokaze, ze w pewnym sensie nie daja one
nic nowego.
I8)N. Secelean stosowal symbol £ (X).
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Twierdzenie 2.6. Jezeli X jest zupetna i f : 3 (X) — X spelnia warunek Lip(f) < 1, to istnieje
dokladnie jeden taki punkt x. € X (nazywany uogdlnionym punktem stalym f), ze

f(@y, @y onl) = @

Ponadto, dla dowolnego (z1) € >.o(X), ciag (yx) zdefiniowany przez

Yk = f(ffgk)(gcl)’fs(k)(li?)v )’ k€N, (7)

jest zbiezny do x, gdzie fs(x):= f(z,z,...) dlax € X.

Nastepnie pokazal, ze jezeli F = {f; : i € I} jest skoficzona rodzing odwzorowan z »_ . (X) w X
(nazwijmy takie rodziny GIFS-ami rzedu oo, w skrécie GIFS.-ami) taka, ze Lip(f;) < 1 dla i € I,
oraz dodatkowo f;(K) € K(X) dla K € ¥ (K(X)) oraz i € I, to operator’® F: 3" (K(X)) — K(X)
dany przez

f(Kl,KQ, ) = U f'L(Kl X K2 X )
el
spelnia zalozenia Twierdzenia 2.6. W szczeg6lnosci F generuje jedyny zbiér Ax (zwany atraktorem lub
fraktalem generowanym przez F), dla ktérego zachodzi réwnosé:

A]: = U fZ(A]: X Aj: X ),

el
przy tym ciagi zbioréw zwartych zdefiniowane zgodnie z procedura (7) zbiegaja do Ar.

Dodajmy jeszcze, ze N. Secelean badal rézne wersje tego twierdzenia (m.in. dla nieskonczonych
rodzin F, ze stabszymi warunkami zwezania etc.) przy czym przytoczona wersja jest reprezentatywna
dla catosci. W szczegdlnosei widaé pewien, moim zdaniem, mankament — procedura iteracyjna (7) nie
jest odpowiednikiem (6) z Twierdzenia 2.5, blizej jej raczej do iterowania funkcji f, ktora, jak tatwo
sprawdzié, jest po prostu kontrakcja Banacha (ew. slaba kontrakcja w ogélniejszych przypadkach).

Naturalny jest wiec:

Problem 2.9. Czy mozna zdefiniowaé¢ wersje GIFS-6w nieskoniczonego rzedu tak, by zachodzil pelny
odpowiednik Twierdzenia 2.17 Jakie korzysci ptynetyby z takiej wersji?

W dalszej kolejnosci mozna pytaé¢ o inne aspekty teorii GIFSyo-6w:

Problem 2.10. Czy mozna rozwinaé aparat przestrzeni kodéw dla GIFS-6w nieskonczonego rzedu
i czy jej zwiazki z danymi GIFS..-ami bedg analogiczne do tych z klasycznych IFS-6w, tzn. czy zacho-
dzi odpowiednik Twierdzenia 2.27 Czy uwidoczni sie réznica miedzy podejsciem N. Seceleana, a tym
(ewentualnie) bardziej restrykcyjnym z Problemu 2.97 Czy klasa atraktoréw generowanych przez GIFS-
y nieskonczonego rzedu jest istotnie szersza niz klasa atraktoréw generowanych przez GIFS-y skonczo-
nego rzedu?

2.3 Omoéwienie wynikéw uzyskanych w cyklu prac
2.3.1 Remetryzacja topologicznie zwezajacych IFS-6w
W pracy [S2], napisanej wspélnie z T. Banakhem??), W. Kubisiem, M. Nowak i N. Novosad rozwa-

zaliSmy Problemy 2.1 oraz 2.2. W szczegdlnosci, zaproponowalismy kilka warunkéw topologicznego
zwezania ([S2, Definition 2.1]).

19 Poczatek Rozdziatu 3.2 w [92] sugeruje, ze N. Secelean rozwazal nieco szersza przestrzen niz > (K(X)). Wydaje sig
jednak ze to pomytka.
20)T. Banakh byt opiekunem mojego stazu podoktorskiego na Uniwersytecie Jana Kochanowskiego w Kielcach.
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Tu przytocze dwa z nich — najstabszy i najsilniejszy. Powiemy, ze IFS F na przestrzeni Hausdorffa
X, speliajacy warunek F(C) C C dla pewnego C' € K(X), jest:

1. zwarto zwezajgcy (ang. compactly contracting), jezeli dla kazdego K € K(X) i kazdego pokrycia
otwartego U przestrzeni X, istnieje taki n € N, ze rodzina {f(K) : f € F*, k > n} jest wpisana?!)
w U,

2. globalnie zwezajgcy (ang. globally contracting), jezeli dla kazdego pokrycia otwartego U przestrze-
ni X, istnieje takie n € N, ze rodzina {f(X): f € F*, k > n} jest wpisana w U.

Okazuje si¢ (punkt (a) wynika z Twierdzenia 2.2 w [S2], punkt (b) wynika wprost z (a)), ze IFS F:

(a) jest topologicznie zwezajacy wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwarto zwezajacy;

(b) jest topologicznie zwezajacy wtedy i tylko wtedy, gdy jest globalnie zwezajacy, o ile przestrzen
X jest zwarta.

W zwiazku z Problemem 2.1 kluczowe jest nastepujace twierdzenie (bedace konsekwencja Stwier-
dzenia 6.2 w [S2]; patrz tez Wniosek 6.4 w [S2]):

Twierdzenie 2.7. Zalézmy, ze (X,d) jest przestrzeniq metryczng i F = {fi : 1 € I} jest topologicznie
zwezajgeym IFS-em na X . Jezeli (a) jest $cisle rosngcym ciggiem takim, ze 1 < a < 2 dla k € NU{0},
to funkcja

A~

d(z,y) = sup maxard(f(z),f(y)), z,y€X (8)
keNU{0} fE€F

jest takq zgodng metryke w X, Ze:

(i) kazda f;, i € I, jest kontrakcjo Edelsteina wzgledem d;
(ii) jezeli F jest globalnie zwezajgcy, to kazda f;, i € I, jest kontrakcjg Rakotcha wzgledem cf;

(iii) jezeli d jest zupelna, to d jest zupelna.

Teza zwiazana z punktem (i7) daje pelne rozwiazanie Problemu 2.1 dla globalnie zwezajacych IFS-
6w (w szczegdlnosci dla topologicznych fraktali). W ogélnosei, choé istnieja IFS-y zlozone z kontrakeji
Edelsteina bez atraktora, to nie jest tak przy dodatkowym zalozeniu (t1). Istotnie, biorac dowolny
K € K(X), dobieramy (na mocy warunku (t1)) zwarty zbiér C' € K(X) tak, by K ¢ C i F(C) Cc C
oraz stosujemy Twierdzenia 2.1 i 2.2 do przestrzeni C' i IFS-u F¢ := {f|C : f € F} (zlozonego juz
z kontrakeji Rakotcha). W szczegénosci, mozemy w ten sposéb uzasadnié tezy twierdzen Hutchinsona—
Barnsleya dla TIFS-6w przez Twierdzenie 2.7. To rozumowanie pokazuje tez jak kluczowy jest warunek
(t1) w definicji topologicznego zwezania pozwalajacy ograniczy¢ rozwazania do przestrzeni zwartej.

Dodajmy, ze R. Miculescu i A. Mihail w [70] niezaleznie od nas rozwiazali Problem 2.1 dla topolo-
gicznych fraktali, a zdefiniowana przez nich metryka jest blizniaczo podobna do d (mogli sie inspirowaé
praca M. Barnsleya i K. Igudesmana [14] w ktérej pojawia sie wzér (8), ale bez tych wspoétezynnikéw
ag, przez co odwzorowania z F sa tylko nieoddalajace wzgledem d, tj. Lip(f) < 1 dla f € F).

7 drugiej strony, wyniki otrzymane przeze mnie i moich wspétautoréw sa znacznie szersze. Nie tylko
rozwazylidémy i poréwnaliSmy rézne warunki topologicznego zwezania, ale tez analiza wykroczyta poza
przestrzenie metryzowalne. Zalézmy, ze X jest przestrzenia Tichonowa. W takim przypadku topologia
na X jest generowana przez pewna rozdzielajaca rodzine pseudometryk D i, jak sie okazalo, mozna
naturalnie przenie$¢ teorie Hutchinsona—Barnsleya (i, przy okazji, elementy teorii punktéw stalych22))

2V Powiemy, ze rodzina A jest wpisana w rodzing B, jezeli dla dowolnego A € A istnieje taki B € B, ze A C B.
22)Co, jak sie zorientowaliémy juz po opublikowaniu artykutu, bylo robione wczesniej. W szczegdlnosci, wersje Twier-
dzenia 4.4 o punkcie staltym z [S2] znalezé mozna w [57] i [96].
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na przypadek przestrzeni X wyposazonej w rozdzielajaca rodzine pseudometryk D. Taka pare (X, D)
nazwalidmy przestrzenig multimetryczng). W szczegdlnoéei zdefiniowaliSmy rézne wersje zwezania IFS-
u wzgledem multimetryki (Definicja 5.1 z [S2]) i otrzymaliSmy nastepujace uogélnienie Twierdzenia
2.1 (podaje tu szczegblna wersje Twierdzenia 5.6 z [S2]).

Twierdzenie 2.8. Jezeli (X, D) jest ciggowo zupelng przestrzeniqg multimetryczng, zas F jest stabym
IFS-em na X, to F jest topologicznie zwezajgcy.

Warto dodad, ze teza nie wynika bezposrednio z odpowiedniego twierdzenia o punkcie stalym dla
przestrzeni multimetrycznych gdyz, jak pokazuje Przyklad 3.9 z [S2], ciagowa zupelnos$é przestrzeni
(X, D) nie implikuje ciagowej zupelnosci odpowiadajacej jej rodzinie multimetryk na prestrzeni zbioréw
zwartych K(X).

Wz6r (8) moze byé z powodzeniem zastosowany do pseudometryk (kluczowe dla wiekszosci cytowa-
nych dalej wynikéw Stwierdzenie 6.2 w [S2] jest wlasnie sformulowane dla pseudometryki) i okazuje sie
(Twierdzenie 6.8 w [S2]), ze dla TIFS-u F na przestrzeni zwartej X istnieje taka zgodna rodzina mul-
timetryk D, ze (X, D) jest ciagowo zupelna?d) i F jest slabym IFS-em wzgledem D (nawet zlozonym
z kontrakcji typu Rakotcha). Otrzymujemy wiec przeciwng implikacje w Twierdzeniu 2.8. W ogdl-
noéci, bez zalozenia zwartosci X, zawsze mozemy przejé¢ do odpowiednio duzego zbioru zwartego C
(a wiec w szegdlnosci bedacego przestrzenia Tichonowa), wiec otrzymane twierdzenia daja rozwiazanie
Problemu 2.2.

W Twierdzeniach 6.3, 6.7 czy 6.11 z [S2] bardziej szczegdlowo analizujemy zaleznosci miedzy rézny-
mi typami topologicznego zwezania a multimetrycznego zwezania, z kolei w Stwierdzeniach 6.12 czy 6.15
z [S7] otrzymanali$émy kolejne wersje remetryzacji. Wspomne jeszcze o Przykladzie 5.2 z [S2], w kt6-
rym pokazujemy, ze istnieja dwa nieoddalajace odwzorowania f, g : [0,2] — [0, 2] takie, ze f o f(]0,2])
i gog([0,2]) sa zbiorami jednopunktowymi a przy tym IFS F = {f, g} nie jest topologicznie zwezajacy
(a nawet, jak tatwo sprawdzié, istnieje nieskonczenie wiele zbioréw zwartych i F-niezmienniczych). Po-
kazuje to w szczegblnosci, ze nawet, gdy kazde z odwzorowan z danego IFS-u jest kontrakcja Banacha
dla pewnej metryki%?, to moze nie istnie¢ jedna metryka przy ktérej wszystkie odwzorowania sa zweza-
jace. W terminologii z [S2] oznacza to tez, ze IFS zlozony z odwzorowan ostatecznie zwezajgcych (ang.
eventually contracting; patrz Definicja 4.1 w [S2]) nie musi byé topologicznie zwezajacy?®). Przyklad
ten pokazuje tez naturalne ograniczenie przy probie rozszerzania pojecia topologicznego zwezania.

R. Miculescu i A. Mihail w artykutach [71], [72] i [73] rozwijali pomysly z naszej pracy [S2] i ze
swojej [70]. W [71] zdefiniowali warunek (C) dla IFS-u F i udowodnili, ze implikuje on istnieje zupelnej
metryki, przy ktérej odwzorowania z F staja sie stabymi kontrakcjami. Nietrudno pokazaé (np. korzy-
stajac z Faktu 2 z [71] i definicji zwarto-zwezania), ze IFS-y spelniajace (C) sa topologicznie zwezajace,
wiec z Twierdzenia 2.7(i) otrzymujemy nieco stabszy rezultat, ale rowniez wiazacy warunek (C) z me-
trycznym zwezaniam. W [73] autorzy zaproponowali inne podejscie — zdefiniowali czysto mnogosciowy
warunek zwezania dla IFS-u F i udowodnili, ze implikuje on istnienie odpowiedniej zupelnej metryki,
przy ktérej odwzorowania z F staja sie stabymi kontrakcjami. Korzystajac z Twierdzenia 2.7(it),(ii7)
mozna nieco uprosci¢ ich dowoéd — np. pokazujac, ze rozwazany IFS jest globalnie zwezajacy w topologii
generowanej przez metryke p ze Stwierdzenia 3.16 w [73]. W pracy [72] autorzy uogdlnili sw6j wynik
z [70] na przypadek IFS-6w zlozonych z nieskonczenie wielu funkcji. Wydaje sie, ze Twierdzenie 2.7
mozna réwniez uogdlni¢ w tym kierunku, tzn. otrzymaé analogiczng teze dla takich nieskonczonych
IFS-6w.

2)To akurat wynika ze zwartosci X — Stwierdzenie 3.4 w [S2].

29 Odwzorowania [ i g spelniaja zalozenia wspomnianych twierdzen remetryzacyjnych z [47], [56] czy [62]. Tego rodzaju
kontrakcje badane tez byly w [28].

25) Whrew temu co omytkowo napisaliSmy we wstepie w [S2]; wspomne przy okazji o usterce w sformutowaniu Lematu 3.3,
gdzie = powinien by¢ wziety z K.
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2.3.2 Zanurzenia atraktoré6w w przestrzenie uniwersalne

W pracy [S4], napisanej wspélnie z T. Banakhem, rozwazalismy Problem 2.4 pod katem szukania zanu-
rzen w przestrzenie topologicznie uniwersalne, tj. zawierajace homeomorficzne kopie wszystkich prze-
strzeni zwartych i metryzowalnych oraz w uniwersalng przestrzen Urysohna U, tj. jedyna (z dokladno-
Scia do izometrii) oSrodkowa zupelna przestrzen metryczna zawierajaca izometryczne kopie wszystkich
przestrzeni skonczonych i taka, ze izometrie miedzy skoficzonymi podzbiorami U rozszerzaja sie do
izometrii na U. Udowodnili$émy nastepujace twierdzenia (Twierdzenia 1.3 i 1.4 w [S4]):

Twierdzenie 2.9. Zalozmy, ze X jest topologicznie uniwersalng przestrzeniq Tichonowa. Woéwczas
kazdy topologiczny fraktal jest homeomorficzny z atraktorem pewnego globalnie zweZajgcego IFS-u F na
X. Przy tym, jezeli X jest metryzowalna, to F jest ztozony z kontrakcji Rakotcha wzgledem pewnej
ograniczonej metryki zgodne® na X.

Twierdzenie 2.10. Jezeli zwarta przestrzen metryczna K jest atraktorem stabego [ew. Scislego] IFS-
u, to K jest izometryczna z atraktorem 1FS-u na U zloZonego z kontrakcji Rakotcha [ew. kontrakcji
Banachal.

Dowéd Twierdzenia 2.9 opiera si¢ na Twierdzeniu 2.7 oraz zanurzeniu przestrzeni K w zwarta
przestrzen miar probabilistycznych i rozszerzeniu na nig oryginalnego IFS-u (pojawiaja sie tu idee
podobne do tych z analizy operatora Markowa). Z kolei w dowodzie Twierdzenia 2.10 kluczowy jest
Lemat 3.1 z [S4], ktéry méwi o mozliwosci rozszerzenia odwzorowan dziatajacych w U z zachowaniem
modutu cigglosci o odpowiednich wlasnosciach.

Dalsze badania nad problemem zanurzen fraktali w szersze przestrzenie przedstawiliémy w napi-
sanym wspdélnie z T. Bankhem i M. Nowak artykule [12], ktéry znajduje sie aktualnie w recenzji.
PokazaliSmy na przyklad (Twierdzenie 2.1 w [12]), Ze teza Twierdzenia 2.10 dla atraktora Scistego
IFS-u zachodzi dla kazdej zupelnej przestrzeni metrycznej zawierajacej izometryczne kopie wszystkich
przestrzeni metrycznych zwartych.

2.3.3 Twierdzenia Hutchinsona—Barnsleya dla GIFS-6w

Artykul [S1] napisany wspélnie z J. Swaczyna?”) zostal w duzej mierze poswiecony Problemowi 2.5.
Gléwny wynik (pierwsza cze$é?® Twierdzenia 3.11 w [S1]) to wersja Twierdzenia 2.4 dla GIFS-
6w ztozonych z uogdlnionych kontrakcji typu Browdera. Dowod bazuje na odpowiednim wzmocnie-
niu Twierdzenia 2.5 (Twierdzenie 3.1 w [S1]) dla tego typu uogdlnionych kontrakcji i obserwacji,
ze operator F : K(X)™ — K(X) jest uogdlniona p-kontrakcja, o ile F sklada sie z uogdlnionych
w-kontrakcji i ¢ jest niemalejaca. Chociaz zwezanie typu Browdera jest nieco silniejsze niz zweza-
nie typu Matkowskiego (patrz [46]), to nietrudno sie przekonaé, ze dowdd dziala dla uogdlnionych
kontrakeji Matkowskiego. Kluczowa obserwacja??) jest bowiem taka, ze f : X™ — X ma uogélnio-
ny kontrakcyjny punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f : X™ — X™ zdefiniowana przez
f(xl, ooy ) i= (T2, ooy Ty f(21, ..., ) ) ma kontrakeyjny punkt staly, przy czym ten ostatni warunek
zachodzi przy zalozeniu, ze f jest uogélniona kontrakcja Matkowskiego®?). Pelny dow6d Twierdze-
nia 2.4 dla GIFS-6w zlozonych z kontrakcji Matkowskiego znalezé mozna w artykule [S16], ktory
oméwie w dalszej czesci autoreferatu (na str. 27).

26)Co wiecej, choé nie jest to podkreslone w oryginalnej tezie, odpowiednia metryka na X jest zupelna, o ile X jest
metryzowalna w sposéb zupelny.

2T Studentem, ktéry byt pod moja opieka w ramach Indywidalnego Programu Studiéw.

28)W sformulowaniu drugiej czesci tego twierdzenia pojawia sie literowka — brakuje zatozenia o tym ze
lim infy oo (t — () > 0, co jest potrzebne w zwiagzku zastosowaniem Twierdzenia 2.1(ii) z [S1].

29)Nie ma jej explicite napisanej w [S1], ale to do niej sie sprowadza rozumowanie.

30)Tak naprawde jest spelniony takze dla jeszcze ogdlniejszych warunkéw zwezania. Swoje rozwazania ograniczylem
do zwezania typu Matkowskiego, gdyz jest ono z jednej strony bardzo ogdlne, a z drugiej daje sie wyrazi¢ w naturalny
spos6b przez zachowanie funkcji ¢. W pracy [93] N. Secelean rozwazal GIFS-y zlozone z tzw. F-kontrakcji i przytoczona
obserwacja pozwala nieco uproéci¢ dowod jednego z jego twierdzen.
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Od tej pory GIFS-y ztozone z uogélnionych kontrakcji Banacha nazywaé bede Scistymi, a zlozone
z uogdlnionych kontrakcji Matkowskiego stabymi.

W kolejnej pracy napisanej z J. Swaczyna, [S7], skupiliSmy sie na drugiej czesci Problemu 2.5
(rozwazaliSmy juz GIFS-y zlozone z uogélnionych kontrakeji Matkowskiego). W szczegdlnosci, zde-
finiowalidémy i zbadaliémy znacznie bardziej przyjazna wersje przestrzeni kodéw dla GIFS-6w niz ta
zaprezentowana w [75]. Przytocze tu pelne konstrukcje z [S7], aby z jednej strony pokazaé, ze pewnych
trudnosci technicznych nie dato sie uniknaé, a z drugiej strony, by méc sie na nie powoltywaé¢ w dalszej
czescei autoreferatu.

Niech F = {f; : i € I} bedzie GIFS-em rzedu m. Zdefiniujmy zbiory €, s, ... nastepujaco:
Ql =1 oraz dla k > 1, Qk+1 = (Qk)m = Qk X ... X Qk

i przyjmijmy:

Q=01 x Qx Q3 x...= [[ %
keN
Przestrzen Qr := Q nazywamy przestrzenig kodow dla F. Jest jasne, ze dla m = 1 otrzymujemy

klasyczng wersje przestrzeni kodéw dla IFS-6w, tj. 1«.

Aby sformulowaé wersje Twierdzenia 2.2 dla GIFS-6w, musimy jeszcze zdefiniowaé¢ odpowiedniki
rodzin ztozen F*. Dla k € N przyjmijmy

kQ 2:(21 X...XQk.
Dalej, niech X}, k € N, beda zdefiniowane nastepujaco:
X1 =X"=Xx..xX orazdlak>1, Xgi1:=(Xp)" =X X ... x Xj. (9)

Definicja rodzin F* jest indukcyjna. Przyjmijmy F! := F. Wowczas F' = {f, : a € 1Q}, gdzie
fo: X1 — X dla o € 1Q. Zalézmy, ze dla pewnego k € N zdefiniowali$my juz F* = {f, : a € 1Q},
gdzie fo : X — X dla o € Q2. Dla o € ;11Q niech f, : Xi+1 — X bedzie dana wzorem:

fa(xla 733m) = fal(foz(l)(wl)? B fa(m)(xm))

gdzie, przy oznaczeniu

a=(al,a? ..oty = (ol (a?,...,a2), ..., (T, . ok,

przyjmujemy (i) := (o, ...,a"1) € 1 Q dla i = 1, ..., m. Ostatecznie niech F¥*1 := {f, : a € 119}

Definicja rodzin F* jest do$é¢ skomplikowana (przy tym, dla m = 1 otrzymujemy po prostu rodziny
k wielu zlozen). Z drugiej jednak strony, jest ona $ci$le powiazana z naturalnym rozkladem fraktala
Az dla danego stabego GIFS-u F. Zauwazmy bowiem, ze przyjmujac A; := (Ax)" oraz Ag := (A1)™,
mamy:

Ar = filAr x . x Ap) = | fald)= U fa (( U fﬂl(Al)) X o X ( U f,@m(A1))) =

el aEqf) aclf) B1EN Bm €N

= U U -+ U falfald)xxfo(A) = | fald2)

ac1NG1EQ BmEU a€a)
i procedure te mozna prowadzi¢ dalej. W szczegdlnosci, otrzymujemy zapowiadana wersje Twierdze-
nia 2.2 (wynika ona ze Stwierdzen 3.3, 3.5 1 3.10, oraz Twierdzen 3.7, 3.8 i 3.11 z [S7]). Przed sformuto-
waniem wprowadzmy jeszcze oznaczenia: jezeli Ax jest atraktorem stabego GIFS-u F, to zdefiniujmy
zbiory Ay, k € N, zgodnie z procedura (9); dodatkowo, niech hj bedzie naturalna bijekcja zbioréw X m*
i X, (pelna definicja hy jest podana przed Stwierdzeniem 3.10 w [S7]).
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Twierdzenie 2.11. Niech F = {f; : i € I} bedzie stabym GIFS-em rzedu m na zupelnej przestrzeni
X. Wowczas spetnione sq warunki:

(1) Ar = {xa 1 @ € Upen £82}, gdzie x4 to uogdlniony punkt punkt staly odwzorowania fo o hy;

(it) dla dowolnego k € N i o € 1, fa(Ar) = Upeq,.,, farp(Akt1);

(iii) dla dowolnego o € Qr, 2bi6r Ngen fa, (Ax) jest jednopunktowy — oznaczmy jego jedyny element
przez w(a);

(iv) dla dowolnego o € QF i K € K(X), cigg fqu, (Ki) — {m(a)}, gdzie Ky, k € N, sq zdefiniowane
zgodnie z (9);

(v) odwzorowanie w : Qr — X ma nastepujace wlasnosci:

(va) T jest ciggle;
(v) m(Qr) = Ar;
(ve) dla dowolnego i € I, f;om = moT, gdzie 7; : (Qr)™ — Qr jest dane przez

(e, a2, ..), ., (el a2, ..) = (i, (ad, ...,al), (a3, ...,a2), ...

M Xy przez mi(on, oy ) = (m(aq), .oy T(agn)).

za$ w1 : (QF)

Wyjasénienia wymaga punkt (v,). Na przestrzeni kodéw Q. rozwazamy topologie Tichonowa, przy

zalozeniu, ze zbiory Q) wypozazamy w topologie dyskretna (jest to naturalne zalozenie, gdyz sa to
zbiory skoniczone). Dokladniej, na Qr zdefiniowali$émy metryke:

oF. 3k
d(a,ﬂ) — Z dk( aﬁ )

fert (m+ 1)k’

gdzie dj, jest metryka dyskretng na ). Przy takim zalozeniu, jak pokazaliSmy w Stwierdzeniu 2.4
w [S7], rodzina odwzorowan 7 := {7; : i € I} z punktu (v.) jest GIFS-em na Qg spelniajacym
Lip(7) < a1 1 Q07 jest jego atraktorem. Stad i z Twierdzenia 2.11, zasadne jest nazwanie przestrzeni
Qr — przestrzenia kodéw, odwzorowania m — odwzorowaniem kodujgcym zas GIFS T — kanonicznym
GIFS-em na Qr. Podsumowujac, Twierdzenie 2.11 w potaczeniu z omoéwionymi wczesniej wynikami

z [S1] daja pelne, pozytywne rozwiazanie Problemu 2.5.

2.3.4 Zastosowania aparatu przestrzeni kodéw dla GIFS-6w

W tym podrozdziale oméwie wyniki zwiazane z Problemem 2.6. W pracy [S6], napisanej wspélnie
z P. Jaros i L. Maslanka3!), zaproponowali$my trzy takie algorytmy na przypadek GIFS-6w, z czego
dwa bazujace na aparacie przestrzeni kodéw i Twierdzeniu 2.11. Dla kazdego z nich stworzyliSmy
odpowiedni pseudokod, ktory, zaimplementowany do programu Maple, pozwolil otrzymaé¢ odpowiednie
ilustracje.

Najciekawszy, moim zdaniem, algorytm to odpowiednik gry w chaos. Podobnie jak klasyczna wersja
moze by¢ uzasadniona poprzez Twierdzenie 2.2, tak zaproponowana konstrukcja przestrzeni koddéw
dla GIFS-6w i jej zwiazki z atraktorem pozwalaja wygenerowaé¢ odpowiedni losowy algorytm w tym
uogélnionym przypadku. Przypomnijmy pokrétce, jak dziala klasyczna gra w chaos (podaje tu szkic
elementarnego dowodu poprawnosci, patrz np. [60]). Jezeli F = {f; : i € I} jest stabym IFS-em na X
iz jest ustalonym punktem z X (dla prostoty zalézmy, ze xy € Ar; w ogdlnym przypadku postepuje sie
podobnie), to kazdy ciag o = (o) € I* generuje ciag punktéw (xy), gdzie zy == fo, (xx—1) dla k € N.
Wéwezas z prawdopodobienstwem 1 (przy mierze produktowej na 1), ciag « jest wybierany tak, ze

3D Studentem bedacym pod moja opieka w ramach Indywidualnego Programu Studiéw.
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kazde skoficzone stowo (i1, ..., i) pojawia si¢ w ciagu «, przez co x; € f;, . i,)(Azx) dla pewnego j € N.
Zatem, wobec Twierdzenia 2.2, {z; : j € N} = Ar. Losujac wiec kolejne wartosci oy, i generujac kolejne
punkty zx = fa, (zx—1), prawie na pewno otrzymamy punkty coraz gesciej wypelniajace atraktor Az.

Zaproponowana wersja gry w chaos dla GIFS-6w opiera sie na podobnej idei — majac dany staby
GIFS F={fi:i1€1}ixy € Ar, chcemy losowo generowaé taki ciag (zy), by z prawdopodobienstwem
1 dla kazdego k € Nia € 1, istniat j € N dla ktérego x; € fo(Ay). Widaé wiec, ze trzeba odpowiednio
kodowa¢ losowany ciag o € I¥ w ciag & € QQr. Dodatkowy problem pojawia si¢ w przypadku, gdy
poczatkowy punkt xg ¢ Ar, gdyz tu generowany ciag (xr) ma odpowiednio zblizaé sie do atraktora
Ar. Te problemy udato nam sie rozwigza¢ i otrzymaliSmy prosty i tatwy w implementacji algorytm
(Twierdzenie 15 z [S6] uzasadnia jego poprawnos¢), niemal réwnie wydajny jak jego klasyczna wersjas?).

Co wazne, zaproponowany algorytm nie jest tak oczywisty, jak moze sie wydawaé na pierwszy rzut
oka — nie wystarczy losowanie ciagu (zj) zgodnie z procedura:

mk—&-m = fozk (:I;]m seey xk—‘,—m—l)?

co pokazaliémy w Uwadze 19 z [S6]. Postepujac w ten sposéb otrzymalibySmy rzut atraktora IFS-u
F na X™, naturalnie wygenerowanego przez GIFS F, ktory, jak pokazuje przyklad kostki Hilberta,
czy zbioru typu Cantora z mojej pracy [S5], nie musi pokrywac sie z atraktorem wyjsciowego GIFS-u.
Na takim pomysle (tzn. na odpowiednim generowaniu IFS-u na X™) opart swoja definicje "nowego
typu atraktora GIFS-u” E. Oliveira w [82].

Kolejny z zaproponowanych algorytmoéw jest w swojej naturze deterministyczny i zostal zdefinio-
wany dla tzw. afinicznych GIFS-6w F = {f; : i € I}, tj. skladajacych sie z afinicznych przeksztalcen
przestrzeni euklidesowej R™:

fi(xy, oy xm) = ixl + ...+ Ainxm + B,

gdzie Ai,..., A’ B! sa odpowiednimi macierzami. Okazuje sie, ze w takim przypadku macierzowe
wspolezynniki odwzorowan f,, z rodzin F* maja stosunkowo naturalng postaé¢ (Twierdzenie 20 z [S6]),
przy tym z Twierdzenia 2.11 wynika, ze zbiory postaci U, fa(K})) coraz lepiej przyblizaja A3,
Zaproponowany algorytm wyznacza te wspélezynniki macierzowe odwzorowan z F*, co pozwala otrzy-
mywaé odpowiednie aproksymacje atraktora. Zdefiniowaliémy tez prostsza (i bardziej ekonomiczna)
wersje algorytmu dla przypadku, gdy startowy zbiér K jest réwny {0}.

Trzeci algorytm rozwazany w [S6] nie bazuje na aparacie przestrzeni kodéw i jest odpowiednikiem
klasycznego algorytmu deterministycznego — jego dziatanie polega na definiowaniu kolejnych zbioréw
K}, zgodnie z procedura (4). RozwazyliSmy tez wersje generujaca kolejne iteracje operatora F(K) :=
F(K,.., K).

W omawianym juz artykule [S7] wykorzystaliSmy aparat przestrzeni kodéw do badania problemu
spéjnosci atraktorow GIFS-6w — okazalo sie, ze zachodza analogiczne twierdzenia jak w klasycznym
przypadku. W szczegélnosci udowodniliémy (patrz Twierdzenia 4.5 1 4.9 w [S7]):

Twierdzenie 2.12. Niech F = {f; :i € I} bedzie stabym GIFS-em na zupelnej przestrzeni X .

(1) Jezeli atraktor Ar GIFS-u F jest spdjny, to jest lokalnie spojny.
(2) Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) A jest spajny;

32)W niektérych przypadkach konkretna realizacja algorytmu daje jednak nie do korica zamierzone efekty - np. charak-
terystyczna poprzeczka na Rysunku 2 w [S6] jest zwiazana z tym, ze f2(z,x) = (1.6,y) dla pewnego y - patrz Przyklad 8
w [S6].

33)Choé mozna tez zauwazyé, ze sa to kolejne iteracje operatora F : K(X) — K(X) zdefiniowanego przez F(K) :=
F(K,..,K).
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(ii) Ar jest tukowo spdjny;
(iii) rodzina {f(Ax) : f € F} jest spdjna w tym sensie, ze kazde dwa elementy Ar dajg sie
polgczyé tancuchem zbioréw z tej rodziny.

Dowody wykorzystuja gtéwnie punkty (i7) oraz (iii) z Twierdzenia 2.11 i standardowe metody przy
badaniu probleméw zwigzanych ze spéjnoscia®?). Jak napisalem wezesniej, A. Mihail i N. Secelean
otrzymali w [78] teze¢ punktu (2) Twierdzenia 2.12 w przypadku $cistych GIFS-6w rzedu 2.

Kolejne zastosowanie aparatu przestrzeni kodéw zawarlem we wspomnianej pracy [S16] — dzieki
niemu udalto sie zdefiniowaé¢ odpowiednik topologicznie zwezajacych GIFS-6w i udowodnié¢ dla nich
wersje twierdzen Hutchinsona—Barnsleya. Wiecej napisze o tym na stronie 27 autoreferatu.

R. Miculescu i S. A. Urziceanu w [64] zastosowali nasz aparat pojeciowy przestrzeni kodéw do
pokazania, ze odwzorowanie kodujace 7w : Qx — X moze by¢ otrzymane jako uogdlniony punkt staty
pewnego operatora na odpowiedniej przestrzeni funkcji ciaglych (analogiczny wynik dla klasycznych
IFS-6w uzyskal A. Mihail w [77]). R. Miculescu i A. Mihail w [66] (patrz tez [63]) pokazali®®, ze
na atraktorze Ax odpowiednio zwezajacego GIFS-u F (trzeba zalozyé co$ wiecej niz Lip(F) < 1)
uzupelnionego o uktad prawdopodobienstw p;, 7 € I, istnieje jedyna probabilistyczna miara borelowska
L« spelniajaca:

e (A) = 3 il o % ) (f71(A)), (10)

el

czyli odpowiednik znanej miary Hutchinsona. Miara g, otrzymana zostala jako uogdlniony punkt
staly odpowiednio zdefiniowanego operatora Markowa dla GIFS-6w. Korzystajac z Twierdzenia 2.11,
nietrudno jednak pokazaé, ze miara spelniajaca (10) istnieje na atraktorze dowolnego stabego GIFS-
w: zaczynajac od miary pi({i}) = p; na Q; = I, definiujemy miary u; na € jako odpowiednie
miary produktowe (definicja jest wigc indukcyjna), i w koncu okre§lamy na Qr miare p jako miare
produktowa. Ostatecznie, miara p' zdefiniowana przez u'(A) := p(w~'(A)) spetnia (10). Prace nad
tymi zagadnieniami sg nadal w toku.

2.3.5 GIFS-y nieskonczonego rzedu

W artykule [S8], napisanym wspélnie z L. Maslanka, skupiliSmy sie na Problemach 2.9 i 2.10. Po
pierwsze, zaproponowali$émy nieco bardziej restrykcyjne wersje GIFS,-6w wzgledem tych z artykulu
N. Seceleana [92]. Na przestrzeni 3. (X) rozwazyliémy rodzing metryk®®) d ,, ¢ € (0, 1], gdzie

dsq(x,y) = sup{¢*d(zx, 1) : k € N}.

Widag¢, ze ds 1 = ds, ale dla ¢ < 1 dostajemy istotnie inne metryki. W zwigzku z tym, dla f : 3 (X) —
X, przez Lip,(f) oznaczymy stala Lipschitza f wzgledem metryki ds . W nieco wezedniejszej pracy
[S25], napisanej wspélnie z J. Jachymskim i kL. Maslanka, udowodniliémy nastepujacy odpowiednik
Twierdzenia 2.5 (jest to Twierdzenie 3.7 w [S25]):

Twierdzenie 2.13. Zalézmy, ze X jest przestrzeniq zupetng i f : 30, (X) — X spelnia Lip,(f) < 1
dla pewnego q € (0,1). Wowczas f posiada dokladnie jeden wogdlniony punkt staly x. € X.
Dodatkowo, dla dowolnego (x1) € Yoo (X)), cigg (z¥) zdefiniowany nastepujgco:

zt = f(xy,29,...), orazdlak > 1, ZF = f(a:k,...,xl,xl,xg,...) (11)

39Dowsd Twierdzenia 4.7 w [S7] zawiera usuwalng usterke — nalezy nieco subtelniej przeprowadzié¢ indukcje tak by
z kazda parg punktow z podzialtu Ay wiazaé juz konkretny zbiér z rodziny Ay. Z drugiej strony, jak sie zorientowalem juz
po opublikowaniu pracy, w tezie Twierdzenia 4.7 w [S7] wystarczy zauwazy¢, ze X jest spojny, gdyz kazdy zwarty spéjny
i lokalnie spdjny zbiér jest tukowo spdjny ([40, 6.3.11]). Dodatkowo, rozwazana w [S7] definicja tukowe]j spéjnosci bardziej
odpowiada pojeciu drogowej sp6jnosci (ang. pathwise connectedness), przy czym dla przestrzeni Hausdorffa pojecia te sig
pokrywaja ([40, 6.3.12]).

35)Dla GIFS-6w rzedu 2, ale dowéd dziata dla GIFS-6w dowolnego rzedu.

36) Analizowaliémy tez inng rodzine metryk, dpqdlap>11igqe€(0,1), uzyskujac analogiczne rezultaty; dla czytelnosei,
na potrzeby tego autoreferatu ogranicze si¢ do metryk ds,q.
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jest zbiezny do .

Wydaje sie, ze ciggi () zdefiniowane zgodnie z (11) sa naturalnymi odpowiednikami tych zde-
finiowanych przez (6) w przypadku uogdélnionych kontrakcji. Dlatego tez uogdlniony punkt staly x.
funkeji f : > (X) — X naturalnie jest nazwaé kontrakcyjnym wogdlnionym punktem stalym f, jeze-
li dodatkowo ciagi okre$lone przez (11) sa do niego zbiezne. Twierdzenie 2.13 zostanie nieco szerzej
przedyskutowane w dalszej czeéci autoreferatu (str. 28), chociaz warto zauwazy¢, ze jego zalozenia im-
plikuja te z Twierdzenia 2.6. Co wazne w kontescie Problemu 2.9, pozwala ono udowodni¢ nastepujaca
wersje Twierdzenia 2.4 (podaje tu skrécona wersje Twierdzenia 4.5 z [S8]):

Twierdzenie 2.14. Zaléimy, ze X jest przestrzeniq zupelng i F = {f; : i € I} jest GIFSs-em na
X takim, ze Lip,(F) < 1 dla pewnego q € (0,1). Wéwczas istnieje dokladnie jeden zbior Ar € K(X)
spetniajgcy
A]: = U fZ(A]-‘ X A]: X )
el
Dodatkowo, dla dowolnego ciggu (Ky) € 3., (K(X)), cigg (K*) zdefiniowany przez
K':= F(K\,Ky,...), orazdlak>1, K .= F(K* . K' K Ky,..) (12)

jest zbieiny do Ar.

Cigg (K*) zdefiniowany przez (12) wydaje sie bardziej naturalnym odpowiednikiem ciagu iteracji
z warunku (4) niz ten zaproponowany przez N. Seceleana, bazujacy na warunku (7). Ma réwniez ta prze-
wage, ze moze by¢ podstawa algorytmu generowania obrazoéw atraktoréw GIFS..-6w. Startujac bowiem
od zbioru jednopunktowego (tzn. od ciagu (Ki) = ({z1},{z2},...)), kolejne zbiory K* sa skoficzone
w przeciwienstwie do tych z procedury N. Seceleana. ZastosowaliSmy ten pomyst do otrzymania obra-
zu atraktora w Przyktadzie 4.10 z [S8]. Kolejna przewaga naszego, bardziej restrykcyjnego podejécia,
jest to, ze otrzymany atraktor Ax jest granica atraktoréw GIFS-6w coraz wyzszych rzedéw (Twier-
dzenie 4.11 z [S8]), naturalnie generowanych przez wyjsciowy GIFS,, F. W polaczeniu z mozliwoscia
uzyskania oszacowania tempa tej zbieznosci (Uwaga 4.12 z [S8]), pozwala to zastosowaé algorytmy
z omawianej wczesniej pracy [S6] réwniez w tym przypadku. PodaliSmy tez odpowiednie przyklady, ze
tego typu zaleznosci nie zachodza przy zalozeniach z twierdzenia N. Seceleana (Przyklady 4.8 i 4.13
w [S8]). Podsumowujac, przytoczone rezultaty daja pozytywne rozwiazanie Problemu 2.9.

W dalszej czesci [S8] rozwazylismy Problem 2.10. ZdefiniowaliSmy przestrzenie kodéw3") dla GIFS,.-
6w oraz zbadali$my ich zwiazki z odpowiadajacymi im GIFSy,-ami, zar6wno w podejéciu N. Seceleana
(w [92] nie zdefiniowal on przestrzeni kodéw) jak i naszym, bardziej restrykcyjnym. Konstrukcja bazuje
na podobnej idei, jak w przypadku GIFS-6w skonczonego rzedu, jednak z koniecznoéci musi by¢ bardziej
zlozona (np. odpowiedniki zbioréw € to w tym przypadku nieskonczone produkty przestrzeni Qx_1).
Podobnie wzrést stopien komplikacji przy definicji odpowiednikéw rodzin F*, gdyz kolejne dziedziny X,
musza by¢ przestrzeniami typu > (Xy—1) wyposazonymi w odpowiednie metryki. Nad tym wszystkim
udalo sie jednak zapanowaé i otrzymaliSmy pelny odpowiednik Twierdzenia 2.11 (patrz Twierdzenia
6.7,6.11, 6.18 i Stwierdzenie 6.16 w [S8]). Przy tym, znéw, w kilku aspektach nasze bardziej restrykcyjne
podejécie niz N. Seceleana dalo lepsze rezultaty. Np. odwzorowanie kodujace 7 jest ciggle przy bardziej
naturalnej topologii na przestrzeni kodéw (Twierdzenie 6.11(iv) w [S8]), co nie musi zachodzié¢ przy
zalozeniach N. Seceleana (Przyklad 6.14 w [S8]).

Skonstruowali$my tez zbiér C' C R? typu Cantora, ktéry jest atraktorem GIFS.,-u na plaszczyz-

nie?®) spelniajacego zalozenia Twierdzenia 2.14, a ktéry nie jest atraktorem zadnego slabego GIFS-u

37) Jak zauwazytem juz po opublikowaniu artykutu, w definicji metryki d, o) na str. 1812 w [S8] mozna zastapi¢ wspét-
1-q
2
38) Odwzorowania z GIFS-u definiowaliémy tylko na produkcie atraktora ZOO(C), ale mozna je rozszerzy¢ na cala

przestrzen »__ (R?).

czynniki ( )k przez ¢, taka wersja wydaje sie bardziej naturalna.
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skonczonego rzedu. Konstrukcja rozwija pomysly z mojej pracy [S5] o ktérej wiecej napisze w dalszej
czesei autoreferatu (str. 21).

Na koniec chcialbym dodaé, ze w [S8] pracowaliSmy z warunkiem silnego zwezania (zakladali$my,
ze Lip(f;) < 1 wzgledem metryki d,, dla pewnego ¢ < 1), jednak jestem przekonany, ze mozna by
te rozwazania prowadzi¢ dla odwzorowan spetniajacych stabszy warunek zwezania. Z drugiej strony
komplikacja techniczna jeszcze bardziej by wzrosta, dlatego zdecydowalidémy sie na takie ograniczenie.

2.3.6 Przestrzenie zerowymiarowe jako topologiczne fraktale i atraktory GIFS-6w

W pracy [S3], napisanej wspélnie z T. Banakhem i M. Nowak, skupiliémy sie na Problemie 2.3, rozwa-
zajac jednak calosciowo przestrzenie ZZM. UdowodniliSmy nastepujace (patrz dowody Lematu 3 oraz
Twierdzenia 1 w [S3]):

Twierdzenie 2.15. Niech X bedzie nieprzeliczalng lub przeliczalng o nastepnikowej wysokosci, prze-
strzeniq ZZM. Wowczas X jest topologicznym fraktalem. Co wiecej, istnieje taki IFS F = {f;:1 € I}
na X, Ze X = U;er fi(A), i przy tym:

(i) F jest zlozony z dwéch (w przypadku nieprzeliczalnym) lub 2| X WD (w praypadku przeliczal-
nym) odwzorowar;

(it) f;(X)Nfi(X)=0dlai,jel,i#j;

(iii) dla dowolnego € € (0,1) istnieje zgodna ultrametryka®® d wzgledem ktdrej Lip(F) < e.

W [S3] topologiczne fraktale dla ktérych istnieje IFS spelniajacy warunki (ii) oraz (iii) nazwali-
Smy ultrafraktalami Banacha (ang. Banach ultrafractals). Poniewaz kazdy ultrafraktal Banacha jest
przestrzenia ZZM, wiec teza powyzszego twierdzenia charakteryzuje przestrzenie ZZM, ktore sg nie-
przeliczalne lub sa przeliczalne i maja nastepnikowsg wysokosé.

Dowéd Twierdzenia 2.15 jest zupelnie inny niz punktu 1) Twierdzenia 2.3, nawet dla przeliczalnych
Z7ZM. Zdefiniowaliémy specjalng rodzine 740 tzw. drzew z wysokoscig (ang. height trees, por. Definicje
1 w [S3]) wraz z kanonicznymi topologiami na ich brzegach (Definicja 2 w [S3]). Nastepnie udowodni-
liSmy (Stwierdzenie 1 w [S3]), ze kazda nieprzeliczalna lub przeliczalna i unitalna przestrzen ZZM jest
homeomorficzna z brzegiem 0T pewnego drzewa T € 7. Pozostalo wiec udowodnié¢ Twierdzenie 2.15
dla brzegéw odpowiednich drzew z rodziny 7. Okazalo sig, ze wystarczy przeprowadzié¢ konstrucje na
samych drzewach — odpowiednio zdefiniowana norma || - || na drzewie T' generuje ultrametryke dj.;| na
jego brzegu 0T (Definicja 3 w [S3]), natomiast wlasciwie zdefiniowane odwzorowanie miedzy drzewami
f: T — S indukuje odpowiednie odwzorowanie miedzy ich brzegami f : 8T — 95 (Definicje 4 1 5
oraz Lemat 1 w [S3]). W ten sposéb, dla drzew T' odpowiadajacych przestrzeniom nieprzeliczalnym
lub unitalnym o nastepnikowej wysokosci, udato sie zdefiniowa¢ dwa odwzorowania fi, fo : T +— T,
ktore w naturalny sposéb wygenerowaly odpowiednie normy na drzewie T takie, ze IFS F = { 1, fg}
spelnia teze Twierdzenia 2.15 dla ultrametryk generowanych przez te normy (dowéd Lematu 3 w [S3]).
W przypadku przeliczalnej nieunitalnej przestrzeni X skorzystaliSmy z tego, ze X jest suma kilku kopii
tej samej przestrzeni unitalnej.

Twierdzenie 2.15 jest rozwigzaniem Problemu 2.3, nie méwi jednak o mozliwosci zanurzenia w prosta
R, zatem nie mamy tu pelnego odpowiednika punktu 1) Twierdzenia 2.3 na przypadek nieprzeliczalnej
przestrzeni X . Co wiecej, E. D’Aniello i T. H. Steele pokazali w artykule [34] (ktéry powstal niezaleznie
od naszego), ze kazdy niepusty, domkniety, nieprzeliczalny i brzegowy podzbiér [0, 1] jest homeomor-
ficzny z atraktorem Scistego IFS-u na R. W szczegdblnosci oznacza to, ze nieprzeliczalna przestrzen ZZM
jest homeomorficzna z atraktorem $cistego IFS-u na R. Z drugiej jednak strony, konstrukcje z [34] nie

39)Tj. metryka spelniajaca warunck d(z,y) < max{d(z, z),d(z,y)}.
49)To oznaczenie pojawia sie tylko na potrzeby tego autoreferatu.
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daja az takiej kontroli nad licznosciami IFS-6w, a przy tym nasz wynik méwi o istnieniu ultrametryk
dla zadanego wczesniej IFS-u i dowolnego € € (0, 1).

Okazuje sie jednak, ze zaproponowana przez nas konstrukcja moze byé odpowiednio zanurzona
w prosta R. We wspomnianym juz artykule [12], napisanym wspdlnie z T. Banakhem i M. Nowak,
zauwazyliSmy (dow6d Twierdzenia 7.2 w [12]), ze skonstruowane w [S3] IFS-y F na nieprzeliczalnych
oraz przeliczalnych i unitalnych ZZM, ztozone z dwoch odwzorowan, spetniaja warunek

Vgl 7 (X)) =9(X) v g(X)Nf(X)=0 v [f(X)]=1 Vv |g(X)[ =1 (13)

Pokazali$my tez (Lemat 7.3 w [12]), Ze jezeli X jest przeliczalna o nastepnikowe]j wysokosci, to istnieje
IF'S generujacy X zlozony z trzech odwzorowan i tez spelniajacy (13). Jak wynika ze Stwierdzenia 7.1
oraz Twierdzen 4.2 i 6.1 z [12], warunek (13) implikuje z kolei, ze X mozna zanurzyé¢ w R jako
atraktor IFS-u F’ o dowolnie malej stalej Lip(F’) i tak samo licznego jak F. Otrzymujemy wiec
pelny odpowiednik punktu 1) Twierdzenia 2.3 dla przestrzeni nieprzeliczalnych, jego wzmocnienie dla
przestrzeni przeliczalnych (wystarcza trzy odwzorowania zamiast 2| X (ht(X))] ), jak réwniez wzmocnienie
wspomnianego wyniku E. D’Anielloi T. H. Steele’ego z [34]. Dodajmy, ze warunek (13) implikuje jeszcze
inne wlasnos$ci, m. in. zwiazane z zachowaniem si¢ pseudometryk Kameyamy — szczegdétowa dyskusja
znajduje sie w przytoczonym artykule [12].

Na koniec omawiania wynikéw z [S3] chcialbym wyjasnié¢ dlaczego powotalem sie na artykul [12]
bedacy w recenzji. Dla przytoczonych z niego rezultatéw kluczowe sa bowiem konstrukcje IFS-6w z [S3]
i dopiero po pewnym czasie, podczas pracy nad [12], dostrzegliSmy ich pelny potencjal (dla porzadku
dodajmy, ze konstrukcja IFS-6w z [79] réwniez spelnia (13)).

W pracy [S5] rozwiazalem czeSciowo Problemy 2.7 i 2.8 — pokazalem, ze istnieja zbiory na plasz-
czyznie, ktore sa atraktorami Scistych GIFS-6w, ale nie sg atraktorami stabych IFS-6w. W istocie,
udowodnitem, ze takie rozréznienie zachodzi dla kazdego rzedu m oraz ze nie kazdy zwarty podzbidr
plaszczyzny jest atraktorem pewnego slabego GIFS-u*!) (podaje tu tezy Twierdzen 6 i 9 z [S5]):

Twierdzenie 2.16.

1. Dla dowolnego m > 2 istnieje taki zbior typu Cantora C(m) C R?, ze

1a) C(m) jest atraktorem $cistego GIFS-u F rzedu m na R?;
1b) C(m) nie jest atraktorem stabego GIFS-u rzedu m — 1.

2. Istnieje zbior typu Cantora C' C R? niebedgcy atraktorem Zadnego stabego GIFS-u.

Konstrukcja zbioréw C(m) i C przebiega standardowo — zaczynamy od pelnego kwadratu jednost-
kowego i w kolejnych krokach z otrzymanych kwadratéw usuwamy ich czesci, pozostawiajac pewna
liczbe mniejszych kwadratow. Istota lezy w tym, by za kazdym razem zostawiaé coraz wiecej tych
mniejszych kwadratéw. Dobierajac odpowiednio parametry (licznosci kwadratéw, dlugosci ich bokéw
etc.), otrzymujemy zbiory o podanych wlasnosciach. Dodam, ze pomyst byl zainspirowany analogiczna
konstrukcja S. Crovisiera i M. Ramsa z [31], ktérzy zdefiniowali w podobny sposéb zbiér typu Cantora
na prostej niebedacy atraktorem stabego IFS-u (konstrukcje zbioréw C(m) i C' mozna w prosty spos6b
przeniesé¢ na prosta i wtedy GIFS-y z punktu Za) beda ztozone z dwdch odwzorowan).

Chciatbym podkreslié, ze praca [S5] powstala przed oméwiona wezesniej [S7] — majac do dyspozycji
przestrzen kodéw, opis konstrukcji zbioréw C'(m) i C bylby prostszy (takie uproszczenie zastosowali$my
we wspomnianej konstrukeji z [S8]). Co wigcej, z moich nieopublikowanych notatek wynika, ze sama
przestrzen kodéw dla GIFS-u rzedu m nie jest atraktorem stabego GIFS-u rzedu m — 1.

Twiedzenie 2.16 pokazuje, ze rodziny atraktoréw GIFS-6w i [FS-6w nie pokrywaja sie, jest wiec
pewnym rozwiazaniem Problemu 2.7. Z drugiej strony, zbiory C(m) sa zbiorami typu Cantora, a wiec
sg homeomorficzne z trojkowym zbiorem Cantora, atraktorem Scistego IFS-u na R.

4D 0o wynika tez ze wspomnianej wezesniej konstrukeji z pracy [S8]; artykul [S5] powstal znacznie wczesniej niz [S8].
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W pracy [S9], napisanej wspoélnie z E. Maslanka, rozszerzyliémy Twierdzenie 2.16 (rozwazajac pod-
zbiory prostej a nie plaszczyzny, lecz nie jest to istotna réznica) na wszystkie nieskonczone przestrzenie
ZZM (Twierdzenie 5.1 w [S9]). Daje to pelna pozytywna odpowiedz na pytanie postawione w Problemie
2.7, gdyz mozemy przyja¢ m := 2, a za X wziaé przestrzen o granicznej wysokosci. Jest tez elementem
analizy Problemu 2.8 i wzmacnia punkt 3) z Twierdzenia 2.3.

Twierdzenie 2.17. Niech X bedzie nieskoriczong przestrzeniq ZZM.

1. Dla dowolnego m > 2, istnieje taki zbior Y (m) C R homeomorficzny z X, Ze:

la) Y (m) jest atraktorem Scislego GIFS-u F rzedu m na R;
1b) Y (m) nie jest atraktorem stabego GIFS-u rzedu m — 1.

2. Istnieje zbior Y C R homeomorficzny z X, niebedgcy atraktorem Zadnego stabego GIFS-u.

W punkcie Ia) prawdopodobnie nie uzyskaliémy minimalnej potrzebnej liczby odwzorowan. Ogra-
niczajac analize do GIFS-6w rzedu 2 i przeliczalnych przestrzeni ZZM, otrzymaliémy wynik dajacy
taka minimalng licznos$é (Twierdzenie 4.1 w [S9]).

Twierdzenie 2.18. Niech X bedzie przeliczalng przestrzeniq ZZM. Woéwczas dla dowolnego € € (0,1),
X jest homeomorficzna z atraktorem Scistego GIFS-u F rzedu 2 na prostej R zlozZonego z dwdch od-
wzorowan takiego, ze Lip(F) < e.

Zauwazmy, ze ciekawy jest nie tylko przypadek przestrzeni X z graniczna wysokoscia — réwniez
dla przestrzeni o nastepnikowej wysokosci, skonstruowany GIFS jest zlozony z dwoch odwzorowan.
Przy tym, jak wspomnialem przy okazji omawiania wynikéw z [S3], w takim przypadku udalo sie nam
skonstruowaé¢ odpowiednie trzyelementowe IFS-y.

Otrzymalismy tez szereg kolejnych przyktadéw atraktorow GIFS-6w niebedacych topologicznymi
fraktalami (Twierdzenie 6.1 w [S9]). Rozszerza to pozytywna odpowiedz na pytanie z Problemu 2.7:

Twierdzenie 2.19. Niech Z bedzie spdjnym atraktorem GIFS-u F rzedu 2 spelniajgcego Lip(F) < %
Wowczas istnieje taka przestrzen metryczna X, zZe

(i) kazda skladowa spdjnosci X jest samopodobng kopig Z;
(ii) X jest atraktorem Scislego GIFS-u G rzedu 2;

(iii) X nie jest topologicznym fraktalem.
Ponadto, gdy Z jest podzbiorem przestrzeni Banacha Y, to rowniez X C Y.

Wybierajac w powyzszym twierdzeniu rézne, niehomeomorficzne spéjne przestrzenie Z (kostki
w przestrzeniach euklidesowych, wersje kostki Hilberta etc.) otrzymujemy kolejne przyklady wza-
jemnie niehomeomorficznych atraktorow GIFS-6w niebedacych topologicznymi fraktalami. Co wie-
cej, ustalajac n € Ni s € [1,n], oraz biorac jako Z spdjny atraktor IFS-u na R™ ktérego wymiar
Hausdorffa dimg(Z) = s, otrzymujemy atraktor X $cistego GIFS-u rzedu 2 na R", ktéry spelnia??)
dimyg(X) = s i przy tym nie jest topologicznym fraktalem. Wzmacnia to teze gléwnego wyniku z ar-
tykulu E. D’Aniello [32] na przypadek s > 1.

Dowody Twierdzen 2.17-2.19%3) opieraja sie na szczegdlnej konstrukcji przestrzeni metrycznych.
WyrézniliSmy pewna ogdlna rodzine drzew (tzw. wlasciwych, ang. proper trees) i ciagdéw liczb dodat-
nich (nazwaliSmy je dobrymi, ang. good), oraz dla kazdej pary (A, b) (gdzie A jest wlasciwym drzewem,

42)Wykorzystujemy tu bezposrednio konstrukcje z dowodu Twierdzenia 2.19 — przestrzen X ma przeliczalnie wiele
sktadowych spdjnosci.

43)Wspomne tu o drobnych usterkach — w sformutowaniu Twierdzenia 6.2 w [S9] nie dodali$my zatozenia Lip(F) < %,
a w przeksztatceniach w széstej linijce strony 31 powinno by¢ 2bipr < 2Apbr—1.
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a b jest dobrym ciagiem) zdefiniowaliSmy tzw. (A, b)-przestrzen (ang. (A, b)-space; Definicja 3.1 w [S9]),
ktorej punkty lub pewne podprzestrzenie sg indeksowane elementami z brzegu drzewa A, a metryczne
zalezno$ci sterowane ciagiem b. PokazaliSmy (Twierdzenie 3.4 w [S9]), ze gdy wszystkie punkty sa indek-
sowane elementami z brzegu, to takie przestrzenie (ktére nazwalismy (A, b, s)-przestrzeniamz’44)) mozna
zdefiniowaé na prostej R, a gdy podprzestrzenie indeksowane elementami z brzegu sa samopodobnymi
kopiami ustalonej przestrzeni Z (méwimy wtedy o (A, b, Z)-przestrzeniach), to takie przestrzenie za-
wsze istnieja. Co wiecej, gdy Z jest podzbiorem przestrzeni Banacha Y, to réwniez (A, b, Z)-przestrzen
moze by¢ zdefiniowana w Y. Dalej udowodnilismy (Stwierdzenia 3.10 i 3.12 w [S9]), ze kazda przeli-
czalna przestrzen ZZM jest homeomorficzna z pewna (A, b, s)-przestrzenia, a nieprzeliczalna — z pew-
nym, odpowiednio ,duzym” podzbiorem (A, b, s)-przestrzeni. W zwiazku z powyzszym, aby udowodnié
Twierdzenia 2.17-2.19, wystarczylo skupié sie na analizie (A, b)-przestrzeni.

Mam jeszcze kilka uwag odnosnie zaprezentowanych dowodéw. Dla Twierdzenia 2.18 wystarczytaby
konstrukcja M. Nowak z [79], gdyz (A, b)-przestrzenie odpowiadajace przeliczalnym ZZM (i w szcze-
gélnosci, ich realizacje na prostej) sa uogélnieniami jej konstrukcji z [79]. Jednak juz dla dowodu
Twierdzenia 2.17, podejscie z [79] nie wydaje sie wystarczajace — potrzebne byly znacznie elastycz-
niejsze zaleznosci metryczne. Poza tym, zaprezentowany dowdd Twierdzenia 2.17 nie dziala w przy-
padku, gdy X jest przestrzenia Cantora (gdyz musieliémy rozszerzy¢ (A, b, s)-przestrzenie o pewne
ciagi) — powolaliSmy sie po prostu na Twierdzenie 2.16. W dowodzie Twierdzenia 2.19 wykorzysta-
lismy (A, b, Z)-przestrzen, gdzie A odpowiada przeliczalnej przestrzeni unitalnej o wysokosci w, oraz
ciekawy sam w sobie fakt, ze jezeli przestrzen X jest topologicznym fraktalem, to przestrzen ilorazowa
X/R. réwniez jest topologicznym fraktalem, gdzie R, jest relacja nalezenia do tej samej sktadowej
spéjnosci (Twierdzenie 2.7 z [S9]) .

Ostatni wynik z pracy [S9] jest powiazany z Problemem 2.7. Wiadomo ([10], [33]), ze rodzina
atraktoréw slabych IFS-6w na (odpowiedniej) przestrzeni metrycznej X jest zbiorem pierwszej kategorii
Baire’a w K(X). Udowodnilismy analogiczny wynik dla Scistych GIFS-6w (Twierdzenie 7.1 w [S9]):

Twierdzenie 2.20. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta. Wowczas zbior
A:={K € K(H) : K jest atraktorem $cistego GIFS-u}

jest pierwszej kategorii Baire’a w K(H).

Na koniec przytocze jeszcze wyniki z omawianej juz pracy [S1] zwiazane z Problemem 2.7. Wy-
réznilisSmy pewna klase GIFS-6w definiowanych na podprzestrzeni przestrzeni ¢y (tzw. ladnych, ang.
nice) i pokazaliémy*®) (Twierdzenie 4.3 w [S1]), ze pewne modyfikacje kostki Hilberta sa atraktorami
stabych GIFS-6w rzedu 2, i jednoczes$nie nie sa atraktorami ani stabych tadnych IFS-6w ani silnych
tadnych GIFS-6w. W jakiej$ mierze pokazalo to istotno$¢ otrzymanej w [S1] wersji Twierdzenia 2.4,
jednak nie dalo pelnego rozwiazania Problemu 2.7. Dodatkowo, stosujac wynik z mojej rozprawy
doktorskiej (zamieszczony tez w pracy [S31], o ktérej napisze na stronach 34 i 35 autoreferatu) poka-
zaliSmy (Twierdzenie 5.3 w [S1]), ze jezeli K jest domknietym, ograniczonym i wypuklym podzbiorem
przestrzeni Banacha X za$§ m,n € N sa ustalone, to zbiér kR, ,,(K) stabych GIFS-éw na K rzedu
m zlozonych z n odwzorowan, jest rezydualny (tzn. jest dopelnieniem do zbioru pierwszej kategorii
Baire’a)*®) w przestrzeni Qym (K) GIFS-6w zlozonych z uogdlnionych odwzorowan nieoddalajacych na
K (tj. takich, ze Lip(F) < 1). Dodajmy, ze GIFS F = {fi, ..., fn} rzedu m utozsamialiémy z funkcja
F = (fi,...,fn) : K™ — K" i ze badania nad tego typu problemami dla przestrzeni odwzorowan
nieoddalajacych byly wczesniej prowadzone (wigcej napisze na str. 34 i 35). SformulowaliSmy tez wy-
nik méwiagcy o tym, ze zbiér kB, ,,, (K) Scistych GIFS-6w jest pierwszej kategorii w €, p,(K) o ile K

W tym przypadku w zasadzie mozemy utozsamiaé przestrzen z brzegiem drzewa.

4)W sformulowaniu Lematu 4.4 z [S1] pojawia sie nieScisto$é — brakuje zalozenia ze g # 1, ale taka wersje wykorzystu-
jemy w dalszej czedci.

46)Tak naprawde wyniki sformulowaliémy w jezyku tzw. porowatosci, bedacej metrycznym wzmocnieniem kategorii
Baire’a; wiecej o tym pojeciu napisze w dalszej czesci, na str. 25.
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jest podzbiorem przestrzeni Hilberta, lecz jego uzasadnienie nie jest poprawne. Twierdzenie to (nawet
bez zalozenia o tym ze K jest podzbiorem przestrzeni Hilberta) jest jednak prawdziwe — patrz [20],
w szczegblnosci Uwaga 3.10.

3 Omoéwienie pozostalych wynikéw naukowych
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[S27] E. Oliveira, F. Strobin, Fuzzy attractors appearing from GIFZS, Fuzzy Set Syst. 331 (2018),
131-156.

[S28] F. Strobin, A comparison of two notions of porosity, Comment. Math. 48 (2008), no. 2, 209-219.

[S29] F. Strobin, Porosity of convex nowhere dense subsets of normed linear spaces, Abstr. Appl. Anal.
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Appl. 199 (2016), 1-16.

[S35] F. Strobin, R. Wiertelak, Algebrability of S-continuous functions, Topology Appl. 231 (2017),
373-385.

Przejde teraz do omoéwienia najwazniejszych wynikéw opublikowanych w wyzej wymienionych pra-
cach. Chociaz czes¢ z nich dotyczy teorii Hutchinsona—Barnsleya, to jednak zaczne od przedstawienia
moich dwoéch najstarszych prac, gdyz dotycza wspomnianego juz pojecia porowatosci, ktore pojawia
sie tez przy okazji badan nad IFS-ami.

3.1 Pewne pojecia porowatosci

Porowatosé (ang. porosity) jest metrycznym wzmocnieniem pojecia nigdziegestosci. Przypomnijmy, ze
podzbiér M przestrzeni topologicznej (X, 7) jest nigdziegesty, jezeli:

v@#UET El@;éVET Vcu \ M.

Najogélniej rzecz ujmujac, idea definiowania porowatosci w przestrzeniach metrycznych polega na za-
daniu, by Srednica zbioru V nie byla zbyt mata wzgledem Srednicy zbioru U. Co oczywiste, ta idea
moze by¢ formalizowana na rézne sposoby i dzi$ funkcjonuje bardzo wiele réznych definicji porowatosci
(zapewne wiekszosé jest oméwiona w przegladowych pracach L. Zajicka [97], [98]). Przy tym, w ,roz-
sadnych” przestrzeniach istnieja zbiory nigdziegeste, ktére nie sa porowate, a nawet nie sa o-porowate
(tj. nie sa przeliczalnymi sumami zbioréw porowatych), wiec wiedza o tym, ze dany zbidr jest nie tyl-
ko nigdziegesty (czy pierwszej kategorii Baire’a), ale nawet porowaty (lub o-porowaty) daje istotna
informacje o jego wielkosci. Ciekawy wydaje si¢ tez problem szukania najmocniejszego warunku typu
porowatosci pasujacego do danego zbioru. Tego typu badania byly prowadzone w ostatnich dziesiecio-
leciach i wiele zbioréw, o ktérych wiedziano, ze sa nigdziegeste czy pierwszej kategorii, okazalo sie by¢
w istocie zbiorami porowatymi czy o-porowatymi.

Artykuly [S28] i [S29] po$wiecitem badaniu pewnych poje¢ porowatosci. Powstaly one na poczatku
moich studiéw doktoranckich i cze$¢ materiatu z [S29] weszla w sklad rozprawy doktorskie;j.

W [S28] poréwnalem ze soba dwa pojecia porowatosci — tzw. O-porowato$é, rozwazana przez V. Ole-
vskiego w [81] i tzw. kulowg malosé (ang. ball smallnes), przedstawiona przez L. Zajicka w [98]. Oba
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pojecia pojawily sie w kontekscie porowatoéci wypuklych i nigdziegestych podzbioréw przestrzeni unor-
mowanych i na pierwszy rzut oka sa dos¢ podobne. Gléwne twierdzenie z [S28] méwi, ze to przypusz-
czenie nie jest do konca prawdziwe — o ile kazdy zbiér kulowo maty jest o-O-porowaty, to jednak w
kazdej przestrzeni Banacha istnieje O-porowaty zbiér, ktéry nie jest kulowo maty.

Z kolei w artykule [S29] moim celem bylo dobranie najlepszego warunku typu porowatosci dla wy-
puklych i nigdziegestych podzbioréw przestrzeni unormowanych. 7 jednej strony, korzystajac z idei
tzw. kgtowej porowatosci (ang. angle porosity, patrz [98]), udalo sie scharakteryzowaé¢ warunek ,,otocz-
ka wypukla conv M zbioru M jest zbiorem nigdziegestym” w terminach porowatosci (co zaowocowalo
definicja c-porowatos$ci). Z drugiej strony jednak, podana charakteryzacja bazuje na przestrzeni dual-
nej, co jest pewnym mankamentem. Dlatego tez poszukalem jak najmocniejszego, czysto metrycznego
warunku spelnianego przez wypukte i nigdziegeste zbiory, otrzymujac pewne wzmocnienia obserwacji
V. Olevskiego z [81] i L. Zajicka z [98].

Dodajmy na koniec, ze zbiory wypukte i nigdziegeste pojawiaja sie w naturalny sposéb — np. takie
sa otoczki wypukle zbioréw zwartych w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych (o czym wspomniat
L. Zajicek w [98]), jak réwniez zbiory konstruowane w dowodzie twierdzenia Banacha—Steinhausa (co
zaobserwowal V. Olevskii w [81]).

3.2 Spodjnosé atraktoréw pewnych rodzin IFS-6w

Zalézmy, ze X jest nieskonczenie wymiarows przestrzenig Banacha. Dla funkcji g : X — X i w € X,
niech g, (x) := g(x) + w dla x € X. W artykule [95], napisanym wspdlnie z J. Swaczyna (artykul jest
przyjety do druku, nie ma jeszcze numeru DOT), udowodniliémy nastepujace:

Twierdzenie 3.1. Zaldimy, Ze f,g sq¢ kontrakcjami Matkowskiego, przy tym f jest zwarta w tym
sensie, ze dla dowolnego zbioru ograniczonego D C X, f(D) jest relatywnie zwarty. Jezeli zachodzi
jeden z warunkow:

(i) g jest odwzorowaniem afinicznym (i w szczegdlnosci ||g|| < 1);
(ii) Lip(g) < &;
(iii) g jest zwarta,
to zbior
Ctq = {w € X : atraktor IFS-u {f, g} jest spojny}
jest domkniety oraz jest przeliczalng sumgq zbiorow zwartych. W szczegélnosci, Cy 4 jest zbiorem nig-

dziegestym i o-c-porowatym.

Twierdzenie to wzmacnia wynik otrzymany przez R. Miculescu i A. Mihaila w [69] (oraz w [68]),
gdzie pokazali teze w przypadku, gdy zachodzi (i) oraz dodatkowo f jest operatorem liniowym. Dodaj-
my, ze dow6d przy zalozeniu (7) jest w zasadzie powtérzeniem tego z [69], ale w pozostalych przypadkach
uzasadnienia sg nieco inne. Jako wniosek pokazalismy, ze przy zalozeniach z Twierdzenia 3.1, zbiér

Wyg:={(s,w) € X x X : atraktor IFS-u {fs, gw} jest spéjny}

jest domkniety i brzegowy.

W [S32] badalem nieco szerszy problem (artykul [S32] zostal napisany p6zZniej niz [95], dlatego
omawiam go w drugiej kolejnosci). Dla IFS-u G i w € X, niech G, := {gw : g € G}. Udowodnilem:

Twierdzenie 3.2. Niech F,G bedq takimi IFS-ami, Ze kazda f € F jest zwarta, oraz zachodzi jeden
z warunkoéw:
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(i) Lip(F) + Lip(G) + Lip(F U G) < 1;
(i1) Lip(G) < 3
(iii) kazda g € G jest zwarta.

Wowczas zbior
Crg:={w € X : atraktor IFS-u F UG, jest spdjny},

jest domkniety oraz jest przeliczalng sumq zbioréow zwartych.

Widaé, ze powyzsze twierdzenie jest cze$ciowym uogélnieniem Twierdzenia 3.1 (warunek (i) ma zu-
pelnie inna nature niz poprzednio, przy tym w (i) mamy ostra nieréwnoéé47)). Jego dowdd jest z jednej
strony podobny, ale udato mi si¢ spojrze¢ na odpowiednie przeksztalcenia z nieco innej perspektywy
— okazalo sie, ze zbiory zwarte, ktére pojawiaja sie w dowodach to zbiory punktéw stalych pewnych
zwezajacych multifunkcji, wiec ich zwartos¢é moze byé wyprowadzona ze znanego twierdzenia o punk-
tach stalych dla kontrakcyjnych multifunkcji. Zbadatem tez zbiér Wr g zdefiniowany analogicznie jak
Wy 4 (w dowodzie wykorzystalem twierdzenie Kuratowskiego—Ulama, co jednak, jak si¢ zorientowalem
juz po obublikowaniu artykutu, nie bylo konieczne).

Dodam na koniec, ze aby otrzymac tak silne tezy o zbiorach Cy , i Cr g, pewne zalozenia musza by¢
poczynione — jak pokazali R. Miculescu i A. Mihail w [69], w pewnym zakresie teza o Cy 4 charakteryzuje
zwartosé f.

3.3 Dalsze aspekty teorii GIFS-6w

Najciekawsze, moim zdaniem, artykuly dotyczace GIFS-6w oméwitem w poprzedniej cze$ci autorefe-
ratu. Tu przedstawie pokrétce pozostate dwie publikacje o tej tematyce.

W [S16] wspélnie z D. Dumitru, L. Ioana i R. Sfetcu®® rozwazaliémy odpowiednik topologicz-
nego zwezania w kontekscie GIFS-6w. Wykorzystujac przestrzen kodéw, wprowadziliSmy nastepujaca
definicje (wykorzystuje tu wszelkie notacje zwiazane z przestrzenia kodow):

Definicja 1. Zalézmy, ze X jest przestrzeniag Hausdorffa. GIFS F nazywamy topologicznie zwezajgcym,
jezeli spelnia nastepujace dwa warunki:

(t1) dla kazdego K € K(X) istnieje taki D € K(X), ze K C D oraz F(D,...,D) C D;

(t2) dla kazdego D € K(X) takiego, ze F(D, ..., D) C D oraz dowolnego o € 2, zbidr ey fal, (Dk)
jest jednopunktowy.

W artykule rowazaliSmy tez przypadek, gdy GIFS F sktada si¢ z nieskoniczenie wielu odwzorowan,
dlatego podana tam definicja topologicznego zwezania zawiera dodatkowy warunek (t3), automatycz-
nie spelniony, gdy F jest skonczony. Pokazalidmy, ze kazdy topologicznie zwezajacy GIFS spelnia teze
Twierdzen 2.4 i 2.11, przy tym kazdy staby GIFS na przestrzeni euklidesowej lub zwartej jest topolo-
gicznie zwezajacy.

Podalidémy tez dosé¢ ogdlng konstrukcje rodziny atraktoréw topologicznie zwezajacych GIFS-6w.
Jako szczegdlne przypadki otrzymali$my przestrzenie I x P oraz C'x K, gdzie I jest odcinkiem (wlasciwie
jego homeomorficzna kopia), C' jest przestrzenia Cantora, P jest kontinuum Peano, zas K jest dowolna
przestrzenia zwarta i metryzowalng. UdowodniliSmy tez, ze atraktor topologicznie zwezajacego GIFS-u

4D Warunek (iii) uogélnia ten z Twierdzenia 3.1, jednak przy zatozeniu (iii) w Twierdzeniu 3.1 uzyskali$my w [95] nieco
mocniejsza teze.

48)Moi wspétautorzy to mlodzi rumuiniscy matematycy z Uniwersytetu w Bukareszcie, pracujacy razem z R. Miculescu
i A. Mihailem. Wspdélprace nawigzaliSmy podczas mojej wizyty w Bukareszcie w 2014 r.
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jest metryzowalny, przy czym, w przeciwienstwie do przypadku topologicznie zwezajacych IFS-6w, moze
nie istnie¢ metryka przy ktorej odwzorowania z danego GIFS-u staja sie uogélnionymi kontrakcjami
Edelsteina.

W artykule [S27], napisanym wspoélnie z E. Oliveira, rozwazyli$émy rozszerzenie teorii GIFS-6w na
przypadek zbior6w rozmytych. Taki odpowiednik dla klasycznych IFS-éw zostal zdefiniowany w [26].
Sformutuje tu odpowiednik Twierdzenia 2.1 z artykulu [26] i tylko skomentuje otrzymana wersje dla
GIFS-6w.

Zbiorem rozmytym na przestrzeni X nazwiemy kazda funkcje u : X +— [0, 1]. Definiujemy:

[u]® = u=1((0,1]), jezeli a=0
T w ([, 1)), jezeli a € (0,1]

Dla przestrzeni metrycznej X, niech K*(X) oznacza rodzine zbioréw rozmytych u : X +— [0, 1], ktére sa
poélciagle z gory i takie, ze wszystkie [u]* sa zwarte i niepuste. Zbiér K*(X) jest odpowiednikiem prze-
strzeni zbioréw zwartych K(X) i w szczegdlnosci daje si¢ go odpowiednio zmetryzowaé w sposéb zupel-
ny, o ile X jest zupelna. Kazda ciagla funkcja f : X +— X generuje odwzorowanie f* : K*(X) — K*(X)
zdefiniowane przez f*(u)(y) := sup{u(x) : x € f~(y)}, gdzie przyjmujemy sup ) = 0. Odpowiednik
Twierdzenia 2.1 z [26] jest nastepujacy:

Twierdzenie 3.3. Zaldimy, ze X jest zwartq przestrzeniqg metryczng, F = {f; : i € I} jest Scistym
IFS-em na X i {p; : i € I} jest rodzing niemalejgcych, prawostronnie cigglych, nieujemnych funkcji
takich, ze p;i(0) = 0 dla i € I oraz max{p;(1) : i € I} = 1. Wowczas operator F* : K*(X) — K*(X)
zdefintowany przez

F(w) i= max{pi( i (w) 17 € I}

jest kontrakcjg Banacha na K*(X). W szczegdlnosci istnieje dokladnie jeden u, € K*(X) spelniajocy
F*(ux) = uy, co oznacza, ze dla dowolnego o € [0, 1],

[wd® = J fi ([pj (ws)]) -

i€l

Ponadto dla dowolnego u € K*(X), ciqg iteracji u operatora F* zbiega do u.

Dodajmy tu, ze rodzina funkeji {p; : ¢ € I} jest niezbedna na to, by teoria rozmytych IFS-6w istotnie
rozszerzata teorie IFS-6w — gdy te funkcje sa identycznoSciami, to u, jest funkcja charakterystyczna
atraktora IFS-u F.

W [S27] pokazalismy, ze Twierdzenie 3.3 mozna w naturalny sposéb przenie$¢ na przypadek GIFS-
Ow, przy czym rozwazyliSmy od razu ogdlny przypadek stabych GIFS-6w na zupeinej przestrzeni X.
Dodatkowo, przeanalizowaliémy zwiazki atraktora danego GIFS-u z rozmytym atraktorem, otrzymu-
jac pewne naturalne kryteria (zwiagzane z wlasnosciami funkcji {p; : ¢ € I}), przy ktérych rozmyty
atraktor nie jest funkcja charakterystyczng atraktora wyjsciowego GIFS-u. Wykorzystujac te kryteria
otrzymaliSmy tez odpowiednik Twierdzenia 2.16 pokazujacy, ze takie rozmyte GIFS-y réznych rzedéw
generuja rézne rodziny rozmytych atraktoréw.

3.4 Twierdzenia o punktach stalych dla odwzorowan okreslonych na przestrze-
niach ciggéow

Material z artykutu [S25], napisanego wspélnie z J. Jachymskim i L. Maslanka, stanowil punkt wyjscia
do badan nad bardziej restrykcyjna (wzgledem podejscia N. Seceleana z [92]) wersja GIFS-6w rzedu
nieskonczonego, ktéra oméwitem w ramach artykutu [S8]. W szczegdlnosci, przytoczone juz Twierdzenie
2.13 jest jednym z gléwnych wynikéw z [S25].
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Rezultat ten wyprowadziliSmy z ogélniejszej obserwacji. Jezeli X jest przestrzenig metryczna
if: Y (X) = X, to zdefiniujmy*? f: 3 (X) — 3 (X) przez

f((zr)) == (f((zk)), 21, 225 -.0).

Okazuje sie, ze istnieje $cisly zwiazek miedzy ciagami zdefiniowanymi jak w (11) a ciagami iteracji
f—jezeli = (x) € Yoo(X), to fB(z) = (¥, ..., 2", 21, 29,...), gdzie ciag (z¥) jest zdefiniowany
przez (11). Relacja f z f jest jeszcze silniejsza i problem szukania kontrakcyjnego uogélnionego punktu
statego funkcji f sprowadza sie do szukania kontrakcyjnego punktu stalego funkcji f :

Twierdzenie 3.4. Niech f: Y (X)+— X. Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) f posiada kontrakcyjny uogdlniony punkt staly z. € X;

(ii) f posiada kontrakeyjny punkt staly, przy rozwazaniu topologii Tichonowa na Yoo (X).

Ponadto, x, jest punktem statym funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy X« = (Ty, Tx,...), gdzie T, jest
uogolnionym punktem stalym funkcji f.

Dodajmy, ze rozwazane metryki na Y . (X) nie sa, w ogdlnosci, zupelne, wigc Twierdzenie 2.13 nie
wynika bezpoérednio z powyzszej obserwacji i twierdzenia Banacha o punkcie stalym.

W [S25] przeanalizowaliSmy tez zwiazki Twierdzen 2.5 i 2.13. Z jednej strony, Twierdzenie 2.5 (dla
uogdlnionych kontrakeji Banacha) wynika bezposrednio z Twierdzenia 2.13. Z drugiej strony, jezeli
>0 (X) — X spehia zalozenia Twierdzenia 2.13, to dla dowolnego m € N, funkcja fp, : X™ +— X
zdefiniowana przez fp,(x1,...,Tm) = f(x1,..., Tm,Zo, X0, ...) (gdzie xo jest ustalonym punktem X),
spelnia zalozenia Twierdzenia 2.5 i ciag (z7") uogdlnionych punktéw stalych odwzorowan f,,, zbiega
do z,, uogdlnionego punktu statego f. PokazaliSmy tez przyktad na to, ze teza Twierdzenia 2.13, jak
rowniez ta poprzednia obserwacja, moga nie zachodzié przy zatozeniach N. Seceleana z Twierdzenia

2.6.

Pokazalidémy tez zastosowanie Twierdzenia 2.13 dla prostego zagadnienia rekurencji, w ktérej kazdy
kolejny wyraz ciagu zalezy od wszystkich dotad zdefiniowanych wyrazdw.

Przeprowadziliémy réwniez analogiczne rozwazania dla alternatywnej rodziny metryk na > (X),
dpq, P € [1,00), ¢ € (0,1), zblizonych w definicji do klasycznych metryk indukowanych przez £,-normy,
oraz zbadalidémy zaleznosci miedzy zdefiniowanymi metrykami.

3.5 Dychotomie w przestrzeniach funkcyjnych zwigzane z wlasnoSciami mnozenia
i splotu

Ta czes¢ mojego dorobku (z ktérej wiekszosé — wyniki z [S18], [S20], [S23] oraz [S33] — znalazla si¢
w mojej rozprawie doktorskiej) dotyczy badania nastepujacego problemu: Zalézmy, ze X, Xo,Y sa
przestrzeniami funkcyjnymi i niech ” o ” bedzie dzialaniem mnozenia lub splotu na X; x Xa.

Jak duzy jest zbiér {(f,g9) € X1 x Xo: foge Y}?

Dodajmy, ze w wiekszosci artykutéw, gdzie rozwazamy mnozenie, pojawia sie produkt n wielu prze-
strzeni. Ponizej zawsze bede przedstawial wersje dla n = 2.

Punktem wyjscia byly nastepujace dychotomie otrzymane przez J. Jachymskiego w [45] (szczegdlne
wersje byly wczesniej udowodnione w [8] przez M. Balcerzaka i A. Wachowicza):

19)Stosuje tu wszelkie oznaczenia wprowadzone wezesniej; ciggi numeruje liczbami naturalnymi, chociaz w [S25] nume-
rowaliSmy je od 0.
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Twierdzenie 3.5. Niech (X, 1) bedzie przestrzenig mierzalng, p € [1,00) i niech
Ep:={(f,g9) € L(X) x LP(X) : f - g € LP(X)}.

Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) E, jest pierwszej kategoris w LP(X) x LP(X);
(ii) By £ IP(X) x IP(X);
(iii) inf{u(A): p(A) >0} =0.
Twierdzenie 3.6. Dla ciggu liczbowego o = (), niech
n 00
E, = {((ajk), (yk)) € co X o : cigg (Z aixiyi> jest ogmm'czony} )
=1 n=1

Nastepujgce warunki sq réwnowazne

(i) E jest pierwszej kategorii w co X co;
(’L’L) Ea 75 Cco X Co,
(iii) o ¢ £*.
J. Jachymski wyprowadzit te twierdzenia z pewnej nieliniowej wersji twierdzenia Banacha—Steinhausa.
Poczatkowo, wspélnie z S. Glabem planowaliémy wzmocnié takg nieliniowa wersje w kierunku porowa-

tosci, lecz okazalo sie to niemozliwe (znalezliémy odpowiedni kontrprzyktad w artykule [97]). SkupiliSmy
sie wiec na Twierdzeniach 3.5 i 3.6.

Gléwny wynik z pracy [S18], napisanej wspélnie z S. Glabem, istotnie wzmacnia Twierdzenie 3.5.
Dla p1, pe2,r € (0, 00|, niech

By = {(f9) € IPH(X) % IP*(X) : fg € L'(X)}.

Pp1,p2

OtrzymaliSmy nastepujaca serie warunkéow réwnowaznych:
(i) Ep, p, jest o-porowaty w LP(X) x LP(X);
(i) EJ, , # L7 (X) x DP(X);
(iii) zachodzi jeden z warunkow:

(inf{p(A) : p(A) >0} =0) A (% <ot p%)

(sup{p(A) : p(A) < oo} =00) A (% > p% + p%) :

(14)

W artykule [S33] rozwazylem analogiczny problem zastepujac przestrzenie LP(X), odpowiednimi
przestrzeniami Orlicza L?(X). Dokladniej, rozwazytem zbiory:

EY ., ={(f,9) € L?(X) x L¥*(X) : fg € L¥(X),

gdzie 1, 2,1 sa odpowiednimi funkcjami. Uzyskalem analogiczne rezultaty jak w [S18] (choé¢ czes$é
z nich przy pewnych dodatkowych zalozeniach — problemy zostaly zilustrowane przykladem). W szcze-

gélnosci, warunki narzucone na pi,pe,r w (14) zostaly zastapione odpowiedniem zachowanie funkcji
-1
# w zerze lub nieskoniczonosci. Dodajmy, ze I. Akbarbaglu i S. Maghsoudi w [4] niezaleznie
1 72
uzyskali podobne wyniki.
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Z kolei w artykule [S23], napisanym wspdlnie z S. Glabem i C. W. Yangiem, przeanalizowaliy tego
typu problemy dla mnozenia w przestrzeniach Lorentza LP9(X).

W artykule [S20], wspélnie z S. Glabem uogélnilismy Twierdzenie 3.6. Idea byla taka, ze na wartosé
Yo, auriy; mozemy patrzeé jak na caltke z funkeji axy po zbiorze {1,...,n}, rozwazajac miare liczaca
na N. Uzyskalismy dzieki temu daleko idace wzmocnienie Twierdzenia 3.6, zastepujac N — pewna
przestrzenia topologiczna X z miara, sume — calka, przestrzen ¢y — odpowiednia przestrzenia Cp(X)
funkeji ciagtych znikajacych w nieskonczonosci, zbiory {1, ..., n} — odpowiednimi podzbiorami D,, C X,
oraz pierwsza kategorie — o-porowatoécia. OtrzymaliSmy tez analogiczny wynik rozwazajac przestrzen
C®(X) ograniczonych funkcji cigglych w miejsce Co(X).

Dodajmy jeszcze, ze wigkszo$é gléwnych twierdzen z przytoczonych wyzej prac nie byto formutowa-
nych w formie listy warunkéw réwnowaznych, gdyz gléwna trudno$é spoczywala na jednej implikacji.
Serie warunkow rownowaznych pojawialy sie natomiast we wnioskach.

Niech G bedzie lokalnie zwarta grupa topologiczng i u bedzie miarg Haara na G. Stynna Hipote-
za LP, sformulowana przez W. Zelazke i M. Rajagopalana w latach 60-tych XX w. méwi o tym, ze
jezeli dla wszystkich f, g € LP(G), splot f*g € LP(G), to G jest zwarta. Hipoteza zostala w pelni po-
twierdzona w 1990 r. przez S. Saekiego w [89]. F. Abtahi, R. Nasr-Isafahani i A. Rejali w [1] wzmocnili
ja w przypadku gdy p > 2, pokazujac ze jezeli G nie jest zwarta, to istnieja funkcje f,g € LP(G) takie,
ze fxg(x) = oo dla kazdego = z pewnego niepustego otwartego zbioru. W [S19], napisanej wspélnie
z S. Glabem, polaczyliémy konstrukcje z [1] z pomystami pracy [S18] i udowodniliémy nastepujace
wzmocnienie hipotezy LP dla p > 2:

Twierdzenie 3.7. Zaléimy, ze G nie jest zwarta, p,q < oo spelniajg %4—% < 1 oraz K C G jest
zbiorem zwartym. Wowczas zbior

E :={(f,9) € LP(G) x LY(QG) : splot f x g(x) jest poprawnie okreslony dla pewnego x € K}

jest a—pomwaty50).

I. Akbarbaglu i S. Maghsoudi w [2] i [5] udowodnili analogiczne rezultaty dla innych zakreséw
p i g lub przy dodatkowych zalozeniach o grupie G (nieunimodularno$é, niedyskretnosé), po czesci
wzmacniajac pewne znane wezesniej wyniki (méwiace o istnieniu pewnych funkcji). Z kolei w pracy [3]
rozszerzyli oni analize o przestrzenie Orlicza.

Artykut [S10], napisany wspdlnie z S. Glabem, I. Akbarbaglu i S. Maghsoudim, dotyczy badania
analogicznych probleméw (zwiaznych z hipoteza LP oraz dychotomiami zwiazanymi z mnozeniem) dla
znacznie ogdblniejszej klasy przestrzeni niz Orlicza — tzw. przestrzeni Calderdna-Lozanovskii’ego. Okaza-
to sig, ze przy pewnych dodatkowych, lecz naturalnych, zalozeniach mozna zastosowaé¢ podobne techniki
dowodowe jak we wczesniejszych pracach. Dzieki temu nie tylko udalo sie udowodnié¢ ogélniejsze wer-
sje uzyskanych przez nas wczesniej twierdzen (w przypadku splotéw ograniczyliémy sie do badania
kategorii Baire’a, jednak w przypadku mnozenia uzyskaliSmy wyniki w jezyku porowatosci), to jesz-
cze otrzymali$my czedciowe wzmocnienia pewnych innych rezultatéw. Praca [S10] stanowi, w pewnym
sensie, podsumowanie oméwionego w tym podrozdziale cyklu prac (naszych z S. Glabem jak i I. Akbar-
baglu i S. Maghsoudiego) — jednoczesnie uogélnione zostaly praktycznie wszystkie otrzymane wezesniej
twierdzenia, jak i rozszerzone techniki dowodowe.

Dodajmy jeszcze, ze duza czes$é otrzymanych rezultatéw w [S10] i [S19] moze byé sformulowana
w formie listy warunkow réwnowaznych, przy czym odpowiednie kryteria sa zwiazane z konkretnymi
wlasnosciami grup. W przegladowym artykule [S14], napisanym wspélnie z M. Balcerzakiem i A. Wa-
chowiczem, tak wlasnie przedstawiliSmy te twierdzenia (praca [S14] powstala przed [S10], wiec go nie
uwzglednia).

50) Jak sie okazalo, niepusto$é dopelnienia E byla znana wcze$niej — patrz [88].
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3.6 Wolne podgrupy grup automorfizmoéw przeliczalnych struktur

Niech A bedzie przeliczalng ultrahomogenicznag struktura (tj. kazdy izomorfizm skoniczenie generowa-
nych podstruktur A rozszerza sie do automorfizmu A), a Aut(A) — grupa automorfizméw A. Jednym
z kierunkéw badan nad Aut(A) jest problem istnienia jej podgrup wolnych o pewnych wlasnosciach.

W pracy [S21], napisanej wspélnie z S. Glabem, zdefiniowaliSmy ogélny warunek wystarczajacy na
to, by grupa Aut(A) zawierala wolna podgrupe ¢ wielu generatoréw. PokazaliSmy, ze wiele naturalnych
struktur A spelnia ten warunek (np. grupa permutacji S, grupa liczb wymiernych @, wymierna
przestrzen Urysohna Uy, graf losowy G, uniwersalny przeliczalny zbidér czeSciowo uporzadkowany D,
przeliczalna bezatomowa algebra Boole’a B). W przypadku grupy S. pokazaliémy dodatkowo, ze
kazdy przeliczalny wolny zbiér generatoréw mozna rozszerzy¢ do zbioru ¢ wielu wolnych generatoréw,
a przy dodatkowym zalozeniu Aksjomatu Martina — ze mozna to zrobié¢ dla dowolnego zbioru wolnych
generatoréw mocy < ¢. UdowodniliSmy tez, ze przeliczalny produkt grup przeliczalnych albo zawiera
wolng grupe ¢ wielu generatoréw, albo nie zawiera wolnej grupy nieprzeliczalnie wielu generatoréow.
W [35], M. Dolezal i W. Kubi$ rozszerzyli ten wynik, odpowiadajac twierdzaco na jedno z naszych
pytan.

W kolejnej pracy [S24], napisanej wspoélnie z S. Glabem i P. Gordinowiczem, pokazaliSmy, ze jezeli
A jest przeliczalnym ultrahomogenicznym cze$ciowym porzadkiem, to grupa automorfizméw Aut(A)
jest topologicznie 2-generowana w sposéb wolny (ang. topologically freely 2-generated), tj. posiada gesta
podgrupe wolna dwoéch generatoréw (analogiczny wynik dla przeliczalnych graféw ultrahomogenicz-
nych zostal pokazany w [48]). W dowodzie wykorzystaliSmy wynik J. H. Shmerla z [91], ktéry pozwala
ograniczy¢ sie do pewnych konkretnych typéw czesciowych porzadkéw. Dodajmy, ze w kazdym z nich
udalo sie otrzymaé pewne wzmocnienie wyjsciowej tezy poprzez wskazanie takiej polskiej podprzestrze-
ni X C Aut(A) x Aut(A), ze zbidr par (f,g) € X wolnych generatoréw gestej podgrupy, jest rezydualny
w X.

3.7 Pewne uogdlnienia topologii gestosci

Dla zbioru mierzalnego w sensie Lebesgue’a A C R, przez ®4(A) oznaczmy zbiér punktéw gestosci

zbioru A. Wéwezas zbiér 7y := {A C R : A C ®4(A)} jest topologia, zwana topologia gestosci. Co

wiecej, tzw. aproksymatywna cigglo$é funkcji f : R — R oznacza doktadnie ciagtos¢ przy rozwazaniu

topologii 7; w dziedzinie i topologii naturalnej 7,, w przeciwdziedzinie. W ostatnich 30 latach w osrodku

t6dzkim badane sg intensywnie rézne wersje pojecia punktu gestosci i topologii gestosci. Punktem

wyjscia do jednego z kierunkéw tych rozwazan jest prosta obserwacja, ze w definicji punktu gestosci,
11

zamiast rodziny przedzialéw [—h, h], h > 0, wystarczy rozwazac ciag [—., -], n € N. Naturalna okazuje

sie wiec analiza innych ciggdéw zbioréw w miejsce [—%, %] M. Filipczak i J. Hejduk rozwazali w [41]

przedzialy [—sp, sp], gdzie (sy,) jest pewnym ciagiem, a J. Hejduk i R. Wiertelak w [43] — dowolny ciag
przedziatéw (J,,) zbiezny do 0.

W artykule [S34], wspdlnym z R. Wiertelak, zaproponowalismy podejscie w pewnym sensie naj-
ogélniejsze — rozwazylidémy po prostu ciag zbioréw mierzalnych S = (S,,) o dodatniej mierze zbiezny
do 0 (rodzine takich ciagéw oznaczmy przez S). Gléwny wynik z pracy méwi o tym, ze jezeli S € S
spelnia pewne naturalne warunki, to operator S-gestosci ®s (definiowany analogicznie jak ®4) jest
tzw. operatorem prawie dolnej gestosci (ang. almost lower density operator) i w konsekwencji rodzina
Ts:={A: A C ®s(A)} jest topologia (zwana topologiq S-gestosci, ang. S-density topology). Pokaza-
lismy tez przyklad tak uzyskanej topologii, ktorej nie da sie wygenerowaé za pomocy zadnego ciaggu
przedzialow (J,,). Nasze uogélnienie daje wiec faktycznie co$ nowego wzgledem wezesniejszych prac.

Wspélnie z T. Banakhem i R. Wiertelak pracujemy aktualnie nad rozszerzeniem takich badan na
lokalnie zwarte grupy topologiczne. Przy tym udalo nam sie pokazaé, ze operator ®s jest operatorem
prawie dolnej gestosci dla kazdego ciggu S € S.
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3.8 Algebraizowalnosé¢ i domknieta liniowalnos¢ pewnych podzbioréw przestrzeni
funkcyjnych

W ostatnich 20 latach wyodrebnit sie nowy sposéb mierzenia wielko$ci podzbioréw struktur algebra-
icznych lub topologiczno-algebraicznych. Jezeli V' jest taka struktura (przestrzenia liniowa, algebra,
przestrzeniag Banacha etc.) i E C V, to mozemy uwazaé, ze F jest ,duzy”, jezeli zawiera odpowied-
nio ,duza” podstrukture (podalgebre odpowiedniej liczby generatoréw, podprzestrzen odpowiedniego
wymiaru, etc.). Okazalo sie, ze wiele naturalnych zbioréw (szczegélnie w przestrzeniach funkcyjnych)
jest duzych w tym sensie (patrz np. przegladowy artykut [21]). Takie problmy byly w ostatnich latach
rozwazane w osrodku tédzkim i prace [S13], [S15], [S22], [S35] wpisuja si¢ w ten nurt badan.

Podzbiér E przestrzeni liniowo topologicznej X nazwiemy domknieto liniowalnym (ang. spaceable),
jezeli EU{0} zawiera®?) nieskoficzenie wymiarowa domknieta podprzestrzen przestrzeni X.

W [S22], napisanym wspdlnie z S. Glabem, pokazali$my, ze przy naturalnych warunkach, dopelnie-
nia zbioréw rozwazanych w artykutach [S18], [S19] i [S20] (lub pewne ich modyfikacje) sa domknigto
liniowalne. Doktadniej:

e serie warunk6w réwnowaznych z gtéwnych twierdzen z [S18]°2) i z [S20] (a wigc, w szezegdlnosei,
z Twierdzen 3.5 i 3.6) mozna rozszerzy¢ o czwarty punkt: dopelnienie odpowiedniego zbioru jest
domknieto liniowalne;

o teze Twierdzenia 3.7 mozna w pewnym zakresie zmocni¢ piszac, ze dopelnienie pewnej modyfi-
kacji zbioru F jest zbiorem domknieto liniowalnym.

Niech p € (1,00). S. H. Creswell w [29] pokazal, ze funkcja T : (P +— (P dana przez T((x,)) :=
(w;|z5|P~1) jest ciagla, réznowartosciowa, lecz jej odwrotnoéé (zdefiniowana na T[fP] = £1) jest wsze-
dzie nieciggla®). Przez C (Bp, f?) oznaczmy przestrzen ciaglych ograniczonych funkcji z otwartej kuli
jednostkowej B, C ¢P, z norma supremum. W pracy [S13], napisanej wspélnie z M. Balcerzakiem,
wykorzystujac przyktad S. H. Creswella udowodniliémy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.8. Niech p € (1,00) i niech W bedzie zbiorem réznowartosciowych funkcji z C(Bp, ¢P)
o wszedzie niecigglych odwrotnosciach. Wowczas W U {0} zawiera izometryczng kopie przestrzeni (P.
W szczegolnosci, W jest domknieto liniowalny.

W artykule [S15], wspdlnie z M. Bieniasem pokazaliSmy, ze w powyzszym twierdzeniu mozemy
zastapi¢ kule otwarta B, przez kule domknieta B, (taki przypadek wydal nam si¢ bardziej naturalny).
Dodatkowo, wykorzystaliémy kolejny przyktad S. H. Creswella, z artykutu [30], do pokazania nieco innej
(i chyba zgrabniejszej) wersji poprzednich twierdzen (przez B(¢P) oznaczmy przestrzen operatoréw
liniowych i ciagltych z ¢ w (P, z norma operatorowa):

Twierdzenie 3.9. Niech p € [1,00) i niech W C B(¢P) bedzie zdefiniowany analogicznie jak poprzed-
nio. Wowczas W U {0} zawiera izometryczng kopie przestrzeni IP. W szczegélno$ci, W jest domknieto
lintowalny.

Warto zauwazy¢, ze Twierdzenie 3.9 nie implikuje w prosty sposob twierdzen przytoczonych wcze-
Sniej.

Artykutl [S35], napisany wspélnie z R. Wiertelak, jest powiazany z artykulem [S34] (bedziemy
stosowaé oznaczenia ktore wprowadzili$émy wczesniej). Przez Cs ,, oznaczmy rodzine funkeji f : R — R,
cigglych wzgledem topologii 7s w dziedzinie i topologii naturalnej 7,, w przeciwdziedzinie. Analogicznie

SUwW definicjach w tej tematyce dodaje sie do zbioru E element zerowy, gdyz zazwyczaj interesujace zbiory go nie
zawierajg.

52)Tu przy dodakowym zatozeniu p1,p2,r < 0.

53)S. H. Creswell rozwazal przypadek p = 2, ale argumenty sa takie same.
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definiujemy rodziny funkcji ciagtych C, s, Cpn i Cs k, gdzie S, K € S. BadaliSmy naste¢pujacy problem
— jak duze (w sensie algebraicznym) sa zbiory réznic tych rodzin? Wykorzystujac tzw. metode funkcji
typu wykladniczego (ang. exponential-like function method), rozwinieta w osrodku 16dzkim w ostatnich
latach (patrz np. prace M. Balcerzaka, A. Bartoszewicza i M. Filipczak [7] oraz A. Bartoszewicza
i S. Glaba [15]) pokazaliSmy, ze wiele takich zbioréw jest silnie c-algebraizowalnych (ang. strongly
c-algebrable), tj. zawiera (wraz z zerem) algebre wolna ¢ wielu generatoréw (w R¥ rozwazamy dziatania
mnozenia i dodawania). W szczeg6lnosci, pokazaliSmy, ze jezeli Ts \ Tx # 0, gdzie S, K € S, to zbiér
Csn\Ck n jest silnie c-algebraizowalny®® . Dodajmy, ze chociaz przy analizie zbioréw postaci Crnn\Cs
metoda funkcji typu wyktadniczego wydaje sie zawodzié, to jednak udato nam sie pokazaé silna
c-algebraizowalnoéé takich zbioréw przy zalozeniu, ze rozwazamy rodzine wszystkich funkcji R® jako
algebre nad Q.

3.9 Jednostajna otwarto$¢ pewnych odwzorowan dwu- i wieloliniowych

Klasyczne twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym méwi, ze kazdy ciagtly, surjektywny i liniowy
operator miedzy przestrzeniami Banacha jest odwzorowaniem otwartym, a nawet tzw. jednostajnie
otwartym ($rednice dobieranych kul nie zaleza od wyboru punktu). Z drugiej strony, jak pokazaly
przyktady np. P. J. Cohena czy C. Horowitza, wlasno$¢ ta nie przenosi sie na odwzorowania dwuliniowe,
bardzo latwo tez przekonaé si¢ o braku otwarto$ci mnozenia w C([0, 1]).

W artykule [S11], napisanym wspdlnie z M. Balcerzakiem i E. Behrendsem, pokazaliSmy jednostajna
otwartos$¢ nastepujacych odwzorowan dwu- i wieloliniowych:

e mnozenia L (X) x LP(X) 3 (f,9) = fg € LY(X), gdzie - + - = &;
e nietrywialnego n-liniowego funkcjonatu 7' : Xy x ... x X, — K, gdzie X1, ..., X}, sa przestrzeniami
unormowanymi nad cialem K € {R, C}.

Praca [S11] powstala w kontekscie rozprawy doktorskiej A. Majchrzyckiego, ktérej bylem promoto-
rem pomocniczym (w szczegdlnosei, znalazl sie tam pierwszy z wymienionych wynikéw, lecz z nieco
innym dowodem). Wpisuje sie ona w badania podejmowane ostatnio w osrodku 16dzkim ([9]), ale tez
przez E. Behrendsa ([17],[18]) czy S. Drage i T. Kanie, ktérzy w [36] rozwiazali jeden z probleméw
postawionych w [S11]. Dodajmy jeszcze, ze w [6], I. Akbarbaglu i S. Maghsoudi udowodnili jednostajna
otwarto$¢ mnozenia w produktach przestrzeni Orlicza.

3.10 Typowe wlasnosci funkcji rzeczywistych zwiagzane z zachowaniem w nieskon-
czonosci

E. Lesigne w [58] udowodnil, ze jezeli f : R +— R jest calkowalna, to dla prawie wszystkich (wzgledem
miary Lebesgue’a) z € R, zachodzi lim,,— f(nz) = 0. Przy tym, jezeli (a,) jest ciagiem rozbieznym
do nieskonczonosci, to istnieje taka catkowalna i ciggla funkcja f : R +— R, ze dla prawie wszystkich z,

lim sup a,, f (nx) = oo. (15)

n—oo
A. Komisarski w [53] pokazal wiecej — istnieje taka calkowalna i ciagta funkcja f, ze (15) jest spelniony
dla wszystkich z € R\ {0}°®). W pracy [S12], napisanej wspélnie z M. Balcerzakiem i A. Majchrzyc-
kim pokazaliSmy, ze zbiér funkcji o takich wtasnosciach jest rezydualny w pewnych przestrzeniach

) Sformutowanie Twierdzenia 3 z [S35] zawiera w pewnym sensie luke — zapomnieliémy bowiem o zalozeniu ze ®s
jest operatorem prawie dolnej gestosci. Jednak wspomniane wcze$niej wyniki, uzyskane z T. Banakhem i R. Wiertelak,
pokazuja, ze nie trzeba bylo tego dodatkowo zaktadad.

55>Bylo to rozwiazanie problemu Lesigne’a; G. W. Batten w [16] tez go rozwiazal, ale znacznie bardziej skomplikowanymi
technicznie metodami.
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funkeji cigglych oraz calkowalnych®. W praktyce uzyskalismy ogélniejsze rezultaty zwiazane réwniez
z zachowaniem pewnych rodzin par (b, f), gdzie b jest pewnym ciggiem liczbowym, a f jest funkcja.

Otrzymane wyniki weszty w sktad rozprawy doktorskiej A. Majchrzyckiego.

3.11 Porowatos¢ pewnych podzbioréw przestrzeni uogélnionych odwzorowan nie-
oddalajacych

W zwiazku z twierdzeniami o punktach statych, w ostatnim poétwieczu rozwazany byl nastepujacy
problem: Jak duzy jest zbiér funkcji posiadajacych pewna wlasnoéé punktu stalego w przestrzeni
odwzorowan w jakim$ sensie nieoddalajacych? Artykuly [S30] i [S31] (z ktérych wyniki zawartem
w rozprawie doktorskiej) sa w pewnej mierze powiazane z tymi badaniami.

F. S. De Blasi i J. Myjak pokazali w [24], ze zbiér funkcji posiadajacych kontrakcyjny punkt staly
jest ,duzy” — jest dopelnieniem zbioru o-porowatego®” w przestrzeni Q(K) odwzorowan nieoddala-
jacych (tj. takich, ze Lip(f) < 1) z K w K, gdzie K jest domknietym, wypuklym i ograniczonym
podzbiorem przestrzeni Banacha. Pokazali tez analogiczne wyniki, tylko w przestrzeni odwzorowan
nieoddalajacych wzgledem miary niezwartosci (to w tej samej pracy [24]) oraz w przestrzeni odwzo-
rowan wielowartosciowych nieoddalajacych wzgledem metryki Hausdorffa (to wspdlnie z S. Reichem
i A. Zaslavskim w [25]). S. Reich i A. Zaslavskii w [85] (patrz tez [84]) w pewien sposéb wyjasnili
pierwszy wspomniany wynik z [24] pokazujac, ze dopelnienie zbioru kR(K') kontrakcji Rakotcha jest
zbiorem o-porowatym w Q(K) (w [86] rozszerzyli ten wynik na przypadek, gdy K jest odpowied-
nim podzbiorem przestrzeni hiperbolicznej), a J. Carmona Alvérez, T. Dominguez Benavidez w [27]
wyjasnili drugi wynik z [24], pokazujac ze dopelnienie zbioru tzw. odwzorowarn kondensujgcych (ang.
condensing maps) jest zbiorem o-porowatym.

W artykule [S31] zaobserwowalem, ze odpowiednie zbiory z [24], [25] sa konstruowane w bardzo
podobny spos6b i mozna udowodnié¢ jedno ogélne twierdzenie (w ktérym rozwaza sie przestrzen od-
wzorowan nieoddalajacych wzgledem pewnej funkcji zbioru o odpowiednich wtasnosciach), z ktérego
wynikaja wszystkie przytoczone wyzej wyniki jak i wzmocnienia czedci z nich. Dodatkowo zauwazytem,
ze twierdzenia z [27] i [85] sa konsekwencjami tych z [24].

Artykul [S30] byl motywowany innym wynikiem z [24] — okazuje sie, ze jezeli dodatkowo K jest pod-
zbiorem przestrzeni Hilberta®), to zbiér kontrakeji Banacha kB(K) jest o-porowaty w Q(K). W [S30]
uogdlnitem ten wynik, zastepujac m.in. przestrzen odwzorowan nieoddalajacych, przestrzenia odwzo-
rowan o module ciaglodci ograniczonym przez pewng zadang funkcje. Rozwazyltem tez przypadek, gdy
zbiér K nie jest ograniczony — okazalo si¢ ze w tej sytuacji zachodzi znacznie mocniejszy rezultat
i w szczegblnosei zbidr kontrakeji Rakotcha (a nawet Matkowskiego) jest pierwszej kategorii w Q(K)
(na tej przestrzeni rozwazalem topologie zbieznosci jednostajnej na zbiorach ograniczonych, bez usta-
lania konkretnej zupelnej metryki).

S. Reich i A. Zaslavskii w pdzniejszej pracy [87] zdefiniowali, w przypadku nieograniczonego K,
pewna metryke na Q(K) (generujaca nieco inna topologie niz rozwazana przeze mnie), przy ktorej
zbiér nieco stabszych kontrakcji (ale wystarczajacych do posiadania kontrakcyjnego punktu stalego)
jest dopelnieniem zbioru o-porowatego.

3.12 Dekryptywna zlozono$¢ rodziny autohomeomorfizméw zachowujacych punk-
ty gestosci

Przez H oznaczmy przestrzen polska wszystkich rosnacych homeomorfizméw przedziatu [0, 1]. W pracy
[S17], wspdlnej z S. Glabem, pokazali$my, ze zbiér D PH homeomorfizméw z H zachowujacych punkty

56)Rozwazalismy funkcje okreslone na [0, 00), ale zalozenie to tylko uproscito pewne zapisy.
SDW [23] udowodniono wersje dla kategorii Baire’a.
W zwigzku z wspomnianymi wezesniej rezultatami z [20], nie trzeba tego zaktadac.
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gestodci, jest zbiorem koanalitycznym zupelnym. StosowaliSémy techniki typowe dla tego typu badan
(tzn. badan deskryptywnej zlozonosci zbioréw w przestrzeniach polskich). W szczegdlnosci, zastosowa-
liémy redukcje do pewnego, znanego, koanalitycznego zupelnego zbioru drzew. Artykul [S17] powstal
na poczatku moich studiéw doktoranckich, a tematyka wpisywala sie w badania prowadzone w tamtym
czasie przez S. Glaba.

3.13 Zbiory cieniowe i ich modyfikacje

R. Mabry w [59] zdefiniowal i badal interesujaca klase zbioréw: A C R (lub A C R?) nazwiemy
cieniowym (ang. shading), jezeli istnieje taka liczba t € [0, 1], ze dla dowolnej miary Banacha (tj.
skoniczenie addytywnego, niezmienniczego na izometrie przedtuzenia miary Lebesgue’a) i dowolnego
przedzialu (lub kwadratu) ograniczonego I:

p(ANT)

DYV

gdzie A jest miarg Lebesgue’a. Definicje mozna ostabiaé¢ na wiele sposobéw — np. jezeli powyzsza war-
toé¢ jest stala dla ustalonej miary Banacha p, to A nazwiemy zbiorem pu-cieniowym, itp. W artykule
[S26] napisanym we wspdlpracy z K. Neu, badaliémy problem, czy pewne naturalne modyfikacje tego
typu zbioréw (iloczyny kartezjanskie, obrazy przez odpowiednie funkcje, ilorazy etc.) zachowuja swo-
je wlasnosci. W szczegblnosci rozwiazaliémy jeden z probleméw R. Mabry’ego pokazujac, ze iloczyn
kartezjanski zbioréw cieniowych jest zbiorem cieniowym.
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