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Wykaz oznaczen

1

e Litery lacinskie duze

o
o
o Q

= 21:

S Qm s

JiB, Jic
JBe, Iy, JBC

IBen, JBn¢s JBec
Ko

V

oznaczenia punktéw

wektory sit (zewnetrznych, reakcji, wewnetrznych)
wartosci sit (dtugosci wektorow F, P, R, W)

rzut sity (ﬁ) na osie x, v, z

sita cigzkosci (o wartosci rownej G = m g)

funkcja Hamiltona (hamiltonian)

masowy moment bezwladnosci wzgledem punktu O

masowe momenty bezwtadnosci wzgledem osi [,
przechodzacej przez punkt B lub C

masowe momenty bezwladnosci wzgledem osi £n¢
o poczatku w punkcie B

momenty dewiacyjne

wektor kretu (punktu materialnego lub ciata sztywnego)
wzgledem punktu O

calkowita praca sit

funkcja Lagrange’a (lagranzian)
moment sity wzgledem punktu B, O
liczba punktéw materialnych uktadu

wektor pedu (punktu materialnego, ciala sztywnego
lub uktadu materialnego)

sita uogoélniona odpowiadajaca wspolrzednej
uogdélnionej o numerze k

wektor glowny uktadu wektorow

energia kinetyczna (punktu materialnego, ciata
sztywnego lub ukladu materialnego)
energia potencjalna

"W wykazie podane zostaly wazniejsze oznaczenia uzywane w tekécie. W pewnych
sytuacjach znaczenie niektérych symboli moze byé inne niz podano w tym zestawieniu.
Wszelkie odstepstwa od podanego w wykazie sposobu oznaczeni zostaly w pracy opatrzone

odpowiednim komentarzem.



e Litery lacinskie male

a, b, c, d, ..
i &, s
Az, Ay, Gz
&

dL

a5, d'F

éla 627 é’3

€1, €2, €3

La, Ya, Za

x’y?’z

dtugosci odcinkow i wektorow

wektor przyspieszenia punktu

rzuty wektora przyspieszenia punktu na osie z, y, 2z
wspotezynnik sztywnosci sprezyny

elementarna praca sity

przemieszczenie mozliwe punktu

wektory jednostkowe uktadéw wspotrzednych

parametry (charakterystyki) kinematyczne

funkcje skalarne (oznaczajace rownania wiezéw geometrycznych)
wektor przyspieszenia ziemskiego (g oznacza jego wartosc)
wersory osi uktadu wspotrzednych prostokatnych

liczba réwnan wiezéw geometrycznych

masa (punktu materialnego, uktadu punktow, ciata sztywnego)
liczba stopni swobody uktadu

ped uogdlniony (ped kanoniczny)

wspolrzedna uogoélniona (niezalezna)

liczba réwnan wiezéw kinematycznych

wektory okreslajace potozenie punktow

czas

wektor predkosci punktu (v oznacza dltugosé tego wektora)
rzuty wektora predkosci punktu na osie x, y, z

wartos¢ wektora predkosci punktu

quasi predkosci

wspolrzedne wybranego punktu (A)

wspolrzedne prostokatne punktu (lub

osie prostokatnego uktadu wspotrzednych)
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a, B,y

oL
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oz, 6y, 0z

0q, Oqp

)\P

Is

g

g

§n ¢

p

7, 1, (1)
0, ¢

@

w

W§, wn, WC

katy pomiedzy dwoma wektorami, dwiema prostymi lub
plaszczyznami (przy opisie potozenia wektora,
oznaczaja katy skierowane pomiedzy osiami x, y i 2z

a wektorem)

praca przygotowana sit

wektor przemieszczenia przygotowanego

sktadowe wektora przemieszczenia przygotowanego
uogolnione przemieszczenia przygotowane

mnozniki Lagrange’a

mnozniki Lagrange’a

wektor przyspieszenia katowego ciata

warto$¢ wektora przyspieszenia katowego ciata (w ruchu
plaskim ciata ¢ = %‘2’)

osie ruchomego uktadu wspoétrzednych sztywno zwiazanego
z ciatem

promieni krzywizny toru (albo masa wlasciwa ciata)

0§ styczna oraz o$ normalna (i binormalna) do toru
poruszajacego sie punktu

katy opisujace orientacje ciala w przestrzeni (katy Eulera)
wektor predkosci katowej ciata

warto$¢ wektora predkosci katowej ciala (w ruchu ptaskim
ciala w = ‘fj—f)

rzuty wektora predkosci katowej ciata na ruchome

osie &nC sztywno zwigzane z ciatem



Przedmowa

Mechanika analityczna jest propozycja innego opisu dynamiki cial niz
znany wczedniej sposob, polegajacy na bezpo$rednim uzyciu praw dynamiki
Newtona. Nowe podjscie do mechaniki, zaproponone przez J. Lagrange’a
i nazwane mechanikg analityczng, jest o sto lat pdzZniejsze od mechaniki
newtonowskiej, ale jedno i drugie zaliczane jest juz do klasyki.

Klasyczne metody mechaniki analitycznej koncentruja sie na badaniu
dynamiki nieswobodnych ukladéw punktéw materialnych i cial sztywnych.
Jesli ograniczamy sie do metod i narzedzi z czaséw, gdy mechanika byta
krolowa nauk, to rozwigzanie wielu zadan jest trudne, a czesto wrecz nie-
mozliwe.

W podrecznikach poswieconych mechanice analitycznej przedstawiany
jest szeroki wachlarz metod konstruowania réwnan opisujacych ruch ukta-
dow materialnych i cial sztywnych. Wiekszos$¢ zadan jest jednak dobierana
w taki sposob, by mozliwe bylo znalezienie rozwiazania analitycznego. 7 dru-
giej strony wymagania wspotczesnej techniki zmuszaja do analizy ztozonych
uktadéw i prowadza do zadan, dla ktérych nie daje sie znalez¢ rozwiazania
Scistego i jednym ze sposoboéw jest analiza numeryczna przy pomocy kom-
putera.

Trudnodci wiazace si¢ z bezposrednim wykorzystaniem metod mechaniki
klasycznej, a takze szeroki dostep do komputeréow, rozwdj metod analizy
numerycznej i bogactwo oprogramowania, wymusity zmiane w sposobie for-
mulowania zadan typowych dla dynamiki uktadéw mechanicznych.

Fakty te powoduja, ze konieczna jest modyfikacja p rogramu mechaniki
analitycznej na studiach technicznych i przedstawienie nowych sposobdéw for-
mutowania zadan mechaniki oraz metod pozwalajacych na otrzymanie roz-
wiazania przy pomocy komputera (przy czym chodzi zaréwno o rozwiazania
numeryczne, jak i analityczne).

Celem zatozonym przy opracowywaniu tego skryptu byto pokazanie moz-
liwoéci wykorzystania metod mechaniki analitycznej do analizy réwnowagi
i ruchu uktadéw mechanicznych z uzyciem komputera. Material zawarty
w skrypcie jest dostosowany do aktualnego programu studiéw II stopnia na
Wydziale Mechanicznym Politechniki ¥.odzkiej. Zrozumienie i przyswoje-
nie podstaw mechaniki analitycznej ma utatwié¢ absolwentom studiowanie
i stosowanie innych, bardziej zaawansowanych metod (takich jak réwnania
Hamiltona, Kane’a, Gibbsa, czy metoda projekcyjna), uzywanych w zagad-
nieniach dynamiki i sterowania uktadéw wielocztonowych.
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W skrypcie zostaly zamieszczon pzyklady rozwiazan zadan dotycza
omawianych zagadnieri. Niektére z nich zawieraja réwniez wyniki nu-
merycznych rozwiazan otrzymywanych rownan. Zadania zostaly rozwigzane
przy uzyciu pakietow programoéw matematycznych, takich jak Mathematica
czy Mazima (pozwalaja one na uzyskanie rozwiazan na drodze analitycznej
badZ numerycznej).

Nalezy zwrécié uwage, ze do rozwiazania wielu zadan przy wykorzysta-
niu tego rodzaju oprogramowania nie jest konieczne generowanie réwnan
ruchu w jawnej postaci. Przedstawienie algorytmu rozwigzania i wykorzy-
stanie mozliwosci wykonywania operacji symbolicznych przez te programy
wystarcza do otrzymania ostatecznych rezultatow.

Material zawarty w tym skrypcie nie zawiera informacji dotyczacych pro-
graméw komputerowych uzywanych przy rozwiazywaniu zadan ani metod
numerycznych wykorzystywanych w tych pakietach. Umiejetnosé korzysta-
nia z oprogramowania i doktadna znajomosé programow nie s, konieczne do
zrozumienia przedstawionych tu tresci.

Na ostateczny ksztalt tej pracy znaczacy wplyw mieli autorzy recenzji
— profesorowie Henryk Kaminski z Politechniki Poznanskiej i Przemystaw
Perlikowski z Politechniki Lodzkiej. Ta droga chcemy serdecznie podzieko-
waé Recenzentom za wszystkie uwagi, sugestie i rady jakie od Nich dostalismy.

Autorzy (L6dz, styczen 2016)



Rozdziat 1

WPROWADZENIE

Przedmiotem mechaniki jest opis ruchu ciat! i uktadéw zlozonych z cial?.
Mozliwe sa roézne sposoby formutowania zadan rozpatrywanych w mecha-
nice. Roéznice wynikaja z wykorzystania innego aparatu matematycznego
(np. réwnania rozniczkowe, rachunek wariacyjny, rownania catkowe), a takze
z uzycia réznego rodzaju wspoirzednych.

W literaturze przedmiotu [2, 3, 4, 5, 7, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 32,
22, 24, 25, 33, 27, 28| spotyka sie szereg roznych nazw okreslajacych wspol-
rzedne przyjmowane dla przedstawienia potozenia uktadu w dowolnej chwili
(stosowane sa wspolrzedne: uogolnione i naturalne, absolutne i wzgledne,
zalezne i niezalezne, nadmiarowe albo dodatkowe, przegubowe lub weztowe,
quasi-wspoltrzedne). W opisie ruchu uzywane sa réwniez ogolniejsze pojecia
— wspoélrzedne stanu, parametry kinematyczne czy quasi-predkosci.

Wybér wspotrzednych zwigzany jest z rozwiazywanym zadaniem. Do
jednoznacznego okreslenia polozenia obiektu geometrycznego (punktu, ciata)
konieczna jest pewna liczba wspélrzednych odmierzanych w okreslony spo-
sob. Najprostszy uktad wspétrzednych, gdzie odleglo$ci mierzone sg wzdtuz
prostopadtych do siebie osi to wspotrzedne kartezjaiiskie prostokatne. W geo-
metrii analitycznej wprowadza sie inne uklady wspotrzednych (krzywolinio-
wych — jak walcowe albo cylindryczne, kuliste lub sferyczne, paraboliczne,
itp. — rys. 1.1), o wlasnosciach pozwalajacych na znalezienie prostych roz-
wiazan niektorych problemow.

1Syczegolnym przypadkiem ruchu cial jest stan spoczynku — opis potozenia i sit dzia-
tajacych na nieruchome ciato to cze$¢ mechaniki nazywana statyka.

%W mechanice klasycznej nie bada sie ruchu cial rzeczywistych, a jedynie ich modeli —-
w postaci punktow materialnych lub cial sztywnych.
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Rysunek 1.1: Uktady wspohrzednych i ich wektory jednostkowe: a) pro-
stoliniowy prostokatny (kartezjanski), b) walcowy (cylindryczny), c) kulisty
(sferyczny), d) elipsoidalny, e) stozkowy, f) hiperboloidalny



13

Do opisu ruchu punktu wygodne jest uzycie kartezjanskiego uktadu
wspolrzednych — jest to naturalny sposob okreslenia potozenia punktu czy
uktadu zlozonego z wielu punktéw. Mozna tez uzyé wspodlrzednych krzywo-
liniowych — walcowych, kulistych lub jeszcze innych (rys. 1.1).

W przypadku modeli sktadajacych sie z b ryt sztywnych wygodnie jest
opisywaé¢ ruch dala nieodksztalcalnego przez okreslenie potozenia uktadu
wspotrzednych zwiazanego z tym dalem, to znaczy za pomocg wspotrzednych
kartezjanskich wybranego punktu dalta sztywnego oraz katéw obrotu osi
zwiazanych z bryla (wzgledem pzyjetego ukladu odniesienia). W ogolnym
przypadku ruchu —w przestrzeni trojwymiarowej —jest to szes¢ wspoétrzednych —
trzy translacyjne i trzy rotacyjne. Tak wybrane wspolrzedne s nazywane
wspotrzednymi naturalnymi®. Przy rozpatrywaniu ruchu w przestrzeni
dwuwymiarowej (ruch plaski ciala) zmieniaja sie trzy wspolrzedne — dwie
translacyjne i jedna okreslajaca kat obrotu.

W ramach mechaniki klasycznej wyodrebni¢ mozna:

— mechanike newtonowska,

— mechanike lagranzowska,

— mechanike hamiltonowska.

Rozniace sie od siebie powyzsze trzy sformulowania mechaniki sa sobie
rownowazne i pozwalaja na przejscie od jednej teorii do dwu pozostatych.
(Jesli przyjac¢ jako zalozenie wyjsciowe prawa dynamiki Newtona, to na ich
podstawie mozna wyprowadzi¢ réwnania Lagrange’a i Hamiltona. Mozna
tez postapié inaczej i zalozyé¢, ze prawdziwe sa rownania Hamiltona, a na ich
podstawie udowodnié¢ prawa Newtona.)

Przedmiotem rozwazan zawartych w tej pracy jest mechanika analityczna
w ujeciu Lagrange’a. Mechanika newtonowska i hamiltonowska sa jedynie
krotko scharakteryzowane we wprowadzeniu celem wskazania réznic i zwigz-
kéw pomiedzy tymi teoriami.

Ewolucja mechaniki klasycznej i jej uogdlnienie doprowadzito do powsta-
nia mechaniki kwantowej (zajmujacej si¢ badaniem obiektéw o bardzo ma-
tych masach i rozmiarach, np. atomy, czastki elementarne), mechaniki rela-
tywistycznej (opisujacej ruch cial poruszajacych sie z predkosciami bliskimi
predkosci $wiatta), a wreszcie do relatywistycznej mechaniki kwantowej.

Takie zagadnienia nie sg jednak omawiane w tym opracowaniu.

3Nazwa naturalny uktad wspétrzednych w geometrii rézniczkowej odnosi sie do uktadu
osi stycznej, normalnej gléwnej oraz binormalnej. Naturalny uktad osi wspédlrzednych jest
stosowany w mechanice do opisu punktu poruszajacego sie po krzywej. W tej pracy termin
wspdtrzedne naturalne uzywany jest dla okreslenia takich wspotrzednych, ktore opisuja
polozenia ciat analizowanego ukladu poprzez translacje i obroty, a potozenie punktéw za
pomoca wspodlrzednych kartezjariskich prostokatnych.
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W mechanice klasycznej obowiazuje zasada determinizmu, ktéra ozna-
cza, ze zarowno polozenie, jak i predkos$é (czy przyspieszenie) moga by¢ jed-
noznacznie okreslone. Inaczej jest w mechanice kwantowej, gdzie nie mozna
jednoczesnie okresli¢ doktadnego polozenia oraz predkosci czastki, a jedynie
jedna z tych wielkosci (zasada nieoznaczonosci).

1.1 Mechanika newtonowska

Mechanika newtonowska jest oparta na kilku zalozeniach?, wsrod kto-
rych kluczowe bylto stwierdzenie:

"Mutationem motus proportionalem esse vi motrici ipressae et fieri se-
cundum lineam rectam qua vis illa imprimitur”,
— co w ttumaczeniu z taciny na polski znaczy:

"Zmiana ilosci ruchu (zmiana pedu) jest proporcjonalna wzgledem sity
dziatajgcej © ma kierunek prostej, wzdtuz ktorej ta sita dziata.”

X
Rysunek 1.2: Swobodny punkt materialny o masie m, wypadkowa dzialtaja-
cych sit (P), predkosé (V) oraz zmiany predkosci (Av) i pedu (AQ)

Wielkosci wystepujace w tak przedstawionym prawie dynamiki (wypadkowa
sit P, predkosé punktu v, zmiana predkosci AV i zmiana pedu AQ) sa
pokazane na rys. 1.2.

4Isaac Newton w 1687 roku opublikowal Philosophiae naturalis principia mathematica,
w ktorych przedstawil podstawowe zalozenia mechaniki. Takie sformutowanie mechaniki
bylo mozliwe w koricu XVII wieku, po tym jak I. Newton (i niezaleznie od niego G. Leib-
nitz) opracowali podstawy rachunku rézniczkowego i catkowego.
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Wspolcezesnie uzywane jest nieco inne sformutowanie II prawa dynamiki
Newtona.

e Przyspieszenie punktu materialnego ma warto$é proporcjo-
nalng do wartosci sily dzialajacej na ten punkt oraz kierunek
i zwrot sity.

Drugie prawo Newtona mozna przedstawi¢ w postaci wzoru:
—~ =P lub ma=">P, (1.1)

gdzie: Q — ped punktu (Q = mV), m — masa punktu, v — predkos¢ punktu,
P =F + R — wypadkowa sit zewnetrznych czynnych i reakcji dziatajacych
na punkt materialny, & — przyspieszenie punktu (rys. 1.3).

R mE
4
I N
0] y

X

Rysunek 1.3: Nieswobodny punkt materialny o masie m, sily czynne (f‘)

—

i rekacji (R) oraz predkos$¢ (V) i przyspieszenie (&)

Na podstawie przyjetych zalozen — znanych z przedmiotu mechanika
ogoblna czy mechanika techniczna — w mechanice newtonowskiej formutuje sie
prawa ruchu dla uktadu punktéw materialnych i cial sztywnych.

Podstawowymi zalezno$ciami uzywanymi w opisie ruchu punktu, uktadu
punktéw materialnych i cial sztywnych sa: prawo zmiennosci pedu, prawo
zmienno$ci kretu (momentu pedu) i prawo zmiennosci energii kinetycznej.
Prawo opisujace zmiany masy ciata w mechanice klasycznej sprowadza sie do

zalozenia, ze masa punktu, uktadu punktow czy ciala nie ulega zmianie®.

SW mechanice rozpatrywane sg takze uktady otwarte, w ktérych podczas ruchu masa
nie jest stata (dynamika ukladéw o zmiennej masie).
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Prawa zmiany pedu dla punktu materialnego, uktadu punktéw mate-
rialnych i ciala sztywnego mozna przedstawi¢ w jednolitej formie.

e Pochodna pedu jest proporcjonalna do wektora gléwnego
(sumy wektorow) wszystkich sil zewnetrznych P (czynnych
F; i sit reakcji R;)

dQ -~ R
d—?:P (b ma.=P), (1.2)

— dla uktadu n punktéow materialnych (rys. 1.4a):

(suma wszystkich sit wewnetrznych uktadu Wz jest rowna zero),
— dla ciata sztywnego (rys. 1.4b):

Q:/\?pdV:ch, m:/pdV, (1.5)
\% \%4

n
13:'2132'4—'

=1 7

l
R;, (1.6)
=1

przy czym punkt C' jest §rodkiem masy uktadu lub ciata.

Prawa zmiany kretu dla punktu materialnego, ukladu punktéw
materialnych i ciata sztywnego mozna przedstawi¢ w jednakowej postaci.

e Pochodna kretu okreslonego wzgledem nieruchomego punktu
O jest proporcjonalna do momentu gltéwnego (sumy momen-
tow) wszystkich sil czynnych (FZ) i sil reakcji (ﬁj) wzgledem
bieguna O

—

dKo -
— =M 1.7
0 Mo, (17)
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b) x

Rysunek 1.4: Uktad punktow materialnych (a) i cialo sztywne (b): silty
zewnetrzne czynne (F;) i rekacji (R;) oraz sily wewnetrzne (W), predkosé
srodka masy (V¢), elementarne przemieszczenie punktu B (drp)

— dla punktu materialnego (rys. 1.3):

Ko=Fxmv¥, Mo=FfxP, P=F+R, (1.8)

Q:/ VpdV =mve. (1.11)
14

n l
MO:ZFZ'XFZ'-FZ_‘]'XRJ'. (1.12)
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Prawa zmiany energii kinetycznej dla punktu materialnego, uktadu
punktéw materialnych i ciala sztywnego mozna przedstawi¢ w analogicznej
formie.

e Prawo zmiany elementarnej energii kinetycznej ukltadu
Zmiana elementarnej energii kinetycznej (d7') uktadu materialnego jest
réwna sumie elementarnych prac® (d'L) wszystkich sil zewnetrznych
i wewnetrznych — dziatajacych na rozpatrywany uktad

dT =d'L, dL=dLgp+dLr+dLw, (1.13)
przy czym:
— dla punktu materialnego (rys. 1.3):
1
T= §mv2, (1.14)
dL=F-df + R -dr, (1.15)

— dla uktadu punktéw materialnych (rys. 1.4a):

T= igmivi’ (1.16)
AL =3 (F;-dij+ W;-di;) + > R drj, (1.17)
i=1 j=1
— dla ciala sztywnego’ (rys. 1.4b):
1
T = §/pv2dV, (1.18)
1%
dL = (F+R)-dfy + (My(F) + Mp(R)) - d (1.19)

(dry oznacza elementarne przemieszczenie punktu B, do ktoérego redu-
kowane sa sily, a d@ jest wektorem elementarnego obrotu ciata).

5Do oznaczenia elementarnej pracy sity uzywany jest symbol d’'L, gdzie dodanie apo-
strofu (") ma wskazywa¢, ze praca elementarna nie jest tozsama z rézniczka zupelna dL.

"Szczegdltowe wzory umozliwiajace wyznaczenie energii kinetycznej ciata sztywnego sa
przedstawione w Dodatku B (s. 209).
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1.2 Mechanika lagranzowska

Mechanika lagranzowska jest podejsciem réwnowaznym do mechaniki
newtonowskiej®, ktore polega na wprowadzeniu do opisu ruchu cial innych
wspolrzednych niz kartezjanskie (charakterystyczne dla mechaniki New-
tona), a mianowicie wspolrzednych uogélnionych.

Wspoéhrzedne uogdlnione sa to niezalezne wspolrzedne jednoznacznie
okreslajace potozenie uktadu. Oznaczane sa zwykle symbolami: ¢, g2, - . . , gn,
aich liczba (n) jest rowna najmniejszej liczbie wspohrzednych niezbednych do
opisania ruchu uktadu.

Pochodne wspoétrzednych uogdédlnionych ¢i,Go, ..., ¢, sa nazywane pred-
kosciami uog6lnionymi, przy czym predkosci te moga by¢ od siebie nieza-
lezne (uktad holonomiczny) lub zalezne. W takich przypadkach, gdy pomie-
dzy predkosciami uogdlnionymi zachodza zwiazki (wynikajace z natozonych
wiezow) 1 sa to zwiazki niecatkowalne, uktad okreslany jest jako nieholono-
miczny.

Centralnym réwnaniem mechaniki lagranzowskiej jest formuta zwana
rownaniem d’Alemberta — Lagrange’a o nastepujacej budowie

n
doT 0T
00 27 dqr =0, 1.20
> (G5e — 5 — ) das (1.20)
gdzie: T oznacza catkowita energie kinetyczna rozpatrywanego uktadu, Qy
— sity uogoélnione, dgr — uogdlnione przemieszczenia przygotowane (wariacje
wspolrzednych uogoélnionych).
Dla uktadow szczegolnego rodzaju — takich, ze sity uogélnione (Qf) mo

— korzysta sie z réwnania

" /d oL OL
3 <> S =0, (1.21)
1 dt 0¢i,  Oqi

przy czym wielkos¢ okreslong jako £ = T'— V nazywa sie funkcja Lagrange’a
(lub lagranzjanem).

Rownania (1.20) i (1.21) sa podstawa do analizy dynamiki uktadéw ho-
lonomicznych, jak i nieholonomicznych, a takze moga by¢ wykorzystane do
badania ukladéw w stanie spoczynku (statyka analityczna). Umozliwiaja one

8Podstawowa, praca poswiecona innemu podejsciu do mechaniki Méchanique analytique
zostalta opublikowana przez J. Lagrange’a w 1788 r.
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generowanie rownan dynamiki (albo réwnan réwnowagi) uktadow, ktorych
ruch jest opisany przy uzyciu wspotrzednych uogélnionych zamiast wspot-
rzednych kartezjanskich (wykorzystywanych w mechanice newtonowskiej).

Bardziej szczegbdtowy opis mechaniki zaproponowanej przez Lagrange’a
jest przedstawiony w rozdziatach 4 i 5 tej pracy.

Wprowadzeniem do zagadnienn mechaniki lagranzowskiej sa rozdziaty 2
i 3. Rozdzial 2 zawiera analityczny opis ograniczenn natozonych na ruch
uktadu — przedstawione sa rozne rodzaje wiezéw i ich klasyfikacja. Oparte na
rachunku wariacyjnym réownania dynamiki we wspotrzednych kartezjanskich
sg omawiane w rozdziale 3.

1.3 Mechanika hamiltonowska

Mechanika hamiltonowska jest —tak jak i mechanika w ujeciu Lagrange’a
— podejéciem réwnowaznym do mechaniki newtonowskie;j.

W opisie opracowanym przez W. Hamiltona (w 1834 r.) kluczowa role
odgrywa hamiltonian albo inaczej funkcja Hamiltona (H)

H=) pj¢;—L, (1.22)
=1

przy czym L jest funkcja Lagrange’a, natomiast p; oznacza ped uogélniony”
(lub ped kanoniczny) i jest zdefiniowany jako

oL
D= —=—. 1.23
Uktlad rownan:
dql- OH
— = 1.24
dt apz' ’ ( )
dpz' OH
- _ iy 1.25
g o0 Q (1.25)

W punkcie dotyczacym mechaniki newtonowskiej ped oznaczony jest symbolem Q
i jest okreslony poprzez skladowe kartezjanskie predkosci (Vi = &; i+ yZI+ 2 12) W réw-
naniach Hamiltona tradycyjnie uzywany symbol pedu to p;. Ped uogélniony (p;) jest
wyrazony poprzez predkosci uogélnione (g;).
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jest nazywany uktadem réwnan Hamiltona. Pozwala on na opis ruchu ukta-
doéw holonomicznych — otrzymuje sie z niego uklad réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu.

Réznica pomiedzy formalizmem Lagrange’a a Hamiltona polega na uzy-
ciu pedow uogolnionych (p;) zamiast predkosci uogoélnionych (¢;). Przestrzen
wspolrzednych (gn, pn) nazywa si¢ przestrzenia fazowa. W odréznieniu od
niej, przestrzen zmiennych Lagrange’a (qp, ¢n) jest okreslana jako przestrzen
polozen i predkosci uogdlnionych.

Roéwnania Hamiltona odgrywaja wazng role w wielu zagadnieniach fizyki
i astrofizyki. Podejscie to pozwala miedzy innymi na przejscie od mechaniki
klasycznej do mechaniki kwantowe;j.






Rozdziat 2

WIEZY 1 ICH
KLASYFIKACJA

2.1 Uklady nieswobodne

Na potozenia i predkosci punktéw ukladu moga byé natozone pewne
ograniczenia o charakterze geometrycznym lub kinematycznym (polozenia
i predkosci musza spetnia¢ pewne warunki, niewynikajace z rownan ruchu).
Ograniczenia te zwane sa wiezami. Zwiazki analityczne opisujace te warunki
nazywaja sie réwnaniami wiezé6w. Uklady z wiezami nazywaja si¢ nieswo-
bodnymi w odr6znieniu od uktadéw swobodnych, ktore nie podlegaja zad-
nym wiezom.

Klasyfikacja wiezé6w moze by¢ przeprowadzona na wiele sposobéw. Zalezy
to od tego, ktére elementy wystepujace w zwigzkach analitycznych beda
brane pod uwage.

2.2 Wiezy dwustronne i jednostronne

Za podstawe do klasyfikacji przyjeto postaé¢ zaleznosci analitycznej okre-
slajacej wiezy. Umowiono sie, ze wiezy w postaci réwnan beda nazywane
dwustronnymi, a jezeli zwiazki beda mialty postaé nieréwnosci, to wiezy beda
nazywane jednostronnymi.
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2.2.1 Wiezy dwustronne

Wiezy dwustronne mozna okredli¢ analitycznie w postaci réwnania

A <t, 1L E, . .,f’N,i?N) =, (t,f‘i,ﬁ) =0, (p=1,...k), (2.1)

gdzie k oznacza liczbe niezaleznych i niesprzecznych zwiazkéw analitycznych,
ktore moga by¢ funkcjami czasu t, wektorow wodzacych r; okreslajacych po-
tozenie i wektorow predkosci v = T = % punktow F;. O funkcjach f, za-
ktada sie, ze sa one ciagle wraz ze swoimi pierwszymi i drugimi pochodnymi.
Wszystkie wektory wodzace wystepujace w rownaniach (2.1) wychodza z tego
samego nieruchomego punktu. Nalezy zdawaé sobie sprawe, ze przedsta-
wiony zapis, gdzie funkcja f, zalezy od wektorow rj i T, jest oznaczeniem
skrétowym. W rzeczywistodci tylko w nielicznych przypadkach da sie zapi-
sa¢ w sposOb jawny rownania wiezow w zaleznosci od wektoréw wodzacych.
Najczeéciej wprowadza sie wspolrzedne ortogonalne. Jezeli wprowadzi sie
kartezjanskie wspohrzedne punktu P; (x4, vi, 2i), to zwiazki okreslajace wiezy
maja postac:

Ip (toz1,y1, 21, 81,91, 21, - -, TN, YN, 2N ENS UN, EN) =

= fp (tvl‘iayiv'ziai‘iag‘/ivéi) =0 ) (p = 1a 7k) (22)

Ograniczenia nalozone na ruch punktéw o postaci (2.1) lub (2.2) nazywaja
sie wiezami dwustronnymi.

2.2.2 Przyktady wiezéw dwustronnych

Przyktad 2.2.1. Dwa punkty materialne sg polaczone pretem o stalej
dlugosci I. Podaé réwnanie wiezéw dla tego uktadu.

Wprowadzajac pomienie wektory ryir3 okreslajace polozenie punktéw Pii Po
(rys. 21), otrzymujemy réwnanie wiezéw w postaci

f=(F1—12) (f1 —T2) —1=0.

We wspoétrzednych prostokatnych OXY Z (rys. 2.1) zwiazki analityczne okre-
Slajace wiezy mozna przedstawié jako

fE($1—$2)2+(y1—y2)2+(21—22)2—52:0~
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)

X

Rysunek 2.1: Punkty potaczone nieodksztatcalnym pretem — wektory wo-
dzace i wspotrzedne prostokatne

Z postaci obu zaleznosci wynika, ze sa to wiezy dwustronne.

Przyklad 2.2.2. Punkt materialny ma jednoczes$nie pozostawaé na
dwoéch powierzchniach (np. elipsoidy i plaszczyzny). Napisaé rownania
wiezow.

Zapisanie ograniczenn wymaga w tym przypadku wprowadzenia wspot-
rzednych prostokatnych. Mozemy to zapisa¢ nastepujaco:

fi1= a%xQ —Hﬁy2 —1—0%22 - d% =0,

fo=asx +boy+coz+do=0,
a wiec natozone wiezy sa dwustronne.
Przyklad 2.2.3. Punkt materialny ma poruszaé sie ze stalg co do
wartosci predkoscia. Przedstawié¢ rownania wiezow.
Warunek ten mozemy zapisaé w postaci zaleznosci
fi=T-T— g =0
Iub — po wprowadzeniu wspétrzednych kartezjariskich — jako
fiza 2+ y? 22— v2=0.

Sa to rowniez wiezy dwustronne, a natozone ograniczenie dotyczy predkosci.
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2.2.3 Wiezy jednostronne

Zwiazki analityczne opisujace ograniczenia nalozone na ruch punktéow
moga mie¢ charakter nieréwnosci o postaci

fo (6F0LT B E) = £ (BF0E) 20, (p=1,...k) (2.3)
lub we wspotrzednych kartezjaniskich

fp(tvwlvylazlai'layl?élw"axvaNaZijf'NayNazN) =

= fp (t7$iayiazia'i'i7yiaéi) >0 ) (p = 11 7k) (24)

Ograniczenia ruchu punktéow wynikajace ze zwiazkéw o postaci (2.3) lub
(2.4) sa nazywane wiezami jednostronnymi.

2.2.4 Przyktady wiezéw jednostronnych

Przyktad 2.2.4. Dwa punkty materialne sg polgczone nierozciggliwg
nicig o dlugosci [. Opisaé wiezy za pomocyg zwigzkéw analitycznych.

X

Rysunek 2.2: Punkty potaczone nierozciagliwg nicig

W tym przypadku zwiazki okreslajace wiezy maja postaé (rys. 2.2):

f=(F —T) (F1 —T2) —1* <0,
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a we wspoétrzednych prostokatnych

f=(ar—2)’ 4+ —y)’+ (a1 —22)? —12<0.
Z obu zaleznosci wynika, ze sa to wiezy jednostronne.

Przyklad 2.2.5. Punkt materialny ma pozostawaé wewnatrz pro-
stopadloscianu o wymiarach a,b,c. Napisaé rownanie wiezow.

Wspéitrzedne punktu musza speinia¢ warunki:

fi=x>0, fo=a—x>0,

f35y207f4 b—yZOa

f5=2>20, fe=c—22>0,
sg to wiezy jednostronne.

Przyklad 2.2.6. Punkt materialny ma poruszaé¢ sie z predkoscia
o warto$ci nie mniejszej od ”dopuszczalnej”’, ktéra wynosi vg. Okreslié
rodzaj wiezow.

Ograniczenie to mozemy zapisa¢ w postaci zaleznosci

f1

Iub w uktadzie wspétrzednych prostokatnych:

F-r—ul>0

fizi?+ 9P+ -2 >0.

Sa to wiezy jednostronne (ograniczenie dotyczy predkosci).

Na zakoniczenie nalezy zwroci¢ uwage na wazne réznice miedzy wiezami
dwustronnymi i jednostronnymi:

— liczba wiezé6w dwustronnych jest ograniczona,

— liczba wiezéw jednostronnych nie jest ograniczona,
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— wiezy dwustronne stale nakladaja ograniczenia na polozenia i ruch
punktow,

— wiezy jednostronne naktadaja ograniczenia na polozenia i ruch
punktow tylko wowczas, gdy sa napiete (znak nieré6wnosci zmienia sie
na znak rownosci).

Praktycznie ruch uktadu podlegtego wiezom jednostronnym mozna rozbi

¢na etapy:

— pierwszy taki, w ktorym wiezy sa napiete i ruch odbywa sie tak, jak
gdyby wiezy byly dwustronne

— 1 drugi, kiedy wiezy sa nienapiete i ruch odbywa sie tak, jak gdyby
tych wiezéw nie byto.

2.3 Wiezy geometryczne i kinematyczne

W zwigzkach analitycznych opisujacych ograniczenia ruchu moga nie wy-
stepowaé¢ pochodne wzgledem czasu wektoréw wodzacych punktow

fp(t,T,...,TN) = fp(t,15) =0, (p=1,...,k) (2.5)

lub tez mogg wystepowaé
fo (BF0LE ) = £ (BF0E) =0, (p=1,...k). (2.6)
Wedtug tego kryterium klasyfikacji wiezéw, wiezy opisane réwnaniem

(2.5) sa wiezami geometrycznymi (skoriczonymi), a opisane roéwnaniem (2.6)
wiezami kinematycznymi (rézniczkowymi).

2.3.1 Wiezy geometryczne
W przypadku gdy predkosé v = T, nie wystepuje w rownaniach wiezow
(2.5), wiezy nazywaja sie geometrycznymi lub skoriczonymi. Analitycznie
zapisuje si¢ je wtedy nastepujaco:
fp 1) =0, (p=1,...,k;i=1,.., N) (2.7)
lub

fp (tvxlvyluzla v 7xN7yN72N) = 07 (p = 17 7k) (28)
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Klasycznym przyktadem wiezéw geometrycznych dla uktadu punktow
materialnych sa ograniczenia, nalozone na wzajemne potozenie punktéow,
wynikajace z definicji ciata sztywnego.

Uktad, na ktory nalozone sa wiezy geometryczne jest nazywany uktadem
holonomicznym.

2.3.2 Przyklady wiezéw geometrycznych

Przyktad 2.3.7. Punkty materialne ukladu maja pozostawaé na pew-
nej poruszajacej sie ptaszczyznie. Jak przedstawié¢ w sposéb ogdlny row-
nanie wiezow?

Wspéitrzedne punktéw musza wowcezas spetniaé ograniczenia wynikajace
7 nastepujacych zwiazkéw

fizAzxz;+By,+Cz—Dt=0, (i=1, .., N),

gdzie A, B, C, D sa wielkosciami statymi. Podane réwnania opisujg wiezy
geometryczne.

Przyklad 2.3.8. Dwa punkty materialne (P; i P») poruszajace sie
w plaszczyznie XZ polaczono pretem o pomijalnej masie i dlugosci Iy
(rys. 2.3). Ponadto, punkt P, musi pozostawaé w stalej odleglosci (I;)
od przegubu O. Napisaé rownania wiezow.

\ 4

VA

\4

Rysunek 2.3: Podwo6jne wahadlo matematyczne — wspélrzedne prostokatne
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Wispétrzedne punktéw musza spetnia¢ ograniczenia wynikajace z nastepujq-
cych zwiazkow:

f1591:07f25y2:07
fa=al+yi+2i—-11=0,

fiz(@e—21) + (2 —y)? + (2 —21)*—15=0.

Oznacza to, ze na punkty sg natozone wiezy geometryczne.

2.3.3 Wiezy kinematyczne

W przypadku gdy réwnania wiezéw zawieraja pochodne wzgledem cza-
su promieni wodzacych (to jest predkosci punktow), to wiezy nazywaja sie
wiezami kinematycznymi lub rézniczkowymi

£ (t,fl,f‘l,...,FN,f‘N) =, (t,ﬁ,ﬁ) =0, (p=1,...k). (2.9)

W dalszych rozwazaniach sg rozpatrywane tylko takie wiezy rézniczkowe,
w réwnaniu ktorych predkosci punktow wystepuja w pierwszej potedze

N
gs= i Fi+ds=0, (s=1,..,7), (2.10)
i=1
gdzie Tsi' Iy oznacza iloczyn skalarny wektorow Tsi i I:}, a wektory fsii skalar
ds sa danymi funkcjami zaleznymi od czasu t i promieni wodzacych punktow
ri (i =1, ..., N). Zaklada sie przy tym, ze wektory fsi nie moga wszystkie
jednoczesnie by¢ rowne zeru (niekiedy wiezy o postaci (2.10) sa nazywane
akatastatycznymi, a w przypadku gdy ds = 0 - katastatycznymi).
Rownania wiezow kinematycznych (2.9 lub 2.10) mozna zapisa¢ w pro-
stokatnych uktadach wspotrzednych kartezjanskich:

fp (ta $i7yiazi7i“iayi72i) =0 ) (p = 17 ceey k)a (211)
N
gs = Z (CLSZ‘ Ti+bsi Ui +csi 2i) +ds =0, (s=1,...,7r), (2.12)
i=1
gdzie agi, bsi, ¢si, (i = 1, ..., N) sa rzutami wektora fsi na osie ukladu

wspotrzednych XY Z i sg skalarnymi funkcjami zmiennych: ¢, x1, y1, 21, ...,

IN,YN,ZN-
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2.3.4 Przyklady wiezéw kinematycznych

Przyktad 2.3.9. Dwa punkty materialne (C'i P ) poruszaja sie na
plaszczyznie, pozostajac w stalej odleglosci s. Uklad ten moze sie poruszaé
tylko w taki spos6b (rys. 2.4), ze predkosé punktu P ma kierunek prostej
laczacej punkty C' i P (ruch lyzwy na plaszczyznie). Napisaéréwnania

wiezow.

Rysunek 2.4: Model tyzwy — wspotrzedne prostokatne

Roéwnania wiezéw geometrycznych sa nastepujace:

fit 2 =0, for zp=0,

f3: (xp—xc)?+ (yp —yc)? — s> =0.

Kolejne réwnanie wiez6w mozna otrzymaé z warunku réwnolegtosci wektora
predkosci punktu P (tg¢ = yp/ip) i wektora okreslajacego kierunek preta
(tgd = (yp —yc)/(zp — 2¢))

Yyp _ Yp — Yo
ip xp—TC

W standardowej formie (2.12) réwnanie to bedzie miato postaé
g1t (yp —yc)ip — (xp —xc)yp =0,

gdzie: al] = (yp — yc), 1)11 = (.TUP — wc), C11 = d1 =0 (N = 1, S = 1).
Ostatnie z réwnan okresla niecatkowalne wiezy rézniczkowe.
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Przyktad 2.3.10. Punkt materialny (P) znajduje sie na plasz-
czyzZnie i porusza sie z predkoscia stale skierowana w strone ruchomego
punktu A o wspoélrzednych 4 = a(t), ya = b(t) (model “poscigu” —
rys. 2.5). Okresli¢ rodzaj wiezow.

Y

Y,=b®

0 x,=a() .

Rysunek 2.5: Zagadnienie "poscigu” — wektory predkosci punktow P i A

Roéwnania wiezéw sa nastepujace:
— ruch odbywa sie w plaszczyznie XY , a wiec

fir z2=0,
— z warunku natozonego na predkos¢ punktu P wynika

T alt) -

yoob(t) -y’
Ostatnie réwnanie mozna przedstawi¢ w standardowej postaci:
g @ (b(t) — )~y (alt) —2) = 0.

Na punkt natozone sg wiezy rézniczkowe.

2.3.5 Wiezy kinematyczne calkowalne

Omawiajac wiezy rozniczkowe nalezy stwierdzi¢, ze kazde wiezy geome-
tryczne moga byé¢ przedstawione w postaci wiezéw rézniczkowych, ktérych
réwnanie otrzymuje si¢ przez zrézniczkowanie rownosci (2.7) wzgledem czasu

dfy Oy i O _
dt_izlf)r_"i ri—i-at—O, (p=1, .., k), (2.13)
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gdzie przez 3 ﬁ 0Z1Naczono symbohczme grad fp, czyh aﬂ = grad fp .

Jezeli T; = iz; -i-in + kzi, gdzie i 17 J, Kk oznaczaja wersory osi ortogonalnego
uktadu wspotrzednych, to

Ofp _
Or;

ahf+

afp g 8fp 1
axi Gyi‘] + azi

k,

grad f, =

£ = T + Ji + K

i zaleznos¢ (2.13) sprowadza si¢ do postaci

N
C{)fp; 8fp; 8fp ) % B B
izzl (856,' nt 0y; Ui 0% + ot 0, (p=1,...k). (2.14)

Takie wiezy rézniczkowe daja sie oczywiscie scatkowaé i nie sa réwno-
wazne wigzom skonczonym (2.7). Po scatkowaniu maja postaé

L) =c¢, (p=1,.,k;i=1,..,N), (2.15)

gdzie ¢, oznacza dowolng stala. Dlatego tez wiezy rézniczkowe (2.13) nazy-
waja sie caltkowalne, a uktad, na ktéry natozone sa takie wiezy, jest ukltadem
potholonomicznym.

Przyktad 2.3.11. Na ruch punktu materialnego nalozono naste-
pujace ograniczenie iy — yxr = 0 . Okresli¢ rodzaj wiezow.
Réwnanie wiezéw mozna sprowadzié¢ do postaci:
T y de d
g lub — = —y,
r oy z Y

ostatnie réwnanie po scatkowaniu mozna przedstawi¢ w standardowej po-
staci:

firx—Cy=0.

Na punkt natozone sg wiec wiezy geometryczne.
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Jesli wystepuja wiezy geometryczne postaci (2.7), to uktad nie moze zajaé
dowolnego potozenia w przestrzeni w dowolnej chwili. Wiezy geometryczne
naktadaja ograniczenie na potozenia uktadu w chwili ¢. Jezeli natomiast
wystepuja tylko wiezy kinematyczne niecatkowalne, uktad moze w dowolnej
chwili ¢ zaja¢ dowolne polozenie w przestrzeni. Jednakze w polozeniu tym
predkosci punktéw uktadu nie moga juz byé dowolne. Wiezy rézniczkowe
naktadaja ograniczenia na te predkosci.

Uktad punktéw materialnych nazywa sie uktadem holonomicznym, jezeli
punkty tego ukladu nie podlegaja zadnym niecatkowalnym wiezom réznicz-
kowym. Na przyktad ukladem holonomicznym jest kazdy swobodny uktad
punktéow materialnych, jak rowniez nieswobodny uktad z wiezami skoinczo-
nymi lub rézniczkowymi catkowalnymi. W przypadku uktadu holonomicz-
nego wszystkie wiezy moga by¢ zapisane w postaci skoriczone;j.

Jedli uktad podlega wiezom rézniczkowym i przynajmniej jedno z tych
rownan jest niecalkowalne, to taki uktad jest nazywany ukladem nieholono-
micznym.

2.4 Wiezy reonomiczne i skleronomiczne

Za punkt wyjscia do klasyfikacji wiezoéw nalozonych na ruch punktow
mozna tez przyja¢ wystepowanie (lub nie) czasu ¢ w zwiazkach analitycznych
opisujacych ograniczenia ruchu.

2.4.1 Wiezy reonomiczne

Wiezy geometryczne nazywaja sie reonomiczne (lub niestacjonarne), jesli
w ich rownaniu czas (t) wystepuje jawnie, tj. jezeli % # 0. Natomiast wiezy
rozniczkowe (2.10) lub (2.12) nazywaja si¢ reonomiczne, jesli dy = ds(t)
lub wektory fsi w rownaniu (2.10) (odpowiednio wspotezynniki ag;, bs;, Csi
w rownaniu (2.12)) zaleza jawnie od t.

Przyklad 2.4.12. Dwa punkty materialne sa polaczone pretem
o zmiennej dlugosci [, tzn. [ = [(t). Okresli¢ rodzaj wiezow.

Réwnanie wiezow ma postac
fi: (FL —To) - (F1 —T2) = 1%(t) =0
lub

fie (x1 — $2)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2 — lz(t) =0.
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Jest to wiec uktad holonomiczny o wiezach reonomicznych.
Przyklad 2.4.13. Okreslié rodzaj wiezéw nalozonych na punkt
pozostajacy na powierzchni kuli, ktéra porusza sie i deformuje.

W réwnaniu wiezéw jawnie wystapi czas t. Symbolicznie mozna to zapi-
sa¢ w postaci

f,r)=0, czyli f(t,x,y,2)=0.

Dla kuli o zmieniajacym sie w czasie promieniu R = at i poruszajacej sie ze
stala predkoscia (vg) réownanie to przybiera postaé

f(tvxayvz) = (x_v(]:rt)2+(y_7]0yt)2+(Z_UOZt)Q_GQtQ =0.

W tym przypadku na punkt sa nalozone wigzy skoriczone (geometryczne),
ale niestacjonarne (reonomiczne).

Przyklad 2.4.14. Rakieta samosterujaca (punkt P) leci w kie-
runku celu (punkt C) poruszajacego sie ze stala co do kierunku predko-
$cia (rys. 2.6). Napisaé rownania wiezéw.

Rysunek 2.6: Model lotu rakiety samosterujacej — wektory predkosci rakiety
ijej celu

Wprowadzimy prostokatny uktad wspétrzednych, w ktorym os X jest
skierowana réwnolegle do kierunku ruchu celu (rys. 2.6). Z warunku réwno-
legtosci predkosci i wektora taczacego rakiete i cel otrzymujemy

r Yy 0z

z(t)—x O0—y 2.—2z
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Powyzsze réwnanie w standardowej postaci przyjmuje forme dwéch réwnar:

g1: Zy+y(zc_z):07

g2t Ty +ylr(t) —2] =0.

Ostatnie z rownan okresla niecatkowalne reonomiczne wiezy rézniczkowe.

2.4.2 Wiezy skleronomiczne

Jezeli w robwnaniach wiezow czas nie wystepuje jawnie, to sa to wiezy skle-
ronomiczne (lub stacjonarne). Oznacza to, ze wiezy (2.7) sa skleronomiczne,
jezeli %t = 0. W tym przypadku lewa strona réwnania wiezéw rozniczko-
wych (2.13) jest liniowa i jednorodna wzgledem predkosci. Wiezy réznicz-
kowe (2.10) lub (_?.12) nazywaja sie skleronomicznymi (stacjonarnymi), jesli

ds = 01wektory lg w rownaniu (2.10) (odpowiednio wspotezynniki ag;, bs;, cs;
w réwnaniu (2.12)) nie zaleza jawnie od ¢.

Przyklad 2.4.15. Punkt materialny moze poruszaé sie po nieru-
chomej nieodksztalcalnej powierzchni. Podaé¢ rodzaj wiezow.

Réwnanie powierzchni moze by¢ zadane w postaci

fE@) =0, czyli f(z,y,2)=0.

Przedstawia ono skoriczone wiezy dwustronne, geometryczne i stacjonarne
(skleronomiczne).

Przyktad 2.4.16. Dwa punkty materialne polaczone pretem o sta-
lej dlugosci [ majg pozostawaé na wewnetrznej powierzchni sfery o pro-
mieniu R. Okreslié rodzaj ukladu i wiezéw.

W tym przypadku réwnania wiezéw maja postac:

fi: (Fl—1o)-(f1—T2)—12=0,
fo: T1-T1—R? =0, f3: 7Ty -To—R?*=0

Iub w uktadzie wspétrzednych prostokatnych:

fio (w1 —22)? + (1 —y2)? + (21— 2)2 — 12 =0,

for 2 +yi+2i-R*=0,
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fa: 25+ yi+22—R*=0.

Rozpatrywany uktad jest holonomiczny o wiezach skleronomicznych.

W mechanice czesto postugujemy sie modelem ciala rzeczywistego nazy-
wanym cialem sztywnym, to znaczy takim, w ktérym odlegltoéci pomiedzy
punktami nie ulegajg zmianie. Zauwazmy, ze cialo sztywne mozna rozpatry-
waé jako uktad punktéw materialnych podlegtych wiezom typu (2.7) o po-
staci

fpt (x,-—azj)Z—l—(yi—yj)2+(zi—zj)2—li2j =0. (2.16)

7 tego punktu widzenia swobodne cialo sztywne stanowi szczegdlny przypa-
dek holonomicznego skleronomicznego uktadu punktéw materialnych.

2.5 Wiezy idealne i przemieszczenia przygotowane

Wiezy idealne definiuje sie poprzez zerowa sume prac sit ich reakcji wyko-
nang na przemieszczeniach przygotowanych. W zwiazku z tym, zanim zo-
stanie przedstawiona definicja wiezéw idealnych, nalezy wprowadzi¢ pojecie
przemieszczenia przygotowanego.

2.5.1 Przemieszczenia przygotowane

Zaktadamy, ze uklad materialny podlega k wigzom geometrycznym (2.17)
oraz r wigzom roézniczkowym (kinematycznym) (2.18):

Lt E) =0, (p=1,...k;i=1,.. N), (2.17)

N—»
:lei'vi+ds:0a (5

i=1

I
~
=

S~—

(2.18)

Po zrozniczkowaniu réwnan wiezéw geometrycznych wzgledem czasu od-
powiednie réwnania wiezéw kinematycznych (rozniczkowych) sa nastepujace

dfp Zafp 1+%—0, (p=1,...k). (2.19)

1
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Wektory v; nazywamy uktadem mozliwych predkosci dla chwili ¢ i dla
danego potozenia uktadu, jezeli wektory v; spetniajg k 4 r rownan liniowych
(2.18) 1 (2.19). Z powyzszego wynika, ze predkosci mozliwe to predkosci do-
puszczalne przez wiezy. Poniewaz z zalozenia 3N — (k +r) > 0, dla kazdego
mozliwego potozenia ukladu w chwili ¢ istnieje nieskoriczony zbiér uktadow
mozliwych predkosci. W rzeczywistym ruchu uktadu materialnego w chwili ¢
realizuje sie tylko jeden z tych uktadéw mozliwych predkosci — predkosci rze-
czywistych. Przemieszczenia rzeczywiste (i predkosci rzeczywiste) wynikaja
z sit dziatajacych na uktad i sa zgodne z wiezami.

Nieskoniczenie male przemieszczenia dr; = vidt, (i = 1,..., N) nazywa sie
uktadem nieskoriczenie malych mozliwych przemieszczen lub krétko: uktla-
dem przemieszczen mozliwych. Mnozac réwnania (2.18) i (2.19) przez dt,
otrzymamy réwnania okre$lajace mozliwe przemieszczenia:

N
Afp o 4
- dF =1,..,k 2.20
Zl rl + at 07 (p I I )7 ( )
N —
dlg-dfi+dydt =0, (s=1,..7). (2.21)
=1

Biorac pod uwage dwa rézne uklady przemieszczeri mozliwych dla tej samej
chwili i dla tego samego potozenia uktadu materialnego, mozemy napisaé

dti = vidt i d'ti=v/dt, (i=1,..,N). (2.22)
Zarowno dr;, jak i d'T; spelniaja rownania (2.20) i (2.21), a ich roznice (1)
OF, = df; — d'F;, (i=1,...,N), (2.23)

spetniaja nastepujace uktady réwnan jednorodnych:

Ziff ot =0, (p=1..k), (2.24)

(2.25)

[]=
g
—

»

I
—_

<
~—
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® Wielkosci dt; = dr; — d't} nazywaja sie przemieszczeniami
przygotowanymi (wirtualnymi).!

Kazdy uktad wektorow dr; spelniajacych rownania (2.24) i (2.25) repre-
zentuje uklad przemieszczen wirtualnych. Réwnania (2.24) i (2.25) na prze-
mieszczenia wirtualne réznia sie od rownan (2.20) i (2.21), okreslajacych
przemieszczenia mozliwe, brakiem wyrazow %dt i dsdt (zaleznos¢ miedzy
przemieszczeniami przygotowanymi nie zalezy od tego, czy czas wystepuje
w postaci jawnej w rownaniach wiezow, czy tez nie). Przemieszczenia wirtu-
alne okreslaja przemieszczenia punktow uktadu materialnego z jednego moz-
liwego polozenia tego uktadu w chwili ¢ do drugiego nieskonczenie bliskiego
polozenia mozliwego dla tej samej chwili ¢.

W przypadku wiezéw geometrycznych i stacjonarnych przemieszczenia
wirtualne pokrywaja sie z przemieszczeniami mozliwymi. W takich przy-
padkach zamiast 6r; mozna uzy¢ dr (0r; = dr}).

Przyklad 2.5.17. Punkt (P) znajduje sie na nieruchomej po-
wierzchni. Okresli¢é przemieszczenia mozliwe i przygotowane (rys. 2.7).

Rysunek 2.7: Wiezy natozone na punkt materialny i wynikajace z nich kie-
runki wektorow: predkosci (V), przemieszezeni mozliwych (dr, d'f) i prze-
mieszczenia przygotowanego (0r)

Nieruchoma powierzchnia powoduje, ze wigzy natozone na punkt maja
postaé¢ f = f(¥) = 0 i nie zaleza od czasu. Odpowiadajace wiezom geome-
trycznym wiezy rézniczkowe %( f¥) = % . %‘; = % - v = 0 przedstawiaja
iloczyn skalarny dwéch wektoréw, z ktérych pierwszy ( %) ma kierunek nor-

'W matematyce wielko$é 6t; jest nazywana wariacja wektora .
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malnej do powierzchni. Wartosé iloczynu wskazuje, ze wektor predkosci jest
prostopadly do normalnej. Zatem wektor v, zaczepiony w punkcie P, musi by¢
styczny w tym punkcie do powierzchni i reprezentuje mozliwg predkosé.
Odpowiadajace tej predkosci przemieszczenie mozliwe dv = Vdt réwniez
lezy w plaszczyznie stycznej do powierzchni w punkcie P. Takze réznica
Of = d'f — dr dwéch wektoréw stycznych jest wektorem stycznym do po-
wierzchni w tymze punkcie. A zatem dowolny wektor wystawiony z punktu
P i lezgcy w plaszczyznie stycznej moze byé rozpatrywany jako dr' lub pewne
Or. (W przypadku gdy wiezy sa stacjonarne, przemieszczenia przygotowane
pokrywaja sie z mozliwymi.)

Przykltad 2.5.18. Okreslié przemieszczenia mozliwe i przygoto-
wane punktu P poruszajacego sie po powierzchni ciala (rys. 2.8), ktore
porusza sie ruchem postepowym z predkoscia i. Wiezy sa opisane row-
naniem powierzchni f(r¢) = 0.

Rysunek 2.8: Predkosci mozliwe (V i v/ ) punktu poruszajacego si¢ po po-
wierzchni ruchomego ciala (4 — predkos¢ unoszenia)

Predkos¢é bezwzgledna jest sumg wektoréw predkosci unoszenia i pred-
kosci wzglednej. Zatem predkosé mozliwa (bezwzgledna) v otrzymuje sie
dodajac do predkosci unoszenia i dowolny wektor predkosci wzglednej v
(styczny do powierzchni)

V=vi+1u,
a zatem przemieszczenie mozliwe jest okreslone jako

dr = vdt = v dt + udt .
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Analogicznie, dla innej predkosci wzglednej (V') otrzymuje sie prze-
mieszczenie mozliwe (d't) w formie

d¥ = v'dt = v,/ dt +ddt .
Stad przemieszczenie przygotowane
OF = d'F — d¥ = (V' — V) dt

jest wektorem lezacym w plaszczyznie stycznej do powierzchni w punkcie P
(rys. 2.9).

di: y\\\\\ d'i.’

Rysunek 2.9: Przemieszczenia mozliwe (dr i d'F) i przygotowane (d7) punktu
poruszajacego sie po powierzchni ruchomego ciala

Wektor Or przedstawia przemieszczenie przygotowane odpowiadajace
przemieszczeniu mozliwemu punktu wzgledem nieruchomej powierzchni

f(r,t).

W ukladzie wspotrzednych kartezjariskich kazdy wektor przemieszczenia
przygotowanego Or; jest okreslony trzema sktadowymi: d0x;,dy;, dz; i row-
nania (2.24)—(2.25), okreslajace przemieszczenia wirtualne, mozna zapisa¢
w postaci nastepujacego uktadu roéwnan:

— dla k wiezdéw geometrycznych

Z(@azl Oy ?@,5) 0, (p=1..k), (2.26)
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— dla r wiezéw kinematycznych

N
Z (asiéw; + bsidy; + c5idz;) =0, (s=1,..,7). (2.27)
i=1

Wsréd 3N wirtualnych przyrostow wspotrzednych dx;, 6y;, dz; wystepuje
n = 3N — (k + r) przyrostow niezaleznych. Liczbe n nazywa sie liczba stopni
swobody uktadu punktéw materialnych.

® Liczba niezaleznych wariacji wspo6lrzednych okresla
liczbe (n) stopni swobody uktadu.

Przyktlad 2.5.19. Punkt materialny ma jednoczes$nie pozostawaé
na dwoch plaszczyznach. Okresli¢ przemieszczenia przygotowane
i liczbe stopni swobody tego punktu.

Zwigzki analityczne (réwnania plaszczyzn) opisujace wiezy maja postac:
fi=x+3y+42—-10=0,

fo=32x+y+T72=0,

czyli przemieszczenia przygotowane musza spetniaé zaleznosci:
dx + 36y + 462 =0,

30x + 0y + 762 =0.

Tylko jedno z przemieszczeni przygotowanych jest niezalezne, mozna je
wybra¢ dowolnie, na przyk}ad 0z. Po rozwigzaniu ukladu réwnan otrzy-
mamy: 0x = ——52 oy = —752
Punkt ma jeden stopieri swobody n=3N—-(k+r)=3-1—-(2+0)=1.

2.5.2 Wiezy idealne

Natozenie wiezé6w na uktad punktéw powoduje, ze pojawiaja sie zaleznosci
miedzy przyspieszeniami punktow. Zaleznosci te otrzymuje sie, rézniczkujac
rownosei (2.19) i (2.18) wzgledem czasu:

— dla wiez6w geometrycznych

0 . d . dd
Z fp. 1+Zdt<fp 1>-Vi+(ﬁ£]:O,(p:1,...,k), (2.28)
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— dla wiez6w kinematycznych

N o
T dlsi - dds
L - & Vi —==0, (s=1,..,r). 2.29
=1 : +; dt nr dt (S r) ( )

Rownania (2.28) i (2.29) pokazuja, jakie ograniczenia zostaja narzucone na
przyspieszenia a; przez wiezy.

Z zaleznosei (2.28) i (2.29) wynika, ze w przypadku uktadéw nieswobod-
nych musza pojawié¢ sie dodatkowe sity (sily oddzialywania wiezow), ktore
zapewniaja spelnienie réwnan ruchu wynikajacych z drugiego prawa New-
tona i rownan wiezow. Sity te (17_{1) noszg nazwe reakcji wiezow.

Po wprowadzeniu do réwnan Newtona sit aktywnych (zadanych) F; oraz
sit reakcji wiezow R, otrzymuje sie

mid; =F;i+ Ry, (i=1,..,N), (2.30)

a przyspieszenia wyznaczone z rownan (2.30) sa juz zgodne z wiezami.

W tym momencie pojawia sie problem: liczba 6/N nieznanych wielkosci
(wspolrzednych wektorow) x;, ys, i, Riz, Riy, Ri» (1 = 1,..., N), ktore naleza-
toby wyznaczyé, jest wicksza od liczby zwiazkdéw, jakimi dysponujemy, tzn.
od liczby réwnan ruchu:

md; = Fig + Rig, ™yl = Fiyy + Ry, muiZ; = Fi, + Ry, (2.31)
(i=1,..,N)

i rownan wiezow (2.17) oraz (2.18):
— dla wiezéw geometrycznych

LE)=0, (p=1,...k;i=1,.. N),

— dla wiezéw kinematycznych

N
gs=3 Li-Vit+d,=0, (s=1,..,r),
i=1
(czyli 3N + k +1r < 6N).

Z przeprowadzonych powyzej prostych obliczenn wynika, ze do rozwigza-
nia zagadnienia dynamiki, polegajacego na okresleniu ruchu uktadu i reakcji
wiezow, potrzeba jeszcze 6N — (3N + k +r) = 3N — k — r = n dodatko-
wych zwiazkéw. Mozna je otrzymad, jezeli ograniczymy sie do rozpatrywania
uktadéw nieswobodnych o wiezach idealnych.
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® Wiezami idealnymi nazywamy takie wiezy, dla ktérych
suma prac 0L sil reakcji wiezow R; na dowolnych prze-
mieszczeniach przygotowanych Jr; jest zawsze réwna
zeru — to znaczy

L= R; oti=0. (2.32)

W postaci rozwinietej rownosé (2.32) mozna napisac
N
i=1
W réwnaniu (2.33) wsrod 3N wielkosci dz;, 0y;, 02;, liczba niezaleznych
wielkosci wynosi n = 3N — (k + r). Mozna zatem wyrazi¢ k +r =3N —n
zaleznych przyrostéw dx;, 6y;, 0z;, przez n przyrostow niezaleznych. Wspot-
czynniki przy niezaleznych przyrostach musza byé réwne zero (daje to n
brakujacych zwiazkéw). Wprowadzenie wiezéw idealnych pozwala na roz-
wigzanie podstawowego zagadnienia dynamiki uktadu nieswobodnego.

2.5.3 Przyklady wiezéw idealnych

Klasyczne przyktady wiezow idealnych sa przedstawione w kolejnych zada-
niach.

y —
y [m] R
P
SF
],
P
0.5}
)
0 05 1 " x [m]

Rysunek 2.10: Ruch punktu po nieruchomej krzywej

Przyklad 2.5.20. Punkt materialny (rys. 2.10) porusza si¢ po nie-
ruchomej gladkiej plaskiej krzywej opisanej réwnaniem f; = 23 — 222 + %
Okresli¢ klase wiezé6w nalozonych na punkt.
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Dowolne przemieszczenie dr, jak tez i dowolne przemieszczenie przygoto-
wane 0F, lezg na stycznej do krzywej w punkcie P. Reakcja gladkiej krzywej
ma kierunek normalny do krzywej, jest réwnolegta do wektora % i moze by¢

przedstawiona w postaci R=R %, skad:

- 0 . .5 o 0 S
R-drzR—‘i-drzO i R-(Sr:R—{-ér:O.
or or
Wiezy natozone na punkt materialny poruszajacy sie po nieruchomej gtadkiej
krzywej sa wiezami idealnymi.

W przypadku wiezéw geometrycznych skleronomicznych praca sit reak-
cji wiezéw na przemieszczeniach mozliwych jest réwna pracy sit reakcji na
przemieszczeniach przygotowanych.

Przyktad 2.5.21. Punkt materialny (P) porusza sie po ruchomej
(lub deformujacej sie) gladkiej powierzchni (rys. 2.11). Okresli¢ klase
wiez6w nalozonych na ten punkt.

Rysunek 2.11: Ruch punktu po ruchomej powierzchni (d — predko$é unosze-
nia)

Mozliwa predkosé v punktu materialnego i jego nieskoriczenie mate prze-
mieszczenie mozliwe okreslone zaleznoscia dr¥ = Vdt nie lezg w plaszczyznie
stycznej. Natomiast przemieszczenie wirtualne 0¥, ktoére jest nieskoricze-
nie matym mozliwym przemieszczeniem dla powierzchni nieruchomej, lezy
w plaszczyznie stycznej. Poniewaz dla gtadkiej powierzchni reakcja jest skie-
rowana prostopadle do powierzchni, wiec R - 07 = 0.
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Przykltad 2.5.22. Okreslié roznice pomiedzy praca elementarng
(d'L) i praca przygotowana (J6L) reakcji wiezoéw dzialajacych na punkt
pozostajacy na poruszajacej sie — z predkoscia U — plaszczyznie.

=4

X

Rysunek 2.12: Punkt na ruchomej ptaszczyznie (przemieszczenia mozliwe —
linie przerywane, przemieszczenia przygotowane — linie ciagte)

Przyjmiemy, ze plaszczyzna porusza sie ze stala predkosciag 4 do niej
prostopadla. Wprowadzajac uklad osi jak na rysunku 2.12, otrzymujemy
nastepujgce rownanie wiezow

f=z—ut=0.

Wobec tego przemieszczenia mozliwe musza spetniaé warunek

%dx+gdy+gdz+%dt:O-dx—i—O-dy—i-l-dz—udt:dz—udt:0,
ox Jy 0z ot

a przemieszczenia przygotowane

01y, 00, O

5208 By y+8252 0-0x4+0-0y+1-0z2=02=0

Zatem praca elementarna d'L = R, dz = R, u dt # 0, a praca przygoto-
wana 0L = R, 6z=R,-0=0.
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7 zamieszczonych przyktadéw wynika, ze gladka powierzchnia zaréwno
nieruchoma, jak i ruchoma lub deformujaca si¢ jest przyktadem wiezéw ide-
alnych. Ostatni przyktad pogladowo objasnia, dlaczego przy okresleniu nie-
stacjonarnych wiezéw idealnych konieczne jest przyréwnanie do zera pracy
sit reakcji na dowolnych wirtualnych, a nie mozliwych, przemieszczeniach.
Dalsze przyktady dotycza jedynie uktadéw z wiezami stacjonarnymi.

Przyktad 2.5.23. Dwa punkty materialne sa polaczone pretem
o niezmiennej dlugosci i pomijalnie malej masie (rys. 2.13). Okreslié
rodzaj wiezéw nalozonych na uktad.

Rysunek 2.13: Dwa punkty potaczone nieodksztalcalnym pretem

Oznaczymy przez fll i ﬁg reakcje wiezow dzialajace na punkty mate-
rialne K © B. Wéwczas zgodnie z trzecim prawem Newtona punkty addzia-

tuja na siebie sitami ﬁl = — f{Q. Sity fili ﬁ,g, majg przeciwne zwroty i sg
skierowane wzdluz preta, co mozna zapisa¢ w postaci:

R, =\(f2—T1) ,

gdzie A\ jest wspolczynnikiem proporcjonalnosci. Praca reakcji wiezéw po
uwzglednieniu, zZe przemieszczenia przygotowane pokrywajg sie z przemiesz-
czeniami mozliwymi (wiezy geometryczne skleronomiczne) wynosi

R 6F1 + Ry - 0fo = Ry - (dify — dF2) = Ry - d (F) — ) .
Wykorzystujac bdatkowo zaleznosé ﬁl =X ( ro— ;1), otrzymuje si¢
Ri-d(f1— ) =A(To—11)-d(F) — F2) =
1 S o S o
= —5 )\d[(l‘l —1‘2)- (I‘l —1‘2)] :O7
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poniewaz (1 — I'2) - (] — Fa) = const, a rézniczka wielkosci stalej jest réwna

zero. Zatem sg to wiezy idealne.

Ciato doskonale sztywne jest uktadem punktéw materialnych, w ktorym
na kazde dwa dowolne punkty nalozone sa wiezy opisane powyzej. Wobec
tego cialo sztywne mozna uwazaé za uktad punktéw materialnych podlegtych
wiezom idealnym.

Przyklad 2.5.24. Dwa ciala sztywne sg polaczone przegubem
kulistym (rys. 2.14). Okresli¢ rodzaj nalozonych wiezéw.

Zgodnie z trzecim prawem Newtona (podobnie jak i w poprzednim przy-
kladzie) R1 + Ra = 0, wynika stad

ﬁ1-5F1+ﬁ2-5f2=5f~(ﬁ1+ﬁ2)=0,

a wiec sg to wiezy idealne.

Rysunek 2.14: Ciala potaczone przegubem

Przyklad 2.5.25. Dwa ciala sztywne (rys. 2.15) podczas ruchu
dotykaja sie swymi idealnie gladkimi powierzchniami. Okresli¢ rodzaj
wiezow nalozonych na ciala.
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Rysunek 2.15: Dwa gladkie stykajace sie ciala

W tym przypadku takze R, + Ry = 0, a reakcje R: i R» maja
wspolny kierunek normalnej do powierzchni. Wzgledna predkosé tych ciat
w miejscu ich styku, Vi i Vo, a wiec i réznica przemieszczeni mozliwych
dr, — dry = (V] — V)dt leza na wspélnej plaszczyznie stycznej. A zatem

R, - 6F; 4+ Ry - 0fp = Ry - df) + Ry - dfy = Ry - (dF) — dfy) = 0
takie wiezy sg idealne.

Przyklad 2.5.26. Dwa ciala sztywne (rys. 2.16) podczas ruchu
dotykaja sie¢ wzajemnie doskonale chropowatymi powierzchniami (tzw.
zazebienie lub sprzezenie zebate). Okresli¢ rodzaj wiezow.

Wzgledna predkosé poslizgu jest réwna v — Vo = 0. Wobec tego réwniez
dr] — dry = (V1 — V)dt = 0, a zatem i tu

ﬁl~5f1+ﬁ2-5f2Zﬁl~df1+ﬁ2-df2Zﬁl-(\_/'l—\_@)dt:o
mamy do czynienia z wiezami idealnymi.
—_— . J—
W przypadkach gdy w uktadach wystepuje tarcie, mozna traktowaé po-

dobnie jak wiezy idealne i uwzglednié¢ jedynie sktadowe normalne sit reakcji
niegtadkich powierzchni, a sily tarcia nalezy uznac za nieznane sity aktywne.
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Rysunek 2.16: Ciata doskonale chropowate (toczenie bez poslizgu)

Pojawienie sie nowych niewiadomych kompensuje sie dodatkowymi zwigz-
kami wynikajacymi z eksperymentalnych praw rzadzacych tarciem.

W dalszym ciagu zawsze bedziemy zakladali, ze wszelkie wiezy natozone
na rozwazane uklady sa wiezami idealnymi.

Przyklad 2.5.27. Konce preta o dlugosci L moga przemieszczaésie po
dwoch okregach (rys. 2.17) o promieniach R; ¢ R,. Okregi znajduja
sie w prostopadlych do siebie plaszczyznach (XZ i Y Z). Ich $rodki
sa odpowiednio w punkcie 01(0,0,0)) i w punkcie O5(0, a,0), przy czym
a=1,6m Ri=1,0m Ro=1,5m,a=1,6m, L =241 m, o1 =0, g3 = 7/2.
Okreslié, postugujac sie biegunowymi ukladami wspélrzednych, prze-
mieszczenia przygotowane koncow preta (punktow 1 i 2) i liczbe stopni
swobody tego ukltadu.

Dla okreslenia polozenia punktu 1 wprowadzimy uktad biegunowy le-
zgcy w plaszczyznie XZ, dla punktu 2 uklad biegunowy lezacy w plasz-
czyznie 'Y Z (rys. 2.17). Wspélrzedne okreslajace polozenie ukladu
(dla Ry = consty, Re = consty) to dwa katy q = (¢1, p2). Wiezy nalozone na
uktad punktéw wynikajg z faktu, ze punkty poruszaja sie po okregach i sa
potaczone pretem o dtugosci L.

Wspéitrzedne okreslajace polozenie uktadu musza spetniac¢ zaleznosci:

fi= Ry —const; =0,
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fo =Ry — consto =0,

fa= (952—331)2+(y2 —y1)2+(y2—y1)2—L2 =0.

Rysunek 2.17: Model uktadu w potozeniu poczatkowym oraz wspoétrzedne
P11, P2

Podstawiajac x1 = Ry cos(p1), y1 = 0, 21 = Ry sin(p1) oraz xz9 = 0,
ya=a — Ry cos(p3), zo= Ry sin(ps) do wyrazenia na f3, otrzymuje sie

f3 = (0—Rycos(p1))*+(a—Raocos(p2)—0)?+(Rasin(ps) — Ry sin(p1))?—L? = 0,
a po prostych przeksztatceniach trygonometrycznych
fa=1L1°— (a2 — 2aRy cos (p2) — 2R Ry sin (1) sin (p3) + R? + R%) =0.

Jesli przyjaé, ze L?> = a® + R? + R3 (co nie zmniejsza ogélnosci rozwazaii),
to ostatecznie uzyskuje sie

f3 = acos (p2) + Ry sin (¢1)sin (p2) = 0.
Cztery wspotrzedne (1, p2, R1, 1 Re) wystepujace w réwnaniach powo-

duja, ze w zadaniu nalezy wyznaczy¢ nastepujace przemieszczenia przygoto-
wane dq = {0p1,0p2,0R1,0 Ry}, ktore musza spelniac¢ zaleznosci:

6fi =0R; =0,

5fy = 6Ry =0,
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0f3 = dpa (—asin (p2) + Ry sin (1) cos (2)) + R1dp1 sin (¢2) cos (p1) +
+JRy sin (1) sin (p2) = 0.

Z dwéch pierwszych zaleznosci wynika, ze 6Ry = 01 6Re = 0. Uwzgled-
niajac to w df3, zwigzek miedzy przemieszczeniami przygotowanymi przy-
biera forme

02 (—asin (p2) + Ry sin (¢1) cos (p2)) + R1dp1 sin (p2) cos (¢1) = 0.

Tylko jedno z dwéch przemieszczeni przygotowanych §¢1, s wystepuja-
cych w tym réwnaniu jest niezalezne — mozna je wybra¢ dowolnie, na przy-
ktad jako niezalezne przyjac¢ dps. Po rozwiazaniu tego réwnania otrzymuje
sie zalezne przemieszczenie przygotowane dwi w formie

_ Oy csc(pa) sec (1) (asin (p2) — Ry sin (1) cos (¢2))
Ry '

01

Wyniki rozwiazania uktadu réwnan dla potozenia pokazanego na rys. 2.17
(dla parametréow: Ry = 1,0 m, Ry = 1,5 m, a = 1,6 m, L = 2,41 m,
w1 =0, po = m/2) zostaly pokazane na rys. 2.18a

Rysunek 2.18: Dwa polozenia modelu z zaznaczonymi przemieszczeniami
przygotowanymi

Wyznaczone wielkosci maja nastepujace wartosci:

— przemieszczenia przygotowane punktu 1: dRy = 0, 1 = 0,503,
— przemieszczenia przygotowane punktu 2: 0Ry = 0, dpo = 7/10,

— przemieszczenia przygotowane 0ry: dx1 = 0, dy1 = 0, dz1 = 0,503,
— przemieszczenia przygotowane 0fy: dxe = 0, dyg = 0,471, §zo = 0.
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Dla polozenia przedstawionego na rys. 2.18b (dla zadanych wartosci p; =
0,5467 rad, @ = 1,885 rad) wyniki sa jak nizej:
- 5?1.' (5.21?1 = —0,338, 5y1 = 0, 521 = O, 556,
— 0T9: 0xo = 0, dyo = 0,448, dzo = —0, 146.

Przyklad 2.5.28. Dla ukladu z rys. 2.17 (s. 50) omoéwionego w po-
przednim zadaniu — wykorzystujgc otrzymane tam wyniki — wyznaczyé
prace przygotowana w zadanym potozeniu ukladu — przedstawionym na
rys. 2.19. Uklad jest obciazony sila ciezkosci preta Fi.

Rysunek 2.19: Modele ukladu obciazonego sila ciezkosci Fs (a) i dwiema
sitami %Fg (b) — z zaznaczonymi przemieszczeniami przygotowanymi

Korzystajac z definicji pracy przygotowanej, mozna napisa¢ zaleznosé
§L3 = Fs - 6Fs,
przy czym, uwzgledniajac zwiazek T's = § (F1 + I2), otrzymuje sie
5Ly = Fy- % (5F) + OFy) — % (Fy - o8 + Fy - o1).

lloczyny skalarne wystepujace w powyzszej zaleznosci wymagaja okreslenia
cosinuséw katéw miedzy wektorami — wynosza one odpowiednio:

cos (z)ﬁg, 5?1) =cos(m/2+ p1) = —cos (p1), cos (Z)ﬁg,&f"g) = —cos (p2),

a w konsekwencji

1 /= _, 1
0L3 = 5 (F3 .01 +F3- (51_"2) = —§F3 [071 cos (¢1) + dra cos (p2)] .
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Poniewaz dr1 = R10p1 oraz dro = Radps mamy

1
0L3 = _§F3 [R16p1 cos (1) + Radpa cos (p2)] -

Z poprzedniego zadania (s. 51) mozna wykorzystac zaleznosé (f3= a cos
(p2) + Rysin (¢1) sin (¢2) = 0), ktéra prowadzi do réwnania

. a
sin (1) = "R ctg (p2) .

Wyznaczajac wariacje z obu stron tego réwnania, uzyskuje si¢

a
dep1 cos (p1) = m&m-

Otrzymana zaleznosé pozwala wyrazi¢ prace przygotowang w postaci

1 a
0Ly = —=F3 |Rj ————
s 2°° l "R sin? (p2)

02 + Rodps cos (p2)

1 a
P | ——
2°° lsin2 (p2)

zatem sila uogélniona odpowiadajgca wspotrzednej o

+ Ry cos (@2)] 02 = Q092 ,

1
Q902 =—-F;

5 [% + R5 cos (¢2)] .

(1.936,-6.491)

O . ¢, [rad]
18 2.0

Rysunek 2.20: Wykres sily @, w funkcji kata obrotu wahacza (¢2 )

Wykres sity uogélnionej @y, (momentu sity F3) przedstawiony na
rys. 2.20 swiadczy o tym, ze analizowany uklad nie moze (w zakresie do-
puszczalnych zmian kata y2) osiagnaé polozenia réwnowagi.



Rozdzial 3

ROWNANIA DYNAMIKI
I ZASADA PRAC
PRZYGOTOWANYCH
WE WSPOLRZEDNYCH
KARTEZJANSKICH

3.1 Ogodlne rownanie dynamiki analitycznej

Dla wszystkich punktéw materialnych uktadu nieswobodnego drugie
prawo Newtona mozna zapisa¢ w postaci:

mié'i:ﬁi—l—ﬁi , (221,,N) (31)
albo
mia; — ﬁl = ].:_{1
mi{i'i — f‘i = ﬁi y (3.2)
mNanN — ﬁN = ﬁN
gdzie:

m; — masa i-tego punktu,
a; — jego przyspieszenie,
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—

F; — wypadkowa sit aktywnych,

R; - wypadkowa sit reakcji, dziatajacych na ten punkt.

Po pomnozeniu obu stron kazdego z rownan (3.2) przez przemieszczenia
przygotowane 0ry, ... Ori, ... 0TN, a nastepnie dodaniu wszystkich réwnan
stronami otrzymuje sie

N N
> (mid — Fi) - 0% = YR, 0F. (3.3)

=1 =1

Jesli wiezy sg idealne, to w dowolnym potozeniu uktadu przy dowolnych
przemieszczeniach przygotowanych musi byé spetniony warunek

N —
> Ri-0F=0. (3.4)
=1

Podstawiajac do zaleznosci (3.4) zamiast reakcji R, wielkosci obliczone
zrownan (3.1), otrzymuje sie

‘ (f‘l — mzé’l) . (51_“1 =0. (3.5)

N
=1
Rownosé (3.5) nazywa sie ogolnym réwnaniem dynamiki analitycznej.

W formie rozwinietej — dla wspotrzednych kartezjanskich — réwnanie (3.5)
ma postac

N
Z [(Fm; — miaiz) ox; + (FZ — miaiy) 6yi + (Fzz — miaiz) (521] =0. (3.6)
=1

Ogolne réwnanie dynamiki pozwala rozwigzaé¢ zagadnienie ruchu ukltadu
punktow materialnych, na ktory sa nalozone wiezy idealne. W zaleznosci
(3.6) wystepuje 3N niewiadomych przyspieszen aiz, aiy, air (¢ = 1, ..., N),
a pozwala ona uzyskac tylko 3N — (k + r) rownan. Rownania te otrzymuje sie
przez przyréwnanie do zera wspdlczynnikéw stojacych przy niezaleznych
przemieszczeniach przygotowanych. Brakujacymi rownaniami (w ilosci k + r)
potrzebnymi do jednoznacznego rozwiazania zagadnienia ruchu sa réwna-
nia wiezow. Tak wiec liczba niewiadomych wynosi 3N, a liczba réownan
3N —k —r+k+r = 3N. Zagadnienie ruchu jest zatem jednoznacznie okre-
Slone, jezeli sa znane réwnania (3.5) oraz rownania wiezow (2.17) i (2.18).
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Przyktad 3.1.29. Po plaszczyznach gladkiego klina poruszaja sie
cztery punkty polaczone lekka nierozciagliwa nicia (rys. 3.1). Plaszczy-
zny sa nachylone do poziomu pod katami «a i 5, a masy punktéw wynosza
mq, Mo, Mg, my. Wyznaczy¢é przyspieszenia punktow.

Réwnania wiezéw naloZonych na ruch punktéw sa nastepujace (k = 3):

fizaeta3—1los=0, fo=z1—20—1l12=0, fa=x4—23—134=0,

Rysunek 3.1: Model uktadu czterech punktow

Ogélne réwnanie dynamiki analitycznej dla pokazanego uktadu ma po-
stac

(m1gsin 8 —myZ1)dxy + (magsin B — mada)dza+
+(msgsina — m3is)drs + (mygsina — mydg)dzy =0 .

Zwiazki miedzy przemieszczeniami przygotowanymi, wynikajace z réwnan
wiezow, sa nastepujace:

51’2 = —(5.%3, (5.%1 = (51‘2, 51’4 = (51‘3 .

Rozpatrywany uklad ma jeden stopieri swobody (n = N —k =4—-3=1),
zatem jedno przemieszczenie przygotowane jest niezalezne, a pozostale sa
zalezne i mozna je okresli¢ poprzez niezalezne przemieszczenie. Wybierajac
0x1 jako niezalezne przemieszczenie przygotowane, okreslamy zalezne prze-
mieszczenia przygotowane jako:

0wy = 0x1, Ox3=—0x1, Oxg4= —0x1.
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Zastepujac zalezne przemieszczenia przygotowane wystepujace w réwnaniu
dynamiki analitycznej poprzez niezalezne, otrzymuje sie:

(migsin 8 —my#1)0z1 + (magsin f — mada)dzi+

+(magsina — m3iz)(—dz1) + (magsina — myiy)(—0z1) =0

Iub
(mygsin B — myE1 + mogsin f — moZa+
—mggsin a + mgds — magsina + myiy)oxr; =0 .
Ogodlne réwnanie dynamiki musi by¢ spetnione dla dowolnego niezerowego
niezaleznego przemieszczenia przygotowanego. Zatem wyrazenie stojace

w nawiasie przy niezaleznym przemieszczeniu przygotowanym musi byé
rowne zero

m1g sin B—mqZ1+megsin f—maoZo—msg sin a+mgEz—magsin a+myis =0 .
Po uwzglednieniu zaleznosci miedzy przyspieszeniami (po zrézniczkowaniu
réwnari wiezow):

Tp=—1&3, &1 =T, L4 =13,

otrzymujemy rozwigzanie

(M1 + mg)gsin B — (m3 + my)gsina

1 =do=—T3=—T4 =
mi1 + mg + m3 + my

Przykltad 3.1.30. Przez nieruchomy lekki krazek o promieniu r
przerzucono nié o dlugosci ;. Na jednym koncu (rys. 3.2) zawieszono
ciezar o masie m; =4 m, a na drugim gladki pierscien o masie my = m. Przez
ten pierscien przerzucono lekka nié dlugosci s, na koricach ktoérej
umieszczono cigezary o masach ms=m i my =2 m (Jako modele cial przyjaé
punkty materialne poruszajace si¢ w kierunku pionowym). Obliczyé
przyspieszenia cial.

Miedzy wspotrzednymi punktéw wystepuja nastepujace zaleznosci:
fi=zyp+y—lL+mr=0,

fo=y3s+ys—2y2— 12 =0,

zatem sposrod czterech wspétrzednych dwie sg zalezne.
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oMo

% v,

m, (f m,

m;|

my

Rysunek 3.2: Spos6b potaczenia punktéow i wprowadzone wspotrzedne

Ogélne réwnanie dynamiki zapisane dla rozpatrywanego ukltadu ma po-
stac

(m1g—m1i1)0y1+(mag—maij)dyz+(m3g—maiis)0ys+(mag—maija)dys = 0 .

Z réwnan wiezOw wynikaja nastepujace zaleznosci miedzy przemieszczeniami
przygotowanymi:
5y1 + 5?42 =0 3

0ys + 0ys — 20y2 =0,

skad otrzymuje si¢ zalezne przemieszczenia przygotowane (przy zalozeniu
niezaleznych dyo 1 6y4):
6y1 = _5y2 )

0ys = —0ys + 20y .

Podstawiajac te zwiazki do ogdlnego réwnania dynamiki, grupujac wyraze-
nia przy wybranych jako niezalezne przemieszczeniach przygotowanych (0ys,
0y4), otrzymuje sie

(magir — malje — 2 m3ijz — m1g + mag — 2 m3g)oys +

+(m3ijs — mafis — m3g + mag)oys =0 .

Przyréwnujac do zera wyrazenie stojace w nawiasie przy niezaleznych prze-
mieszczeniach przygotowanych dochodzi sie do réwnarn:

miy1 — mefz — 2 mgys — m1g +meg +2mgzg =0,

m3ayz — maljs — msg +mag =0 .
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Z réwnan wiezéw wynikajg zaleznosci miedzy przyspieszeniami:
1 +42=0,

is + §a — 242 = 0.

Podstawiajac te zaleznosci do réwnari otrzymanych z ogélnego réwnania dy-
namiki analitycznej i wykorzystujac zadane wielkosci mas, po przeksztatce-
niach otrzymuje sie przyspieszenia poszczegélnych ciat':

R T
y1_23ga Y2 = 2397
9T
Y3 = 2397 y4—239-

3.2 Zasada prac przygotowanych

Z ogodlnego rownania dynamiki analitycznej (3.5)

N

Z (F‘l — mﬁi) . (5?1 =0 s

i=1
wynikaja warunki, jakie muszg byé¢ spelnione w polozeniu réwnowagi ukta-
du, tzn. takim polozeniu, w ktérym uktad znajduje sie przez caly czas, jezeli
w chwili poczatkowej znajdowal sie on w tym potozeniu i predkosci wszyst-
kich jego punktow byly wowczas rowne zeru. Poniewaz r(t) = ro; = const;,
tod =0, (i = 1,...,N). Zatem ogolne réwnanie dynamiki analitycznej
w potozeniu rownowagi uktadu przybiera postaé

N —
> Fi- 65 =0. (3.7)
=1

Rownosé (3.7) wyraza zasade prac przygotowanych.
® Aby pewne polozenie ukladu, zgodne z wiezami ideal-
nymi, bylo jego polozeniem réwnowagi, potrzeba i wy-
starcza, zeby w tym polozeniu suma prac sil aktywnych

'Procedura umozliwiajaca rozwiazanie otrzymanego ukladu réwnan przy uzyciu pro-
gramu wzMazima jest podana na stronicy 215.
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na dowolnych przemieszczeniach przygotowanych byla
réwna zeru.

W postaci rozwinietej rownosé (3.7) mozna zapisac

N
SL = (Fibx; + Fyydy; + Fi202) = 0. (3.8)
im1

Jesli sity dzialajace na punkty uktadu materialnego maja potencjal, tzn.
istnieje taka funkcja V', ze:

ov ov oV
F’L'Ct:_i)ﬁ"i:_iaFiZ:_ ) .
6@ Y ayl azi (3 9)
réwnanie (3.8) przybiera postac

N

ov oV oV
0L = — —0x; + —0y; + —0z | = =0V =0. 3.10
Z<3l‘z‘x+3y1y+3ziz) ( )

i=1
Przyktad 3.2.31. Dla uktadu wielokrazkéw pokazanych na rysun-

kach 3.3a i 3.3b wyznaczy¢ zaleznos$é miedzy sitami P i @), jesli wiadomo,
ze uklady znajduja sie w réwnowadze.

b)
Z
B
A PN JammN PN
Cco DO EO )
N— Ny
P

Rysunek 3.3: a) Wielokrazek potegowy, b) wielokrazek sumowy (wielo-
krotny)

Wielokrazek przedstawiony na rys. 3.3a jest w réwnowadze, jesli spetnio-
ny jest warunek

SL=P  6F,+Q - 6F, = Poya+ Qdyp =0.
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W ukladzie wystepuja trzy liny o statych dtugosciach ly, 12,13, co moze byé
wykorzystane w ustalaniu zwiazkéw miedzy przemieszczeniami przygotowa-
nymi:
2yptya—0L =0, 2yc—yp—10=0, 2yp—yc—1Il3=0,
stad
2 0yp= —dya, 2 dyc = 0yp, 2 6yp = dyc.

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

1
dyp = — doya = —3 0Ya.

N | —
N | =
N =
DN | =
N | —

1
d0yp = 3 dyc =

Po podstawieniu ostatniej zaleznosci do wyrazenia na prace przygotowana

5L:(P—;Q>5yA=O,
stad
g
=39

Dla drugiego uktadu wielokrazkéw (rys. 3.3-b) praca przygotowana jest
réwna

SL=P -0y + Q- 06Fp = Péya+ Qdyp =0.
Przemieszczenia przygotowane sa zalezne, poniewaz
Yya+6yp—1=0,

a zatem

1
d0yp = 5 0ya -

Po podstawieniu éyp do réwnania na prace przygotowana otrzymujemy

6L:(P—éQ>@A:O,

czyli
1
P==-0Q.
5 ¢

Wartosé sity P dla wielokrazka sumowego (P = é Q) jest wigksza niz dla
wielokrazka potegowego (P = %Q).
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L 20

Rysunek 3.4: a) Obciazenie punktu, b) potozenia rownowagi

Przyktlad 3.2.32. Punkt materialny P o ciezarze () jest polaczony
z nieprzesuwng podpora przegubowa nierozciagliwa i niewazka nicig (lub
pretem) o diugosci . Na punkt dziala pozioma stala sila o wartosci 2Q)
(rys. 3.4). Okresli¢é polozenie réwnowagi.

Wprowadzimy prostokatny uktad wspétrzednych o poziomej osi x i pio-
nowej zwroéconej do dotu osi z. Korzystajac z zasady prac przygotowanych,
mozemy dla polozenia réwnowagi napisac

SL=2Q 6Fp +Q 0T =2Q02+Q62=0.
Na punkt natozone sa wiezy o postaci
f=a?4+22-1?=0,
czyli przemieszczenia przygotowane sg zwigzane zaleznoscia
2cx0xr+2202=0,

skad otrzymujemy
z
ox = ——0dz.
x

Po wykorzystaniu powyzszej zaleznosci wyrazenie na prace przygotowana
przybiera postac

6L:2Q(—§5z)+6252: (—2i+1) Qoz=0.

Réwnanie to bedzie spelnione (czyli punkt bedzie w réwnowadze), jezeli
2z = x. Wstawiajac ten warunek do rownania wiezow, otrzymuje sie

(22422 -12P=522-1>=0.
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Istnieja dwa rozwiazania okreslajace potozenia réwnowagi: P; (\%, %),

P, (— %, — %) Z rysunku 3.4 wynika, ze w przypadku gdy punkt jest zawie-

szony na nici, sens fizyczny ma tylko jedno rozwiazanie (Py). Gdy punkt jest
polaczony z ostoja za pomoca preta, mozliwe sa dwa potozenia réwnowagi

(P11 (Py)).

Przyklad 3.2.33. Dwie male kostki polaczone nierozciagliwa nicia
ustawiono na gladkich ptlaszczyznach klina (rys. 3.5) nachylonych do
poziomu pod katami « i 8. Wyznaczyé zwigzek miedzy ciezarami (G i Q)
kostek, jesli wiadomo, Ze znajduja sie one w r6wnowadze.

Rysunek 3.5: Model uktadu

Wprowadzimy osie wspétrzednych skierowane réwnolegle do krawedzi
klina (rys. 3.5). Z zasady prac przygotowanych wynika, ze

6L =Q 6T+ G - 0Ts = Q sinadz; + G sinfdzs =0 .
Ruch punktéw jest ograniczony natozonymi wiezami o postaci
f=x1+a2—-1=0,
czyli przemieszczenia przygotowane sa zwiazane zaleznoscia
ox1 + 0xe =0,

czyli
(51‘2 = —(5.%'1 .

Po wykorzystaniu powyzszej zaleznosci wyrazenie na prace przygotowana
przybiera postaé

0L = (Q sina— G sinf) dz; =0.
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Ostatnie réwnanie bedzie spetnione, jezeli

sin 3

sina

Q=G

co oznacza, ze dla takiej wartosci () ciata bedg w réwnowadze.

Przyklad 3.2.34. Okreslié liczbe stopni swobody ukladu pokazanego
narys. 3.6. Nastepnie, korzystajac z zasady prac przygotowanych, okreslié
wielko$é sity P koniecznej do utrzymania ukladu w potozeniu réwnowagi
okreslonym wspoélrzednymi punktow Ai B (za= —b,ya=c,xp=b, yg=c).
Konstrukcje przyjac¢ jako lekka, a wiezy jako idealne. Wielko$ci zadane to
Q,a,bic.

D077

Rysunek 3.6: Model prasy

W potozeniu réwnowagi powinna by¢ spetniona zaleznosé wynikajaca z zasady
prac przygotowanych

SL=P 6ty +Q 6Fc +P - 6ts = Péra — Qdyc — Pézp =0.

Na wspétrzedne yo, xp, x4 punktéw, do ktérych sa przylozone sily, natozone sa
wiezy o postaci:
fit zatap =0,

fo: (xp—a)+yp—1*=0,
f3: yc—2yp—d=0,

gdzie uzyte zostaly pomocnicze wielkosci a, d, | (rys. 3.6). Rozpatrywany uklad
ma jeden stopieri swobody. (Do opisu polozenia trzech punktéw lezacych na plasz-
czyznie potrzeban = 2N —k = 2-3—k = 6 — k wspétrzednych. W tym przypadku,
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podany uklad rownan wiezow nalezaloby jeszcze uzupetni¢ o dwa oczywiste zwigzki:
farye—2ya—d=0, f5: xc=0, a jako liczbe rownari wiezéw przyjack =5).

Wynikajace ze zwiazkéw pomiedzy wspétrzednymi przemieszczenia przygoto-
wane sg zwiazane zaleznosciami:

oxa+oxp =0,
2(xp —a)drp + 2ypdys =0,

6yC - 26yB = 07

skad otrzymuje sie:
Irp —a

5yB = - 6$Ba
YB
syc = 20yp = 2250,
YB
5IA = 75563 .

Po wprowadzeniu powyzszych zaleznosci do pierwszego rownania

SL = (—2P—|— 20T~ “) Sxp =0,
YyB

a po rozwigzaniu

b—a

P=Q

Wyznaczony wynik przedstawia zwiazek pomiedzy sitami P i () w polozeniu réw-
nowagi uktadu.

Przykltad 3.2.35. Na rysunku 3.7 jest pzedstawiony model kon-
strukcji wraz z dzialajagcymi na niego obcigzeniami. Polozenie ukladu
przedstawione na rysunku jest polozeniem réwnowagi. Dla danych
obcigzen i wymiar6w wyznaczy¢ skladowa R 4, reakcji podpory w punkcie
A, uzywajac do tego celu zasady prac przygotowanych (Ciezar konstrukcji
pominaé).

Podpore przegubowa nieprzesuwna w punkcie A (rys. 3.7) zastepujemy
podpora, ktéra ma mozliwosé przesuwania sie¢ w kierunku osi x i wprowa-
dzamy poszukiwana site reakcji Ra, (rys. 3.8a).

Rozpatrujac mozliwe predkosci punktéw A i B data 1 przy zalozeniu, ze
predkosé va ma kierunek poziomy (rys. 3.8b) stwierdzamy, ze cialo 1 jak
i cialo 2 porusza sie ruchem postepowym (w1 =wp =0), a zatem predkosci
wszystkich punktéw obu ciat sg jednakowe (VA =V =vVp=vVg=...).
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Rysunek 3.7: Model konstrukcji — potozenie réwnowagi

0 B y c
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Rysunek 3.8: Model konstrukcji — oznaczenia uzyte w rozwiazaniu

Roéwnanie okreslajace prace przygotowana sit czynnych i poszukiwanej
reakcji R4, ma postaé

0L = ﬁAx - 0T 7 + ].31 - 0Fq = (ﬁAx -Va+ 131 -Vg)dt = (Rag — Pl)’l)gdt =0,
co oznacza, ze musi by¢ spelniony nastepujacy warunek (rownowagi)
RAm - Pl =0 y

a zatem Ry, = P;.
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3.2.1 Zadania do rozwigzania — zasada prac przygotowanych
we wspolrzednych kartezjanskich

Zadanie 36. Poda¢ liczbe stopni swobody ukladu pokazanego na
rys. 3.9. Nastepnie, korzystajac z zasady prac przygotowanych we spot-
rzednych kartezjanskich, okresli¢ wielkosé sity P koniecznej do utrzymania
uktadu w potozeniu réwnowagi. Konstrukcje przyjac¢ jako lekka, awiezy jako
idealne. Prety maja dlugosci rowne [ i 2. Wielkosci zadane to obciaze-

nie Wi kat ¥ (Odpowiedz: P = 3W ctgd).

dddddddiididdddddddddd
Rysunek 3.9: Platforma—podnosnik

Zadanie 37. Dla uktadu ztozonego z dwoch ciezkich pretéw potaczonych
przegubowo i opierajacych sie o gladkie powierzchnie (rys. 3.10) wyznaczy¢
ciezary pretow @ i G, przy ktorych uktad pozostanie w réwnowadze w poto-
zeniu okreslonym za pomoca wspoétrzednych: x4 = a, xtg = b, yg = c¢. Dane
sg ponadto sita P i dtugosci pretow 21.

Rysunek 3.10: Rysunek do zadania 37
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(Odpowiedz: G = 5355 (be — 2v/42 = b2(a — b)), Q = £, (2412 — 1?)).

Zadanie 38. Wykazaé, ze zaleznos¢ miedzy sitami P i @) wagi — poka-
zanej na rys. 3.11 — w potozeniu rownowagi nie zalezy od potozenia punk-
tow przylozenia sit. Ciezar pretow jest pomijalnie maly w pordéwnaniu
z zadanymi ciezarami ) i P . Wymiary ramion wagi wynoszg odpowiednio
OA=2a,0B=a (Odpowieds: P=Q/2).

Rysunek 3.11: Model wagi

Zadanie 39. Wyznaczy¢ ciezar P, je$li wazenie przy uzyciu obciaznika
wykazuje, ze dla osiggniecia potozenia réwnowagi znany ciezar () przesunieto
na odlegtos¢ CB (rys. 3.12a). Dane sa dlugosci odcinkow CA = a, CB = b,
DE =e, DF = f, MO = d, ON = c. Ciezary pretéow pomina¢ (Odpowiedz:
P=Q"%).

Zadanie 40. Okresli¢ wielko$¢ sity P koniecznej do utrzymania uktadu
— pokazanego na rys. 3.12b — w polozeniu rownowagi. Ciezar pretéw jest
pomijalnie maly w poréwnaniu z zadanym ciezarem . Wymiary pretow
wynosza odpowiednio a i 2a (Odpowiedz: P = ()/3).

Zadanie 41. Znalez¢ zaleznosé miedzy sitami Pi @@ ukladu — pokazanego
na rys. 3.13a — w potozeniu réwnowagi. Ciezar krazkow i liny jest pomijalnie
maly w porownaniu z zadanymi obciazeniami Q i P (Odpowiedz: P=Q/2).
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a) b)

[\

Rysunek 3.13: Rysunki do zadari 411 42

Zadanie 42. Wyznaczy¢ wydtuzenie sprezyny w potozeniu réwnowagi dla
uktadu pokazanego na rys. 3.13b. Dane sa masa obciaznika m i wspot-czynnik
sztywnosci sprezyny c. Ciezary krazkow i liny sa pomijalnie mate (Odpowiedz:

_myg
)\_ZC )
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3.3 Zasada d’Alemberta

Zasada prac przygotowanych jest szczegdlnym przypadkiem ogblnego row-
nania dynamiki. Ogo6lne rownanie dynamiki mozna uwazaé za réwnanie wy-
razajace zasade przemieszczeni przygotowanych i charakteryzujace potozenie
rownowagi wzglednej uktadu, ktére otrzymuje sie przez dotaczenie do aktyw-
nych sit E jeszcze dodatkowo pewnych fikcyjnych “sit” ]:D;j =—m aj (i =

1, ..., N), nazywanych sitami bezwladnosci. Zasada d’Alemberta stwierdza,
ze: przy ruchu ukladu dowolne jego polozenie mozna uwazaé za polozenie
rownowagi, jezeli do sit aktywnych, dziatajacych na uktad w tym potozeniu,
dodac¢ "silty” bezwtadnosci.

Stosujac zasade d’Alemberta mozna przeniesé sposoby i metody stoso-
wane przy rozwiazywaniu zagadnien statycznych na zagadnienia dynamiki.
Pozwala ona — za pomoca metod zblizonych do statyki — okresli¢ dynamiczne
sity reakcji. W potozeniu rownowagi wzglednej reakcje Rj réznia sie jedynie
zwrotem od sit f‘j —m aj

— —

Fi—miﬁi:—Ri (i:1,...,N). (3.11)

Po wprowadzeniu do rownania (3.11) sit bezwtadnosci mamy

—

Fi+Bi=-R; (i=1,...,N). (3.12)

Mnozac skalarnie rownania (3.12) przez odpowiednie przemieszczenia przy-
gotowane 0r;i dodajac je stronami, otrzymujemy

N
(Fi+B)) - o7 = > ~R; - 0% (3.13)

N
i=1
Prawa strona réwnania (3.13) dla uktadéw o wiezach idealnych jest zawsze
roéwna zero. Mamy wiec

(Fi+B:) - ori = 0. (3.14)
=1

Rownanie (3.14) okresla zasade d’Alemberta. Przytoczone tu sformutowa-
nie zasady d’Alemberta (3.14) mozna uzupetni¢ nastepujacym komentarzem.
Rozpatrujac sity bezwtadnosci jako dodatkowe sity aktywne, przytozone do
punktéw materialnych uktadu, zastepujemy rozwazany problem dynamiki
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nowym zadaniem — zadaniem statyki. Reakcje statyczne w tym nowym za-
daniu pokrywaja sie z szukanymi reakcjami w pierwotnie rozwazanym pro-
blemie dynamiki.

Zastosowanie zasady d’Alemberta do rozwigzywania zagadniern dynamiki
jest pokazane na kilku przyktadach.

Przyklad 3.3.43. Punkt materialny o masie m umieszczono na
gladkiej powierzchni réwni (rys. 3.14) poruszajacej sie ze stalym przy-
spieszeniem a3;. Wyznaczy¢ przyspieszenie wzgledne punktu.

Wykorzystujac zasade d’Alemberta, mozemy napisaé

(m§+]§)~5F:0,

= > .. . .
gdzie sita bezwladnosci B = —m (39 + i, &), a przemieszczenie przygotowane

skierowane jest wzdtuz krawedzi réwni 6 = 1oz (poréwnaj przyktad na

5. 45). /K
Q

ay
a/

—
Rysunek 3.14: Punkt materialny na ruchomym klinie

Podstawiajac powyzsze do pierwszego réwnania, mamy
(mg —m (& +;1:)) 16z = (mg sina — m (ag cosa + &) sz =0.

Roéwnanie bedzie spetnione, gdy wspotczynnik stojacy przy déx bedzie
réwny zero
mg sina —m (ap cosa + &) =0,

skad ostatecznie otrzymuje sie

T =g sina—agcosa.
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Przyktlad 3.3.44. Punkt materialny o masie m moze poruszac sie po gltad-
kiej krzywej obracajacej sie (ze stala predkoscia katowa w) woko! pionowej
osi z. Réwnanie krzywej ma postaé z = b £2, przy czym ¢ oznacza odleglosé
punktu od osi z, a b jest zadana stala wielkoscia (rys. 3.15). Wyznaczyé
warto$¢ predkosci katowej, przy ktorej punkt znajduje sie w r6wnowadze

wzglednej (wzgledem obracajacego sie preta).
Zgodnie z zasada d’Alemberta mozna napisac
(mg+1§) SE=0.

W potozeniu réwnowagi wzglednej predkosé i przyspieszenie w ruchu wzgled-

nym sg rowne zero, zatem sita bezwladnosci — przy stalej predkosci katowej
w — jest okreslona jako

—

B=muw(iz+jy).
Wiezy ograniczajace ruch punktu (z = b&? = b (2% + y?) oraz tg o = 7)
mozna przedstawié¢ w formie:
h :z—b($2+y2) =0,
fo=y—xtg(wt)=0.
Zaleznosci pomiedzy przemieszczeniami przygotowanymi:
0z=2bxdxr+2bydy,

oy = tg (wt) oz .
Wobec tego — na podstawie zasady d’Alemberta — mozna napisac¢ réwna-
nie
Byox + Bydy + (—mg—mz) 6z =0,

gdzie:
Bx:mw%;,By:moﬁy.

Podstawiajac wielkosci B, By, 0y oraz 6z w formie

6z =2bx (1+tg? (wt)) oz
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i przyjmujac Z = 0, otrzymuje sie rownanie o postaci
m(w? —2bg) (14 tg* (wt))zdz =0.

Oznacza to, ze — wobec niezaleznosci przemieszczenia przygotowanego dx
oraz wobec faktu, ze (1 + tg? (wt)) > 0 — musi by¢ spelnione réwnanie

(—2bg 4+ w?)z =0.

0=t ¢

A

5

Rysunek 3.15: Punkt materialny na obracajacej sie krzywej

Rozpatrywany w zadaniu punkt materialny, umieszczony na gtadkiej
krzywej (z = b &) obracajacej si¢ ze stala predkosciag katowa w, bedzie
zawsze w rownowadze wzglednej w potozeniu, w ktérym x = 0, natomiast gdy
w? =2 bg, to kazde jego polozenie jest polozeniem réwnowagi.
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3.4 Roéwnania Lagrange’a I-go rodzaju

Zaktadamy, ze dany jest pewien zgodny z wiezami ruch uktadu, dla
ktorego spelnione jest drugie prawo Newtona. Wowczas mozna napisaé

R =mia —F (i=1,...,N). (3.15)

Po pomnozeniu obu stron réwnosci (3.15) przez przemieszczenia przygoto-
wane 0rj, a nastepnie dodaniu wszystkich rownan stronami otrzymuje sie

M=

SR of; =

i=1 i=1

- N
Przy zalozeniu, ze reakcje R sa reakcjami wiezow idealnych (> R;-01; = 0),
i=1
réwnanie (3.16) sprowadza sie do — przedstawionego w punkcie 3.1 — ogélnego
rownania dynamiki analitycznej

N

Z (mzil - f‘l) . (5?1 =0. (3.17)

i=1

Przemieszczenia przygotowane wystepujace w rownaniach (3.17) musza spet-
nia¢ zaleznosci wynikajace z istniejacych wiezéw (geometrycznych i z nato-
zonych wiezow kinematycznych, ale zaleznych liniowo od predkosci):

Ofp _
Z@rl Ot =0 (p=1,...,k), (3.18)
Sli =0 (s=1,...,r), (3.19)
i=1

a wiec sg od siebie zalezne.
Mnozac kazde z rownan (3.18) przez —A\,, a kazde z réwnan (3.19)
przez — us i dodajac je do siebie, otrzymuje sie

i=1 \p=1

_i (ZA ‘9fp> F =0 (3.20)
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oraz

- Z (Z i1 ) - 0F; = 0. (3.21)
i=1

Dodajac (3.20) i (3.21) do réwnania (3.17) otrzymuje sie rowniez jedno row-
nanie o postaci

N

mial F )\ 8fp ,usfsi . (Sfl =0. (322)
=1

i=1

W rownaniu (3.22) wystepuja przemieszczenia przygotowane zalezne (ich
ilo§¢ jest rowna k + r) i niezalezne (w ilosci N — (k + r)). Mozna tak dobra¢
wprowadzone mnozniki A, i ps, aby wspoélczynniki stojace przy zaleznych
przemieszczeniach byty réwne zero. Na to, by rownanie (3.22) byto zawsze
spetnione, wszystkie wspolczynniki stojace przy niezaleznych przemieszcze-
niach przygotowanych musza by¢ réwniez roéwne zero. W ten sposéb otrzy-
muje sie nastepujacy uktad réwnan:

r

Z Jdi, (i=1,..,N). (3.23)

=1

mial D a_.
Uktad réwnan (3.23) nosi nazwe réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju.
Rownania (3.23) mozna rozwiazaé, jesli dotaczy sie do nich réwnania wiezow
(geometrycznych i/lub kinematycznych) nalozonych na ruch rozpatrywanego
uktadu:

HpT) =0, (p=1,..,k), (3.24)
N .

ZS_—HZS: , (s=1,...,7). (3.25)
=1

Zastepujac kazde wektorowe réwnanie (3.23) przez trzy réwnania ska-

larne:
) S :
m;T; = Fip + Z )\paa} asi, (1=1,...,N), (3.26)
p=1 '
k afp T
mzyz—Ey+Z)\payi+Zﬂsbsza (i=1,..,N), (3.27)
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fr

k T
0
iz = Fi, A sCs, (i=1,...,N 2
m;% +pz::1 paZi-i-sz::]uc (i ) (3.28)

i przedstawiajac réwnania wiezéow (3.24)—(3.25) w prostokatnym uktadzie
wspolrzednych kartezjanskich:

fp (t7xi7yi7zi) =0 ) (p - 17 ceey k)u (329)

N
gs = Z (asi T; + b Ui + Csi Zz) +ds =0, (8 =1, ‘..,7"), (330)
i=1
mozna stwierdzi¢, ze réownania (3.26)—(3.28) i (3.29)—(3.30) tworza uktad
ztozony z 3N + k + r réwnan o 3N + k + r niewiadomych wielkosciach
skalarnych x;, y;, zi, Ap, bs-

Rozwiazujac uklad rownan (3.26)—(3.28) — po podstawieniu w nim zalez-
nosci wynikajacych z rownan wiezow (3.29)—(3.30) — otrzymuje sie rownania
ruchu w postaci skoriczonej (nie rézniczkowej). Nalezy zaznaczy¢, ze roz-
wiazanie takiego uktadu réwnan rézniczkowo-algerbraicznych jest zazwyczaj
ktopotliwe ze wzgledu na koniecznos¢ stosowania specjalnych algorytméw
numerycznych (odpowiednich dla uktadow DAE — differential algebraic equ-
ations), a takze duza liczbe rownan. Dlatego tez w praktyce réwnania La-
grange’a pierwszego rodzaju byty dotychczas rzadko stosowane?.

Aktualne mozliwosci programéw matematycznych (takich jak Mathe-
matica, Mathcad, Maple, Maxima) umozliwiaja zastosowanie rownan La-
grange’a [-go rodzaju do efektywnego rozwiazywania wielu zagadnien dyna-
miki uktadéw mechanicznych.

Przyktlad 3.4.45. Punkt materialny o masie m znajduje si¢ po-
miedzy dwiema gladkimi, pionowymi plytami, ktére obracaja sie ze stala
predkoscia katowa w woko!l pionowej osi z (rys. 3.16). Napisaé¢ rownania
ruchu punktu.

Réwnanie wiezéw natozonych na ruch punktu (k= 1, r = 0) ma postac

fi=xsin(wt) —y cos(wt) =0.

2Dalej beda wprowadzone réwnania Lagrange’a II-go rodzaju, w ktérych liczba niewia-
domych wielkosci skalarnych wynosi 3N — k, jest zatem o 2k + r mniejsza niz w uktadach
réwnan (3.26)—(3.30).
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Rysunek 3.16: Punkt materialny umieszczony pomiedzy dwiema obracaja-
cymi sie, gtadkimi, pionowymi pltytami

Réwnania ruchu mozna otrzymaé uzywajac réwnan Lagrange’a I-go
rodzaju (3.26)—-(3.28):

mi=F, + /\1%,

ox

. dfr
my =F, + \1——,

Y ay

0
0z
Po podstawieniu sit aktywnych (F, = 0, F, = 0, F, = —mg) oraz po-

ofi 0fi Of L . . . p .
chodnych 5, a—yl, %2 otrzymuje si¢ réwnania, ktore (lacznie z réwnaniem

wiezow) opisuja ruch rozpatrywanego punktu:
mE = Arsin(wt), my=—Ajcos(wt), mZ=—-myg,

fi=zsin(wt) —y cos(wt) =0.

Rozwigzanie uktadu czterech réwnan rézniczkowo-algebraicznych — wyznacze-
nie niewiadomych x(t), y(t), z(t), A\(t) — pozwala na opis ruchu ukladu
(a takze okreslenie sily reakcji R — patrz s. 84).



3.4 ROWNANIA LAGRANGE’A I-GO RODZAJU 79

Przyktad 3.4.46. Rakieta samosterujaca (punkt R) leci w kie-
runku poruszajacego sie celu (punkt C) (rys. 3.17). Napisaé réwnania
wiezOw oraz rownania ruchu rakiety o masie m przy zalozeniu, ze znane
sa funkcje a(t), b(t), c(t) okreslajace ruch celu (Foc =ia(t) +jb(t) + K c(t)).

Wprowadzamy prostokatny uklad wspoétrzednych xyz. Z warunku réw-
noleglosci wektora predkosci (V) i wektora taczacego rakiete i cel (Tyc) otrzy-
muje sie

) g 2

a(t) —x(t)  b(t) —y(t) c(t) —z(t)

Powyzsze réwnanie w standardowej postaci przyjmuje forme dwoéch réwnan
(r = 2) i sa to niecatkowalne reonomiczne wiezy rézniczkowe liniowe:

g1 = (b(t) —y(®))&(t) — (a(t) —x(t))y(t) =0,
g2 = (c(t) — 2(1)2(t) — (a(t) — x(t))2(t) =0,

Z réwnan wiezow nalezy wyznaczy¢ warunki poczatkowe (dlat =0):
g10 = (b(0) — y(0))i(0) — (a(0) — x(0))y(0) =0,

920 = (¢(0) = 2(0))(0) — (a(0) — x(0))2(0) = 0.

Rysunek 3.17: Tor rakiety samosterujacej (punktu R) i celu (punktu C),
oraz wektory potozenia wzglednego (frc) i predkosei rakiety (V)

Réwnania dynamiki dla rakiety zostaty sformulowane na podstaie réw-
nan Lagrange’a I-go rodzaju z mnoznikami (3.26)—(3.28). W réwnaniach sa
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uwzglednione sily dziatajace na rakiete, przy czym zatozono, ze sita napedu
ma kierunek wektora predkosci:
_ ka() ky(t)

Fz— ) F: 9 FZ:
v v

ki (t)

—mg,

gdzie v oznacza wartosé predkosci rakiety (v = \/&(t)2 + y(t)2 + 2(t)2). Stad
otrzymuje si¢ trzy réwnania (N =1, r =2, k = 0) o postaci:

= mi(t) — " 00) — (1)) 4 aett) — 2(0) =0,
ro = mi(t) ~ O 4 (a(t) — a(t)) = 0.

B | ia(t) — a()) = 0.

Z réwnani (r1 = 0 i 7y = 0) mozna wyznaczy¢ py i pe i podstawié
otrzymane zaleznosci do rs = 0, wéwczas:
mui(t) — ky(t) gmu — kz(t) + mvz(t)
=5, p2=
v(a(t) —x(t)) v(a(t) —x(t))

rg = mZ(t) + mg —

o ke () — () o) — ki(t)
mit) ===+ (alt) — 2(2)) +
N (c(t) — 2(t)) (mgv — k2(t) + mui(t)) 0

v(a(t) — (1))
Dwa brakujace réwnania rézniczkowe mozna uzyskaé rézniczkujac wzgle-
dem czasu réwnania wiezéw (g1 =0, go = 0):

—y(t) (a'(t) — (1)) = (a(t) —2(£))F(t)+a(t) (O (t) — §(8))+(b(t)—y(£))E(t) = 0,
—2(t) (a'(t) — &(t) — (a(t)—z (1)) 2(t)+2(2) ('(£) — 2(8))+(c(t)—2(£))E(t) = 0.

Rozwiazanie uktadu nieliniowych réwnan rézniczkowych drugiego rzedu
jest zadaniem skomplikowanym. Rozwiazanie zostato wyznaczone numerycz-
nie dla przyjetych danych:

a(t) =0, 75t — cos(15t) + 13,4, b(t) =3, 75t + cos(12t) + 0, 5,

c(t)=3,75t —cos(2,5t) +7,m = 0,1 kg, k= 2N

oraz zatozonych warunkéw poczatkowych,

z(0) = y(0) = 2(0) = 0, #(0) = 0,001 m/s, y(0) = 0,000121 m/s,
2(0) = 0,000484 m/s.

Przebiegi zmian wspotrzednych x(t), y(t), z(t) — otrzymane z rozwiazania
numerycznego —dlat = 0,6 s, t = 1,1 sorazt = 1,6 s — sa pokazane na
rys. 3.18.
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z [m]

z [m] z [m]

Rysunek 3.18: Model lotu rakiety samosterujacej — tor rakiety (R) i celu (C)
w kolejnych fazach ruchu: a) dlat=0,6s,b)dlat=1,1s,¢c)dlat=1,6s

3.5 Reakcje wiezéw

Poréwnujac rownania Lagrange’a pierwszego rodzaju (3.23)

gj_cf + > psly, (i=1,..,N). (3.31)
r s=1

1

k
mid; = Fi+ ) Ay
p=1

z rownaniami dynamiki nieswobodnego uktadu punktéw materialnych (3.1)
w formie

ma =Fi+Ri, (i=1,..,N), (3.32)

tatwo zauwazy¢, ze wyrazenia okreslajace reakcje R; mozna przedstawié jako

k r
ﬁlzz)\pg? +ZMST517 (Z: IavN) (333)
p=1 b s=1

W postaci skalarnej reakcje wiezoéw sa wyrazone zaleznosciami:

k o T
Rz = 221)\7)8];12 + z; Hs sy
p= 5=

k T

0
Riy=> X a]; + > psbsi s (3.34)

p=1 ? s=1
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k afp T
R, = Z)\paz' + Z HsCsi s
p=1 g s=1

przy czym ¢ =1,...,N.

Wzor (3.33) jest ogélnym wyrazeniem okreslajacym reakcje wiezow
ide-alnych za pomoca nieoznaczonych mnoznikow Lagrange’a A, i
(p=1,...,ks=1,...,r). Zformy rownania (3.33) wynika, ze praktycznie
reakcje mozna wyznaczyé¢ rozwiazujac najpierw réwnania Lagrange’a I-go
rodzaju wraz z réwnaniami wiezé6w. Po wyznaczeniu mnoznikoéw Lagrange’a
(Ap 1 ps) i wykorzystaniu réwnan (3.34) otrzymuje sie nieznane sity reakcji
wiezow idealnych.

Przyktlad 3.5.47. Dwa punkty materialne o masach m; i my polg-
czone sg nierozciagliwa ling przerzucona przez gladki krazek (rys. 3.19).
Wyznaczy¢ reakcje wiezow (sily na obu koncach liny).

S

xV

Rysunek 3.19: Uktad punktéw materialnych zawieszonych na linie

Zgodnie z rys. 3.19 réwnanie wiez6w ma postac
f=xz1+22—-1=0.

Reakcje wiezéow wyznaczymy z zaleznosci:

_\Of 22
Ri=dg-=X R=Ag- =X
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W celu wyznaczenia wystepujacego w rownaniach mnoznika napiszemy réow-
nania Lagrange’a I-go rodzaju:

my & =m1 g+ A,

modo =mog—+ A .

Wykorzystujac rownanie wiezéw, mamy &1 + 2o = 0. Po podstawieniu tej
zaleznosci w réwnaniach ruchu, po prostych przeksztatceniach otrzymuje sie:

B mi ' + mo
Podstawiajac powyzsze do réwnan okreslajacych reakcje wiezéw, otrzymu-
jemy wartosci sit dziatajacych na koncach liny:

2mim
}31:_17297 Ry = )
m1 + mo m1 + mg

2mimag

Ujemne znaki otrzymane w wynikach rozwiazania swiadcza o tym, ze sily
reakcji wiezéw (sity oddzialywania lin na ciala) maja zwroty przeciwne do
zwrotu osi .

Przykltad 3.5.48. Punkt materialny o masie m znajduje sie po-
miedzy dwiema gladkimi, pionowymi plaszczyznami, ktoére obracaja sie
ze stala predkoscia katowa w wokol pionowej osi z (rys. 3.20). Wyznaczyé
reakcje wiezow.

Réwnanie wiezéw natozonych na ruch punktu ma postaé
fi =z sin(wt) — y cos(wt) = 0.

Wygenerowane na podstawie réwnan Lagrange’a I-go rodzaju réwnania
ruchu:

mE = Ay sin(wt), my=—Ajcos(wt), mZi=-mg,

tacznie z réwnaniem wiezéw tworzg uklad czterech réwnan rézniczkowo al-
gebraicznych. Analityczne rozwiazanie takiego uktadu réwnan jest zwykle
ktopotliwe, a czasami niemozliwe. Alernatywa jest rozwiazanie numeryczne.
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Rysunek 3.20: Punkt materialny umieszczony pomiedzy dwiema obracaja-
cymi sie, gltadkimi, pionowymi plaszczyznami — obciazenie i reakcja wiezéw

Jesli do uktadu réwnar ruchu dotaczymy réwnanie otrzymane przez dwu-
krotne zrézniczkowanie réwnania wiezéw, to jest réwnanie

2

Zsin(wt) + 2w cos(wt) — wz sin(wt) — ¢ cos(wt) +

42wy sin(wt) + yw? cos(wt) = 0,

to numeryczne rozwigzanie uktadu czterech réwnan rézniczkowych dru-
giego rzedu przy uzyciu odpowiednich programéw matematycznych pozwala
na efektywne rozwiazanie zadania. Po rozwiazaniu réwnan rézniczkowych
mozna wyznaczy¢ sktadowe reakcji oddziatywania wiezéw jako:

0 . 0
Rl:): == )\1&7];1 = )\1 sm(wt) N Rly = )\16];1 == —)\1 cos(wt),
_\o0h
Rlz = )\1 92 =0

oraz wypadkowa

R = \/R%x+R%y = ’)\1‘ .

Zamieszczone rysunki (rys. 3.21-3.22) przedstawiaja przebiegi czasowe
zmian mnoznika Lagrange’a (\1) isily reakcji R oraz wspétrzednych x, y, z.
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R NI
A1 [N]
tls

05 10— 15 20 25 2000
—500 1500
~1000 1000
~1500 500
~2000

t
05 10 15 20 258

Rysunek 3.21: Przebiegi zmian mnoznika Lagrange’a (A1) i reakcji wiezow
(R) dla punktu materialnego umieszczonego pomiedzy dwiema obracajacymi
sie ptaszezyznami (dla danych: m = 2 kg, w = 2 rad/s, 2(0) = 2 m, y(0) = 0,
2(0) =10 m, y(0) =4 m/s)

X, y,z[m]
40,

20¢

—-60¢ \

Rysunek 3.22: Przebieg wspoétrzednych dla punktu materialnego umieszczo-
nego pomiedzy dwiema obracajacymi sie plaszczyznami (z(t) — linia prze-
rywana, y(t) — linia punktowa, z(¢) — linia ciagta) (dla danych: m = 2 kg,
w=2rad/s, z(0) =2m, y(0) =0, 2(0) =10 m, y(0) =4 m/s)
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Przyklad 3.5.49. Wyznaczy¢ reakcje wiezéw nalozonych na punkt
materialny (P) o masie m. Punkt wyrusza z poczatku ukladu wspéirzed-
nych OXY i porusza sie¢ w kierunku punktu geometrycznego (Z), o ruchu
zadanym réwnaniami a(t) = a, + rcos(wt), b(t) = b, + rsin(wt) (rys. 3.23).
Rozwigzaé zadanie w dwoéch przypadkach:

a) gdy jedyna sila dzialajaca na punkt materialny P jest sila reakcji
wiezéw (R),

b) gdy dodatkowo dziala sita ( F ), o stalej wartosci, skierowana w strone
strone punktu geometrycznego ~Z.

Predkosé punktu P musi byé réwnolegla do wektora (P_Z) taczacego
punkt materialny i geometryczny, zatem réwnanie wiezéw kinematycznych
(r = 1) natozonych na ruch punktu ma postaé

g=10b-y®]a() = la—-2z@))y(t) =0,

gdzie x(t), iy(t) sa wspolrzednymi punktu materialnego P, a z(t) i y(t)
rzutami jego predkosci, natomiast a i b sg zadanymi funkcjami czasu.

Reakcje wigzow f{, w przypadku wigzé6w nieholonomicznych, mozna
przedstawié¢ — zgodnie ze wzorem (3.35) — jako

k r

_ of, o

Ri=)) )\2 sli, (i=1,...,N
p;l Par—:i—i_szzlru’ (Z )

co w omawianym zadaniu (k =0, r =1, N =1, u; = p) sprowadza sie do
ﬁl = ﬁ, = —,ufn.

Sktadowe wektora fll = {a11, b11, c11} odezytujemy z réwnania wiezow
(sa to czynniki mnozone przez rzuty predkosci, to znaczy: a;n = b — y(t),
b11 = a — z(t), c11 = 0). W postaci skalarnej reakcja wiezéw jest wyrazona
zaleznosciami:

Ry = —pann = —pb—y(t)],

Ry =—pbi =—pla—z)] .

Do wyznaczenia reakcji wiezow konieczne jest okreslenie (z réwnari ruchu)
nieoznaczonego mnoznika Lagrange’a p. Réwnania ruchu wygenerowane na
podstawie réownari Lagrange’a I-go rodzaju majg forme:

mi(t) = —plo—y(t)] . mit) = —pla— (1))
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tacznie z réwnaniem wiezéw tworza one uklad trzech réwnan rézniczkowo-
algebraicznych. Z pierwszego z tych rownan nalezy wyznaczy¢ mnoznik p

mi(t)
[b—y(t)]
i wstawi¢ do réwnania drugiego. Rownanie wiezéw mozna zrézniczkowaé

wzgledem czasu. Prowadzi to do ukladu dwéch rownan rézniczkowych dru-
giego rzedu z dwiema zmiennymi x(t) oraz y(t):

mij(t) = —m la— 2(t)]

g=[b—y®it) - [a—aODi®) + [b— 5] #(t) - [a — 2(B)])i(t) = 0.

Analityczne rozwiazanie takiego uktadu réwnaii jest niemozliwe. Alernatywa
jest rozwiazanie numeryczne (rys. 3.23).

y [m]
1.5¢

1.0f
0.5¢ lp > Z -

—-0.5¢

a)

y [m]

—-0.5¢

b)

Rysunek 3.23: Model "poscigu” (przypadek a) — tor punktu materialnego P
i geometrycznego Z oraz wektory predkosci punktu P (kolor czarny) i sity
reakcji wiezow (kolor czerwony)
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Warunki poczatkowe (dlat = 0) niezbedne do rozwiazania numerycznego
nalezy wyznaczy¢ z réwnania wiezow

co oznacza, ze

: . on 10(0) — y(0)]

9(0) = &(0) ot

[a(0) — =(0)]
Rozwiazanie numeryczne wyznaczone dla danych: a, = 3,4 m, b, =
0,5m, r=1m, w= 1,5 rad/s, m = 1 kg oraz zalozonych warunkéw

poczatkowych x(0) = 0, y(0) = 0, #(0) = 0,7875 m/s i obliczonego y(0) =
0,0895 m/s, jest zilustrowane na rys. 3.23. Przedstawione sa tam trajektorie
obu punktéw oraz wektory predkosci punktu P i sity reakcji wiezéw R.

Rozwigzanie dla drugiego przypadku (b) musi uwzglednia¢ zmiane w for-
mie réwnan Lagr?r)lge ’a. Wystapi w nich stata co do wartosci sita F o rzutach
it j

na osie Fy = F=~iF, = F @, skierowana wzdtuz wektora predkosci (dla

uproszczenia zapisu w réwnanich tych wprowadzono v — wartosé¢ predkosci

réwna v = /& ()% + y(t)?):
mi(t) = Fp —plb—y®)], mijt) =F, —pla—x(t)].
Z pierwszego réwnan wyznaczamy mnoznik p

. mi(t) - Fy
SN 0]

i wstawiamy do réwnania drugiego

mi(t) — Fy
[b—y(t)]

Réwnanie to, lacznie ze zrézniczkowanym réwnaniem wiezéw (pozostato bez
zmiany), tworzy uktad dwéch réwnari rézniczkowych, ktéry potrafimy roz-
wiaza¢ numerycznie. Dane ukladu i warunki poczatkowe pozostaja takie
same jak w przypadku (a). Dodatkowo przyjeta jest wartosc sity F = 0,25.

Wyniki rozwiazania numerycznego dla przypadku (b) sa pokazane na
rys. 3.24.

mij(t) = F, + la—a(t)).
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Rysunek 3.24: Model "poscigu” (przypadek b) — tor punktu materialnego P
i geometrycznego Z oraz wektor predkosci punktu P (kolor czarny) i sity
reakcji wiezow (kolor czerwony)

Przyktad 3.5.50. Wyznaczyé polozenie réwnowagi i reakcje
wiezow dla ukladu zlozonego z dwoch punktéw materialnych o masach
my, mo i wspélrzednych (z1,y;) oraz (z3,y2), pozostajacych na gladkich,
wzajemnie prostopadlych prostych lezacych w pionowej plaszczyznie,
nachylonych pod katami « i 8 do poziomu (a+ 3 = § —rys. 3.25). Punkty
odpychaja sie wzajemnie z silg F' wprost proporcjonalng do zmieniajacej
sie odleglosci miedzy nimi (wspoélczynnik proporcjonalnosci jest rowny

¢). Uwzgledni¢ wplyw sil ciezko$ci.

/ y
> m; -
R, F -
— -_"F
mg T~
\ —
R
o TN B \\ ?
or myg Y \\ X

Rysunek 3.25: Obciazenia i reakcje wiezoéw dzialajacych na punkty materialne
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Zadanie jest rozwiazane przy wykorzystaniu réwnan Lagrange’a I-go
rodzaju.
Réwnania wiezéw natozonych na uktad:

fi=yp+2itga=0, fo=y—a22tg =0,

sa réwnaniami wiezow geometrycznych, jednostronnych, skleronomicznych.

Réwnania Lagrange’a (liczba punktéw N = 2, liczba wspéirzednych
i rownan 2N = 4, liczba réwnar wiezéw geometrycznych k = 2, wiezéw
kinematycznych r = 0) — zgodnie z (3.26) , (3.27) — maja w tym przypadku
forme:

mii = Fig + A\ gfl + )\2§£i ;
mijy = Fiy + Mgzjz + Azgyfi )
maols = Fo; + Algi + AQgiCZ )
mays = Foy + A1 gf; + Ao giz .

Po podstawieniu odpowiednich wielkosci sktadowych sit F i —F (rys. 3.25):
Fig=—c(@2—mz1), Fiy=—cy2—w),

Fop =c(xg — 1), Foy=c(y2—11)

i uwzglednieniu, ze w polozeniu réwnowagi wszystkie sktadowe przyspieszeri
musza by¢ réwne zero, otrzymuje sie réwnania:

0=—c(xa—x1)+ A Mtga+ -0

O=-mig—c(y2—y1) + A1 +A2-0

OZC(ZL‘Q—xl)—I-)\l'O—)\thﬂ,
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0=—mag+c(y2—y1) +A1-0+ A2

Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan — z dolaczonymi réwnaniami wie-
z6w — mozna wyznaczy¢ wspolrzedne okreslajace potozenie réwnowagi:

B (mltga (tg52 + 1) + motg S(tg atg 5 — 1)) g
ne c(tg o + tg 5)?2 ’

B tg o (mltga (tg52 + 1> + matg S(tg atg 5 — 1)) g

o= c(tga+ tg )2 ’
2y — (mitgatgatg B — 1) + ma (tga? + 1) tg8) g
c(tga + tg 8)? ’

vy = tg B (mitg atg atg B — 1) + ma (tga® + 1) tg 8) g’

c(tga + tg 8)?

oraz mnozniki Lagrange’a:

(m1+ma) gtg B

A p—
! tga+tgf

I

(m1 4+ mgo) gtga

tga+tgB

Na podstawie mnoznikéw Lagrange’a mozna okresli¢ sktadowe reakcji
wiezOw:

Ay =

Rz = Algﬁ +)\2g£? =Mtga+XA-0= (migzrfigg;gﬁtga,
Roy — df1 —1—/\2%:)\1'04-)\2: (m1+m2)gtga.

POys " Oye tga +tg 8
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W szczegolnym przypadku, dla wartosci katéow o = = 7/4, otrzymuje
sie wspétrzedne punktéw w polozeniu réwnowagi:

=g _"g
1 2¢ ) Al 2¢ )
. _ Mmayg _m29g

2 2¢ ) Y2 2¢ )

mnozniki Lagrange’a:

1 1
A = §(m1 +ma)g, A= §(m1 +ma)g
oraz reakcje wiezéw:
Ry, = (m1+m2)97 Riy— (m1+m2)97
2 2
Ry = — (ma +2m2) g ., Ry = (ma +2mz) g

Znak minus przy skladowej reakcji Ro, i dodatnie wartosci pozostalch skta-
dowych swiadczg o tym, Ze wyznaczone zwroty reakcji sa zgodne z pokaza-
nymi na rys. 3.25.



Rozdzial 4

OPIS RUCHU
WE WSPOLRZEDNYCH
UOGOLNIONYCH

4.1 Wspolrzedne uogoédlnione

W nieswobodnym uktadzie N punktéw materialnych, o k wiezach geo-
metrycznych, sposrod 3N wspolrzednych (np. kartezjariskich) okreslajacych
polozenia, tylko 3N — k jest niezalezne. Pozostale k wspétrzednych moze
by¢ wyznaczone z rownan wiezow.

Przyklad 4.1.51. Punkt materialny pozostaje na plaszczyznie.
Dokonaé podzialu wspélrzednych na niezalezne i zalezne.

W ukladzie kartezjariskim mozemy to zapisa¢ w postaci analitycznej
fi=Ax+By+Cz+D=0.

W analizowanym przykladzie k = 1, czyli liczba niezaleznych wspétrzednych
(liczba stopni swobody) wynosi 3N — k =3 - 1 — 1 = 2. Jedna wspétrzedna

mozna wyznaczy¢ z réwnania wiezow. Rozwigzujgc rownanie wzgledem z,
otrzymujemy

1
z:—é(Ax—l—By+D).

Oznacza to, ze tylko x 1 y sa niezalezne i tylko one musza by¢ podane
dla jednoznacznego okreslenia polozenia punktu. (Wybdr wpétrzednych jest



94 ROZDZIAL 4 OPIS... WSPOLRZEDNYCH UOGOLNIONYCH

umowny — jako wspoélrzedne niezalezne mozna przyjac y i z, a x traktowac
jako zalezna wspotrzedna).

Wynika stad, ze dla jednoznacznego okreslenia polozenia uktadu wystar-
czy wprowadzié¢ tylko n = 3N — k niezaleznych wspoltrzednych. Oznacza to,
ze liczba niezaleznych wspotrzednych okreslajacych potozenie uktadu holo-
nomicznego (o wiezach geometrycznych) rowna jest liczbie stopni swobody
uktadu.

® Wspoédlrzedne uogoédlnione sg to niezalezne wspoélrzedne
jednoznacznie okreslajace potozenie ukladu.

Wspoélrzedne uogdlnione oznaczane beda jako qi,qo, ..., qn, a W skrocie
q. Wprowadzajac wspotrzedne uogoélnione nalezy pamietaé, zeby spelnione
byly nastepujace warunki:

— wektory wodzace okreslajace potozenie punktéw uktadu powinny byé
jednoznacznie okreslone i = ri(t,q1,q2,...,qn), (i=1,...,N),

— wspoblrzedne uogdlnione powinny byé wybrane zgodnie z réwnaniami
wiezéw. Po ich wprowadzeniu do réwnan wiezéw réwnania te powinny
przeksztalci¢ sie w tozsamosci, tzn. f,(¢,T1(t,q),...,Tn(t,q)) = 0,
(p=1,...,k).

Wspotrzednymi uogbdlnionymi moga byé¢ dowolne parametry speliajace

réwnania wiezow.

Przykltad 4.1.52. Punkt materialny ma poruszaé sie po elipsie.
Wprowadzi¢ wspolrzedng uogodlnions.

Ograniczenie ruchu w uktadzie kartezjariskim mozemy zapisa¢ w postaci
zaleznosci

2 2
fl = a72 + % -1=0 )
gdzie a,b oznaczaja pélosie elipsy.
Liczba stopni swobody punktu poruszajacego sie w plaszczyznie
(dlaN=1k=1)jestrownan=2N—-k=2-1—-1=1.
Wprowadzajac wspotrzedna q, taka, ze x = a cosq, y = bsing, a na-
stepnie podstawiajac tak okreslone wielkosci do réwnania wiezéw, otrzymuje
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sie tozsamosé

(a cosq)? N (b singq)?

2 = —-1=0.

h

Oznacza to, ze wspoirzedna q jest wspotrzedng uogdlniona.
Jak wynika z przyjetych zaleznosci wprowadzona wspotrzedna uogdlniona
q oznacza pewien kat (¢ = ). Mozna postawi¢ pytanie: jaki to kat?

Przyklad 4.1.53. Dwa punkty materialne sa polaczone nieod-
ksztalcalnym pretem i pozostaja podczas ruchu w plaszczyznie OXY.
Sprawdzi¢ rownania wiezé6w po wprowadzeniu wspoélrzednych uogélnio-
nych.

Réwnanie wigzow w ukladzie kartezjariskim mozemy zapisa¢ w postaci
fis(@a—m)*+ (2 —)* =417 =0,

gdzie 21 oznacza dlugosé preta. Zatem liczba stopni swobody ukladu (dla
N=2,k=1)jest ro(wnan=2N—-k=2-2—-1=3.

Jako wspotrzedne uogélnione mozemy przyjaé wspétrzedne srodka preta
i kat jaki tworzy on z osig OX, tzn. q1 = x, g2 = vy, q3 = a. Mamy wowczas
1 = x4+ lcosa, y1 =y +l1lsina oraz xo = x — lcosa, yo = y — [l sina.
Spetniony jest réwniez warunek przechodzenia réwnania wiezow w tozsamosé

f1 = [(z — lcosa) — (z + lcosa)]* +
+[(y — lsina) — (y + lssinaﬂ2 —4P’=0.

Przyktlad 4.1.54. Polozenie ciala sztywnego jest okreslone w spo-
s6b jednoznaczny poprzez polozenie trzech dowolnie wybranych punk-
tow nalezacych do tego ciala (Wyjatek stanowia punkty lezace na jednej
prostej). Okresli¢ minimalng liczbe wspoélrzednych koniecznych do opisu
polozenia ciala.

Polozenie trzech punktéw P; (i = 1,2,3) jest okreslone w uktadzie kar-
tezjatiskim przez wspotrzedne x;,y;, z; (i = 1,2,3), to jest poprzez 9 wspol-
rzednych. Roéwnania wiezéw — réwnania wynikajace ze statych odlegtosci
pomiedzy tymi punktami — mozna zapisa¢ w postaci

fp = (.I‘Z _:Uj)z + (yl - yy)z + (Zl - Z])2 - l12] =0, (17]>p =1,2,31 #3)7

gdzie l;; oznacza odleglos¢ migdzy punktami P; 1 P;.
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W tym przypadku catkowita liczba wspétrzednych N =9, liczba réwnari
wiezow k = 3, stad liczba niezaleznych wspétrzednychn = N —k = 6. Zatem
polozenie ciata sztywnego wymaga podania jedynie szesciu wspétrzednych
niezaleznych.

Jednak szesé wspoétrzednych kartezjariskich — wybranych sposréd dzie-
wieciu — nie jest uktadem wspétrzednych uogdlnionych dla ciala sztywnego,
gdyz trzy pozostate wspétrzedne nie beda okreslone w sposéb jednoznaczny
na podstawie trzech znanych odleglosci pomiedzy punktami (Otrzymuje si¢
cztery rézne rozwiazania, ktérym odpowiadaja cztery rézne polozenia ciala).

Najczesciej jako wspolrzedne uogélnione w opisie ruchu ciata sztywnego
przyjmuje sie wspotrzedne okreslajace polozenie jednego punktu (na przy-
kiad srodka masy ciala) 1 = x, qo = y, q3 = z oraz trzy katy okreslajace
orientacje przestrzenna ciala: q4 = ¢, ¢ = ¥ i q¢ = . Katami moga by¢
katy Eulera (Iub analogicznie wybierane katy zwane quasi-eulerowskimi, na
przyklad katy Cardano albo Bryanta i inne).

4.2 PredkoSci i przyspieszenia uogdlnione

Po wprowadzeniu wspotrzednych uogblnionych promien wektor mozna za-
pisac

r=Ti(t,q1,q2,---,qn) , (i=1,...,N). (4.1)

Pochodna wzgledem czasu promienia wektora ma postaé
n —
= - Br , 81‘
V=7 = Z i i
We wspotrzednych kartezjanskich wyglada to nastepujaco:

Z axl ; , (4.3)

(4.2)

ayi . ayi
9g: T ot

Yi = zn: (4.4)

k=1

= e+ — . 4.
z ]; 50 T 5 (4.5)
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® Pochodne g, = % nazywa si¢ predkosciami uogélnio-
nymi, a g = ddit’“ przyspieszeniami uogoélnionymi.
Po obliczeniu pochodnej predkosci punktu otrzymuje sie zwiazki miedzy
przyspieszeniami, predkosciami uogélnionymi i drugimi pochodnymi wspot-
rzednych uogoélnionych, ktére nazywaja sie przyspieszeniami uogélnionymi

2 L X T ", Or; .
=> > i+ > et
=1 i=1 959 i O
" 0% 82fi
q . 4.
t 2 ggatt G (4.6)

4.3 Uogoblnione przemieszczenia przygotowane

Przedstawienie potozenia uktadu za pomoca wspodtrzednych uogdlnionych
pozwala na okredlenie zwiazku miedzy przemieszczeniami przygotowanymi
i uogdlnionymi przemieszczeniami przygotowanymi (miedzy dr i dg). Biorac
pod uwage (podobnie jak poprzednio) dwie mozliwe predkosci punktu:

n —» a 1
Vi = z o8 e+ 2 (4.7)
", Or or:
_»1/ _ _.l/ _ 1.7 1 4.8
e ; aq ™ T ot (48)
i wynikajace stad zaleznosci okreslajace przemieszczenia mozliwe:
or’ or’
d; = Z il g+ idt (4.9)
or’ or;
Z Ny idt (4.10)
Odejmujac od siebie stronami rownania (4.9) i (4.10), otrzymuje si¢
dr; — d 4.11
r Z a ) » (4.11)
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a oznaczajac roznice dqy — d'qr przez oqx (0qx, = dqi — d'qr) 1 wykorzystujac
definicje 0¥ ; = d¥; — d'F;, mozna to zapisaé

n —
8ri
5Fi = 5qk y 1= 1, cony N). 4.12
> gt ) (1.12)
We wspotrzednych kartezjanskich zwiazki (4.12) przyjmuja postac:
n n n
Oz y; 0z
i =3 g by =3 Mg =3 Py ()
=1 Ot =1 9 =1 O
4.4 Sily uogélnione
Ze zwiazku okreslajacego prace przygotowana
N —
§L =Y F;-6r, (4.14)
i=1
po wprowadzeniu do (4.14) zaleznosci (4.12)
SL iﬁ - Oni (4.15)
= i K :
i=1 1 i1 O

i prostych przeksztalceniach (zmiana kolejnosci sumowania)

n N . 81—:1
SL=> 0q; | > Fi- , (4.16)
k=1

i=1 O
otrzymuje sie wyrazenie (ujete w nawiasy), ktore okresla sity uogolnione Qy

Or;
oqr,

N
Qr=> F;- (k=1,..n). (4.17)
i=1

Zaleznosé (4.14) po wprowadzeniu wspotrzednych uogoélnionych moze byé
przedstawiona w postaci

SL=> 0q;Qy - (4.18)
k=1
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Jedli sily dziatajace na uklad maja potencjal V, tzn. F, = oy,
(i=1, ..., N), to zaleznos¢ (4.17) mozna zapisa¢ w postaci

OF; Yov oor oV

N
= Fl = — = = — 7=, k: _Z, ceey n). 4].9
O ; Ay, = Or; Ogy Oqy, ( ). @419)

Przyktad 4.4.55. Wyznaczyé postaé sily uogoélnionej dziatajacej
na wahadlo matematyczne poruszajace sie w polu sit ciezkosci (rys. 4.1).

Rysunek 4.1: Wahadlo matematyczne

Jesli masa wahadla wynosi m, dtugosé [, a przyspieszenie ziemskie g, to
wyrazenie na prace przygotowana bedzie miato postaé

5L = mg - OF .

Po wprowadzeniu wspétrzednej uogélnionej ¢ = «, bedacej katem wychylenia
wahadta

, or
0L =mg - —da
Oa
i uwzgledniajac, ze promieri wektor ¥ = il sina + kI cosa oraz g = Eg
otrzymuje si¢

’

- @_(
gf)a_

Whyrazenie na prace przygotowana przybiera postac

il cosa —Klsina) -Kg.

0L = —mgl sinada .
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Wspdtczynnik stojacy przy da jest poszukiwang sita uogélniona Q, to zna-
czy

Qo = —mygl sina .

Sita uogdlniona Q.,, odpowiadajaca wspétrzednej uogélnionej o, oznacza mo-
ment sity ciezkosci dziatajacej na wahadlo, okreslony wzgledem punktu O.

4.4.1 Praca przygotowana sil dzialajacych na cialo sztywne

Oznaczajac przez F; sity dzialajace na ciato sztywne (rys. 4.2), mozna wy-
znaczy¢ prace przygotowang sit dziatajacych na ciato jako

N
0L = F;- ot (4.20)
=1

gdzie N jest liczba, punktow, w ktorych sg przytozone sity.

Rysunek 4.2: Cialo sztywne — redukcja ukladu sit do punktu O (wektor
gltowny — S oraz moment glowny sit wzgledem punktu O — Mo )

Wektor predkosci (V) dowolnego punktu (A4;) ciala sztywnego jest okre-
Slony zaleznoscia

Vi:VQ+Vi/O:VQ+QXFi,
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przy czym Vo oznacza predkosé wybranego bieguna (O), a & wektor pred-
kosci katowej ciala.

Wektor nieskoniczenie malego przemieszczenia mozliwego dowolnego
punktu (i) ciata sztywnego moze by¢ okreslony jako

dI_"i = dl_"o —+ dg_é X I_"i . (4.21)

Dla ukladu o wiezach geometrycznych i skleronomicznych przemieszcze-
nia mozliwe i przemieszczenia przygotowane sa identyczne — zatem wektor
przemieszczenia przygotowanego dowolnego punktu cialta sztywnego mozna
przedstawi¢ formutg

(5?1 = (SI_"O + 5{5 X Fi , (4.22)

gdzie przez dro oznaczono przemieszczenie wirtualne wybranego bieguna
(O), a przez 0@ wektor kata malego przygotowanego obrotu ciata.
Po podstawieniu (4.22) do (4.20) otrzymuje si¢

N
SL =Y F;- (6T0 + 0@ x 1)
=1
lub

N ., N R
5[4:(51_"0' Fi+5¢'<ZFiXFi> R
=1

=1

gdzie wykorzystano tozsamosé: F - (0@ XTi) =0 - (f"i X f‘l)

Uzywajac symbolu S — dla oznaczenia wektora gltownego sit dzialajacych
na ciato oraz Mgo — dla oznaczenia wektora momentu gléwnego sit (okre-
slonego wzgledem punktu O), prace przygotowana sit dziatajacych na ciato
sztywne mozna przedstawi¢ w formie

SL =S - 6F0 + Myo - 6@ , (4.23)
gdzie:

S=SF. M=) (s xF) (429

i=1 i=1

sa wektorami reprezentujacymi sity uogélnione dzialajace na ciato sztywne.
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4.5 Zasada prac przygotowanych — sformutowanie
we wspolrzednych uogélnionych

Wprowadzenie wspotrzednych uogélnionych do zasady prac przygotowa-
nych

N
SL=) F;-o1i=0, (4.25)
i=1
pozwala przedstawi¢ ja w nowej formie. Przy przeksztalceniach wykorzy-
n r:
stuje sie zwigzek o] = %5% oraz wprowadzone wzorem (4.17) sity
k=1

N -

. = or o . ) .

uogdlnione Qr = > F; - 8—;;. Po podstawieniu tych zaleznosci do réwnania
i=1

(4.25) otrzymuje sie

N n - n

= Gri

0L = E F;- 3 oqr | = g Qrogr,=0. (4.26)
i=1 k=1 94k k=1

® Na to, by pewne — zgodne z wiezami idealnymi — polo-
zenie ukladu byto jego potozeniem réwnowagi, potrzeba
i wystarcza, zeby w tym polozeniu suma prac sil uogdél-
nionych (@) na dowolnych uogélnionych przemieszcze-
niach przygotowanych (dq;) byla réwna zeru.

Rownanie (4.26) jest spelnione dla dowolnego dqy, jesli sity uogodlnione
sa rowne zeru (Qr =0, (k=1,...,n)).

Zasada prac przygotowanych jest najogdlniejsza zasada statyki analitycz-
nej. Mozna z niej otrzymaé¢ warunki rownowagi dowolnego uktadu mecha-
nicznego.

Przyklad 4.5.56. 'Wyprowadzié¢ na podstawie réwnosci (4.25) wa-
runki rownowagi swobodnego ciala sztywnego.

Oznaczajac przez F; sity dzialajace na ciato, mozemy napisac¢ dla potoze-
nia rownowagi

N —
L= F;-65i=0.
=1
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Przemieszczenie przygotowane dowolnego punktu ciala sztywnego moze by¢é
wyznaczone nastepujaco

O, = OF, + 03 X T,

gdzie przez 0T, oznaczono przemieszczenie wybranego bieguna, a przez 6@
wektor kata matego przygotowanego obrotu.
Po podstawieniu do pierwszej zaleznosci otrzymujemy

N
SL =Y F;- (6, +0p x 1) =0,
=1
skad po przeksztatceniach

N N R
6L:5FO-ZF1+5¢-< FixFi>:0.
i=1 =1

- N
Przemieszczenia 01, © d@ sa od siebie niezalezne, wiec S = Y F; (wektor
i=1

- N _,
glowny) i M, = > r; x F; (moment gltéwny wzgledem bieguna O sil ze-
i=1
wnetrznych dzialajacych na cialo sztywne) przyréwnujemy do zera, czyli
réwnowaga zachodzié¢ bedzie wtedy i tylko wtedy, gdy

N
§22F126, MOZZfiXFi:6.

i=1 =1

Powyzsze réwnosci stanowia konieczne i dostateczne warunki réwnowagi
ciala sztywnego swobodnego przedstawione w formie wektorowej.

W analogiczny sposéb mozna otrzymaé warunki réwnowagi ciata sztyw-
nego nieswobodnego. Zalézmy, ze punkt O jest zamocowany. Wowczas
8%, = 0 1 réwnosé wynikajaca z zasady prac przygotowanych przyjmuje po-
stac

N
5L:5<,B-<Zf’i><f‘i> =0,
=1

wobec dowolnosci wektora §@ otrzymujemy poszukiwany warunek réwno-

- N - -

wagi w postaci M, = > 11 x F; = 0.
i=1
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Jezeli ciato moze sie jedynie obraca¢ dookola nieruchomej osi z (o wer-
sorze k), to réownosé

N

N
5L:5F0-Zfi—|—(5g3~ (Zf’ixf‘i> =0.
=1 =1

Dla 62, = 0 (punkt O lezy na nieruchomej osi) ma postaé

— —

SL =083 My = dpk - M, =dp M, =0,
skad wynika warunek réwnowagi
M, =0,

przy czym M, = K- M, jest rzutem momentu sit zewnetrznych na os z, czyli
momentem sit wzgledem osi z.

Przyklad 4.5.57. Wyprowadzié¢ warunki ré6wnowagi dowolnego
nieswobodnego ukladu cial sztywnych znajdujacych sie pod dzialaniem
sil ciezkosci.

Oznaczmy przez m,; mase i-tego ciala, a przez g przyspieszenie ziemskie

N
5L:Zmi§-5f"i:0.
=1

Jesli przyjaé, ze z jest pionowa osia (o zwrocie wektora g), to

N

5L:Zmigézi =0.
i=1

Ostatnie réwnanie mozna przedstawi¢ w postaci

) ()

Jesli sume mas wszystkich ciat uktadu oznaczymy przez M, a przez z. pio-
nowa wspoélrzedna srodka ciezkosci rozwazanego ukladu (przy czym zakla-
damy, Ze pionowa o$ z ma zwrot ku dolowi), wéwczas, zgodnie z ostatnia
réownoscia, otrzymujemy

OL=g (6(M=z))=9gMdz.=0,
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a wiec warunek réwnowagi uktadu — wobec M g # 0 — ma postac
0z.=0.

Tak wiec polozeniami réwnowagi uktadu ciat ciezkich sa te polozenia, w kto-
rych Srodek ciezkosci zajmuje najnizsze, najwyzsze lub jakiekolwiek inne
"stacjonarne” polozenie.

Przyklad 4.5.58. Prasa, ktorej schemat zostal pokazany na
rys. 4.3 znajduje sie w r6wnowadze. Znalezé zwigzek miedzy silami P i Q
w polozeniu okreslonym katem a. (Uklad jest symetryczny wzgledem
osi y).

G

Rysunek 4.3: Model prasy

W stanie réwnowagi powinna by¢ spetniona zaleznosé wynikajaca z za-
sady prac przygotowanych:

0L = —Qdyc + Péxg — Péxy =0.

Wspétrzedne yo, xp, x4 mozna wyznaczyé w zaleznosci od kata nachylenia
pretow o

yo=21sina+d, rp=-c—1cosa, zgp=c+l cosa,

gdzie uzyte zostaly pomocnicze wielkosci ¢, d, | (rys. 4.3). Rozpatrywany
uktad ma jeden stopieri swobody — jego polozenie w sposéb jednoznaczny
okresla kat «.
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Wynikajace ze zwigzkéw pomiedzy wspolrzednymi przemieszczenia przy-
gotowane wyznacza sie na podstawie (4.13), z ktérej dlan = 1 otrzymuje sie:

Ox; 0332 0Yi 0y;
Sx; = Z 500 = gt Oy = Z Ui 500 = '?qj 8q1 .
Stad:
dyco=21cos ada,dxg=I[sin ada,dxsr= —Isin adua.

Podstawiajac powyzsze do wyrazenia na prace przygotowana, otrzymuje
sie
—Q 21 cosada— P(—l sina) da+ Pl sinada =0,

a po przeksztatceniach
[ (—Q cosa+ P sina) da=0.

Spetnienie tego réwnania — przy dowolnym niezerowym uogélnionym prze-
mieszczeniu przygotowanym da — jest mozliwe, jesli

(—Q cosa+ P sina) =0,

skad
Q = P tga.

Zatem w potozeniu réwnowagi musi by¢ spetniony warunek () = P tga.

Przyklad 4.5.59. Belka dwuprzegubowa zostala podparta
w dwoch punktach na podporach przesuwnych i w trzecim punkcie na
podporze stalej (rys. 4.4). Wyznaczy¢é reakcje w podporze B.

Belka zamocowana w sposéb pokazany na rys. 4.4a ma zero stopni swo-
body. Chcac rozwiazaé¢ zadanie (wyznaczy¢ reakcje w punkcie B) na pod-
stawie zasady prac przygotowanych, nalezy "zlikwidowac¢” podpore w punkcie
B i przytozy¢ w tym miejscu odpowiednia site reakcji. Otrzymujemy w ten
spos6éb mechanizm o jednym stopniu swobody, dla ktérego powinna by¢ spel-
niona zasada prac przygotowanych

0L = Rgdsgp — Pdsp =0.
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A
a S s, ~._b
AV/W/B}/LD@\\;D
e

Rysunek 4.4: Schemat uktadu i przemieszczenia przygotowane

Przemieszczenia punktéow B 1 E:
sp=asina, sp=bsinf.

Przemieszczenia przygotowane dsp i 6sg sa zalezne i mozemy je najlatwiej
wyznaczy¢ w zaleznosci od katéow obrotu belek AC i CD:

0sp =acosada, dsgp=bcosfBip

(lub w przyblizeniu — przyjmujac cosa ~ 1, cos f ~ 1 — jako: dsp = a o«
d0sg =bdp).
Katy obrotu sa ze soba zwiazane zaleznoscia
lysina =lssin g,
z ktoérej otrzymuje sie réwnanie
liycosa da=1lscos 5603,
(ktére — w przyblizeniu — moze by¢ zastapione przez ly da = lg §f3). Przyj-
mujac, ze d« jest niezalezne, otrzymujemy
I
0SE = l—bcos ado
2

(lub w przyblizeniu ésg = %b&a). Po podstawieniu do zasady prac przygo-
towanych

0L =Rpa cosaéa—Pi—lbcosada =0,
2
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(albo 0L = Rpada — P %b da = 0),skad ostatecznie otrzymujemy wartosé

reakcji w punkcie B
l1 b
Rp=P .
l2 a
W rozpatrywanym przykladzie wynik rozwiazania doktadnego (dla do-
wolnie duzych wartosci katéw « 1 3) jest identyczny z wynikiem otrzymanym

przy zalozeniu, ze cosa ~ 1, cos § ~ 1.

Przyktad 4.5.60. Na rysunku 4.5 jest przedstawiony model me-
chanizmu wraz z dzialajacymi na niego obcigzeniami. Polozenie uktadu
przedstawione na rysunku jest polozeniem réwnowagi. Dla danych obcia-
zen i wymiarow: G; =50 N, G, =40 N, M = 60 Nm, AB = 1 m, wyznaczy¢
wartosé sity P — uzywajac do tego celu zasady prac przygotowanych dla
wspoéirzednych uogédlnionych.

Rysunek 4.5: Model mechanizmu — potozenie rownowagi

Roéwnanie okreslajace prace przygotowang sit czynnych ma postac
5L:é2'5FD+M‘5SB2+f"5FC-|—@1'5FE:0.

Pomocnicze oznaczenia uzyte w rozwigzaniu sa podane na rys. 4.6.
Wykorzystujac zaleznosci pomiedzy przemieszczeniami przygotowanymi
a predkosciami mozliwymi (przypadek wiezéw stacjonarnych):

0rp = dip = Vpdt , OFg = dfc = Vedt

Sty = difp = Vedt , 0@, = d, = @adt ,
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Rysunek 4.6: Model mechanizmu — predkosci punktéw i predkosci katowe
cial

réwnanie okreslajace prace przygotowana sit czynnych mozna zapisaé jako
6L =Gy Vpdt+M-Godt+P - Vedt+ Gy Vpdt =0,

gdzie Vp, V¢, Vi sa predkosciami liniowymi punktéw, w ktérych sa przyto-
zone sily, natomiast o oznacza predkosé katows ciata, na ktére dziata para
sit o momencie M (rys. 4.6). Po wylaczeniu czynnika dt poza nawias

6L =(Gq-Vp+M -Gy +P Vo4 G- Vg)dt =0,
warunek réwnowagi mozna przedstawi¢ w formie
Gy Vp+M @Gy +P -ve+ Gy -Vg=0
Iub w postaci skalarnej jako
Govp cos 60° + Mws + Pvg cos30° — Givg cos45° =0 .

Wartosci predkosci poszczegélnych punktéw i predkosci katowe cial roz-
patrywanego ukladu sa opisane zaleznosciami, otrzymanymi na podsta-
wie zaleznosci pomiedzy wektorami predkosci, przedstawionymi na rys. 4.6
(uzyte zostaly oznaczenia: l1 = O2A, lo = AB):

UB/A

vg =wily, wvpcos30°=uvy, vp/A = walz , ”
A

= tg30°,

1
vo = wvgcosdb®, vg = Ve
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z ktorych wynikaja zwiazki:

ll W — w1 llthOO o \/§w1l1

Up = w1§ ) 2 lQ - 3l2 )
oraz
w1ly cos 45° \/§w1l1 1 \/§w1l1
v = = v = = =
¢ cos 30° V3 E=97C 23

Po podstawieniu zaleznosci kinematycznych (4.27) do (4.27) otrzymuje si¢

<G2 M\[l1+P\fll\[ th\[) w1 =0,

22 31, N 2v3 2

a nastepnie

\fh V21 V3l

G P -G =0.
vy HMg P "6
Ostatecznie
2M
£G1 sz —\E
31y
a po podstawieniu zadanych wartosci
1
P== (~120v2 - 140v6) N 42, 72N .

Przyklad 45.61. Podnosnik srubowy (rys. 47) jest wrownowadze
pod dziataniem sil Qi P. Wyznaczyé zwigzek miedzy tymi silami, jesli
wiadomo, Ze przy jednym obrocie korby trzpien podno$nika wysuwa sie
o h (Sila P jest stale prostopadla do korby).

Korzystajac z zasady prac przygotowanych, mozna napisac¢ zaleznosé
0L = Posp — Qdsg =0.

Jesli jako wspétrzedna uogdlniona okreslajacg polozenie ukladu przyjaé kat
obrotu korby «, to wéwczas

osp =1da,
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7 7
P

Rysunek 4.7: Obciazenie podno$nika srubowego

a wykorzystujac zwiazek miedzy obrotem korby i przesuwem trzpienia (sa
do siebie proporcjonalne)

otrzymuje sie:

2m 27l

—s 0sp=—304sq -

h Q> P h Q

Przyjmujac, Ze dsq jest niezalezne — po podstawieniu do i 6sp do zasady
prac przygotowanych — bedzie

oo =

2
6L:(Pl;—Q>6sQ:O,

skad wynika zaleznosé
27
=Pl—.
@ h

.. . . . e . . . . o 2
W polozeniu réwnowagi pomiedzy sitami P i Q) zachodzi zwigzek Q = P 1 5~

Przyklad 4.5.62. Na rysunku 4.8 jest przedstawiony model kon-
strukcji wraz z dzialajacymi na niego obcigzeniami. Polozenie ukladu
przedstawione na rysunku jest polozeniem ro6wnowagi. Dla danych obcia-
zen i wymiaréw wyznaczyé pozioma skladowa reakcji podpory w punkcie
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A, uzywajac do tego celu zasady prac przygotowanych (Wielkosci ozna-
czone na rysunku symbolami sa zadane. Ciezar konstrukcji pomingé.

Wymiary podane sg w metrach).

q |2
3 M
Was
= \
2 P
4 e
N N

Rysunek 4.8: Model konstrukcji — polozenie réwnowagi

Oznaczenia uzyte w rozwiazaniu sa podane narys. 4.9 (a =2 m, b =4 m,
c=3m,d=4m,e=2m, f=2m, g=2m).

o, |B Ql B
] DH E D E
'C/Z Ll M g RLD2Y M @ g
o oo
’ e ’ 7] .
P
al * f a IRy f

Fe & G &C

Rysunek 4.9: Model konstrukcji — oznaczenia uzyte w rozwiazaniu

a)

Podpore przegubowa nieprzesuwna w punkcie A (rys. 4.9a) zastepujemy
podpora, ktéra ma mozliwosé przesuwania si¢ w kierunku osi y i wprowa-
dzamy poszukiwana sile reakcji R, (rys. 4.9b).
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Réwnanie okreslajace prace przygotowana sit czynnych i poszukiwanej
5L =Ry - 0Fa + Q- 0Fp + Py - 0Fg + M - 6@, + P - 0fq =0,

gdzie @9 oznacza kat obrotu ciata sztywnego oznaczonego na rys. 4.9b nu-
merem 2.

Wykorzystujac zaleznosci pomiedzy przemieszczeniami przygotowanymi
a mozliwymi (przypadek wiezéw stacjonarnych):

0Tp = dfs = Vadt, 0Fp=dip=Vpdt, 0fp= difs=Vidt,

0@y = dpy = Wadl , OFg = drg = Vgdt
otrzymuje si¢
5L = (f{Ay-\7A+Q-\7D—|—f’2-\?E+1\7I-62+f’1-\7g>dt:0,
zatem warunek réwnowagi mozna przedstawié jako
Ray - Va+Q -Vp+Py- g+ My &+ Py -vg=0.

Sktadowe predkosci punktéw B, F, E, D nalezacych do ciata 1 sa przedsta-
wione na rys. 4.10a (a predkosci punktéw C, G, F ciata 2 na rys. 4.10b).

b)

Rysunek 4.10: Sktadowe predkosci punktéw B, F, E, D

Wyznaczajac predkosé punktu B jako

VB = VA + VA = VA + &1 X TaAB,

gdzie: Tap=1ic—ja, &1 =-kw;
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i wiedzac, ze wektor predkosci punktu B musi mieé¢ kierunek poziomy
(w punkcie B znajduje si¢ podpora przesuwna, ktora dopuszcza ruch jedynie
w kierunku poziomym), stwierdzamy ze rzuty Vg na osie x i y sa rowne

VBy = V4 —wic=0 oraz wvp,=0—-wia.
Stad

W) = — .
C

Podobnie, dla punktu F' (Vp = Vo + &1 X Fap, gdzie Tap = ic —l—j(d —a))
otrzymuje sie
v

A
va:vA—wlc:vA—?c:O

oraz vpy =wi(d—a)= U—A(d— a),
c

co oznacza, ze vp = Vpy = “2(d—a), a wigc predkos¢ punktu F ma kierunek
poziomy.

Rozpatrujac ruch ciala 2 (rys. 4.10b) i wiedzac, ze predkosé punktu F ma
kierunek poziomy oraz ze predkos¢é punktu C moze mieé¢ tylko poziomy
kierunek (podpora przesuwna), stwierdzamy, ze ruch tego ciala jest ruchem
postepowym, a zatem wg = 0 oraz vg = vF:U—CA(d —a).

Biorac pod uwage otrzymane zaleznosci pomiedzy predkosciami, rowna-
nie (4.27) mozna zapisa¢ w formie

C
RAy’UA — Q(UA — wli) — PQ(UA — wlc) — Pl’UG =0.

Podstawiajac w1 = “4 ivg = “4(d — a), otrzymuje si¢

1 d—a
(RAy—2Q—P2'0+M2~O—P1 p )UAZO,

skad

1 d—a
RAy:§Q+P1

1 2
= — 7P .
2Q+3 1
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4.6 Rownowaga w zachowawczym polu sit

Korzystajac z zaleznosci (4.17), to jest

(k=1, .., n) (4.27)

sity uogolnione Q) mozna przedstawié¢ jako

0 —i(pax’#Fﬂ%jLanz") (k=1, ... n) (4.28)
k= s zxaqk zyaqk zzaqk ) — 4y e . .

Jesli uktad materialny znajduje sie w zachowawczym polu sil, to sktadowe
sity F; przytozonej do punktu A; o wspodtrzednych kartezjariskich x;, y;, 2;,
mozna wyrazi¢ poprzez energie potencjalna jako:

ov ov ov
F:i = - ) FZ = - ’ Fiz = - . 4.2
8%‘2' Y (9@/1 Gzl- ( 9)

W przypadku gdy potozenie uktadu jest okreslone za pomoca wspotrzednych
uogoélnionych ¢, ..., gn, to po podstawieniu (4.29) do (4.28) otrzymuje sie

N
Qk:—Z( Y ) (k=1,..,n). (4.30)

+ +
— \0z;0q;  Oy; Oqr, ~ 0z Ogy,
Wyrazenie (4.30) mozna przedstawié¢ jako

ov
Korzystajac z faktu, ze w potozeniu réwnowagi wszystkie sity uogdlnione
muszg by¢ réwne zeru, otrzymuje sie warunki rownowagi — dla uktadu o wie-
zach idealnych i obcigzonego wylacznie sitami potencjalnymi, o potencjale
V — w formie:

ov
lub
V_y, Yy . Yy, (4.33)

1 a2 04
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Rownania (4.33) mozna traktowaé jako warunki konieczne dla wystepo-
wania ekstremum funkeji V(qy, ..., ¢,), ktéra oznacza energie potencjalna
uktadu.

® W polozeniu réwnowagi ukladu materialnego podda-
nego wiezom idealnym i znajdujacego sie w zachowaw-
czym (potencjalnym) polu sil, energia potencjalna V
tego ukladu spelnia warunki konieczne do istnienia eks-
tremum.

Przyktad 4.6.63. Dla ukladu pokazanego na rysunku 4.11, obcig-
zonego silami ciezkosci P i W, wyznaczy¢ polozenia réwnowagi. Dane sa
sity P i W, wymiary c i a oraz dlugo$é liny /.

PV
PAR
w
A 3
A%

Rysunek 4.11: Pret podparty przegubowo, utrzymywany w potozeniu réwno-
wagi przez ling z zawieszonym obciaznikiem o ciezarze P

Waszystkie sily dziatajace na uklad sa potencjalne, dlatego najlatwiej
bedzie wyznaczy¢ energie potencjalng ukltadu, a nastepnie sily uogélnione.
Energie obliczamy w uktadzie, ktérego poczatek znajduje sie w punkcie O
(rys. 4.11) i os y jest zwrécona do dotu

V=—-Pyp—Wyw.

Znaki w wyrazeniu na energie potencjalna musza by¢ tak dobrane, by spel-
nione byly warunki _597‘; =P, -2 — W. Inaczej rzecz ujmujgc mozna

stwierdzié, ze energia potencjalna sily jest réwna pracy wykonanej przez te



4.6. ROWNOWAGA W ZACHOWAWCZYM POLU SIL 117

sile przy przesunieciu punktu jej przylozenia do poziomu odniesienia (dla
sity P bedzie to V.= —P yp).

Mechanizm ma jeden stopieri swobody; za wspétrzedna uogdlniong przyj-
miemy kat . Oznaczajac dtugosé liny przez l i korzystajac z twierdzenia
cosinusow, otrzymuje sie:

yp:l—r:l—\/(2a)2+c2—2-2a00030,

Yyw = c—a cosf ,

zatem energia potencjalna jest okreslona wyrazeniem®:

V=-P (l\/(2a)2+c2 —4dac cos@) —W(c—a cosb) .

Sita uogdlniona odpowiadajaca wspétrzednej 0 ma postac

ov =-P 2ac sinf + Wa sin 6.

Qe:_%_ V/(2a)2 + ¢2 —4dac cos 0

W potozeniu réwnowagi sita uogélniona musi by¢ réwna zeru, stad

2ac
—P + W infd=0.
( V/(2a)2 4+ 2 — 4dac cos 0 a) o

Z ostatniego réwnania wynika, ze mechanizm (bez wzgledu na obciazenia)
moze by¢ w rownowadze w potozeniu okreslonym katem 6 = 0 i @ = 7. Inne
polozenia mozemy wyznaczy¢ rozwiazujac réwnanie

2c

—-P +W=0.
V(2a)2 + 2 —4a ¢ cosf

Zatem
4a? +c* PP
dac W2a
Potozeniami réwnowagi dla analizowanego uktadu sa potozenia okreslone

46242 o P2
dac W2a )"

cosf =

katami § = 0, 6 = w oraz § = arccos (

'Przebieg zmian energii potencjalnej rozpatrywanego uktadu jest przedstawiony na
s. 218 (rys. C.2).
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4.6.1 Rodzaje r6wnowagi

Rownowagq statg nazywamy taki rodzaj réwnowagi, przy ktérym po nie-
skoriczenie maltym wychyleniu uktadu z potozenia lokalnej réwnowagi uktad
wraca do polozenia wyjsciowego badZ wykonuje wahania wokot tego potoze-
nia.

Rownowagq chwiejng nazywamy taki rodzaj réwnowagi, przy ktérym nie-
skoniczenie mate wychylenie uktadu z lokalnego polozenia rownowagi powo-
duje ruch uktadu badz przejscie do innego potozenia albo wahania wokot
nowego potozenia réwnowagi.

Rownowagq obojetng nazywamy taki rodzaj rownowagi, przy ktérym nie-
skoriczenie mate wychylenie uktadu z potozenia réwnowagi powoduje przej-
$cie uktadu do innego potozenia rownowagi.

W teorii statecznosci polozenie charakteryzujace sie réwnowaga stalg
jest nazywane statecznym potozeniem rownowagi. Niestatecznym potozZeniem
rownowagi okresla sie potozenie, w ktérym réwnowaga ukladu jest chwiejna
lub obojetna.

a) 72 b )y ] /\
100 \ N
0 2 43 6f x[m]
-100

-300 \/

Rysunek 4.12: Punkt materialny umieszczony na krzywej — potozenia row-
nowagi: stalej (1), chwiejnej (2), obojetnej (3)

Mozna wykazaé¢ prawdziwosé ponizszej zasady, noszacej nazwe zasady
Dirichleta.

® Dla ukladu materialnego poddanego dzialaniu zacho-
wawczego pola sil, polozenie, w ktérym energia poten-
cjalna osigga minimum jest potozeniem réwnowagi statej.
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Warunki konieczne i wystarczajace istnienia lokalnego minimum energii

potencjalnej V' dla uktadu o jednym stopniu swobody (V = V(¢1)) ozna-
czaja, ze w poltozeniu rownowagi — dla ¢ = qig:

<W> _ (dv> —0. (4.34)
I (q1=q10) dq1 (q1=q10)

2 2
G T

N (q1=q10) % (¢1=q10)
Cl) V [Nm] /\

1000
0 2\ / x [m]

-1000 \ /

-3000
b) VN A
2000
0 \\ 7 // 6\/P\\€; x[m]
2000/
-4000
c)
P N/m]
. /\

5000
IR
0 [m]
LIV
V
Rysunek 4.13: Energia potencjalna V' punktu (o masie m = 1 kg) pozosta-

. . . .. _av
jacego na krzywej pokazanej na rys. 4.12b (a) oraz jej pochodne V' = <=

(b) i V" =LY (c)

Funkcja dwoch zmiennych, V' = V(q1, ¢2), ma w punkcie Vo = V (q10, g20)
minimum lokalne, jezeli istnieje takie otoczenie punktu (qio,q20), ze dla
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wszystkich punktoéw (g1, g2) nalezacych do tego otoczenia spelniony jest wa-

runek V(q1,g2) = V(q10, 20)-
Warunki konieczne i wystarczajace istnienia lokalnego minimum energii

(rys. 4.14a) dla uktadu o dwoch stopniach swobody (V = V (¢1, ¢2)) maja

postac:
(W) —0. (aV) —0, (4.36)
oq (q10, g20) 9q2 (910, q20)
2
(gi) >0, (4.37)
a (g10,q20)
2V 9V v\’
A = — >0. 4.38
Oq1? 0g2? <3Q15Q2 (4.38)

(q10, g20)

;[ 02V
Jesli (8q12 ) (410,420
(rys. 4.14b). W przypadku, gdy A < 0, to w punkcie (g0, g20) nie ma
ani minimum, ani maksimum, a punkt jest nazywany punktem siodlowym
(rys. 4.14c).

Dla ukladu o n — stopniach swobody (V= V (¢, . . .
istnienia minimum, w punkcie (g0, ¢20, --- gno) jest, aby macierz drugich po-
chodnych energii potencjalnej byta dodatnio okreslona. Zachodzi to wtedy,
gdy wszystkie podwyznaczniki gtéwne i wyznacznik calej macierzy zawiera-

jacej drugie pochodne — dla punktu (q10, g0, --- gno) — sa dodatnie?:

< 0 (dla A > 0), to funkcja ma lokalne maksimum

, Gn)) warunkiem

9%V 92V
oq1? 0q10q2
92
| 5 >0, >0, (4.39)
a” 1(q10) 92V 82V
0q20q1 0q2? (¢10,q20)
0%V 8%V 52V
9q1? 0q10q2  9q10q3
92V 92V 92V
992001 9q2%  Dg20a3 >0, (4.40)
9%V 92V 92V
9a39q1  9439q2 943*  1(q10,420,430)

2Wartunki te zostaty sformutowane przez J.J. Sylvestera (1814-1897).
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Rysunek 4.14: Przyktady minimum (a), maximum (b) oraz punktu siodlo-
wego (c) energii potencjalnej dla funkeji dwoch zmiennych

0%V 9%V
9q12 0q10q2
0%V 9%V
0q20q1 g2
0%V 9’V
Oqn-10q1  9qn—10q2
0%V 9%V
0qndq1 0qndq2

9%V 9%V
0q10qn—1 0q10qn
9%V 9%V
0920qn—1 0q20qn
9V 2V
8qn712 81]77.718Qn
9%V 9%V
0qnOgn—1 Ogn 2

(q10, --- qno)

> 0. (4.41)

Szczegdlnym przypadkiem zasady Dirichleta jest twierdzenie Toricellego.

® Polozeniem réwnowagi stalej nieswobodnego uktadu ma-
terialnego o wiezach idealnych znajdujacego sie pod
dzialaniem sil ciezko$ci jest takie polozenie, w ktérym
Srodek ciezkosci znajduje sie¢ w najnizszym z mozliwych
polozen.
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Przyktad 4.6.64. Okreslié polozenie rownowagi plaskiego modelu
zurawia, podpartego sprezyscie w punktach A; i A,, w spos6b pokazany
na rys. 4.15. Zadane obciazenia: ciezar ladunku (G) i ciezar wlasny
maszyny (P) sa przylozone odpowiednio w punktach A3 i A4. Sztywnosci
sprezyn wynosza cj i cg, a ich dlugosci w stanie nieodksztalconym sa sobie
rowne (I, =13). Zbadaé stateczno$é polozenia rownowagi.

Rysunek 4.15: Zuraw samojezdny i jego model fizyczny — zagadnienie statyki

Poniewaz na ukfad dzialaja wyltacznie obcigzenia potencjalne, to sily
uogélnione (i réwnania réwnowagi) moga by¢ wyznaczone na podstawie ener-
gii potencjalnej V.

Jesli przyjacé, ze sprezyna o sztywnosci co po odksztatceniu odchyla sie
nieznacznie od pionu, to energie potencjalna mozna okresli¢ zaleznoscia

1 1
V= Pys + Gy + 5a1(n — )%+ 502(v2 = 12)?

w ktorej y1, ... y4 oznaczajg wspotrzedne potozenia punktéw Aq, .... Ag.

Jako wspotrzedne uogélnione okreslajace polozenie uktadu zostaly przy-
jete: polozenie punktu Ay (yy) i kat obrotu zZurawia () (rys. 4.16). Pozo-
state wspotrzedne wystepujace w wyrazeniu na energie potencjalng V mozna
przedstawié poprzez wspotrzedne uogélnione jako:

Y2 =41+ (a+b)sing,
ys =1y1 +asing +dcosp
Ys =1Yy1 +csinp +ecosp .
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Rysunek 4.16: Wspohrzedne uogoélnione (y1, ¢) dla modelu zurawia

Po podstawieniu otrzymuje si¢ energie okreslong poprzez wspoétrzedne uogdl-
nione (y1, p) w formie

V=P(y1 +asinp+dcosy)+ G (y1 + csinp + ecos ) +
1 1 .
+§cl (y1 — 11)* + €2 (y1 + (a4 b)sing — 1) .
Z warunkéw réwnowagi =V _; =9V ikaja ro i
gl Qy = Gy = 0iQ, = 9 = 0 wynikaja rownania
rownowagi o postaci:

Qu=P+G+ci(yi—l)+c2(yi+(a+b)sing —13) =0,
Qpo=Pag+Gece+ca(yr+(a+b)sing —lp)(a+b)cosp =0,

w ktoérych uzyto podstawieri ag = a cos p—dsiny oraz c. = ccosp—esin p.
Dla zadanych wartosci obciazeni: P = 15kN, G = 5kN, wymiarow:
a=0,9m,b=1,bm, [l =l =1,2m, ¢c =4,8m,d =0,5m, e = 5,1 m,
sztywnosci podpor: ¢; = 1000 kN/m, ca = 2000 kN/m, zostaly wyznaczone
(numerycznie) wspolrzedne punktéw yi, ¢, dla ktérych pochodne energii
potencjalnej sa rowne zero oraz wartosci A w tych punktach — okreslone
wzorem (4.38) — rozstrzygajace o statecznosci polozenia réwnowagi.
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Wyniki sa zamieszczone w tablicy 4.1 (wartosci pierwszych pochodnych
sg podane z dokladnoscia do 1078).

Tablica 4.1: Wyniki badania statecznosci zurawia

oV oV
Y10 %o (aT/l)yl:ym (%L:% A (4.38)
1] -0,4066 | 1,562 0 0 -1,1536x 103
2 | 1,1957 | -3,1401 0 0 1,1619x10'3
3| 1,1957 | -0,0015 0 0 1,1421 x 1013
4| 2,7933 | -1,5622 0 0 -1,1502x 1013

Potozenia zurawia, odpowiadajace otrzymanym wynikom, sa przedsta-
wione na rys. 4.17.

(1) (2) ) 4

Rysunek 4.17: Wyniki rozwiazania dla modelu zurawia — wyznaczone poto-
zenia roGwnowagi

Wykreslenie (przy uzyciu komputera) przebiegu zmian energii potencjal-
nej V' badanego modelu — w funkcji wspétrzednych uogélnionych y; i ¢
(rys. 4.18) — pozwala na wizualna ocene statecznosci polozeri réwnowagi.

Posréd wyznaczonych numerycznie rozwigzan sa takie, ktére nie majag
— 7 technicznego punktu widzenia — sensu, jak np. (1), (2) i (4). Ponadto
polozenia (1), (2), (4) nie spelniaja przyjetego zalozenia o malym kacie
odchylenia od pionu sprezyny o sztywnosci co.
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W rozpatrywanym przypadku polozenia (2) i (3) sa stateczne (energia
potencjalna osiaga w tych polozeniach lokalne minimum), a punkty (1) i (4)
sa punktami siodtowymi (A < 0).

Rysunek 4.18: Energia potencjalna V: przebieg zmian (a) i warstwice (b)
oraz polozenia réwnowagi statecznej (2), (3) i niestatecznej — punkty sio-

dtowe (1), (4)

Pominiecie jednego z przyjetych zatozeri — uwzglednienie dowolnego kata
odchylenia sprezyny o sztywnosci co od pionu — wigze si¢ ze zmiang zaleznosci
okreslajacej energie potencjalna ukladu na nastepujaca:

1 1 2
V = Pys + Gys + 561(1/1 —11)2 + 502 <\/(a+b—x2)2 —I—y% - 12) ,
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gdzie
22 = (a+b)cosy,
(zamiast o = (a + b), jak przyjeto w pierwszym przyblizeniu).
Wyniki rozwiazania dla tak okreslonej energii potencjalnej — w postaci

przebiegu zmian energii potencjalnej, rysunku jej warstwic oraz punktéw
oznaczajacych polozenia réwnowagi — sa przedstawione na rys. 4.19.

¢ [rad]

210 1 2
b) yl[m]

Rysunek 4.19: Energia potencjalna V: przebieg zmian (a) i warstwice (b)

oraz polozenia rownowagi statecznej (2), (3) i niestatecznej — punkt sio-
dlowy (1)
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Przyklad 46.65. Okreslié stateczne (ps) i restateczne (p,) polozenia
ro6wnowagi kladu pzedstawionego m rys. 420. Wielkosci zadane to
wymiary: b, d, e, h, hy, r, masy: my, mo, m3, wspolczynnik sztywnosci
sprezyny c¢ i dlugo$é nieodksztalconej sprezyny [,. Polozenie ukladu
przedstawione na rys. 4.20 czarnymi liniami nie jes polozeniem réw-
nowagi (Sprezyna laczy sie z pretem w punkcie A).

h-r
my

Rysunek 4.20: Model uktadu w potozeniu, w ktérym pominicto wplyw sity
ciezkosci m1g i sity sprezystosci c A

Sity zewnetrzne dzialajace na rozpatrywany uklad (sily ciezkosci i spre-
Zystosci) sa silami potencjalnymi.

Energia potencjalna uktadu w potozeniu wychylonym (okreslonym wspoél-
rzedna y, katem wychylenia ¢ oraz wydtuzeniem sprezyny A —rys. 4.21) jest
rowna

V = —migly — )~ mag(h — 1 cos()) + 2o’

Uktad ma jeden stopieni swobody. Jako wspotrzedng uogélniona przyjeto
kat ¢. Konieczne jest wiec okreslenie zaleznosci A = \(p) oraz y = y(p).

Odksztalcenie sprezyny A\ okresla réznica jej dtugosci w polozeniu réw-
nowagi (x = HA') i w stanie nienapietym (1), to jest \ = x — l,.

Dtugosé sprezyny odksztatconej mozna okreslié z tréjkata H AA
(rys. 4.22), w ktorym HA = b, AA" = 2dsin (%), a uzycie twierdzenia cosi-
nuséw prowadzi do zaleznosci

2
2y (2 (P s (@
z¢=0b +<2dsm(2>> —|—4bdsm<2>cos(2> ,
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Rysunek 4.21: Model analizowanego uktadu w potozeniu réwnowagi

stad

A= \/b2 + 2bd sin(p) — 2d? cos(p) + 2d?> — 1, .

Rysunek 4.22: Model uktadu w potozeniu réwnowagi — oznaczenia pomoc-
nicze

Pomocnicze réwnania konieczne do okreslenia y = y(¢p), to:
— zaleznosci geometryczne umozliwiajace okreslenie kata wychylenia 3
w zaleznosci od kata (:

Iy = \/(e— hsin(¢))? + (hcos(p) —h+71)2, la=/13—12,

lasin(B) +r —rcos(8) = h — hcos(yp) , (4.42)
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— zaleznosé okreslajaca dlugosé liny (a tym samym polozenie y ciata
o masie m1)

1 1
e+§ﬂr+h1:l2+ﬂr+§m’+y.

Energia potencjalna okreslona za pomoca kata ¢ ma postaé

V=-—myg (rarctan(fl(ga)) —d—+/(e—hsing)? + (hcosgp —h+71)2 — 12 +e+h1) +

2
+1ic (\/b2 + 2bd sin p — 2d2 cos ¢ + 2d? — lo) —maghsin® (%)

przy czym f1(p) jest funkcja na tyle skomplikowana, ze zamieszczenie jej nie
jest mozliwe (zajmuje zbyt duzo miejsca).

Przebiegi zmian energii potencjalnej (wyznaczonej dla danych: e =
0,6m, b = 03m, d = 0,35m, h = 0,45m, r = 0,1m, ¢ = 500N/m,
lo =0,25m, hy = 0,2m, G; = 50N, G3 = 40N, g = 9,81 m/s?) oraz jej
pochodnej sa przedstawione na rys. 4.23.

V [Nm]
60
40

20+

B N 2 s ol

V' [Nm]
60

/ 1 2 R @ [rad]

Rysunek 4.23: Przebiegi zmian energii potencjalnej i jej pochodnej
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Energia potencjalna osiaga lokalne minimum dla katéw s = 0,2597 rad
(ps = 14,88°) oraz dla ps = —1,1769 rad (ps = —67,43°). Katy te okreslaja
polozenia réwnowagi stalej (lokalne stateczne polozenia réwnowagi). Dla
kata ¢, = —0,837 rad (v, = —47,96°) energia potencjalna osiaga lokalne
maksimum, a wigc takie polozenie jest niestatecznym polozeniem ré6wnowagi.

Rysunek 4.24: Wyniki rozwigzania — stateczne potozenia réwnowagi modelu
dla ¢s = 0,2597 rad oraz dla s = —1,1769 rad (jednakowa skala dla

wymiaréw modelu i przemieszczen)

Wyniki numerycznego rozwiazania (rys. 4.24) réwnari opisujacych do-
ktadny model ukladu wskazuja, ze katy 8 i a sa male dla o, = 14,88°, ale
dla drugiego statecznego potozenia rownowagi (ps = —67,43°) osiagaja duze
wartosci. Rozwigzania przyblizone, w ktorych zaklada sie, ze katy B 1 « sa
male nie bedg wiarygodne przy duzych katach tych wychylen.

Przyblizona wielko$é pochodnej energii potencjalnej

Jesli energia potencjalna bedzie okreslona w sposéb doktadny, a jej pochodna
2

w sposéb przyblizony (przy zalozeniu sing — ¢,cosp — 1 — 5, sin§ —

2, co88 = 1— %(%)2), to przebieg pochodnej energii potencjalnej bedzie

dosy¢ znaczaco réznié sie od jej dokladnego przebiegu (rys. 4.25). Wyznacze-
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nie polozen réwnowagi poprzez okreslenie miejsc zerowych pochodnej energii
potencjalnej bedzie w tym przypadku obarczone znacznym bledem.

V' [Nm]

Rysunek 4.25: Przebieg zmian pochodnej energii potencjalnej okreslonej
w sposob dokladny (linia ciagla) i przyblizony (dla sinp — ¢, cosp —

1— £ sin€ - £ cos? —1—1(£)?2)

Rozwigzanie — metoda pierwsza
Przy zalozeniu, ze katy wychylenia ¢, « oraz [ sa male (cosa — 1,

sina — a, sing — ¢, cosp — 1, sin¥ — £, cosd — 1, cosff — 1,
sin 8 — B, tan § — ) otrzymuje sie

2
2 _p2 ¥ ¥ _ 2 _ 2 _
2= b +<2d2> +4bd<2) Ca=Jored?, A=/t pd?—1,,

a pomocnicze rownania sprowadzaja sie¢ do prostych zaleznosci:
l4:\/(€_h§0)2+’r2, l2:\/(6_h¢)2>

lof=0,e=hp+lo+1rp3,labelLag — 22u

)

zatem [ = 0 Ilub — na podstawie ostatniego z tych réwnan — [ =
(e —hop—+/(e— hcp)z) /7. Ponadto wspétrzedna y polozenia ciala

y=e+h—la=e+h —/(e—hp)?.

Energia potencjalna — w przypadku zatozenia = 0 — jest okreslona jako

V =—mig <e+h1 — \/(e—hgp)Q) —i—%c( (b+d<p)2—lo)2 )
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adlaf = (e—hgp— \/(e—hcp)2) /r ma forme

2
V= —mig(hp+h) + 3 (VO+ o2 1)

Nalezy tu zwrécié uwage, ze przyjete przyblizenie powoduje, iz energia
potencjalna ukladu jest niezalezna od masy preta mgs, zatem jej wpltyw na
polozenie rownowagi jest w takiej wersji rozwigzania pomijany.

Przebieg zmian energii potencjalnej i jej pochodnej (dla danych: e =
0,6m, b = 0,3m, d = 0,35m, h = 0,45m, r = 0,1m, ¢ = 500 N/m,
lo, =0,25m, hy = 0,2m, G; = 50N, G3 = 40N, g = 9,81m/s?) jest
przedstawiony na rys. 4.26.

V [Nm] V' [Nm]
E ! "
Vi 150 -
200 / 100"
L ’ ,-
R i /! ‘ et B ; o[rad]
\\ 4 — — 7 - o
S 500 y 3 /g, 1 1 2 3
3 2 o Ty g g oledl 7 -100;

Rysunek 4.26: Przebiegi zmian energii potencjalnej i jej pochodnej okreslone
w sposob przyblizony

Energia potencjalna — okreslona w sposob przyblizony — osiaga lokalne
minimum dla katéw ps = 0,2626 rad (ps = 15,05°) oraz dla @5 =
—1,3473 rad (ps = —77,20°). Katy te okreslaja w sposéb przyblizony poto-
Zenia lokalne réwnowagi stalej. Dla kata o, = —0,855 rad (¢, = —48,99°)
energia potencjalna osigga lokalne maksimum, zatem to poloZenie jest nie-
statecznym polozeniem réwnowagi.

Na rysunku 4.27 poréwnane sa przebiegi zmian pochodnej wyznaczone
w sposéb doktadny i przyblizony (w dwéch wariantach, dla = 0 oraz

8#0).
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2iNm] ' V' [Nm]

300 / 200
250 ,,ll/ 150 ’,,,r:’,,/
200 i 100 :”:/"

" 150 /:/' 50
‘\\ 100 S W @ [rad]
R 50 - 1| 1 2

Rysunek 4.27: Przebiegi zmian energii potencjalnej i jej pochodnej okreslone
w sposob doktadny (linie ciagle) i przyblizony (linie przerywane) —dla 5 # 0
ig=0

Rozwigzanie — metoda druga

Uwzglednienie wplywu masy preta ms na polozenie réwnowagi dla roz-
wigzania przyblizonego jest mozliwe, jesli przyjaé, ze katy wychylenia ¢, o
oraz [3 sa male (cosa — 1, sina — a, sing — o, sin% — %, cosB — 1,
sinf — B, tanf — ), ale funkcje cosyp i cos¥% zostang przedsta-
wione — po rozwinieciu w szereg potegowy — jako cosp — 1 — g02 /2 oraz

cos£ - 1—(%)?/2=1- ¢?/8. Wowczas:

1
T = \/b2—4bdg0(g02—8)+d2902,

1
= (e —he? + 2 (g2 —2?.

1
lo = \/@2 — 2ehyp + thpQ (h(p?4+4)—4r),

_ —+/4e2 — 8ehy + h2p* + 4h2¢? — 4hrg? + 2e — 2hyp

p 2r ’

1
y = \/6226h<p+4h<p2(h(g02+4) —4r)+e+hy — Br.
Energia potencjalna jest, w tym przypadku, okreslona jako

V =—mg (—\/62 —2ehg + The? (h (92 +4) —4r) + e+ hy — Br) +

2
—1msghp® + 3¢ (lo — \/1)2 — 1bdp (9% —8) + d2<p2>
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Przebieg zmian energii potencjalnej i jej pochodnej (dla danych: e =
0,6m, b = 0,3m, d = 0,35m, h = 0,45m, r = 0,1m, ¢ = 500 N/m,
lo =0,25m, hy = 0,2m, G; = 50N, G3 = 40N, g = 9,81m/s?) jest
przedstawiony na rys. 4.28.

V [Nm] ,
V' [N
. 300; [Nm]
\ 0. 100 oo
\ ’/
! 200 . —— RPN
\\ 150} yd -8 -2/-1~" 1 2 3 o lrad
5 /4 7 —100f
\ 100} A 7
N, 50 e / —200;
: A 12 o . . ra ’
a)=3 -2 -1 1 2 3 e [rad] b) 300!

Rysunek 4.28: Przebiegi zmian energii potencjalnej (a) i jej pochodnej (b)
okreslone w sposob przyblizony

Energia potencjalna — okreslona w sposob przyblizony — osiaga lokalne
minimum dla katéow ¢s = 0,2697 rad (¢s = 15,46°) oraz dla ¢s =
—0,9221 rad (ps = —52,83°). Katy te okreslaja w sposéb przyblizony poto-
Zenia rownowagi stalej.

Na rysunku 4.29 poréwnane sa przebiegi zmian pochodnej wyznaczone
w sposob dokladny i przyblizony (dla dwéch przyblizeri).

V [Nm]

' V' [Nm]
\ 300¢ / 200] -
\ 250} / 100 el
\ ’ F AT ——
“‘ 200; 1//" = z [rad]
\ F e ra
AN \‘\ 150 /ﬁl'/ =3——=Z-1* 1 2 ¢
X 100" & =77 Z100;
N, [ ’ /
QI & e -200
I al 4
a) -3 -2 -1 1 2 g el ) 300

Rysunek 4.29: Przebiegi zmian energii potencjalnej (a) i jej pochodnej (b)
okreslone w sposdb doktadny (linie ciagle) i przyblizony (linie przerywane)
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Przyklad 4.6.66. Wyznaczyé polozenie réownowagi (ys:) ciata
o masie m; dla ukladu przedstawionego na rys. 4.30a, przy zalozeniu,
ze katy wychylenia sa male. Wielkosci zadane sa oznaczone na rysunku
odpowiednimi symbolami.
Polozenie ukladu przedstawione na rys. 4.30a nie jest polozeniem
réwnowagi.

g
'l
m; _‘/4 E 5
L D 0@
/ C‘ m3f 3}4 "2 - h
C [/3
B
A? _________________ > LI,
a) -« L

.E'r,
v x
h
m; ' Y=

b)

Rysunek 4.30: Model ukladu: a) w polozeniu odniesienia, b) w potozeniu
réwnowagi

Sity dziatajace na rozpatrywany uktad sa sitami potencjalnymi. Energia
potencjalna ukladu w polozeniu wychylonym (okreslonym wspolrzedna v,
katem wychylenia ¢ i wydtuzeniem sprezyny X — rys. 4.30b) jest réwna

l l 1
V=-mgh+y)+ m3g7 COs P + M4gy COS¢ + msglcosp + 3¢ 22

(przy czym energia potencjalna sit ciezkosci zostala okreslona wzgledem
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wybranych pozioméw odniesienia — dla ciala o masie mj wyznaczonego przez
oS x, a dla pretéw o masach ms, my, ms przez os x’' —rys. 4.30b).

Kat ¢ oraz wydluzenie sprezyny \ sa zalezne od przemieszczenia y (uktad
ma jeden stopieri swobody), a przy zalozeniu, ze katy wychylenia sa male
mozna przyjac:

y§g03zl, )\%gaé, zatem QO%%y, A

Po podstawieniu tak okreslonnych wielkosci otrzymuje sie

l 4 l 4
V=-—mig(h+y)+msg= COS(gl Y) + mag— COS(gl y) + msgl cos(gy) +
1 4
Pochodna energii potencjalnej wzgledem wspoétrzednej y jest réwna
v _ m lésm(4 y) —m Eésin(i )—m lésm(4 y) +
Gy 9T Magy gy sG] TGy gy Sy y) T e gty Sty
“9'9”

Przyjmujac, ze dla matych katéw ¢ mozna przyjac siny = ¢ (w tym przy-
padku sin(5y) & (5y)), otrzymuje sie

ov 14 4 l 4 4 4 4 .4

CASE. e Rl (= ).
gy~ 9T magg 3 (5y) 9231(31 y) = maglz () +eg5(5y)

Polozenie réwnowagi y = ys ukltadu (o wiezach idealnych i obciazeniach
potencjalnych) okreslamy na podstawie warunku istnienia ekstremum energii

potencjalnej
ov
),
Y /) y=ye
skad
8 16 n 6 0.
—mig — —m — —m —m —CYgp =
19 91 39Yst 91 49Yst — 91 59Yst 31 Yst =
Ostatecznie
mi1g
Yst = 3 ] 6

1 16
—g;M39 — g;Mag — 5;M59 + 7€
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Przyklad 4.6.67. Gtladka rurke o dlugosci L nawleczono na nie-
rozciaggliwa nié¢ o dlugosci d. Koriice nici umocowano na jednym poziomie
w odleglosci e (rys. 4.31). Wiedzac, ze srodek ciezkosci rurki znajduje
sie¢ w odleglosci A od jej korica (AS = )\), wyznaczy¢ polozenie rownowagi
ukladu i zbadaé stateczno$é tego polozenia.

—0.5 -

-1.0

2.0

Rysunek 4.31: Model uktadu (rurka nawleczona na ni¢) w polozeniu réwno-
wagi

Tablica 4.2: Oznaczenia i wartosci parametréw uktadu uzyte w obliczeniach

Nazwa Oznaczenie Wartosc Jedn.
1 | Przyspieszenie ziemskie g 9,81 m/s?
2 | Masa rurki m 1 kg
3 | Dhugosé nici OABC d 5 m
4 | Odcinek nici OA T T m
5 | Odcinek nici AB =1L L 1 m
6 | Odcinek nici BC' d—L—=x 4—z m
7 | Odlegto$¢ miedzy koncami nici OC = e e 3 m
8 | Polozenie srodka ciezkosci preta AS = A A 0,7 m

Sity dzialajace na rozpatrywany uktad sa sitami potencjalnymi. Catko-
wita energia potencjalna jest okreslona funkcja zalezna od polozenia poszcze-

gélnych elementéw uktadu

V = —mg (xsin(©) + Asin(f)) .
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Wspéitrzedne okreslajace funkcje V- musza dodatkowo speinia¢ rownania
wiezéw geometrycznych natozonych na uktad:

fi=xcos(©)+ Lcos(B) + (d— L —x)cos(a) —e =0,

fo=asin(0) + Lsin(f) — (d — L — z)sin(a) =0

W podanych zaleznosciach wystepuja cztery wspotrzedne (x, Q f, ), ale
tylko dwie z nich sa niezalezne (Nysp = 4, k =2, n = Nysp — k = 2, a wiec
uktad ma dwa stopnie swobody). Stosunkowo latwo jest wyeliminowaé z
réwnan wiezoéw kat «. Wyznaczajac z jednego réwnania sin(«), a z drugiego
cos(a), otrzymuje sie:

e — Lcos(f) — x cos(O) oraz sin(a) = Lsin(p) + zsin(0) 7
d—L—=x d—L—=x

a poniewaz sin?(a) + cos?(a) = 1, réwnania wiezéw zostana sprowadzone
do jednego réwnania (oznaczonego symbolem f12) zawierajacego trzy wspolt-
rzedne (O, 3, x)

cos(a) =

—d? + 2dL + 2dz + €% — 2eL cos(3) — 2ex cos(©) + 2Lz cos(B — ©) — 2Lz

(—d+ L+ z)? =0

fi2 =

Energia potencjalna jest funkcja trzech wspoétrzednych V.=V (0,3, x),
z ktérych dwie sg niezalezne. W zwiazku z tym nalezatoby wyznaczy¢ (z row-
nania wiezéw) jedng ze wspotrzednych. Mozliwe jest tez inne podejscie
umozliwiajace okreslenie sit uogélnionych (Qe, Qp, Q) przy wykorzysta-
niu mnoznikéw Lagrange’a:

_ oV Ofiz p(2ex sin(©) + 2Lz sin(f — O))
Q@—a@—ﬂ 90 ——mgfccos(@)— (—d+L+$)2 )
_ oV Ofin _ p(2eLsin(B) — 2Lz sin(8 — ©))
Qs =5 ~rag — mereosld) (—d+L+a)? ’
ov 0 2d — 2 0)+ 2L —-0)—-2L
Qz = F M% = —mgsin(©) — u ( ecos(()d—: 7 Jcroz()f ) +

2 (=d* + 2dL + 2dz + €* — 2eL cos(B) — 2ex cos(©) + 2Lx cos(8 — ©) — 2La)
(—d+L+x)3 '
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Aby okresli¢ potozenie réwnowagi uktadu nalezy przyréwnaé sity uogélnione
do zera:
w(2exsin(©) + 2Lx sin(5 — O))

Qo = —gmax cos(©) — (Cd+L+a) =0,

p(2eLsin(f) — 2Lz sin(f — ©))

Qp = —gmAcos(f) — e o,
Q. = —gmsin(©) — <2d — 2e COS((G—)d_:— QLLiO::()f —o)-2L

2 (=d* 4 2dL + 2dxz + €* — 2eL cos(B) — 2ex cos(O) + 2Lx cos(8 — ©) — 2La)
(—d+L+2x)3

oraz wykorzystaé¢ réwnanie wiezéw f1o =0

—d? 4+ 2dL + 2dx + €? — 2eL cos(B) — 2ex cos(O) + 2Lz cos(B — ©) — 2Lx

= :0
Sz (—d+ L + )2

Po rozwigzaniu uktadu czterech réwnan otrzymujemy wyniki zestawione
w tabeli i przedstawione na rysunkach.

Tablica 4.3: Wartosci parametréw uktadu otrzymane z obliczen

Nazwa Oznaczenie Warto$¢ Jedn.
1 | Dlugosé nici OABC d 5 m
2 | Odcinek nici OA T 1,68505 m
3 | Odcinek nici AB=L L 1 m
4 | Odcinek nici BC d—L—=x  2,31495 m
5 | Odlegtos¢ miedzy konicami nici e 3 m
6 | Potozenie srodka ciezkosci rurki A 0,7 m
7 | Kat nici BCO () a 1,23902  rad
8 | Kat nici BCO («) o) 70,9908 ©
9 | Kat nici COA (0) ) 1,00256  rad
10 | Kat nici COA (©) G} 57,4427 °
11 | Kat rurki AB od poziomu j3 15} 0,559671  rad
12 | Kat rurki AB od poziomu (8 15} 32,0668 °
13 | Mnoznik Lagrange’a p W -6,86639  Nm
14 | Energia potencjalna V |4 -17,9189  Nm
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W dalszym ciagu rozwiazania okreslony jest rodzaj polozenia réwno-
wagi. W tym celu z wyrazenia opisujacego energie potencjalnag eliminuje sie
zmienng [ zawarta w funkcji sinf, pozostawiajac tylko zmienne niezalezne
O ¢ x. Nalezy zatem z rownania f1o = 0 wyznaczy¢ sin .

Po przeksztalceniach trygonometrycznych otrzymujemy réwnanie dru-
giego stopnia, z ktoérego (dla 5> 0)

5= VL% (e —cOx)2(e(e — 2¢O x) — d2 + 2dx) (2(cOe — d + 2L) + (d — 2L)2? — €2) N
2L2 (—2cO ex + €2 4 x2)
+L sOz (—2x(cO e+ L) — d* + 2d(L + z) + €?)
2L2 (—2cO ex + €2 + x2)

sin(

)

gdzie przez s© oznaczono sin(0©), a przez ¢® oznaczono cos(0).
Energia potencjalna moze by¢ wiec wyrazona jako fukcja dwu zmiennych

(x oraz ©)

LsOz (—2z(c®e+ L) — d* + 2d(L + z) + ¢?) N

V(0,2) = —mgx 56 — mgA 202 (—2cO ex + €2 + x2)

VI2(e—cOz)2 (e(e — 2¢O x) — d? + 2dx) (22(cO e — d + 2L) + (d — 2L)2? — €2)
202 (—2cO ex + €2 + 22) '

—mgA

Wykres V (O, x) i linie okreslajace staly poziom energii potencjalnej zostaly
pokazane na rys. 4.32.

(1.,1.69, -17.92)

) by

Rysunek 4.32: Energia potencjalna uktadu: a) powierzchnia V' (0, z), b) war-
stwice V (O, x) = const;
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Dla rozpatrywanego ukladu o dwéch stopniach swobody (V =V (0, z))
warunkiem istnienia minimum jest, aby macierz drugich pochodnych energii
potencjalnej byta dodatnio okreslona

9%V 9%V
0600 060z
>0.
0%V 0%V
0x00 OxOx

Zachodzi to wtedy, gdy wszystkie podwyznaczniki gtéwne i wyznacznik catej
macierzy zawierajacej drugie pochodne sa dodatnie:

0*V 0?V

— >0, —5 >0,
Oz2

00?2

PVPV PV PV
002 922~ 900z 10O

Po podstawieniu wartosci wspotrzednych, przy ktérych ukiad jest w réowno-
wadze, otrzymuje sie:

2 2
<a Z) =2,25>0, (a Z) =30,05>0,
2} ©=1,x=1,68 Ox ©=1,z=1,68

> 0.

<82V> =-0,09 <82V) =-0,09
000x ©=1,=1,68 T 0x0O ©=1,z=1,68 T

(82V> (82\/) ( 92V ) ( 92V )
2 2 - =
09 ©=1,z=1,68 O ©=1,2=1,68 060z ©=1,2=1,68 0100 ©=1,2=1,68

= 2,25 30,05 — (—0,09) - (—0,09) = 67,60 > 0.

Ostatnie wyniki obliczeri potwierdzaja to, co wida¢ na wykresach funkcji V
(rys. 4.32), iz w polozeniu réwnowagi uklad jest stateczny.
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4.6.2 Zadania do rozwigzania — zasada prac przygotowanych
we wspolrzednych uogoélnionych; statecznosé polozenia
réwnowagi

Zadanie 68. Okresli¢ wielkosé sity F' koniecznej do utrzymania uktadu —
pokazanego na rys. 4.33 — w polozeniu réwnowagi. Dane sg ciezary krazkow
G111 Gy oraz plyty G i kat nachylenia «. W rozpatryw anym przypadku
poslizg nie zachodzi (Odpowiedz: F= { G+ 3(Gi+ Gy) } sin ).

Rysunek 4.33: Rysunek do zadania 68

Zadanie 69. Tlok potaczony z uktadem lekkich pretéw obciazono po-
zioma sita F' (rys. 4.34a). Okresli¢ wielkos¢ pionowej sity P koniecznej do
utrzymania ukltadu w potozeniu réwnowagi. Ciezar pretow jest pomijalnie
maly w por6wnaniu z zadana sita F' (W rozwiazaniu przyja¢ OB = 20A).

(Odpowiedz: P = tga)

Zadanie 70. Okresli¢ kat o w potozeniu réwnowagi czworoboku prze-
gubowego utworzonego z trzech pretow (rys. 4.34b). Ciezar pretow jest pro-
porcjonalny do ich dtugosci (Odpowiedz: nalezy rozwigzaé réwnanie

(15 — 50 cos « —|—15cosZa) 313 sina—4- 33 sm2a+32 Sln3a_0
4(5—36080&)% 4(5— 3cosa) (14 cosa)? ,

z ktorego otrzymujemy: iy = 1, 18 rad i g = 4, 12 rad ).


userbgpl
Prostokąt
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Wz

Rysunek 4.34: Rysunki do zadari 691 70

e V, V' [J]
egl 401 118 - 411

‘418 rad

V,V’'[J]
C D

A
2n-4.11 rad /:/\‘\\ gg
= /I)‘\ \\ > 10

A\ Pt B
/ \\:\\ /:;:/ -10 - 2
1.18 rad \;;5 o -20 AN
e _ N,
C D’ 30 1.57 471 s

Rysunek 4.35: Stateczne i niestateczne polozenia réwnowagi oraz energia

potencjalna V' — linie ciagte i jej pochodna V' = g—‘; — linie przerywane

(ilustracja do rozwiazania zadania 70)
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Zadanie 71. Wyznaczy¢ wielko$¢ sity F' koniecznej do utrzymania
uktadu — pokazanego na rys. 4.36a — w polozeniu réwnowagi okreslonym
katami a, 5 i . Ciezar pretéw jest pomijalnie maty w poréwnaniu z zadana
sita P.

b)

AN

Rysunek 4.36: Rysunek do zadania 711 72

(Odpowiedz: F = P ngiﬁég)-

Zadanie 72. Dla prasy (pokazanej na rys. 4.36b) wyznaczy¢ wielkog¢ sity
F koniecznej do utrzymania uktadu w potozeniu réwnowagi okreslonym
katami « i 8. Ciezar pretoéw jest pomijalnie maty w poréwnaniu z zadanymi
sitami (Odpowiedz: F' = Ptg atg f).

Zadanie 73. Uktad trzech pretéw polaczonych przegubami (pokazany
na rys. 4.37) znajduje sie w potozeniu rownowagi okreslonym katami ¢ it .
Wyznaczyé warto$¢ M momentu pary sit utrzymujacej uktad w réwnowa-
dze. Ciezar pretéw jest pomijalnie maly w poréwnaniu z zadang sitg P
(Do obliczen przyja¢ OO, = 20B = 20,C = OA = 2a).

(Odpowiedz: M = 2P a %).

Zadanie 74. Na uktad zlozony z czterech pretow (rys. 4.38a), z ktorych
kazdy ma ciezar GG, dziala w punkcie B, nachylona do poziomu pod katem
B, sita S utrzymujaca uktad w rownowadze. Jak wielka powinna by¢ sita .S,
aby prety tworzyty z poziomem kat o7

S __ 5Gcosa
(Odpowiedz: S = 2Sin(a+5))‘
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Rysunek 4.38: Rysunki do zadan 741 75

Zadanie 75. Dwa jednakowe prety AB i BC (rys. 4.38b), kazdy o cie-
zarze (G, sa polaczone przegubem w punkcie B. Koniec C preta BC' jest
ulozyskowany obrotowo, zas$ koniec A preta AB opiera sie o gladka ptasz-
czyzne pozioma. Jaka powinna byé sita P, aby w rownowadze prety two-
rzyty z poziomem odpowiednio katy a1 8?7 (Odpowiedz: P :ﬁ).

Zadanie 76. Okresli¢ potozenie réwnowagi uktadu przedstawionego
narys. 4.39. Dane: P=200N, m =10kg, g =981 m/s? [ =0,5m,[; =0,2m,
a = 0,95 m, ¢; = 4000 N/m?2. Zbadaé statecznosé¢ polozenia réwnowagi dla
malych katéw o (przyjaé, ze sina = a, cosa = 1 — a?/2).
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Rysunek 4.39: Rysunek do zadania 75 oraz przebiegi zmian energii poten-
cjalnej V' (linia ciagta), jej pierwszej pochodnej (linia przerywana) i drugiej
pochodnej (linia kropkowana)

Zadanie 77. Dla ukladu przedstawionego na rys. 4.40, w ktérym tarcza
ruchoma toczy sie bez poslizgu po nieruchomym kole, narysowaé przebieg
zmian energii potencjalnej w funkeji kata ¢ (w zakresie 0 < ¢ < 67). Okre-
§li¢ wartosci kata ¢, dla ktorych polozenie rownowagi jest stateczne? i wska-
za¢ dla jakich wartosci kata ¢ polozenie rownowagi jest niestateczne. (Dane:

m,r,my, ma, l7 TQ)'

V [J]
0.2r

0.1

i ra
10 15 v lrad

-0.1p

-0.2"

Rysunek 4.40: Rysunek do zadania 77 i przyktadowy przebieg zmian energii
potencjalnej uktadu (wyniki dla danych: m; = 0,05kg, » = 0,07m, m =
0,01kg, ro = 0,16 m, ms = 0,03kg, [ = 0,3m, g = 9,81 m/s?)

Zadanie 78. Prasa sklada sie z trzech gtadkich klinéw i $ruby. Kat
nachylenia $cian klinéw wynosi 3, a kat nachylenia zwojéw gwintu o Srednicy

3Procedura, ktéra umozliwia okreslenie przebiegu zmian energii potencjalnej dla tego
uktadu jest zamieszczona na s. 220. Wyniki obliczen sa przedstawione na rys. C.4.
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d wynosi « (skok gwintu h = wdtga). Wyznaczy¢ w polozeniu rownowagi
zwiazek miedzy sita P obciazajaca ramie [ Sruby i sila @) dzialajaca na gérny

klin (rys. 4.41).

[04
i

e

.\ P

SHh——-
ll

)

)

HAAA]

i

(S

Rysunek 4.41: Model prasy

s () — _ 2Pl
(Odpowieds: Q = g2 55)-
Zadanie 79. Dwa gladkie kliny moga poruszaé¢ sie w prowadnicach

(rys. 4.42a). Katy klinow wynosza odpowiednio « i 8. Wyznaczy¢ zwia-
zek miedzy sitami obcigzajacymi kliny P i Q w potozeniu réwnowagi.

Rysunek 4.42: Rysunek do zadania 791 80

s 15, _ sin o
(Odpowiedz: P = Qsin(6+a) ).
Zadanie 80. Gtladkie ciato lezace na poziomej plaszczyznie znajduje sie
miedzy dwoma podwdjnymi klinami o katach nachylenia $cian 28 i 2a.
Wyznaczyé w polozeniu réwnowagi zwiagzek miedzy pionowymi sitami @) i P

obciazajacymi kliny (rys. 4.42b). (Odpowiedz: P= Q %}.
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4.7 Roéwnania Lagrange’a II-go rodzaju
dla ukladéw holonomicznych

Roéwnania Lagrange’a II-go rodzaju stuzg do generowania rézniczkowych
rownan ruchu we wspoélrzednych uogélnionych dla uktadéw holonomicznych
o wiezach idealnych. Opis ruchu za pomocs wspoétrzednych uogdlnionych
oznacza, ze réwnania wiezéw sa spetnione tozsamogciowo®. Ograniczenie
klasy wiezéw, ktore moga byé nalozone na uktad, do wiezéw idealnych
(to jest takich, dla ktorych suma prac sil reakcji wiezéw na przemieszcze-
niach przygotowanych jest réwna zero) oznacza w praktyce, ze réwnania
Lagrange’a II-go rodzaju nie mogg by¢ stosowane do analizy uktadow, w kto-
rych wystepuje tarcie.

Do wyprowadzenia réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju mozna wyko-
rzysta¢ ogolne rownanie dynamiki (3.5), to jest

N
> (B - mia) - 0% =0, (4.43)
i=1
gdzie:
m; — masa i-tego punktu,
a; — jego przyspieszenie,
F; - wypadkowa sit aktywnych dziatajacych na i-ty punkt.
Wyrazenia (4.14)—(4.17) na prace przygotowana sit czynnych maja postac

N n
SL=> Fi-6fi = Qubak (4.44)
k=1

i=1

gdzie

or;

(k=1,...,n). 4.45
90 n) (4.45)

Qk _ZFI

Podobnie mozna przedstawi¢ prace przygotowanag “sit” bezwladnosci
(—m;ai)

N n
=S " mid - oF = > Qrdak (4.46)
i=1

k=1

4Uktad, ktory nie podlega ograniczeniom ruchu w przestrzeni wspotrzednych uogoélnio-
nych — jest uktadem swobodnym w tej przestrzeni.
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przy czym

81‘1 N dVl 8F1
m;a; - — . 4.47
-5 Sl 2 @

Wykorzystujac w rownaniu (4.47) tozsamosé

d( ; afi) 0T d(c‘?ﬁ) (4.48)
— \MyVis — | = My—— A ST '
dt 8qk dt 6qk dt 8qk ’
otrzymuje sie
N = N 7
/ d 81’1 d 8ri
e A _ 4.49
Qu ;dt (mv 8qk>+;mv dt (3%) (4.49)

(4.50)

mozna — po zrézniczkowaniu jej wzgledem ¢y oraz g — okresli¢c pochodne
czastkowe wektora T

or;  0r

90 0qc” (4.51)
=S B o = digg (LM ()
Wyrazenie (4.49) mozna zapisa¢ w postaci
Q;c = —jtimifﬂ - gf‘ +§mif‘i . 881:;; _
:_i£+g§;€’ (k=1,...,n), (4.53)

gdzie T oznacza energie kinetyczna, przy czym

1M .
=3 Zmiﬁ T (4.54)
i=1
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Ogolne réwnanie dynamiki mozna zatem zapisaé jako

SL+ 0L =0, (4.55)

czyli
> (Qk+Qh) dgr = 0 (4.56)
k=1

albo w postaci réwnania zwanego rownaniem d’Alemberta — Lagrange’a o na-
stepujacej budowie

" /doT oT
—_——— = 0gr, = 0. 4.57
2 (e~ o~ @) o0 (4.57)
Jezeli rozpatrywany uktad jest holonomiczny, wszystkie dqy sa od siebie
niezalezne, co powoduje, ze rownanie (4.56) jest spelnione tylko wowczas,
gdy
doT 0T
—_— = , (k=1,...n). 4.58
o~ 5 = ) (4.5%)
Rownania (4.58) nazywaja sie rownaniami Lagrange’a II-go rodzaju.
Jesli sity uogolnione @ sg sitami potencjalnymi okreslonymi zalezno-
ciami (4.31), to znaczy

ov
Qpr=—7—, (k=1,..,n), 4.59
o ) (4.59
wowcezas rownania Lagrange’a II-go rodzaju (4.58) mozna przedstawic
w formie

d oL oL
dt 0qr,  Oqy -
Funkcja £ nosi nazwe funkcji Lagrange’a — jest tez nazywana lagranzja-
nem, a okreslona jest jako réznica energii kinetycznej i potencjalnej analizo-
wanego ukladu (L =T —-V).
Rownowaznosé wyrazen (4.58) i (4.60) mozna pokazac rozniczkujac funk-
cje Lagrange’a wzgledem wspotrzednych uogélnionych i wzgledem predkosci
uogolnionych:

(k=1,...,n). (4.60)

oL  AT—-V) 9T IV T
oL _or-V)_or ov._or ., 4.61
Oqr, g Oqx  Oqx Oy O (o1
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875_8(T—V)_87T_87V_87T (462)
O 4. 04 O¢r  Odr '

gdyz gTVk = 0 (energia potencjalna jest niezalezna od predkosci uogodlnio-
nych).

Metoda budowania réwnan ruchu na podstawie rownan Lagrange’a II-go
rodzaju wymaga okreslenia liczby stopni swobody (n), wprowadzenia wspo6t-
rzednych uogoélnionych (g1, ..., gn), w liczbie rownej liczbie stopni swobody
uktadu, a nastepnie okreslenia energii kinetycznej uktadu (7°) i sit uogolnio-
nych (Q1, ..., @pn). Po wykonaniu operacji rozniczkowania wystepujacych
we wzorze (4.58) otrzymuje sie uklad n — réwnan rézniczkowych drugiego
rzedu opisujacych ruch uktadu pod wplywem zadanych obciazen zewnetrz-
nych.

Rownania (4.58) pozwalaja opisa¢ ruch uktadu poprzez minimalna (naj-
mniejszg z mozliwych) liczbe rownan rézniczkowych. Ponadto, przy opisie
ruchu we wspoétrzednych uogoélnionych, nie pojawiaja sie réwnania wiezdéw
(uktad ma pelna swobode ruchu w zakresie zmian wspotrzednych uogol-
nionych). Istotna cecha rownan Lagrange’a jest globalny sposob traktowa-
nia calego uktadu — bez koniecznosci dokonywania podziatu na poduktady
i wprowadzania reakcji wzajemnego oddzialywania poduktadow.

Roéwnania ruchu okreslone na podstawie rownan Lagrange’a II-go rodza-
ju maja tez pewne wady: otrzymane réwnania ruchu sa zazwyczaj silnie
nieliniowe, nie pozwalaja na bezposrednie okreslenie reakcji wzajemnego od-
dzialywania poduktadéw, a takze ograniczony jest zakres zastosowan (do
uktadéw holonomicznych o wiezach idealnych).

Przyktlad 4.7.81. Korzystajac z rownan Lagrange’a II-go rodzaju
napisaé¢ réwnania ruchu dla wahadla matematycznego (rys. 4.43).

Rysunek 4.43: Wahadto matematyczne
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Jako wspotrzedna uogélniona (uklad ma jeden stopieri swobody) przyj-
miemy kat wychylenia wahadla z polozenia réwnowagi (¢ = «). Zgodnie
z wzorem (4.58) do zbudowania réwnaii ruchu na podstawie réwnai La-
grange’a II-go rodzaju nalezy okresli¢ energie kinetyczna uktadu i sily uogél-
nione. W analizowanym przypadku T = %m(cjl)? Site uogélniong mozemy
obliczy¢ jako pochodna czastkowa energii potencjalnej V = —mgl cosq.

Obliczamy kolejno:

or . darT .,  oT

m ——=m 0
a4 Tt og T 9g T
ov
Q=——=—mglsing .
dq
Roéwnanie ruchu ma postac
ml?§ = —mglsing .

Przyklad 4.7.82. Opisaé ruch wahadla o dlugosci [ i masie m,
ktorego koniec zamocowany jest do kola o promieniu R, obracajacego
sie ze stala predkoscig katowa Q (rys. 4.44).

Rysunek 4.44: Wahadlo z ruchomym punktem zawieszenia

Uktad ma jeden stopieri swobody — jako wspdélrzedna uogdlniona jest
przyjety kat odchylenia wahadta od pionu.

Zaleznosci pozwalajace na wyznaczenie rownan ruchu przy uzyciu réwnan
Lagrange’a sa nastepujace:
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— wspétrzedne okreslajace potozenie punktu materialnego o masie m
x=RsinQt+Ilsinp, z=RcosQt+Ilcosy,
— sktadowe predkosci punktu
= RQcosQt +lpcosy, zZ2=—ROAsinQt —lpsinp ,

— energia kinetyczna T

T = %m(ﬁ +3?) = %m {RQQ2 + 12¢? 4 2RI cos(Qt — go)] ;

— energia potencjalna V
V =—mgz = —mg(RcosQt + lcos ) .

Wyznaczajac pochodne wystepujace w rownaniach Lagrange’a II-go rodzaju
d (0T oT
(55) -5 =@
dt \ 0¢ Oy
otrzymuje sie:

% (29 =m [1%p — RIQ(Q — ) sin( — ¢)],

oT -
7= m (RIQpsin(Qt — ),

ov
Q,=———=—mglsiny .
¥ 8@

Réwnanie ruchu ma postaé
[lz . 2 . . _ .
m |1“p — RIQ*sin(Qt — ¢)| = —mglsinp .

Analityczne rozwiazanie otrzymanego réwnania ruchu jest skomplikowane.
Rozwiazanie numeryczne nie stanowi zadnego problemu.

Przebiegi zmian kata wychylenia wahadta dla m = 1 kg, | = 1 m,
R =1 m (przy warunkach poczatkowych ¢(0) = 0,1 rad, ¢(0) = 0) sa
pokazane na rys. 4.45.
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@ [rad] @ [rad]

| / Q=] rad/s / 0 /f \/
/ \ \ / \ h Q=25 radls
oV \/ / \J | Vs

\/ /
0 10|t [s]

Rysunek 4.45: Wyniki obliczen dla Q = 1rad/siQ =2,5rad/s

Przyktlad 4.7.83. Przedstawionemu na rysunku 4.46 regulatorowi
odsrodkowemu zostala nadana predkosé katowa (wp) wokél pionowej nie-
ruchomej osi. Opisaé ruch bezwladny regulatora przy zalozeniach:

— masy pretow sg male (lekkie prety),

— kulki na kornicach pretéw maja masy m i mozna je traktowaé jak

punkty materialne,

— masa tulei poruszajacej sie wzdluz pionowej osi wynosi 2m i mozna

ja traktowaé jak punkt materialny.

Rysunek 4.46: Regulator odsrodkowy

Liczba stopni swobody ukladu n = 2. Jako wspéirzedne uogdlnione
zostaty wybrane:

— kat wychylenia ramion regulatora q; = a

— kat obrotu wokét osi pionowej g2 = ¢ .

Energia kinetyczna uktadu przy tak obranych wspétrzednych jest okre-
slona zaleznoscig

1 1
T=2.m [(21q1)2 + (214 sin ql)ﬂ + 52m (2l sin @),
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a energia potencjalna
V = —2mg2lcos q1 — 2mg2l cos q; .

Dla regulatora nalezy napisa¢ dwa réwnania Lagrange’a; pierwsze wymaga
okreslenia wielkosci:

d 8T . 2 .2 - 3 ¥
pr <8q1) =4l*m {qu sin(2q1) + 3¢1 — ¢1 COS(QCH)} )
oT . 2 . .2 . 2
90 —41*m sin(2q) (Q1 + g2 ) )
ov )
Q1 = _8711 = —8glm sin q1 ;

drugie réwnanie mozna otrzymac z zaleznosci

d(0T>_8T_Q
dt \0ga) g 7

po wyznaczeniu wielkosci:

d (0T C. .

7 (8(]2) = 81°mqi g sin(2q1) + 81%ms s1n2(q1) ,
oT oV
_— s = —_—— = O .
dq2 @2 0q2

Ostatecznie uzyskuje sie dwa réwnania ruchu:
4lm [2g sin g1 4 112 sin(2q1) — lga? sin(2q1) + 3lg1 — lgy cos(2q1)} =0,

81%mqi s sin(2q1) + 81%mga sin®(q1) =0 .

Numeryczne rozwiazanie zostato wyznaczone dla danych: m = 1kg, | =
1m oraz warunkéw poczatkowych: «(0) = 7/3rad, ¢(0) = 0, &(0) = 0,
wp = ¢(0) = 1,75rad/s. Przebiegi zmian wspohrzednych (1 = o, q¢2 = ¢)
otrzymane z rozwigzania numerycznego pokazane sg na rys. 4.47. Zmiany
kata qo = ¢, opisujacego obrét regulatora wokél pionowej osi, sa nieli-
niowg funkcja czasu, a to oznacza ze predkos¢ wirowania regulatora (w) jest
zmienna.
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@, a [rad] qu=c [rad]

2” N A NN
i \/ \/ \

(i cain cann FY S| 0 t[s]
a) 1 2 3 b) 1 2 3

Rysunek 4.47: Wyniki obliczeri numerycznych dla regulatora (« — linia ciagta,
¢ — linia przerywana)

Przyklad 4.7.84. Korzystajac z réownan Lagrange’a II-go rodzaju
okreslié r6wnania dynamiki ciala o masie m; dla uktadu przedstawionego
narys. 4.48a (i narys. 4.30a) przy zalozeniu, ze wychylenia ukladu sa male.
Wielkosci zadane sg oznaczone na rysunku odpowiednimi symbolami.

Polozenie ukladu przedstawione na rys. 4.48a nie jest polozeniem

rownowagi.

1. Polozenie rownowagi ukladu. Sily dzialajace na rozpatrywany
uktad sa sitami potencjalnymi. Uktad ma jeden stopieri swobody, a jako
wspétrzedna uogélniona przyjete zostato przemieszczenie obcigznika o ma-
sie my. Polozenie rownowagi rozpatrywanego tu uktadu zostato okreslone
w przykladzie zamieszczonym w punkcie 4.6.1.

Przyjmujac zatozenie o matych katach odchyleniach pretéw od pionu,
mozna pominaé¢ wplyw zmiany kierunku sprezyny i liny na wartos¢ energii
potencjalnej. Catkowita energia potencjalna uktadu bedzie woéwczas okre-
slona przyblizona zaleznoscia

l 4 l 4
V = —mig(h+y) +mags cos(z5y) + mag cos(=y) +
1 4
Fmsgleos(57y) + 3¢ (50)*
4y

w ktorej uzyto podstawienia ¢ = 37
Pochodna energii potencjalnej Wzgledem wspéltrzednej y jest réwna

A o sin(oy) — magy o sin( o) +
Gy T egG g Sy T ImAg G 5y Sy
4 44
—msgl— 2.
msglgy sin(zpy) + e 5(5v)
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my
m 4J
A D
Pwnelle,
C l /3
a4 v ] B

Y=V

Rysunek 4.48: Model ukladu: a) w polozeniu odniesienia, b) w polozeniu
rownowagi

Potozenie réwnowagi y = ys ukladu — jest okreslone na podstawie warunku
istnienia ekstremum energii potencjalnej

ov
(),
Y/ y=y.
Przyjmujac, ze dla matych katéw ¢ mozna przyjac sin ¢ = ¢, otrzymuje sie
<8V> l4(4) l4(4)+

a = —Mm1g —m3955;(5Y) —Mugs 7 (7Y

i — 2313l 2303l
4 4 4 .4

_ | —(— — (= =0
msgla; (gy) +e5(gy) =0,

stad

8

8 1 16
g = g MgYst = g7 MAgYst — g MagYst + 3 CYst = 0,
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a po rozwigzaniu

mi1g

Yst = —3 8 16 6. °
—g;M39 — g;Mag — 5;M59 + 37C

2. Wyznaczenia réwnan ruchu (opisujacych mate drgania uktadu
wokol polozenia réwnowagi statycznej.) Model ukladu w polozeniu
wychylonym z polozenia réwnowagi jest pokazany na rys. 4.49 (zmienna y
oznacza tu przemieszczenie ciata o masie m; z polozenia rownowagi statycz-

nej).

lekki pret
v _ D
B 0i
X
my h
y I
T J):St

Rysunek 4.49: Model uktadu w potozeniu wychylonym z potozenia réwno-
wagi

Réwnania Lagrange’a II-gorodzaju
d (0T oT
(,)_sz, k=1, ..n
dt \Oqx)  Oqy
dla uktadu o jednym stopniu swobody (n =1, q1 = y) i obciazeniach poten-
cjalnych, sprowadzaja sie do jednego réwnania o postaci
d <0T> or  ov
dt \ Oy oy Oy’
Energia potencjalna rozpatrywanego ukladu w polozeniu wychylonym
z polozenia réwnowagi (okreslonym wspéirzedna y, katem ¢ i wydtuzeniem
A, ale tym razem odmierzanymi od polozenia réwnowagi) jest réwna

! !
V= —mig(h+ys +y) + m3gy cos(pst + ) + magy cos(pst + @) +
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1
+msgleos(s +¢) + 5¢ (st + )7
przy czym:

4 4 4 4

= S A= Aot = st -
3ly7 Pst 3lyst7 9y 3 st gyst

80 ey
Zatem

l 4
V=—mig(h+ys+y)+ (ms+ m4)g§ cos(gyst +¢)+

4 1 4
+msgl cos(gyst +¢)+ ¢ (§yst +2)2.

Energia kinetyczna rozpatrywanego ukladu jest suma energii kinetycznej
wszystkich ciat (rys. 4.49), to znaczy

1 . 1 1 1 1
T = 7m1y2 + 5J2W22 + §JELU32 + §JDW42 + *77”&51)02 ,

2 2
przy czym:
2 . 2 . .
mary Y msl Y 4y
J g R = —, J g R g = — = R
2Ty Ty ETTRT TET I T
J myl? 4y
= , Wi=w3=—,
D 3 4 3 31
natomiast wartosé predkosci vo jest wyznaczona jako
d 4y
= l —_ = l 7 = l —_ —
ve =1l (pst) =1l =lws =

(ciatlo porusza si¢ ruchem postepowym, wiec wszystkie punkty nalezace do
tego ciala maja taka sama predkosé).

Po podstawieniu wyzej okreslonych wielkosci energia kinetyczna przyj-
muje forme

1 Tmor? /g \2  1msl? /49\2 1myl? /4792
T = omi? + - o <y> +t33 (y> t2s (y) i

2 2 2 72 2 3 31 2 3 31
1 497\ 2
+ams ()

a po uporzadkowaniu

T_1< Ll 16 16 16 ).2
T MM T T g M T g AT TS J Y
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Pochodne energii kinetycznej i potencjalnej wystepujace w réwnaniu La-
grange’a maja postaé

or 1 16 16 16 .
S = (Mt sme+ oom3 + oma +——ms | Y,

By 2 27 27 9
d(”)—(m —l—lm —|—Em +Em —1—16m>"
dt \ag ) — "M T g T g s )Y

or

— =0,

dy
oV ( n ) [ 4 . (4 +4 )+
—— =-—m1g— (M3 +My)g-=SIn | —Yst + =
dy 19 3 492318 3lyt 3ly

l4 i (4 + 4 ) +4 <4 ‘|—4 >
—msgl— sin | — — —c (= —y ) .
59 37 3lyst 3ly 9 9yst Qy

Przyjmujac, ze sin (%Z/st + %y) = (%yst + %y), otrzymuje sie

ov -m —é(m +maq)g( +)—Em( —I—)—i-Ec( +y) =
ay— 19 91 3 4)9\Yst T Y 91 5d\Yst T Y ]1 Yst 7Y) =

2

+( 8( n ) 16 +16) n
=-m ——(m m - —m —cC
19 91 3 4)9 91 59 31 Yst
+( 8( n ) 16 +16)
——\m m. — —m —C .
91 3 4)9 91 59 31 Y

Po podstawieniu wartosci yg, otrzymanej z rozwiazania zagadnienia réwno-
wagi, pochodna energii potencjalnej sprowadza sie do

avg<8(m +m) fﬁm +166)
A T A A Y TR K

Na podstawie réwnania Lagrange’a otrzymuje sie réwnanie dynamiki opi-
sujgce mate drgania ukladu wokét polozenia réwnowagi
1 16 16 16 ..
<m1 + §m2 + ﬁm?’ + 2*77”4 + 9m5> Yy =
8 16 16

=— <9l(m3 +ma)g — mmg,ng 816) y

lub kroétko
mredy“—kredy:oa

gdzie:
1 16 16 16

8 16 16
Krea = —g7(m3 +ma)g — 57ms9 + g7¢ -
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3. Rozwigzanie rOwnan opisujacych dynamike uktadu. Analitycznym
nym rozwiazaniem jednorodnego réwnania rézniczkowego myeq § + kreqy = 0
jest funkcja o postaci

y(t) = Asin(wot + ¢o) ,

o czestosci kotowej

_ kred
wp =4/ ——.
Myed

Amplituda drgan (A) i przesuniecie fazowe (po) sa wielkosciami zalez-
nymi od pofozenia poczatkowego i predkosci poczatkowej. Na rysunku 4.50
sg przedstawione przebiegi rozwiazania dla réznych warunkéw poczatkowych:
y(0) =0,04m, y (0) =0, 1 m/s oraz dlay(0) = 0,08 m, y'(0) =0, 1 m/s.

Rysunek 4.50: Poréwnanie wynikow rozwiazai numerycznych dla réznych
warunkow poczatkowych:y(0) = 0, 04 m, '(0) = 0, 1 m/s — linia ciggla oraz
dla: y(0) = 0, 08 m, y'(0) = 0, 1 m/s — linia przerywana (wyniki dla danych
¢ =4000 N/m, mj = 5 kg, mo= 3 kg, ms=2kg, my=2kg, ms=3kg,[=0,5m,
h=0,2m,y(0)=0,y(0)=0,1m/s)

Pominiecie wstepnego odksztalcenia sprezyny przy wyznaczaniu energii
potencjalnej uktadu prowadzi do niejednorodnego réwnania rézniczkowego
(o postaci Myeq § + kreq y = C), ktérego rozwiazanie przedstawia drgania
wokot polozenia réwnowagi statycznej (rys. 4.51).

Z poréwnania rezultatow przedstawionych na rys. 4.50 i 4.51 wynika,
ze okreslenie potozenia réwnowagi statycznej uktadu ma istotny wplyw na
przebieg rozwigzania — decyduje o zakresie wahari (ale nie wplywa na czestosé
drgan).
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Rysunek 4.51: Poréwnanie wynikéw rozwiazari przy uwzglednieniu wstep-
nego napiecia sprezyny (linie ciagte) i przy pominieciu wstepnego napiecia
sprezyny (linia przerywana)

4.7.1 Zadania do rozwigzania — réwnania Lagrange’a II-go
rodzaju

Zadanie 85. Przez uklad blokéw (o masach mg i promieniach rg),
z ktorych jeden jest ruchomy i potaczony z ciezarem o masie m, przerzucono
niewazki sznur (rys. 4.52), a do konca sznura dotaczono pionowa sprezyne
o stalej c. Obliczy¢ okres drgan.

%

,,

Rysunek 4.52: Rysunek do zadania 85

(Odpowiedz: T = m/m%ﬂ).

Zadanie 86. Dwa jednakowe ciezary o masach m przymocowano do kori-
cOw niewazkiego sznura przerzuconego przez dwa lekkie bloki (rys. 4.53a).
Pomiedzy blokami zawieszono na sznurze ciezar o masie mg. Odlegto$¢ po-
miedzy blokami jest 2a. Napisa¢ rownanie ruchu ciata o masie mg zaktadajac,
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ze ciala poruszaja sie jedynie w kierunku pionowym.

2gmz | 2mai? 2 2ma? \
\/52+zg + agf;z (1 - azﬁxz)JF (m() + azTT;2) i =0).

(Odpowiedz: —myg-+

Zadanie 87. Przez uktad blokéow (o masach mg = m; = mg = m i pro-
mieniach 7, r1 i r3), z ktorych dwa sa ruchome, a jeden jest osadzony na
poziomej nieruchomej osi, przerzucono dwa niewazkie sznury (rys. 4.53b).
Do korica jednego sznura dolaczono ciezar o masie m (rys. 4.53b). Srodek
bloku o masie mgy potaczono z ostoja pionowa sprezyna o statej c. Obliczyé

okres drgan uktadu (Odpowiedz: T =2 ﬂ\/7198712).

Rz

\\\ /

m

m B m

Rysunek 4.53: Rysunki do zadan 861 87

Zadanie 88. Jednorodny walec o masie m i promieniu r moze §lizgac sie
po poziomej gtadkiej ptaszczyznie (rys. 4.54a). Do jego srodka jest przymoco-
wana pozioma sprezyna, o statej ¢. Obliczy¢ okres drgan walca (Odpowiedz:

T:27T\/§).

AN

Rysunek 4.54: Rysunki do zadari 88 1 89


userbgpl
Prostokąt

userbgpl
Prostokąt
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Zadanie 89. Jednorodny walec o masie m i promieniu r moze toczy¢
si¢ bez poslizgu po poziomej plaszczyznie (rys. 4.54b). Do jego srodka sa
przymocowane dwie jednakowe poziome sprezyny, z ktorych kazda ma stata

sztywnosé . Obliczy¢ okres drgan walca (Odpowiedz: T =2 74/ ‘1—12)

Zadanie 90. Ukltad sktada sie z pionowego preta o dtugosci I i masie m,
zamocowanego przegubowo w dolnym koiicu oraz kulki o masie mg i srodku
znajdujacym si¢ w odleglosci b od przegubu walcowego (rys. 4.55a). Do
preta jest przymocowana sprezyna w odleglosci a od jej dolnego konca (oS
sprezyny pozostaje pozioma). Znajac stala ¢ sprezyny, znalez¢ okres malych
’”Tﬂ+m0 (b2+2(b-1)2)

(m1+2mg b)g )
2

drgann (Odpowiedz: T = 27r\/ 5
ca“—
Zadanie 91. Wahadlo (rys. 4.55b) sktada si¢ z pionowego preta o dtugo-
$ci l i masie m, zamocowanego w géornym koricu przegubowo oraz kulki
o masie myg i §rodku znajdujacym sie w odleglosci b od przegubu walco-
wego. Do preta sa przymocowane dwie sprezyny w odlegtodci a od jego gor-
nego konica. Przeciwne konce sprezyn zamocowane sa w ten sposéb, ze osie
ich zachowuja kierunek poziomy. Znajac wspoétczynniki sztywnosci sprezyn
¢1 = ¢ = ¢, wyznaczy¢ okres matych drgan wahadta.

Cl) mg b)

m

?

\”
% o
I

Rysunek 4.55: Rysunek do zadania 901 91

2
%+mg((b2+§(b—§)2) )
ml+2mpb)g .
2ca?4- 5024

(Odpowiedz: T =2 7r\/
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Rozdziat 5

WPROWADZENIE
DO DYNAMIKI UKEADOW
NIEHOLONOMICZNYCH

W wielu zadaniach wiezy nalozone na uklad sa zalezne od predkosci.
Pojawiaja sie one przede wszystkim w zagadnieniach zwigzanych ze sterowa-
niem ruchem cial. Przyktadami maszyn, w ktérych wystepuja wiezy kinema-
tyczne, sg urzadzenia pracujace w zautomatyzowanych systemach produk-
cyjnych, transportowych — roboty, suwnice itp. Analiza uktadéw nieholono-
micznych jest szeroko omawiana w pracy Nejmarka i Fufajewa [20], a takze
w pracach [3, 4, 5, 12, 17, 18|.

Metody rozwiazywania ukladéw, na ktére sa natozone wiezy kinema-
tyczne, moga by¢ stosowane przy rozwiazywaniu uktadéw o wiezach geome-
trycznych — jesli wiezy zostana przedstawione w postaci kinematyczne;j.

Przedstawione wczesniej rownania Lagrange’a I-go rodzaju umozliwiaja
opis ruchu uktadéw nieholonomicznych (i holonomicznych) we wspolrzed-
nych kartezjanskich (z1,...zN, yi1,...Yn, 21,..-2N, gdzie N oznacza liczbe
punktow materialnych analizowanego uktadu).

5.1 Roéwnania Lagrange’a II-go rodzaju
dla ukladéw nieholonomicznych

Rownania Lagrange’a 1I-go rodzaju, w ktérych korzysta sie ze wspol-
rzednych uogodlnionych (qi, ... ¢, przy czym n oznacza liczbe wspolrzed-
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nych uogolnionych niezbedna do opisania ruchu uktadu) moga by¢ uzywane
rowniez do badania ruchu uktadéw nieholonomicznych, ale maja nieco inna
forme niz okreslona wzorem (4.58).

Wykorzystujac rownanie d’Alemberta — Lagrange’a (4.57), to jest row-
nanie o postaci

L d oT oT
k%;(dtaqk_aqk_Qk) dqr =0, <5~1)

nalezy zwroéci¢ uwage na to, ze dla uktadu nieholonomicznego przemieszcze-
nia przygotowane dqi, ... dq, sa od siebie zalezne (niezalezne sa wspolrzedne
uogolnione). Mamy bowiem r réwnai wiezéw kinematycznych!

n
gs = Qarle+ a0 =0, (s=1,..7) (5.2)
k=1

oraz wynikajace z nich zaleznosci pomiedzy uogélnionymi przemieszczeniami
przygotowanymi dq;,

Zaskéqk =0, (s=1,..,7r). (5.3)
k=1

Sposrod n przemieszezen przygotowanych niezaleznych jest n — r przemiesz-
czeni (oznaczone beda dalej jako d¢;, gdzie i = 1,...,n — r), a pozo-
stale r to przemieszczenia zalezne (oznaczone dalej jako dq;j, przy czym
j=n—r+1,...,n). Zalezne przemieszczenia przygotowane mozna przed-
stawi¢ jako

5%2253'1‘5%, (j=n—-r+1,...,n). (5.4)
i=1

Liczba stopni swobody ukladu nieholonomicznego (ns) jest rowna
liczbie (ns = n—r) niezaleznych uogo6lnionych przemieszczen przygotowanych
(6q;), przy czym n oznacza liczbe niezaleznych wspolrzednych koniecznych
do opisania ruchu takiego uktadu, a r jest liczba réwnan wiezéw kinematycz-
nych.

!Ograniczamy sie do analizy ukladéw o wiezach kinematycznych liniowo zaleznych od
predkosci uogélnionych. Przy okresleniu liczby stopni swobody uktadu nieholonomicznego,
ktorego ruch jest opisany poprzez wspotrzedne uogélnione przyjeto, ze wiezy geometryczne
sg spelnione tozsamosciowo — zatem ich liczba k = 0.
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Liczba niezaleznych wspohrzednych (n) koniecznych do opisania ruchu
uktadu nieholonomicznego jest wigksza od liczby stopni swobody o r, to jest
o liczbe niecatkowalnych rownan wiezéw kinematycznych (n = ng + r).

W analizie ruchu uktadéw o wiezach kinematycznych z wykorzystaniem
formalizmu réwnan Lagrange’a II-go rodzaju (4.57) sa stosowane trzy podej-
Scia:

— metoda nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a,

— eliminacja zaleznych przemieszczen przygotowanych i zastgpienie ich

dowolnymi niezaleznymi przemieszczeniami wirtualnymi,

— wprowadzenie parametréw kinematycznych (réwnania Maggi’ego).

Wymienione sposoby podejscia sa omoéwione w kolejnych podrozdziatach.

5.1.1 Réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju z mnoznikami

Jesli kazda z kolejnych r zaleznosci (5.3) pomnozy¢ przez wielkosé (funk-
C.]Q) —H1, M2, -y Ty

n
—p1 Y ardg, =0,
k=1

n
—Hr Z gy =0,
k=1

a nastepnie zsumowaé tak otrzymane réwnania, to wynik mozna zapisaé
w formie jednego réwnania o postaci

- Z Z WsQs 0q = 0 (5.5)
k=1s=1

(1, p2, - .., My sa nazywane nieoznaczonymi mnoznikami Lagrange’a).
Jesli do rownania d’Alemberta — Lagrange’a, to znaczy do réwnania o po-
staci

. /doT IT

a _ _ Sar = 0 5.6
kz::l (dt Oqr  Oqy Qk) = (5:6)
dodamy zaleznosé (5.5), to otrzymamy nowe rownanie w formie

— e = a— — Qr — Z%%k) oqr = 0. (5.7)

s=1
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Rownanie (5.7) bedzie spelnione, jesli wszystkie sktadniki sumy beda réwne
zero, a wiec, jesli spelniony bedzie uktad n réwnarni:

dor oT 4
2 a- .o - sQls o1 = 0,
(dt 9 om @1 ;M 1) Qn

.......................................... (5.8)

Poniewaz niezalezne przemieszczenia przygotowane dq; w liczbie n — r sa
dowolnymi niezerowymi wielkosciami (dg; # 0), to spelnienie n — r réwnan
uktadu (5.8) bedzie mozliwe, jesli

dor oT "

—— = — — QK — age =0, (k=1,...,n—1). 5.9
dt 6Qk 8Qk Qk’ S:z; HsOlsk ) ( JEXXD) ) ( )
Pozostate r rownan uktadu (5.8) zawiera zalezne przemieszczenia przygoto-
wane 6g; (j =n — 1+ 1,. .., r). Nalezy wigc dobra¢ mnozniki ps w taki
sposob, by spetnione byty réwniez i te réwnania, to znaczy wymagamy by

- = — sQgr =0, kj:nfT‘+1,...,TL . 5.10
iioi  om o ;M k ( ). (5.10)

Ostatecznie, dla okreslenia ruchu uktadu nieholonomicznego we wspot-
rzednych uogélnionych g, mamy do dyspozycji n réwnani Lagrange’a II ro-
dzaju (5.9)—(5.10) z mnoznikami ps oraz r rownan wiezow kinematycznych
(5.2). Uktad n + r réownan o postaci:

doT oT -
Lo O 0+ g, (k=1 ), 5.11
i oq.  om Qk ;M ks ( ) (5.11)
gs = Zastk +as =0, (8 = 1?"'7T) (5'12)
k=1

umozliwia wyznaczenie n + r niewiadomych funkeji g i ps (K = 1,...,n,
s=1,..,7).
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Nalezy zwroci¢ uwage, ze rownania (5.11), (5.12) sa ukladem rownan
rozniczkowo-algebraicznych (nie wystepuja w nich pochodne niewiadomych
wielkosci ps), a ich numeryczne rozwiazanie wymaga uzycia odpowiednich
dla takiego uktadu réwnani metod.

Przyklad 5.1.92. Zbadaé ruch ukladu dwéch punktéw material-
nych P; i P, o masach m; oraz ms, polaczonych lekkim, sztywnym pretem
o dlugosci | i poruszajacych sie po poziomej, gladkiej plaszczyznie xy
pod dzialaniem zadanej sily F (przylozonej w punkcie P). Ponadto
bedziemy zadaé, by wektor predkosci srodka preta mial mieé zawsze
kierunek preta (rys. 5.1). Dodatkowo zadane sa: polozenie i predkosé
poczatkowa ukladu.

(1) A b) A
y y
Y2
q,= y() )
Yi
X £ ¥ Q,é X0 X

Rysunek 5.1: Lyzwa — wspotrzedne kartezjariskie i wspotrzedne uogdlnione

Jesli do opisu ruchu uktadu (rys. 5.1a) zostana uzyte wspoétrzedne karte-
zjaniskie x1, y1, T2, Y2, to konieczne bedzie okreslenie réwnan wiezéw geome-
trycznych i kinematycznych.

Ograniczeniem natozonym na rozpatrywany model jest stata odlegtosé
miedzy punktami Py i P», co przedstawia sie w formie rownania

fl:(yz—y1)2+(m2—x1)2—l2:0.

Drugim ograniczeniem natozonym na ruch badanego ukladu jest narzu-
cony kierunek predkosci srodka preta (punktu O). Analitycznie ograniczenie
to mozna przedstawic¢ za pomocg zwigzku

Y-y it

g1 = - — =0
o — T1 xl—l—xg
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ktéry otrzymano poprzez poréwnanie tangenséw katéw odchylenia preta
i predkosci srodka preta od poziomej osi. Jest to rownanie wiezéw kinema-
tycznych (a zatem uklad jest nieholonomiczny).

Dla rozpatrywanego ukladu liczba réwnari wiezéw geometrycznych k = 1
oraz liczba rownan wiezéw kinematycznych r = 1.

Liczba stopni swobody rozpatrywanego uktadu ng = 2N — k —r =
2x2—1—1=2 (jest réwna liczbie niezaleznych przemieszczen przygotowa-
nych), natomiast liczba niezaleznych wspotrzednychn = 2N —k = ng+r =3
(jest wieksza od liczby stopni swobody o r, to jest o liczbe niecatkowalnych
réwnan wiezow kinematycznych). Inaczej méwiac, liczba stopni swobody roz-
patrywanego ukladu nieholonomicznego ng =n —r =3 —1= 2.

Wprowadzajac niezalezne wspolrzedne uogélnione, takie ze q1 = xo,
g2 = Yo, q3 = @ (rys. 5.1b), zapewnimy tozsamosciowe spelnienie réwnar
wiezéw geometrycznych?. Réwnanie wiezéw kinematycznych we wspélrzed-
nych uogdlnionych przyjmuje dla obranych wspoétrzednych postaé

‘:Z—Oztgcp albo  gs =Zosing —gocosp =0, (s=1),
0
co oznacza, ze wspolczynniki ag, wystepujace we wzorze (5.3) wynosza od-
powiednio:
Q1] =sing, a@pp=—cosp, aiz3=20.

Zaleznos¢ pomiedzy przemieszczeniami przygotowanymi otrzymana
z réwnania wiezéw (wiezy skleronomiczne, dla ktérych dxg = dodt, dyo =
Jodt) jest nastepujaca

dxgsing — dypcosp =0 .
Energia kinetyczna analizowanego ukladu jest okreslona jako
1 . . 1 . .
T= §m1($% +97) + §m2($% +193)
a po podstawieniu r1 = xg — %coscp, To = x9 + écosgp, Y1 = Yo — ésingp,
Y2 = Yo + %singp otrzymuje sie

1 1
T=5(mi+ ma) (i3 + §5) + glmi+ ma)l?p? .
2Dla wykazania, ze réwnanie wiezéw geometrycznych jest w takim przypadku toz-
samoscia nalezy najpierw okresli¢c wspélrzedne zalezne poprzez wspéirzedne uogélnione
(niezalezne): x1 = xo — %cosw, To = To + %cosnp, Y1 = Yo — %simp, Y2 = Yo + %sincp. Po
podstawieniu tych wyrazen do réwnania wiezéw (yz —y1)? + (x2 — 1) — 12 = 0 otrzymuje
sie tozsamosé.
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A 4

Rysunek 5.2: Lyzwa — wspolrzedne uogdlnione i obciazenie

Sity uogélnione dla rozpatrywanego uktadu mozna wyznaczyé poréw-
nujac wyrazenia na prace przygotowana sit uogélnionych (6L = Qg dxg +
Qy 6yo + Qu dp) i sit zewnetrznych:

6L =F -vodt = (Figcos B+ Fijysin 8) dt
gdzie o = &g — %@ sin @, ¥ = Yo + %gb cos @, a zatem
. I, . . . .,

0L = {Fcosf(xg— icpsm@) + F'sin B (9o + §<pcos<p) dt .

Podstawiajac x” odt = dxg, y odt = dyg, "@dt = dp, otrzymuje sie
l , ) l

0L = F cos 3 (6 — 55@ sin ) + F'sin 8 (dyo + 55@ cos ).

Po uporzadkowaniu
l
0L = FcosfBdxg+ F§(sinﬂcos<p — cos fBsiny) dp + F'sin 8 0yo ,

co oznacza, ze sity uogdlnione sg odpowiednio réwne:

l l
Qy=FcosB, Q, :Fi(sinﬁcoscp—cosﬁsingo) :Fisin(ﬁ—gp),
Qy = Fsinf.
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Uklad réwnan Lagrange’a II-go rodzaju (5.11) z mnoznikami jis (s = 1) ma —
dla rozpatrywanego uktadu — nastepujaca forme:

ial_al_Q + 1%
dtdig  dze v D
iai_al_Q + o

stad, po podstawieniu wyznaczonych juz wielkosci (T', Qz, Qy, Qy, 11, 012,
a13), otrzymuje sie uklad n = 3 réwnaii o postaci:

(my 4+ mg)ig = Fcosf+ pysing,

(m1 +m2)ijo = Fsinf8 — picosg,

1 , L.
Z(ml + mo)l?p = F§ sin(8 — ¢)
oraz jedno (r = 1) réwnanie wiezéw kinematycznych
o siny — yo cosp = 0.

Przy numerycznym rozwiazywaniu zadania réwnanie wiezéw kinematycz-
nych zostalo przedstawione w formie réwnania drugiego rzedu (to jest jako
T cos @ + Yop sin ¢ + Fosing — ggcos = 0).
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Rezultaty rozwigzania numerycznego sa przedstawione na rys. 5.3-5.4.

Obliczenia zostaly przeprowadzone dla nastepujacych danych: I = 0,1 m,
mi =1, kg, mg =1 kg, F =0,1+0,3sin(t) [N], 8 = 7/6 + 7/60sin(t +
0,5) [rad], 20(0) = 0, y0(0) =0, p(0) = 0,1 rad, H(0) = 0,1 rad/s, o(0) =
0,1m/s, £0(0) = cosp(0)/sing(0) 7 (0).

F[N]
B [rad]

-------------
.....
~——

~——

.....

] 2 3 \l 5 t[s]

—02 \4

V4]

Rysunek 5.3: Zadane zmiany obciazenia w czasie: sita F (linia ciagla — kolor
zielony), kat 8 ((linia przerywana — kolor brazowy)

Yo, Xo [m]
¢ [rad]
Xo " | Yo [m]
4 2.0
. Yo 15 N
é\ 0 L 1.0 / >
1 2 3 ﬁ\s t[s] 05
-2 0.0
1 2 3 4 x,[m]

Rysunek 5.4: Przebiegi czasowe rozwiazania: o — (kolor zielony), yo — (kolor
niebieski), ¢ — (kolor czarny) i tor srodka tyzwy (punktu O)
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Przyklad 5.1.93. Jednorodna kula o masie m = 1 kg, promieniu
r =1 m (i momencie bezwadnosci J = %mrz) toczy sie bez poslizgu po
poziomej nieruchomej plaszczyznie (rys. 5.5). Napisa¢ rownania wiezow
oraz ro6wnania ruchu kuli przy zalozeniu, ze na kule dzialaja jedynie sily
reakcji (ruch bezwladny).

Rysunek 5.5: Model kuli — osie: zyz sztywno zwiazane z kula i XY Z zwia-
zane ze Srodkiem kuli, ale poruszajgce sie ruchem postepowym

Wprowadzajac wspolrzedne uogélnione: x(t), y(t) — okreslajace polozenie
srodka masy kuli orazi(t), 0(t), p(t)— oznaczajace katy obrotu osi zwiazanych
z kula (katy Eulera), otrzymuje sie:

g = {o(t), y(1), ¥(),0(0), (1)} ,
g = {&(0),5(6), (1), 0(8), (1)}

Predkosci katowe kuli w zaleznosci od wspoéhrzednych (q) i predkosci uogél-
nionych (4) okreslaja wzory:

we = B(t) cos((t)) + () sin(8(1)) sin(v (1)),
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wy = 0(1) sin(4(t)) — () sin((1)) cos(¥(t)) ,
w2 = cos(O(D)3 (1) + (t)
Warunek toczenia bez poslizgu naklada na kule nastepujace wiezy:
g1: y(t) + wer =
= (1) + 7 (0(t) cos(h(t)) + ¢(t) sin(6(1)) sin((1)) ) = 0,
g2: &(t) —wyr =
= () = (6(t) sin(u () — (1) sin(0(t)) cos(v(t))) =0
Zaleznos¢ okreslajaca energie kinetyczna kuli ma postac

r=l (ma®)? +my)? + 7 (w2 + w2 +w?)) =

2 (mi)? + mp(t)? + 7 (B(0)? +2cos(0(E) GOD(E) + ()2 +$(1)?))

2
Réwnania ruchu kuli mozna otrzymaé¢ wykorzystujac réwnania

Lagrange’a II-go rodzaju z mnoznikami:

. dor or g dg2
© o) o) Maa@ T M2ea@ - 9o

d oT oT dq 092
v aain  aum ag ey 9
Ly: ita?;(;) B a% i 18%) o 2839;) —
Lo: ia% - 82@) +”1ai%) +“Za%(Z) = Qs
d 0T aT dg1 i Qgg ~0,.

Ly: ———s — + pa
TTdtop(t)  9p(t) T op(t) T 0g()
Po wykonaniu operacji rézniczkowania zgodnie z zaleznosciami podanymi
powyzej (i podstawieniu, ze wszystkie sity uogélnione QQ; = 0 ) otrzymuje

sie:
ma(t) + 1 -0+ pu2 =0,

my(t) + 1+ p2-0=0,
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37 (220005 (0() (1) + 2cos(B(E)B(0) +20(0)) + 1 -0+ pz -0 =0,

JO(t) + J sin(0())@(6)¢(t) + rpn cos((t)) — rpzsin(i(t)) =0,

%J (—20'(1) sin(0(£) (1) + 2 cos(O(£) (1) + 25(1)) +
+ g sin(6(t)) sin(¢(t)) + ruesin(0(t)) cos(y(t)) =0.

Pie¢ powyzszych réwnarn zawiera siedem niewiadomych (dwa mnozniki
Lagrange’a i pie¢ wspotrzednych uogélnionych wraz z ich pochodnymi wzgle-
dem czasu), dlatego nalezy do tego ukladu dotaczyé dwa réwnania otrzymane
po zrézniczkowaniu rownari wiezoéw (g1 =10, g'2=0):

—§(t) — 0(t) cos((1)) + () (— sin(t (1)) (cos(0(1))(t) — (1)) +

—sin(0(8))$(t) sin((t)) — sin(0(0)@(£)3h(t) cos((1)) = 0,
—ii(t) + 6(t) sin (1)) + 0(t)(— cos((1))) (cos(B(1) () — W(t) ) +

—sin(0(2))B(t) cos(ip(t)) + sin(0(t))p(£)¢(t) sin(y(¢)) = 0.

Z wyprowadzonego ukladu siedmiu rézniczkowych réwnar, stosunkowo
tatwo jest wyeliminowa¢ mnozniki Lagrange’a i wspélrzedne x(t) i y(t):

T (B(8)(— sin(8(1)))(t) + cos(B(£) $(t) + (1)) = 0,
(7 +mr?) (60) + sin(0(£) () (1)) = 0,
(20(t) sin(0(2)) (mr? cos(0(1))(t) — (J +mr?) W(t) ) +

+@(t) (2 — mr? cos(20(t)) + mr?) + 2J cos(0(t))ih(¢)) = 0.

Rozwiazanie uktadu nieliniowych réwnarn rézniczkowych drugiego rzedu
wyznaczone zostato numerycznie dla przyjetych danych oraz zatozonych wa-

| =

runkéw poczatkowych.

Przebiegi zmian wspotrzednych 1) (t), 6(t), ¢(t) otrzymane z rozwiazania
numerycznego dla danych przedstawionych w tablicy 5.1 sa pokazane na
rys. 5.6, a predkosci uogélnionych 1/'1(t), é(t), o(t) na rys. 5.7.
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Tablica 5.1: Dane modelu, wartoéci poczatkowe wspolrzednych i predkosci

uogolnionych
Nazwa Oznaczenie | Wartosé¢ | Jednostki
1 | Masa kuli m 1 kg
2 | Promient r 1 m
3 | Moment bezwladnosci J % kgm?
4 | Wspoltrzedna uogolniona ¥ (0) T rad
5 | Predkosé¢ uogolniona ¥(0) 0,25 rad
6 | Wspolrzedna uogolniona 6(0) 5 rad
7 | Predko$é¢ uogodlniona 0(0) 0,1 “Sld
8 | Wspodlrzedna uogdlniona (0 3 rad
9 | Predkosé¢ uogélniona ¢(0) 0,2 rad

¥ [rad]

t[s]

T el [
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30

plrad
3.0

2.5¢
2.0t
15}
1.0¢

0 5 10 15 20 25 30

t[s]

Rysunek 5.6: Przebieg zmian wspotrzednych v, 61 ¢ dla danych z tablicy 5.1
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y [rad/s]
5t d [rad/s]
4t 0.10
3 0.05
2 t [s]
10 1
1} ~0.05 \T > WS 30\
: t[s
5 10 15 20 25 30 [s] -0.10
¢ [rad/s]
4 t[s]
__']_— 5
_27
-3f
-4
_57

Rysunek 5.7: Przebieg zmian predkosci uogdlnionychyy |, 0 i " dla danych

z tablicy 5.1
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5.1.2 Metoda eliminacji zaleznych przemieszczen
przygotowanych z réwnania d’Alemberta — Lagrange’a

Rownanie d’Alemberta — Lagrange’a (5.1), to znaczy réwnanie o postaci

dor or

-7 27 501 = 5.13
,;(dtaqk g~ ) o =0, (5.13)

w przypadku, gdy r uogélnionych przemieszczen przygotowanych jest zalezna
od pozostalych (n—r) — niezaleznych przemieszczeni przygotowanych, mozna
przedstawi¢ w formie

— (d ol JT doT 0T
Q)5q+ (.——Q-)éq-:
; (dt (9(]2‘ aq@' ‘ j= 7;_'_1 dt 8qj j J J
=0. (5.14)
Zalezne uogblnione przemieszczenia przygotowane mogg byé zapisane jako

(5.4)

bq; = 3 Biidai, (G=n—r+1,....n). (5.15)

W ten spos6b dochodzi sie do réwnania

dor dT " dor oT —
Z(dtaq-i—a—Q)&th Z (dt%_aqj_Qj>;Bji(5%—

=1
=0, (5.16)

ktore moze byé¢ zapisane w formie

doT 0T n d oTr oT
(dt ¢ 0q; QZ) .:z_: (-,__—Qa) Bji| 0gi =

>

=0.  (5.17)

W rownaniu (5.17) wszystkie wystepujace uogoélnione przemieszczenia przy-
gotowane (d¢; dla i = 1, ..., n — r) sa niezalezne. Roéwnanie (5.17) be-
dzie spetnione, jesli wszystkie wspotczynniki stojace przy uogélnionych prze-
mieszczeniach przygotowanych dg; beda rowne zero, a to znaczy, ze spelniony
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musi by¢ uktad n — r réwnan o postaci

doT  or "o (dor or
(g~ o~ @)+ 2 (dtaqj‘»‘Qj)Bﬁ‘“’
i=1,..,n—r. (5.18)

Rozwiazanie tych rownan bedzie mozliwe, jesli uwzglednimy uktad r réwnan
wiezow kinematycznych (5.2)

Y i+ aso=0, (s=1,..7) (5.19)
k=1

i wykorzystujac zaleznoéci pomiedzy uogdlnionymi przemieszczeniami przy-
gotowanymi dg;,

> aaldq, =0, (s=1,..,7). (5.20)
k=1

Wyznaczymy z nich wspoélczynniki 3, ktore sa konieczne do przedstawie-nia
zaleznych przemieszczenn przygotowanych w zalezno$ci od niezaleznych
uogolnionych przemieszczen przygotowanych. W ten sposéb uktad n — r
rownan (5.18) bedzie uzupetiony uktadem r rownan otrzymanych z rozwia-
zania uktadu (5.20).

Przykltad 5.1.94. Zbadaé¢ ruch ukladu dwoéch punktéw mate-
rialnych P, i P, o masach m; oraz ms, polaczonych lekkim, sztywnym
pretem o dlugosci | i poruszajacych sie po poziomej, gltadkiej plaszczyz-
nie zy pod dzialaniem zadanej sity F (przylozonej w punkcie P,). Na
ruch ukladu nalozony jest warunek, by wektor predkosci srodka preta
mial zawsze kierunek preta (rys. 5.1). Ponadto zadane sa: polozenie
i predkosé poczatkowa ukladu.

Przedstawiony tu przyklad zostal rozwiazany na s. 180 przu uzyciu n
réwnari Lagrange’a II-go rodzaju z mnoznikami (5.11), (5.12). W ponizej pre-
zentowanej wersji rozwiazania wykorzystywane sa réwnania (5.18), to znaczy
réownania Lagrange’a II-go rodzaju dla uktadéw nieholonomicznych w liczbie
n — r, otrzymane poprzez eliminacje zaleznych przemieszczeri przygotowa-
nych z rownania d’Alemberta — Lagrange’a.
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»
X

Rysunek 5.8: Lyzwa — wspohrzedne uogolnione i sita zewnetrzna F'(t)

Liczba stopni swobody rozpatrywanego uktadung =2-2—1—1 =2 (jest
réwna liczbie niezaleznych przemieszczen przygotowanych), natomiast liczba
niezaleznych wspétrzednych n = ng + r = 2 + 1 = 3 (jest wicksza od liczby
stopni swobody o r, to jest o liczbe réwnan wiezéw kinematycznych). Inaczej
moéwiac, liczba stopni swobody rozpatrywanego uktadu nieholonomicznego
ng=n—r=3—1=2.

Whprowadzajac niezalezne wspétrzedne uogélnione, takie ze q1 = xg, g2 =
Yo, g3 = ¢ (rys. 5.8), mozna przedstawi¢ réwnanie wiezéw kinematycznych
w postaci

y—:tgcp albo  gs =Zgsing —gocosp =0, (s=1),
o

W analizowanym przykladzie dwa, sposréd trzech uogélnionych prze-
mieszczeni przygotowanych, sa niezalezne, a jedno zalezne. Wybierajac dxg
i dp jako niezalezne, a dyq jako zalezne, mamy zwigzek

dyo = dxotg .

Zalezne uogélnione przemieszczenia przygotowane — zgodnie z (5.15) — moga
by¢ zapisane jako

n—r
5QJ:ZBJZ5qza (jzn—r—f—l,...,n),
i=1
co w tym zadaniu oznacza, ze

2
i=1
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a zatem
0q3 = P310q1 + P32043
lub (dla oznaczen dq1 = dxg, dg2 = dp, dq3 = dyo)
0yo = B316z0+ B320% -

Poréwnujac powyzsze zaleznosci z réwnaniem otrzymanym na podstawie
rowniania wiezéw kinematycznych natozonych na ukltad, to jest

Syo = dxotg @,
mozna okresli¢ wspoélczynniki P31 1 P30 jako
Ba1 =tge,  Pz2=0.

Uklad réwnan Lagrange’a II-go rodzaju (5.18) — otrzymany po eliminacji za-
leznych przemieszczen przygotowanych z rownania d’Alemberta— Lagrange’a
— ma nastepujaca budowe (dlan =3, r=1):

d oT  oT 5./d 8T OT
~ = 0+ X (g ~ a0~ %) P =0,

d T  aT S./daT  oT
cztasbo‘a@o‘%*jz(dtayo‘ayo‘%w—o‘

Energia kinetyczna analizowanego uktadu jest okreslona jako

T = S+ ma) (8 + ) + 5 m +ma)l26?
natomiast sity uogélnione sa odpowiednio réwne:
Q. = Fcosf, Qy = Fsinf,
Qp = F%(sinﬂcosgp — cos fBsiny) = Fé sin(8 — ¢) .

Po podstawieniu wyznaczonych juz wielkosci (T, Qg, Qy, Qy, 531, B32)
otrzymuje sie¢ uktad dwéch réwnan (n — r =3 — 1 = 2) o postaci:

(m1 4+ m2)Zo — Fcos B+ ((m1 +ma)ijo — Fsinf)tgB =0,
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1 . l .
i(ml +ma) ¢ — F§ sin(8 —¢) =0,

oraz jedno (r = 1) réwnanie wiezéw kinematycznych
To sin — 9o cosp =0,

ktére moze by¢ przedstawione w formie réwnania drugiego rzedu (to znaczy
Top cos p + Yop sin g + Fosing — Focos = 0).

Wyniki rozwigzania numerycznego sa przedstawione na rys. 5.9. Ob-
liczenia zostaly przeprowadzone dla danych: | = 0,1 m, m; = 1, kg,
mg = 1kg, F=0,1+0,3sin(¢t) [N], 8 = 7/6 + 7/60sin(t + 0,5) [rad],
zo(0) = 0, yo(0) = 0, ¢(0) = 0,1 rad, ¢(0) = 0,1 rad/s, ¥o(0) =
0,1m/s, £0(0) = cosp(0)/sing(0) 7o (0).

Yo [M]
2.0 ~
15 /
/ )
5 /
O-J /
Xo M
1 2 3 4 5 o [M]

Rysunek 5.9: Tor srodka tyzwy (punktu O)

Otrzymany tor srodka masy jest taki sam jak wyznaczony w zadaniu
rozwiazywanym przy uzyciu rownan Lagrange’a z mnoznikami (rys. 5.4).
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5.2 Roéwnania Maggi’ego dla ukladéw nieholono-
micznych

Liczba stopni swobody uktadu nieholonomicznego ns = n—r (jest rowna licz-
bie niezaleznych przemieszczen przygotowanych), przy czym n oznacza liczbe
niezaleznych wspotrzednych koniecznych do opisania ruchu takiego uktadu,
natomiast 7 jest liczba niecatkowalnych réwnan wiezéw kinematycznych.

Wprowadzajac tak zwane charakterystyki (parametry) kinematyczne éy,
w ilodci réwnej liczbie stopni swobody ng, mozna wyrazi¢ wszystkie predko
§ci uogdlnione (¢y) poprzez te parametry:

l

qk:ch-kék + gk, l=n—r=ng, (k=1,..,n), (5.21)
i=1

a przemieszczenia przygotowane jako:

3%

oqr = 561 —chkde@, l=n—1r=nmng, (k=1,..,n).(5.22)

Jesli do réwnania d’Alemberta — Lagrange’a (5.6), to znaczy do rownania
o postaci

" /doT OT
~ s 2= = 2
> (g~ g~ %) 90 =0, (523)
w miejsca dqy podstawic (5.22)
" /doT
a9 ;= 24
kz::l (dt i 8% ka) Zczk56 0, (5.24)

to otrzymuje sie rownanie

" (/doT !
S (< § : S Queir | dei = 0. .
2 ((dt i aqk) Cik — Qk%k) e; =0 (5.25)

i=1

Poniewaz wariacje de; sa dowolne i niezalezne, to réwnanie (5.25) bedzie
spelnione w przypadku, gdy spelniony bedzie uktad [ rownan (I = ng) —
nazywanych rownaniami Maggi’ego:

S dor dT ,
Zcik <dtaq.k—8qk> =®;, (i=1,..,1) (5.26)
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przy czym

k=1

Sity uogoélnione w zaleznosci (5.27) sa okreslone jako

Or;

=N"F;- (k=1,..,n), 5.28
Qr = ; 90, ) (5.28)
lub — dla sit potencjalnych
ov
=—— (k=1,...,n). 5.29
Qk o ( ) (5.29)

Rownania Maggi’ego (5.26) wraz z zaleznosciami (5.27) i (5.21) umozli-
wiaja opis ruchu uktadu nieholonomicznego we wspotrzednych uogélnionych.

Przyklad 5.2.95. Uzywajac rownan Maggi’ego, zbadaé¢ ruch
ukladu zlozonego z dwoch punktéw materialnych o masach m; oraz ms,
polaczonych lekkim, sztywnym pretem o dlugosci a i poruszajacych sie
po poziomej, gltadkiej ptaszczyznie zy. Cialo obcigzone jest zmieniajaca
sie w czasie sila o wartosci F(t) dzialajaca pod katem [(t) do poziomu
(rys. 5.10). Ponadto bedziemy zadaé, by wektor predkosci srodka preta
(Vs) mial zawsze kierunek preta. Dodatkowo zadane sa: polozenie
i predkosé poczatkowa ukladu.

Jesli do opisu ruchu uktadu (rys. 5.10) zostana uzyte wspétrzedne uogol-
nione® ¢ = x5, o = ys, q3 = ¢ (gdzie S jest punktem lezacym w potowie
dtugosci preta), to konieczne bedzie okreslenie jedynie réwnari wiezéw kine-
matycznych.

Ograniczeniem natozonym na ruch badanego uktadu jest narzucony kie-
runek predkosci srodka preta (punktu S). Réwnanie wigzéw kinematycznych
we wspoitrzednych uogdlnionych przyjmuje dla obranych wspétrzednych po-
stac
%:tgcp albo  Zgsing —ggcosp =0, (s=1).

S

3Wspotrzedne uogoélnione opisujace polozenie ukltadu sg funkcjami czasu: ¢1 = xs(t),
g2 = ys(t), gz = ¢(t), ale dla przejrzystosci wzorow w wielu zaleznodciach przyjety jest
uproszczony zapis: ¢1 = s, g2 = ys, g3 = p (gdzie: zs = zs(t), ys = ys(t), ¢ = ¢(t)).
Roéwnania generowane przy uzyciu komputera zawieraja zmienne wraz z parametrem (t)”.
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X

Rysunek 5.10: Lyzwa: Vg — wektor predkosci srodka geometrycznego tyzwy
(punktu S), wspolrzedne uogodlnione (¢1 = x5, @2 = ys, g3 = @) 1 Srodek
masy tyzwy (C)

Liczba wprowadzonych parametréw kinematycznych jest réwna liczbie nie-
zaleznych uogélnionych przemieszczen przygotowanych — w tym przypadku
=n—-r=3—-1=2.
Zgodnie z postepowaniem przyjetym dla réwnan Maggi’ego wprowa-
dzamy parametry kinematyczne (charakterystyki) é1 i éo w formie:

€1 ==Tg, €2=¢.

Predkosci uogélnione wyrazone poprzez wprowadzone charakterystyki é;
i é2 majg postac:

q'lzjf‘S:él)
@=ys=¢éitgy,
g3 =p =é€2,

co oznacza, ze wspétczynniki ci1, ... ca3 oraz gy, ... g3 wystepujace we wzorze
(5.21) sa odpowiednio réwne:

ci1 =1, c21=0, g1=0, (41 =cnér+caéa+g),
ci2=tgy, =0, g=0, (§g =-c2éi+canér+g),
c13 =0, ca3=1, g3=0, (d3=-c13é1+ co3é2+g3) -
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Réwnania Maggi’ego dla rozpatrywanego ukladu mozna przedstawié
w postaci ogélnej jako:

doT oT d oT OT d oT 0T
c11 + c12 )-1-013( ) =@,

dtdq g dtdgy gy dtdgs  dgs
. (d oT 6T>+ (d oT 67T>+ (d oT aT) o
_——— | —=— — — 3|l —=———— | =
2\dt o oq 2\dtdg, 9o P \dtdgs g3 >
a po podstawieniu wartosci wspolczynnikéw c11 = 1, ... co3 = 1 (i zmianie

oznaczen na qy = xg, q2 = Ys, q3 = ), rownania Maggi’ego maja postac:
(d oT 6T>+t <d8T 8T)_(I)
dtois  ozs)  CF\dtogs oys)

(dor_om)
dt 0p Oy

=Py
Energia kinetyczna analizowanego uktadu jest okreslona jako
1 2 1 . 2
T= §(m1 + ma)vg + 5Je ¥

gdzie:
2 2 2 . . a . 2 . .,a 2
Uczxc—i-yc:(xs+<p(2—b)smcp> +(ys—<p(2—b)coscp) ,

Jo = mib® 4+ ma(a — b)%.

Sity uogélnione mozna wyznaczy¢ poréwnujgc wyrazenia na prace przy-
gotowang sit uogélnionych (6L = Qy dxs+Qy 0ys+Qy, d¢) i sit zewnetrznych:

0L = F, 0x9 + Fy oy2 = F cos S dx + F'sin 80y,

przy czym wsporzedne okreslajece potozenie punktu o masie mo sa réwne:
x9 = x5+ (a —b)cosy, y2 = ys + (a — b)sinp, a odpowiadajece im prze-
mieszczenia przygotowane 6xy = 0xs — ((a — b) sinp)dp, dys = dys + ((a —
b) cos )dp. Zatem

0L = FcosBdxs+ Fsinf0ys + (FsinB(a —b)cosp — Fcos f(a — b)siny) dp
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lub
0L = Fcosfoxs+ FsinfBoys+ F(a—0b)sin(8 — ¢) dp

Sity uogélnione Q., Q,, Q, — odpowiadajace wspéirzednym uogdlnionym —
sa wiec odpowiednio réwne:

Qm:FCOSB, Qy:FSinﬁa QwZF(a_b)Sin(/B_(P)a

natomiast uogdlnione ®1, ®o wystepujace po prawych stronach w réwnaniach
Maggi’ego (odpowiadajace parametrom kinematycznym éi, éz) maja forme
(5.27):

n
¢ = Z CikQr = c11Qz + c12Qy + c13Qy = Qu + Qutgp =
k=1
= Fcosf + Fsinftgp,

Dy = cikQr = c21Qq + c22Qy + c23Qp = Q = F(a — b)sin(B — ¢).
k=1

Po podstawieniu wyznaczonych wielkosci do réwnan Maggi’ego dla rozpa-
trywanego tu ukladu i zrézniczkowaniu energii kinetycznej wzgledem pred-
kosci uogélnionych i wspétrzednych uogdlnionych otrzymuje sie rownania
dynamiki analizowanego modelu tyzwy w formie dwu réwnan rézniczkowych
0 postaci:

ma (%5 (8) + §s(t)tg o(t) + 3a¢(t)? sec p(t))+
+ma(is(t) + §is()tg p(t) — ga?(t) sec p(t)) =

= F(t)(cos B(t) + sin B(t)tg ¢ (t)) ,

m (2my (2Jc — a®ma) $(t) + ma (ama (ap(t) — 2sin(p(t))Es(t)+

+2cos(p(t))ijs(t)) + 4T cp(t)) + am3 (ap(t) + 2sin(p(t))is(t)+

—2cos(p(t))ijs (1)) = Gyt F'(#) sin(B(t) — (1)),

(s seco(t) = s
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Otrzymane roéwnania sa rownaniami rézniczkowymi drugiego rzedu
wzgledem wspétrzednych uogdlnionych (zs(t), ys(t), ¢(t)). Do wyznaczenia
trzech niewiadomych funkcji konieczne jest uzycie rownania wiezéw kinema-
tycznych — okreslajacego zaleznosé pomiedzy predkoSciami uogélnionymi; to
jest rownania o postaci:

Tgsingp —ygcosp =0,

(lub  Zgsiny + Tgpcosp — s cos @ + Yspsingp = 0) .

Wyniki rozwigzania numerycznego podanego uktadu trzech réwnan roéz-
niczkowych sg przedstawione na rys. 5.11.

Obliczenia zostaly przeprowadzone dla nastepujacych danych: myp =
30kg, ma2 = 25 kg, a = 0,35 m, b = 0,1591m, 5(t) = 7/6 + (wsin(0,5 +
t)/6 rad, F(t) = 10- (0,1 + 0,3sin(¢t)) N oraz warunkéw poczatkowych:
zs(0) =0, ys(0) =0, ¢(0) =0,03rad, #5(0) = 3,332m/s, ys(0) =0,1 m/s,
$(0) = 0,03rad/s.

ys [m]
3.0

2,57
2,07
1.5+
1.0

0.5¢

xs [m]

1 2 3 4

Rysunek 5.11: Wyniki rozwiazania: tor srodka preta (punktu S) oraz poto-
zenia preta w wybranych chwilach
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5.3 Ro6wnania Boltzmanna-Hamela

Roéwnania Boltzmanna-Hamela sa stosowane niechetnie i rzadko. Przy-
czyna sa skomplikowane wzory zawierajace tr6jwskaznikowe symbole Hamela
('yﬁLj) oraz ztozone zaleznosci stuzace do okreslenia tych symboli [4].

Klasyczna posta¢ rownan Boltzmanna-Hamela jest nastepujaca [12, 17|

d (or*\ or* =kik a7
dt( >_aﬂn+227njawwj—nna (n=1,...k), (5.30)

wn, i=1j=1

przy czym
m=k I=k
; Oaim  Oay
Vi = D> binbmy (5 — o), (5.31)
" m=1 =1 8Ql a(Im
. Lo . . _ k2(k—1) .
sa symbolami Hamela, a ich liczba (l,) jest rowna I, = “—5—*, natomiast

T* jest energig kinetyczna uktadu wyrazona poprzez quasi-predkosci i wspot-
rzedne uogoélnione (T'(Gn, qn,t) = T*(wp, gn,t)), I, oznacza obciazenia od-
powiadajace quasi-wspotrzednym (7). Wspolczynniki a;; i b;; sa zdefinio-
wanne poprzez zwiazki pomiedzy quasi-predkosciami (w,) a predkosciami
uogo6lnionymi (g ):

=k i=k
wn:Zanjqj , q'n: anjwj s (n: 1, k) . (5.32)
j=1 i=1

Catkujac predkosci uogoélnione, otrzymuje sie wspotrzedne uogdlnione
(gn = [ Gn dt). W odroznieniu od predkosci uogodlnionych, ktore sa pochod-
nymi wspotrzednych uogdlnionych quasi-predkosci nie daja sie przedstawié¢
jako pochodne wspoélrzednych. To znaczy, ze nie istnieja w postaci jawnej
funkcje 7, speliajace zaleznosé m, = [ w,, dt.

Coraz szersze mozliwosci wykonywania operacji symbolicznych przy uzy-
ciu komputera (pozwalaja na to np. systemy DERIVE, Mathematica, Math-
cad, Mazimaiinne) powoduja, ze trudnosci zwiazane z wyznaczeniem wspot-
czynnikoéw vflj moga byé¢ pokonane. Macierzowy zapis zaleznosci okreslaja-
cych te wspoétezynniki pozwala na prosty algorytm generowania tréjwskaz-
nikowych symboli Hamela.
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5.3.1 Rownania Boltzmanna-Hamela w opisie ruchu
kulistego

Roéwnania Boltzmanna-Hamela dobrze nadaja sie do opisu ruchu kuli-
stego (i ruchu ogodlnego ciala sztywnego) przy uzyciu quasi-predkosei.

Jesli potozenie ciala jest opisane przy uzyciu katéw Eulera, a wiec wspot-
rzednymi uogélnionymi sa katy ¢, ¥, ¢, to rzuty wektora predkosci katowej
ciala na osie ruchomego uktadu (O&n() sa odpowiednio réwne:

we :w: sinz?singp%—i? cos ,
wy = sindcosp — 1 sinp, (5.33)
we =@+ cosV ,

a wiec we, wy, we sa quasi-predkosciami (a nie predkosciami uogélnionymi).

Dla ciata sztywnego o unieruchomionym punkcie O (to jest ciala poru-
szajacego sie ruchem kulistym) wyrazenie na energie kinetyczna (B.7) ma
postacé

1
T = i(ngg + ang + Jng +
—2J§nw§w,7 - 2Jn<wan - 2J<5w§w5) y (5.34)

a zatem energia jest okreslona poprzez quasi-predkosci. Osie uktadu zwiaza-
nego z cialem (&n¢) maja w tym przypadku poczatek w punkcie O, a jesli
sg to osie glowne, wowczas Jgy = 0, Jyc = 0, Jee = 0 1 energia jest okreslona
jako (B.8)

* 1 2 2 2

Symbol T* zostal tu uzyty dla zaznaczenia, ze wzory (5.34)-(5.35) przedsta-
wiaja energie kinetyczng ciata w zaleznosci od quasi-predkosci (we, wy, we).

Przyktlad 5.3.96. Na podstawie rownan Boltzmanna-Hamela wy-
prowadzié¢ réwnania ruchu dla osiowosymetrycznego ciala o unierucho-
mionym jednym punkcie (to znaczy réwnania Eulera dla ciala porusza-
jacego sie ruchem kulistym).

Jesli quasi-predkosci maja forme okreslona jak we wzorze (5.33), przy
Czym wi = Wg, We = Wy, W3 = w¢, to wspélezynniki an; 1 byj (n = j = 3),
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wystepujace we wzorach (5.32) sa réwne:

a1] =sindsinp, ajg =cosp, aig =0,
ag1 = cospsintd , age = —singp, a3 =0, (5.36)
az; = cosv azx =0, az3 =1,
oraz
bi1 =cscVsing,  big =cospcsctd b1 =0,
b1 = cos @, bog = —siny , bas =0, (5.37)
bs1 = —ctg¥sing , by = —cospctgd, bz =1,
. _ 1
(gdzie csc) = ).

Wykorzystujac réwnania (B.8), (5.30), (5.31) i oznaczajac sily uogélnione
II; = Mg, Il = M,), II3 = M, otrzymuje si¢ réwnania opisujgce dynamike
ciata sztywnego w ruchu kulistym:

Jewe — (Jy = Jo) wewy = M
Inony = (Je = Jg) wewe = My (5.38)
Jewe = (Je = Jy) wewy = M .

Réwnania (5.38) sa identyczne z réwnaniami Eulera stuzacymi do opisu
ruchu kulistego (i ogélnego ciala sztywnego), przy uzyciu quasi-predkosci,
znanymi z mechaniki newtonowskiej.

Przyktad 5.3.97. Zbadaé ruch krazka o ostrej krawedzi tocza-
cego sie po poziomej plaszczyznie (rys. 5.12). Zadane jest polozenie
i predkosé poczatkowa ciata.

Do utworzenia réownan opisujacych dynamike krazka zostaty uzyte réw-
nania Boltzmanna-Hamela (5.30) oraz zwiazki (5.31)-(5.32). Jako quasi-
predkosci zostaly przyjete nastepujace wielkosci:

wlzwlzé,
WQIWQ:¢+¢COSH,
w3:w3:1/}sin9,

wy =T+ apcosy ,

ws =Y+ apsiny

przy czym a oznacza promien kota. Pierwsze trzy réwnania okreslaja rzuty
predkosci katowej krazka na osie x1y121 — zwiazane z punktem B (srodkiem
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L
z N
n
=z . €
W‘w
% 3.7\ \e
[0) ¢ U, i 7 y
X,
\\ X ¢ ! X
v S
y P =

\\
x/ ~<
S~

Rysunek 5.12: Krazek — wspotrzedne uogolnione (z, y, ¢, 6, ¢) oraz quasi-
predkosci (wy, wa, ws)

krazka), przy czym osie x1 1 y1 leza w plaszczyznie krazka (xy jest osia
pozioma), a z1 jest prostopadla do plaszczyzny srodkowej krazka (rys. 5.12).
Kolejne dwa réwnania sa zaleznosciami przedstawiajacymi predkosci liniowe
punktu styku kazka z podlozem (punktu P ). W przypadku, gdy krazek toczy
sie bez poslizgu po nieruchomej plaszczyznie, punkt krazka stykajacy sie
z podlozem ma chwilowa predkosé réwng zero, a wiec muszg by¢ spetnione
warunki: wy = 0, ws = 0, to znaczy:

T+apcosyy =0, y+apsiny=0.
Sa to dwa réwnania wiezéw kinematycznych natozonych na ruch krazka.

Energia kinetyczna krazka wyrazona poprzez quasi-predkosci ma forme

T* = 3m [a2w% cos? 0 + (wy + aw; sin Osin v — awsy cos ) +
+ (w5 — aw; sin @ cos ¥ — awy sin ) 2] +
+% (Jmlw% + Jylw?z, + lew%) ,

gdzie m oznacza mas¢ krazka, a Jg,, Jy,, J., sa masowymi momentami

ma2
4

bezwladnosci krazka wzgledem osi x1, y1 oraz zy (Jy, = ma’ Jy, =

4 >
)
Na podstawie réwnaii (5.30)—(5.32) mozna otrzymac réwnania dynamiki
rozpatrywanego tu krazka. Dla obciazenia grawitacyjnego krazka sity uogol-
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nione odpowiadajace poszczegdlnym quasi-predkosciom sa réwne zero, z wy-
jatkiem jednej (IIy = —mgacos). Réwnania zostaly wygenerowane, a na-
stepnie rozwiazane numerycznie przy uzyciu programu Mathematica.
Wymniki rozwiazania dla danych: a = 0, 3 m, m = 5 kg, J;, = 0, 1125 kgm?,
Jy, = 0, 1125 kgm?, J,, = 0, 225 kgm? i warunkéw poczatkowych:
w1(0) = 0,64 rad/s, we(0)=—6rad/s, w3(0)=0, 6(0)=95° ¢(0)=60°,
(0) = 105,9° sa przedstawione na rys. 5.13.

y [m]
4E e
iy

/ \

N

[EEN

x [m]

N
N
o

Rysunek 5.13: Krazek toczacy sie bez poslizgu po plaszczyznie — slad krazka
(linia ciagta) i tor srodka krazka (linia przerywana)
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5.3.2 Zadania do rozwigzania — dynamika uktadéw nieholo-
nomicznych

Zadanie 98. Torus toczy sie bez poslizgu po poziomej nieruchomej
plaszczyznie Jego potozenie opisane jest za pomoca nastepujacych wspot-
rzednych ¢ = {H?C (t)v Yo (t>7 zo(t),¥(1), 9(t>7 “P(t)}v gdzie xC(t)7 Yo (t), Ze] (t)
sa wspohrzednymi okreslajacymi polozenie srodka masy, a ¥ (t),0(t), o(t) sa
katami Fulera. Wspoélrzedne punktu styku torusa z ptaszczyzna oznaczono
przez x(t), y(t). Okresli¢ liczbe stopni swobody (napisa¢ wszystkie rownania
wiezOw) oraz rownania ruchu torusa (przy zalozeniu, ze dziala sita ciezkosci
i sily reakcji. W tabeli zestawiono potrzebne do obliczen dane.

Tablica 5.2: Dane modelu, wartoéci poczatkowe wspoélrzednych i predkosci

uogolnionych

Nazwa Oznaczenie | Wartosé | Jedn.
1 | Przyspieszenie ziemskie g 9,81 m/s?
2 | Promieri duzy torusa a 0,6 m
3 | Promieri maly torusa P 0,15 m
4 | Masa torusa m 5,6 kg
5 | Moment bezwladnosci Iy =J¢ 0,970313 kgm2
6 | Moment bezwladno$ci Je 1,88438 kgm2
7 | Wspolrzedna uogélniona ¥(0) 0,924152 | rad
5 | Predkos¢ uogolniona ¥(0) 0,0 rad
6 | Wspolrzedna uogdlniona 6(0) 0,349066 | rad
7 | Predkos¢ uogélniona 6(0) 0,0 rad
8 | Wspotrzedna uogolniona (0 0,0 rad
9 | Predkos$¢ uogodlniona ©(0) —2,66667 %
10 | Wspotrzedna uogdlniona z(0) 0,0 m
11 | Wspétrzedna uogdlniona y(0) 0,0 m

Odpowiedz: Warunek toczenia bez poslizgu naktada na ruch torusa naste-

pujgce wiezy nieholonomiczne:

0(t) cos(0(t)) sin(v(t))(a + pcos(0(t)))+
+cos(1h(t)) ((t)(—(a + peos(8(t)))) — asin(0(t))i(t) ) +
+&(t) + ph(t) sin(A(t)) sin(h(t)) = 0,
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—0(t) cos(0(t)) cos(1h(t))(a + pcos(B(t)))+
+sin((t)) (2(0)(—(a+ peos(B(t)))) — asm(BE)I(®) +
+y(t) — ph(t) sin®(8(t)) cos(y(1)) = 0.

Rozwigzanie uktadu nielintowych rownan rozniczkowych drugiego rzedu wy-
znaczone zostato numerycznie dla przyjetych danych oraz zatozonych warun-
kow poczatkowych. Wyniki z rozwigzania numerycznego (tor $rodka masy
torusa i $lad na ptaszczyinie) pokazane sq na rys. 5.14.

Rysunek 5.14: Model torusa — tor srodka masy i §lad punktu styku na ptasz-
czyznie XY

Zadanie 99. Wyznaczy¢ tor srodka kuli o masie m = 1 kg i promie-
niu r = 1 m toczacej sie bez poslizgu po poziomej ptaszczyznie pod wpltywem
sity F,, = 0,1 N (o stalej wartosci oraz kierunku i zwrocie osi x). Warunki
poczatkowe: ¥(0) = 7, 0(0) = §, »(0) = %, $(0) = 0,25 rad/s, 6(0) =
0,1 rad/s, ¢(0) = 0,2 rad/s, przy czym (t), 6(t), ¢(t) sa klasycznymi
katami Eulera (precesji, nutacji i obrotu wlasnego).

Odpowiedz: tor Srodka kuli jest przedstawiony na rys. 5.15.
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y [m]
A

x [m
\ 10 20 30 40

~——_

Rysunek 5.15: Wynik rozwiazania dla zadania 99 (tor srodka kuli)

Zadanie 100. Napisa¢ rownania wiezdéw i okreslié¢ liczbe stopni swobody
dla uktadu dwojga san. Pojedyncze sanie sa modelem Czaplygina (rys. 5.16),
dla ktorego predkosé jednego punktu san jest réwnolegta do ptéoz. W rozpa-
trywanym przypadku zaktadamy, ze tym punktem jest srodek masy (C'). Dla
opisu ruchu pary san wykorzystane sa wspotrzedne ¢; = {z;(t), y;(t), 0;(t)}
i predkosci uogolnione ¢; = {:i;i(t),yi(t),éi(t)}, gdzie i = 1,2. Rozpatrzyé
cztery przypadki potaczenia san przedstawione na rys. 5.17.

Rysunek 5.16: Model sari Czaptygina — wspotrzedne uogolnione i kierunek
wektora predkosci srodka masy (C')
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Tablica 5.3: Zadane wielkosci dla san

Nazwa Oznaczenie
1 | Dhugos¢ san a
2 | Szerokosé san b
3 | Dlugosé preta laczacego sanie L
4 | Dhugosé sprezyny taczacej sanie Lo < L
5 | Dtugoéé liny taczacej sanie Li>L
y y

)

Rysunek 5.17: Modele uktadu potaczonych sani Czaplygina: a) brak pota-
czenia, b) sztywny pret, ¢) sprezyna, d) nierozciagliwa lina
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Zadanie 101. Okresli¢ liczbe stopni swobody (po napisaniu rownan wie-
zow) dla uktadu wozkoéw pokazanych na rys. 5.18. Kota wozkow tocza sie
bez poslizgu po poziomej nieruchomej plaszczyznie. Dla wozkéw wprowa-
dzimy nastepujace wspotrzedne ¢; = {x;(t), yi(t), vi(t), pi(t)} 1 predkosci
uogodlnione ¢; = {:'ci(t),yi(t),%(t),gbi(t)}, gdzie i = 1,...,6. Wspolrzedne
x;(t), yi(t) okreslaja poltozenie srodka kota, 1;(t) jest katem miedzy plasz-
czyzna kota i plaszczyzna Oxz, natomiast o;(t) okresla kat obrotu kota.

Rozpatrzyé¢ trzy przypadki przedstawione na rys. 5.18 przyjmujac, ze
w punktach Pjo i Pp3 ramy wozkow sa potaczone przegubem walcowym o pio-
nowej osi.

Rysunek 5.18: Modele wozka: a) dwukotowego, b) czterokotowego,
c) szesciokotowego
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Tablica 5.4: Wielkosci zadane dla wézkow

Nazwa Oznaczenie
1 | Dlugosci osi wozkow A; B; c
Diugosci pretow taczacych wozki C; Py a
3 | Promien két R R

Odpowiedz: a) 2, b) 2, c) 2.

Zadanie 102. Dwa kola potaczone ze soba tocza sie bez posli-zgu po
poziomej nieruchomej plaszczyznie. Uklad wyposazony jest w podporke
o idealnie gtadkiej poziomej podstawie, ktéra moze §lizgaé sie po podtozu.
Polozenie opisane jest za pomoca nastepujacych wspot-rzednych g = {z1(¢),
y1(1): ¥ 1(1), 1(t), z2(t), y2(t) 4 2(t), @2(t)}, przy caym zi(t), wi(t) sa
wspolrzednymi okreslajacymi potozenie srodka masy i-tego kota, a;(t), pi(t)
sa katami okreslajacymi potozenie ptaszczyzny i-tego kota i jego kat obrotu.

Okregli¢ liczbe stopni swobody (napisa¢ wszystkie réwnania wiezow).
W tablicy 5.5 zestawione sa potrzebne dane.

Rysunek 5.19: Model wozka dwukotowego z podpoérka — wektory predkosci
katowych ciat
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Rysunek 5.20: Model wozka dwukotowego z podporka — osie obrotu 11, 211,
To1, 291 Oraz osie z1g, 220 przechodzace przez srodki kot

Tablica 5.5: Dane charakteryzujace model potaczonych kot

Nazwa Oznaczenie
1 | Odlegtos¢ miedzy osiami z1g 7 211 c
2 | Odlegtos$¢ miedzy osiami zoq % 221 c
3 | Odleglosé miedzy osiami 211 © 291 a
4 | Promien ko6t R R

Zadanie 103. Kula o promieniu a zostata umieszczona na doskonale
chropowatej powierzchni poziomej tarczy (rys. 5.21), a nastepnie tarczy zo-
stala nadana stata predkosé¢ katowa (§2) wokol pionowej osi z.

Okresli¢ rownania wiezdéw i liczbe stopni swobody uktadu, przyjmujac
jako wspolrzedne uogoélnione g = {x(t), y(t),0(t), 6(t), ©(t)}, przy czym z(t),
y(t) sa wspolrzednymi okreslajacymi polozenie srodka masy kuli (2(¢) = 0),
ay(t), 0(t), p(t) sa katami Eulera.
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Rysunek 5.21: Potlozenie i predkosci kuli na obracajacej sie tarczy

Odpowiedz — rownania wigzow kinematycznych:
@(t) + Qy — a(fcosp(t) — ¢(t) sind(t) cos(t)) =0,
y(t) — Qz+ a(@sin(t) + ¢(t) sinO(t) sinp(t)) =0



Dodatek A

Kinematyka ciala sztywnego

W mechanice analitycznej, przy analizie modeli uktadéw zawierajacych
ciata sztywne, konieczne jest okreslenie zaleznodci pomiedzy predkosciami
(a takze pomiedzy przyspieszeniami) punktow nalezacych do tego samego ciata.

Zaleznosci kinematyczne wyrazajace zwigzek miedzy predkosciami i przy-
spieszeniami punktoéw ciata sztywnego wynikaja z niezmiennych odlegltosci
pomiedzy punktami tego ciala (inaczej mowiac z wiezow geometrycznych
naltozonych na punkty ciata sztywnego).

Predkosé dowolnego punktu (A) nalezacego do ciata sztywnego jest okre-
slona jako [8]

VA = VB +®& X Tpa , (A1)
albo
VA =Vp+ VA/B , gdzie VA/B =& X I'pA , (A.2)

przy czym vp oznacza poszukiwang predko$é punktu A, v jest predkoscig
punktu B tego samego ciata, @ oznacza wektor predkosci katowej ciata,
a ¥ga wektor polozenia punktu A wzgledem B. Predkosé {}A/B oznacza pred-
kosépunktu A w jego ruchu wzgledem punktu B.

Przyspieszenie (aa) dowolnego punktu (A) wyznacza si¢ z zaleznosci

Ay =ap +E XTpA +& X (W XTa), (A.3)

gdzie ap jest przyspieszeniem punktu B, natomiast € = & oznacza wektor
przyspieszenia katowego ciata. Wzoér na przyspieszenie mozna zapisa¢ krotko
w formie

5A:53+57A/B+§Z/B , (A.4)

203
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przy czym sktadowe styczna (a7, /B) i normalna (&", /B) przyspieszenia punktu A
ruchu wzgledem punktu B sa odpowiednio réwne:

Bl p=&xTpa, &)y=0x(@xTsa), (A.5)

Ze szczegblnymi przypadkami ruchu mamy do czynienia wtedy, gdy skta-
dowe wektora predkosci spetniaja pewne warunki, i tak jesli:
& — jest rownolegta do Vg, to ruch jest nazywany ruchem $rubowym,
v = 0 — to mamy do czynienia z ruchem kulistym,
& — jest prostopadla do pewnej stalej plaszczyzny, to ruch nazywa sie
ruchem ptlaskim,
Vg = 0 i & maja staly kierunek — to mamy do czynienia z ruchem obro-
towym,
& =01i&=0 — to ruch nazywamy ruchem postepowym.

A.1 Predkos$é punktow ciata sztywnego

Zaleznosci pomiedzy predkodciami sa wykorzystywane zaréwno w za-
gadnieniach statyki analitycznej (uzywamy tam predkosci wirtualnych tych
punktow ciata, w ktorych przylozone sa sity), jak i dynamiki analitycznej
(przy okreslaniu energii kinetycznej ciata).

Wyznaczenie predkosci dowolnego punktu ciala sztywnego (np. va) jest
mozliwe wowczas, gdy znana jest predko$é innego punktu nalezacego do tego
ciala (np. vp) i predkos¢ katowa ciata (o). W przypadku, gdy predkosé
katowa ciata (&) jest nieznana, to mozna ja okreslic wowczas, gdy znany jest
wektor predkosci jednego punktu ciata (np. vp) i kierunek wektora predkosci
innego punktu ciata (np. V).

A.2 Metody okre$lania predkosci punktoéow ciata
sztywnego

Zadania polegajace na okresleniu predkosci punktu ciala sztywnego
mozna rozwiaza¢ na kilka sposobow:

e metoda bieguna,
e metoda srodka chwilowego obrotu,
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e metoda rzutow predkosci (korzystajac z twierdzenia o rzutach predko-
$ci punktow na o$ poprowadzona przez te punkty ciata sztywnego).

Kazda z tych metod jest oméwiona na przykladzie przedstawionym na
rys. A.1, w ktorym dla zadanej predkosci punktu A (V) nalezy wyznaczy¢
predkos¢ punktu B.

Rysunek A.1: Mechanizm korbowy poruszajacy sie ze znang predkoscia
punktu A

A.2.1 Metoda bieguna

Metoda bieguna polega na wykorzystaniu zalezno$ci pomiedzy wekto-
rami predkosci dwoch punktéw nalezacych do jednego ciata. W tym zadaniu
poszukujemy wektora Vg, zatem

VB = VA + VA = VA + @ X Fap | (A.6)

Rysunek A.2: Mechanizm korbowy — okreslenie wektora ¥g metoda bieguna

Ponadto wiemy, ze kierunek wektora vg musi by¢ poziomy (co wynika
z wiezoéw natozonych na punkt B), a Vg4 = & X Tap jest wektorem pro-
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stopadlym do wektora ¥ap. Rownoleglobok zbudowany na wektorach va
1Vp/a oraz jego przekatna Vg sa przedstawione na rys. A.2a.

Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do wyznaczenia dlugoéci boku oraz
przekatnej w rownolegloboku (pierwszy sposob) lub do okreslenia rzutow
wektora Vg na osie x i y (drugi sposob).

Sposob pierwszy sprowadza sie do wyznaczenia dtugosci bokow trojkata
dowolnego (rys. A.2b). Mozna w tym celu wykorzystaé¢ twierdzenie sinusoéw

VB vA _ _YB/A
sin(8—a) sin(§ + «) - sin(Z — 8) (A7)

Drugi sposéb, polegajacy na poréwnaniu rzutéw wektora vg i jego skla-
dowych, prowadzi do rownan:

VBy =vp =vasinf —uvg/sina, (A.8)

vpy =0 = —vacos 8 +vpacosa. (A.9)
Oba sposoby prowadza do rozwiazan o postaci:

vp/A = vacosf3/cosa,
(A.10)

v =vasinf — va cos ftga

lub réwnowaznych im wynikéw.

A.2.2 Metoda srodka chwilowego obrotu

Metoda srodka chwilowego obrotu bazuje na twierdzeniu Eulera, zgod-
nie z ktérym dowolne przemieszczenie figury ptaskiej moze byé zrealizowane
poprzez jej obrot wokdt pewnego punktu zwanego Srodkiem obrotu.

W ruchu ptaskim ciata sztywnego w kazdej chwili czasu (w kazdym poto-
zeniu ciala) mozna znalez¢ taki punkt (5), ktorego predkosé jest rowna zero
(Vg = 6) Polozenie chwilowego érodka obrotu S okresla wektor rag, przy
czym

. . vA
I‘Aszfzw X VA, rAS = — . (A.ll)
w w

Srodek chwilowego obrotu S lezy na prostej prostopadlej do wektorow & i va
w odlegtosci ra5 od punktu A. Jesli znane sg kierunki wektoréw predkosci
dwoch punktow ciata, to srodek chwilowego obrotu S lezy w punkcie przecie-
cia prostych prostopadtych do wektoréw predkosci punktow ciata sztywnego
(rys. A.3).
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Rysunek A.3: Mechanizm korbowy — okreslenie potozenia $§rodka chwilowego
obrotu S dla korbowodu

W przypadku, gdy w jakim$ potozeniu ciata wektory predkosci punktéow
sa do siebie rownolegte i proste prostopadie do nich nie przecinajg sie, to
znaczy, ze w takim polozeniu cialo porusza sie ruchem postepowym (& = 0 ),
srodek chwilowego obrotu nie istnieje (mozna powiedzie¢ inaczej, ze lezy
w nieskonczonosci 745 — 00).

Wykorzystujac zwiazki:

VB =Vs+Vp)s =Vp)s =W XIsg, => UB=WTsB,
(A.12)
VA=Vs+VA/gs=Vag =W XTspA, = UA=WTs4,

mozna podaé rozwiazanie:

w=v4/Ts4,
(A.13)
VB = VATSB/TSA -
Otrzymany wynik mozna przedstawi¢ w innej formie, jesli wykorzysta
sie twierdzenie sinusoéw dla trojkata ABS

TSA _ TSB
sin(r/2+a) sin(B—a)’ (A.14)

co prowadzi do wyniku w formie

vp =vgsin(f — a)/cosa . (A.15)
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lub — po wykorzystaniu wzoru sin( — a)) = sin  cos a — sin acos 3

vp =vasinf —vgcosftga . (A.16)

A.2.3 Metoda rzutéow predkosci

Metoda rzutéow predkosci polega na wykorzystaniu twierdzenia znanego
z kinematyki ciata sztywnego, zgodnie z ktérym rzuty wektorow predkosci
punktow ciata sztywnego na 0§ przechodzgcq przez te punkty sqg sobie réwne.
Oznacza to, ze dla predkosci dwoch punktéow A i B, przez ktoére przeprowa-
dzona jest o$ x, zachodzi zwiazek

VAz = UBy - (A.17)

Rysunek A.4: Mechanizm korbowy — okreslenie rzutéw predkosci punktow
A1 B (nalezacych do korbowodu) na o x

W rozpatrywanym przykladzie (rzuty predkosci punktow A i B sa przed-
stawione na rys. A.4) wykorzystuje sie zaleznos¢
T
vAcos(a+§—ﬂ) =vpcosa, (A.18)
a na jej podstawie otrzymuje sie wynik
vB = V4 cos(g —(f—a))/cosa =wvasin(f —a)/cosa, (A.19)

ktory mozna przeksztatci¢ do postaci

vg =vasinf —vgcosftga. (A.20)



Dodatek B

Energia kinetyczna ciala
sztywnego

B.1 Energia kinetyczna ciata sztywnego
w ruchu ogélnym

Energia kinetyczna ciata sztywnego jest wielkoscig zalezna od wartosci
jego masy, od rozkladu masy i predkosci punktéw w obszarze ciata. Wyra-
zenie umozliwiajace okreslenie energii kinetycznej ciata sztywnego na pod-
stawie predkosci dowolnie wybranego punktu (B) i predkosci katowej ciala
ma forme (8]

1 Uy UBy UB, 1
2 2
T = §mvB+m Wy Wy W, —|—§JLBw , (B.1)
T'Bea rBCy T'Be:

przy czym: m oznacza mase ciata, v — warto$é wektora predkosci wybranego
bieguna B (o sktadowych vg,, vg,, vg.), w jest wartoscia wektora predkosci
katowej ciata (o sktadowych wy, wy, w.), natomiast 7pc., 7oy, T'se. sa sktado-
wymi wektora rgc okreslajacego potozenie srodka masy ciata (C') wzgledem
punktu B. Symbol Jz przedstawia masowy moment bezwladnosci ciata
wzgledem prostej (osi) poprowadzonej przez punkt B i rownoleglej do osi
chwilowego obrotu ciata.

Masowy moment bezwladnosci wzgledem prostej g zalezy od kierunku
osi chwilowego obrotu (od kierunku wektora predkosci katowej @) wzgledem
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uktadu odniesienia (rys. B.1a). Wartos$¢ J,zmozna wyznaczy¢ na podstawie
zaleznosci 8|

Jup = Jy cos® a + Jy cos? B + Jy cos? vy —

—2Jgry cOs accos B — 2J,y . cos Bcosy — 2J 1, cosacosy,  (B.2)

w ktorej katy «, 8 1 okreslaja orientacje przestrzenna prostej (g (i wektora
predkosci katowej ciata &) wzgledem nieruchomego uktadu wspotrzednych
xyz, zas Jyr, Jy, ... Jyp sa masowymi momentami bezwladnosci i momen-

tami dewiacyjnymi ciala wzgledem osi 2y’

a) x

Rysunek B.1: Oznaczenia: a) katy «, iy okreslajace orientacje prostej lp
(i wektora predkosci katowej ciata &) wzgledem osi z'y'z" (rownolegtych do
nieruchomych osi zyz), b) wektor predkosci katowej & i jego rzuty na osie
&n¢ — ukladu zwiazanego z cialem oraz predko$é srodka masy ciata V¢ i jej
rzuty na osie xyz

W szczegdlnym przypadku, gdy za biegun obieramy §rodek masy ciata
(punkt C), co oznacza, ze rzc =0 (B — C), wowczas
1

Tzimv%—i-

1
2

1
2

Jpw? = mv2c + %J,ch , (B.3)
gdzie Jc jest masowym momentem bezwladnosci ciala wzgledem prostej
poprowadzonej przez srodek masy (C') i rownolegtej do osi chwilowego obrotu
ciala.

Niedogodnoscia opisu energii kinetycznej przy uzyciu wzoréow (B.1)
i (B.3) jest to, ze masowe momenty bezwladnosci ciala Jyz i J,¢ zmieniaja

swoje wartosci podczas ruchu ciata — o ile zmienia sie kierunek osi obrotu.
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Energia kinetyczna ciatla moze tez by¢ okre$lona za pomoca wartosci
predkosci srodka masy ciala (vy) oraz jego predkosci katowej (w) wyrazonej
poprzez sktadowe we, wy, we, okreSlone w ukladzie wspétrzednych C'én¢ —
sztywno zwiazanym z ciatem (rys. B.1b), jako [16]

1 1
T= §mv26 + §(Jogwg + J(;nw?7 + chwg +

—2chnw5wn — 2J0n<wan — 2J0<5wcw§) . (B.4)

Jesli predkosé (ve) jest wyrazona poprzez sktadowe (¢, yo, Z¢c) okre-
$lone w nieruchomym uktadzie wspoétrzednych xyz, to
r . . . 1
T = 5m(a{é + 98+ %) + §(chw§ + Jonw? + Jocwg +
—2Jc§nw5wn — 2Jcn§w77w< — 2JCC§WCW§) . (B.5>

We wzorze (B.5) sktadowe skalarne i¢, 9o, Zc wektora predkosci srodka
masy (V¢) sa jego rzutami na osie nieruchomego uktadu wspohrzednych xyz,
natomiast predkosci katowe we, wy, we oznaczaja rzuty wektora predkosci
katowej ciata (&) na osie C¢n¢ uktadu sztywno zwiazanego z poruszajacym
si¢ ciatem (rys. B.1b). Symbole Jc¢, Joy, Jo¢ reprezentuja masowe momenty
bezwtadnosci wzgledem osi £n¢ o poczatku w srodku masy ciata C', natomiast
Joen, Jone, Joce sa momentami dewiacyjnymi okreslonymi w tym samym
uktadzie wspohrzednych (CEn().

Gdy jako osie uktadu zwiazanego z cialem (C¢n() przyjete sa osie gtowne,
to momenty odsrodkowe sa rowne zeru (Jogy = 0, Jone = 0, Joce = 0),
a wzor na energie kinetyczna ciala (B.5) przyjmuje postaé

Lo o a1
T = om(ae + 36 + 28) + 5 (Jogw + Jonwy + Joewd) - (B6)

Okreslanie energii kinetycznej ciala przy uzyciu wzorow (B.4)—(B.6) jest
wygodne z tego wzgledu, ze wartosci momentow Joe, Joy, ... Joce Wyzna-
czone wzgledem osi C¢n( zwigzanych z cialem sztywnym nie ulegaja zmianie
podczas ruchu takiego ciata.

B.2 Energia kinetyczna ciata sztywnego
w ruchu kulistym

Dla ciata sztywnego o unieruchomionym jednym punkcie, na przyktad
B — to jest ciala poruszajacego sie ruchem kulistym, przy czym vy = 0 —
wyrazenie na energie kinetyczna ma postaé
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1

T ==
2

1
JZBCUQ = i(Jngg + Jan?? + JBCWQQ‘ +
_2JB§77W§W77 — 2JB77CW77WC — 2JB§§WCW§) . (B?)

Rysunek B.2: Ruch kulisty ciala (Vo = vg = 0) — wektor predkosci katowej
@ 1 jego rzuty na osie Bén¢ ukladu sztywno zwiazanego z cialem

Osie uktadu zwiazanego z cialem (B¢&n¢) maja w tym przypadku pocza-
tek w punkcie nieruchomym B (rys. B.2). Masowe momenty bezwladnosci
i momenty dewiacyjne wyznaczone wzgledem osi Bén( maja state wartosci.
Jesli sg to osie glowne, wowczas Jpey = 0, Jgyc = 0, Jpee = 0, a energia
kinetyczna jest okreslona wzorem

1
T = §(JB§OJ§ + Jan% + JBCLU?) . (B.8)

B.3 Energia kinetyczna ciata sztywnego
w ruchu plaskim

Energia kinetyczna ciala poruszajacego sie ruchem ptaskim — na przyktad
w plaszczyznie rownoleglej do plaszczyzny xy (wowcezas vee = ve, = 2°'¢ = 0)
oraz przy zalozeniu, ze wektor predkosci katowej ma kierunek osi ¢ (0$ ¢ jest
rownolegla do z2), a wigc wg = wy, = 0 — moze by¢ okre§lona na podstawie
(B.5) jako

1 . . 1
T= im(:z:zc +9&) + §JC¢ wg : (B.9)
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Uzywajac oznaczen x% + y% = U%«, we = w oraz Jo¢ = Jo, = Jo, otrzymuje
sie wzor
1

T = -muv?
2m’Uc+

1
5Jc w?, (B.10)
w ktorym Jo oznacza masowy moment bezwtadnosci ciata wzgledem osi (z)
prostopadtej do plaszczyzny zy i przechodzacej przez srodek masy ciata (C).

X
xs

Rysunek B.3: Ruch ptaski ciala w ptaszczyznie rownoleglej do zy (0§ ¢
rownolegla do z) — predkosé srodka masy Vo (vee = ve. = 20 = 0) i wektor
predkosci katowej & ciata (we = w, = 0)

B.4 Energia kinetyczna ciata sztywnego
w ruchu obrotowym

Przy zatozeniu, ze cialo obraca si¢ wokét nieruchomej osi — na przyktad ¢
(¢ pokrywa sie z osia z) — przechodzacej przez nieruchomy punkt B (rys. B.4)
na podstawie zaleznosci (B.1) otrzymuje sie wzor

1
T= §Jle2. (B.11)

Symbol Jz — w tym przypadku — przedstawia masowy moment bezwtad-
nosci ciata wzgledem nieruchomej osi obrotu przechodzacej przez punkt B.
(W przypadku ruchu obrotowego 0§ chwilowego obrotu ciala nie zmienia kie-
runku ani polozenia — jest stala osia obrotu). Wzér (B.11) mozna sprawdzi¢
podstawiajac w (B.1) wartosci vy = 0 oraz vg, = vp, = vy, = 0.
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g
1

Rysunek B.4: Ruch obrotowy ciata wokol nieruchomej osi ¢ (0§ ¢ pokrywa
sie z osia z) przechodzacej przez punkt B

Dla ciata poruszajacego si¢ ruchem obrotowym wokot nieruchomej osi do
wyznaczenia energii kinetycznej mozna tez uzy¢ ogolnej zaleznosci (B.3), to
jest

T = 1vaC—i—}chwZ , (B.12)
2 2

w ktorej wystepuje predkosé srodka masy ciata (v) i masowy moment bez-

wladnosci ciala wzgledem osi przechodzacej przez punkt C' (J,¢). (Jesli kwa-

drat predkosci srodka masy ciala przedstawi sie jako v = w?(&2 + n2),

to otrzymuje sie T = % [m (€2, +n2) + Jio] w? = %JZB w?, gdyz — zgodnie

z twierdzeniem Steinera — J,5 = Jic+m (£2+1n2)).
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Przyklady rozwiazan zadan
przy uzyciu komputera —
system wrMazima

System wzMazima jest graficznym interfejsem MAXIMA bazujacym na
wzWidgets ((C')2004 — 2015 Andrej Vodopivec). System wzMazima jest do-
stepny w Internecie!.

Przy uzyciu systemu wrxMazima mozna rozwiazywaé roznego rodzaju za-
dania matematyczne. (Podobne, ale znacznie szersze mozliwosci maja ko-
mercyjne systemy, takie jak Mathematica, Mathcad, Maple, Matlab). Z tego
wzgledu system wrMazima Swietnie nadaje si¢ do rozwiazywania zadan z me-
chaniki (do rozwiazywania uktadow rownan algebraicznych liniowych, row-
nari nieliniowych, rownan rézniczkowych itp.). Co wiecej, moze by¢ tez uzyty
do generowania réwnan mechaniki dla ztozonych uktadéw, do opisu ktérych
uzywa sie rownan Lagrange’a, Maggi’ego czy Boltzmanna-Hamela.

Przyktady zastosowania systemu wzMazima do rozwiazywania niekto-
rych zadan z tego skryptu sa omoéwione w tym Dodatku.

C.1 Wykorzystanie systemu wrMazxima
do rozwigzania ukladu réwnan algebraicznych

Do rozwiazania uktadu réwnari otrzymanego w zadaniu przedstawionym
nas. 58 mozna uzy¢ systemu wrMazima (v.15.04.0).

1Sys‘cem wrMazima mozna pobraé ze strony http://mazima.sourceforge.net
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Otrzymany uktad to dwa réwnania wynikajace z ogbélnego rownania dy-
namiki i dwie zalezno$ci kinematyczne pomiedzy przyspieszeniami:

miy1 — meofjz — 2 m3ys — mig +meg +2m3g =0,

m3ayz — maijs — msg +mag =0,
1 +1y2=0,
Y3+ s — 242 = 0.

Zatem nalezy rozwiazaé uktad czterech réwnan algebraicznych liniowych ze
wzgledu na poszukiwane przyspieszenia: 41, 42, 43, V4.

Przy rozwigzywaniu ukladu réwnan z wykorzystaniem systemu
wrMazxima uzyte zostaly nastepujace oznaczenia: mjg; = mlxddotyl,
mays = m2 x ddoty2, msys = m3*x ddoty3, myys = mé x ddoty4. Row-
nania sy zdefiniowane jako rl, r2, r3, r4, natomiast funkcja algsys
rozwigzuje te réwnania wzgledem poszukiwanych zmiennych: ddotyl,
ddoty2, ddoty3, ddoty4. Procedura stuzaca do rozwiazania ma nastepu-
jaca budowe:

rl : mlxddotyl - m2*ddoty2 - 2*m3*ddoty3 - ml*g + m2*g +
2*m3*g;

r2 : m3*ddoty3 - mé4xddoty4 - m3*g + mdx*g;

r3 : ddotyl + ddoty2;

r4 : ddoty3 + ddoty4 - 2*xddoty2;

algsys([rl, r2, r3, r4], [ddotyl,ddoty2,ddoty3,ddoty4]);

Otrzymane wyniki rozwiazania (dla dowolnych wartosci mas m1, m2,
m3, m4):

ddotyl=- ((4*g*m3+g*m2-g*m1) *mé+(g*m2-g+ml) *m3) / ((4*m3+m2+m1) *m4+
(m2+m1) *m3) ,

ddoty2= ((4*g*m3+g*m2-g+ml)*md+(g*m2-g*ml)*m3) / ( (4*m3+m2+m1) *md+
(m2+m1)*m3) ,
ddoty3=((4*g*m3+g*m2-3*g*ml) *mé+ (g*xm2+g+m1) *m3) / ((4*m3+m2+m1) *mé+
(m2+m1)*m3) ,
ddoty4=((4*gxm3+g*m2+g*ml) *mé+ (g*m2-3*xg*m1) *m3) / ((4*m3+m2+m1) *mé+
(m2+m1) *m3) .
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Przyktad procedury rozwiazania dla danych szczegélnych m; =4 m, mo=m,
ms=m, mg=2m:

ml:4*m; m2:m; m3:m; m4:2%m;

rl : mlxddotyl - m2*ddoty2 - 2*m3*ddoty3 - ml*g + m2*g +
2¥m3*g;

r2 : m3*ddoty3 - mé*ddoty4d - m3*g + méd*g;

r3 : ddotyl + ddoty2;

r4 : ddoty3 + ddoty4 - 2*ddoty2;

algsys([rl, r2, r3, r4], [ddotyl,ddoty2,ddoty3,ddoty4]);

Wyniki rozwigzania dla danych m; =4 m, mg = m, m3 = m, myq = 2 mu:

ddoty1=g/23, ddoty2=-g/23, ddoty3=-(9%g)/23, ddoty4=(Txg)/23.
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C.2 Wykorzystanie systemu wzMaxrima do okresle-
nia polozenia réwnowagi

Dla uktadu pokazanego na rys. 4.11 (s. 116) - obciazonego sitami ciez-
kosci P i W, dkresli¢ polozenia réwnowagi i zbadaé, czy sa stateczne, czy
niestateczne.

Dane sg sitly P =100 N i W = 150 N, wymiary ¢ = 1,2 m, i a = 1 m oraz
dhugosé liny L = 5 m.

Rysunek C.1: Pret podparty przegubowo utrzymywany w polozeniu réwno-
wagi przez line z zawieszonym obciaznikiem o ciezarze P

Przyktad procedury umozliwiajacej okreslenie przebiegu zmian energii
potencjalnej w zaleznosci od kata theta (0):

P:100 $ W:150 $ a:1 $ c:1.2 $ L:5 $

V1:-P*(L-sqrt ((2*a)?+c?-4*a*c*cos (theta)))-W* (c-a*cos(theta)) ;
wxplot2d(V1, [theta,-4,4], [xlabel,’’theta [rad]’’], [ylabel,”’V [Nm]
- energia potencjalna’]);

Vip:diff(V1, theta);

wxplot2d(Vip, [theta,-4,4], [xlabel,’’theta [rad]’’], [ylabel,”’V’ -
pochodna V’’]) ;

Vipp:diff (Vip, theta);

wxplot2d(Vipp, [theta,-4,4], [xlabel,’theta [rad]’’], [ylabel,”’V’ -
druga pochodna V’’]);
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Wyniki rozwiazania — otrzymane w programie wxMazxima przebiegi zmian
energii potencjalnej oraz jej pierwszej i drugiej pochodnej w zaleznosci od
kata ¥ (theta) sa przedstawione na rysunkach.
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Rysunek C.2: Przebieg zmian energii potencjalnej uktadu w funkcji kata 6
(theta)
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Rysunek C.3: Przebieg zmian pierwszej (a) i drugiej (b) pochodnej energii
potencjalnej uktadu w funkcji kata 6 (theta)
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C.3 Wykorzystanie systemu wrMazima do
do badania statecznosci polozenia ré6wnowagi

Dla uktadu przedstawionego na rys. 4.40 (s. 146), w ktorym tarcza
ruchoma toczy sie bez poslizgu po nieruchomym kole, narysowaé przebieg
zmian energii potencjalnej w funkeji kata ¢ (phi).

Potozenia, w ktorych energia potencjalna osiagga minimum okreslaja
lokalne polozenia rownowagi (Lokalne potozenia réwnowagi mozna tez
wyznaczy¢ jako punkty w ktorych pierwsza pochodna energii potencjalnej
uktadu ma wartos¢ zero).

Procedura stuzaca do wyznaczenia przebiegu zmian energii potencjalnej
w zaleznosci od kata ¢ (phi):

theta : phix(r2 + r)/r ;

V @ -m¥g*(r2 + r)*cos(phi) - mlxg*(r2 + r)/2*cos(phi) -
m2xg* ((r2 + r)*cos(phi) + L/2*cos(theta));

Vp:diff(V, phi);

Vpp:diff (Vp, phi);

m: 0.01; g: 9.81; ml : 0.05,m2 : 0.03; r2 : 0.16; r :
0.07; L : 0.2;

wxplot2d(V, [phi,0,20], [xlabel,’’phi [rad]”’], [ylabel,”’V [Nm] -
energia potencjalna’’]l);

wxplot2d(Vp, [phi,0,20], [xlabel,’’phi [rad]’’], [ylabel,”’V’ -
pochodna V’’1);

wxplot2d (Vpp, [phi,0,20], [xlabel,”’phi [rad]’’], [ylabel,”’V’ -
druga pochodna V’’]1);

plot2d(V, [phi,0,20], [xlabel,’’phi [rad]’’], [ylabel,”’V - energia
potencjalna’’]l);

Wyniki rozwiazania — otrzymane w programie wxMazxima przebiegi zmian
energii potencjalnej w funkcji kata ¢ (phi) sa przedstawione na rys. C.4. Ry-
sunek C.5 zawiera przebieg zmian pierwszej pochodnej energii potencjalne;j.
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Rysunek C.5: Przebieg zmian pierwszej pochodnej energii potencjalnej
uktadu w zaleznosci od kata ¢ (phi) — dane jak wyzej
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C.4 Wpykorzystanie systemu wrMazima
do generowania i rozwigzywania

Korzystajac z rownan Lagrange’a II-go rodzaju, okresli¢ rownanie dynamiki
wahadta o dlugoéci [ = L i masie m, ktérego koniec zamocowany jest do kota
o promieniu R, obracajacego sie ze stala predkoscia katowa Q (rys. 4.44,
s. 152).

Narysowaé przebieg rozwiazania dla danych: = Omega = 1rad/s, R = 1 m,
I=L=1m,g=9,81m/s?(wyniki nie zaleza od warto$ci masy m).

Procedura jest podzielona na szes$¢ etapéw — cztery pierwsze to:

1. Okreslenie liczby stopni swobody uktadu i wybér wspoétrzednych uogol-
nionych.

2. Wyznaczanie potozenia i predkosci punktu oraz energii kinetycznej
i potencjalne;j.

3. Generowanie rownania dynamiki przy uzyciu rownan Lagrange’a II-go
rodzaju (kazdy ze sktadnikow réwnania jest wyznaczany oddzielnie).

4. Uproszczenie réwnania dynamiki.

Pierwsza czes¢ procedury w systemie wrMazxima jest nastepujaca:
X : R#sin(Omega*t) + L*sin(phi(t));
z : Rx*cos(Omegaxt) + Lxcos(phi(t));
vphi : diff(phi(t),t);
vx : RxOmegaxcos(Omegaxt) + L*vphix*cos(phi(t));

vz : -R*Omega*sin(Omega*t) - L*vphi*sin(phi(t));
T : 1/2%m*(vx? + vz?);
V : -mkg*xz;

czlon3 : (diff(V,phi(t)));

czlon2 : (diff(T,phi(t)));
czlonll : (diff(T,vphi));

czlonl2 : (diff(czlonll,t));

rL : czlonl2 - czlon2 + czlon3;
rLupr : trigsimp(trigreduce(rL));

Kolejne etapy rozwiazania to:

5. Podstawienie zadanych wartosci.
6. Rozwiazanie rownari rozniczkowych (metoda Runge-Kutta).
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Uwaga: Parametrami procedury rk sa prawe strony réwnan réznicz-

kowych pierwszego rzedu. Rownanie drugiego rzedu:

m*Omega’*sin(phi (t) -Omegaxt) *L*R+m* (*diff (phi(t),t,2))*L2+
gxm*sin(phi (t))*L

zastepujemy dwoma réwnaniami pierwszego rzedu - uzywajac pod-

stawienia:

(°diff(phi(t),t,2)) = (°diff(omegal,t,1)

(°diff(phil,t,1)) = omegal

Zatem réwnania pierwszego rzedu maja forme:

(*diff (omegal,t,1)=-(Omega’+sin(phil-Omegaxt)*R+
g*sin(phil))/L

(°diff(phil,t,1)) = omegal

W procedurze wpisujemy prawe strony tych réwnan oraz zmienne,

ktorych pochodne sa okreslone réwnaniami pierwszego rzedu (dla

pierwszego réwnania jest to omegal, a dla drugiego phil).

Dalej podajemy warunki poczatkowe dla omegal i phil ([0,0.1])

oraz nazwe, przedzial 1 krok zmian zmiennej niezaleznej

([t,0,10,0.01]).

Omega:1; g:9.81; R:1; L:1;
sol:rk([-(Omega®xsin(phil-Omega*t)*R+g*sin(phil))/L,omegal],
[omegal,phil], [0,0.1],[t,0,10,0.01]1)%

Dalsza cze$é¢ procedury w systemie wrMazima to:

7. Drukowanie wynikéw rozwiazania.

wxplot2d ([discrete,makelist([p[1],p[2]],p,s0l)],
[xlabel,’’t [s]”’], [ylabel,”’omega [rad/s]’’1);
wxplot2d ([discrete,makelist([p[1],p[3]1],p,s0l)],
[xlabel,’’t [s]’’], [ylabel,”’phi [rad]”’]);
wxplot2d ([[discrete,makelist([p[1],p[2]],p,s01)],
[discrete,makelist([p[1],p[3]1],p,s0l)]1],
[xlabel,’’t [s]’’], [ylabel,’omega [rad/s]’’]);
plot2d ([[discrete,makelist([p[1],p[2]],p,s0l)],
[discrete,makelist([p[1],p[3]1],p,s0l)]],
[xlabel,’’t [s]’’], [ylabel,’’omega [rad/s]’’]);
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Wyniki rozwiazania otrzymane z programu wzMazima, to jest przebiegi

zmian kata ¢ (phi) i predkosci katowej preta w = Ccll—f (omega) w funkcji czasu

sg przedstawione na rys. C.6.
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Rysunek C.6: Przebiegi rozwiazania — zmiany: a) kata ¢ (phi), b) predkosci

katowej preta w = “Cll—‘f (omega)
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