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W pracy rozpatrzono interakcyjne wyboczenie pryzmatycznych, cienkościennych, 
kompozytowych słupów o przekrojach otwartych wzmocnionych żebrami 
pośrednimi i wzmocnieniami brzegowymi. Przyjęto, że słupy są swobodnie 
podparte. Nieliniowe zagadnienie rozwiązano asymptotyczną teorią Koitera 
w ramach pierwszego rzędu przybliżenia Asymptotyczna teoria pierwszego 
nieliniowego pr.tybliżenia pozwala ocenić jednocześnie wpływ niedokładności 
i interakcji różnych postaci wyboczenia na zachowanie się konstrukcji 
cienkościennych. Ocena ta może stanowić jedynie dolne oszacowanie nośności. 
Szczegółowe obliczenia prowadzono dla kilku przypadków słupów. 

l. WSTĘP 

Nowoczesne materiały kompozytowe od chwili ich pojawienia się w latach 
sześćdziesiątych znalazły bardzo szerokie zastosowanie w nowoczesnych konstrukcjach, 
zaś postęp w ich stosowaniu w dużym stopniu zależy od wiedzy i umiejętności 
konstruktorów i użytkoM1ików. Wytrzymałość kompozytów w kierunku ułożenia 
włókien wzmacniających jest kilkakrotnie wyższa niż w pozostałych kierunkach. 
Wymagają przez to większej uwagi przy ich projektowaniu niż konstrukcje izotropowe. 
Lepsze zrozumienie zjawisk zachodzących podczas utraty i po utracie stateczności jest 
konieczne do prawidłowej oceny pracy cienkościennych konstrukcji kompozytowych. 

Autorzy od prawie dziesięciu lat zajmują się nieliniową statecznością izotropowych 
konstrukcji cienkościennych z żebrami pośrednimi. Podsumowaniem prowadzonych 
badań jest praca [6]. W prezentowanej pracy przedstawiono ocenę nośności 
cienkościennych konstrukcji kompozytowych o przekrojach otwartych wzmocnionych 
żebrami pośrednimi. Usztywnienia przenoszą część obciążenia i dzielą element płytowy 
na mniejsze części o większej sztywności powiększając w ten sposób znacznie ich 
nośność. Wielkość, kształt, położenie żeber pośrednich oraz wzmocnienia brzegowe 
wywierają istotny wpływ na krytyczne i zakrytyczne zachowanie się konstrukcji. 
Asymptotyczna teoria pierwszego nieliniowego przybliżenia [1-3, 5-8] pozwala ocenić 
jednocześnie wpływ niedokładności i interakcji różnych postaci wyboczenia na 
zachowanie się konstrukcji cienkościennych. Może stanowić jedynie dolne oszacowanie 
nośności lub też próbę oszacowania nośności w ramach drugiego rzędu na podstawie 
przyjętego przybliżenia dla liniowej analizy stateczności [4]. 
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2. POST A WIENIE ZAGADNIENIA 

Rozpatrzono cienkościenne, kompozytowe słupy o przekrojach otwartych poddane 
ściskaniu. Przekroje poprzeczne analizowanych elementów są zbudowane z płyt 
prostokątnych o długości f połączonych na wzdłużnych brzegach i podpartych 
swobodnie na obu końcach. Dla każdej i-tej płyty przyporządkowano lokalny kartezjański 
układ współrzędnych. Materiał wszystkich płyt podlega prawu Hooke'a. W analizie 
teoretycznej założono klasyczną teorię_ płyt kompozytowych [5,7] oraz płytowy model 
konstrukcji cienkościennych [8]. 

Dla każdej i-tej płyty przyjęto następujące zależności geometryczne [5,7): 

e1 = U1,1 + 0,5 um,l Um,1 

82 = Uz,2 + 0,5 Um,2 Um,2 

83 = u1,2 +u2,1 +um,1 um,2 

E4 = -h UJ,l l 

85 = -h UJ,22 

E6 = -2 h UJ,12 

(1) 

gdzie: h jest grubością płyty; u1 =u, uz = v, u3 = w składowymi wektora przemieszczenia 

względem osi x1 =X, xz =Y, X3 =Z oraz E1 EEx, Ez =Ey, E3 =2Exy =Yxy, 

E4 = h Kx, E5 = h Ky, E6 = h Kxy. Sumowanie po m=I,2,3. 

Wykorzystując klasyczną teorię_ płyt wielowarstwowych równania konstytutywne 
mają nastę_pującąpostać (5,7]: 

{N}= [[A] [B]] = [K Rd 
[B] [D] 

(2) 

gdzie: N l , N 2 , N 3 są bezwymiarowymi siłami przekrojowymi, zaś N 4 , N 5 , N 6 

bezwymiarowymi momentami przekrojowymi: 

Nx Ny Nxy 
Ni=-- N2=-- N3=--

E0 h E0 h E0 h 
(3) 

Mx My Mxy 
N4= Ns= N6= 

E h2 E h2 2 
o o E0 h 

gdzie: E0 jest modułem odniesienia Younga. 

Z zasady prac przygotowanych dla pojedynczej i-tej płyty przy uwzględnieniu 
zależności (I) wynikają następujące różniczkowe równania równowagi: 

[N1 (1 +u1,1 )+ N 3 u1,2 J.i + [N2 u1,2 + N3 (1 + u1,1 )J,2 = O 
[N1 uz,1 + N3 (1 + u2,2 )1,1 + [N2 (1 + u2,2 )+ N3 uz,1 J.i = O (4) 

(hN4,1 +N1 u3,1 +N3 u3,2),l +{hNs,2 +2hN6,l +N2u3,2 +N3u3,1),2 =0 
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Rozwiązanie układu (4) dla i-tej płyty tworzącej cienkościenny słup musi spehriać 
kinematyczne i statyczne warunki współpracy na wzdłużnych brzegach oraz dodatkowo 
warunki brzegowe odpowiadające swobodnemu podparcia na obu końcach słupa ( dla 
x1 = O; f ). Nieliniowe zagadnienie stateczności w ramach pierwszego rzędu nieliniowego 
przybliżenia rozwiązano asymptotyczną metodą Byskova i Hutchinsona [l]. Pola - -
przemieszczeń U i sił N rozwinięto w szeregi potęgowe względem bezwymiarowych 
amplitud postaci wyboczenia Ę j : 

(5) 

gdzie: U (O), N (O) - pole dokrytyczne, U (J), N (J) - stany krytyczne. Zakres wskaźników j 

wynosi (1, J] gdzie J jest liczbą współdziałających postaci wyboczenia. 

W punkcie, w którym parametr obciążenia A osiąga wartość maksymalną As dla 
konstrukcji z imperfekcjami,jakobian nieliniowego układu równań [1,5-8]: 

dla r = 1,2, ... , J (6) 

jest równy zero. Wyrażenie na całkowitą energię potencjalną odpowiadającą (6) można 
zapisać następująco: 

gdzie: fI = a l 2 / 2 - energia stanu dokrytycznego. o o 

(7) 

Współczynnik redukcji sztywności odpowiadający k-tej niesprzężonej lokalnej 
postaci wyboczenia dla konstrukcji bez ugięć wstępnych i z symetryczną charakterystyką 
ugięć dla niesprzężonej lokalnej postaci wyboczenia ( akkk =O) opisuje zależność [4,6,8]: 

Przybliżoną wartość bkkkk dla k-tej niesprzężonej lokalnej postaci 
wyznaczyć ze wzoru (8): 

(8) 

można 

(9) 

gdzie: wartość bkkkk jest określona na podstawie znajomości funkcji ugięcia k-tej niesprzężonej 
lokalnej postaci wyboczenia dla pierwszego rzędu przybliżenia [4]. 
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Dla pojedynczej płyty współczynnik redukcji sztywności redukuje się_ do znanych 
wzorów Koitera i Pignataro [3]. Szczegółowy opis metody rozwiązania zagadnienia 
podano w pracy [4]. Dalej przyjęto J = 2 oraz indeks 1 oznacza globalną postać 
wyboczenia, 2 - lokalną postać wyboczenia. 

3. ANALIZA WYNIKÓW OBLICZEŃ 

Poniżej przedstawiono wyniki obliczeń dla ściskanych słupów pokazanych na rys. 1 
o nastę_pujących wymiarach geometrycznych: b1 = 50 mm, b2 = 25 mm, b3 = 12,5 mm, 

h1 = h2 = h3 = 8hwarst = 8·0,125 mm=l mm i długości l = 650 mm. Każda z płyt 

wykonana jest z ośmiowarstwowego kompozytu. Każda z warstw charakteryzuje się_ 

następującymi właściwościami mechanicznymi: E1 = 140 GPa, E2 = 10,3 GPa, G = 5,15 

GPa, V12 = 0,29, hwarst = 0,125 mm oraz skierowanym kątem 8 względem lokalnego 

układu współrzędnych [5,7]. Rozpatrzono jedynie kompozyty o symetrycznym [8/-8/8/-
8/-8/8/-8/Sh i antysymetrycznym ułożeniu warstw [8/-8/8/-8/8/-8/8/-S)T. 

a) 

Rys. l. 

b' 
I 

Przekroje otwarte z centralnym C-żebrem pośrednim: a) omega zewnętrzna, 
b) omega wewnętrzna. 

Na rys. 2 przedstawiono wykresy globalnych naprężeń lcrytycznych cr kr [MPa] dla 

wyboczenia gię_tno-skrę_tnego (rys. 2a) i wyboczenia gię_tnego (rys. 2b) w funkcji kąta 8 
[<leg] dla przekroju pokazanego na rys. la, zaś na rys. 3 analogiczne wykresy dla 
przekroju pokazanego na rys. 1 b dla czterech wartości parametru wzmocnienia żebra 
b5 = O; 4; 8; 12 mm i symetrycznego ułożenia warstw. W przypadku antysymetrycznego 

ułożeniu warstw otrzymano praktycznie identyczne wyniki obciążeń krytycznych. Na rys. 
4 przedstawiono zależność naprę_żeń krytycznych cr kr [MPa] dla postaci lokalnej 

w funkcji kąta 8 [deg] dla przekroju z rys. la. Wyniki obliczeń dla przekroju pokazanego 
na rys. 1 b są takie same zarówno dla ułożenia warstw symetrycznego i 
antysymetrycznego. 

Wartości globalnych naprężeń krytycznych dla różnych wartości b s są sobie bliskie. 

Największe wartości krytyczne dla wyboczenia giętno-skrętnego są dla O$; e $; 15°, zaś 

dla wyboczenia giętnego dla O$; e ~ 25°, najmniejsza dla e = 90°. Wpływ wielkości bs 

daje się_ zauważyć dla wartości bs ~ 2 mm i osiąga maksymalną wartość dla e = 45°. 
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Rys. 2. Wykresy globalnych naprężeń krytycznych O' kr [MPa] w funkcji kąta ułożenia 

warstw 0 oraz parametru wzmocnienia bs dla ściskanych słupów pokazanych na 

rys. la: a) postać giętno-skrętna (antysymetryczna), b) postać giętna 
( symetryczna) 
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Rys. 3. 

Rys.4. 

Wykresy globalnych naprężeń krytycznych er 1cr [MPa] w funkcji kąta ułożenia 

warstw 0 oraz parametru wzmocnienia bs dla ściskanych słupów pokazanych na 

rys. 1 b: a) postać giętno-skrętna (antysymetryczna), b) postać giętna 
(symetryczna) 
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Wykresy lokalnych naprężeń krytycznych er kr [MPa] w funkcji kąta ułożenia 

warstw E> oraz parametru wzmocnienia bs dla ściskanych słupów pokazanych na 

rys. 1 
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Tb I I P „ 'kr a e a orowname naprężen rytycznyc hd la różnych ułożeń warstw kompozvtu. 

Postać 
Naprężenia krytyczne er kr [MPa] 

Lp. 
wyboczenia r 4s1-4s1451-4s1-4s14s1-4514sh r 4s1-4s101010101-4514s1r 

Rys. la Rys. lb Rys. la Rys. lb 
I. globalna giętno-skrętna 21,9 37,8 59,5 135,4 
2. globalna giętna 43,7 41,6 177,9 133,4 
3. lokalna 294,l 293,2 289,6 289,9 

Tbl2 P' hk a e a . orowname wraz 1wosc1 omawianyc k .. 'ed kład ' . onstru en na m o nosc1. 

Lp. Przypadek U1 O' 2 (j s 0'1 / 0'2 cr s /[min(cr 1, cr 2 )] 

fMPal fMPal fMPal f-1 f-1 
l. Rys. la 181,9 174,7 122,1 1,049 0,699 
2. Rys. lb 143,4 173,4 116,8 0,822 0,815 

Tabela 3. Porównanie obciążeń krytycznych dla ceownika na rvs. 1 a. 

Lp. Postać wyboczenia 
Naprężenia krytyczne cr kr [MPa] 

Prezentowana metoda ANSYS5.7 
1. globalna giętna 177 181 
2. lokalna 289 266 

W analizie numerycznej nie stwierdzono przypadku pojawienia się dwóch minimów 
dla różnych lokalnych postaci wyboczenia, co jest charakterystyczne dla konstrukcji 
izotropowych z żebrami pośrednimi [4,6]. Następnie przeprowadzono obliczenia dla 
następującego symetrycznego ułożenia warstw [45/-45/0/0/0/0/-45/45]r. W Tabeli 1 
przedstawiono porównanie wyników naprężeń krytycznych dla dwóch typów ułożenia 
warstw i b s = 4 mm. Jak widać z tego porównania wzrost obciążenia globalnego dla 
drugiego typu ułożenia warstw powoduje znaczny wzrost globalnych wartości naprężeń 
krytycznych, zaś praktycznie niezmienioną wartość krytycznych naprężeń lokalnych. 
Wzrost obciążenia globalnego wynika ze znacznego wzrostu globalnej sztywności giętnej 
całego przekroju poprzecznego, zaś lokalna sztywność giętna poszczególnych płyt 
pozostaje praktycznie stała. Następnie analizowano czułość konstrukcji pokazanych na 
rys. 1 na imperfekcje dla drugiego typu ułożenia warstw [45/-45/0/0]s w ramach 
pierwszego rzędu nieliniowego przybliżenia dla założonych wielkości wstępnych ugięć 

~~ = jl,OI, ~; :::: I0,21 oraz dla parametru wzmocnienia bs = 2 mm. Najbardziej 

niebezpieczna okazała się interakcja globalnej giętnej postaci wyboczenia z lokalną 
postacią wyboczenia. W przypadku, gdy wartości obciążeń krytycznych są bliskie 
(przypadek 1 w Tabeli 2) następuje gwałtowny wzrost czułości konstrukcji na imperfekcje 
[ 1,5-8]. W Tabeli 3 przedstawiono zestawienie obciążeń krytycznych otrzymanych 
prezentowaną metodą oraz metodą elementów skończonych MES (pakiet ANSYS 5. 7) dla 
przekroju pokazanego na rys. la o ułożeniu warstw [45/-45/0/0/0/0/-45/45]r i b5 = 4 mm. 
W przypadku obliczeń MES-em na obciążonych brzegach ceownika zamodelowano tylko 
warunki odpowiadające globalnej giętnej i lokanej postaci wyboczenia. Dla 
analizowanego powyżej ceownika w celu wyznaczenia lokalnej pokrytycznej ścieżki 
równowagi założono długość ceownika f. = 150 mm. W oparciu o liniową analizę modalną 
dla lokalnych postaci wyboczenia wyznaczono przybliżone wartości współczynników dla 
drugiego rzędu przybliżenia (9) bkkkk dla k=l-5 (szczegóły w [2,4]). Tak wyznaczone 
współczynniki wstawiono do wyrażenia na energię (7), a następnie z zasady minimum 

396 



całkowitej energii wyznaczono przybliżone lokalne pokrytyczne zachowanie się 
ściskanego ceownika (rys. 6). Na tym samym rysunku przedstawiono też wyniki 
otrzymane z ANSYSA5. 7. Stwierdzono dobrą zgodność wyników otrzymaną obiema 
metodami. Należy podkreślić, że przybliżona metoda daje wyniki łatwiej i mniejszym 
nakładem czasu. Na rys. 7 prLedstawiono postać wyboczenia dla skrócenia czterokrotnie 
przekraczającego skrócenie krytyczne. 
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Rys. 5. Postacie wyboczenia dla przekroju otwartego (rys. la) z żebrem pośrednim 
bs=4 mm obliczone metodą elementów skończonych 
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Rys .6. Wykres si ły ściskającej [kJ\i] w funkcji 
skrócenia [mm] dla ceownika o długości 
150 mm z żebrem pośrednim o układzie 
warstw[ 45/-45/0/0)s 
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Rys.7. Postać wyboczenia dla skrócenia 
czterokrotnie przekraczającego 

skrócenie krytyczne 

Prezentowana metoda umożliwia modalną analizę wyboczenia konstrnkcji 
cienkościennych z żebrami pośrednimi. Prowadzone szczegółowe obliczenia numeryczne 
dla różnych parametrów omawianych kompozytowych konstrukcji o przekrojach 
otwartych prowadzą do następujących spostrzeżeń: 
• wartości naprężeń krytycznych dla różnych wartości b5 są sobie bliskie; 

• nie stwierdzono przypadku pojawienia si~ dwóch minimów dla różnych lokalnych 
postaci wyboczenia; 
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• wpływ wielkości bs daje się zauważyć dla wartości bs ~ 2 mm i osiąga maksymalną 

wartość dla e == 45°; 
• dla różnych typów ułożenia warstw istotnie zmieniają się obciążenia globalne, zaś 

praktycznie nie zmieniają się wartości krytyczne naprężeń lokalnych; 
• dla omawianych konstrukcji kompozytowych najbardziej niebezpieczna okazała się 

interakcja globalnej giętnej postaci wyboczenia z lokalną postacią wyboczenia. 
• zaproponowane oszacowanie nośności konstrukcji dla drugiego rzędu w oparciu o 

analizę liniową zgadza się z MES-em z maksymalnym błędem 25% w całym 
analizowanym nadlaytycznym zakresie skrócenia. 
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BUCKLING OF THIN-WALLED COMPOSITE STRUCTURES 
WITH INTERMEDIATE STIFFENERS 

This investigation is concerned with interactive buckling of open composite columns 
with intennediate and edge stiffencrs under axial compression. The columns are 
assumed to be simply supported at their ends. The asyrnptotic Koiter's method is used 
in the first order approximation. The paper's aim is to achieve the improved study of 
the equilibrium path in the imperfection sensitivity of imperfect structures regarding 
the first order approximation. The first order approximation of the stability problem of 
thin-walled structures can serve as a tower estimation of load carrying capacity. The 
limit Ioad is always tower than the minimum value of bifurcation load in the linear 
analysis. The calculations are carricd out for a few columns. 
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