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ROWNANIE DYNAMICZNE RUCHU KULISTEGO
CIALA SZTYWNEGO W UKLADZIE PARASOLA

Streszczenie: W pracy opisano wzajemne polozenie plaszczyzny parasola
| plaszczyzny kretu w ruchu  kulistym oraz wynikajgce z tego przyrosty
wektorow kretu. Wyprowadzono dynamiczne rownanie ruchu kulistego ciata
sztywnego W postaci wektorowej dla osi zwigzanych z uktadem parasola.
Wykorzystano zapis w postaci multiiloczynow wektorow oraz macierzowy,
z uzyciem diad iloczynow skalarnych i wektorowych.

DYNAMIC EQUATION OF SPHERICAL MOTION
OF ARIGID BODY IN AN UMBRELLA SYSTEM

Abstract: This paper describes relative positions of the umbrella plane and
the angular momentum plane of a body in spherical motion as well as the
corresponding increments of angular momentum vectors. It derives
a dynamic vector equation of spherical motion of a rigid body for the axes
bound to the umbrella system. Two notations are used: multiproducts of
vectors and matrices (using dyads of scalar and vector products).

1. KRET I PLASZCZYZNA KRETU

W pracy Momenty bezwiadnosci, rownanie kretu i energia kinetyczna ciala sztywnego
w ukladzie parasola wyprowadzono wektorowe rownanie kretu dla ruchu kulistego ciata
postaci wektorowej (1) oraz odpowiadajace mu rownanie krgtu w zapisie macierzowym (2)

k=k,+k,, (1)

lopw=Ilw+ I, . 2

Wektor kretu k= Jow (lub macierzowo k = I,w ), lezacy na osi chwilowego obrotu jest
catkowitym (wypadkowym) kretem ciata sztywnego.

Rozktad wektoréw kretu wzgledem elementow parasola pokazano na rysunku 1.

Z rozktadu kretu wynika, ze wektorowa suma rzutdw na ptaszczyzne parasola rowna jest zeru,
natomiast rownanie wektorowe rzutu rownania (1) na o$ parasola mozna zastgpi¢ rownaniem
sumy skalarnej. Z réwnania (1) wynikaja wiec:

—

ki =kort+kz=0 - kor=—ky 3)
Ew = 7‘)Ow + Errw >k =koywtkee- (4)
Wektory E(,w oraz Erm rzutow kretow ﬁo i Térr na kierunek osi parasola, czyli kierunek

Wersora €, , opisane sg nastepujgcymi rOwnaniami wektorowymi i macierzowymi
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EOa) = (Téoaa))é)w ) ko, =P ko ; (5)

€wew

kir, = (krré)a))zw ' kir, = Pewewkrr . (6)
Po wstawieniu w Err o (6) rownania kretu wzgledem plaszczyzny parasola wyrazonego w
postaci Kk, = | F@)rdm i nastepnie wykorzystaniu wyrazenia na moment

bezwladnosci J, ciata wzgledem plaszezyzny parasola, [, = [ (€,7)*dm, otrzymano
wektor rzutu kretu plaszczyznowego na o$ parasola

—

ki, = (Erré)w)zw = fm (é)w?)zdmw ZJTI'B oraz kypo =Jpw . (7)

Wobec J, =], +Jn kolejne wektory rzutow kr¢tdow na o$ parasola (rys. 1) maja
nastgpujace wartos$ci skalarne, spelniajace warunek (4)

k=Jow ; kow=Jpw ; kpy=Jz0. (8)

chwilowa
chwilowa o$ obrotu

........................................ /= oS obrotu =T,

&1

Rys. 1. Rozktad wektorow kretu

Wektory kretu tworza, przechodzaca przez biegun O, $rodek ruchu kulistego, ptaszczyzne
kretu pokazang na rysunku 2. \Wprowadzono na nim wersor €, , okreslajacy potozenie

w przestrzeni wektora k, kretu wzglgdem bieguna O

z0 = E)o/ko . (9)

Polozenie w przestrzeni ptaszczyzny kretu okresla wersor do niej prostopadly €, . Wersor
ten jest wyznaczony przez iloczyn wektorowy

— 30)(6(,) — é)oXé)w (10)
epxe

Plaszczyzna kretu jest zawsze prostopadta do ptaszczyzny parasola i przecina si¢ z nig wzdhuz
krawedzi przechodzacej przez biegun O, jak pokazano na rys. 2. Wersor tej krawedzi €,
wyznaczony jest przez iloczyn wektorowy
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e, x(€gxe €, €u) eo—(€péy) €
6A:6wxgx:w(o w):(w(u)o 0€w w. (11)

[€ox€wl V1-(€p€w)?
Macierze e, i e, wspotrzednych wersorow €, i €; majg postacie

1

€x = ZPZOeew ;
[1-(elew)

. 1
€L = Pewee}c = —[Peoea, - Peweo]ew ' (12)

1-(ehen)”

gdzie Pg . i P, . sa diadami iloczynu wektorowego, za$ P, 1 P, ., s3 diadami iloczynu
skalarnego [2].
Wersory €, , €, i €, tworzg prawoskretny, ortogonalny uktad OkAw (rys. 2), taki ze

—

6,6 X é)l: €,

chwilowa _57' chwilowa
0$ obrotu 0$ obrotu

o
€.

Rys. 2. Plaszczyzna kretu, uktad OAkw i przyspieszenie katowe ruchu kulistego €

W czasie ruchu uktad parasola obraca si¢ z predkoscig katowa @ wokot osi parasola oraz
z predkoscia katowa @,, wokot osi lezacej w plaszczyznie parasola. Plaszczyzna kretu (rys. 2)
obraca si¢ wigc wokot chwilowej osi obrotu oraz bierze udzial w ruchu obrotowym parasola
z predkoscig katowg parasola. Na rys. 2 pokazano wektory predkosci katowych plaszczyzny
kretu. Predkos¢ katowa wypadkowa plaszczyzny kretu jest wektorem @y, , takim ze

G =B+ @, (13)

gdzie @, jest wektorem predkosci katowej parasola. Macierz wspotrzednych wektora @),
w ruchomym uktadzie osi OkAw, zwigzanym z plaszczyzng kretu, ma postaé

Wy = [wu’f Wyz w]T gdZie Wy = E;uzx y Wyy = wué)l . (14)

Pierwsze dwie wspotrzedne macierzy (14) sa wspOirzednymi rzutdow @y, i @,; wektora
predkosci katowej parasola @, z ptaszczyzny parasola na osie wersorOw €, i €, , hatomiast
trzecia wspotrzedna jest dlugoscig (wartoscig w ) predkosci chwilowej ruchu sferycznego.
W nieruchomym ukladzie osi wektory rzutow wektora w), sa wektorami
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E’)ux = (6ué)x)gk ; Bul = (aual)al ;@ (15)

ktérych macierze majg posta¢ @y = Pp o Wy | @Wyy = Py, @y .

exen

2. PRZYROSTY WEKTOROW KRETU

Do obliczenia przyrostow wektorow kretu wykorzystano twierdzenie o zmiennosci krgtu ciata
dko _ — . .
sztywnego d—to = m, , W ktorym lewg stron¢ zapisano

dﬁ d — ¢ - — 7

d_to = E(koeo) = koeo + w, X ko . (16)
Uwzgledniajac w uktadzie osi OkAw, zwigzanym z plaszczyzng kretu, wspotrzedne wektora
Wy (14) ; w, = [Wuxe @Wuax )T oraz wektora kretu kg; kg = [0 kop  kow]”, ponadto
zastepujac wektor k,€, jego rzutami na osie ukladu Oxlw ; ko€, = ko (€,€,)€; +
k,(€,€,)¢e, , otrzymano

kO * — = N> * — = — —
W = ko (eoe)L)eA + ko (eoew)ew + (wulkOw - wkol)ex +

_wu}ckszA + wukkolzw- (17)

Poniewaz ko, = ko(€0€,) = Jow , 10 ko(€0€4) = Joo .
Ponadto wykorzystano zwiazki ko = ko (€€;) oraz  k, = gko . Uzyskano w ten
sposob rownanie pochodnej wektora kretu
dzo w I R D
dr = Zko(eoel)e)t + Jowe, + (wya),w — wko(€p€y))e, +

_qu]aJw EA + qukO (6061) 6w- (18)

Z przyrownania pochodnej wektora kretu (18) z rownaniem wektora momentu sit
zewnetrznych  m, = (mye,)e, + (mye,)e, + (mye,)é, wynika

. Jo® Wyy = (moé)x) + wkg (303/1)
ZO (6061) W = J@ Wyye = (moé)l) (19)
Jo @ + kO (6061) Wy = (moé)w)

Jest to uktad rownan algebraicznych ze wzgledu na niewiadome wspotrzedne wy, , Wy,
wektora w, predkosci katowej plaszczyzny parasola oraz warto$¢ @ pochodnej skalarnej
predkosci katowej parasola.

Z rozwigzania uktadu rownan otrzymano wartos$ci skalarne:

7(’ NI )+ 7(’ -
[ 0] ’ O]K ’ Wy = (mpeéy)+w(ko€y) (20)
ko Jow
. Toii o
oraz 0 =w-20 =y (21)
k2 ko

Wy =

Z przytoczonego rozumowania wynika, ze znajomo$¢ wspotrzednych wersorow osi
chwilowego obrotu &, i wektora kretu wzgledem bieguna O, k, = k,8,, pozwala ze
wzordw (11) — (12) znalezé polozenie plaszczyzny kretu (wersor €, ) oraz wspélnej krawedzi
plaszczyzn parasola i kretu (wersor €, ). Z kolei znajomos$¢ wspotrzednych wektora
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momentu sit zewnetrznych M, pozwala okresli¢ wartosci predkosci katowych plaszczyzny
kretu (20) 1 skalarng pochodng predkosci katowej ruchu kulistego (21), co umozliwia
obliczenie przyrostow wektorow kretow.

3. ROWNANIE DYNAMICZNE

Dla ciata sztywnego poruszajgcego si¢ ruchem sferycznym wyprowadzono rownanie kretu (1)
postaci k = k, + k.., , ktore — zrézniczkowane wzgledem czasu — przeksztatca si¢ w:

dk _ dko | dkyy

dt — dt dt (22)
Roéwnanie to opisuje trzy wektory momentow lezace w jednej ptaszczyznie.
Z prawa zmiennosci kretu ciata k, wzglgdem nieruchomego bieguna O wynika
20 = 7, (23)

dt

gdzie m, jest momentem sit zewnetrznych dziatajacych na ciato, obliczonym wzgledem
punktu O. Z réwnania (14) mozna zatem wnioskowaé, ze pozostale dwa wektory
przyrostéw kretu tez sg wektorami momentow sit wzgledem tego bieguna. Przez analogi¢ do
prawa zmiennosci kretu (15) wprowadzono zatem

dk — dk _ —,
— =m,, oraz - = Mg . (24)

Wektory przyrostow kretu nazwano odpowiednio: m,.. — wektorem momentu
plaszczyznowego oraz m, — wektorem dynamicznym ruchu kulistego.

Otrzymano my; =m,+m,, . (25)

Wektory: momentu sit zewnetrznych mi, , momentu plaszczyznowego m,., oraz ich
wypadkowa, wektor momentu dynamicznego mi,; tworza plaszczyzng momentow.

Przyspieszenie katowe ciata w ruchu kulistym £ (rys. 2) jest wektorowg pochodng po czasie
wektora predkosci katowej @ i ma postaé

£=—w=a(wew)=Eew+w?=wew+wuxw, (26)
gdzie @, jest wektorem predkosci katowej wektora @ i — zarazem — wektorem predkosci
katowej parasola, lezacym w plaszczyznie parasola.
Pochodna wektora kretu ruchu kulistego

S =ke, + @ xk 27)

— po uwzglednieniu wspotrzednych wektora @y, (11) ; wy = [Wux ®Wua @]T oraz wektora

K;k=[0 0 k]7,w uktadzie osi Oxlw, zwigzanym z plaszczyzng kretu — ma postaé

S = e, + wy1kE, — wyckE; . (28)

Po wykorzystaniu wartosci k = Jow (8) kretu wypadkowego k oraz uwzglednieniu
oczywistego k = Jow uzyskano
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dk - - -
a Jolwe, + w(wy e — wycer)] . (29)
Wyrazenie w nawiasie jest rozwini¢ciem wyrazenia (26)
2= _ 9,8 )=9% 4+ 0w _ 8 1B, XD
T ar T ar\Wew) T e T WS = WEy T Wy (‘:’

ktore jest wektorowym zapisem wektora przyspieszenia katowego € ciala sztywnego
w ruchomym uktadzie osi OkAdw.

, . , ., dk — . ) , )
Z poréwnania réwnan — =g (24) oraz (26) i (29) wynika wektorowe rownanie
dynamiczne dla ciata sztywnego, poruszajacego si¢ ruchem kulistym wokot nieruchomego
bieguna O postaci

lloczyn wektora przyspieszenia kqtowego ciata sztywnego, Poruszajgcego sie ruchem
kulistym, i statego momentu bezwladnosci tego ciala, obliczonego wzgledem bieguna O —
srodka ruchu Kulistego — rowny jest wektorowi momentu dynamicznego, obliczonemu dla tego
bieguna w uktadzie osi ortogonalnych zawieszonych w srodku ruchu kulistego.

4. PODSUMOWANIE

Moment sit zewnetrznych mi,, dzialajagcy na cialo poruszajace si¢ ruchem kulistym,

wywotuje zmiang wektora kretu % tego ciata, a ta zmiana generuje zmian¢ wektora kretu
dkyy
dt
Suma obu wektorow momentow daje wektor momentu dynamicznego mi;, ten za$§ —
odwrotnie proporcjonalnie do statej wartosci momentu bezwtadnosci ciata J,, obliczonego
wzgledem stalego punktu, srodka ruchu kulistego O — wymusza zmiang wektora predkosci
katowej @ W postaci wektora € przyspieszenia katowego ruchu kulistego

ptaszczyznowego , ktorg mozna nazwa¢ wektorem momentu plaszczyznowego M., .

— 1 — —_— 1 —
€= _(mO + mrr) =—mg,
Jo Jo

ktéry ma kierunek wektora momentu dynamicznego.
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