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Stowo od autorow

Druga czg¢é¢ podrecznika ,Zbiér zadan z wytrzymalosci materialow” jest
kontynuacja cze¢sci pierwszej wydanej przez Wydawnictwo Politechniki £6dzkiej pod
koniec 2008 roku, w ktérej zamieszczono zadania dotyczace prostych przypadkéw
wytrzymalosci materialéw (rozciaganie, sciskanie, zginanie i skr¢canie).

Cz¢s¢ druga podrgcznika przeznaczona jest dla studentéw  kierunkéw
konstrukcyjnych i1 zawiera zadania 2z wytrzymalosci zloZonej, zbiornikéw
cienkosciennych, wyboczenia pretéw, konstrukcji pretowych statycznie wyznaczalnych
i niewyznaczalnych (belek, ram, lukéw), plyt kolowych oraz innych wybranych
zagadnien wytrzymalosci materialéw.

Rozdzialy poprzedzone sa krétkim wprowadzeniem zawierajacym podstawowe
wzory i definicje oraz metody i metodyk¢ rozwiazywania zadan. Wiele zadan zostalo
rozwiazanych ze szczeg6lowym opisem rozwiazania.

Autorzy uwazaja, ze najefektywniejsza metoda nauczenia si¢ poprawnego
rozwiazywania zadan przez studentéw jest samodzielne ich rozwigzanie. Dlatego tez,
podobnie jak w czgsci pierwszej podrgcznika, sporo zadan przeznaczonych jest do
samodzielnego rozwigzania. Dla sprawdzenia poprawnosci rozwiazania tych zadan
podano koncowe wyniki rozwiazania.



1. ANALIZA DWUKIERUNKOWEGO STANU
NAPREZENIA

1.1. Wprowadzenie

W dowolnym punkcie obcigzonego ciala wystgpujg trzy wzajemnie prostopadie
naprezenia giéwne o, 0,, 03, dzialajace w kierunkach gléwnych 1, 2 i 3. Przyjmujemy,
Z€ ZawSzZe 0> Oz > Os.

Napre¢zenia gltéwne s3 to napr¢zenia w przekrojach, w ktérych nie ma naprezen
stycznych. Naprezenia gléwne, w odpowiednich plaszczyznach wzajemnie do siebie
prostopadtych, osiggaja wartosci ekstremalne.

W przypadku, gdy jedno z napr¢zen gtéwnych jest rowne zero, wéwczas mamy do
czynienia z ptaskim stanem napre¢zenia.

Z liniowym (jednokierunkowym) stanem napr¢zenia mamy do czynienia wtedy,
gdy jedno z naprezen gldwnych jest rozne od zera, a dwa pozostale rowne zero —
wystepuje wowczas $ciskanie lub rozciagganie.

Celem analizy jest okreslenie stanu naprezenia wystepujacego w dowolnym
punkcie ciala znajdujacego si¢ w danym przekroju, ktérego normalna tworzy z
kierunkiem napr¢zen gléwnych o, dowolny kat .. Przykladem moze by¢ przedstawiona
na rys. 1.1 plyta prostokatna rozciagana w dwu prostopadtych kierunkach, dla ktorej
chcemy wyznaczy¢ stan napr¢zen w punkcie A w przekroju I-1.

Rys. 1.1

Dla r6znych analizowanych przypadkéw rozpatruje si¢ dwa warianty analizy:

 znane s3 w konkretnym punkcie ciata warto$ci 1 kierunki naprezen gléwnych o, G,
a szukamy stanow napre¢zen w innych przekrojach prostopadtych do ptaszczyzny osi
gtownych 7 1 2 przechodzacych przez ten punkt (rys. 1.2);
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Rys. 1.2

* znane s3 stany naprgzen (Ox, Oy, Try) W dwoch prostopadlych do siebie przekrojach
przechodzacych przez interesujgcy nas punkt, a celem zadania jest wyznaczenie
wartosci napr¢zen gtéwnych o, o, oraz kierunkéw ich dziatania (rys. 1.3).

Rys. 1.3

Na przyktadach szczegdétowych omdéwione zostang rozwigzania zagadnien metodg
analityczng oraz wykre$lng (kolo Mohra).



1.2. Zadania przykladowe

Zadanie 1.1. Kostka szeScienna obcigzona jest napre¢zeniami gléwnymi: 6,= 130 MPa,
6;= 50 MPa i 65= 0 (rys. 1.4). Wyznaczy¢ stan napr¢zeni w przekrojach pod katami
o = 30° oraz o + 90° = 120° odmierzanymi w kierunku dodatnim (trygonometrycznym)
od plaszczyzny prostopadlej do osi gtéwnej 1.

b)
_.__...._____._)1
Rys. 1.4

Rozwigzanie. Kostka szeScienna obcigzona jest jedynie w plaszczyznie 1-2,
mamy wi¢c do czynienia z plaskim stanem napre¢zenia (rys. 1.4 i 1.5). W przekroju pod
katem o = 30° wystepuja dwie skltadowe istniejacego tam stanu napre¢zenia: sktadowa
normalna G, , ktdra oznacza si¢ czg¢sto jako oy oraz skladowa styczna T, oznaczana
réwniez jako Tyy.

v oo

Rys. 1.5

Naprgzenia te okreslone sg wzorami:

_o,to, o0,—0, _130+50+130—50

fit Xy

0 =0, =7 + 3 cos(2 ) 5 5 cos(2-30)=110MPa,
g, -0 —
T, =T =— 2sin(2a)zﬁ%-s—qsin(2-30)=40—\/2-§—m35MPa.



W przekroju prostopadtym, tzn. w przekroju pod katem o + 90° = 120°, napr¢zenia
WYnosza:

T ausn=0,= 1204 25020 005 (2:120)=TOMPa,

Tor00= Ty = 1302_ >0 sin(2-120)=—40%~—35MPa.

Jak wida¢ z powyzszych obliczen pomi¢dzy napr¢zeniami stycznymi w dwu
prostopadtych przekrojach istnieje nast¢pujgca zaleznosé:

Tot+90— Ty

T="T,.

W przekrojach wzajemnie prostopadtych naprezenia styczne sg co do wartosci
bezwzglednej jednakowe, natomiast ich zwroty s3 takie, ze kazda para naprezen chce
obréci¢ myslowo wydzielony element ciala w przeciwng strone, dzigki czemu wystepuje
réwnowaga elementu.

Powyzej przedstawiona zostata metoda analityczna wyznaczania stanu naprezefi w
przekroju prostopadtym do plaszczyzny wyznaczonej przez osie I i 2. Tego typu analize
mozna réwniez wykona¢ metoda wykresla, za pomoca tzw. kola Mohra. Dalej na
kolejnych rysunkach (rys. 1.6 do 1.11) przedstawiony jest sposob sporzadzania kola
Mohra.

»  obieramy prostokatny uklad t.[MPa]
wspoélrzegdnych 6,7, 0§ odcigtych
Go[MPa], 0§ rzednych 1,[MPa]

o [MPa]
O 7
Rys. 1.6
*  na osi odcigtych wyznaczamy punkty
o wartosciach o,= 130 MPa oraz at[MPa]
0,=50 MPa
- 130 _
*gg__ .[MPa]
O T2 o, ’
Rys. 1.7
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odcinek 6, - 6,= 80 MPa jest
$rednicg kola Mohra

ze $rodka tego odcinka o
wspotrzednych (90;0) zakreslamy
promieniem R

_o,—0, 130-50_
R= s =5 =40MPa
okrag, otrzymujac koto Mohra

wartosci naprezen G, , T, Wyst¢pujace
w przekroju okreslonym katami o
wyznaczajg wspolrzedne konica
promienia R obréconego wzgledem
osi poziomej ukladu 6,7, W kierunku
dodatnim (trygonometrycznym) o kat
20 =2-30° = 60°. Wspoélrzgdne konica
promienia wynosza (110; 35), czyli
0,=0C+R-cos2a =110 MPai
T,=R-sin2a =35 MPa (rys. 1.10)

wartosci naprezen Go.90 1 Ta+90,
wystepujace w przekroju prosto-
padtym do przekroju, w ktérym
wyznaczono wczesniej naprezenia
Ou 1 Ty, WyzZnaczymy ze wspot-
rzednych punktu przecigcia okregu
kota Mohra z prostg przechodzaca
przez $rodek kota Mohra (90; 0)

1 punkt o wspétrzednych (6, = 110;
Ta=35). W przedstawianym przyktadzie
otrzymamy punkt o wspotrzednych
(70; -35), czyli G400 = 70 MPa

1 Tero0 = —35 MPa (rys. 1.11)

v [MPa]

b Y

o, [MPaj
O G, g, c
Rys. 1.8
At [MPa]
m o, [MPa]
o) o\  C(90:0) /o1

Rys. 1.9

Y

\7,[MPa]
 5,=110 MPa

-

o [MPa]

Rys. 1.10

\7.[MPal]

~»
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Rys. 1.12

Otrzymane stany naprezen mozna przedstawi¢ w formie graficznej jak na rys. 1.12.
Zgodnie z przyj¢ta zasadg co do znaku naprezen: dodatnia warto$é naprezen normalnych
O, Oznacza, ze material jest rozciggany, a dodatnia warto$¢ naprezen stycznych t,
oznacza, Ze naprgzenia te probujg obréci¢ odciety myslowo fragment elementu
wzgledem punktéw lezacych wewnatrz tej czgsci w kierunku zgodnym z ruchem
wskazoéwek zegara.

Z geometrycznych zaleznosci (rys. 1.12) wynika, Ze kierunek prostej przechodzacej
przez punkty o wspdlrzednych (50;0) i (110;35) jest kierunkiem prostopadiym do
powierzchni przekroju, w ktérym okreSlamy stan napr¢zen. Tak wigc, jesli po
narysowaniu kola Mohra przeprowadzimy przez punkt o wspotrzednych (o2;0) prostg
pod wymaganym katem a, wowczas wspotrzgdne punktu przeciecia prostej z okregiem
kota Mohra dajg nam rozwigzanie zadania ox = 6, = 110 MPa, 1y, = 1, = 35 MPa)

Ze wzoru na naprezenia styczne T,

o,—C
T, =——2sin(2«),
2
oraz z kota Mohra (rys. 1.12) wida¢, ze w przekrojach prostopadtych do ptaszczyzn
wyznaczonych przez osie gléwne I, 2 napr¢zenia styczne 1, osiagaja bezwzgledng
warto$¢ maksymalng dla kata o ==+45° — wowczas:

s 130 - 50|:
2|
Tmx WYStepujace w plaszczyznie /-2 co do bezwzgledne] wartosci rdwne jest
promieniowi R kota Mohra.
W analizowane] kostce mozemy rozpatrze¢ pozostate dwie wzajemnie prostopadie

plaszczyzny /-3 oraz 2-3 1 dla kazdej z nich zbudowac kolo Mohra. W efekcie
otrzymamy trzy okregi (rys. 1.13) — kola Mohra dla tréjkierunkowego stanu naprezenia.

0,—0,
+

= |-+40|MPa=R,

|T|ma,\' = !T(‘(:t 45‘ =

12



A T[MPa]

e

T,..=05 MPa

o[MPa]

walh
g

a
(]
-—
w
o

(65,-65)
Rys. 1.13

Zacienione pole (rys. 1.13) wraz z liniami brzegowymi je otaczajagcymi zawiera punkty,
ktérych wspohrzgdne odpowiadaja stanowi naprezenia we wszystkich mozliwych
przekrojach analizowanej kostki. I tak na przyktad, dla kostki maksymalne bezwzgledne
naprezenia styczne wystgpuja w przekroju prostopadtym do powierzchni 7-3, pod kgtem
a = +45° do kierunkéw gtéwnych I i 3. Naprezenie Tmax réwne jest promieniowi
najwigkszego kota Mohra i w omawianym przykladzie wynosi |+65| MPa.

Zadanie 1.2. Kostka prostopadtoscienna y
obcigzona jest naprgzeniami Ox, Tuy i Oy, Tyx G
w sposob widoczny na rys. 1.14: 4
* w przekroju prostopadtym do osi x: ”
ox= 120 MPa, 1,y = 30 MPa, 1., = 0; doo 1;_ NG
* w przekroju prostopadtym do osi y:
oy=40 MPa, t,x =-30 MPa, t,, = 0;
* w przekroju prostopadtym do osi z: o
0.7 0,12 =0, 15 =0. -
Wyznaczyé wartosci napr¢zen gltéwnych
oraz okre§li¢ kat, jaki tworzy 0§
maksymalnych naprezen gtéwnych z osig x.
Zadanie rozwigza¢ metodg analityczng
1 wykreslng.

dy

T

Rys. 1.14

Rozwigzanie. W omawianym przypadku mamy do czynienia z ptaskim stanem
napre¢zenia. Poniewaz 1t = 0 1 1, = 0, to o, jest trzecim naprezeniem giownym.
Zagadnienie rozpatrzymy w plaszczyznie xy, gdzie znajdujg si¢ naprezenia gltdwne i ich
kierunki. Rozwiazanie rozpoczniemy od metody wykresinej. Przy sporzadzaniu wykresu
kota Mohra postepujemy kolejno w nastepujacy sposob:

13
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rysujemy uklad wspoétrzednych:
o$ odcigtych (pozioma) 6[MPa],
o$ rzednych (pionowa) 1[MPa]

wyznaczamy w tym ukladzie punkty

A i B o wspotrzednych

odpowiadajacych stanowi napre¢zenia
w dwoéch prostopadlych przekrojach

analizowanej kostki.
A(ox= 120 MPa; 1,,= 30 MPa)
B(c,= 40 MPa; 1,,=-30 MPa)

odcinek AB jest rednica kota

Mohra, a punkt C jest jego srodkiem,
ktérego wspolrzedna na osi odcigtych

Wwynosi:
o _o,+0, 120+40
c© 2 72

odcinek CA jest promieniem R kola

Mohra, ktérego dlugo$¢ mozemy
znalez¢ z twierdzenia Pitagorasa:

o.—0
2__ .2 x
R =T,+

ze srodka C kola rysujemy

promieniem R = 50 MPa okrag — jest

to szukane koto Mohra

punkty przecigcia osi ¢ przez okrag
kota Mohra wyznaczajg naprezenia
gldwne, bo naprezenia styczne w tych

punktach sa réwne zero (t = 0).
Naprezenia normalne 0siggaja

wartosci ekstremalne. W omawianym

przypadku sg to:
Omax = 01 = 130 MPa,
62 = 30 MPa,

Gmin = 03 = 0.

= 80 MPa

2
—2——Z) = (50 MPa)Z,

A1[MPa]
A(120,30)
o[MPa]
* B(40;-30)
Rys. 1.15
AtMPa]
A
| 5.=80 MPa
- o o{\MPa]
C L
B
Rys. 1.16
At[MPa]
A
Qﬁ/\ o{MPa]
C L4
B
Rys. 1.17
1 130 MPa

N Io)




* nakole Mohra promien €0, w
stosunku do promienia CA
odchylony jest o kat 2a o0 zwrocie
zgodnym z ruchem wskazowek
zegara, wigc w rzeczywistosci o$ /
odchylona jest od osi x w tym samym
kierunku o kat dwa razy mniejszy — o
kat a. Kat a jest katem wpisanym
opartym na tym samym tuku co kat
srodkowy 2a.

Rys. 1.19

Rownania analityczne pozwalajace okre$lic wartosci ekstremalnych naprezen
normalnych, czyli napr¢zenia gtéwne o, i 02, wynikaja z podanych nizej zaleznosci
geometrycznych, ktére z kolei wynikajg z rys. 1.16 do 1.18.

01 =0c+R;

0,=0—R.

Wykorzystujac wzory na R i oc, otrzymujemy:

2
o,to o,—0 2
o= y+\/ —r +T,,,

2 2

2
o +to o —a
0,=—= y—\/ A ) 1D
2 2 4

Korzystajac z powyzszych wzoréw, wyznaczamy w sposob analityczny wartosci
naprezen glownych:

2

+302=80+50 ~ 130 MPa,

120440 . | 120—40
e 2

2

+302=80—50 ~ 0 MPa.

120440 [ 120-40
R 2

Kat a pomiedzy kierunkiem naprezen o. a kierunkiem maksymalnych naprezen
gtéwnych o, wyznaczamy ze wzoru

2T

XV

T,—0,

1g2a=

ktory wynika z zaleznosci trygonometrycznych (rys. 1.19).
Podstawiajgc dane z przyktadu, kat a wynosi:
27, 1 2-30 1

_1 31 _ o
- )—2a1ctg( 120_40)—2alctg(4)--236,87 18,43

x ¥y

I -1 arctg (
3 g

15



B(40;-30)

Rys. 1.20

Oznacza to, ze os hapr¢2er'1 giéwnych 7 obrécona jest wzgledem osi x o kat
a = 18.43° w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara. Otrzymane rozwigzanie
przedstawi¢ mozna w formie graficznej jak pokazano na rys. 1.20.

Zadanie 1.3. Plaska tarcza znajduje si¢ w dwukierunkowym stanie napr¢zenia (rys.
1.21). W puncie 4 w kierunkach x i y wyst¢puja naprezenia normalne i styczne o
nastgpujacych wartosciach: oy, = —10 MPa, 1, = 30 MPa, o,= 70 MPa, 1, = -30 MPa.
Znalez¢ naprezenia gtéwne oraz okresli¢ kat, jaki tworzy o§ maksymalnych naprezen
gléwnych z osig x. Zadanie rozwigzaé metodg analityczng i wykre$lna.

Y AY
F,

Rys. 1.21

Rozwigzanie.Korzystajac z réwnan analitycznych, obliczono wartosci naprezen
gléwnych:

2

+30°=30+50 =80 MPa.

+0, R 10—
— g‘+/(¢\ Oy 42 2210470 | =10-70,
T2 VT S

~

+ . L .2 ) — - - 2
o =T (T Ty g2 221002 IO T0) 50223050 =20 MPa.
2 2 2 Xy 2 2

16



Dla danych z rozwigzywanego zadania (o, > o,) korzystajac ze wzoru

2T
1g2 x=—"2—

o,—0,

ze wzgledu na wladciwosci funkcji tangens nie wyznaczymy kgta o pomiedzy
kierunkiem naprg¢zen o, a kierunkiem maksymalnych naprezen gléwnych o). Aby
prawidlowo wyznaczy¢ kierunki napr¢zen gléwnych mozemy postapi¢ dwojako:

— zamieni¢ osie t.j. zatozy¢, ze napr¢zenia o wartosci 70 MPa dziataja w kierunku osi
x a o wartoSci —10 MPa w kierunku osi y i dalej zadanie rozwigzaé analogicznie jak
zadanie 1.2;

— pozosta¢ przy istniejagcych oznaczeniach wyznaczajagc w tym przypadku kierunek
napre¢zen o.

Dla niezmienionych oznaczen kat a wynosi:

1 2T 1 2-30 1 3 1 0 0
—- i — = = V== — V==(— =—184
o 2arctg(——2—x_ y) 2arctg(__lo_70) 2arctg(_4) 2( 36,87°) 8,43

i jest katem zawartym pomigdzy kierunkiem napr¢zen o, a kierunkiem naprezen
gléwnych o,. Otrzymany kat a ma warto$¢ ujemna, wiec powinien by¢ odmierzony od
osi x w kierunku przeciwnym do ruchy wskazéwek zegara (rys. 1.22). W ten sposéb
otrzymane rozwigzanie mozna réwniez przedstawi¢ w formie graficznej jak pokazano na

rys. 1.22
4 c=70

Rys. 1.22

Kierunek naprezen glownych o, mozna réwniez wyznaczaé, po wczesniejszym
obliczeniu wartosci o,, z nastepujacego wzoru:

X 0-2

T T,
tgﬁ: ~ — 3:al‘ctg( = ),
g

Gx - 0—2
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ktory mozna wyprowadzi¢ korzystajac z trOjkata prostokgtnego zaznaczonego na
rysunku 1.23. Powyzszego rOwnania mozna uzywa¢ nie zwracajac uwagi na to, ktore
z napr¢zen normalnych oy czy oy jest wigksze i odmierzaé zawsze wyznaczony kat p od
osi x zakltadajac jako dodatni, kierunek zgodny z ruchem wskazowek zegara.

TT

., 0,0,=10

% — -

E
)  Alo,=-10;,,=30)
2 :

o(-20,0\ ! m G
4 N\ C c,(80;0)
1 _V

B(70;-30)
B
Rys. 1.23

Wykorzystujac zaproponowane réwnanie w analizowanym przykladzie, otrzymano:

B=arctg (—T-L)= arctg ( 30

P, r(_zo))Iarctg(f}) =71,57°.

Jednakze dla celéw praktycznych najprostszym rozwigzaniem jest analityczne
wyznaczenie warto$ci naprezen gléwnych oraz wartosci kata «, natomiast kierunek
napre¢zen gldwnych na podstawie szkicu kota Mohra.

1.3. Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1.4. Plaska tarcza (rys. 1.24) 3
znajduje si¢ w dwukierunkowym stanie x
naprezenia. Glowne naprezenia wynosza: lo.|=I-40] MPa Z‘ =60°
o1 = 60 MPa; 6, = 0 i 03 = —40 MPa. , =
Okreslié naprezenia wystepujace ANy

w  przekrojach  prostopadtych  do .60 MPa

plaszczyzny tarczy tworzacych z osig /| ]

tarczy kat a = 60° oraz kat o + 90° = 150°.
Znalez¢ roéwniez maksymalne naprezenia
styczne. Zadanie rozwigza¢ metoda
analityczng i wykresina. T?G 1=]-40] MPa

Rys. 1.24
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ODPOWIEDZ:

0.=—15 MPa; 1,=1,y = 43MPa; Goi90= 35 MPa; T419= —43MPa; Trmax= 50| MPa.

Zadanie 1.5. Kostka sze$cienna obcigzona
jest w sposob widoczny na rys. 1.25:
o; = 80 MPa; o, = 0 1 03 = 40 MPa. Znalezé
stan napr¢zenia wystgpujacy w przekrojach
okreslonych katami: a = 30° a + 90° = 120°,
Obliczy¢ warto$ci maksymalnych naprezen
stycznych 1 okresli¢ przekroje, w ktérych one
wystepuja.

ODPOWIEDZ:

Rys. 1.25

0= 50 MPa; t,=52MPa; Gui90 =—10 MPa; Tyi90 = —52MPa; Tpax = [£60| MPa.

Zadanie 1.6. Dla szesciennej kostki
obcigzonej jak na rysunku 1.26 wykresli¢ koto
Mohra wyznaczajac maksymalne napr¢zenia
styczne  Tma, jednoczesnie  wskazujac
przekroje, w ktdrych one wystepuja.

Podpowiedz. Wykresli¢ nalezy trzy okregi;
maksymalne napre¢zenia znajdujg si¢ w
przekrojach prostopadtych do plaszczyzny 1-3,
tworzac z plaszczyzng -2 katy +45°.

ODPOWIEDZ:
Tmax = [£30| MPa.

Zadanie 1.7. Plaska tarcza (rys. 1.27)
znajduje si¢ w dwukierunkowym stanie
napr¢zenia. Glowne naprezenia wynosza:
o1 = 130 MPa; o, = 30 MPa 1 o3 = 0. Okresli¢
napr¢zenia  wystepujagce w  przekrojach
prostopadtych  do  plaszczyzny tarczy
tworzacych z osig [ tarczy kat a = 30°.
Znalez¢ réwniez maksymalne naprezenia
styczne  wystepujace  w  przekrojach
prostopadtych do plaszczyzn [-2, -3 oraz
2-3. Zadanie rozwigza¢ metodg analityczng
1 wykresing.

2
0,=30 MPa
o,=50 MPa g,=50 MPa

|o,/=]-10| MPa
0,=30 MPa

Rys. 1.26

A2

6.=30 MPa?t RY

5,130 MPa
.‘_____.——
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ODPOWIEDZ:
0. = O0x = 105 MPa; T, = Toy = 43MP2a; Tmuxi2-= 50| MPa; Tmaxis = 65| MPa;
Tmax2-3 = |:k15 | MPa.

Zadanie 1.8. Wyznaczy¢ naprezenia gidwne oraz ich kierunki wiedzac, ze napr¢zenia w
danym przekroju i przekroju prostopadtym tarczy bedacej w ptaskim stanie napr¢zenia
wynosza: 6x= 80 MPa, 1,y = —40 MPa, o,= 20 MPa, 1 = 40 MPa, 6,= 0, tx =14 = 0.
Zadanie rozwigzaé metodg analityczng i wykre$lng.

ODPOWIEDZ:
0,=100MPa; 6,=0; 0;=0; a=-27°.

Zadanie 1.9. Plaska tarcza znajduje si¢ w dwukierunkowym stanie naprezenia. W
punkcie 4 wyst¢puja napr¢zenia normalne i styczne o nastgpujacych wartosciach:
ox= —50 MPa, 1,y = —40 MPa, o,= 10 MPa, 1,x = 40 MPa. Znalez¢ napr¢zenia gtéwne
oraz okresli¢ kat, jaki tworzy o§ maksymalnych naprezen gléwnych z osig x. Zadanie
rozwigza¢ metoda analityczng i wykresina.

ODPOWIEDZ:
o1 =30 MPa; 6, =-70 MPa,; a. =-53°.
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2. WYTRZYMALOSC ZE.OZONA

2.1. Wprowadzenie

Podstawowa proba wytrzymalo§ciowa przeprowadzang w laboratoriach
wytrzymalosci materiatéw dla wigkszosci materialéw, a zwlaszcza stali, jest statyczna
préba rozciagania. Z wykresu rozciggania otrzymywanego podczas tej proby odczytuje
si¢ wlasciwosci wytrzymaloéciowe materialu probki takie, jak: wytrzymato$¢ na
rozcigganie R, oraz granice plastycznosci ony. W zaleznosci od materialu oraz
otrzymanego wykresu rozciggania mozna wyznaczy¢ wyrazng granic¢ plastyczno$ci R,
albo umowng granic¢ plastycznosci Ro2. Znajac rzeczywiste napre¢zenie maksymalne w
precie rozciagganym o,, mozna oceni¢ wytezenie materiatu preta. W elementach nosnych
konstrukcji nie dopuszcza si¢ odksztalcen plastycznych, dlatego tez najczesciej okresla
si¢ wytezenie materialu w odniesieniu do granicy plastycznosci o, Wyt¢zenie materialu
w pretach rozcigganych wyrazone w procentach mozna opisa¢ wzorem:

O.r

W=—":100 %. @2.1)

O

Jezeli o,= 0, to W = 0 1 wtedy material jest niewytezony, gdy o, = oy wytezenie
preta rozcigganego W = 100%, co odpowiada uplastycznieniu preta.

Stosunkowo tatwo okresli¢ (wyznaczy¢) wytezenie elementéw pretowych (stupéw,
belek, watéw) poddanych obciazeniom prostym, tzn. rozcigganiu osiowemu, czystemu
zginaniu, skrecaniu lub czystemu $cinaniu. Niestety, w elementach no$nych konstrukcji
wystepuje bardzo cze¢sto zlozony stan obcigzania, ktéry wywoluje zlozony stan
naprezenia. Do$wiadczalna weryfikacja wytezenia elementdw konstrukcji poddanych
obcigzeniom zlozonym bylaby bardzo kosztowna, pracochtonna, a czesto wrecz
niemozliwa do zrealizowania. W zwigzku z tym od dawna prébowano formutowac
teoretyczne hipotezy wytrzymatosciowe, dzieki ktérym mozna oceni¢ wytezenie
elementéw konstrukcji poddanych obcigzeniom zlozonym. Obecnie dla elementéw
konstrukcji wykonanych z materiatéw izotropowych w praktyce inzynierskiej stosowane
sg dwie hipotezy wytrzymalosciowe:

* hipoteza energii odksztalcenia postaciowego sformulowana najpierw przez

Hubera, a p6zniej przez Misesa 1 Hencky'ego
* hipoteza maksymalnych naprezen stycznych znana jako hipoteza Tresci, de
Saint Venanta.

Badania doswiadczalne wykazaty, ze zdecydowanie precyzyjniejszg jest hipoteza
Hubera, wedlug ktorej o wytezeniu materiatu decyduje warto$¢é energii odksztalcenia
postaciowego. Hipoteza najwickszych naprezen stycznych jest mniej dokiadna od
hipotezy Hubera, lecz jest stosowana ze wzgledu na jej prostote i nieco bezpieczniejsze
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(ale mniej ekonomiczne) projektowanie konstrukcji. W szczegélnych przypadkach, to
znaczy, gdy: o1 # 0, 0, = 63 = 0 oraz gdy o, = 62 = 63 = £p, wyniki uzyskane z obu
hipotez sg identyczne. W oparciu o hipotezy wytrzymatosciowe wyprowadzono wzory
na naprezenia zredukowane G.4. Chodzi o taka redukcje ztozonego stanu napr¢zenia do
jednokierunkowego rozciggania, aby wytezenie materialu przy zlozonym stanie
naprezenia bylo takie samo jak wytezenie preta rozcigganego, w ktérym naprezenia
réwne s3 naprezeniom zredukowanym.

Naprezenie zredukowane Grq jest to taka umowna skalarna wielko$¢, ktora zalezy
od dowolnego tréjkierunkowego stanu napr¢zenia w analizowanym punkcie ciala
i wynika z przyjetej hipotezy wytrzymatosciowe;.

Wytezenie materialu poddanego zlozonemu stanowi napr¢zenia w punkcie,
w ktorym wyznaczono G, W odniesieniu do granicy plastyczno$ci G, przy rozciaganiu,
okreslone jest wzorem:

O red
W=—"—=100 %. (2.2)
o
Jezeli w jakim$ punkcie materiatu izotropowego znane sg napr¢zenia gléwne G, 02 i 03,
uporzagdkowane nastgpujaco ©; > G, > O3, to napr¢zenia zredukowane odpowiadajace
takiemu zlozonemu stanowi naprezenia oblicza si¢ ze wzordw:
e wedlug hipotezy Hubera:

o-red.z\/%[(0-1_0-2)2_*-(02_0-3)2+(03_01)2] (2.3)

*  wedlug hipotezy Tmax:

O-red.zo-l—o-3 :O-max__o-min' (24)

W przypadku, gdy dane sg napr¢zenia: Ox, Oy, Oz, Txy, Tyz 1 Tx — WZOT Na naprezenia
zredukowane wg hipotezy Hubera przyjmuje postaé:

1
(r,ed_=\/5[(0'x—0'y)2 +(o, —0'2)2+(0'z——0'x)2+6(Tiy+'riz+'rfx)] (2.5)
Dla plaskiego stanu naprezenia, gdy naprezenia gléwne 63 = 0 lub napr¢zenia
0. = 0 oraz Ty, = Tx = 0, wzory na napr¢zenia zredukowane wg hipotezy Hubera
upraszczajg si¢ do postaci:

0., =Vo+oi—o,0, (2.6)

lub

O ot = \/ oo+ (rf‘— o,0,+31 :‘ . (2.7)

W przypadku zginania ze skrecaniem, gdy: 6y = G,, Oy = 0; = 0, 1, = -7, = 0,
2 2 2 . . . .
T, +T.=T7. naprezenia zredukowane okreslone s3 wzorami:

O rod 2\/ cri,+ 3712 — wedtug hipotezy Hubera,
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0, =VOL+4T, - wedlug hipotezy Tma.
Dla czystego Scinania (lub skrecania) napr¢zenie zredukowane wedhug hipotezy Hubera
WYynosi:
g, =V3T. (2.8)

Warunek bezpiecznego projektowania metoda napr¢zenn dopuszczalnych, elementéw
poddanych zlozonemu stanowi napr¢zenia (obcigzenia) jest nast¢pujacy:

O redmas <k, - (2.9
Z ostatnich dwoch wzoréw wynika, ze:
O reana<V3k,, V3k=k,, (2.10)

stad warto$¢ naprezenia dopuszczalnego na $cinanie k. = 0,58 k..

Dla trojkierunkowego réwnomiemego rozciagania lub Sciskania, tzn. gdy 6= 0,=0;=1p,
naprezenie zredukowane obliczone zaréwno z hipotezy Hubera jak i z hipotezy
maksymalnych napr¢zen stycznych jest réwne zero, co oznacza, ze material przy takim
obciazeniu nie jest wytezony (Cra= 0, W = 0).

Dla jednoczesnego rozciggania ($ciskania), zginania i skrecania naprezenie zredukowane
wedlug hipotezy Hubera oblicza si¢ ze wzoru:

0=V (0, +0,+3 72 (2.11)

Przy projektowaniu konstrukcji poddanych zlozonemu stanowi obcigzenia ze wzglgdu na
wytrzymalos¢, najwazniejsze wielkosci t0: Gredmax OTaz k.

2.2. Przyklady obliczeniowe elementéw konstrukcji w zlozonym
stanie obcigZenia

Zadanie 2.1. W punkcie A spr¢zystej plaskiej tarczy SR o,
wystepuja naprezenia: 6x = 80 MPa, 1,y = 40 MPa, rwy" ocdechl, |
oy = 140 MPa (rys. 2.1). A t:o-’
Pozostale skladowe stanu naprezenia: 1, = T = 0 o I
1 0, = 0. Okresli¢ wytezenie materialu w tym punkcie po —
wedtug hipotezy Hubera i hipotezy Tmax. TTTTY.

i

GY
Rys. 2.1

Rozwiazanie.Ze wzoru na naprezenia zredukowane wedtug hipotezy Hubera dla
plaskiego stanu naprezenia otrzymano:

0=V 0 +0 =0, 0 +372=V802+1407~80-140+3(—40)* =140 MPa.
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Naprezenia gléwne o, i 6, wystepujace w punkcie A zostang wyznaczone z analizy
plaskiego stanu naprezenia:

2
. =o,+ay+\/( ax—ay) 2 =80+140+\/( 80+140
B W2

2

+302=110+50,

2 2 2 | 72

O1 = Omx =160 MPa, 6,=60 MPa, 63 = Gun =0.
Ze wzoru na naprezenia zredukowane wedtug hipotezy maksymalnych naprezen tnacych:
0red =0 pax™ O i = 160—-0 = 160 MPa.

W rozpatrywanym przypadku napr¢zenie zredukowane otrzymane z hipotezy Tmax jest
okoto 14% wieksze od naprezenia zredukowanego obliczonego wediug hipotezy Hubera.
A zatem wytezenie materialu wedlug hipotezy Tmx jest o 14% wigksze niz wedlug
hipotezy Hubera.

Zadanie 2.2. Plaskownik o szeroko$ci H = 110 mm, grubosci b = 20 m z jednostronnym
wycieciem o glebokosci a = 10 mm (rys. 2.2a) jest rozciagany sila osiowa F = 200 kN.
Obliczy¢ maksymalne naprezenie w tym plaskowniku. Sprawdzi¢, jakie napr¢zenia
dzialatyby w plaskowniku z dwoma symetrycznymi wyci¢ciami (rys. 2.2b). Poming¢
zjawisko spietrzenia naprezen w miejscu karbu.

a) b)
Y < = pd
pd L Ly A\
4 i : i £ Vol A NS : F
Fe—. T _____ :. ................. g ' Fe._ X _____ ',. ................ - '
Y s ] ¥ s !
< o
Rys. 2.2

Rozwigzanie. W przekroju poprzecznym A-A plaskownika o szerokosci H 1
grubosci b wystepuje osiowe rownomierne rozcigganie (rys. 2.3a).

o =N __F _20010
T4, b-H ™ 20-110

A

=9] MPa.

Pole powierzchni przekroju B-B (rys. 2.3b) wynosi:
Ag=(H—a)b=(110—10)-20 =2000 mm?

Srodek ciezkosci C' tego przekroju przesunat sie ku gorze o mimoéréd e = 5 mm
(rys. 2.3b).

24



W przekroju B-B sila normalna N = F = 200000 N przylozona jest w jego Srodku
ciezkosci C'. W przekroju tym na skutek zaistnienia mimosrodu pojawit si¢ dodatni
moment gnacy:

M ,=F-e=200000-5 = 10°Nmm = 1000 Nm,

powodujacy rozciaganie wzdluznych widkien dolnych i Sciskanie gérnych.

a) b) |
o
<l Gﬁ_t______________ - BY%g
Lo ! ; o M. n -
& IN=F ! 1c s N =Fi
F<___ ........... o ' e, -i F<___ ........... i ..... h s
:: ) i\ _____________ 3 ___________Br: \____28 _______ E
<| o]
Rys. 2.3

Maksymalne napre¢zenia pochodzace od rozciggania sila3 N i zginania momentem
gnacym M, wystepuja w dolnych widknach obcigzonego fragmentu plaskownika
(przekr6j B-B na rys. 2.3b). Poniewaz naprezenia od sity N i momentu gnacego M,
wystepujace w punkcie B' s3 napr¢zeniami normalnymi o tym samym zwrocie, dodano
je algebraicznie i1 s3 to maksymalne naprezenia zredukowane. Wskaznik wytrzymatosci
na zginanie przekroju poprzecznego B-B wynosi:

_bh’ _20-100° _1

.10° 3
6 6 310 mm°.

w

Maksymalne naprezenie w punkcie B":

N M, 200000 3-10°
= =4 = =100+ = .
O =0T 5 4 W T 2000 + To° 00+30 =130 MPa

—— - .-

o =IO

Rys. 2.4

Gdy istniejg dwa symetryczne wcigcia (rys. 2.4), wowczas w tak ostabionym przekroju
plaskownika panuje tylko osiowe rozciagganie i wtedy:

goN___F __ 200100 _ 200-10°

A [)(H—Za)_20(110_2.10)_ 1800 =111 MPa.

Okazuje si¢, ze dla dwoch symetrycznych wycie¢ o podanych wymiarach naprezenia sg
mniejsze niz przy jednym wycieciu.
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Zadanie 2.3. Ksztaltownik stalowy ABCD (rys. 2.5) na odcinkach AB i CD jest
dwuteownikiem, natomiast w przedziale BC pozbawiony zostal gérnego pasa i jest
teownikiem. Grubo$é Scianek ksztaltownikéw wynosi ¢ = 0,02 m, a szerokos¢ pasow
i srodnika wynosi b = 0,06 m. Naprezenia dopuszczalne materialu na rozciaganie
k., = 100 MPa. Na ksztaltownik dzialaja dwie rowne i przeciwnie skierowane sity
rozciagajace F, lezace w pionowej plaszczyznie symetrii przekrojéw poprzecznych.
Wyznaczy¢, w jakiej odleglosci e (rys. 2.5) od $rodka cigzkosci przekroju dwuteownika
i 0 jakiej wartosci nalezy przylozy¢ sity F, aby maksymalne napr¢zenia w dwuteowniku
i teowniku jednocze$nie osiagnety napr¢zenia rowne naprezeniom dopuszczalnym.

<| sl
| |
F o oA B . *.-.P'.- F
<« ——>
A
«| o}
BB
A ' Py
Zc1 o - 20 % lf!)’(
> ..... - co.... ..... \ s - - g g
NC, e R
Y AN S Z 2k
o N [ W,
AN R
l‘l 60
Rys. 2.5

Rozwigzanie.Charakterystyki przekrojow poprzecznych s3 nastgpujace:
e dwuteownika:

A,=3-60-20 =3600 mm>,

3 3
= 60 '11200 — 401'30 =4,28-10° mm?*,

1

Yer =50 mm,
— 1201 _ 4 3
W,=—— =8,56-10"mm’,

Yei

* teownika:

4,=2-60-20 = 2400 mm’,
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_ 6020’ 20-60°

. 3 3

=1,6-10° mm?*,

Yz =30 mm,
o, =10 mm,
I,,=1,~A4,05=1,6-10°-2400-10> =1,36-10° mm®,
YVomax = 50 mm,
L _1,36-10°
Yomax 50

Sila przytozona w odlegtosci e ponizej srodka ci¢zkosci dwuteownika daje sile normalng
N, = F i moment gnagcy M, = F-e. Maksymalne napre¢zenie od rozciaggania i zginania w
dolnych wiéknach dwuteownika wynosi:

_F Fe_nl1 e
U'm’”‘_A1+W1 _F(A1+W1)'

W,= =2,72-10* mm’,

W przekroju teowym sita F wywotuje sile normalng N, = F oraz moment gnacy:
Mg2=_F (ycl_yCZ—e)'

Maksymalne napr¢zenia od rozciggania i zginania w goémych widknach teownika
WYNOSZz3:

o_zmaxz_fi_ M, =_F_+ F‘(ycz“ycz_e)zF L_l_ YooYz € |
A2 WZ A2 W2 A2 WZ W2
Naprezenia Oimsx 1 Oamx S3 rozciagajace (dodatnie). Z warunku, ze maksymalne
naprezenia omsx = k' W obu ksztattownikach maja byé rowne, tzn. Gimx = 02mx, Wynika
zaleznos$¢:
1 Ve Ve2 __€ _ 1 e

- =
AZ W2 WZ Al Wl

z ktorej wyznaczono odleglos¢ e punktu przytozenia sily F mierzong od s$rodka
ci¢zkosci przekroju dwuteowego:

o= L_L_l_ycl_yd W W,
4, A, W, |WHw,
oL __1  50-30) 85600-27200 _
12400 3600 27200 /| 85600+27200 oMM

Z przyrOwnania maksymalnego naprezenia oimx  (lub o) do  naprezenia
dopuszczalnego & = 100 MPa wyznaczono sit¢ F.:

27



1 e
k=00 =F ol —+—|,
r Ulmax max(Al Wl)
k, WAk,
F, .= ,
1, e Wtdye
4, W,

_85600-3600-100
max " 85600+ 3600-18

Gdyby dwuteownik nie byl ostabiony wycigciem goémego pasa, woéwczas mogtby
przenie$¢ sit¢ rozciagajaca:

F,_=A,-k,=3600-100 =360000 N =360 kN

F = 204894 N = 205 kN.

przytozong w §rodku cigzkosci przekroju poprzecznego.

Wyciecie gomego pasa ostabilo ksztaltownik o ponad 40%. Nalezy zwré6ci¢ uwage, ze
jest to przypadek optymalny, gdy sita F jest przytozona w odlegtos$ci e = 18 mm w dét
od srodka ci¢zkosci przekroju poprzecznego dwuteownika.

Zadanie 2.4. Plaski symetryczny element F
konstrukcji o grubosci t ma pryzmatyczne
wycigcie o kacie KBK' = n/2 (rys. 2.6).

Element podparty jest na dwéch podporach
przegubowych o rozstawie / = 4a i obcigzony
pionowg sitg F poprzez walcowy krazek o
promieniu r=+v2a. Wysokos¢ elementu
na osi symetrii = BB'=a. Powierzchnie
stykajacych si¢ ciat sg gladkie. Okresli¢ stan
naprezenia w  najbardziej wyt¢zonym
przekroju poprzecznym. Rys. 2.6

Rozwigzanie. Narys. 2.7 pokazano reakcje oraz sily wewng¢trzne dzialajace na
krazek i potowe elementu konstrukcyjnego.
Z réwnan statyki otrzymano:

F V2 F

RA=?, RK:'TF, RKx:RKy:?’
F Fa
NC:?, T-=0, MgC:T.

Prostokatny przekro; B-B' o wymiarach a x ¢ obcigzony jest silg normalng Nc
1 momentem gngcym M,c.
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Rys. 2.7

Charakterystyki geometryczne rozpatrywanego przekroju to:
*  pole powierzchni przekroju poprzecznego:

A=a-t;
* moment bezwladno$ci wzgledem osi centralne;j
1

I,=—a’t;

12

» wskaznik wytrzymato$ci na zginanie:

2
=—alyt.
zc 6

Naprezenia w goérnych punktach tego przekroju wynosza:
*  od rozciagania:

/4

oo F
N" 4 2at
* od zginania:
Fa
a :—LM C: 4 :—3—-5.
& w, 12 2 at
ga t

Naprezenia ox 1 6, majg taki sam kierunek i ten sam zwrot, wigc maksymalne naprezenia
zredukowane wynosza:

"O’N+O'g—_—i+ S 2—1i

o ——= )
red.max 2at 2 at at

Rozktad naprezen zredukowanych w przekroju B-B' pokazano na rys. 2.8.
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Nalezy zaznaczy¢, ze w ostrym wewnetrznym narozu B-B' wystgpi koncentracja
(spigtrzenie) naprezen, ktora tagodzi si¢ poprzez zaokraglenie naroza.

Q
2
"
N =
2|n

et

A A

Rys. 2.8

Zadanie 2.5. Rura stalowa ustawiona
pionowo przyspawana jest na dolnym koncu
do sztywnego podloza. Do gérnego korica
rury przyspawana jest kotowa tarcza

o promieniu r = g = 0,2 m obcigzona sitami i D o

F =250 N oraz 3F w sposob pokazany na 2-: B ~ -

rys. 2.9. ¢d=3D i N
Obliczy¢ maksymalne naprezenia zredukowane V| ) 4 Z
1 poréwnaé z naprezeniami dopuszczalnymi . >
na rozcigganie k, = 130 MPa, majac dane:

dhugo$é rury 7 = 1,8a = 0,36 m, $rednice y

zewn¢trzng D = 0,03 m 1 wewnegtrzng rury

d= 0,02 m. Rys. 2!9

R ozwigzanie.Charakterystyki przekroju poprzecznego rury:
*  pole powierzchni przekroju poprzecznego:

2 2
A ZE_(D;‘]) =393 mm>
4
e wskaznik wytrzymalosci na zginanie:
4 4
W, D' =d") g
“‘ 32D

*  wskaznik wytrzymatosci na skrecanie:

_T((D4—d4)

W,= <D =2-W_ =4254 mm"
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Rura skrecana jest momentem skrecajacym

M. =3Fa+Fa=4Fa =200Nm
stalym na catej dtugosci rury (rys. 2.10).

Rys. 2.10

Sily 3F i F powoduja zginanie rury w plaszczyznie réwnoleglej do kierunkéw ich
dzialania. Moment gnacy zmienia si¢ liniowo od zera na gérnym koficu rury do warto$ci:

M,,..=(3F—F)I=2Fl =180 Nm
na jej dolnym koncu (rys. 2.10).

Maksymalne naprezenia wywolane skrecaniem i zginaniem w dolnym przekroju rury
Wynoszg:

_ M, 200000
T omax = W, =“asa - 47 MPa,
M
o-gmaxz ;"mx = lg(l)(z);)o = 85 MPa.

zc

Maksymalne naprezenie zredukowane obliczone wedtug hipotezy Hubera dla przypadku
zginania 1 skr¢cania ma wartosc:

O.red.max=\/o“2gmw\:+3T2 =\/852+3472 =118 MPa

s max

Naprezenie to jest mniejsze od naprezenia dopuszczalnego na rozcigganie &, = 130 MPa.
W obliczeniach pomini¢to naprezenia od $cinania sitg 7= 2F jako male w poréwnaniu z

TS max 1 Gg max-

Zadanie 2.6. Cienko$cienna stalowa rura o grubosci $cianki 8 = 2 mm i o promieniu
warstwy Srodkowej $cianki r=2nd = 12,57 mm, utwierdzona jest na dolnym
koncu do nieodksztatcalnego podioza. Do gérnego konca rury przyspawano poziomy
ptaskownik o wymiarach przekroju poprzecznego 2r X g (rys. 2.11). Dhugosé rury / = 10r,
a dtugos¢ ptaskownika liczona od osi rury wynosi 2/.
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Uklad obcigzony jest trzema sitami:

* silg 8F osiowo Sciskajacg rure;

* pionowa sila F oraz poziomg sitg 2F
przytozonymi do swobodnego konca
ptaskownika (rys. 2.11). s

Naprezenie dopuszczalne na rozciaganie i
materialu rury i plaskownika wynosi
k. = k; = 80 MPa. Sporzadzi¢ wykresy sit &
wewnetrznych dla rury, obliczy¢ maksymalne !
naprezenie zredukowane 1 dopuszczalng
wartos¢ sity F. ' Y
Po wyznaczeniu sity F obliczy¢ minimalng ~
grubosé ptaskownika.

Rys. 2.11

Rozwigzanie. Po zredukowaniu sit dzialajacych na ptaskownik do gérnego
przekroju poprzecznego rury otrzymano:
*  moment gnacy dzialajacy w plaszczyznie xz:

M, =F-2I=2Fl,

*  moment skrgcajacy:
M =2F-2]=4Fl

Wykresy sil wewnetrznych dla rury pokazano na rys. 2.12.

vE
=
]
v=
A
=t
T
-
<

v

20Fr

=5 |

M, = 40Fr
ng) -
:‘;{ ]

, 20??‘""5/ 20V2Fr

X i
>
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Najbardziej wytezony jest dolny przekrdj poprzeczny rury. Sity wewng¢trzne dzialajace
w tym przekroju wynosza:

=M =AM+ M2 _=2V2 FI=202Fr,
M_=4FI=40Fr,
N,=—8F—F=—9F,
T ,=2F.

W dalszych obliczeniach zostang pomini¢te napre¢zenia styczne wywolane sita T, jako
bardzo male w poréwnaniu z pozostalymi napre¢zeniami. Maksymalne naprezenie
zredukowane dotyczace przekroju dolnego rury zostanie obliczone wedlug hipotezy

Hubera:
2 2
N, M M
—f| =4y + S
O redmax \/(A + W ) 3(W0)

| Charakterystyki przekroju poprzecznego rury:

A=21rr §=2mr—=r2,
21

I,=2mtré-r 2=2nris=2nr L=r
21

1.=1,= r*

zc yc

N |—

Iy

N |—

Vimar= P max = r+§—r+lL=(1+L)r=l,O796r,

2 221 41
I, r 3
W,=—2 = =0.9267>,
0= 10796, 0207
I 4
W=—2=—"T ___—0463,".

Voae 2°1,0796r
Maksymalne naprezenie zredukowane wynost

2
U?‘L‘dﬂ?aYz — 97F + - 20 \/E F;r + 3
' r 0,463 r

Jak wiadomo, w przekroju, w ktorym wystepuja naprezenia gngce mamy do czynienia z
wloknami $ciskanymi 1 rozcigganymi. Poniewaz sila normalna N, powoduje $ciskanie
rury, to wartos¢ naprezen od zginania M,/W w powyzszym wzorze podstawiono ze
znakiem ,,minus”, tzn. rozpatrzono $ciskany od zginania punkt przekroju rury jako
najbardziej wyt¢zony od napr¢zen normalnych.

Z warunku na wytrzymatos¢

2
40 Fr F
=102,5.
r r
(0,926 3) ?
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F
O roama=102,5—2 < k

%

r

otrzymano:

Tk, _(12,57)°80

< = =123 N
F 102,5 102,5

—>

Rys. 2.13

Plaskownik BD jest przez sily F i 2F zginany ukos$nie. Maksymalne napr¢zenia
wystepujg w punkcie K (rys. 2.13) 1 oblicza si¢ je ze wzoru

M M
— p— 1 + R -1
UK Umax Wy Wx

po podstawieniu wyrazen na momenty gnace i wskazniki przekroju na zginanie
otrzymano:

Fdo,,19r+2Fd,,,,19r257F;d,,,,+57F@=57Fd0,,(i+1)=i7F_dog(,+ 2).

g gr g \g r] g

Og=

%2 rg’ -é—g(Z r)

Z warunku wytrzymatosciowego:
57TF
:(}'K:"———E2 do (r+g)5k,,
gr
otrzymano na gmi nastepujace rownanie kwadratowe:
» STF,, 57F
o — . p—
© rk, k

g

max

d@_O

Po podstawieniu danych, rownanie:
¢’—6,97-g—87,64=0,

r0Zwigzano 1 otrzymano g, = 13,5 mm.
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Zadanie 2.7. Obliczy¢ maksymalng warto$¢ sity F, dziatajgcej na ulozyskowany wat
z dwoma kotami (rys. 2.14).

Dane: srednica watu d = 20 mm, promien mniejszego kota R = 150 mm, promien
wigkszego kota 2R = 300 mm, napre¢zenia dopuszczalne na rozcigganie materiahu,
z ktérego wykonano wat &, = 120 MPa.

Rys. 2.14

Rozwigzanie. Wal uwolniono od wigzéw, zastgpujac podpory odpowiednimi
reakcjami, a nastgpnie wszystkie dziatajace sity zredukowano do osi watu (rys. 2.15).
Z sumy momentow sil wzgledem osi watu obliczono sil¢ S rozciagajaca pozioma line:

F-2R-S-R=0,

S=2F.
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Rozpatrywany wat jest zginany w dwu plaszczyznach pionowej xy i poziomej xz.
Schematy obcigzenia walu i wykresy momentdw gnacych w obu plaszczyznach
przedstawiono na rys. 2.16.

a)
y
SN
e
b)
Zz
o
IF ‘LRBFF AS=2F \LRDFF
Fla 2R | 2R | 2R |
M,L_—
X
.mx|N"mmmmmm!u "m"“mﬂIlllllnm,... N
R
c) »
9 2FR - Jg FR
e, )x
Rys. 2.16

Maksymalny wypadkowy moment gnacy (rys. 2.16¢) wystepuje w przekroju C 1 wynosi:

2

M ,=V(FR) +(2FR)'=5 FR.
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Wskaznik wytrzymatosci walu na zginanie:

d3
w="=
32
Maksymalne napre¢zenie od zginania:
s =M _325FR
gme W td®

Rys. 2.17

Wal na odcinku AC jest rowniez skrecany momentem M; = 2FR (rys. 2.17). Wskaznik
wytrzymatosci walu na skrecanie:

_1rd3

Wo= 16

Maksymalne napr¢zenie wywotane momentem skrecajacym M, wynosi:

. _M, 32FR
Smax Wo 1Td3

Korzystajac ze wzoru na napr¢zenia zredukowane wedhug hipotezy Hubera dla
jednoczesnego zginania i skrecania, obliczono maksymalne naprezenia zredukowane w

rozpatrywanym wale:

O redmax— \/( O-gmax )2+ 3 (Tsma.\') 2 ’

32V5FR\’ . 32FR’ 64V2FR
r('d.ma.\‘: —3— + 3 ( 3 ) = 3 *
wd wd td

Naprezenie to dotyczy pewnego punktu lezacego na powierzchni watu, po lewej stronie
kota o promieniu R.
Z warunku wytrzymatosci materialu watu:

O-/'ed. max = k re
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wyznaczono wartos¢ sity F, jakg mozna obcigzy¢ uklad:
642 FR
wd’

md'k, _ 120120
T64V2R 64V2150

<k,

=222 N.

Zadanie 2.8. Wat drazony o stosunku $rednic wewnetrznej di, do zewng¢trznej d; jak 3:4
ulozyskowany w punktach B i D ma osadzone symetrycznie trzy kota o Jednakowych
promieniach R = 200 mm (rys. 2.18). Srodkowe koto przy n = 500 obr/min przenosi moc
P =128,4 KM i przekazuje je rownomiernie na dwa kota zewngtrzne. Pozioma sila §=2F
dziala stycznie do obwodu kota srodkowego, natomiast pionowe sily F dzialajg stycznie
na kota boczne. Naprezenia dopuszczalne materialu walu k. = 120 MPa. Dlugosci
wszystkich odcinkéw AB=BC=CD=DE sg réwne ! = % R = 100 mm. Wykona¢é
wykresy M; i M; oraz obliczy¢ srednice d, i d,, walu.

przekréj watu

d,

SR '
“b‘ _
O

\\\“‘

Rys. 2.18

Rozwigzanie. Wal uwolniono od wigzéw, zastepujac oddzialywanie podpér
odpowiednimi reakcjami, a nastepnie wszystkie dziatajace sily zredukowano do osi watu

(rys. 2.19).

!
/ P
l _/‘
/' Ll

T 2Fi YF

Rys. 2.19
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Wal zginany jest w dwu plaszczyznach pionowej xy i poziomej xz. Schematy obcigzenia
watu 1 wykresy momentow gnacych w obu ptaszczyznach przedstawiono na rys. 2.20.

a) b)
, A2F
yl\
TA B c D g X A B ¢ D g X
l A A < l J, 4
R.= =
PR RoeF YF R=F R,7F
! ! ! ) ! ! ! I
oot} ol e i | ol | <ol [ett——-| et | et -l e
M. A x M,
P P ""—‘9 x
QP> T
' - -Fl
c)
M
ot 2F
X
E 2
*—-l—-’ el

Rys. 2.20

Maksymalny wypadkowy moment gnacy (rys. 2.20c) wystepuje w przekroju C i wynosi
_ a2 7 _ 2 3_
M =VM%+ M2 =\(~FI)+(FI)?=vV2FlI.

Rozpatrywany wal jest réwniez skrecany, a wystepujace w kazdym przekroju momenty
skrecajace przedstawiono w postaci wykresu na rys. 2.21.

Bezwzgledna wartos¢ momentu skrgcajacego na catej dlugosci watu jest taka sama i
wynosi

|M |=2FI.
Charakterystyki geometryczne i wytrzymatosciowe przekroju poprzecznego watu sg

nastepujace:
*  biegunowy moment bezwladnosci:

4 4
wd. wd,

175
- 8192

I = = a".‘,
32 32 32 :

4
4 (3
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*  wskaznik wytrzymalosci na skrgcanie:

Io =3501T
d 8192

z

3
d,,

W =
"1
2
*  moment bezwladnosci:

1 1751 4
] =—] = s
* 2 Ly 16384 d.

*  wskaznik na zginanie:
Wz zC zC 1 5

VYo 1, 8192
>

d>=0,0671d".

Rys. 2.21

1 kW = 1,36 KM, wiec moc w kilowatach wynosi:

P=284KM= 284 & = 20,9 kW.

Moment obrotowy M, w [Nm)] jaki przenosi koto srodkowe:

M, =2 FR=9550§:955025%% = 400 Nm = 4-10° Nmm,

wigc sita F wynosi:

M 400000
2R 2-200

F= = 1000 N.
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Obliczenia liczbowe dotyczace srodkowego przekroju poprzecznego watu:
M ,,..=V2FI=21000-100=y210° Nmm,
|M |=2FI=2-1000-100 =2 -10° Nmm,

Mm,=\/(Mgm,)2+ \/(J'Fl) = (2 FIY=Y5F1 =2236-10° Nmm.

4

Wz0r na moment zast¢pczy mozna stosowaé tylko do zginanych i skrecanych waléw o
przekroju kolowym. Z warunku wytrzymato$ciowego:

Mm, 2,236-10°
= <kr
ednes= gy~ 006714 120 MPa

g

otrzymano d,>30,3 mm.
Ostatecznie przyjeto: d; =32 mm i dy = ¥4 d; = 24 mm.

Zadanie 2.9. Belka stalowa o przekroju skrzynkowym, ktérego wymiary podano na
rys. 2.22, podparta jest na konicach na podporach przegubowych. W odlegtosci /3 =1m
od lewej podpory, belka obcigzona jest pionowa silg F = 180 kN. Naprezenia
dopuszczalne materialu belki i spoin na rozcigganie k = 120 MPa. Okresli¢ stan
napregzenia w belce oraz maksymalne wytezenie materiatu.

—
<

E ¥
;
i
i
o i
t
g- ..‘_.-.-..C?. ......... ,.,_.._)ZC
t
0 !
IN
N : t=
N = ;
N Y
N ;

| ////i////”///// 2
300 -

ol

Rys. 2.22

Rozwigzanie. Wykresy sit wewngtrznych 71 M, w belce pokazano na rys. 2.23.
Maksymalne wartosci tych sit wystepujg w przekroju x = //3 = 1lm 1 wynosza:
Tmax = 120 kN 0raz Mgrax = 120 kNm = 1,2- 10® Nmm.
Analiza stanu naprezenia bedzie dotyczy¢ tego przekroju.
Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego:
* moment bezwladno$ci wzgledem osi z.:

_300-400° _ 292-384’
“ 12 12

I =222 -10* mm®,
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»  wskaZnik wytrzymatosci na zginanie:

I, 22210°
Y max 200

W.= =1,11 -10° mm’,
e momenty statyczne czg¢sci przekroju poprzecznego zawarte pomigdzy
wspolrzednymi y 1 ymax = 200 mm:

dla y = ymx =200 mm S 00=300-8-196 =0,
dlay=192mm Si=300-8-196 =4,7-10° mm’,

4-192-192

dlay=0 S§°°=4,7-105+2( >

) =6,18 -10° mm’,
»  szerokosci przekroju by:
dla 192 mm <y <200 mm : by = 300 mm,
dlay =192 mm : by=2-a = 8 mm — (dwie grubosci spoin),
dlay=0:b,=2-t=8 mm — (dwie grubosci srodnikéw).

-60 kN

V><

Rys. 2.23

Naprezenia styczne wywolane sitg tnagcg T, obliczone ze wzoru Zurawskiego:

ymax
— T max S ¥V
s

()= b,

wynosza odpowiednio:

1 (200) = 0,
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120000-4,7-10°

192*) = =1 MPa,

T(92)= 00222108 a
5

(192) = 120000-4,7 810 ~ 32 MPa,

8-2,22-10
120000-6,18-10°
= 2 =42 MP
©(0) 8-2.22-10° %

Obliczenie napr¢zen od zginania dziatajagcych w przekroju x~ = 1m dla nastgpujacych
wartosci y = 0; 192 i 200 mm:

I_Mgm_ 1,2-10°
gmxlw. o 1,11-10°

|cr = 108 MPa,

(o mnl="==y= 220
A 2,22-10°

l(ag)y=0| =0.

Rozklad napre¢zen gnacych o i tngcych T na wysokosci analizowanego przekroju
poprzecznego belki pokazano na rys. 2.24.

192 =104 MPa,

y y y
1 MPa -108 MPa A
Iz 7 f---32MPa <= =
N i
N : O
S Noooc 5
<+ RN H .
\ -104 MPa
=N
Y O <
db30 108 MPa

Rys. 2.24

Obliczenie naprezen zredukowanych wedtug hipotezy Hubera:
S e
W rozpatrywanych punktach przekroju poprzecznego belki:
Ored (X = 1000 mm; y= 200 mm) = Gymx = 108 MPa,
Oreda (X =1000 mm;y =192 mm)= V104°+3:32> =118 MPa,
Cred (X = 1000 mm; y=0) = Vm =73 MPa.
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Z przeprowadzonych obliczefi wynika, ze najwigksze naprezenia zredukowane
wystepujg w spoinach i wynoszg Gra mx = 118 MPa. Material spoin jest najbardziej
wytezony, ale naprezenia te s3 mniejsze od naprezen dopuszczalnych & = 120 MPa.

Zadanie 2.10. Cienkoscienna belka o dwukomorowym przekroju poprzecznym,
podparta przegubowo na obu koncach, obcigzona jest w $rodku dtugosci pionows sita
F =24 kN. Wymiary przekroju poprzecznego belki podano na rys. 2.25.

sz
N

Q

-~

LESL SISO M6

T L -

A LL I

<

WIS

27

(L L L L L el
U Ll i L L & L il k]

N &
V 7772227777772

Rys. 2.25

Naprezenia dopuszczalne na rozcigganie materiatu belki i spoin sg rdwne i wynosza
k.= 150 MPa. Grubo$¢ spoin a = 3 mm. Obliczy¢, jaka moze by¢ maksymalna dtugos¢
belki /n.x, a nastepnie dla tej dlugosci wyznaczyé wytezenie materiatu spoin (Gred sp)-

Rozwigzanie.Wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na rys. 2.26.
Maksymalne sity wewnetrzne wynosza:

T =iF —12kN,
2
M —lFl
gmax_4 max *

Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego belki
_80-68° 70-60°

— - 105 4

. T T 8,36 -10° mm”",
1, 10°

W =—%= 8,50.10° 2,46 -10° mm’,
1% 34

< max

S3,=8-4-32 =1024 mm’,
4. , .
S jest momentem statycznym pasa goérnego wzgledem osi z..
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-12 kN

M A i_hm“ E

] ..-mllﬂ“m“l”"gmm Il m""""mlllmn...

Rys. 2.26

Z warunku wytrzymalosci belki na zginanie wynika, ze:
Mgmax= Wz.kgz Wz'kr
stad

1
4 F lmax_ Wz.kr’

] _ AWk, 4-24610°150
meT O F 24000

Dla tej dlugosci moment gnacy wynosi:
1 1

=615 mm

M = F Ly =7724000-615  =3690000 Nmm = 3,69 kNm.

Napre¢zenia normalne od momentu gnacego w spoinach wynosza:

M, 3690000
0,5= —

= 30 = .
ar= ] Yo 8.36.10° 132 MPa
Naprezenia w spoinach od sily tngcej:

_T-Sw_ 12000-1024
T”—— -
v da-l_, 4.3-836-10°

=13 MPa.

Naprezenia zredukowane w spoinach wynikajace z hipotezy Hubera:

0=V o437 =V132°+3:13 =134 MPa.

Naprezenia te sg mniejsze od naprezen dopuszczalnych & = 150 MPa.
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Zadanie 2.11. Belka stalowa ACB o przekroju teowym podparta w sposob pokazany na
rys. 2.27, obcigzona jest w potowie dlugosci silg poprzeczng F. Naprezenia dopuszczalne
materiatu belki na rozciaganie i $ciskanie sg takie same 1 wynoszg &, = k. = 120 MPa.
Wymiary przekroju poprzecznego belki podano na rys. 2.27. Sporzadzi¢ wykresy sit
wewnetrznych oraz wyznaczy¢ dopuszczalng wartoéé sity F.

y

Rys. 2.27

Rozwigzanie. Reakcje normalng prawej podpory roztozono na dwie skltadowe
Rsx 1 Rpy. Schemat obcigzenia belki (obcigzenie F i wszystkie skladowe reakcji
po przeniesieniu do osi belki) oraz wykresy sit wewnetrznych N, T 1 M, pokazano na
rys. 2.28.
Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego:

* pole powierzchni przekroju poprzecznego:

A = 600 mm?,
*  potozenie srodka cigzkosci przekroju:
Yo =yL1= 25 mm,
* moment bezwladnosci przekroju poprzecznego:
L. = 8,5-10* mm®*,

*  wskazniki wytrzymalo$ci na zginanie:

I, 85-10°
W,  ,=——==2 =5,67 -10° mm?,
K=K Yk-k 15
1 .10
W, ,=—= 8’52510 =3,4 -10° mm’.
ymax

Maksymalny moment gngcy wynosi Mums = 98,35F [Nmm], przy sile F' wyrazonej w [N].
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% !
M, = 21,65F lF M, = 21,65F

¥\ : )
Ru= 0,866? ; <« R, = 0,866 F
IR,.05F R, .05F
NN A
R ®
-0,866 F :
TIN] A 05 F ;

Rys. 2.28

W rozwigzywanym zadaniu najbardziej wytezony jest przekroj w srodku dlugosci belki.
W tym przekroju wyznaczone zostaly maksymalne naprezenia normalne pochodzace od
zginania i §ciskania w dolnych o111 géomych ok x wtoknach belki:

N M,. —-0866F 9835F

= + =+ £ —
O;r_1=0x UgL—L A WL_L 600 3,4.103

=0,0275 F [N/mm?],

N M,. —-0866F _9B35F

4 B =— 2
4 WK—K 600 5,67 103 0,0188 F [N/mm ]

Ok xk=ON—0Ogx_g—

Z wytizymalto$ciowego warunku:

Tt =01, =0,0275 F <k, =120 MPa

red.max

otrzymano:

F <4364 N.
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Dla Fy, = 4364 N naprezenia we widknach gormych wynosza:
Ox_-x=—0,0188 F=—0,0188-4364 =_— 82 MPa.
Na osi obojetnej zginania wystepujg naprezenia od $ciskania oraz napre¢zenia od

$cinania, ktére wlasnie w tym miejscu przekroju osiagajg ekstremum (maksimum).
Naprezenia od $ciskania wynosza:

N_ 0866F _ 0,866-4364
A A 600

Maksymalne napr¢zenia styczne Tms, Wyst¢pujace na osi obojgtnej zginania (y = 0)
obliczono ze wzoru Zurawskiego:

oy="— =—6 MPa.

1
—.4364-10-25-12,5
_T-8T 7 = § MPa.

e by.Izc B 10'8,5'104

T

Naprezenia zredukowane, wystepujace w przekroju w polowie dlugosci belki na osi
obojetnej zginania, wyznaczone wedhug hipotezy Hubera, wynosza:

o,.,=V6 +38> =15MPa

1 s3 duzo mniejsze od naprezen dopuszczalnych.

Zadanie 2.12. Rama ABCD, wykonana z cienkosciennej rury, obcigzona jest w punkcie
A pionowg silg F (rys. 2.29).

Rys. 2.29

Wymiary ramy to: dlugo$¢ odcinkéw AB=CD=a, BC=2a, promien rury
mierzony do srodka grubosci scianki wynosi r, grubos$¢ scianki & = 1/2n. Obliczy¢
maksymalne naprezenie zredukowane.

Rozwigzanie. Sily wewnetrzne, tzn. momenty gnace M, 1 skrecajace M,
dziatajace w narozach ramy pokazano na rys. 2.30 1 zestawiono w tablicy 2.1.
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Tablica 2.1
Przekroj M, M, M =M+ :?;-Mf
B'-B' Mg =Fa Mgp=0 M, .=Fa
B"-B" | Mg=0 My =Fa M w,=—\/§_:i Fa
c-.C My =2Fa M =Fa M zas,=i_;2Fa
C"-C" |Mg=Fa My-=2Fa M, .,=2Fa
D-D Mp=0 Myp=2Fa M, .,=V3Fa

Maksymalny moment zastgpczy wystgpuje w przekroju C'-C' i wynosi:

Mzas,=\/—é_-2 Fa=2,18 Fa.
Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego rury:
*  pole powierzchni przekroju poprzecznego:

A=21Tl’5'—‘21T}’"r_=1’2,
21

*  biegunowy moment bezwiadnosci:
2_ 4
[, =2mré-r=r,
* moment bezwladnosci wzgledem osi centralne;j:

4
1 = r,

1
zc —2—]0:

b | —



»  wskazniki wytrzymatoS$ci na zginanie:

—1'r4 lr4
1
Woesm=2 =2 - 2T 35,0463,
Yma pp 8 L L v (4mt])
2 22w

Maksymalne naprezenie zredukowane wystepujace w przekroju C'-C' (w punktach
lezacych na osi pionowej) wynosza:
o _Mm_z,ISFa_4 lfi

W, 04638 P

2.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 2.13. Pr¢t AC o Srednicy d
utwierdzony jest w punkcie A w
nieodksztalcalnej Scianie. Obciagzenie preta
sitami F, 2F i 3F pokazano na rys. 2.31.
Dhugosci odcinkOw preta s3 nastepujace:

= 1 ss_1 ==_2

AB—2, BC—2, CD—3l.
Wykona¢ wykresy momentéw gnacych
1 skrecajacych oraz obliczy¢ maksymalne
naprezenie zredukowane (ktore okresla
maksymalne wytezenie materiatu).
Zalozono, ze elementowi CD zniszczenie
nie zagraza.

ODPOWIEDZ
Wykresy M, 1 M, przedstawiono na rys. 2.32. Maksymalne napr¢zenia zredukowane
wystepujg w utwierdzeniu i wynosza:
128 Fl
wd’

O-red.max = O-red.A =
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x
N
K .
f———— =N Y-
N
4 N Y
= N,
A
\
LLIRIEILIE SR S IERE: B Y

-] M! i :..' Rl b ot .
g
e o s s s ' e R v
oz ;‘ "

VI3 FI I[I -
2FI

(I "

Rys. 2.32

Zadanie 2.14. Belka wspormikowa ABD o dlugosci 3/ = 600 mm utwierdzona jest na
prawym konicu (punkt D). W punkcie A dziala sita poprzeczna F = 6 kN skierowana do
goéry, a w punkcie B — sita 3F skierowana do dotu (rys. 2.33). Wymiary przekroju
poprzecznego beki pokazano na rys. 2.33. Obliczy¢ maksymalne naprezenia
zredukowane w belce oraz okresli¢ wytezenie materiatu spoin.

X
e
o
o)}
Rys. 2.33 |

ODPOWIEDZ
Maksymalne naprezenie zredukowane wystepuje w dolnych wiloknach przekroju
utwierdzonego belki 6. = 94 MPa. Naprezenia zredukowane w spoinach 6,.s = 34 MPa.
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Zadanie 2.15. Wal dragzony o srednicach zewnetrznej d, = 40 mm i wewngtrznej
dvw = 30 mm z trzema kotami w punktach A, C i E o promieniach odpowiednio
R =200 mm, 2R i 3R ulozyskowany jest w punktach B i D.

Dhugosci odcinkéw watu AB=BC=CD=DE =1=400 mm. Wat wraz z obcigzeniem
pokazano na rys. 2.34. Obliczy¢ dopuszczalng sil¢ Faop, jezeli wat wykonano z materiatu
0 k.= 120 MPa.

przekrdj watu

ODPOWIEDZ:

Fap < 671 N.

Zadanie 2.16. Stalowy sworzen o $rednicy d LB3d
wpasowany jest suwliwie Ww  pionowy .

przelotowy gladki otwor w dostatecznie grubej .
ptycie. Prostopadlo$cienny leb sworznia ;
o wymiarach 3d x 3d x h opiera si¢ dolng :
powierzchnig o walcowg podporg (rys. 2.35). N :

>

o~

Sworzen obcigzony jest osiowg sitg F. Obliczy¢

stosunek maksymalnych naprezen zredukowanych I
w gomej czgSci sworznia do naprgzen
zredukowanych w dolnej czgéci. l
F
ODPOWIEDZ: Rys. 2.35
36 F
O'(id . Vs d 2
o red.max — :9'
e T 4F
wd’
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Zadanie 2.17. Zeliwny element (shup) ma
dlugos¢ I = 240 mm, a jego przekrdj
poprzeczny ma ksztalt réwnoramiennego
trojkata o podstawie b = 40 mm i wysokosci
h = 60 mm. Stup odchylony jest od pionu
w plaszczyznie jego pionowej symetrii o kat
a = 6° (rys. 2.36). Stup obcigzony jest
pionowsa sitag F' = 30 kN przylozong w srodku
cigzkoéci goémego przekroju. Naprezenia
dopuszczalne zeliwa na  rozciaganie
i S$ciskanie wynosza odpowiednio:

k. = 40 MPa i k. = 160 MPa. Podaé miejsce
oraz wielko§¢ maksymalnego wytezenia
materialu. Naprezenia od $cinania pomina¢.

ODPOWIEDZ:

Rys. 2.36

Najwigksze wytezenie materialu wystgpuje w przekroju dolnym (utwierdzenie).
Wierzchotek trojkata w tym przekroju jest Sciskany naprezeniami o; = |-150] MPa
pochodzacymi od sily normalnej i momentu gnacego. W przekroju tym wzdluz
podstawy tréjkata wystepuja napr¢zenia op = 38 MPa. Warto$ci bezwzgledne tych
naprezen stanowig okoto 94% odpowiednich napre¢zen dopuszczalnych na $ciskanie k. i
rozciaganie k.. Wytezenie stupa jest nieco mniejsze od naprezen dopuszczalnych.

Zadanie 2.18. Pr¢t o Srednicy d = 2r ma w czgéci Srodkowej wybranie réwne potowie
przekroju poprzecznego preta (rys. 2.37). Pret rozciagany jest sitg F. Okresli¢ ile razy
wytezenie materialu czeéci Srodkowej (ostabionej) jest wigksze od wytezenia materiatu

preta pelnego.
H 'K ! §
F i i 5 ;
- T _';,,i..f;'.-. .............. i
- :’, - : “A : P
. 3 s :
A A
! B8
Rys. 2.37
ODPOWIEDZ:

Wytezenie materialu gornej warstwy ostabionej czgsci preta jest wigksze w stosunku do

wytezenia preta petnego o n = 7,14 razy.
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Zadanie 2.19. Stalowy wspornik o dlugosci / = 1500 mm, przekroju poprzecznym
dwuteowym i wymiarach widocznych na rys. 2.38 w prawym koncu jest przyspawany
do pionowej stalowej Sciany spoing pachwinowa o grubosci 8, a w lewym konicu
obcigzony pionowa sitag F. Pasy przyspawane sg do $rodnika obustronnie spoinami
pachwinowymi o grubo$ci a. Napre¢zenie dopuszczalne dla materialu spoin wynosi
k. = 140 MPa. Znalezé maksymalng warto$é sity F, nastgpnie okresli¢ minimalne
grubosci spoin dmin = ? 1 Omin = ?

y

R

%
N ‘,o‘,‘% ¢ 7 . G
I
¥
\ 777

Rys. 2.38

ODPOWIEDZ:
Fonax = 39620 kN, dpin = 1,1 mm, 8. = 8,27 mm.
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3. ZBIORNIKI CIENKOSCIENNE

3.1. Wprowadzenie

Zbiornik (naczynie) uwazany jest za cienko$cienny, jezeli grubo$¢ ¢ §cianki powtoki
jest znacznie mniejsza od gtéwnych promieni krzywizn powloki p, p; (t << pi, t << p,).

Rys. 3.1

Jezeli po obu stronach powloki wystgpuje réznica ciSniel p = Pwewn — Pzewn.
(p > 0 — nadciénienie, p < 0 — podcis$nienie), to z sumy rzutéw sit dziatajagcych na
element (pid@ixp.de;)t (rys. 3.1) wynika, ze miedzy ekstremalnymi naprezeniami
(naprezeniami gldéwnymi) o; i 0, a wielko$cig ci$nienia p istnieje zaleznos¢:

0,,9,_p
—+—== . 1
Py py ¢ S

W inzynierskich obliczeniach zaklada si¢, ze w powloce cienkosciennej wystepuje
blonowy stan napr¢zenia (o; = const, o, = const, Ogme = 0). Poniewaz w
rozwigzywanych zagadnieniach wartosci bezwzgledne naprezen o, i o, sg duzo wieksze
od wartosci nad- lub podcisnienia p, to przyjmuje si¢, ze w powloce wystepuje w
przyblizeniu dwukierunkowy stan naprezenia.

Dla zbiornika kulistego (p\ = p, = p) z réwnania 3.1 mozna wyznaczy¢ napr¢zenie
0 = 0, = 0, (rys. 3.2). Natomiast dla powloki walcowej i stozkowej p. = o, wiec po
wyznaczeniu G, napr¢zenie 6; wyznacza si¢ z sumy rzutow sit na kierunek osi x (rys. 3.3
1 3.4). Najwazniejsze rownania dla wyze] wymienionych powlok zestawiono
w tablicy 3.1.
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Tablica 3.1

owloka kulista

_._pd_pr
aned o 4t 2t
Rys. 3.2
powloka walcowa
o =2 -pd
r 2t
MR TR

Uzred:'\/0'12+0'§“0'10'2= 30'2
= pd
zred 4t

pd
Uned ~ D) 3t
__prs
g, _—t
CcCOosS X
o=
2 2tcosx
v
(0'1 )max: Z_C%
:___L
(0-2 )max 2 fCOS X
r— — pl“\.
.. =N30,=V3 m
I
(O-zred)max = \/g ( Ul)lilw': \/5 ___£__

21cos
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3.2. Przyklady obliczen naprezen i odksztalcen w zbiornikach
cienkosciennych

Zadanie 3.1. Cienkoscienny zbiomik walcowy o $rednicy D = 1,2 m i dlugosci

L = 3,6 m zamknigty z obu stron p6tkulistymi dnami (rys. 3.5) obcigzony jest ci$nieniem
wewnetrznym (nadcisnieniem) p = 2,4 MPa. Zbiormnik wykonany jest z blachy o
nastgpujacych wiasnosciach materialowych: E = 2-10° MPa, v = 0,3, dopuszczalne
naprezenia na rozciaganie k, = 80 MPa. Wyznaczy¢ stosunek grubosci $cianki czesci
walcowej do grubosci scianki czesci kulistej tak, aby na linii styku tych cze$ci nie
wystgpowalo zginanie, a nastgpnie, wykorzystujac warunek wytrzymato$ciowy,
wyznaczy¢ minimalne grubosci $cianek. Dla dobranych grubosci $cianek obliczyé
zmiang objgtosci zbiornika wywotang panujgcym nadci$nieniem.

Ll sl

L

ol o

Rys. 3.5

Rozwigzanie. W dnach, to znaczy w $cianach czgsci kulistych zbiornika panuje
dwukierunkowy jednorodny stan napr¢zenia. W dowolnych przekrojach poprzecznych
naprezenia wynosza:

o D
K4

natomiast w czgsci walcowej wystgpuja naprezenia obwodowe o©; i naprezenia
wzdluzne 6,:

oPD o _pD_1
21, 4t, 2

Na linii styku dna kulistego z czg¢$cia walcowg nie bedzie zginania wowczas, gdy
przyrost dlugosci srednicy dna ADg bedzie rowny przyrostowi $rednicy czesci walcowej
ADy. Srednice sa sobie réowne D = Dy = Dx, wigc odpowiednie przyrosty diugosci
srednic wyznaczamy ze Wzoréw:

pD’
4Er,

(O Oy gy
ADK:EK'D: "E_Vf D:?(I—V)D:

(1-v)

57



—(1=-v)=—(2-
L (1=v)=-(2-v),
gdyv=0,3
tw _2—-v_ 1,7
—=——="-=2428,.
tK l—V 0,7 ’ 8

Przy zachowaniu powyzszych proporcji, postugujac si¢ hipotezag Hubera, wyznaczono
naprezenia zredukowane w czg$ci walcowej i kulistej:

_\/ 2 2 _ _ _pDb
Oreak = 0'K+0'K—0'K'0'K—0'K—4t ,
K

O w=NO+0i—0,0,=V (20, +02—(20,)-0,=V30,,

—3o.=3PP_ V3 pD_ pD
U’edw“/302_‘/§4tw" ansar, By

Z powyzszego wynika, ze przy zachowaniu wyznaczonych proporcji grubosci $cianek
bardziej wytezone jest dno (cze$¢ kulista zbiornika), tak wigc dla materialu dna
zastosowano warunek wytrzymatosciowy:

g Ll_)_<k’

red.K:'4 —Ny
t
K

z ktérego wyznaczono grubos$¢ $cianki dna:

. 5 pD _2:41200
=4k~ 480

=9 mm,

czyli grubos¢ $cianki czesci walcowej zbiornika powinna wynosic:
t,=2,428-1,=2,428-9 =21,85 mm.

Ostatecznie przyjeto: & =9 mm 1 fw = 22 mm.
Dla tych grubosci naprezenia zredukowane wynosza:
— wdnach

O-I'L’tl'.K :kr = 80 MPa,

— w czesci walcowe;j

. 32D _ 5241200

red W 41, 427 =57 MPa <k.
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Dla dobranych grubosci Scianek wyznaczono wydtuzenia wzgledne: v
- w czescl walcowej, odpowiednio odksztatcenia obwodowe i wzdtuzne:

=5 9% 95 = PD (5 )=241200 _ 5 R.104
fTE TVE 2T, T g P S 2810,
=% 09 9 )=PD (1_9,)=241200 0 65-104
=7 V=g 12V 4EtW(l V)= 1 L 203) = 065107,
— w czgdei kulistej:
9% 9kx_Oki_N—_PD ___24-1200 ., o~ .1

Przy matych odksztalceniach wzglednych, wzgledna zmiana (przyrost) objetosci ciata
odksztatcalnego wynosi:

| 4
—V'=£1+£2+e3.

Jednostka 1x1x1 objetosci zbiornika doznaje przyrostow:
— w czgsci walcowej:

AV g
=& te&,te=gte,+e,=2¢,t¢,
Ve ’
— w obydwu cze$ciach kulistych:
AVy
=3¢,,
V, K

a wiec przyrost objetos¢ zbiornika:

D’ 4 (DY
AV=AV,+A VK=(2£1+£2)VW+36K-VK=(2£,+E,_)Tr4 L+(3£K)§Tr(—)=

3600+3-2,8-10“‘§nr-6003 = 3,3-10°mm’.

Zmiana objgtosci zbiornika na skutek jego odksztalcenia wynosi AV = 3,3-10°mm® =
=3,3-dm’ = 3,3 litra.

-1200°

=(2-2,8-107+0,65-107% n

Zadanie 3.2. Cienkoscienny zbiornik cisnieniowy o ksztalcie zewnetrznym
soczewkowym (rys. 3.6) wykonany jest z dwoch symetrycznych fragmentow powtloki
kulistej. W swojej poziomej plaszczyznie symetrii zbiornik wzmocniony jest
pierscieniem, ktorego przekrdj jest kwadratem o boku a. Dane: £ = 2-10° MPa, v = 0,3,
naprezenia dopuszczalne na $ciskanie 1 rozcigganie k. = k. = 80 MPa, cisnienie
wewnetrzne p = 0,2 MPa, promien warstwy srodkowej czaszy = 2,4 m, grubos¢ Scianki
t =5 mm, kat a = 45°. Wyznaczy¢ wartosci naprezen w Sciance zbiornika, dobraé
wymiar a kwadratowego przekroju poprzecznego pierscienia.
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Rys. 3.6

Rozwiagzanie.Napr¢zenia blonowe w $cianach zbiornika o powtokach kulistych
WYnosza:
_pr_0,2-2400

= = = < =
o Y 2.5 48 MPa < k, = 80 MPa.

o e o s e e o BB . e s o o o o e Y

. C\-
: I
FaS f ol
n i f ©
. p 3
2 /’E 'E Y
(_1 _________________________ q * , -1
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]
1]

-
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t/\" '
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t i
i 1
H
§
i
t
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Obcigzenie pierScienia wynikajace z oddziatywania powlok przedstawiono na rys. 3.7.
Przez 7n oznaczono sit¢ normalng przypadajaca na jednostke dtugosci powtoki, ktéra
w omawianym przypadku wynosi:

,_ . _pr_02:2400
n=ot ) >

Wykorzystujac zaleznosci geometryczne przedstawione na rys. 3.7, wyznaczono
jednostkowy nacisk promieniowy g dzialajacy na pierScief. Poniewaz o = 45°, wigc:

g=n2=240v2 =339 N/mm.
Obwodowa sita Sciskajgca pierScien:

N =g R=gr-sinx=339-2400-sin45° = 575302 N =575 kN.

= 240 N/mm.

Z warunku wytrzymatos$ciowego obowigzujacego dla Sciskania:
N

o =—<k_,
P g2

wyznaczono minimalny wymiar a przekroju poprzecznego:

—|N_ f575302 _
a"""'—\/-k—c 20 84,8 mm.

Ostatecznie przyjgto dlugosé boku kwadratowego przekroju poprzecznego a = 85 mm.
Nalezy zwréci€¢ uwage, ze piersciei wzmacniajacy jest $ciskany, choé w zwigzku ze
sposobem obcigzenia wydawaé by si¢ moglo, ze powinien by¢ rozciggany. Zbiornik
cienkoscienny obcigzony ci$nieniem wewn¢trznym, odksztaltcajagc si¢ dazy do
osiagnigcia ksztattu elipsoidalnego, tak wi¢c rozpatrywany zbiomik o ksztalcie
soczewkowym w plaszczyznie pierScienia zmniejsza swoja pozioma S$rednice, co
wywoluje $ciskanie pierscienia.

Zadanie 3.3. Cienkoscienny zbiomik cisnieniowy, skladajacy si¢ z dwoch roéznych
powlok stozkowych wzmocnionych w plaszczyZnie styku pierScieniem (rys. 3.8),
obcigzono nadci$nieniem wewnetrznym p = 0,5 MPa. Dane: E = 2:10° MPa; v = 0,3;
naprezenia dopuszczalne na $ciskanie 1 rozciagganie & = k. = 100 MPa; grubos¢ gome;j
powloki stozkowej 7, = 5 mm; promien podstawy obu powlok stozkowych R = 0,5 m; kat
migdzy tworzagcg stozka gérnego a pionowa osig symetrii zbiornika a, = 30° kat dla
stozka dolnego o4 = 60°. Okresli¢ jaka ma by¢ grubo$¢ $cianki powloki dolnej 23 = ?
zbiornika, aby maksymalne naprezenia zredukowane w srodkowych warstwach $cianek
obu powlok stozkowych byly jednakowe. Znalez¢ pole powierzchni przekroju
poprzecznego pierscienia wzmacniajacego.
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Rys. 3.8

Rozwigzanie. Wedlug hipotezy Hubera napr¢zenia zredukowane w $rodkowe;j
powierzchni powtloki stozkowej osiagaja warto§¢é maksymalng w miejscu, gdzie promien
r jest maksymalny ( = R) i w analizowanym przypadku dla powloki gérmej wynoszg:

3 0,5-50
o—idmax—_—ﬁizﬁﬂ =50 MPa < k. = 100 MPa.
2 t,cosa, 2 5-cos30°

W powloce dolnej maksymalne napr¢zenia zredukowane majg mie¢ takg samg wartos¢
jak w powloce gornej, tak wiec otrzymano warunek:

d _ V3 PR ¢
red.max 2 td COS(Xd red.max

pozwalajgcy wyznaczy€ grubo$é Scianki powloki dolnej, ktéra wynosi:

,-¥3_ pR V3 05500
4 cosax, 2 50-cos60’

d = 8,65 mm.
O redmax

Ostatecznie przyjeto tg = 9 mm.
Nalezy zauwazyé, ze w tego typu zadaniach istnieje niezgodno$¢ promieniowych
odksztalcen kazdego ze stozkow 1 pierscienia. W rzeczywistych konstrukcjach
zniwelowanie réznic odksztalcen promieniowych wspolnych punktéw konstrukcji
prowadzi do wystgpienia przybrzegowych lokalnych spigtrzen naprezen wywotanych
lokalnym zginaniem. W omawianym zadaniu znalezione napre¢zenia o S§ mniejsze od
naprezen dopuszczalnych k 1 dotycza punktow w warstwie srodkowej Scian powloki.
W przekrojach, w ktoérych o, jest bliskie &, spigtrzenie naprgzen moze w zewngtrznych
warstwach powloki powodowaé przybrzegowe niewskazane uplastycznienie materiatu.
Powyzsza uwaga dotyczy wszystkich zadan tego rozdziatu.
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Na rys. 3.9 przedstawiono pierscien wzmacniajacy i sily jednostkowe #, i #, |,
jakimi oddziatuja powtoki stozkowe na ten pier§cien.

e -

P P U S

Rys. 3.9

Napr¢zenia wzdluzne o> sa to naprgzenia skierowane wzdhuz tworzacych stozkow,
wystepujg one w przekrojach prostopadtych do tworzacych. W omawianych powlokach
napre¢zenia o, (gdy p = const) osiggaja swoje maksymalne wartosci w ich podstawach,
czylidlar=R:

%:2_& P — S
t,COS X, 2t,c0800,
Wykorzystujac zaleznosci przedstawione na rys. 3.9, wyznaczony zostanie jednostkowy
nacisk promieniowy g dzialajacy na pierScien:
q=q,+q = Sin o, +1, Sine, =0y 14Sin o+ 0yt sSin e,
q= -i— PRtan o +-;—tan(xg=£2£(tan o+ tanag)

~0,5-500
q._—

5 (tan60°+tan 30°) =289 N/mm.

Obwodowa sila $ciskajaca pierscien:
N=qR=289-500 = 144500 N = 144,5 kN.
Z warunku wytrzymalosciowego obowigzujacego przy sciskaniu:
N
o p=g <k,
wyznaczono pole powierzchni przekroju poprzecznego pierscienia:

_k - 100 - mi-.

¢
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Zadanie 3.4. Cienkoscienny zbiornik
ci$nieniowy, w ktérym panuje nadcis$nienie
p sklada si¢ z czgsci kulistej oraz stozkowe;j
(rys. 3.10). Dla stozka dane s3: promien
podstawy R, grubo$¢ $cianki ¢ oraz kat
a = 30° migdzy tworzaca stozka a osig
symetrii zbiornika. Wyznaczy¢é wymiary:
to — grubos$¢ $cianki, ro — promien kuli oraz
kat ap dla czgéci kulistej zbiornika
(rys. 3.10) tak, aby w $ciankach zbiornika
wystepowal jedynie stan blonowy. Dla tak
dobranych wymiar6w zbiornika wyznaczy¢
maksymalne napr¢zenia zredukowane.

Rys. 3.10

Rozwigzanie. Aby we wszystkich punktach rozpatrywanego zbiornika
cienko$ciennego wystgpowal blonowy stan naprezenia trzeba, zeby w linii styku obu
czg¢éci zbiommika nie wystgpowato lokalne zginanie, wi¢gc musza by¢ spelnione
réwnoczesnie dwa nastgpujace warunki:
. w miejscu laczenia si¢ obu czgséci zbiomika powierzchnia musi by¢ ciagla, nie
moga wystepowac zatamania Srodkowych warstw $cianek;
. obwodowe wydtuzenia jednostkowe cze$ci gornej (stozkowej) € 1 dolnej
(kulistej) & w linii styku powinny by¢ jednakowe.
Aby moégt byé spelniony pierwszy z wyzej wymienionych warunkéw, gdy kat stozka
a = 30°, woéwczas dla powloki kulistej kat ap musi byé réwny 120° (rys. 3.10).
Dla kata o, promien kuli 7o, ktéry jest jednoczesnie promieniem krzywizny srodkowej
warstwy powtloki kulistej 1 powtoki stozkowej przy jego podstawie #imx = ro.

R _2V3 R
COSX 3

rO:rlmax:

Wykorzystujac drugi z warunkéw wyznaczy¢ mozna grubos¢ scianki powtoki kulistej 7.
Wydhuzenia wzglgdne obu powierzchni w linii styku kolejno wynosza:
* dla powierzchni stozkowe;j:

0, o, 0, o, 0 DT {max DPry
=———y—=——y—=——(2—y|=—(2—V)= 2—
S§TE TVETE V2E 2E VTR BVEag 27V
» dla powierzchni kuliste;j:
O-O O-O UO prO
S N 1—
Q=F VR E( ) 2E0( )
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Spelniajac konieczny warunek rownosci odksztalcen g, = g, otrzymujemy zalezno$é:

Pro o
2527

— DPry
2Et,

(1-v),

z ktdrej wyznaczymy szukang grubo$¢ $cianki czesci kulistej:

1—v
2—v’

Napr¢zenia zredukowane w warstwie §rodkowej powtoki kulistej (rys. 3.2) okre$lone sg
wzorem:

o . =Pro_33 2-v pR
edk Tt 3 1-v ot ]

natomiast w warstwie Srodkowej powloki stozkowej maksymalne naprezenia
zredukowane (rys. 3.4) dotycza podstawy stozka:

- 2 2 — 2 2 —
O-red.S"'\/o-lmax-i_0’.2max_O—lmax'o-Zmax""\/(2 O-Zma.x) +0'2max—20-2max.o-2max_ 3O.Zmax’

PR _ PR _pR
2tcosa 2tcos30° ¢t

o-red.S= 3 O-Zmax:\/_j
Z poréwnania wartosci napr¢zen w czgsci kulistej i stozkowej wynika, ze maksymalne
naprezenia zredukowane w rozpatrywanym zbiorniku wystepuja w czesdci kulistej i gdy
v = 0,3 wynosza:

V3 2—-v pR PR
= =— —~14—.
Ured.max O redk 3 1-v ¢ =1, t
Zadanie 3.5. Cienkoécienny zbiomnik . N ¥ X B
stozkowy  (rys. 3.11)  wzmocniony \ 1R

pierécieniem zawieszony jest na pionowych
pretach 1 wypeliony w calo$ci ciecza
o cigzarze wlasciwym y. Dane s3: H — --&ak:=-=:

wysokos$¢ zbiornika, o — kat zawarty miedzy
tworzacg stozka a jego pionowa osig
symetrii, ¢ — grubos¢ $cianki zbiornika,
4, — pole pracujacego  przekroju
poprzecznego pierscienia wzmacniajgcego,
Ao — pole przekroju preta, n — liczba pretow.
Znalez¢ napr¢zenia w  pretach O pre, L
wytezenie powloki stozkowej 1 naprezenia w v
plerscieniu wzmacniajgcym Gc pierscien-

24
——————V/
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Rozwigzanie. Oznaczmy przez R promien podstawy powloki stozkowej, a
nastepnie wyrazmy ja przez wielkosci dane w zadaniu:

R=H tan«x.

Wszystkie prety podtrzymujgce zbiornik obcigzone s3 sitami rozciagajacymi
pochodzacymi od ciezaru zbiornika i cigzaru cieczy. Pomijajac cigzar zbiornika, cigzar
cieczy mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

G=%nR2H-y=%nH3ytan2a

Napre¢zenia rozciagajace jeden pret wynosza:
-G _mH } y tan”

g =
e nd, 3nA,
Do wyznaczenia rozkladu naprezen w powloce stozkowej wykorzystano zaleznosc:
9,92 _Pr
r, r, t

gdzie:
* 7 ir; to promienie krzywizn rozpatrywanej powtoki, ktére po wykorzystaniu
zaleznodci geometrycznych widocznych na rys. 3.11 wyrazi¢ mozna
nastepujaco:

R

—x
U - H _xtanx r,=
""cosx cosax cosx ’

e t— grubos$é Scianki,
*  p,— ci$nienie hydrostatyczne zalezne od x i wyrazone wzorem:
p.=y(H—x).
Wykorzystujac powyzsze, wyznaczyé mozna réwnanie opisujgce zmiang naprezefi
gtownych obwodowych o, w funkcji potozenia x:
_p.ry_y(H—x)xtanx
ot 1COSX '

1

Jest to rOwnanie paraboli, zgodnie z ktérym napr¢zenia obwodowe oy dlax=01x=H
przyjmujg warto$¢ zero, a ich wartos¢ maksymalna dla x = H/2 wynosi:

_XHztan(x

max T Afcosox

Dla odcietego fragmentu zbiornika (rys. 3.12) zapisa¢ mozna réwnanie rownowagli —
sume rzutow na os$ pionowa x wszystkich sit pochodzacych od: napr¢zenia 6, na polu
przekroju $cianek zbiornika, cisnienia hydrostatycznego na odcigtym przekroju
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zbiornika i ci¢zaru cieczy w odcietej czgsci zbiornika, dziatajacych na odcicty fragment

zbiornika:

0,=

Y F,=

Z powyzszego réwnania mamy:

xy

)cosax-(2mr)—p mr —

Xy

nrzxy=0.

+
2tcosx 61cosx

_(H- x)ry+

6tcosax

Rys. 3.12

_(3H—2x)xytan«x
6 tcosx )

Wartosci naprezen obwodowych o, wzdtuznych o, i zredukowanych c..4 wyznaczonych

zgodnie z hipoteza Hubera ze wzoru:

dla r6znych wartosci x zestawiono w tablicy 3.2, w ktdrej

_ 2, 2
O'red.—‘/o'l toy;~0,0,

sztano:

Imax™" 44 cosax

Tablica 3.2

X (o]] G2 Ored

0 0 0 0
%H %0- -IS_ZO- L: O6101n1ax
1/2 H O =0 |max %O- 7—7 O 8801n1ax
Ya H %O‘ %cr % =0,75 0,

2 ,
H 0 50- ?U~0’67O-Imax

67



Aby wyznaczy¢ napr¢zenia wyst¢pujace w pierscieniu wzmacniajgcym, nalezy najpierw
wyznaczy¢ jednostkowy nacisk promieniowy g dzialajacy na pierscien. W tym celu
nalezy wykorzysta¢ zaleznos$ci przedstawione na rys. 3.13, z ktérych wynika, ze:

q=(02 x=H-t)-sin(x

Sila $ciskajaca pier§cienh wzmacniajacy wynosi:

2
P i . p—H_ytanx et L py3e 3
N—qR—(O'ZL:H t) sin-R= 67005 o tH tan o s1n0(—6yH tan” «.

(02)xiit

Rys. 3.13

Naprezenia Sciskajgce wystepujgce w pierscieniu wzmacniajgcym wynosza:

o =1_\’_=)/H3tan3o(=yR3
c.pierscien A 6 Ap 6 Ap *

P

3.3. Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 3.6. W cienkosciennym zbiomiku panuje nadci$nienie p = 1,6 MPa (16 at).
Zbiornik ten wykonany jest ze stali, dla ktorej E = 2-10° MPa, v = 0,3. Dlugosé
rozpatrywanej czesci walcowej wynosi L = 2 m, srednica D = 2 m 1 grubos¢ scianki
t = 20 mm. Wyznaczy¢ naprezenia zredukowane, okresli¢ przyrosty $rednicy AD
1 dtugosci AL czgsci walcowej zbiornika oraz zmiane jego objgtosci AV.
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ODPOWIEDZ:
Cred = 69 MPa, AD=0,68 mm, AL = 0,32 mm,
AV =9,55-10° mm?® = 9,55 dm* = 9,55 litra.

Zadanie 3.7. W cienkosciennym zbiorniku kulistym o srednicy D i grubosci $cianki ¢
panuje nadci$nienie p. Zbiornik wykonany jest ze stali, dla ktérej E = 2-10° MPa,
v = 0,3. Wyznaczy¢ napr¢zenia zredukowane, okresli¢ przyrosty srednicy AD i objetosci
AV zbiornika.

ODPOWIEDZ:
2 4
_pD _pD(1—v) _m(1-v) pD
Cwa=" e ADETE— AVET e

Zadanie 3.8. Cienkoscienny stalowy
zbiornik  ci$nieniowy, skladajacy sie
z dwoch takich samych powtok stozkowych
wzmocnionych w  plaszczyznie styku
pierScieniem (rys. 3.14), obcigzono
nadci$nieniem wewng¢trznym p = 0,5 MPa.
Dane: wlasnos$ci materialowe dla powlok _,_---—-——"-- ~-~—-—----__~:
stozkowych i pierScienia E = 2:10° MPa; --§& -~ ===t e, il
v = 0,3; napr¢zenia dopuszczalne na .
sciskanie i rozcigganie k, = k. = 160 MPa;
grubos¢ powlok 7 = 5 mm; promien
podstawy R = 1 m; kat miedzy tworzaca
stozkOw a pionowg osig symetrii a = 45°.
Wyznaczy¢ maksymalne naprezenia
zredukowane w  warstwie  $rodkowe;j
scianek powlok. Znalez¢ pole powierzchni
pracujagcego  przekroju  poprzecznego
piercienia wzmacniajacego 4, = ? przy
zalozeniu, ze Sciskanemu pier§cieniowi nie
grozi utrata statecznosci.

J.
n
i
|

\o

Rys. 3.14

ODPOWIEDZ:
Orea = 123 MPa; 4,> 3125 mm’.

Zadanie 3.9. Cienko$cienny zbiornik walcowy o $rednicy D = 1 m i dlugosci L =3 m
zamknigty jest z jednej strony dnem kulistym, a z drugiej powlokg stozkowa o kacie
pomigdzy tworzacg a osig symetrii a = 45° (rys. 3.15). Zbiornik obcigzony jest
nadci$nieniem wewngtrznym p = 2 MPa. Zbiornik wykonany jest z blachy o
nastepujacych wiasnosciach materiatowych: £ = 2-10° MPa; v = 0,3; dopuszczalne
napr¢zenia na rozciaganie k, = 120 MPa.
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:‘—iﬁ

il

¢

s e NG

Rys. 3.15

Wyznaczy¢ stosunek grubosci $cianki czgsci walcowej zbiornika do grubosci $cianki
czesci kulistej #w/tk oraz grubosci Scianki czgsci walcowej do czgscei stozkowe) tw/ik tak,
aby na liniach styku tych cze$ci nie wystgpowalo zginanie. Nastgpnie, wykorzystujac
warunek wytrzymatosciowy, wyznaczy¢é minimalne grubosci $cianek.

ODPOWIEDZ:
p _ t
—W=2_v:(2,43)v=03; '_W":COS O(Z'Q=O,7O7 N
ty 1—v ’ tg 2

_pD_2-1000 o o
(tK),,,,-,,—4kr— 2120 =17 mm; fy=10,12 mm; £=14,3 mm.
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4. WYBOCZENIE PRETOW SCISKANYCH
OSIOWO

4.1. Wprowadzenie

Pret prosty poddany osiowemu $ciskaniu sitg F pozostaje prostym, dopdki warto$é
sily §ciskajacej jest mniejsza od pewnej jej warto$ci nazywanej silg krytyczng Fy.. Przy
sile F = Fy, mozliwa jest rdwnowaga zaréwno dla prostoliniowego, jak rowniez dla
wyboczonego (wygietego) preta. Warto$¢ sity krytycznej zalezy od maksymalnej
smuklosci preta, ktora jest wielkosciag bezwymiarowa okreslong wzorem:

l
S ma,:i—w 4.1)
gdzie: I, — dlugos¢ wyboczeniowa preta. Dla preta prostego o dlugosei 1, podpartego

przegubowo na obu koncach, dlugos¢ wyboczeniowa /, =/,
imin — Minimalne rami¢ (promien) bezwladnosci przekroju poprzecznego preta:

I

| =y 4.2
= (4.2)
Inin — najmniejszy gléwny centralny moment bezwladnosci przekroju poprzecz-
nego preta,
A — pole powierzchni przekroju poprzecznego preta (A = const na calej dlugosci
preta).

W zagadnieniach stateczno$ci (wyboczenia) sily i naprezenia $ciskajgce przyjmuje
si¢ jako dodatnie.

Wyboczenie sprezyste
Prety smukle tracg stateczno$¢ (ulegaja wyboczeniu) w zakresie sprezystym, jezeli
dzialajace w nich krytyczne naprezenia S$ciskajace sg nie wigksze od granicy
proporcjonalnosci materiatu na sciskanie, czyli gdy ok < Gprop.
Dla wyboczenia sprezystego, napr¢zenia krytyczne przy osiowym $ciskaniu wedtug
Eulera okreslone sg wzorem:

0= . (4.3)
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Z warunku o5 < O Wynika, ze sprezyste wyboczenie zachodzi, gdy maksymalna
smuktos¢ preta jest wicksza od smuktosci granicznej S, czyli gdy:

E

g
prop.

S = S =T 4.4)
Modut sprezystosci (Younga) w normalnych zewn¢trznych warunkach termicznych
praktycznie dla wszystkich stali przyjmuje si¢ w przyblizeniu E = 2-10° MPa. Natomiast
granica proporcjonalnosci zalezy od gatunku stali, a zatem smuklo$¢ graniczna prgta
zalezy od gatunku stali. Dla stali S235JR (dawniej St3S) smuklo$¢ graniczna wynosi
Se= 100
or .
Sila krytyczna, przy ktorej nastgpuje wyboczenie sprezyste preta Sciskanego
Wynosi:

2 2
T E T EImin
Fi=o0;-A= l A= 7
d A (4.5)
A

Wzory (4.3) i (4.5) s3 wzorami Eulera dla napr¢zenia krytycznego i sity krytycznej
preta Sciskanego osiowo.

Dlugos¢ wyboczeniowa I, preta o diugoscei / zalezy od warunkéw zamocowania
jego koncow. Na rys. 4.1 pokazano dlugoSci wyboczeniowe prgtéw dla czterech
charakterystycznych przypadkow zamocowania ich koncow.

Rys. 4.1
Z rys. 4.1 wida¢, ze dlugosci wyboczeniowe pretdw sa rowne dlugosci jednej

potfali sinusoidy wyboczonego preta. Gdyby prety pokazane na rys. 4.1 mialy takie
same wartosci: modutu Younga E, minimalnych promieni bezwladnosci 7w 1 takie same
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dlugosci /, to przy najmniejszej sile krytycznej wyboczylby sie¢ pret utwierdzony na
jednym koficu i swobodny na drugim (rys. 4.1a — pret o najwiekszej dlugosci
wyboczeniowej I, = 2]). Najwigksza sila krytyczna bylaby dla preta utwierdzonego na
obu konicach (utwierdzenie korica obcigzonego musi by¢ przesuwne, np. w tulei) — pret o
najmniejszej dtugosci wyboczeniowej Iy, = 4 [ (rys. 4.1d).

Prety moga mieé rézne dlugosci wyboczeniowe, a zatem i rézne smukiosci w dwu
wzajemnie prostopadlych plaszczyznach. Na rys. 4.2 pokazana jest konstrukcja
skladajaca si¢ z trzech jednakowych pr¢tow utwierdzonych na dole, a u gory
polaczonych sztywno poprzez poziomg nieodksztalcalng trawerse (poprzeczke).
Trawersa obcigzona jest symetrycznie pionows sila F.

Rys. 4.2

Jezeli trawersa (rys. 4.2) moze przemieszcza¢ si¢ w plaszczyZnie xz oraz w
plaszczyznie yz, to dlugo$¢ wyboczeniowa pretdéw w plaszczyznie xz wynosi [, = [,
natomiast w ptaszczyznie prostopadlej (ptaszczyzna yz) I, = 21

Wyboczenie niesprezyste (sprezysto-plastyczne)

Wzor Eulera (4.3) na naprezenia krytyczne wyboczenia sprezystego jest wazny, gdy
spelniona jest nier6wno$¢ (4.4) czyli gdy 6% < Opopr W pretach o smuklosci Spax
mniejszych od smuktosci granicznej S, wyboczenie preta wystepuje przy naprezeniach
krytycznych zawartych w przedziale opop < Ok < o1, gdzie o, jest granicg plastyczno$ci
na sciskanie.

Na rys. 4.3 przedstawiono wykresy naprg¢zen krytycznych w funkcji maksymalnych
smuklosci pretdw ulegajacych wyboczeniu w zakresie sprezystym (6 < Gprop) Oraz w
zakresie niesprezystym (sprezysto-plastycznym) gdy Gprop < Ok <Gy

Naprezenia krytyczne wyboczenia sprezystego, dla smuktosci Syu>S,, oblicza sig
ze wzoru Eulera (4.3). Wz6r Eulera jako funkcja oy,(Sma) jest hiperbola.

W przedziale 0<S;<Sy, W KtOrym Gpop < Ok <0 przyblizone wartosci naprezen
krytycznych oblicza si¢ ze wzorow:
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ag I_U

0,=0 p,——%ﬂ’& Sna - prosta Tetmajera-Jasinskiego, (4.6)
&r
o, S, ..
o= o-p,——zﬂ-( S’,"“") - parabola Johnsona-Ostenfelda, 4.7)

gdzie S, jest smukloscia, przy ktorej hiperbola Eulera i parabola Johnsona-Ostenfelda
maja wspOlng styczng, a warto$ci naprezen krytycznych sg sobie réwne. Smukltos$é So

Wwyznaczmy ze Wzoru:
_ ’2E
S,=T —o_pI . 4.8)

prosta
Tetmajera-Jasifiskiego

\
\
\
‘\ parabola
Opi Qmesasszzcress., { Johnsona-Ostenfelda

hiperbola Eulera

,cm
OUJ
1l
a
Qlno
m
wn
3

Rys. 4.3

Badania dos$wiadczalne wykazaly, ze w obliczeniach inzynierskich moga by¢
stosowane oba wzory (4.6) i (4.7). Dla stopéw aluminium (durale) oraz miedzi
(mosigdz) wyniki obliczeri uzyskane ze wzoru Johnsona-Ostenfelda (4.7) sa blizsze
badaniom do$wiadczalnym.

Dopuszczalng sile $ciskajaca pret (shup) okresla si¢ ze wzoru:

F
Fap="" (4.9)

w

gdzie n, jest wspolczynnikiem bezpieczenstwa na wyboczenie. Wspotczynniki
bezpieczenstwa na wyboczenie dla pretéow stalowych przyjmuje si¢ najczgscie; w
granicach n, = 1,5+2,5, a w shupach zelbetowych nawet jeszcze wigksze.
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4.2. Przyklady obliczen statecznosci pretow Sciskanych

Zadanie 4.1. Pr¢t o dlugosci / = 1,2 m wykonany ze Y.
stali, dla ktérej opep = 200 MPa, oy = 240 MPa,
E = 2,06:10° MPa ma przekrdj poprzeczny o ksztalcie
réwnoramiennego trojkata o podstawie b = 2a 1
wysokosci h = 3a, gdzie a = 2 cm (rys. 4.4). Wykonano
trzy takie prety i zamocowano je w sposob pokazany na 3 “—>Z°
rys. 4.5. \ /7 Ty
Obliczyé¢ dopuszczalne wartosci sity Fy,, dla tych trzech
przypadkéw warunkow brzegowych. Wspdlczynnik
bezpieczenstwa na wyboczenie n, zalezy od smukiosci Rys. 4.4
preta, jego warto$¢ rosnie wraz ze wzrostem smuklosci
preta.
W rozpatrywanym zadaniu nalezy przyjaé:

ny = 2 dla wyboczenia niesprezystego, gdy Smax < Sgr;

nw=2,5 dla S < Smax < 1,58 (prét o sredniej smuklosci);

ny = 3,5 dla Spax> 1,58, (pret bardzo smukly);

3a

_2a _

Rys. 4.5

Rozwigzanie.Pole powierzchni przekroju kazdego z prgtow:

a=bh_2a3a_s 2 3.007 —1200 mm

Gloéwne centralne osie bezwladnosci rozpatrywanego przekroju poprzecznego preta
pokazano na rys. 4.4. Wartosci momentéw bezwladnosci przekroju poprzecznego

wynoszg:
_; bk’ _2a(3a)
max— L ze T 36 - 36

] 3 3
: (ll)éz) =236112a =0,54"=0,5-(20)" =0,810"mm".

I =1,54"'=1,5-(20)* =2,410°mm*,

Ly=1,=2

min
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Minimalne rami¢ (promien) bezwltadnosci:

I . .103
%sz mm=J8°1°3 = 8,16 mm.
4 V1210

_ E __ [2,0610°
sy_nJomm_nJ 200 ~100.

Przypadek 1 — pret przedstawiony na rys. 4.5a.
Dlugo$¢ wyboczeniowa preta:

Smuklo$¢ graniczna preta:

l,=2-1 =2400 mm.
Smuklo$é maksymalna:

Rozpatrywany pret ma smuktos¢ maksymalng wigksza od smuklosci granicznej, czyli
ulegnie wyboczeniu sprezystemu przy naprezeniu krytycznym mniejszym od granicy
proporcjonalno$ci materiatu. Site krytyczng w tym przypadku oblicza si¢ ze wzoru
Eulera:

2
wEl . 1%-2.06-10°-0.8-10°
F(’;): : min_ T0_-2,06-10 20,8 10 = 28238N =~ 28.2 kN.
2 2400

Pret jest bardzo smukly, dlatego wspotczynnik bezpieczefistwa na wyboczenie przyj¢to
nw =3,5. Dla preta z rys. 4.5a dopuszczalna sita §ciskajaca wynosi:

w _Fi _282
dop p 3,5

w

= 8,06 kN.
Przypadek 2 — pret przedstawiony na rys. 4.5b.
Dlugos¢ wyboczeniowa preta:

l,=1 =1200 mm.

Smuklos¢ maksymalna:

Pret pokazany na rys. 4.5b roéwniez ulegnie wyboczeniu spr¢zystemu. Sila krytyczna
obliczona ze wzoru Eulera wynosi:

Ffb): 7T2 Elmin — Tr2'2,06' 1050,8 -1 05
o 1200

"

=112952N = 112,95 kN.
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Wspotczynnik bezpieczenstwa na wyboczenie dla smuklosci Smx zawarte] w przedziale
Sg = 100 < Spax = 147 < 1,5:Smax = 150 przyjeto ny, = 2,5. Sita dopuszczalna dla preta
pokazanego na rys. 4.5b wynosi:

s - Fi 112,95
@ n, 2,5

w

=45,2 kN.

Przypadek 3 — pret przedstawiony na rys. 4.5c.
Dhugos$¢ wyboczeniowa preta:

lw=%l = 600 mm.
Smukto$¢ maksymalna:

Smm=r=m=73,5 <§,=100.

min

jest mniejsza od smuklos$ci granicznej, co oznacza, ze wyboczenie preta bedzie
niesprgzyste (sprezysto-plastyczne). Naprezenie krytyczne dla pre¢ta utwierdzonego na
obu koncach (rys. 4.5c) zostanie obliczone ze wzoru Tetmajera-Jasinskiego:

. 0= o 240—200
ag,)=ap,——f”TL-"—-Smm=24o——ﬁ()—-73,5 =211 MPa.

gr

Napregzenia te sg wigksze od granicy proporcjonalnosci o, = 200 MPa. Przyjmuje sie,
ze napr¢zenia w stanie krytycznym sg réwnomieme na calym polu powierzchni
przekroju poprzecznego preta. W tym przypadku sita krytyczna wynosi:

F=0"-4=211-1200 =253200N = 253,2 kN.

Przy wspolczynniku bezpieczenistwa na wyboczenie niesprezyste n, = 2 sila
dopuszczalna nie moze przekroczyé wartosci:

po _Fe_2532

dor= > 126,6 kN.
Podsumowanie — krytyczne wartosci naprezen:

(a)
(")2&2—28238 =24 MPa,
4 1200

Fly _ 112952
olll="t = =94 MPa,

o 4 1200

o) =211 MPa

zaznaczono na wykresie Gy, = Ok(Smax) (Tys. 4.6)
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Gkr
[MPa] A
O 69=211 MPa

Gptop R P

ob'=94 MPa

1
1
]
t
1

B w v ww -

O

74 S,=100 147 294 S

Rys. 4.6

Zadanie 4.2. Prosty pre¢t stalowy o dlugosei / = 0,6 m i przekroju poprzecznym
pokazanym na rys. 4.7 $ciskany jest sila F. Dolny koniec prgta jest utwierdzony,
natomiast gorny, obcigzony silg F, zakonczony jest przegubem przesuwnym walcowym
— nie pozwalajagcym na przesunigcie tego konca w plaszczyznie xz. 1 nie ograniczajacym
jego przesuwu w plaszczyznie xy. (rys. 4.7). Dane liczbowe dla materialu preta:
E = 2-10° MPa, Gpop = 200 MPa, oy = 240 MPa. Wymiary przekroju poprzecznego
podano na rys. 4.7. Nalezy przyja¢ nastepujace wspotczynniki bezpieczenstwa na
wyboczenie: n, = 2 dla wyboczenia niespre¢zystego i nw = 2,5 dla wyboczenia
sprezystego. Obliczy¢ dopuszczalng sil¢ $ciskajaca Fuop, ktérag mozna obcigzy¢ pret.

Rys. 4.7
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Rozwigzanie.Smuklos¢ graniczna rozpatrywanego preta:

_ /E _ /2-105N
S,=T1 Upmp.-rr 200 99.

Pole powierzchni przekroju poprzecznego:

A =20-40—%20-30=800—300 = 500 mm?,

Wspbélrzedne srodka ciezkosci rozpatrywanego przekroju:

_40-20-20—0,5-20-30-10
Ye= 500

=26 mm

z,=0,

Glowne centralne momenty bezwladnosci przekroju poprzecznego preta wynosza:

_40-20° _, 30-10°

L= 12 12

=21667 mm®,

20-30° | 1 2
—20-30-1 =4 4
3 + 5 20-30-16 ] 3667 mm

_20-40°

I
zc 12

+20-4O-62—[

Promienie (ramiona) bezwtadnosci:
— dla wyboczenia w plaszczyznie xz.:

; =,{£m=,/_2_1_6§l =6,58 mm,
»=\ 7\ 500

— dla wyboczenia w plaszczyznie xy.:

I = —I—zf-: L667 =9,35mm.
x VA V' 560

Dlugosci wyboczeniowe preta
— przy wyboczeniu w plaszczyznie xz.:

19=0,71 =420 mm,
— dla wyboczenia w plaszczyznie xy.:

19=21=2.600 = 1200 mm.

Obliczenie maksymalnej smuktosci:

21 400
(a) i
i 4
S i. 658 64,
1" 1200
(b) i
=——=-—=128.
i 9,35 8

79



Maksymalna smukto$é preta wynosi:
S e=8"=128>5,=99.

max

tzn., ze pret wyboczy si¢ w plaszczyznie xy. 1 wyboczenie bedzie w zakresie spr¢zystym.
Site krytyczng trzeba obliczy¢ ze wzoru Eulera:

_mEl, _7%2.10%43667

F = 59858 N.
S 1200°
Dopuszczalna sila Sciskajgca pret przy wspdtczynniku bezpieczenstwa ny, = 2,5 wynosi:
F
F 4= n—"’=%8§8 =29929N = 29,93 kN.

Zadanie 4.3. Ze znormalizowanego stalowego dwuteownika PN I 120 wykonano dwa
shupy, kazdy o dtugosci / = 1,4 m. Dolne konce stupéw utwierdzono, natomiast warunki
brzegowe (podparcia) obcigzonych koncéw goérnych sg rézne (rys. 4.8). Shup pokazany
na rys. 4.8a ma géry koniec swobodny i $ciskany jest sitg F, = 20 kN, a shup z rys. 4.8b
jest na goémym koncu utwierdzony przesuwnie (utwierdzenie z mozliwoscig
przemieszczen wzdtuz osi preta) 1 Sciskany sitg Fy = 150 kN. Stal, z ktérej wykonano
stupy ma nastepujace wlasnoéci materiatlowe: E = 2,04-10° MPa, Gprop = Ru = 200 MPa,
op = R. = 240 MPa. Okresli¢ wspolczynniki bezpieczenstwa na wyboczenie dla kazdego
z analizowanych stup6w.

A-A a)
Y.
i
& L o
- Q
<3
| -
58 X
e e

Rys. 4.8

Rozwigzanie. Wedlug Polskich Norm dane dotyczgce charakterystyk przekroju

poprzecznego dwuteownika PN I 120, odczytane z tablic, wynosza:

—  pole powierzchni przekroju poprzecznego: A = 14,2 cm? = 1420 mm?;

—  momenty bezwladnosci wzgledem glownych centralnych osi bezwladnosci (osi
symetrii dwuteownika): I,. = 328 cm?, I, = L,c = 21,5 cm* = 215000 mm*;

—  ramiona bezwladnos$ci: i,c = 4,81 cm, imn =1y = 1,23 cm = 12,3 mm;
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—  Smuklo$¢ graniczna pretéw wynosi:
f E fz 04-10°
S =1 —=—=m = ———~100.
& O prop. 200
Obliczenia dla preta z rvs. 4

Dlugo$é wyboczeniowa stupa: [, = 2/
Smukto$¢ maksymalna:

I, 21 _2-1400
i i 123

min

(a) _
S o=

=227,6>§,=100.

min

Smuktos¢ maksymalna stupa jest wigksza od smuklodci granicznej, a zatem nastgpi
sprezyste wyboczenie shlupa. W takim przypadku sile¢ krytyczng wyznaczamy,
korzystajac ze wzoru Eulera:

mE 1, _n’2,0410%2,1510°
2 (2-1400)

Fio= =55214 N.

Stup $ciskany jest sitg F, = 20 kN, czyli wspdlczynnik bezpieczenstwa na wyboczenie
WYnosi:
Fi 55214

"W'F_a‘zoooo 276

Obliczenia dla preta z rys. 4.8b.
Dlugos¢ wyboczeniowa stupa:
1, 1
==/=—14 = .
l, y1=5 00 =700 mm

Maksymalna smukto$¢ preta:

/
=i__—_56 9<S§,=100.
Poniewaz smuklo§¢ maksymalna slupa preta jest mniejsza od smuktosci granicznej
Smax < Sg, wigc slup ulegnie wyboczeniu niespr¢zystemu. Naprezenia krytyczne
wyboczenia niesprezystego mozna obliczy¢ ze wzoru Tetmajera-Jasinskiego
o,—0

a‘,f?:cr,,,——%g——ﬂ”&-S,,m:240—3‘1(11602ﬂ-56,9 =217 MPa.

ar
Odpowiadajaca tym napr¢zeniom sifa krytyczna wynosi:
Fl'=0%-4=217-1420 =308140N = 308 kN.
Pret Sciskany jest sita £, = 150 kN, wigc wspolczynnik bezpieczenstwa w tym
przypadku wynosi:

(b)

£ 308

n, == =205%2,

b

81



Zadanie 4.4. Stalowy pret o dtugosci / = 0,4 m Fur=0,6 MN F,
utwierdzony na dolnym koncu $ciskany jest silg
osiowg F = 160 kN. Przekroj poprzeczny preta ma
ksztalt prostokata o bokach 2hxh (rys. 4.9).
Wilasnosci materialu preta: £ = 2,05-10° MPa,
Oprp = 200 MPa, o, = 240 MPa. Wspotczynnik
bezpieczenstwa na wyboczenie ny,, = 2,5. Obliczyé
wymiar h przekroju poprzecznego preta.

1400

-

l

Rys. 4.9

Rozwiagzanie.Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta:

A=2h-h=2-K.
Minimalny moment bezwiadnosci:
_2nk _n
ln="12 6"
Minimalne rami¢ bezwtadnosci:
h4
i _Imin_ z-_\/ll_z__ h _\/-?_’h
N4 Y2 V1272437 6
Maksymalna smuktos¢ preta:
/ i
s =tw_ 2 :212\/324.\/5%'

imin %\/gh h

E 2.05-10°
S = = 2 =100,6.
o, "\ 200 ’

Poniewaz nie znany jest wymiar s przekroju poprzecznego preta, nie mozna ustali¢ czy
maksymalna smuklo$é jest wigksza czy mniejsza od smuklosci granicznej, czyli nie
mozna stwierdzi¢ czy wyboczenie bedzie sprezyste, czy sprezysto-plastyczne?

Wstepnie przyjeto, ze wyboczenie bedzie sprezyste i ze do obliczenia wymiaru 4 mozna
zastosowa¢ wzdr Eulera:

Smuklo$¢ graniczna:

_T(zEl

min
kr 12
Ww

Pret ma przenies¢ site F = 160 kN przy wspdlczynniku bezpieczenstwa na wyboczenie
ny = 2,5, wiec dla tego przypadku sita krytyczna wynosi:
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F,=F 4, n,=F-n,=160-2,5 =400kN.
Ze wzoru Eulera obliczono I:

_Fyl, _Fyp(21)_400-10*(2-400)’
" w'E n'E w22,05-10°

I = 126500 mm*,

Ze wzoru na minimalny moment bezwladno$ci przekroju preta obliczono wymiar A:

h=3y61 . =36-126500 =29,5 mm.

min

Teraz mozna obliczy¢ maksymalng smuklos¢ preta:

Sm=4\/§;ll-=4\/§%=93,9.
1 poréwnac ja ze smukloscig graniczng:
S ma=93,9<8,,=100,6.
Z nier6wnosci tej wynika, Zze wyboczenie pr¢ta jest niesprezyste, wiec obliczenie

wymiaru 4 ze wzoru Eulera jest niepoprawne. Do obliczenia wymiaru 4 zostanie teraz
zastosowany wzor Tetmajera-Jasinskiego:

F g,—0
s, s,
Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
400000 240-200 400
=240— .43
2h? 0 100,6 W3
czyli
200000 _,,. 11019
e =240 7

Rownanie to po pomnozeniu obustronnie przez h* i podzieleniu przez 240 przyjmuje
posta¢ nastgpujgcego rownania kwadratowego:

W —4,59h—833,3=0

Powyzsze réwnanie ma dwa rozwigzania — jedno dodatnie a drugie ujemne. Ujemne jest
fizycznie nieuzasadnione, a dodatni pierwiastek tego rownania wynosi:

h=31,2mm
Maksymalna smuktos¢ preta dla 7= 31,2 ma wartos$¢:

_ 43300 _ _
S =433 5 =88.8<5,=1006.

co potwierdza, ze wyboczenie preta jest niesprezyste, a obliczony wymiar # przekroju
poprzecznego preta jest poprawny.
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Obliczony wymiar h w praktyce zaokragla si¢ w gor¢ do pelnych milimetréow, wigc po
zaokragleniu otrzymano 4 = 32 mm.

Zwigkszanie wymiaru poprzecznego preta powoduje zwigkszenie wspdtczynnika
bezpieczenstwa na wyboczenie.

Omawiane zadanie mozna réwniez rozwigza¢ wykorzystujac wzor Johnsona-Ostenfelda:

F Ty S 2
W= T s,

0

gdzie S, jest smuklo$cia, przy ktdrej hiperbola Eulera i parabola Johnsona-Ostenfelda
majg wspolng styczna, a wartosci naprezen krytycznych sg sobie réwne. Smuklos¢ S, dla
danych materiatowych z zadania wynosi:

2-E 2-2.05-10°
S, = ,/—-z \/’—=12 ~130.
W=TT =~ T o 9,85~130

Po podstawieniu powyzszych obliczeni do wzoru Johnsona-Ostenfelda otrzymano:

2
400000 _ 49240, 43 400/
2h 2 130
czyli
20(1)1(;00= 40— 54}:15232 _

Rozwigzanie powyzszego rdwnania pozwala wyznaczy¢é wymiar 4 przekroju

poprzecznego preta:
_ f 254532 _ -
h= 40 =32,6 =33 mm.

Wyznaczony ze wzoru Johnsona-Ostenfelda wymiar przekroju poprzecznego pr¢ta ma
warto$¢ 4 = 33 mm i jest o 3% wigkszy od analogicznie wyznaczonej wartosci przy
wykorzystaniu wzoru Tetmajera-Jasinskiego. Z powyzszego wynika, ze w r0Z-
patrywanym przypadku wzor Johnsona-Ostenfelda daje bezpieczniejszy wynik.

Zadanie 4.5. Pret prosty stalowy o dlugosci / = 1 m podparty przegubowo na obu
koncach ma by¢ $ciskany silg Fyp, = 200 kN, przy wspdtczynniku bezpieczenstwa

ny = 2,2. Wlasnosci materialowe to: E = 2,06:10° MPa, 6, = 200 MPa, o, = 240 MPa.
Przekrdj poprzeczny preta ma ksztalt szesciokata foremnego o boku a. Okresli¢c wymiar
tego boku, a nastepnie obliczy¢ diugosci / pretow dla innych charakterystycznych
przypadkéw zamocowania (rys. 4.1) o takim samym wymiarze a przekroju
poprzecznego, przenoszacych takg samg sile Fyp, przy takim samym wspotczynniku
bezpieczenstwa.
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F,,,=200kN

Rys. 4.10

Rozwigzanie.Smuklo$é graniczna pretow:

E 2,06-10°
= — -2 = ~1]
Sg n,/om m/ 200 100,8~101

Pole powierzchni przekroju poprzecznego pretow (rys. 4.10)

2
a3
=6 2

=2,5984.

Rozpatrywany przekrdj ma az sze$¢ osi symetrii. Jezeli figura ptaska ma co najmnie;j
trzy osie symetrii, to momenty bezwladnosci wzgledem dowolnej osi przechodzacej
przez jej srodek ci¢zkosci sg sobie rowne. W rozpatrywanym przypadku obliczono
moment bezwladno$ci wzgledem osi z. (rys. 4.10):

a(a\B; a(a\/_?;;
[ o=f=aq_ 2 .2 _5V3 A
min =" ze 12 4 16

Rami¢ bezwladnosci:

i :\/lmi"z\/ 5\/504'2 =\/za
mr Y 4 V16-3V3a® V24

Smuklos¢ preta (taka sama w dowolnej ptaszczyznie przechodzacej przez o$ preta):

Spmdzmte o 2L
l"”n \/‘

Io=1
s =J2Llo191L,
s 5 a a
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Przy nieznanym wymiarze boku a nie mozna wyznaczy¢ warto$ci Sp. 1 nie mozna
ustali¢ czy wyboczenie preta pod dziataniem sily §ciskajacej:

F,=F 4,n,=200-2,2 =440 kN

bedzie sprezyste czy sprezysto-plastyczne.
Przyjeto, ze wyboczenie preta jest niesprezyste i napr¢zenie krytyczne obliczono ze
wzoru Tetmajera-Jasinskiego:

240-200 /

0, =240 — 5 5, =240-0,396:2,191 .

Z drugiej strony wiadomo, Ze:

- _F,. 440000
¥4 2,598-a%

Po przyréwnaniu prawych stron powyzszych wzoréw i po przeksztalceniach uzyskano
réwnanie kwadratowe wzgledem niewiadomej a:

a*=3,615-a—705,671=0.

Dodatni (interesujgcy nas) pierwiastek tego rOwnania wynosi a = 28,43 mm.
Dla tej warto$ci a smuktos$¢ preta:
_ 1000 _ _

S =2,191 _28,43 =77<S§,=101
jest mniejsza od smuktosci granicznej co oznacza, ze dobrze przewidziano wyboczenie
niesprezyste, wigc obliczenie wymiaru a jest poprawne. W projektowaniu inzynierskim
prawdopodobnie przyjeto by a = 30 mm.
Gdyby zastosowano wzér Johnsona-Ostenfelda, to otrzymano by a = 29,1 mm, czyli po
zaokragleniu bylby to taki sam wynik jak ze wzoru Tetmajera-Jasinskiego.
Dlugosci pretow dla innych charakterystycznych warunkéw zamocowania koncéw

(rys. 4.1):
—  pret utwierdzony na dolnym konicu:

l,=—=—=—— =500 mm = 0,5m;

—  pret utwierdzony na dolnym koncu 1 przegubowo podparty u gory:

1, 1 1000
0,7 0,7 07

l, = 1429 mm~ 1,43 m;

—  pret utwierdzony na obu koncach:

[,=2-1,=2-1=2-1000 =2000 mm =2 m.
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Zadanie 4.6. Dwa prety o takiej samej dlugosci / = 1,2 m zostang wykonane z tego
samego materiatu o wlasnosciach: E = 2,04-10° MPa, Gy = 200 MPa, 65 = R.= 240 MPa.
Kazdy z tych pretbw ma przenosi¢ sile Fuap = 6:10°N, przy wspoélczynniku
bezpieczenstwa na wyboczenie n,, = 2,5. Ksztalt przekroju poprzecznego tych pretéw
pokazano na rys. 4.11a. Obliczy¢ wymiar a przekroju poprzecznego:

a) dla preta utwierdzonego na dole ze swobodnym koricem gémym (rys. 4.11a),

b) dla preta utwierdzonego na dole z gornym konficem podpartym przegubowo
(rys. 4.11b).

., _a=?
\K\
1NN
VJ“ ﬁ\

S
Q
N

N
2

A
Y

Rys. 4.11

Rozwigzanie. Silakrytyczna, przy ktérej nastagpi wyboczenie pretow:
F,=n,F,,=2,56-10" =150000 N = 150 kN.
Pole powierzchni przekroju poprzecznego wynosi:
A=m(2a)’—2a-a=2a’(2w—1)=10,57a".

Momenty bezwladnosci przekroju poprzecznego wzgledem gltéwnych osi centralnych:

_1T(2a)4_2a-a3__ af, 1 4
I,.= 7 o A 41 5 ~124a’,

_Tr(2a)4_a-(2a)3_ af 2\ 4
I,.= 2 o -4 41 3 ~119a".

Minimalny moment bezwladnosci:
Liw=I,=119a".
Minimalny promief bezwtadnosci:

I ) 4
I.mm:\/ mm:\/ 11’9a7~1,06a,
A 10,57 a”

Smuktos¢ graniczna pretow:

E 2.04-10°
= =1 =~ 100.
S, n\/a ™ 200 00

prop.
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Obliczenia dla preta z rys. 4.11a.
Dhugo$¢ wyboczeniowa:

[,=21=2-1200 =2400 mm.
Poniewaz nieznany jest wymiar przekroju poprzecznego, nie mozna wyznaczy¢
maksymalnej smuklo$ci preta i nie mozna ustali¢ czy wyboczenie preta bedzie sprezyste,
czy sprezysto-plastyczne. Wyznaczmy wymiar a przekroju poprzecznego, korzystajac ze
wzoru Eulera:

2
T EImin
Pkr:nw.Pdopzl—Z’
2 5 4
150000=T-204-10"119a"
2400

=~ 13,8 mm.

K/ 150000 -( 2400)?
az 2 5
m"-2,04-10
Ostatecznie przyjeto a = 14 mm.
Minimalny promien bezwladnosci dla przyjetego wymiaru a przekroju poprzecznego
WYynosi:

iun=1,06a=1,06-14 =14,84 mm.
Maksymalna smuklo$¢ preta:

1, 2400 _
S = Y 162> S,=100.

Poniewaz maksymalna smuklo$é jest wigksza od smuklo$ci granicznej, wyboczenie
preta jest sprezyste i zastosowanie wzoru Eulera byto stuszne.

Obliczenia dla preta z rys. 4.11b.
Dlugos¢ wyboczeniowa preta:

[,=0,7-1=0,7-1200 = 840 mm.
Zalozmy wstepnie jak w poprzednim przypadku, ze wyboczenie prgta jest sprezyste.
Obliczamy wigc wymiar a, korzystajac ze wzoru Eulera:
n*2,04-10°11,94"

150000= :
840

y i/ 150000-(840)’

> 5 — = 15,14 mm.
m -2,04-10

Minimalny promien bezwladnosci dla przyjetego wymiaru a przekroju poprzecznego
Wwynosi:

iin=106a=1,06-15,14 =16,05mm.

88



Maksymalna smuklos¢ preta:
/
S = i—‘": ~52<S,=100.

Poniewaz otrzymana warto§¢ smuklo$ci maksymalnej jest mniejsza od smuklosci
granicznej, wigc wyboczenie jest spre¢zysto-plastyczne. Wymiar a przekroju
poprzecznego trzeba wyznaczyé ze wzoru Tetmajera-Jasinskiego lub Johnsona-
Ostenfelda. Po zastosowaniu wzoru Tetmajera-Jasifiskiego pomnozonego obustronnie
przez pole powierzchni przekroju poprzecznego preta:

oA :(UPI_ELSGM&.Smax).A ,
o

czyli

T Ty g )A,
gr

w ktorym: Fi. = 150000N, o, = 240MPa, 6,rp = 200 MPa, S = 100 1 Spax:

/
g —w 840 _792,4

g 106a a

mn

otrzymano ostatecznie nast¢pujace rdwnanie:

150000= (240 04-7—9;2—4) 10,57 a*

Po uporzadkowaniu otrzymano:
a’-1,32a~59,13=0.

Rozwigzujac powyzsze rownanie kwadratowe, otrzymano dodatnig warto$é a = 8,4 mm.
Tak, wigc wymiar a powinien spelnia¢ nierownos¢:

a > 8,4 mm.
Ostatecznie przyjeto a = 9 mm.

Maksymalna smuklo$¢ preta dla przyjetego wymiaru a wynosi:

Sna= 7= 065 =8 <S4 =100.

Poniewaz smuklos¢ maksymalna jest mniejsza od smuklosci granicznej, zastosowanie
wzoru Tetmajera-Jasinskiego jest wlasciwe.
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4.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 4.7. Obliczy¢ dopuszczalng wartos¢ AA
sity Fap S$ciskajacej pret o przekroju Ay.
dwuteowym utwierdzony na obu koncach. i Y
Utwierdzenie konca gémego (obcigzonego) © 9%
jest przesuwne (rys. 4.12). Dane: / =230 cm, = g“ 4/1 5%
a=2cm, E=2,110° MPa, Opp = 210 MPa, & 7/
op = 250 MPa, n,, =2,2. L ®|

., 1 1 3a
‘ODPOWIEDZ: :
Faop =320 kN.

Rys. 4.12

Zadanie 4.8. Stosujac odpowiednie wzory (Eulera, Tetmajera-Jasinskiego, Johnsona-
Ostenfelda), obliczy¢ dopuszczalne wartosci sily $ciskajacej Fao, W trzech identycznych
pretach o przekroju ceowym przy zamocowaniu ich koficéw jak narys. 4.13 a, b, c.

AA 2
AYe
7. N
i / / 8
O.‘L.;z“ 3

/

60
NN
NN
3

Rys. 4.13

Wymiary przekroju poprzecznego pr¢téw podano na rysunku, a pozostate dane to:
I=1,4m; E=2,1-10° MPa; 6y, = 206 MPa; o, = 256 MPa; n,, = 2,5.

ODPOWIEDZ:

a) Faop = 23,26 kN,
b) Faop = 93,06 kN,
¢) Faop= 161,5 kN.
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Zadanie 4.9. Obliczy¢ dopuszczalng wartos¢
sity Fap S$ciskajacej pret o przekroju
poprzecznym pokazanym na rys. 4.14. Dolny
koniec preta jest utwierdzony, a goémy
przegubowo podparty. Dane: / = 1,3 m,
a=1cm, E=2,04 -10° MPa, Gyrop = 200 MPa,
op = 240 MPa, n,, = 2,2

ODPOWIEDZ:
F dop = 227 kN.

Zadanie 4.10. Pre¢t stalowy o dhlugosci

/ = 0,6 m ma by¢ $ciskany sila osiowa

F = 20 kN. Przekr6j] poprzeczny preta jest
potowa kola o promieniu r. Obliczyé
najmniejsza wielkos¢ tego promienia, przy
ktérej pre¢t bedzie bezpiecznie pracowal.
Dane: opop = 210 MPa, oy = 250 MPa,

E=2-10°MPa, n,=2,5.

ODPOWIEDZ:
r =24 mm.

Zadanie 4.11. Obliczy¢ wymiar a przekroju
poprzecznego shupa $ciskanego pokazanego
na rys. 4.16. Dane: Fy,, = 300 kN, /= 1,2 m,
Ny = 2,2, Opop = 200 MPa, o, = 240 MPa,

E =2,04-10° MPa.

ODPOWIEDZ:
a =155 mm.

Zadanie 4.12. Okres$li¢ dla jakich stosunkow
wymiaréw //r wyboczenie prgta pokazanego
narys. 4.17 jest wyboczeniem sprezystym.
Dane: 6,0p = 200 MPa, £ = 2,06 - 10° MPa,

ODPOWIEDZ:

%235,5

;'

| 1=1300

'3a 3a 3a

1=2300
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Zadanie 4.13. Stup o przekroju poprzecznym
pokazanym na rys. 4.18 wykonano z materiatu
o nastepujacych wlasnosciach: 6y, = 230 MPa,
E = 2,0610° MPa. Okredli¢ przy jakim
stosunku /,/r shup wyboczy si¢ sprezyscie.

ODPOWIEDZ:

lW
—=>421
r
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5. METODY ENERGERYCZNE

5.1. Wprowadzenie

Metody energetyczne sg bardzo czgsto stosowane w wytrzymalosci materiatéw do
analizy stanu napr¢zen i odksztalcen statycznie wyznaczalnych i niewyznaczalnych
ukladow pretowych (kratownice, belki, ramy, tuki, waly), ze wzgledu na ich szeroki
zakres zastosowan i prostot¢ obliczen. Podstawg tych obliczen sg dwa twierdzenia
energetyczne: Castigliano 1 Menabre.

Twierdzenie Castigliano stuzy do wyznaczania przemieszczen uktadéw pretowych
statycznie wyznaczalnych i statycznie niewyznaczalnych. Twierdzenie Menabre
stosowane jest do wyznaczania wielkoéci statycznie niewyznaczalnych (reakcji
podporowych, sit wewnetrznych).

Przed przytoczeniem tych twierdzen podane zostang pojecia sity uogélnionej i
wspoétrzednej uogélnionej odpowiadajacej tej sile.

Pod nazwg sita uogdlniona kryje si¢ wiele rodzajéw obcigzenia, a mianowicie nie tylko
sita skupiona, ale takze obcigzenie liniowe, obcigzenie powierzchniowe oraz moment
skupiony (gngcy lub skrecajacy).

Wspotrzgdng uogoélniong odpowiadajaca danej sile uogélnionej nazywamy taka
wielkos¢ geometryczng (np. wydhuzenie, ugiecie, kat ugiecia, kgt skrecenia,
przemieszczenie), ktérej przyrost (w przypadku gdy uktad wychylamy nieskonczenie
mato z polozenia rownowagi) mnozony przez dang sif¢ uogdlniong daje prace tej sily.
Jezeli sitg uogdlniong jest silta skupiona, to wspéirzedng uogolniong jest przemieszczenie
punktu przylozenia tej sily, mierzone w kierunku jej dziatania. Przemieszczenie to jest
dodatnie jezeli jest zgodne ze zwrotem dzialania sily. Sile uogodlnionej w postaci
skupionego momentu gnacego odpowiada kat ugigcia belki w punkcie przytozenia tego
momentu. Momentowi skr¢cajagcemu odpowiada kat obrotu przekroju poprzecznego
preta dookota jego osi, w miejscu jego przyltozenia.

Za wielko$¢ statycznie niewyznaczalng mozna przyjac:

* reakcj¢ o znanym kierunku,

» skladowg reakcji o nieznanym kierunku,

* sil¢ wewngtrzng w uktadach statycznie niewyznaczalnych wewngetrznie.

Wielkosci statycznie niewyznaczalnych musi by¢ tyle, ilokrotnie statycznie
niewyznaczalny jest ukfad.
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Twierdzenia Castigliano
Pochodna czastkowa energii sprezystej V ukladu wzgledem sity uogélnionej F; jest

réwna wspotrzednej uogolnione;j f; odpowiadajacej sile Fi:
oV _
a Fi _f i* (5' 1)

Twierdzenia Menabre
Pochodna czastkowa energii sprezystej V ukladu wzgledem sily (reakcji) statycznie
niewyznaczalnej jest rtowna zero:
oV _
oF, =0. (5.2)
Energia sprezysta uktadéw ptaskich poddanych obcigzeniom ztozonym dziatajacym
w ich plaszczyznie okreslana jest wzorem:
2 2 2 2
G M M, ¥T
2EA 2EI,. 2GI, 2GA

V=V gtV st Vit Vo j dx, (5.3)

w ktorym N, M;, M; i T sa sitami wewnetrznymi, a EA, ELc, GIyi GA — sztywno$ciami
preta odpowiednio na: rozcigganie ($ciskanie), zginanie, skr¢canie i $cinanie. Energia
sprezysta przy $cinaniu zalezy od ksztaltu przekroju poprzecznego pre¢ta, co wyrazone
jest przez wspotczynnik . Wspodtczynnik ten opisany jest przez catke:

2 Sym 2
—bL dA. (5.9

2
A4 Izc y

Wspdtczynnik ¥ jest rowny:

¥ = 1,2 — dla przekroju prostokatnego,

Y = 1,185 — dla przekroju kolowego.
W zdecydowanej wigkszo$ci niezbyt krotkich belek zginanych poprzecznie, energia
sprezysta §cinania (pochodzaca od sily tnacej T) jako wielko$¢ mata w poréwnaniu z
energig zginania jest pomijana. Obliczona ze wzoru (5.3) energia sprezysta jest stuszna
dla uktadéw Clapeyrona, tzn. uktadéw liniowo sprezystych obcigzonych statycznie, w
ktérych dziatanie jednych sil nie powoduje zmiany charakteru dzialania innych sit
przytozonych do uktadu — sily obcigzajace zostaly przylozone jednoczesnie, a stosunek
miedzy warto$ciami tych sit w trakcie ich wzrostu jest staly. Energia sprezysta jest
jednorodng funkcjg kwadratowg obcigzen lub przemieszczen.

W kratownicach energia sprezysta jest rowna sumie energii wszystkich pretow

kratownicy:

" N1,
V., 5
» Zf 2E A 2E A (5)
Calkowanie wykonano przy zaloZeniu, ze sily w poszczegolnych pretach i sztywnosci

pretow sa state, co w kratownicach jest regula. Przemieszczenia wezldw kratownic
mozna wyznaczy¢ z rbwnania:
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oN,

,, N,—2%1
NeoF, (5.6)
k=1 EkAk

oVy

/= 8F, 6F

Sl

Z,szA

k=14,

Przemieszczenia (ugigcia) wywotane zginaniem belek (M; # 0, N =0, M, =0

1 V1 << Vmg) najlepiej obliczaé ze wzoru:

M
MgaaF (.7)
w,= [ ————-dx. '
{ ET,

Energi¢ sprezysta spre¢zyny rozcigganej (lub $ciskanej) sitg S oblicza sie ze wzoru:

2
y=2_

e (5.8)

gdzie c jest stalg sprezyny, czyli stosunkiem sity S do wydiuzenia (skrocenia) sprezyny

A

_S[N]

=l (5.9)

Metodyka rozwigzywania zadan statycznie niewyznaczalnych metoda energetyczng przy
zastosowaniu twierdzenia Menabre.

1.

Ustali¢ statyczng niewyznaczalno$¢ ukladu.

Uklad jest statycznie niewyznaczalny zewnetrznie, gdy z réwnan statyki nie mozna
wyznaczy¢ reakcji podpdr. Liczba wszystkich reakcji o znanym kierunku Iub
sktadowych reakcji o nieznanym kierunku minus liczba réwnan statyki daje
statyczng niewyznaczalno$¢ zewn¢trzng. Za wielkosci statycznie niewyznaczalne
wolno przyjaé tylko te reakcje badz ich sktadowe, ktérych nie mozna wyznaczyé
z rOwnan statyki. Uktady mogg by¢ statycznie niewyznaczalne wewnetrznie, gdy po
obliczeniu wszystkich reakcji badz ich sktadowych nie mozna sporzadzi¢ wykresow
sit wewngtrznych. Wtedy trzeba zrobi¢ myslowy przekrdj, narysowa¢ dziatajace w
tym przekroju sity wewngtrzne i rozpatrujac taki uklad ustali¢ statyczng
niewyznaczalno§¢ wewngtrzng. Kazda o$ symetrii uktadu i obcigzenia przecinajaca
pret zmniejsza statyczng niewyznaczalno$¢ ukladu o jeden (sita tngca w przekroju
preta lezagcym na osi symetrii jest rowna zero). Natomiast kazda o§ symetrii ukladu,
ktéra jest jednoczesnie osig antysymetrii obcigzenia zmniejsza statyczng
niewyznaczalno$¢ ukladu o dwa (sita normalna i moment gnacy w przekroju, do
ktorego oS ta jest styczna, sg rowne zeru, tzn. N=01 M, = 0).

Przyja¢ konkretne skladowe reakcji lub sity wewnetrzne jako wielkosci statycznie
niewyznaczalne.

Zapisa¢ wzory na sily wewngtrzne w poszczegolnych elementach konstrukeji,
wyrazajac je przez obcigzenie ukladu 1 przyjete wielkosci statycznie niewyznaczalne.
Obliczy¢ pochodne sit  wewnetrznych  wzgledem  wielkosci  statycznie
niewyznaczalnych.

Zastosowac¢ twierdzenie Menabre.
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Dla belek, tukéw, ram i pretow, w ktorych wystepuja sity Ni M, (M; =01 T = 0)
wygodnie jest stosowaé twierdzenie Menabre w postaci:

oy O Me aN
oV _ & OR, OR, , (5.10)
aR,._f EI d+ | EA & =0.

!

zc 1

Wyznaczenie wielko$ci statycznie niewyznaczalnych pozwala na sporzadzenie
wykresow sil wewnetrznych, obliczenie napr¢zen w interesujacych nas przekrojach
oraz maksymalnych naprezen zredukowanych.

6. Zastosowaé twierdzenie Castigliano do wyznaczenia interesujacych nas odksztalcen,
po ewentualnym przylozeniu dodatkowych sit uwogélnionych (réwnych zero)
odpowiadajacych szukanym wspéirzednym (przemieszczeniom) uogélnionym.

5.2. Przyklady obliczen

Zadanie 5.1. Plaska kratownica widoczna na rys. 5.1 obcigzona jest w wezle B pionowg
silg F. Sztywnosci pretéw zaré6wno na rozcigganie, jak i na $ciskanie sg jednakowe 1
wynoszg EA = const. Dlugos$¢ preta BD jest rowna /, natomiast kat a = 30°. Obliczy¢ sity
w pretach oraz przemieszczenia we¢zléw kratownicy.

Rys. 5.1

Rozwigzanie. Przyjeta numeracj¢ pretéw oraz uktad wspétrzednych pokazano
na rys. 5.1. Kratownica ma symetryczng budowe i symetryczne obcigzenie. Z warunkéw
podparcia kratownicy 1 rownan statyki wynika, ze w podporach A i C dzialajg tylko
reakcje pionowe réwne:
1 1
RA:RA},ZEF oraz RCZRQ,:EF.

Majac dang dtugos¢ preta 3 = / oraz kat a = 30°, z trjkata ABD obliczono dtugosci
pozostatych pretow:

1,=1,=\31, 1,=1,=2l

Ze wzgledu na symetrie uktadu sity normalne w pretach kratownicy obliczono z rownan
rownowagi sit dzialajacych na wezty A 1 B (rys. 5.2).
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NESCh i
A
R, =O.5FT ! Y N,
ED
y
Rys. 5.2

Jak widaé z rys. 5.2 zwroty wszystkich sil normalnych przyjeto od weziéw, tzn.
zalozono, ze wszystkie prety sg rozciggane. Z rOwnan réwnowagi sit dla wezla A
otrzymano:

05F _
sin 30°

D F,=0=>N,=

>

V3
2

Y F,=0=>N,=—N,cos30°=—2=F,

a z rOwnowagi wezla B:

> Fx=O:N2=N1=—gF,

Y. F,=0=>N,=—F
Z symetrii budowy 1 obcigzenia kratownicy :
N=N,=—F.
Otrzymane ujemne wartosci sit N,, N, i N; oznaczaja , ze prety te sg $ciskane.

Przemieszczenie poziome wezla B rowne jest skroceniu preta nr 1, czyli jest
przemieszczeniem w kierunku wezta A (w kierunku dodatniego zwrotu osi x — rys. 5.2):

N
i, PN g

up =A== =

Przemieszczenie pionowe up, w¢zta B obliczone zostanie z twierdzenia Castigliano.
Energia sprezysta uktadu sit wynosi:

2
2 2 2 2 (—[3—}7) \/§l 2 5
V_Z Nl _2N1[1+2N4]4+N313_2 2 F-21+(—F)'-/
SOFE A C2EA C2EA 2EA ° 2FEA 2EA | 2EA
y_3V3+10 F?
2 2FA
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Z twierdzenia Castigliano mamy:

_dv _3\3+10 FI Fl

“s=gF= 2 EA"CEA"

Przemieszczenie ug, jest dodatnie, co w twierdzeniu Castigliano oznacza, ze zwrot usy
(przemieszczenia pionowego punktu przylozenia sily F) jest zgodny ze zwrotem sily F,
czyli, ze wezel B przemieszcza si¢ w dot.

Podpora C przyblizyta si¢ do podpory A o skrécenia dwoch takich samych pretow (nr 1 i
nr 2), w ktorych dziataja takie same sity normalne czyli:

_ _|N1|11 LA 3 Fl Fl
U =uc="p gy =225 T =3y
Skladowe upx 1 upy wezta D wynosza:
_ 3 Fl
Upe=Upe =" 1
=y _IAI|=3\/§+10_FI_I—F|I_3\/§+8.FIN66Fl
="y 3 2 EA EA 2 EA T EA’

Na rys. 5.3 pokazano polozenie kratownicy po odksztalceniu (po wydhizeniu lub
skroceniu jej pretéw).

Zadanie 5.2. Konstrukcja pretowa
widoczna na rys. 5.4 obcigzona jest w wezle
B sila pionowag F skierowang do dotu,
a w punkcie C poziomg silg F skierowang
w lewo. Obliczy¢ przemieszczenia weziow
B 1 C. Sztywno$ci pretow na rozcigganie
i sciskanie sg jednakowe, £A4 = const. Prety
AB 1 BC o dlugosciach /, = I, = [ s3 do
siebie wzajemnie prostopadte.
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Rozwigzanie. Przemieszczenie pionowe fs, wezla B obliczy¢ mozna z
twierdzenia Castigliano jako pochodng energii sprezystej calego uktadu wzgledem sity
uogolnionej F przylozonej w punkcie B, dzialajgcej rownolegle do osi y przyjetego
ukladu wspéirzednych:

oV
LarT

Poniewaz analizowany ukfad obciazony jest dwiema sitami i obie oznaczone sg jako F,
to dla odréznienia ich podczas rézniczkowania (stosowania twierdzenia Castigliano) site
przytozong w punkcie C oznaczono przez P = F (rys. 5.5). Ponadto, aby obliczy¢
przemieszczenie poziome wezla B, trzeba w tym wezle przylozy¢ dodatkowsg sile réwna
zero, np. S = 0 1 wtedy:

_ov
fo—as'

Z warunkéw réwnowagi sit dzialajacych w weztach B i C (rys. 5.5) wynikajg
nastgpujace zaleznosci dla sit normalnych w pretach od 1 do 4:

N3=%(—F—S), N4=—;-(F+S)+P.

Rys. 5.5

W omawianym przypadku (poniewaz § = 0 i P = F) rzeczywiste sily normalne
w pretach uktadu wynosza:

2 V2 ] 3
N=-2F N,=—“2F N.=—-F, N,=>F
2 2 2 2 )

Sity normalne w pretach 2 1 3 otrzymano ujemne, co oznacza, ze prety te sg sciskane.
Energia sprezysta uk}adu sit wynosi:
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_i N2 _N21+N21+N§1J§+Nil
'= 2EA 2EA 2EA 2EA 2EA’

Po przeksztalceniach réwnanie na energi¢ sprezysta ukladu sit przyjmuje postac:

l 2 V2 1
V=arr (F+S)+(—F+8)+ > (F+S)+2 2(F+S)+Pﬂ.
Z twierdzenia Castigliano mamy:
av _ 21 V2 1 1
fa= “F-1EA (F+8)1+( F+S)-(—1)+-7(F+S)1+2 —2-(F+S)+P 2],
o= 4. 2L (F+S) 1+(—F+S)-1+£(F+S)-1+2 -1—(F+S)+P 1
BT 4S T 4EA 2 2 2
dv _ 21 1
ny ﬁ m 0+0+0+2 2(F+S)+P -1t,
poniewaz S = 0 i P = F to poszukiwane przemieszczenie we¢zldw wynosza:
av __1 V2 ., 3| _7+V2 FI Fl
—=—|F+F+ +=F|= ——m~2,103-—
Io=ar 2EA( 2 2 4 EA EA’
dv _ 1 V2 .3 .\_3+V2 FI Fl
F5=s 2EA(F F+2F+2F) i Ea MO
dv _ 1 3 Fl Fl
— e —— —_—— — __—A
fo= P 2EA(0+0+0+3F) > EA ISEA l,.
Zadanie 5.3. Belka o dlugosci ! !
i sztywnosci na zginanie EI podparta jest w -2 —»
punkcie B na spre¢zynie o stalej c, F
a w punkcie D na podporze przegubowe;. BB\ C D
Obliczy¢ przemieszczenie pionowe (ugigcie) fc ¢ 7
srodka dlugosci belki (punktu C), w ktérym
przylozona jest pionowa sila F (rys. 5.6) b
oraz kat ugiecia g belki w punkcie B.
Rys. 5.6

Rozwiagzanie. Aby wyznaczy¢ ugigcie fc i kat ugiecia 8y belki z twierdzenia
Castiliano, trzeba ustali¢ sity uogdlnione odpowiadajace szukanym przemieszczeniom
uogdlnionym. Ugigciu fo odpowiada sila uogdlniona F, natomiast katowi ugigcia 6O
odpowiada sita uogdlniona w postaci momentu skupionego. W punkcie B nie dziala
rzeczywisty moment skupiony, dlatego tez w tym punkcie nalezy przylozy¢ fikcyjny
moment skupiony Mg = 0 (rys. 5.7).
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Ms=0 L l JVM D

2 Ro=F/2+M,/I

TRA=F/2-MB/1 =S

Rys. 5.7

Energia sprezysta ukladu sktada sie z energii zginania belki i energii $ciskania sprezyny:

VIZEI

Analizowana belka podparta jest w sposob statycznie wyznaczalny, tzn. Zze reakcje w
podporach mozna obliczy¢ z rdwnan statyki. Sita S $ciskajaca sprezyne wyznaczona z
sumy momentow wszystkich sit dziatajagcych na belk¢ wzgledem punktu D wynosi:
F Mg
R=8S=7——".
=5=TT

Z sumy rzutéw sil na o$ pionowsg (0§ y) otrzymano skladowa pionowg reakcji w
podporze D:

F M,
=0, Rp=—+—2.
S R |
Moment gnacy w przekroju odleglym o x; od punktu B w przedziale 0 < x, < //2 opisuje
wzOr:

Rp

X

F M
5 B

277 x,+Mg.

Pochodne czastkowe tego momentu wzgledem sit uogoélnionych F i My wynosza:
oM, x OM, . x

OF 27 oM, = I’

Réwnanie momentu gnacego dla drugiego przedziatu 0 < x, < /2, w przekroju odleglym
0 x2 od punktu D, zapisano w postaci:

M

M =R 2 7

‘] :

.x2:

Pochodne czastkowe tego momentu wzgledem sit uogdinionych F 1 My wynosza:

oM, x, oM, x,
—_—— — —— i

OF 2 oM, I’
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Po obliczeniu pochodnych mozna juz teraz we wzorach na momenty My 1 Mg
dodatkowy moment Mp przyja¢ réwny zero, co daje:

M =-E--x1, M E-xz.

g™ o g2~ 2

Z twierdzenia Castigliano otrzymujemy:

Obliczenie powyzszych calek daje ostateczne wzory na przemieszczenia uogéinione fc
1 9}3:

_FI) F
fC"48EI+4c’
g =FL _F
B16EI 2cl’

Zadanie 5.4. Belka wspomikowa o
dhugosci 3/ i sztywnosci na zginanie EI
obcigzona jest na swobodnym koficu A
oraz w odleglosci 2/ od tego konca (punkt
B) — sitami F. Prawy koniec belki jest
utwierdzony. Korzystajac z twierdzenia
Castigliano, obliczy¢ ugiecia oraz katy Rys. 5.8
ugie¢ belki w punktach A i B.

Rozwigzanie. Belka jest dwuprzedzialowa 1 statycznie wyznaczalna (z rownan
statyki wyznaczy¢ mozemy nieznane reakcje w utwierdzeniu). Pierwszy przedzial
zawarty jest w granicach (0; 2/), a drugi (2/; 3/).

A Q=F 8A
va X ° /ve KN
h AR \\
MA:O o X ot Mexﬁ
K i

Rys. 5.9

Nastepujacym wspolrzgdnym uogdlnionym:
fa — ugiecie belki w punkcie A,
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fs —ugiecie belki w punkcie B,

0 — kat ugiecia belki w punkcie A,

0s — kat ugiecia belki w punkcie B,

przyporzadkujemy odpowiadajace im sity uogllnione: F, Q = F, My = 01 Mz = 0,
pokazane na rys. 5.9.

Wzory na momenty gnace (rys. 5.9) dla rozpatrywanych przedzialéw belki majg postac:

0<x=<2l M, ,=—-M,—F-x,
21=x<31 Mg ,=—M ,—F-x—My—Q(x-2l).

Pochodne tych momentéw wzgledem sit uogdlnionych F, Q, M, i Mp wynosza:

My __, Mo
oF oF

oMy o My
30 80 ’
My Moy,
oM, oM,
oMy . OMy_

=0 =
oM, ~° O0M,
Po obliczeniu tych pochodnych, mozna juz teraz we wzorach na momenty gnace przyjaé
Q=F, My,=01 M =0, co upraszcza wzory i dalsze obliczenia:
M, =-F=x,
M ,=—F-x—F(x—21)=2F(I-x).

Ugiecia i katy ugieé belki w punktach A i B obliczono z wykorzystaniem twierdzenia
Castigliano, ze wzoréw podanych ponize;j:

oM oM
M —=L g
; :asz 2 op & 4 MaTp &
4 OF EI 2 EI ’
oM oM
M,——Edx a2 M, ,—=d
f :aV:j! ! aQ x+]l‘ = aQ
P00 4 El ) EI ’
oM oM
M, —Edxe 3 M ,~——=dx
:14 __? oM, f 2oM,
oM, 4 EI 4 El ’
y Mo, M,
g0V _1_“oM, A+f oM, "
oMy o El ! El
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Szczegotowe obliczenia, po wykorzystaniu wzorOw na momenty gnace i pochodne
czgstkowe tych momentéw wzgledem poszczeg(’)lnych sit uogdlnionych, s3 nastgpujace:

1.z

P (=Fx)(~x)dx 7 2F(l-x)(-x)dx _F
fA—f + EI

5 EI ) EI T EI

> x3]3'=31 FP
3 21

Y33

fsz‘EFx)(O)dx_}_fél;(l—x)(Zl—x)dx —04 i; (22=31 x+x?)dx=

31

2F ¥ x
_ET 20%x —3l—+3—

_2F

3 27 3 3 3 8 3 5Fl3
(61 P9l —4r+61 l) SE

9,,=2fl (—Fx)(—l)dx_*_]{ 2F(I-x)(-1)dx _ _FI’

=5 s
! EI . EI EI
21 31
_r(—Fx 2F(I-x)(=1)dx _~ 2F ¢/ . _
GB—J‘EI +f =0+ 21(x I)dx=
l
2F 2F (9 FI?
EI[Z -1 L EI( LY 31+21) 3E_I )

Zadanie 5.5. Obliczy¢ przemieszczenie pionowe
f 1 kat ugiecia § swobodnego konica A luku
0 promieniu 7 i sztywnosci na zginanie EJI. Luk
obcigzony jest pionowa sila F 1 momentem
skupionym M przylozonymi w punkcie A
(rys. 5.10). Energi¢ sily normalnej N i sily tnacej
T pomina¢.

Rozwigzanie. Moment gnacy dzialajacy
w przekroju okre§lonym katem ¢ (rys. 5.11)
opisuje wzor:

M (p)=Frsin(p)+M.
Energi¢ sprezystg od zginania w rozpatrywanym

huku mozna zapisa¢ w postaci:

M rd(p
{ 2 El

(Frsin(@)+ M) rd
2EI '

o%wl:

Pochodne  czastkowe momentu  gnacego
wzgledem sit uogolnionych F 1 M wynosza:

oM, oM

5 F =rsin (), W—Zl
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Pionowa strzalka ugi¢cia swobodnego konca tuku zgodnie z twierdzeniem Castigliano
Wynosi:

LIy oM, o =
fzaVZ} s oF ' “’zj (Frsin(@)+M)(rsin(@)rde _m Fr', Mr
OF EI 0 EI 4 EI  EI
Kat ugigcia luku w punkcie A:
w aM Lis
Lo g s
-14 =j.Mg oM rdcpzj (Frsin((p)+M)-1rdcp=Fr2+_r£.Mr
oM EI o EI EI 2 EI’

Zadanie 5.6. Pr¢t ABCD (rys. 5.12) zlozony z fuku AB oraz ramy BCD, zamocowany
przegubowo nieprzesuwnie w punkcie D i przegubowo przesuwnie w punkcie A,
obcigzony jest w punkcie A pozioma sitg F. Sztywnosé preta na zginanie EI jest stata.
Obliczy¢ przemieszczenie poziome s punktu A oraz sumg katéw obrotéw stycznych do
osi pregta w punktach A i D.

El c
D
2r Z

Rys. 5.12

Rozwigzanie.W rozpatrywanym precie trzeba wyr6znié trzy przedziaty AB, BC
1 CD. Wspolrzedne okreslajace dowolny przekrdj preta w poszezegdlnych przedziatach
oznaczono przez ¢, x 1 y (rys. 5.13). Granice przedzialow s3 nastepujace: 0 < ¢ < n/2,
0<x<2r, 0LZy<r

Rys. 5.13
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Obliczenie przemieszczenia poziomego hs rozpoczniemy od wyznaczenia reakcji
podpor. Rozpatrywany pret bedzie w réwnowadze, jezeli w punkcie D bedzie dziataé
pozioma sita F o przeciwnym zwrocie niz sila przytozona w punkcie A. Tak wigc
reakcje podpor majg nastgpujace wartosci: Ray = 0, Rpy = 0, Rpy = F. Momenty gnace
w poszczeg6lnych przedziatach okre$lone s3 wzorami:

M (@)=Frsin(9p),

M (x)=Fr,
Mg(y)sz'
Pochodne tych momentéw wzgledem sity F wynosza:
oM, (o)
il A% o
5F rsin(),
oM, (x)
oF
OM,(y) _
oF "
Przemieszczenia A4 obliczono z twierdzenia Castigliano:
rr oM oM oM
2 u () 2 el o M, ()28 ) OM )
h=3V= OF _,jo+[ Ly OF -
19F EI ! EI . EI
% 2 . r 2
F r*sin’*() F
= ——rdop+ de+ [ ELay=
{ El ¢ IE] { 5 Y
Fr 2 2FF  Fr _ %1 1Fr
=—]s dp+ + = —(1—cos(2p))dep+ =
EI‘!m((p) MR TREY) EI{Z ey
Fr 1 T, 1F¥ _[w  1\Fr’ Fr
2E1[‘p Zsin2e)d |+ _(Z+3 B~ E
L c
A
Mdac‘
S M
2r "ﬁ?’l
Rys. 5.14
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Suma katéw obrotu stycznych do osi pr¢ta w punktach A i D zostanie obliczona
z twierdzenia Castigliano przy zatozeniu w punktach A i D zerowych momentéw
dodatkowych Mi.s = 0 o przeciwnych zwrotach (rys. 5.14). Rozpatrywany pret bedzie
wtedy nadal w rGwnowadze, a wyznaczone reakcje podpor pozostang bez zmian.

Wzory na momenty gnace w poszczegbélnych przedziatach preta sg nastepujace:

M (p)=Frsin(p)+M,,,
M (x)=Fr+M,,,

Pochodne moment6éw gnacych wzgledem sity uogélnionej Myq Wynosza:

oM, (o) =6Mﬂ(X) =5Mg(J’)
6Md,,d aMdod aMdad

=1.

Po obliczeniu tych pochodnych juz teraz we wzorach na momenty gnace przyjeto, ze
Maa = 0. Sumg katéw obrotu stycznych do osi prgta w punktach A 1 D, czyli 6 + 6,
obliczono z twierdzenia Castigliano:

- oM ,(p) OM (x) oM, (y)

T M (@) 75— x My(x)oE= M (y)—5
=J' OM 4oa rd(p+f OM 4o dx+_f OM 4a dy=
b EI . EI ! EI

7
Frsin(p)-1 F 1 X
:f————((p) rd(p+f = f dy=
0 0 0
Fr? 3 2Frr Fr* _Fr* 5Fr* 7FF

2
= — + + = + - .
ar s g T e Y S e T E

Wprowadzenie tak samo oznaczonego momentu dodatkowego M.« W obu punktach
pozwala obliczy¢ sume katéw ugiecia, a przyjecie odwrotnych kierunkéw tego momentu
skutkuje odmierzaniem katéw w obu tych punktach w przeciwnym kierunku (rys. 5.15).
Dla rozwigzywanego przykladu katy 6, + 6p, oraz ich zwroty wynikajace z fizyki
zjawiska pokazano na rys. 5.15.

Rys. 5.15
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Aby obliczy¢ kat ugiecia tuku w punkcie A, trzeba tylko w tym jednym punkcie
przytozy¢ do ukladu moment M; = 0 i obliczy¢ pochodng energii sprezystej ukladu
wzgledem M;. Po przeprowadzeniu takich obliczen otrzymano:

_3 Fr
=3
Znajac sumg¢ katow:
7F7
9A+90_5 —I,

obliczono réwniez kat ugigcia 6p:

Frz_iFr2=2Fr2
EI 2 EI EI

7
9D=(0A+9D)_9A=§

Zadanie 5.7. Pr¢t o przekroju kolowym zagiety w punkcie B pod katem prostym (rys.
5.16), zostat utwierdzony w punkcie C w taki sposob, ze elementy AB i BC preta lezg w
plaszczyznie poziomej. Pret obcigzony jest w punkcie A pionowa sila F. Obliczyé
przemieszczenie pionowe punktu A, majac dane: F, a, d, E, G, gdzie E jest modulem
sprezystosci wzdluznej (modul Younga), a G modulem odksztalcenia postaciowego.

Rys. 5.16

Rozwigzanie. Zadanie rozwigzane zostanie metoda energetyczng przy

zastosowaniu twierdzenia Castigliano. Sztywnosci preta:
4
d

* nazginanie: EI_=E T

wd’

32

Element AB preta jest zginany. Moment gnacy w dowolnym przekroju z przedziatu
0 < x < ajest rowny:

* naskrecanie: GI =G

M (x)==Fx.

Drugi element preta jest zginany 1 skrgcany. Moment gnacy w dowolnym przekroju
z przedzialu 0 < y <24 jest rtéwny:

M (y)==Fy,
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Moment skr¢cajacy na catej dlugosci odcinka BC jest staty i wynosi:
M. =Fa.

Energia spre¢zysta uktadu sklada si¢ z energii pochodzacej od zginania pretow AB i BC
oraz energti skrecania elementu BC:

V= ‘f 2EI

0

TIM (y)dy T My
f 2EI, +‘[2GIO'

0

Aby obliczy¢ przemieszczenia pionowe f, punktu A, mozna nie obliczaé energii V, a od
razu jej pochodng wzgledem ‘'sity uogolnionej F ze wzoru:

oM, (x oM oM
R O oL AP VAELEPY
+ +
fa= aF { El,. { El,. f G,
Pochodne momentow M,(x), My(y) 1 M; wzgledem F wynoszg:
aMg(x)____x 6Mg(y):_y’ 6Ms=a.
oOF " OF oF
Po podstawieniu momentow gnqcych iich pochodnych do réwnania na f, otrzymano:
r Fa-a
fAzf F +f f = dy
0
_ Fa’ +8Fa +2Fa =3Fa +2Fa
3EI, 3EI, GI, EI_ GI,

Wykorzystujac zwigzek miedzy G, £ i v oraz przyjmujac v = 0,3, uzalezniono
sztywno$¢ skrecania Gl od sztywno$ci zginania Elc:

E 1Td4_ E 7Td4_EIzc

GI,= : = . = ,
" 2(1+v) 32 (1+03) 64 13
wtedy
_3Fa’  132Fd _ ., Fa’
S = EIZC+ EI _5’6EIZC°

Skrecanie spowodowato wzrost ugiecia konca A preta o okoto 87%.
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Zadanie 5.8. Obliczy¢ ugiecie fz punktu B oraz kat ugi¢cia 8¢ przy podporze C belki
pokazanej na rys. 5.17. Dane EI = const, /, go.

Rozwigzanie. Belka ma symetryczng
budowe 1 jest symetrycznie obcigzona.
Wykorzystujagc warunki symetrii (sila tngca
Ty = 0), mozna dalej rozpatrywaé jedynie
potowe belki, ktéra obcigzona jest jak
pokazano na rys. 5.18.

Obcigzenie gx w przekroju oddalonym o x od punktu B wynosi:

- X
qx qO l .
Z réwnan réwnowagi wynika, ze:
! I’
Rcz—q—%—-*_Fdod’ M= q% T Myt F oyl
Moment gnacy w przekroju x:
g% 1
Mg(X)Z_ 2 '§x+MB'_Fdod'x.

Wykorzystujagc w rownaniu na moment gnacy wyznaczong wartosci reakcji Mg oraz
zaleznos$¢ na g, otrzymano:

I-F

dod

12
Mg(x):_qg); +q()6 +Mdnd+Fdod. X.
Pochodne momentu gnacego M,(x) wzgledem sit uogdlnionych Fua 1 Maog

odpowiadajacych szukanym wspotrzednym uogolnionym fi 1 O wynosza:

oM, (x) —~  OM/(x)
6Fdod B A’ aAldoa’ -
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Po obliczeniu pochodnych w wyrazeniu na moment gnacy M,y(x) przyjmujemy Fya = 0
1 Moa = 0, co daje:

x’ I
M (x)=—2 T

7761 6
Z twierdzenia Castigliano obliczono fs1i 6c:
3 2
_9oX D)
_f( 61 "6 )(l I 3l
f”‘o EI 40 EI’
3 2
l
; _M_+1L 1dx 3
€ EI " 8EI

Zadanie 5.9. Belka trojprzestowa (rys. 5.19) w srodku dtugosci obcigzona jest pionowg
sitg F. Dlugosci przesel Ias = lsp = Ipa = I s3 jednakowe. Sztywno$¢ belki na zginanie
EI = const. Stosujac metod¢ energetyczna, wyznaczy¢ reakcje podporowe oraz ugigcie
belki w punkcie C. Sporzadzié wykres momentéw gnacych.

F
A cC B
A /2 /2
Rys. 5.19

Rozwiazanie.Belka ma symetryczng budowe i jest symetrycznie obcigzona (rys.
5.20).

Rys. 5.20

Z tej symetrii wynika, ze Rn = Ry, Rs = Rp, czyli ze rozpatrywana belka jest
jednokrotnie statycznie niewyznaczalna. Z sumy rzutéw sil na o$ y wynika, ze:

2R ,+2R ,—F =0,
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stad:

Ry=L

>Ry

Za wielko$¢ statycznie niewyznaczalng mozna przyjaé reakcje¢ Ra, pamigtajac
jednoczes$nie, ze reakcja Rp jest funkcja Ra. Energia sprezysta calej belki ABB'A' jest
réwna podwojonej energii potowy belki ABC:

V=2V .

Zamiast calej belki mozna rozpatrywa¢ polowe belki obcigzonej i podpartej jak
pokazano na rys. 5.20. Z racji istnienia symetrii budowy i obcigzenia belki sil¢
obcigzajacg dzialajaca w osi symetrii dzielimy na pét i przykltadamy do rozpatrywanej
polowy belki. Z sumy momentow sit wzgledem punktu B otrzymano réwnanie:

Fl
RJI+M
/ dod+2 > -M =0,
stad:
MC=RAI+MM+£4I-.

Momenty gnace w poszczegllnych przedziatach wynosza:
0<x,<I M, =M, (x)=R x,,

F Fl F

l
Pochodne czgstkowe momentéw gnacych wzgledem reakcji statycznie niewyznaczalnej

i sit uogoélnionych wynosza:

= 2
aR, " R,
oM oM ]
1 2___
_LF =0, _LF =5 %, lub oM, o, oM, _L_ﬁ,
o\ = o|—= oF oF 4 2
2 2
oM, ~0, (f?Mg -1
oM,, oM .,

Sita uogdlniona odpowiadajgca przemieszczeniu punktu C, ktéry lezy na osi symetrii
ukladu, moze by¢ przyjeta jako F/2, gdy rozpatrywana bedzie jedynie potowa uktadu
(energia sprezysta w twierdzeniu Castigliano wzieta tylko dla potowy uktadu) lub jako
F, gdy rozpatrywany bedzie caly uklad (energia sprgzysta calego ukladu). Stad tez
w niniejszym przykladzie zarowno przy wyznaczeniu pochodnych czastkowych, jak
i przemieszczenia fe rozpatrzono oba przypadki pokazujac, ze prowadza do tego samego
wyniku.
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Po obliczeniu tych pochodnych mozna przyjaé Ms.s = 0, skad:

Fl F
M =M ,(x,)=R l+—‘-1--—7x2
Wykorzystujac twierdzenie Menabre, obliczono niewyznaczalng statycznie reakcj¢ Ra:
oV
=0
oR,
e, [R5
1 1 —
{ dx,+ ! i dx,=0,
P . P FP FP
R, 3+R 2+ 3 16 =0,
653
R4= 80F 40F

F 1 3 23
= F=—
Ro=g —Ra=3 Rt =307
Majac reakcje podpér 1 wykorzystujac twierdzenie Casigliano, wyznaczono
przemieszczenie pionowe Srodka belki fc oraz kat ugiecia G5:

MgzaMz FI F \[1
7 G-F— 7 (R Adr——=x{5—x
PR 0+ | ¢ 27)\27 ") _
C—aﬂ_ 0 E 0 EI &
2

_RL, FP_FP _RI_ FP , FP Rl FP _-3FP FP _
4EI  16EI 32EI SEI 32EI 48EI 8EI  48El 40-8EI ' 48 EI

_=9FP 20FP_11 FI’
960EI 960 EI ~ 960 EI

lub
1 oM, 1 Fl F I X
} e aFg __—9F , —o+2j ME T )(Z —Z_)dx‘“
fC aF ! x2_ 0 E] 2=
RJZr FI'  FPP R)’  FP LFP | R, R
8EI 32FEl G64FElI 16FEI 64FEI 96FEI| “\16EI 96EI|

_RL L FP_3FP  FP _—3FF 20FP_-9FI 20FP_11 FI
8EI  48EI 40-8EI 48El 320EI 960EI 960 EI ' 960EI 960 EI -
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Znajac wartosci reakcji, momenty gngce w poszczegolnych przedziatach, mozna wyrazié
jako funkcje sily obcigzajacej F' i wspdlrzednej x w postaci:

3
0<x,<l/ Mg,=-—4—OFx1,
/ 7 F
Osz_E Mg2=EFI—?x2
1 wykorzysta¢ je do narysowania wykresu momentéw gnacych (rys. 5.21).
El F
A C B' Al

Zadanie 5.10. Rama ABCD pokazana na rys. , q
5.22 obcigzona jest na elemencie CD = 2/ 40 — o
obcigzeniem cigglym g = const prostopadtym do
osi tego elementu. Sztywno$¢ elementéw ramy El ~
na zginanie EI = const.
Wyznaczy¢ reakcje w przegubach A i D oraz % A B Y
obliczy¢ kat obrotu naroza B ramy. 27

|
1

Rys. 5.22

Rozwigzanie. Zadanie to mozna rozwigza¢ na dwa sposoby. Pierwszy
polegajacy na dodaniu w punkcie B momentu dodatkowego M, 1 jednoczesnym
wyznaczeniu reakcji podpor i kata ugiecia naroza B ramy. Drugi sposéb to najpierw
wyznaczenie nieznanych reakcji, a nastepnie wyznaczenie kata obrotu w punkcie B przy
zalozeniu, ze statycznie nieznana reakcja jest silg znang obcigzajaca ukiad. Zadanie
rozwigzane zostanie dwiema metodami.
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Sposéb 1
W narozu B ramy nie ma sily uogélnionej odpowiadajacej poszukiwanemu

przemieszczeniu (kat obrotu punktu B — 6g), tak wiec dodajemy My = 0 i uwalniamy
uktad od wigzéw (rys. 5.23).

X, o
R

Dx % i
1=,

X,

Ra A
RAy
Rys. 5.23

Zadanie jest wigc jednokrotnie statycznie niewyznaczalne. Reakcje Rax, Rpx mozna
obliczy¢ z réwnan statyki, dlatego nie wolno ich przyjaé jako statycznie niewyznaczalne.
Z sum momentow sit wzgledem punktéw A i D obliczono:

M
R, =2 ql+———ld0d,

M
Rm=2qbk—fﬂ.
Za wielko$¢ statycznie niewyznaczalng przyjeto reakcje Ray. Z sumy rzutdéw sit na o$ y
otrzymano:
Rp,=2ql—-R,,

z czego wynika, ze reakcja Rpy jest funkcjg reakcji Ra,.
Wzory na momenty gnace w trzech przedziatach AB, BC i CD ramy majg posta¢:
Mg1=Mg(xl)=RAy'xl ’

M dod

MgZZMg(y):RAy'zl_RAx'y:RAy'zl—qu'y_ 'y+Mdod’

1 1
Mg3:Mg(x?,):RDy'x:i_qui:(z ql—-RAy)x3—_5 qx32.

W celu znalezienia reakcji statycznie niewyznaczalnych potrzebne bedg pochodne tych
momentow wzgledem wielkoSc1 statycznie niewyznaczalnej R,,. Natomiast dla
wyznaczenia kata ugigcia nalezy wyznaczy¢ pochodne wyzej okreslonych momentow
gnacych wzgledem sity uogolnionej M. Odpowiednie pochodne wynosza:

oM, oM, oM,

< =27, ——
OR,, R, OR,  °

:xl.
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oMy _y Mgp _ vy | My

aMdod— ’ aMdod— l ’ aMdod

Teraz juz we wszystkich rownaniach mozna poming¢ Mg.q jako réwng zero.
Z twierdzenia Menabre:

oV
oR,

=0
otrzymano réwnanie:

1
(R x)x L (R,,-21-2ql-y)21 21 (2q—RAy)x3——2—qx§ (= x3)
J’ Ay *1 ldx1+f Ay dy+
El 0 £ 0 EI

dX3=O.
0
Po pomnozeniu obu stron tego réwnania przez EI i scalkowaniu otrzymano:
8 16 8
3 R PR, AP=2q1 =g+ R, P+ 241°=0,

4
R,= 7ql.

Reakcja Rpy wynosi:
g2 =10
R,,=24l 7ql— 7 ql.

Natomiast z twierdzenia Castigliano:

oV

500,
otrzymano kat obrotu naroza B ramy, ktéry wynosi:

jor2a02)(1-4)

Sq*-2gl-y|(1-%
. _aV_j(f’ TN 1 (8 4,2 5\ 5 o
T EI Y=Er\79 T T o

1 ma zwrot zgodny z przyjetym zwrotem momentu M.

Sposéb 11

Uwolniong od wigzéw rame¢ pokazano na rys. 5.24. Najpierw trzeba wyznaczy¢
sktadowe Rax, Ray, Rox, Rpy reakcji dziatajacych w przegubach A i D. Reakcji Ray i Rpy
nie da si¢ obliczy¢ z réwnan statyki, poniewaz do dyspozycji mamy tylko trzy rownania
rownowagi przy czterech niewiadomych. Zadanie jest wigc jednokrotnie statycznie
niewyznaczalne. Reakcje Ra,, Rpy mozna obliczy¢ z réwnan statyki, dlatego nie wolno

ich przyjac jako statycznie niewyznaczalne.
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e
RDx
2D
Ro,
X
R (A
R,
Rys. 5.24

Z sum momentéw sit wzgledem punktéw A i D obliczono:
R,=24ql, R,. =24l

Za wielko$¢ statycznie niewyznaczalng przyjeto reakcje Ray. Z sumy rzutéw sit na of y
otrzymano:

RDy=2ql_RAy’

z czego wynika, ze reakcja Rpy jest funkcjg reakcji Ray.

Wzory na momenty gnace w trzech przedzialach AB, BC i CD ramy majg posta¢:
Mg1=Mg(x1)=RAy'x1 s
Mg2=Mg(y)=RAy-2l—RAx-y=RAy-2l—2ql-y,

1 1
Mg3=Mg(x3)=RDy-x3—2—qx§=(2ql—RAy) x3—5qx§.

Pochodne tych momentéw wzgledem wielkosci statycznie niewyznaczalnej Ray
WYNosza:

My, Moy My
OR,, © OR, OR,
Z twierdzenia Menabre:
oV _
OR,,

otrzymano rownanie:

1 5
21 i 21 (Zq—RA‘.)x3——qx§ -(—x3)
R, x R, ,-21-2ql-v)21] : 2
f( .4\‘Xl)xlalxl+f( A q] _,V) d_)"l‘f

El , El

7 dx,=0,

0 0

ktore jest identyczne jak w poprzednio przedstawionym sposobie rozwigzanie. Tak wiec
wynik w postaci reakcji Ray otrzymano jak poprzednio.
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Przy obliczaniu kata s obrotu naroza ramy, ram¢ mozna rozpatrywac jako statycznie
wyznaczalng (czeSciowo uwolniong od wi¢zéw jak pokazano na rys. 5.25), obcigzong w
przegubie A skiadowa:

4
R,= 7ql
Xy
M.
7 2ql _l q
T, ¢
- 7 El
Xy Ay
291 |A - El, ;
Mdm 4 )
[ -7_q1 Mdeximo
Rys. 5.25

Aby obliczy¢ kat 8 z twierdzenia Castigliano, trzeba naroze B obcigzy¢ dodatkowym
momentem skupionym Mg, = 0, rGwnoczesnie dodajac odpowiednie sily (rys. 5.25) jako
dodatkowe reakcje poziome w podporach A i D réwnowazace nowy uklad sit. Wzory na
momenty gngce przyjmujg wtedy postac:

4
Mgleg(xl)zRAy'xlz-quxl,

, M 4
M ,=M (y)=R, 21— (2 gl+—2L\y+ M, ,,

/

1 10 1
Mg3=Mg( ) RDy X3~ 5 qxs 7 ——ql x;— 5 qxs
Pochodne momentéw M, M, 1 M,; wzgledem Myoq Wynosza:
oM, —0 oM, _ v oM, _

aMdod— ’ aMdod_ l ’ aMdod

Tak wiec kat obrotu naroza B ramy wynosi:

8 y
( ql 2ql-y)(l——) 3
ay _L(gq,s_qls_iq,sgq,s _5 gl

!
95= ae { El YTEI\7 7T T3 )T E

1 ma zwrot zgodny z przyjetym zwrotem momentu Myoq.
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Zadanie 5.11. Dwie poziome belki wspornikowe lF
A

o dlugosci ! kazda, polaczone sa ze soba El Ks
pionowa sprezyng (rys. 5.26). Sztywnosci belek N
na zginanie EI = const s3 jednakowe, a stala ©
sprezyny: c
3EI
c= N
2P 5 El §
Na lewy koniec gérnej belki dziala skierowana L ! »F
do dotu pionowa sila F. Znalez¢ strzalki ugigcia
fa ifs obu konicéw belek. Rys. 5.26
Rozwiazanie.Narys. 527 przedstawiono F X
analizowang konstrukcje czesciowo uwolniong od S i El N
wi¢zO6w. Zadanie jest jednokrotnie statycznie A T : &
niewyznaczalne. Za wielko$§¢ statycznie nie- S
wyznaczalna przyjeto wewngtrzng sile S w ¢ X,
sprezynie. Sil¢ S wyznaczamy z twierdzenia S
Menabre: El §
B »r\
6_V=0 S -
os
g2 Rys. 5.27
tu V=V, +V,, gdzie: s=5;.
oM, oM,
ov_(MaTs ot Maod o (s
= dx,+ dx,+ — =0
oS { El : { EI 2 as(zc)
Obliczenia szczegétowe:
Mgl_(S_F)xl’ aS —xl’ aF =_xl’
M g==35x, as 2 oF
2 3
v =5 OV _S_28I

Po wykorzystaniu twierdzenia Menabre i powyzszych obliczen otrzymano:

!

) 2 2
(S—F)x; Sx; 251
2T e+ [ 222 gy 4220 =,
! El {EI TR

1 3 1 3 2 3
— — - — '+_ ‘=
3(5 F)l +3Sl 3Sl 0,
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1
S—4F.

Strzalki ugieé fa 1 fs rozpatrywanych belek obliczymy z twierdzenia Castigliano:

oM
) M, —=L ! 3 3
5= [ 2 OF dx:f(S—F)xl-(—xl)dx:—ﬁF 0| _(F=8)F_
49F 4 EI e EI " EI |3], 3EI
1 3
-—F
_(F 4 )I_Ff
~ 3EI 4EI’
14 2 58 X SP _ Fl
= = dx.,= dx.= = .
I5=3s { EI 2 {EI > 3EI 12EI
Skrocenie sprezyny:
_ _F’ F’ _FP
A= = Sy g 2B G B
lub
1
=F
Aa:§=4——= Fl3
¢ 3El 6EI
2 ]
Zadanie 5.12. Element konstrukcyjny ABC L

zlozony z belki AB i luku BC utwierdzony jest
w punkcie A 1 podparty na podporze @ Jr——m— -
przegubowej przesuwne] w punkcie C (rys.
5.28). Obliczy¢ przemieszczenie fz punktu B,
jezeli uklad obcigzony jest w punkcie B
pionowg silg F. Sztywnos$¢ belki i tuku na 2
zginanie jest jednakowa 1 wynosi EI = const. Vi

/4

i
1}
H
H
i
1
i
]
]
{
!

Rys. 5.28

Rozwigzanie. Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne. Za sil¢
statycznie niewyznaczalng najlepiej przyjac reakcje Rc w podporze C (rys. 5.29).
Roéwnania opisujgce momenty gnace w kazdym przekroju belki 1 tuku majg nastepujaca
postac:
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Rys. 5.29

Pochodne tych momentéw wzgledem sit Rc i F wynosza:

oM oM
— el 2 _
OR. rsin(¢), oR. r+x,
oMy My
oF ’ oOF ’

Obliczenia reakcji Rc z twierdzenia Menabre:

}R crsin( rsin((p)rd(p+j~ [Ro(r+x)—Fx](r+x) =0,
0 o EI

R 3732 r r
c? fs d(p+ f (r+x) ——E—f (r+x)xdx=0,

32 , ,
Rer f%(l—cos(Zcp))dcp+§—Icf (r*+ 2rx+x2)dx—§f (rx+x%) dx=0.
0 0

0

Po scalkowaniu i pomnozeniu przez EI otrzymano:

1 1 . T 1 5| 2 x|
Rcr3[—2—(p—zsm(2(p)]02+RC r2x+rx2+§x3 O—F r7+? . 0,
T T_.3
RC4+RC3—F6,
stad:
_ 10
< 3m+28
Przemieszczenie punktu B obliczono z twierdzenia Castigliano:
1 :6V:}[Rc(r+x)—Fx](—x)dx=_§Rcr3 1R _ n+l B’ OUF_;
B OF El 6 EI 3 EI 3m+28 El El-
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Zadanie 5.13. Kwadratowa rama ! -

ABCD o diugoéci bokéw /i sztywnosci ) . )
na zginanie pretow ramy EI/ poddana q
jest obcigzeniu q = const na dwoch PR, & T R - B
przeciwlegtych pretach (rys. 5.30). ,,’ = i st v
Sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych : i \
oraz obliczyé zmiang odleglosci o VG P — bomememen. Y B
pomiedzy punktami K i L po ' : I.'
odksztalceniu ramy. Y :. =4 I
v pl—_ S b
q
Rys. 5.30

Rozwigzanie. Rama ze wzgledu na swoja budowg ma 4 osie symetrii, a ze
wzgledu na obcigzenie dwie osie symetrii, pionowa i pozioma.

W przekrojach poprzecznych pretow 12
ramy lezacych na osiach symetrii - -
budowy i obcigzenia sily tnace T s3

z q MR
réwne zero. , E, N
Aby wyznaczy¢ sily wewngtrzne dla A R R
analizowanej konstrukcji, wystarczy -

rozpatrze¢ % czg$¢ ramy, np. czesé N . -
>t

znajdujacy si¢ mi¢dzy punktami KAR. M
Na rys. 5.31 pokazano myslowo p
odcietg czg$é ramy KAR z obcigzeniem lf
zewng¢trznym ¢ i wewnetrznymi sitami VN
uogllnionymi Ng, Mg oraz Ny 1 Mg. “

Z réwnan rownowagi wynika, ze: Rys. 5.31

N =0, NKZ—%‘ql,
z 1 !
MR:MR+_8'ql _MK+NKE:0’

co $wiadczy, ze rama jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna. Za wielkos¢
statycznie niewyznaczalng przyjeto moment M. Wtedy moment Mk staje si¢ funkcja
przyjetej wielkosci statycznie niewyznaczalnej:

1
M=M=y gl

Rownania na momenty gnace dziatajace w przekrojach okreslonych wspotrzednymi x 1y
(rys. 5.31) maja postac:
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M ( >
12
M ,(y)=M =M, —98—.
Energia spre¢zysta zginania calej ramy wynosi:
!
f '2'
V.,.=4

i 0 2 EI o

Energi¢ spr¢zysta od sil normalnych i sil tngcych pominigto jako wielkosci mate.
Pochodne momentéw gnacych wzgledem statycznie niewyznaczalnego momentu Mz:
aMgz(x)zl aMgz(y)zl.
oM, ’ oM,

Z twierdzenia Menabre dla Y4 cz¢éci ramy wynika, ze:

2 2
3 (MR—ﬂz’i-) 1 3 (MR—%) 1
J ——dx+ { = —dy=0

Po scalkowaniu i obustronnym pomnozeniu przez EI otrzymano réwnanie:

I _qP I ql’_
My~ 4 ™Mry 160

z ktérego wynika, ze:

al
M=

Znajgc sity wewngtrzne w przekrojach lezacych na osiach symetrii obcigzenia ramy,
mozemy zapisaé¢ wzory dla sit wewngtrznych:

12 2
Nl(x):(), Tl(x)qu: Mgl(x):.L_ﬁ

12 2
4 g’ _gl’_ gl
N,()=Ne==7 T,(0)=0, M, (y)=T5-"=—77

Wykresy sit wewngtrznych dla calej ramy pokazano na rys. 5.32. Nalezy pamietad, ze
wykresy sit normalnych N 1 momentéw gnacych M, s3 symetryczne wzgledem osi
symetrii KL 1 RS, natomiast wykresy sit tnacych T s3 antysymetryczne wzgledem tych
osl.
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qf al e A -ql
7 Bl ZY N % 2 17
' -/ = ! —
Ty EWE E | E
12 = i =
N R @ ............. él:z.@.-.-. ..... - g ..... @ ..... =
i 12 = ; =
2o TR llin ' — 1 =
—.‘CZL lﬁ""llllu.. ‘_“ o Aﬂﬂmm% = ' =]

Ty oV o’ :

24

Rys. 5.32

Zmiang odleglo$ci mi¢dzy punktami K i1 L mozna obliczy¢ jako podwojone
przemieszczenie poziome punktu K przy przesuwnym utwierdzeniu Y4 czg¢$ci ramy w
punkcie R (rys. 5.33). Zgodnie z twierdzeniem Castigliano w punkcie K trzeba
przylozy¢ site dodatkowa Fyoq = 0.

L
q 11 §
A x
o
= >4
M,
1K
Fu0 7
N
Rys. 5.33

Momenty gnace dla dwoch pretdw ramy (rys. 5.33) oraz pochodne czastkowe tych
momentow wzgledem sily uogélnionej Faoq zapisano w postaci:

2
_ __a- OM,(y)_
Mg(y)_MK-I—Fdod'y__24+Fd0d.y’ 6Fdod -

Fiul 2 2 Fo] 2 oM
Mg(X)=MK+—-M—~—NK-x—-@—:_-‘11_+_£’9£’_.+ﬂx__61£_ E(x)_i

2 2 24 2 27 2 oF,, 2’

Po wyznaczeniu pochodnych wzgledem sily uogolnionej, w rownaniach momentéw
gngcych mozna uwzglednié, ze Fyq = 0 1 wtedy:
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2
—_gq

Mg(y) 24’
__ql gl __gx
M (x)= 24+2x 5

Przemieszczenie poziome punktu K obliczono z twierdzenia Castigliano:
2 2 2
24 24 2 212
dx+ |
0

g’ I, 1 ( ql3+ql3_ql3)_ ql“( L1, 1)_ gt 1_ gl

24ET 8 2FEI\ 48 16 48) 32EI\ 6 3 3| 32EI 6 192EI’

dx=

Ostatecznie z symetrii odksztalcenia ramy ABCD, zmiana odleglosci pomiedzy
punktami K i L wynosi:

I gl
A =2-f = g = ]
a=2fx=2 192EI 96 EI
Zadanie 5.14. Sztywna lekka rama OCE >
zamocowana w sposob pokazany na EA
rys. 5.34 obcigzona jest w punkcie B \ 1,=21
pionows silg F. Trzy prety podtrzymujace EAlr =1

ram¢ o dlugosciach I, =1, ,=21 il; =2l F

maja jednakowag sztywno$¢ na roz- §O / ! i /
ciaganie EA. Obliczy¢ sily w pretach oraz  ©
przemieszczenie punktu E w kierunku

!
EA =2/
tworzacym z poziomem kat a = 45°. 4 ; ’%
l
A
Rys. 5.34

Rozwigzanie. Sily dzialajace na ram¢ po uwolnieniu jej wraz z prgtami od
wiezow podporowych pokazano na rys. 5.35. Wielkosci niewiadome to sktadowe Roy i
Roy reakcji w podporze przegubowej oraz trzy sity w pretach Sy, Sz 1 S3. Poniewaz na
ram¢ dziala plaski dowolny uklad sil, do dyspozycji mamy trzy réwnania statyki przy
pieciu niewiadomych. Zadanie jest wigc dwukrotnie statycznie niewyznaczalne.
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S, EA
A 1,=21
EAlL=l o
Rio I I l I
TRQ A B C
Y
=2
ol EA L=2/ _ia
!
E
Rys. 5.35

Przyjmijmy, ze wielkosci statycznie niewyznaczalne to sity S i S.. Dodatkowe dwa
réwnania otrzymamy z twierdzenia Menabre. W postaci niejawnej réwnania te mozna
zapisaé nastepujaco:

ov oV

_O — —

0S, oS, =0.
W réwnaniach tych V jest energia sprezysta ukiadu.
Przy zalozeniu, ze rama jest sztywna, brana jest pod uwagg¢ tylko energia spr¢zysta w
odksztatcanych pretach. Energia ta okreslona jest wzorem:

_i Sih _ Sil 5221+3221
_z 2EA 2FEA 2FE4A 2E4

Poniewaz jako wielkosci statycznie niewyznaczalne przyj¢to sity S; 1 .5, to silg S; trzeba
wyrazi¢ jako funkcje przyjetych wielkosci statycznie niewyznaczalnych i obcigzenia
zewnetrznego F. W tym celu wystarczy zapisa¢ jedno z réwnan réwnowagi, a
mianowicie sum¢ momentéw wszystkich sit wzgledem punktu O ramy, czyl:

S 1+8,-31+S,-1-F-21=0.
Z rownania tego wynika, Zze:
S,=2F-§,-38,.
Po podstawieniu S; do wyrazenia na energi¢ V otrzymano:

/

= [SH2842(2F-5,-35,)]

Poniewaz uklad jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalny, istnieja dwa dodatkowe
réwnania wynikajgce z twierdzenia Menabre, czyli uktad dwoch rownan algebraicznych:

—-65,—125,=—8F,
65,+20S,=12F,
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po rozwigzaniu ktdrego wyznaczono sity w pretach S 1 S,, a z réwnania M, = 0 sile Si:

1 1 1
S1=§F, S2='5F, S3='6'F.
Z pozostalych réwnan réwnowagi (suma rzutow wszystkich sit na o§ x LFx = 0 i suma
rzutow wszystkich sit na 0§ y XF;; = 0) mozna obliczy¢ sktadowe reakcji w podporze
przegubowej Rox 1 Roy.
Po podstawieniu sit Sy, S; 1 .55 do wzoru na energi¢ ¥ mamy:

_FI
3E4°

Przemieszczenie punktu B przylozenia sity F w kierunku jej dzialania, zgodnie
z twierdzeniem Castgliano, wynosi:

14

L 9V _2F
¥ oF 3EA’

W celu wyznaczenia przemieszczenia punktu E ramy w kierunku tworzacym kat 45°
z poziomem (rys. 5.36), rozpatrywang konstrukcj¢ traktujemy jako statycznie
wyznaczalng, przyjmujac sily S; i S; (wczesniej uznane za statycznie niewyznaczalne)
jako obcigzenie czynne. Rozpatrzymy rame¢ zamocowang przegubowo w punkcie O i
unieruchomiong przez poziomy pret nr 3. Rama obcigzona jest sitami F, S; i1 S; oraz
dodatkowg sila
Fss = 0, przylozong w punkcie E w kierunku szukanego przemieszczenia punktu E

(rys. 5.36).

Rys. 5.36

Wyznaczmy nowg warto$¢ sity w precie poziomym S';, ktora bedzie inna niz S; na
skutek przylozenia sity Fya do punktu E ramy (rys. 5.36). Zapisujagc sume¢ momentow
wszystkich sit wzgledem punktu O 1 przyréwnujac ja do zera, otrzymano:

> M =S 1-F21+S,31+S",-1—F ,,-cos45"- 21~ F,, -sin45"-3 1=0,

1 1 , V2 V2
ZM(,ng-/—F-ZL—l—EF&HS I—F ~=2]—F

2 dod” 7 3 [: O’

stad:
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,_1_.5V2
S 3=gF+TFdod.

Energia sprezysta tak obciazonego ukladu wynosi:
F.5V2p Vy,
_Si +s§21+(s'3)221_ F?l N Fl N 6 2
T2FA 2EA  2EA 8EA 4FA 2EA

Z twierdzenia Castigliano wynika, ze:

_[ av _5V2 Fl
“plamas)™ aFdod F =0_ .

Zadanie 5.15. Rama ABC (rys. 5.37) o
sztywnosci na zginanie EI = const w
punkcie A podparta jest na podporze i
przegubowej nieprzesuwnej, a w
punkcie C - sztywno utwierdzona.
Obciazenie ¢ i wymiary [ ramy
pokazano na rysunku. Obliczy¢ kat
obrotu naroza B ramy oraz ugi¢cic w
srodku dlugosci BC (punkt K) Y

const

q:

Rozwiagzanie. Rozpatrywana !
rama jest dwukrotnie statycznie nie- o8 xMe %_

wyznaczalna. Za wielkosci statycznie i J Re.
niewyznaczalne najlepiej przyjac skla- -

dowe reakcji w podporze A czyli Rax M. Re,

i Ray 0 zwrotach pokazanych na — E
rys. 5.38. >
Reakcje te wyznaczamy z twierdzenia A
Menabre. R‘,’: TR

)
Y
=
(4]

O

Rys. 5.38
Momenty gnace w elementach pionowym i poziomym ramy opisujg wWzory:
M,=M, ()7)=RA_\_-;——-Q%—,
M =M [(x)=R,

Ax

128



Pochodne tych momentéw wzgledem wielko$ci statycznie niewyznaczalnych wynoszg:

6ME,=y, 6M§2=l’ 6M,___O, 6M;2=x.
OR, OR,, OR,, OR,,
Z twierdzenia Menabre wynikaja nast¢pujace réwnania:
oV g’ZJZI f gzaa];!z
- Ax Ax g
aR,x‘{ EI d”! R
o, My My
oV ® OR,, 2 0R,
= —L dx=
OR,, { EI aﬁz+_! EI 0

Po pomnozeniu réwnan przez EI i scalkowaniu, powyzsze rOwnania przyjmuja
nastepujaca postaé:

3 4 3
R4 g pir, L g

3 g o4 2
P Pogl'
RAJ‘E-I-RAY?—QI—O'

Po kolejnych przeksztalceniach:

32R,+12R =154,
6R+4R,, =34l

Z rozwiazania tego uktadu réwnan otrzymano:

Rszf;’—ql, RA'V=2igql.
Przy wyznaczaniu kata obrotu € naroza B ramy i ugiecia fx punktu K ($rodka dlugosci
elementu BC) bedziemy rame traktowac jako statycznie wyznaczalng, obcigzong
obcigzeniem ciaglym o wartosci g 1 reakcjami Rax i Ray (1ys.5.39).
Aby wyznaczy¢ 6 1 f« z twierdzenia Casigliana, trzeba naroze B ramy obcigzy¢
momentem dodatkowym Mz = 0, a w punkcie K ramy przylozy¢ pionowg sile
dodatkowg F = 0.
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X

MB:O'\ | K CR

A B ’TF=0 N
2 |
— = - o
4

1A

=3

Wzory na momenty gnace w pionowym i poziomym elemencie ramy majg postac:

2
Mgleg(y)=—3—ql-y—gZ- dla 0<y<I,

2
_ _3 203 o dl <<l
M ,=M (x) 7ql +28ql x=2 M, dla O_x_2,
M =M (x)=éq12+iql'x—-ql—2—M +Flx—L) dla L<x<i
g ey 08 2 F 2 2777

Pochodne tych momentéw wzgledem sit dodatkowych wynosza:

OMy_, OMy_ | 0My
oM, = oM, =~ oM,
OMy_y My _ OMy_ 1
oF ° oF =~ OF 2

W réwnaniach na momenty gnace po obliczeniu pochodnych mozna opuscié¢ czlony z F
1 Mg, gdyz s3 one rowne zero. Mamy wtedy:

2
Mgleg(y)=;’]-ql-y—--qL dla 0<y<I,

2
_ _3.203 gl <<l
Mgz-—Mg(x)—7ql +28ql x=% dla O_x_z,
M (x)=3 a3 gl x4 Iore
Mg3—Mg(x)—7 l +28ql x== dla 2_x_l
Z twierdzenia Castigliano wynika, ze:
Iy 6Mg1 LM 5MQ3 " 0 o3
! 2 — l T
oV “OF ® 9F “ OF
== dv+ dx+ d.
Jv=5F ! El 7 { EI { EI
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0.— oV J- & aM J' g aM f g aM
B oM, v EI . 4
2

Po podstawieniu do powyzszych réwnan odpowiednich momentdw gnacych i ich
pochodnych otrzymano:

3 3 1 l 3 l
f ( gl +—qlx—=ql )(x——) ( —qlx—— ql )(x——)
j 2877 2 2] f 2877 14 2) jo= L g
!
2

EI EI 448 EI’

N~

3 1 3
%(qulx—ﬁqlz)(—l) 1('2§qlx_ ql )( )
0,=] dx+ [ dx=
B EI 4 EI

2

3 - Ll-
_ (28ql iz )( D
A EI T 56 EI

Poniewaz dodatkowa sila F zostala skierowana do gory, to dodatnia warto$é fx oznacza,
ze ugigcie jest skierowane zgodnie ze zwrotem sity F. Zwrot kata obrotu naroza B 6 jest
zgodny z przyj¢tym zwrotem dodatkowego momentu Ms.

Zadanie 5.16. Rama ABCD (rys. 5.40)
o dhugosci elementéw AB = BC = CD
= [ jest utwierdzona w punktach A i D.
Sztywnosci na zginanie pr¢téw ramy
EI = const. W narozach B i C rama
obcigzona jest sitami poziomymi F
skierowanymi w prawo.

Obliczyé reakcje w podporach A i D,
przemieszczenie poziome fz naroznika
B oraz jego kat obrotu 6.

Rys. 5.40

Rozwigzanie. Analizowana rama ma pionowa o$ symetrii ksztaltu, ktéra jest
osig antysymetrii obcigzenia. Uwzgledniajac, ze na osi antysymetrii obcigzenia sity
wewnetrzne N 1 M, s rowne zero, dalej mozna analizowa¢ potowe ramy, ktoéra na osi
antysymetrii podparta jest na podporze przegubowej przesuwnej (rys. 5.41a) lub
obcigzona nieznang silg poprzeczng (wewnetrzna sita tngca 7). Nalezy pamigtaé, ze
reakcje w symetrycznie potozonych podporach sg antysymetryczne — identyczne co do
wartosci bezwzglednej. Dzieki wykorzystaniu warunkéw antysymetrii obcigzenia,
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zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne. W przypadku, gdyby nie
zauwazono antysymetrii obcigzenia uklad bylby trzykrotnie statycznie niewyznaczalny.
Wyznaczane kierunki dziatania reakcji podpor pokazano na rys. 5.41b.

a) b)

L2,

X

__F- __F s F~ -~ F
—> hW!/ —>i—p—1_ . TS >

M= ’ Myo=0 Y1 My=0 M,.=0

122
R R R
Y AX Ax A Dx
— “Tym, “Tiwm, T\'Mo
R, R, Ro,

Rys. 5.41

Za wielko$é statycznie niewyznaczalng najlepiej przyjaé site¢ 7, poniewaz wtedy nie
trzeba pisa¢ roOwnan statyki. ROwnania statyki mozna napisaé po obliczeniu sity T i
obliczy¢ z nich sktadowe reakcji Rax, Ray i Ma.

Momenty gnace Mg(x) i Mg(y) wynosza:

M (x)=-T"x,
l
Mg(y):_T.E—F.y'

Pochodne tych momentow wzgledem statycznie niewyznaczalnej sity T wynosza:
oM ()
oT ’
OM(y)_ 1
oT 2
Z twierdzenia Menabre mamy:

(x)aMg(x) ( )5Mg(y)

oT oT
El d”{ El

oV _
T

S Sy N |~

Po podstawieniu wzoréw na momenty gnace i ich pochodne otrzymano réwnanie:

/ ]
—TL-pp|[-L
(=Tx)(=x) I( 2 )( 2) _
El d’”{ El =0,

O Sy 10 |~

skad po scalkowaniu:
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0.

24E] ' 4El 4El
Ostatecznie otrzymano:

6
T=-2F.
7

Reakcje wynikajagce z réwnan réwnowagi wynosza:
R, =F,

R@=—T=2F,

4
M A~ - 77_F l.
Reakcje w podporze D sg antysymetryczne wzgl¢dem odpowiednich reakcji w podporze
A (rys. 5.41b), czyli:

R,,=F, szgF, A%=—%Hﬁ

Wartosci, kierunki i zwroty ich dzialania pokazano na rys. 5.41b.

Poniewaz zostala wyznaczona statycznie niewyznaczalna sita T, zadanie mozna dalej
traktowa¢ jako statycznie wyznaczalne. Sita F i dodatkowy moment My« = 0 przylozone
w punkcie B odpowiadaja odpowiednio przemieszczeniu poziomemu f; i katowi obrotu
0s naroza ramy. Wzory na momenty gnace:

M (x)=-T"x,
/
Mg(,V)=_T'5_F’.V"Mdad

oraz ich pochodne wzgledem F i Mjoa:

O M, (x) _ aMg(y)z_y
oF ’ OF ’
aMg(x)z aMg(y):_1
aj‘ldod ’ aMdod .
Z twierdzenia Castigliano:
g (ME) ) OM )
f:6V___f & OF dx+f Y d
5TOF o EI ) EI 7
i 8M(,(x) 6Mn( V)
3 M (x)— M (y) -
9,=2Y :f oM, dx—l—f oM, dv
oM, El o El o
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Po podstawieniu wyrazen na momenty gnace i na ich pochodne wzgledem odpowiednich
sit uogdlnionych otrzymano:

, (—T%—Fy)(—y) : (%Fl—Fy)(—y)

_ - _F( 3 p,1p_5FP

f”'“{ El dy‘{ e EI( 14" *3! )‘42 El’
[-r4-m)en L (2A-m)en 2
0,=0+ [ 2 dy= 7 =L 3p Lp|- L
B EI ! EI EI\ 7" 2 | 14 EI’

Przy sporzadzaniu wykreséw sit wewngtrznych N, T i M, nalezy pamietaé, ze wykres sit
tngcych jest symetryczny wzgledem osi antysymetrii obcigzenia, a wykresy sil
normalnych i momentéw gnacych s3 antysymetryczne. Dla ramy z niniejszego przykiadu
wykresy sit wewnetrznych przedstawiono na rys. 5.42.

-SF

~i{o

E F
AR

6
i 7F

@
I

A

5.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.17. Pétkolisty tuk o promieniu r
polaczony jest przegubowo z pozioma belka

BD o dhugosci 27 (rys. 5.43). Punkty A (tuku)

i D (belki) sa podparte na podporach
przegubowych nieprzesuwnych. Obliczyé
ugiecie fc Srodka dtugosci belki (punkt C), w -
ktérym przylozona jest pionowa, skierowana

ku dotowi sita F. Sztywno$¢ zginania belki 1
tuku E1 = const.

ODPOWIEDZ:
poo3mha Fr
¢ 24 EI
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Zadanie 5.18. Zakrzywiony pr¢t ABC o
sztywnosci na zginanie EI = const
utwierdzony jest w punkcie A, a w punkcie C
podparty na  podporze  przegubowe;j
przesuwnej (rys. 5.44). W punkcie B dziala
pionowa sila F. Promien tuku i dlugosé
elementu poziomego s3 réwne r. Obliczyé
przemieszczenie podpory C. W obliczeniach
uwzglednié tylko energi¢ zginania.

Rys. 5.44

ODPOWIEDZ:
f=12=3m Fr’
¢ 2(37+28) EI'

Zadanie 5.19. Kratownica pokazana na rys. B
5.45 obcigzona jest w wezle A pionowg silg
F. Sztywnos¢ pretéw na rozcigganie lub
$ciskanie E4A = const. Dhugosci pretow 2, 4,
5, 6, 1 7 s3 réwne [, natomiast prety
oznaczone numerami 1, 3 i 8 majg dlugosé
V21 Obliczyé przemieszczenie poziome
fx 1 pionowe f, wezla A kratownicy metoda
energetyczng (twierdzenie Castigliano).

ODPOWIEDZ:

_,Fl _ £l
fi=20 fy..(12\/§+11)EA.

Zadanie 5.20. Belka o dlugosci 4/ 1 sztywno$ci na zginanie EJ podparta jest na konicach
na podporach przegubowych. Na belk¢ dzialajg trzy jednakowe sity F, skierowane
pionowo w dot i rozmieszczone jak pokazano na rys. 5.46. Obliczy¢ ugiecie fc belki w
srodku jej dtugosci, stosujac twierdzenie Castigliano.

El F F F

A\ B C YD E

> VAN

T

, Rys. 5.46

ODPOWIEDZ:
19 FP°
Se= 6 EI
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Zadanie 5.21. Rama o sztywno$ci na zginanie
EI i wymiarach pokazanych na rys. 5.47, A
obcigzona jest w punkcie A pionows sita F. El
Obliczy¢: YF
— skladowa pozioma fax 1 pionowa fa,

przemieszczenia punktu A, ¥e
— katy ugigcia 0, 1 03 ramy w punktach A i B.

!

Rys. 5.47

ODPOWIEDZ:
Fab® Fa® Fa*b Fa*  Fab Fab
=—— =t =t =
S 4 2EI’ S 3EI EI’ 9, 2EI EI’ O EI

faxW lewo, fay w d6t, a katy w kierunkach trygonometrycznych.

Zadanie 5.22. Zakrzywiony lekki pret BCD o
sztywno$ci zginania EI = const podparty jest
w punkcie B przez pionowo ustawiong
sprezyn¢ AB o stalej c. Drugi koniec preta
zamocowany jest na nieprzesuwnej podporze
przegubowej D (rys. 5.48). Pret obcigzony jest
w punkcie C pionowg, skierowang do dolu silg
F. Obliczy¢ poziomag i pionowg skladowa
przemieszczenia punktu B.

ODPOWIEDZ:
_F  40-9m Fr’ _F
fB"_4c+ 48 EI’ fo"zc'

Zadanie 5.23. Element konstrukcyjny
ABC (rys. 5.49) zlozony z belki AB i tuku
BC o sztywnos$ci na zginanie EI = const,
obcigzony jest w punkcie B pionowg sitg
F. Belka podparta jest w punkcie A na
podporze przegubowej nieprzesuwnej, a
tuk podparty jest w punkcie C na podporze
przegubowej przesuwnej. Dlugos¢ belki i
promien tuku wynoszg r.

Obliczy¢ przemieszczenie pionowe punktu Rys. 5.49
B 1 przemieszczenie poziome punktu C.
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ODPOWIEDZ:
f=4+31TF_r3 5 =l6=3m -3n Fr’
BT 48 EI’ YT 48 EI’

Zadanie 5.24. Dwie belki AB i BD o sztywnosciach na zginanie EI utwierdzone sg w
punktach A 1 D. W punkcie B migdzy belkami umieszczono gladki walek. Belka BD
obcigzona jest w Srodku jej dlugosci (punkt C) pionowa sitg F. Diugosci belek AB = [,
BD = 2BC = 2/. Obliczy¢ reakcje podporowe oraz sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych
TiM,

an TN\ B, = chF DN
PN P ﬁ
Rys. 5.50
ODPOWIEDZ:
R—%F M——%Fl, RD—izF M ——%Fl, RB=S=—1§§FI.

Rys. 5.51
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Zadanie  5.25. Rama  statycznie

wyznaczalna o sztywno$ci na zginanie jej -~
elementéw EI = const, o wymiarach q
i warunkach podparcia pokazanych na rys. § E— - |
5.52, obcigzona jest obcigzeniem cigglym
q = const, dzialajacym na element AB
ramy.

Obliczy¢ przemieszczenie fc podpory C,
korzystajac z twierdzenia Castigliano.

2!

i
, /4
ODPOWIEDZ:
f= gl’ Rys. 5.52
¢ 12EI
Punkt C przemiesci si¢ w prawo.

Zadanie 5.26. Element prgtowy ABD (rys. 5.53) ztozony z tuku AD o promieniu 7, belki
DB i spr¢zyny AB obcigzony jest w punktach A i B poziomymi przeciwnie
skierowanymi sitami F. Sztywno$¢ belki i tuku na zginanie wynosi EI

Stata sprezyny: Foa c s F
3EI
C =T__ .
r’(3m+4)
El
Obliczy¢ sil¢ S dzialajagca w sprezynie,
zmiang odleglosci Axp miedzy punktami A i B El
oraz narysowac wykresy sit wewnetrznych N, D
TiM,
) Rys. 5.53
ODPOWIEDZ:
Fr’
S=02F AAB:O’S%E—'
0,8F -0,8F
............. . -
-
L
™, Q
)
T~08;\\“ i
= 0,8F cos ¢ < 0.8F
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Zadanie 5.27. Element pretowy ABD zlozony
z uku AB o promieniu i belki BD o dlugosci
2r (rys. 5.55) utwierdzony jest w punkcie D
1 przymocowany do poziomej sprezyny w
punkcie B. Sztywno$¢ tuku i belki na zginanie
wynosi EI Stala sprezyny:

_3EI
167°°

c

Uklad obcigzony jest pionowa silg F
przytlozona w punkcie A. Obliczyé sile S w
spr¢zynie, przemieszczenia poziome fax i
pionowe fi, punktu A oraz narysowaé
wykresy sit wewngtrznych N, T'i M,.

ODPOWIEDZ:

3
s=025F, f, =0Fr

“3E T

AN

2r

Rys. 5.55
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Zadanie 5.28. Rama ABC o sztywnosci na
zginanie EJ podparta jest w punktach A i C na
podporach przegubowych nieprzesuwnych
(rys. 5.57). Element AB ramy obcigzony jest
w Srodku dlugosci pionowa skierowang do
dotu silg F, a element BC obcigzony jest w
$rodku diugosci poziomg silg F skierowang w

prawo.

Sporzadzi¢ wykresy sit wewnetrznych N, T
i M; dla analizowanej ramy.

y2 . 2
A lF s
i S N e
@9\\ ""‘X‘
L& =
D{-: ................. Cg———! A
7,

Rys. 5.58

}T 112

12

—y

Uwaga ! Os przechodzaca przez punkty B i D jest osig symetrii ksztaltu i osig
antysymetrii obcigzenia. Na osi antysymetrii obcigzenia moment gnacy jest réwny zero.
W zwigzku z tym mozna w punkcie B ramy wstawi¢ przegub (rys. 5.58) i wtedy rama
jest statycznie wyznaczalna.

ODPOWIEDZ:
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N

1
- — 1 H H : B H
¢ 2F RS
o 7 i
F_ 7 @ L
' R & ! i
1 “ -7 1 “~ 7
§ &\& ; @3
i \\\‘3}'/ ! \@f’
N s - 'f/)
o @D = e
4 .
3 IR Hmm
! s : kl
o F -5F
Rys. 5.59



Zadanie 5.29. Do koncow potkolistego tuku,
podpartego na podporze przegubowej w
punkcie A, przymocowano dwie sprezyny
odchylone od poziomu o kat a = 45° i
polaczone ze sobg przegubowo w punkcie B
(rys. 5.60).

Obliczy¢ przemieszczenie pionowe fz punktu
B, majac dane: r — promien tuku; EI -
sztywnos$¢ tuku na zginanie; ¢ — stale sprezyn;
F — pionowa sila przytozona w punkcie B.

ODPOWIEDZ:
j=m=LFr  F
BT 2 EI ¢’

Zadanie 5.30. Belka wspornikowa AB (rys.

5.61) o sztywnosci na zginanie El, podparta

jest w punkcie A na spre¢zynie o stalej c. Do
konca A belki przylozono moment skupiony
M, o zwrocie lewoskretnym. Wyznaczy¢ sile
Sciskajaca sprezyne¢ oraz kat ugiecia belki w
punkcie A. Obliczyé przy jakiej warto$ci
stale] ¢ sprezyny moment utwierdzenia Mp
bedzie réwny zero.

Rys. 5.61

ODPOWIEDZ:
3 Ml _Mol(l__ 3cl’ _SEI
) ’

23EI+cP) 4 EI\ 4(3El+cP 5

Zadanie 5.31. Rama zlozona z dwbdch

A

elementow o sztywnosci na zginanie EI =
const o wymiarach i warunkach podparcia A
pokazanych na rys. 5.62 przenosi poziome
obcigzenie q = const przylozone do elementu
pionowego AB.

Z réwnan roéwnowagi i twierdzenia Menabre
obliczy¢ reakcje podporowe, a nastepnie
wykona¢ wykresy sit wewnetrznych N, T i
M,.

vy

)
T

o

A A
NN

Rys. 5.62

ODPOWIEDZ:
3 3 4 3
R,=—=gl, R,=—ql, R.=——ql, R.=——ql,
Ax 7 q Ay 28 q Cx 7 q C) 28 ql

1

€708

4

ql”.

'e)
7
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(LTI g

Rys. 5.63

Zadanie 5.32. Rama ABCDE (rys. 5.64) o sztywnosci na zginanie EI = const podparta
jest w punkcie A na podporze przegubowej nieprzesuwnej, a w punkcie E na podporze
przegubowej przesuwnej. Punkty A i E polgczone s3 sprezyng o stalej ¢ = EI/(8F).
Wymiary ramy: AB = ED = /, BC = CD = /. Rama obciagzona jest silg poziomg F
przylozong do punktu E. Obliczy¢: sil¢ S w sprezynie, przemieszczenie poziome hg
punktu E, przemieszczenie pionowe fc punktu C oraz kat obrotu s wezta B.

Dane: F, [, EI.

B T 5)
A ' Cc E F
Rys. 5.64
ODPOWIEDZ:
1 Fr 3 FP 3 FI°
S=—F, h,=2—/, ==—, 0,=5—.
4 E T FEI /o 8 EI B4 EI
Zadanie 5.33. ftuk ADB (rys. 5.65) w ,
o o 'D
ksztalcie potokregu o promieniu » wykonano z :
preta o sztywnosci na zginanie EI. Luk ;
zamocowano do podpory przegubowe] w ;
punkcie A. Punkty A 1 B tuku przed ~. | = =
obcigzeniem potaczono nienapigta sprezyng o AAATIAANYSAE
stalej: @ ¢ 77
C:—E%_ RyS. 5.65
r
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W punkcie B przylozono pozioma sit¢ F. Obliczy¢ sitg w sprezynie po obcigzeniu
ukladu i przemieszczenia: poziome punktu B i pionowe punktu D. Sporzadzi¢ wykresy
sit wewng¢trznych.

ODPOWIEDZ:
_F _1rFr3 _ Fr’
S'3 fB_3EI’ ny—3EI'

Rys. 5.66
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6. ZAGADNIENIA SPECJALNE

6.1. Czyste zginanie pre¢tow silnie zakrzywionych

Z analizy czystego plaskiego zginania belek prostych wynika, Ze:

* 0S$ oboj¢tna zginania belki, prostopadta do ptaszczyzny zginania, przechodzi

przez §rodek cigzkosci przekroju poprzecznego belki;

* rozklad naprezen zginajagcych wzdtuz wysokosci przekroju poprzecznego belki

jest liniowy, przy zerowej warto$ci napr¢zenia na osi oboj¢tnej zginania.

Co innego wynika z analizy zginania pr¢tow silnie zakrzywionych. Za prety silnie
zakrzywione uwaza si¢ prety, w ktorych stosunek promienia krzywizny r. osi preta do
wysokosci h jego przekroju poprzecznego spetnia nieréwnosé:
rC
. <6. 6.1)
Charakterystyczne wymiary elementu wycigtego z preta silnie zakrzywionego podano na

s. 6.1.
g4 a) b)

Rys. 6.1

Z analizy odksztalcen 1 naprezen w zakresie sprezystym pretow  silnie
zakrzywionych wynika, ze:
*  0$ obojetna zginania, prostopadla do plaszczyzny zginania, lezy w plaszczyznie
przekroju poprzecznego w odleglosci » od $rodka krzywizny preta okreslonej
wzorem:
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r= 4
f.dé’ (6.2)
U

w ktérym 4 jest polem powierzchni przekroju poprzecznego, a u jest zmienng
zawartg w przedziale r, < u < r; z rys. 6.1 wynika, ze:

u=r+y=rct+yc,

* rozklad napr¢zen zginajacych wzdhuz wysokosci A przekroju poprzecznego
preta jest hiperboliczny.
Naprezenia zginajagce w pretach silnie zakrzywionych przy zalozeniu, ze o y
skierowana jest do srodka krzywizny preta, mozna oblicza¢ z nastgpujacych wzoré6w:

M
——=z Y
o, o (6.3)

lub
1+

=ngC yC
¢ A-er.

o : (6.4)
1+2€

e

gdziee=rc—r.
Dla pretow o r¢/h > 2 mozna stosowa¢ wWzory uproszczone:

_Le 6.5
= (6.5)

e

1+—

_Mg yC
O'g—I Ve e (6.6)

*o14==

Fc
M o :
W uproszczonym wzorze (6.6) dla o, czion Tg"yc jest identyczny jak dla

1+-<
Yc

zakrzywienia preta na warto$¢ naprezen zginajacych.

uwzglednia wplyw

zginanych belek prostych, a iloczyn / (1+&

¥e

Zadanie 6.1. Obliczy¢ dopuszczalny moment gnacy M, pret silnie zakrzywiony
o przekroju teowym pokazany na rys. 6.2. Dane: b, = 20 mm; b, = 60 mm; h, = 60 mm;
h, =20 mm; r; = 110 mm; r» = 30 mm; h = h,+h, = 80 mm; k, = 120 MPa.
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r, Y.
F s
u . du

Rys. 6.2

Rozwigzanie. Pole powierzchni przekroju poprzecznego preta:
A=b,h+b,h,=60-204+-20-60 =2400 mm?>.

Potozenie srodka ciezkosci przekroju poprzecznego (odleglo$¢ od zewngtrznego brzegu
poiki teownika — rys. 6.3):
h h
h2+—‘)

byt by by |yt

Y= y =30 mm

Promien krzywizny osi oboje¢tnej zginania:
A

__A4 _
d4
{ Sl
4, 4,
Elementarne pola d4, i d4, mozna zapisa¢ jako b du i b.du, wigc:
A A

_r2}h2 bZdu+ ]‘ by du b lnurz +b lnur+h
T u r,+h, u
_ A _ 2400 2400
b,In r2+h2+blln i 601 20 50 110 464 =517 mm.
B r,+h, 30 50

Promien krzywizny srodkow cigzkosci przekrojow poprzecznych:
r.=r,+y.=30+30 =60 mm.
Odleglo$¢ osi obojetnej zginania od osi przechodzacej przez srodek cigzkosci przekroju

poprzecznego preta:
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e=r,—r=60-51,7 =83 mm.
Moment statyczny przekroju poprzecznego wzgledem osi obojetnej zginania:
S=A-¢=2400-8,3 =19920 mm’.
Wspotrzedne skrajnych widkien teownika od osi oboj¢tnej zginania:
y,=r—r,=51,7-30 =21,7 mm,
y=r—r;=51,7-100 =—1583 mm.
Napre¢zenia w skrajnych wioknach przekroju poprzecznego (napr¢zenia ekstremalne):

My, 217M,
2= Sr,  19920-30

_Moyl_ —'58,3Mo
0‘1_

=3,63-10" M,

—_ 103
Sr, 19920110 2,66:10 "M

Maksymalne co do wartosci bezwzglednej s3 napre¢zenia o, i one nie mogg by¢ wigksze
od napre¢zen dopuszczalnych, czyli:

0,=3,63-10"° M,<k, =120 MPa,

M,< 120 —
3,63-10

Przyjeto Mo = 3,3 kNm.

= 3304700 Nmm = 3,305 kNm.

Zadanie 6.2. Obliczy¢ maksymalne naprezenia w haku obcigzonym sita F. Promienie
krzywizn haka oraz wymiary jego przekroju poprzecznego zaznaczono na rys. 6.3.

Dane liczbowe: b, = 30 mm; b, = 80 mm; r, = 200 mm; r» = 80 mm;
h=r1—rz= 120mm,F= 100 kN.

Z
Y.

. e
: Y
: : '~.‘,_\:-‘._‘.,._‘ \Y - y
. Y- & [~
3 T
i_____+!’? -—-—e
; - <y>
R
: Ul du
; r.

Rys. 6.3
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R ozwigzanie.Najwigksze napr¢zenia powstang w przekroju I-1, poniewaz w tym
przekroju wystepuje najwickszy moment gnacy Mgmx = F 1. oraz sila normalna N =F.
Pole powierzchni przekroju poprzecznego:

A =%(b1+b2)h = 6600 mm?.

Potozenie $rodka ci¢zkosci:

brlilp _p)nk
2 2 3 51
Ye A = mm.
Promien krzywizny osi oboj¢tnej zginania:
e A

[4

Y U
gdzie: d4 = b, du,

bz —b 1

bu=b1+ h (rl—u)’

b,—b

b1+2——1-r1)1nﬁ—(b2—b1) = 53,85 mm,

h r,

. A 6600

‘fg‘53,85
U

=122,6 mm.

Promien krzywizny linii przechodzacej przez srodki ci¢zkosci przekrojow poprzecznych:
r.=r,+y,=80+51 =131 mm.

Odlegtos¢ miedzy osig oboj¢tng zginania z i1 0sig centralng z. przekroju poprzecznego:
e=r,—r=131-122,6 =84 mm.

Moment statyczny przekroju poprzecznego haka wzgledem osi obojetnej zginania:
S=A4-e=6600-8,4 = 55440 mm’.

Wspohrzedne skrajnych wiokien przekroju poprzecznego od osi obojetnej zginania

yvi=r,—r=200—122,6 =774 mm,

v, =r,—r=80—122,6 =-426 mm.
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G

T G,=15 MPa
-85 MPa
117 MPa)) ©
- ) -70 MPa
FI 1 I
‘ ﬂuyc;g+o,
13% MPa
Rys. 6.4
Naprezenia w przekroju I-I haka (rys. 6.4):
*  od silty normalnej N = F:
_N_F_100000 .

*  od momentu gnagcego M; = F-r.=1,31-10’ Nmm:
©  po stronie rozciaganej (y, =— 42 mm):

_ My, 13110"(-426)

Te= " s 5940080 174 MPa;
©  po stronie §ciskanej (y; = 78 mm):
_ M.y, 13110774 _
TSy~ 59400200 oo MPa

Maksymalne napr¢zenia wystepujgce w przekroju I-I haka:
Opax=0g+0,=117,4+15 =132,4 MPa.

149



6.2. Srodek sil poprzecznych

Metoda wyznaczania naprezen stycznych wywolanych sitg poprzeczng 7 (sitg tnaca
wystepujaca przy zginaniu poprzecznym belek) ze wzoru Zurawskiego:
TS

T(y)= 52— (67)

y zc

daje dostatecznie dokladne dla celow inzynierskich wyniki, gdy linia dzialania sity T
pokrywa si¢ z osig symetrii przekroju poprzecznego belki. Wtedy mamy do czynienia ze
zginaniem plaskim i $cinaniem.

W dalszych rozwazaniach przedstawione zostang belki o przekrojach poprzecznych
z jedng osig symetrii prostopadla do linii dziatania sily 7. Przykladowe, czgsto
stosowane w praktyce inzynierskiej przekroje pokazane sg na rys. 6.5.

Rys. 6.5

Sita T przylozona w $rodku sit poprzecznych S powoduje plaskie zginanie belki
w plaszczyznie xy, nie wywolujac obrotu przekroju poprzecznego belki (nie wystepuje
wtedy skrecanie).

Rys. 6.6

Potozenie srodka sit poprzecznych S w pretach cienkosciennych o profilu otwartym
dla przekrojow z poziomg osig symetrii (rys. 6.6) mozna wyznacza¢ ze wzoru
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wyprowadzonego z przyréwnania sumy momentow wzgledem dowolnego punktu
polozonego na osi symetrii do zera:

> M, Te—f )-6-ds-r=0, (6.8)

Wykorzystujac w réwnaniu (6.8) wzor Zurawskiego, otrzymano:

f 2 6ds r, (6.09)

po uproszczeniu odleglos¢ od punktu O (rys. 6.6) do $rodka sit poprzecznych mozna
wyznaczy¢ ze WZOoru:

- J‘ §%%ds . (6.10)
I zc 0
Zadanie 6.3. Okresli¢c polozenie AY S o
srodka sit poprzecznych dla przekroju B tda
ceowego 0 wymiarach podanych na e N
rys. 6.7 TR
P ) C $Z.
-t
F=N__
NawawwitE
b}
Rys. 6.7

Rozwigzanie. Naprgzenia styczne w polce gomej, w przekroju poprzecznym
okreslonym wspoétrzedns s, zostang obliczone ze wzoru Zurawskiego:

’ (S) B bz Izc ’
w ktérym b, = 1.
Moment statyczny czg¢sci przekroju pasa gornego, okreslonej wspotrzedng s, wynosi:
s h
So=st-—,
0="s 7

Wykorzystujac powyzsze wzor Zurawskiego, dla rozpatrywanego przekroju ma postaé:

!

T —stl
ls)= 2 _Tsh
tl:c‘ 21:(' .
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Jak wynika ze wzoru na t(s) naprgzenie styczne zalezy liniowo od wspotrzednej s i dla
s =0 oraz dla s = b wynosi:

Tbh
T,=7(0)=0, T,=T7(b)= Yk

Rozklad naprezen stycznych w ceowniku pokazano na rys. 6.8. Sity wypadkowe Ti, T3 i
T; (rys. 6.8) od napr¢zen wystepujacych w poélkach i rodniku wynosza:

1T:bh , _ Thib’
221, 4l

IT\|=IT;|=

T,=T.

NNNNNNNNNNNNNNNNN

F=

e ———— T

Rys. 6.8

Sity T 1 T (rys. 6.8) tworza pare sit dziatajacych na ramieniu A, a zatem moment tej pary
sit jest rowny 7,-h. Moment ten obraca przekrdj poprzeczny ceownika w kierunku
trygonometrycznym (rys. 6.8). Przekroj nie ulegnie obrotowi, gdy moment od pary sit 7,
1 T5 = T\ bedzie rbwny momentowi wzgledem osi x (oS lezaca w plaszczyznie srodkowej
srodnika) sity F' = T przytozonej w $rodku sit poprzecznych S, czyli w odleglosci e od
osix. Z rys. 6.8 wynika, ze:

T-e=T,h,
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TH th*

T-e= 41, .

Z powyzszego réwnania wyznaczono odleglo$¢ e stanowigca odlegltos¢ srodka sit
poprzecznych od §rodka grubosci §rodnika ceownika:

Lh’
41"

Moment bezwiadnosci przekroju poprzecznego ceownika wzgledem gtéwnej osi
centralnej z = zc wynosi:

W AR )
IZC—E+2°bt (—2-) ——l-i(l-i-a .

Po podstawieniu momentu bezwladnosci .. do wzoru na odleglos¢ e otrzymano:
K b’ b’

Ll
4[12111 (1+6b

=3

e=

Zadanie 6.4. Okresli¢ potozenie
srodka sit poprzecznych dla
przekroju cienko$ciennego o
wymiarach podanych na rys. 6.9.

Rys. 6.9

Rozwiagzanie. Naprezenia styczne wyznaczymy ze wzoru Zurawskiego, ktory
dla analizowanego przekroju mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

— T S(P
Y

T

gdzie S, jest momentem statycznym wycinka piercienia zawartym miedzy
plaszczyznami rozwartymi pod katem ¢, a I, — momentem bezwladnosci calego
analizowanego przekroju wzgledem osi z¢ (rys. 6.9).

Moment statyczny wynosi:

(o] 2
Sq,"—‘f (61‘dtp-rcosw)=6r2f cosydy=6r’sing.

0 0

153



Moment bezwladnosci . rozpatrywanego przekroju mozna wyznaczy¢ jako potowe
biegunowego momentu bezwladnosci, ktory wynosi:

IO=%(21'rr6)r2='rrr36,

a w zwigzku z powyzszym moment bezwladnosci wzgledem osi z¢ jest rowny:

Ip 1,
I ——

=5 = wr'd.
Naprezenia styczne wystepujace w przekroju poprzecznym preta opisane  s3

nastepujagcym wzorem:

_TS,_ T-5rising _ _p T

o=
61, 5'%”7‘ 5 mrd

T sing.

Roéwnanie rownowagi — rOwnanie sumy momentéw wzgledem punktu O ma postac:
T-e=(f Tq,dA)-r
4

Po rozwigzaniu tego réwnania otrzymano:

r o
2 2

= . = _ATr —
T-e= 2_!;Tq,6rd(p r= f sm(p ord|r= - f81n(pd(p

0 0

n

4Tr

Stad otrzymano odlegtos$¢ srodka sit poprzecznych S od punktu O:
4

e=—r.
T

Zadanie 6.5. Okresli¢ polozenie srodka
sit poprzecznych dla cienko$ciennego
rozcigtego pierScienia o wymiarach
podanych na rys. 6.10.

ODPOWIEDZ:
e=2r.
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Zadanie 6.6. Wyznaczy¢ polozenie e a
srodka sit poprzecznych dla przekroju
pokazanego narys. 6.11.

- ————-—

! -
..... |. (...,...-.-....!6.-.____._:.____>v
l 2 2
T \\ : :
ODPOWIEDZ: ’ ;
e=1,72a. Rys. 6.11

6.3. Napre¢zenia i odksztalcenia w rurach grubosciennych

Ogdlne wzory Lamego dla rury grubosciennej (rys. 6.12) o promieniu
wewngtrznym a 1 promieniu zewngtrznym b obcigzonej ci$nieniem wewnetrznym p,
1 ci$nieniem zewng¢trznym p, majg postaé:

e dla napr¢zen promieniowych:

_ap,~b'p, (p,—p,)a’t’
g =
r B—g? (b &)

: (6.11)

*  dla napr¢zen obwodowych:

_a'p,~b' py, (= py)a’d’
¢ b2_ a2 r2(b2_a2)

o , (6.12)

e dla zmiany dtugosci promienia a:

2, 22 2
ala‘+b a 2b
Aazpa-E—, m v ‘pbfw, (6.13)
* dla zmiany dtugo$ci promienia b:
b 24 b [d*+b?
Abzpafm_pbf W—V), (6.14)

gdzie r jest promieniem punktu znajdujacego si¢ wewnatrz przekroju rury, tzn. a <r < b.
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Zadanie 6.7. Rura grubo$cienna o promieniu wewngtrznym a = 20 mm, promieniu
zewnetrznym b = 30 mm, wykonana ze stali o0 £ = 2-10° MPa i v = 0,3, obcigzona jest
ci$nieniem wewnetrznym p, = 40 MPa przy p, = 0. Obliczy¢ maksymalne napr¢zenia
zredukowane i zmiang¢ grubosci $ciany rury.

Rozwigzanie. Przy ci$nieniu zewn¢trznym p, = 0 wzory Lamego przyjmuja
postac:
_dp, abp,

r b2_a2 r2(b2_a2)

o

24

a’p a’b’p
0_ — a + a ,

¢ b2_a2 r2(b2__a2)
2, 42
ala+b
Ae=rg b—_—’“)
b 2d°
Ab=p — .
paE b2_a2
Napr¢zenia promieniowe o; dla r = a:
2 2 2 2
_4ap, b Pa _ b'—a _
Ur—bz—az_bz—az—_p”bz——az =—-40 MPa.
Naprezenia o, dla = b:
2 2
— a P, _ a p,

-T2 2 2 2
" b—a b-a

Naprezenia obwodowe o, dla r = a:
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2 2 2 2 2 2
ap, b'p, b'+a 30°+20

o = + = - 40 =104 MPa.
T h_g b—a? b—a?le 30P—20?

Napre¢zenia o, dla r = b:

2 2 2 2
ap a ap a ap a 20 '40
o = + =2 =2 = 64 MPa.
* b-d b -a  b-a  30°-20°
Naprezenia zredukowane wedtug hipotezy Hubera obliczone ze wzoru dla ptaskiego
stanu napr¢Zenia:

U,e,i:\/of +0'2(p—a, Oy,

dla » = a wynosza:

(00g) = V(—40)>+(104)*—(=40)-104 = 129 MPa.

Naprezenia zredukowane dla r = a sa napr¢zeniami maksymalnymi, poniewaz dla r = b
napr¢zenia zredukowane sg réwne naprezeniom obwodowym wynoszgcym:

(o-red,)r=b=(o-(p)r=b = 64 MPa.

Zmiany diugosci promieni wewnetrznego i zewngtrznego wynosza odpowiednio:

_ala*+b ). 20 [202+30°
Aa_paE m'l‘ —402105 302_202+0,3 —0,0116 mm,
2 2
Ab=p 229 _49 30 220" 4006 m,

TER-2 2:10° 30°—20°
Zmiana grubosci At §ciany rury wynosi:
At=Ab—Aa=0,0096—0,00116 =-0,002 mm=—-2 pum.

Znak minus oznacza, ze grubos$¢ §ciany rury ¢ = b — a = 10 mm zmniejszyla si¢ zaledwie
0 2 um.

Zadanie 6.8. Na pierscien gruboscienny o promieniu wewnetrznym a = 20 mm
1 promieniu zewngtrznym b = 30 mm wcisnig¢to pierscien grubo$cienny o promieniu
wewnetrznym b' = b — §, gdzie 6 = 5 pm = 0,005 mm. Promiefi zewnetrzny tego
pierscienia ¢ = 40 mm. Stale materialowe obydwu pierscieni sg identyczne i wynoszg:
E=2-10°MPaiv = 0,3. Obliczy¢ cisnienie q dzialajgce miedzy pierscieniami (dla » = b)
oraz naprezeniac.ic,dlar=a,r=bir=c.

Rozwiagzanie. Po wcisnigciu pierscieni promienie b i b' zrownajg si¢ na skutek
zmniejszenia si¢ o Ab promienia zewnetrznego pierscienia wewnetrznego i wzrostu
o Ab' promienia wewngtrznego pierscienia zewng¢trznego. Suma bezwzglednych
wartosci Ab 1 Ab' musi by¢ réwna:

IAb|+|Ab|=5,
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tzn. réznicy dilugosci promieni b 1 b' przed wciskiem. Zmiany promieni Ab i Ab’
wywolane s3 powstaltym po wecisku ci$nieniem g dzialajagcym na powierzchni styku
pierscieni. Przy obliczeniach Ab i Ab’ pominigte zostang mate réznice dugosci promieni
bib' (tzn. b' = b).

Biorgc pod uwage, Ze na pier§cien wewngtrzny dziala tylko cisnienie zewngtrzne py, = g,
a na pier§cien zewng¢trzny dziala tylko cisnienie wewngtrzne py, = g, wzory na zmiany
dhugosci promieni Ab i Ab’' przyjmujg postaé:

b|a’+b’ . b[b+c?
Abz_qE(ZZ 2—V), Ab =q—E—,('2—b2+V

_..a ——

Po podstawieniu ich do zalezno$ci |Ab| +Ab'= 3 otrzymano:

blad+b ), b[b+c
qE g qE 2_p2

+v|=6,

stad po przeksztalceniach:

g= EéS
b a2+b2_|_b2+c2
Y S

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:

5 -3
g= 2-10°-5-10 — 100 — 5.4 MPa.
o[5+%)

0 20°+30° 30°+40° 13,25
30°—20%  40%-30° 57

Naprezenia promieniowe o, dla » = a i ¥ = ¢ s3 réwne zeru, poniewaz na zewng¢trznych
powierzchniach pierscieni (tzn. dla » = a i r = ¢) ci$nienie jest rOwne zero.
Napre¢zenia promieniowe o, dla r=>b1ir=b'sgroéwne:

(0,),25=(0,),p=—q =-54MPa.
Napr¢zenia obwodowe o, dla promieni » =a, r = b, r = b' i r = ¢ wynosza:
_2b'q __2:30°-54
b'—da®  30°-20°
b'q  a’q _ qla’+b")_ 54(20°+30°)

(o-(p)rzaz - — 19,4 MPa,

Op)rep=" = = = - 14 Mpa,
(00)r=s b—a® b—d b —a* 30°-20°
(0), 2= blq_, _cq :61024_172:54402+302 =19,3 MPa
@/r=h' CZ__bZ ,2__b2 cz—‘bz ’ 402"'302 ’ ’

_2b'g _2:30"54
= -p 40°-30°

(o) = 13,9 MPa.
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Zadanie 6.9. Obliczy¢ naprezenia promieniowe o, i obwodowe o, w pier§cieniach po
wcisku z zadania 6.8 1 dodatkowym obcigzeniu ukladu pierscieni ci$nieniem
P = 40 MPa na wewngtrznej powierzchni pierécienia wewng¢trznego (r = a). Pozostale
dane jak w zadaniu 6.8.

Rozwigzanie. W piericieniach dzialaja naprg¢zenia od wcisku, obliczone w
poprzednim zadaniu oraz od ci$nienia p, = 40 MPa. Zadanie mozna rozwigzaé¢ metoda
superpozycji. Najpierw zostang obliczone naprezenia w pier§cieniach wywotane jedynie
ci$nieniem p, = 40 MPa (pierscienie polaczone bez wcisku i luzu). Naprezenia
promieniowe o, wynosza.

(ar)r=a=—pa = _40 MPa,

a2p a2c2p 4 4-16
= a a =—40———.—-—40 = 10,4 MP )
(o-r)r—b 02_a2 bz(cz_az) 12 9-12 :
(Ur)r=c=0'

W powyzszych wzorach wymiary a, b i ¢ podstawiono w centymetrach.
Naprezenia obwodowe o, obliczone ze wzoru:

2 2 2
a P, ac pa

g, — ,
P cz__az r2(cz_a2)
WYNoszg:
2 2 2 2
_ap, cp, _(a+)p, 5, _
(0p)ea= ot =340 =667 MPs,

a'p, , ac'p 2\ g 16\1
(0,), ===+ "2)=(1+c—) a pa=(l+—)—40 =37 MPa,

c*—a* b*(c*-a b?| c*—d 9/3
azp a2p a 1
= o+ =2 =2—-40 = .

Ostateczny stan napre¢zenia w pierscieniach uzyskano przez superpozycj¢ stanu
wynikajacego z wcisku (zadanie 6.8) z wynikami od ci$nienia p, = 40 MPa:

(0,),.,=0~40 =_40 MPa,
(0,),.,=—5,4-10,4 =_158 MPa,
(0,),..=0,
(0p)ca=—19,4+66,7 =473 MPa,
(0,),25=—14437 =_23 MPa,
(0,),25-=19,3+37 =563 MPa,
(0,),..=13,9+26,7 = 40,6 MPa.
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Naprezenia zredukowane wedtug hipotezy Hubera obliczone ze wzoru dla plaskiego
stanu napre¢zenia:

O‘,ed=\/0'3+ 0'3,——0',0(,,
swoja maksymalng warto$¢ uzyskujg dla » = a 1 wynosza:
(0,00)mae= V(—40)7+(47,3)— (= 40)-47,3 =176 MPa.

6.4. Plyty kolowe obcigZzone osiowo-symetrycznie

Plyty kolowe sa czesto spotykanymi elementami maszyn i urzadzen. W tym
punkcie zostanie podany bardzo krotki opis zginania w zakresie sprg¢Zystym
izotropowych plyt kotowych o stalej grubosci, obciazonych osiowo-symetrycznie oraz
kilka przyktadéw rozwiazywania takich plyt.

Rys. 6.13

Dla wycinka obcigzonej osiowo-symetrycznie plyty kotowej (rys. 6.13) mozna
zapisa¢ réwnanie rownowagi (sum¢ momentéw wzgledem osi s), z ktérego po
wykorzystaniu réwnan fizycznych i1 geometrycznych wyprowadza si¢ rdzniczkowe
réwnanie ugi¢tej powierzchni srodkowej w postaci:

djld( awli_Q
dr[r dr(r dr )}_D ’ (6.15)

gdzie:  w = w(r)— funkcja ugigcia ptyty,

QO(r) — poprzeczna sita przekrojowa w [N/m],
_EK - .
= T(1—uh T sztywno$¢ plyty na zginanie,

h — grubos¢ phyty,

E, v — stale materialowe materiatu ptyty.
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Wzory na przekrojowe momenty gnace (w [Nm/m]) majg postac:

_ d’w v aw

M,= D( . +r dr ), (6.16)
_ ldw , d*w

M = D(r - +v 7 ) 6.17)

Zadanie 6.10. Ptyta kolowa (pierScieniowa) o grubosci h, utwierdzona jest na brzegu
zewngtrznym o promieniu 7, = a. Na swobodnym brzegu wewngtrznym o promieniu 7y, =
b obcigzona jest momentem ciggtym M, [Nm/m], jak pokazano na rys. 6.14. Wyznaczy¢
funkcj¢ ugigcia w(r) plyty oraz wzory na momenty gnace M, i M,, majac dane: M,, a, b,
h E,v.

Rys. 6.14

Rozwiagzanie. Z rownowagi sit dzialajacych na myslowo wyciety (rys. 6.18)
piercien o promieniu zewn¢trznym r wynika, Ze przekrojowa sita poprzeczna Q
w rozpatrywanej plycie jest rOwna zero.

Rys. 6.15

Dla Q = 0 rownanie rézniczkowe ugi¢tej powierzchni ma postac:

dild| dwll_,
drlrdr\ dr]|

Rozwigzanie tego rownania (po wykonaniu obustronnego catkowania) jest nast¢pujace:

_l_i(,ﬁﬂ)zcl’
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rE=C1?+C2’
dw_.r G
dr C12 r’

w=Cl%+C2 Inr+C,

W celu wyznaczenia stalych calkowania nalezy zapisa¢ warunki brzegowe, ktore dla
rozpatrywanej plyty sa nastgpujace:
1) w=0dlar=a,

2) Z:’Odlara

3) M=Mdlar=5a.
Z warunkéw brzegowych 1) i 2) otrzymano dwa réwnania:

1) C, 4+c Ina+C,=0,

C,
2 —2_
)C2+ 0.

Trzeci warunek brzegowy ma postac:

2
dW+_!@) =M0'
=b

-D dr r dr

a po podstawieniu pochodnych:

Po uporzadkowaniu otrzymano trzeci warunek brzegowy wyrazony przez stale
calkowania:

C2 MO
3) (1+v)C,—-2(1- v)?=—?.
Z warunkow brzegowych 1 + 3 wyznaczono:
-2M,
CI= 2 ’
D 1+v+(1—v)a—,}
b2
C,= My -
E
D 1+v+(1—v)?}
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—Mya’(1-2Ina)

C,=
2D

| WS |
.

2
l+v+(1—v)%

Funkcja ugigcia ptyty przyjmuje postaé:

-M
w= g > (r’-2d*Inr—a’+2d°lna),
2D l+v+(1—v)%]
M
w=— 2 - (rz—a2—2a21n§),
2D 1+v+(1——v)%5-]
a jej pochodne sg rowne:
dw__ M, _a_2
dr & A
D 1+v+(1—-v)?
dw__ M, (142,
dr2 a2 r2
D|1+v+(1-v)=
b
Momenty gnace:
M 2
M,= 0 ~ 1+v+(1—v)£r’7]=Mo,
1+v+(1-v)=
,
M a*
M,= 0 > 1+v-—(1—v)?].

1+v+(1—-v)a—2
r

Moment promieniowy M; ma warto$¢ stala rowng M,, a moment obwodowy zmienia sie,
jest funkcja promienia i na brzegach plyty wynosi:

(M(p)r=a:VM0’

~

l+v—(1-v)L

(M ,)y=M, -
l+v+(1-v)E

(%]
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Dlav=10,3:

1,3-0,7%
(M(p)r=a=0’3M0, (M(p)r—b= 2 MO
1,340,755
Zadanie 6.11. Plyta pierscieniowa o  _ ¢2a .
grubosci A i érednicy zewnetrznej d, = 2a  62b

utwierdzona jest w nieodksztalcalnym q
stupie o $rednicy d = 2b. Na zewnetrznym
obwodzie plyty dziala obcigzenie ciagle ¢
[N/m] skierowane do dolu (rys. Ev
6.16).Wyznaczy¢ funkcje sity poprzecznej

Q@) 1 ugiecia plyty w(r) oraz okreslié :

warunki brzegowe. Dane: a, b, h, E, v, q. k\\\\\\\\\\\\\

Rys. 6.16

Rozwigzanie. Silg poprzeczng @ wyznaczono z sumy rzutéw sit na o
prostopadla do plaszczyzny plyty, zapisanej dla pierscienia o §rednicy wewnetrznej 2r i
srednicy zewngtrznej 2a (rys. 6.17), gdzie b<r<a.

o

- - e o -~ b =~

4
|

Rys. 6.17

—Q-2tr—q-2ma=0,
0=-1%.

%

Roéwnanie rézniczkowe ugigcia powierzchni srodkowej piyty:

djldf aw)l__1ga
drlrdr\ dr]l D r

rozwigzano poprzez kolejne catkowania obu stron réwnania:

1d| dw) 1 )
';'07(1 I)—D( qaln1+C] s
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—g—( %)=%(—qar Inr+C, r),

aw 1 [ 2 r r
r—c—l;‘-——E-—qa(Tlnr—z)+C ?+C
dw_1| ga _ r G
dr_D_ 4 (27Inr r)+C 2+
_1| _gqaf 2 _rz_r r?
w—D[ 4 r'lnr ) +C, 4+C1nr+C3
_1|_ga’
Warunki brzegowe:
1) w=0dlar=>5,
dw _ _
2) I =0 dlar=5s,

3) M=0dar=a.

Zadanie 6.12. Plyta pierScieniowa o grubosci s obcigzona cis$nieniem p [N/m?]
utwierdzona jest na obwodzie zewngtrznym o promieniu 7, = g i podparta przegubowo
przesuwnie na obwodzie wewngtrznym o promieniu r = b (rys. 6.18). Wyprowadzié¢
wzOr na sil¢ poprzeczng ((r) oraz zapisa¢ warunki brzegowe. Dane: p, a, b, E, v, h.

M.

1 p

) S

7 , \
A - e Z N\
E,v/ %A $2b Z’/‘ =

B é2a -
Rys. 6.18

Rozwigzanie. Aby wyznaczyé sil¢ poprzeczng ((r), trzeba z plyty wyciaé
myslowo krazek o promieniu zewngtrznym r i promieniu wewnetrznym b, zastepujac
oddziatlywanie podpory przesuwnej reakcjg R [N/m] (rys. 6.19).

TP P
W/ S — -
ot 4R Rt %o

. &2b .
. or .
Rys. 6.19
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Z sumy rzutow sil na o$ pionowg otrzymano réwnanie:
Q-2mr+R-2mb—pr(r’—b")=0,
z ktérego wyznaczono:

r r

Q=—R—a+p(r ——q—z-).

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego ugiecia powierzchni srodkowej plyty:

dll d| adw a’
dr[rdr( dr) —RT +p(r—7)

1d [ dw)_1 :
rdr dr D

1
D

’

’

2

Ralnr+p(———a Inr

d| dw 3
dr( a'r) Rarlnr+p(—2——a rlnr)+C1r ,
dW_ 1 2 r2 4 2 r2 2
=D Ra(?lnr—-a— +p 2 + pa (-i-lnr—z- +C 175 —+C,|,
dw_11- (2rlnr r)+p +-2—-(2r1nr r)+C C
dr D| 4 8 2
_ 1} —Ra r pr pa| 2 r2 r2 r
w=51"7 ( Inr 5 2)+ D +— 2 ( Inr 375 +C, 4+C21nr+C3
1 |—Rar’ r*  pa’r’ r
:-b-[ 2 (lnr—1)+—I-;’--2—+pT(lnr—1)+CIZ+C21nr+C3 ,
dv_1|—Rar o )4 P PET o e Ly
dr D| 4 8 4 2 7]
d'w _1l|—=Ra 3 2 _&2 ¢, G
+= =2
2 -D| 2 (1+2Inr) 8pr+ 2 (142Inr) 5

Warunki brzegowe:
1) w=0dlar=aqa,
dw

2) e =0 dlar=a,

3) w=0dlar=5>,
d’ dw

4 M= D( PLYE0=0 dlar=b.
dr= r dr

Z podanych czterech warunkow brzegowych wyznacza sie state catkowania C,, C,, C;
oraz statycznie niewyznaczalng reakcje R.

166



6.5. Nosnos$¢ graniczna

6.5.1. Belki zginane

Plastyczny wskaznik wytrzymatosci na zginanie W, belki oblicza si¢ wykorzystujac
zalozenie, ze przy calkowitym uplastycznieniu przekroju poprzecznego belki
wywolanym czystym zginaniem plaskim (tzn. w przypadku utworzenia si¢ przegubu
plastycznego), o§ oboj¢tna zginania nie przechodzi przez $rodek ciezkosci przekroju
poprzecznego, lecz dzieli przekrdj na dwie czgéci o réwnych polach powierzchni (rys.
6.20).

1
CA2A
0P [N 77777 N __o$ obojetna
zginania
1
A
Rys. 6.20

W kazdej z tych dwdch czgsci przekroju wystepuja naprezenia normalne réwne (co
do warto$ci bezwzglednej) granicy plastyczno$ci R, = o, 0 przeciwnych zwrotach.
Moment gnacy w przegubie plastycznym jest wigc réwny:

A
Mp,=Re-3-s, (6.18)
gdzie s jest odleglo$cig migdzy $rodkami ci¢zko$ci dwoch czesci przekroju belki o takim
samym polu powierzchni (rys. 6.20).
Przez analogi¢ do zginania spr¢zystego moment plastyczny okresla wzor:

MpI:Re'WpI’ (6.19)

gdzie Wy jest plastycznym wskaznikiem wytrzymatosci na zginanie.

Z poréwnania prawych stron réwnan (6.18) i (6.19) wynika, ze plastyczny wskaznik
na zginanie:

A
Wp,zg-s. (6.20)

W belkach statycznie wyznaczalnych, poddanych czystemu zginaniu, powstanie
cho¢by jednego przegubu plastycznego powoduje zniszczenie belki (belka staje si¢
mechanizmem). Przegub plastyczny powstaje w przekroju, w ktérym wystepuje
maksymalny moment gnacy. Zniszczenie belki nastepuje, gdy maksymalny moment
gnacy osigga warto$¢ rowng momentowi plastycznemu, tzn.:

M =M, =R W . (6.21)

gmax
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Znajac warto$¢ maksymalnego momentu gnacego w funkcji sity obciazajgcej belke
lub w funkcji obcigzenia cigglego, mozna z wzoru (6.21) obliczyé graniczng wartos¢
obcigzenia Fy lub g,.

Nieco trudniej rozwiazuje si¢ przypadki statycznie niewyznaczalnych belek.
Maksymalng liczbg¢ przegubéw plastycznych p, przy ktérej cala belka statycznie
niewyznaczalna (lub jej cz¢$€) przeksztalci si¢ w mechanizm oblicza si¢ ze wzoru:

p=n+1l, (6.22)

gdzie n jest stopniem statycznej niewyznaczalnosci belki.

Mozliwe jest jednak przeksztalcenie si¢ czgsci belki w mechanizm przy liczbie
przegubdw plastycznych p w tej czgsci belki mniejszej od n + 1.

Istnieja dwie metody wyznaczania obcigzenia granicznego belek: statyczna
i kinematyczna.

Wartos¢ obcigzenia granicznego belki okre$lona metoda statyczng jest zawsze
mniejsza lub réwna od rzeczywistej wartosci obcigzenia granicznego, natomiast warto$é
obcigzenia granicznego wyznaczona metodg kinematyczng jest zawsze wigksza lub
réwna rzeczywistemu obcigzeniu granicznemu belki.

Obie te metody zostang szczegélowo omdéwione na przyktadach.

Zadanie 6.13. Belka o przekroju dwuteowym podparta przegubowo na koncach,
obcm}zona jest na calej dlugosci réwnomiernym obcigzeniem ciagglym o wartosci gq.

q \
RRRRENNRRRRENY -
Z 5 \\\\

!
- _Ny =

A

Rys. 6.21

Majac dane: /=2 m, = 10 mm i o, = 240 MPa, obliczyc¢:
a) warto$¢ obcigzenia ¢, przy ktérym nastgpi uplastycznienie pierwszych
wldkien;
b) warto$¢ obcigzenia granicznego g, przy ktérym w belce powstanie przegub
plastyczny.
Granice plastycznos$ci na rozcigganie i §ciskanie majga takg samg wartos¢ bezwzgledna.

Rozwigzanie.Zalozono, ze materiat belki jest sprezysty — idealnie plastyczny.

Najpierw obliczono charakterystyki przekroju poprzecznego belki, potrzebne do
obliczenia maksymalnych co do wartosci bezwzglednej naprezen w zakresie sprezystym,
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az do osiggnigcia we widknach najbardziej oddalonych od osi obojetnej zginania
naprezen réwnych granicy plastycznosci.

2o
e

P |
.
aaad
y"\ﬂl

i C

6t
VN

Ye

5t

Rys. 6.22

Potozenie srodka cigzkos$ci przekroju poprzecznego (rys. 6.22) okresla wspoirzedna:

2 1 2 2
= +4 . + .
—5t 2t t°-3t+3¢t S’St_3lt3_3l
Y= 2 2 p) - 2—'_tN2,58t.
5t°+41°+3¢ 12 12

Moment bezwladnosci wzgledem osi z; (rys. 6.22):
5t 31(51) . r(4t)
= + -2
3 3 3

Moment bezwladnosci wzgledem osi centralnej z (rys. 6.22):

2
1,,=1,—A( yc—t)2=84t4—12t2(%t) =53,92¢".

I, =847,

Maksymalna odleglos$¢ widkien belki od osi oboj¢tnej (od osi z.):

PP - . ) S
Vmax=h—y.=61 12t—12t—3,42t.

Wskaznik wytrzymalosci belki na zginanie:

I_ 4
W= e =53,92t
Vw3421

=15,77¢.

Maksymalny moment gnacy wystepuje w srodku dtugosci belki 1 wynosi:

1

M. =—qgl.
gmax 8q

Warunek uplastycznienia pierwszych wiokien belki:
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.12
qgl —
O-pl’

8w

_8Wa, 8157710, _8-15,77-10°240
& I 2000°

9, = 7,57 N/mm.

Rozklad napr¢zen wzdhluz wysokosci przekroju poprzecznego w $rodku dhugosci belki
pokazano na rys. 6.23.

i,
[l

\

T

Rys. 6.23

Obliczenie obcigzenia granicznego wymaga podzielenia pola powierzchni przekroju
poprzecznego belki na dwie rowne czesci (rys. 6.24).

3t
Y - So ..
4 Z
?,.A _ /= t 5
ot >
3| o 7 // | 2
sh N 'Y -
oS NN =
- \w\\ P&N | I .
} - 5t _ Gy
Rys. 6.24
Pola powierzchni czesci 11 2:
_ L _A_12¢_
A}‘A:“Z— 5 =6r.

Polozenia srodkow ciezkosci przekrojéw teowych o réwnych polach powierzchni
liczone od ost z, (rys. 6.24):
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2 t 2 3
_t( 2+5t( 2:)_ )

cl ™ =—3
Vel 12 45¢ 3
23 27,
+
, =3 30 =§t
< 324312 2

Odleglo$é migdzy srodkami cigzkosci:

s=|y |+y,= :t+§t=26—3t 3,83¢.

Plastyczny wskaznik wytrzymatosci belki na zginanie:

Wp,=§-s=6t2-3,83t=23t3.

Moment plastyczny:
Mp1= Wp,'O'pI,

qgr 12= Wpl'O'pl

oo |

stad obciazenie graniczne:

8W 'O _8-23-10°-240
I? 2000?

qy= = 11,04 N/mm.

Obcigzenie g, = 11,04 N/mm jest o prawie 46% wigksze od obcigzenia powodujacego
pierwsze uplastycznienie gérmych widkien przekroju gu = 7,57 N/mm. Aby otrzyma¢
obcigzenie dopuszczalne qaop, trzeba wyznaczone obcigzenia podzieli¢ przez odpowiedni
wspolczynnik bezpieczenstwa. Wspdtczynnik bezpieczenistwa dla g, jest na ogoét nieco
wigkszy od wspélczynnika bezpieczenstwa dla g, Jezeli przyjaé wspdlczynnik
bezpieczenstwa dla g, réwny ng = 2, a dla gy — ny = 1,5, wéwczas:

4

Gdop(gr)= 1120 = 5,52 N/mm,
1,57

qdop pl)— ] 5 = 5 05 N/mm.

Obciagzenie dopuszczalne obliczone metoda stanéw granicznych jest w tym przypadku
okoto 10% wigksze od naprezenia okre$lonego metodg naprezen dopuszczalnych
(dla k. = k. = op/n, = 160 MPa).

Zadanie 6.14. Belka dwuprzestowa symetrycznej budowy jest symetrycznie obcigzona
jak pokazano na rys. 6.25a. Przekrdj poprzeczny belki jest teownikiem o wymiarach
pokazanych na rys. 6.25b. Obliczy¢ graniczng wartosc¢ sity P, stosujac metodg¢ statyczng.
Dane liczbowe: /=1 m, ¢t = 20 mm, o, = 250 MPa.
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- ot
= s >~
MBI N ~|
1
v v
B N &
Ag
.- A° §\
Z 7% 2 x
l e l N Y
= o o - i :t
Rys. 6.25
Rozwiagzanie. Pole powierzchni
przekroju poprzecznego: ' B
_ 194 MNEE = %
A=2-6t1=121". S >
Pole powierzchni pasa: &
Y
_4__ 2 s
A,= 5= 6¢
jest réwne polu powierzchni $rodnika. n L S, ;
Rozklad naprgzen w przegubie plastycznym e
pokazano na rys. 6.26.
Rys. 6.26

Odleglos¢ pomigdzy srodkami cigzkosci figur o réwnych polach powierzchni przekroju
poprzecznego:

t
—Li3=35¢.
5=5

Wskaznik plastyczny:

A
W=7 s=61"3,5¢=21¢",

Moment plastyczny:
M, =W ,o,=21fc,,.

Biorac pod uwage symetri¢ belki wzgledem plaszczyzny przechodzacej przez punkt B
1 prostopadtej do osi belki, mozna dalej rozpatrywa¢ polowe belki utwierdzonej w
punkcie B (ugiecie 1 kat ugiecia w punkcie B sg rowne zero) obcigzonej silg Py
(rys. 6.27a).

Belka ta stanie si¢ mechanizmem, gdy w punktach B i C powstang przeguby plastyczne.
Na rys. 6.27b pokazano momenty plastyczne M, po utworzeniu si¢ przegubow
plastycznych.
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By
c

Rys. 6.27

Suma momentdw sit dziatajagcych na belke AB wzgledem punktu B:

R,1-P %—M+M+M =0.
Suma momentdw sil dziatajacych na element AC belki wzgledem punktu C:
/
‘=5— M, =0.
R, A =0

Z ostatnich dwdch réwnan wyznaczono:

RA———I_LI,
P,= ?(M +R )= I(M +2M )= 61\1/1 6W‘l”0”’=6'21;30ﬂ=
- 6'211'38(3)‘250 = 252000N = 252 kN.
Silta dopuszczalna:
Pdopsz’

gdzie n jest wspdlczynnikiem bezpieczenstwa.

Zadanie 6.15. Belka jednoprzgstowa statycznie niewyznaczalna ma by¢ obcigzona
dwiema sitami pionowymi o lacznej wartosci 4F przytozonymi w punktach B i C (rys.
6.28). Wyznaczy¢, dla ktorego z trzech podanych przypadkéw obcigzenie graniczne
bedzie najwigksze. Zadanie rozwigza¢ metodg kinematyczng. Dane: M, = W6, oraz .

173



a) przypadek I obcigZzenia

3F
F
7o y ¢ \D
ﬂ 5 S A
4 7A
od | 31 R
- i - -

b) przypadek ll obcigzenia

2F lZF
A A4
B C
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c) przypadek lll obcigzenia

3F

YA *F ) 4
B C

BN\
3
e
ha ¥
f
[N] 8
o
Y
[ |
.a;i—.\
i
\gha

b
—

a

Rys. 6.28

Rozwigzanie. Dla belki jednokrotnie statycznie niewyznaczanej liczba
przegubow plastycznych umozliwiajacych przeksztalcenie belki w mechanizm wynosi 2.
Dla rozpatrywanego obcigzenia zewn¢trznego musimy rozwazy¢ dwa kinematycznie
dopuszczalne mechanizmy zniszczenia pokazane na rys. 6.29.

Z rys. 6.29 wynika, ze:

4w, ) 4wy . ) ] 16w,
Dy= ] -, Pp= 3] -, (pBlz(PAl'*'(PDI: 3] :,
. Awe o Awe, o 16w
P y,= 37 Pp,= ] = (Pc'z:(p,qz‘i‘(pDz: 3]
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a) mechanizm zniszczenia 1

b)

Pcr™ Przt Poz

Rys. 6.29

Moc obcigzen zewnetrznych L na predko$ciach przemieszczen przygotowanych dla
trzech rozpatrywanych przypadkéw obcigzenia wynosi:
» dla pierwszego mechanizmu zniszczenia:

LII=3 F.WBI+F'WCI=3 F'wBl-l-F.%wB]:l?OFWB] ’

L111=2F'WB.+2F'WCI=2F(WB.'F%WB-):gFWB.,

Lyy=F-wy+3 F'Wc,=F’WB.+3F'%WB,=2FWB,,

* dla drugiego mechanizmu zniszczenia:
Ly =3F-Wy+F-w,=3 F%wcz+F-wC2=2F We,

Lz,,=2F-w32+2F-wC2=2F(%wcz+wcz

S ra,

Lz,,,-—-F'sz+3 F-WC2=F--I§WC2+3 F-wCZ:—I.Q,QFwQ,
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Moc sit wewnetrznych (momentéw granicznych) na predkosciach obrotéw katowych w

przegubach wynosi:
* dla pierwszego mechanizmu zniszczenia:

4y 16w3‘) 28, ¥

Dl:MPI.(PA--'-MPl.(pBl:MP’( T T3 T3 MeTy

e dla drugiego mechanizmu zniszczenia:

43y 16wcz) 20 ., We,

D2=Mpl'¢Az+MpI'¢cz=Mp1( 37 7 31 | 3 e

Z bilansumocy L=D otrzymano:
* dla pierwszego przypadku obcigzenia:

. . 10 ) 28 Wg
L,;=D,, ?FIIWB,=—§-MpI'I_’ F”=2,8—l'l,

: : . 20 We,
Ly=D,, 2F21wC2=?MpIT’ F,=3,33 lpl,

* dla drugiego przypadku obcigzenia:

: .8 .28 Wg M
L,,=D,, ‘§F111WB.=TMpI"I—, F”,=3,5—-l—’11-,
: : 8 . 20 W,

L,;=D,, §F211WC,=?MPIT: F211=2,STPI,

e dla trzeciego przypadku obciazenia:

7 a . 28 WB,

Lyy=D, 2F1111W31=?MP’T’ F1111=4’67 [pl,
10 i 20 We,

Lyy=D,, TF2111WCZ=_§"MpIT, F2111=2—l—p,.

Silg graniczng dla kazdego z rozpatrywanych przypadkéw jest mniejsza z wyznaczonych
dwoch sil, a zatem:

M
F,,=28—%,

!
M
F”ﬂ=2§—7ﬂ,
M
Fmﬂ:2ﬁ—7ﬂ.
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Najwigksze obcigzenie graniczne uzyskuje si¢ przy obcigzeniu belki wedlug schematu I
na rys. 6.28a, tzn. gdy w punkcie B dziala sita graniczna 3F;, a w punkcie C sila Fig,.

W rozwigzaniu zadania nie rozpatrzono mechanizmu zniszczenia przedstawionego na
rys. 6.30, gdyz przy zadanym obciazeniu nie moze on wystapi¢.

onfea

! 3

N
A

Rys. 6.30

Zadanie 6.16. Dla belki pokazanej na rys. 6.31 wyznaczy¢ graniczng warto§é obcigzenia
qs- Dane sa: dlugos¢ belki /, parametr przekroju poprzecznego a oraz granica
plastycznosci 6,. Zadanie rozwigza¢ metoda kinematyczna.

SO ITR
C

‘7: / o ‘al4ja~a

-t Pt ol -

5a

s n - -

|

Rys. 6.31

Rozwigzanie.Pole powierzchni przekroju poprzecznego belki:
A=6a-a+2-4a-a=14a".

Podzial przekroju poprzecznego na dwie czg¢sci o rownych polach powierzchni pokazano
narys. 6.32.
Obliczenie potozenia srodkow cigzkosci dla figur 71 2:

_2-15a-a-0,75a+4a-a-a_625a"
Yer= 2-1,5a-a+4a-a 74°

~0,894a,

|yC_,|=%-3,5a=1,75a.

Odleglos¢ migdzy srodkami ciezkosci:

S= )’C1+|)”C3 =0.89a+1,75a=2,64 a.
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Wskaznik plastyczny belki na zginanie:
W=as=1d"2,64a~18,50.

Moment plastyczny:
M, =W ,0,=W ,R,=185a"0,.

Belka jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna, wigc przeksztalcenie jej w
mechanizm wymaga powstania dwoch przegubdéw plastycznych. Jeden z przegubow
powstanie w utwierdzeniu (punkt B), natomiast potozenie drugiego przegubu
plastycznego przyjmuje si¢ w odleglosci x od punktu A (rys. 6.33). Na rys. 6.33
przedstawiono kinematyczny mechanizm zniszczenia.

Rys. 6.33

Moc obciazenia zewnetrznego L
!
LZI q'wo-dx=1—ql-w0,
) 2
Moc sit wewnetrznych (momentow plastycznych):
D= Mp/ '(PB‘*'M,)/'CPW

gdzie:

Wy . . . W, W,
, o Q=P Q= 7"'

[—x’
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Po podstawieniu otrzymano:

2w, Wol_ . 2x+l—x _ . l+x
D= M”I(l x+ )_M”' "o (I—x)x =My wo(l-x)x
Z bilansu mocy otrzymano:
| . I+x
2ql Wo=M , Wo—(l—x)x’
=2Mpl l+x
= (I-x)x

Parametr x okreélajacy potozenie przegubu plastycznego wyznacza si¢ z warunku
minimum obcigzenia granicznego:

49 _
e 0.
Obliczenie pochodne;:
dg_2M, 1{1-x)x—(1-2x)(+x) _2M, x*+20x-1
dx / (1—x)*x? / (1—x)*x?

Z warunku minimum obcigzenia granicznego:

2M,,1.x2+21x—l2
/ (I—x)*x?

=0,

otrzymano rOwnanie kwadratowe:
x*+2 e —1"=0,
ktérego rozwigzanie dla 0 <x </ wynosi:
x=(v2-1)1=0,411.

Po podstawieniu wyznaczonej wartoéci x do wyrazenia na g otrzymano:

1 3
g,=11 662211 66—851"—0& 215724,

Zadanie 6.17. Obliczy¢ graniczng warto$¢ sity Fy, dla trzech belek o tej samej dtugosci /
1 takim samym przekroju poprzecznym (o wskazniku plastycznym W) przy roznych
warunkach podparcia pokazanych na rys. 6.34. Granica plastyczno$ci materialu belki -
Opl.
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) A§P‘“
hi._;
.
..JL___§>‘\ S

b lF 1
A . N

D : §

c) A lF B
N ' N

Rys. 6.34

Rozwigzanie. Belka (a) jest statycznie wyznaczalna. Jeden przegub plastyczny
pod siltg F (rys. 6.35) przeksztalca belke w mechanizm.

Moment plastyczny:
Mp1= MPI'UPI .
Moc obcigzenia zewngtrznego:
L=F g) We
Moc sit wewngtrznych:
: , . 2we M,
D, =My pc=My2¢0,=M ;2= £=4 T
Z bilansu mocy:
F(a): M/)I:4W/)lo-pl
& / /
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Belka (b) jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna. Aby stala sie mechanizmem,
muszg powsta¢ dwa przeguby plastyczne — w utwierdzeniu i pod sitlg F. Mechanizm
plastyczny pokazano na rys. 6.36.

Rys. 6.36

. . 2w,
(PA=(P3='I—,
4w,

/

@ c=2 @ A=
Moc obcigzenia zewng¢trznego:
L a = F g) 'W C-
Moc sit wewnetrznych:

: , , : M,
D,=M 4+ M, pc=3M ;s 0 ,=6—"

We.
Z bilansu mocy:
M, _ 6W 0,

/ l

Belka (c) jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalna. Aby stala si¢ mechanizmem,
muszg utworzy¢ si¢ trzy przeguby plastyczne — dwa w utwierdzeniach i jeden pod silg F.
Mechanizm plastyczny z momentami plastycznymi pokazano na rys. 6.36.

(b)_—
F¥=6

Moc obcigzenia zewnetrznego:
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Moc sit wewnetrznych:

. 24 2we 2 M
D,=M @+ M @c+M, Py=M, Vl"c+2 ;vc+ }vc =8 lpl we.
Z bilansu mocy:
M, 8W ,o
(e) _ pl_ pl pl
F,=8 "

Najwigksze obcigzenie graniczne moze przenie$¢ belka utwierdzona na obu koncach.
Zadanie 6.18. Obliczy¢ graniczng obcigzenie F, dla belki podpartej i obcigzonej jak

pokazano na rys. 6.38. Dane s3: dlugos¢ belki /, wskaznik plastyczny Wy i granica
plastycznosci materiatu belki oy

lF F .
IA \

>

N
|

W=

]

|

[

]

3

-

S

) Rys. 6.38
ODPOWIEDZ:
M 6w o
F = P 27 pl )
#=0 l l

6.5.2. No$nos¢ graniczna waléw skrecanych

Wyznaczanie no$no$ci granicznej dla waléw skrecanych odbywa si¢ w bardzo
podobny sposob jak w przypadku zginania, jezeli chodzi o wyznaczanie przegubow
plastycznych. Nieco inaczej nalezy podejs¢ do wyznaczenia wskaznika plastycznego na
skrecanie. Bardzo wygodna jest analogia Nadaia, zwana réwniez analogig wzgdrza
piaskowego. Dla przekroju kotowego (rys. 6.39), pelnego i z otworem (drazonego),
wskaznik plastyczny na skrgcanie mozna wyznaczy¢ z warunkdéw rownowagi.

a) b)
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Warunek rownowagi dla skrecania plastycznego ma postaé:
M,=[ t,pd4, (6.23)
A

czyli:
M=, ! pdA, (6.24)

gdzie 1, = R, jest granicg plastycznos$ci na skrecanie.
Graniczny moment skrecajacy:

Msgr:Tpl Wpl: R, Wpl (6.25)

Poréwnujac réwnania (6.24) i (6.25) otrzymano wyrazenie na wskaznik plastyczny
przy skrecaniu:

W= { pdd, (6.26)
ktory dla przekroju kotowego (rys. 6.39a) wynosi:
R R 2
Wp,=fp2npdp=2n{p2dp=§n1e3- (6.27)
0
a dla przekroju kotowego z otworem o promieniu r (rys. 6.38b):
R R )
Wp,=fp21Tpdp=2Trfpzdp=§1'r(R3-—r3). (6.28)

Plastyczny wskaznik przekroju na skrgcanie najlatwiej mozna wyznaczyé
korzystajac z analogii Nadaia, zgodnie z ktdrg wskaznik ten réwny jest podwojone;j
objetosci bryly powstalej poprzez nasypanie piasku na przekrdj, jezeli kat u podstawy
tej bryly wynosi 45°. Na rys. 6.40 pokazano przykltadowe przekroje wraz z usypanymi
wzgo6rzami piaskowymi.

Wykorzystujgc analogi¢ wzgoérza piaskowego, mozna obliczy¢ wskaznik plastyczny
na skrecanie dla:

»  przekroju kotowego pelnego (rys. 6.40a):
P Al a2
Wp,—2-V—2--3- A-H—2--3-TrR -R—gnR , (6.29)

* przekroju kotowego z otworem (rys. 6.40b) — objetosé stozka Scigtego o

promieniu gomej podstawy rdwnej promieniowi otworu:

1 1 1 2 1 2

Wp,:2-V=2-(§A,~H——3-A2h)=2-(§1TR R=3mrir)=3 (R—r), (6.30)
* wielokata foremnego (rys. 6.40c) — kazdy taki wielokat o » bokach mozna

podzieli¢ na » jednakowych trojkatéw rownoramiennych o wysokosci /4 i

podstawie a rownej dlugosci boku wielokata:
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W, =2V=2~ A H=2~n>ah-h=1nan’,

3 375 3 (6.31)

»  przekroju teowego (rys. 6.40d) — przy zalozeniu, Ze teownik ma wysokos¢
Ot 1 szerokosé 7t:

—o.y=ofL, L. Lt ) 558,
W,=2-V=2 2t2 (6¢+7,5¢)+3 3 2t2 =7,25¢", (6.32)

natomiast dla przekrojéw cienkosciennych dajacych si¢ podzieli¢ na n
prostokatow o wymiarach a; na h; uproszczony wzoér ma postac:

1 n
Wp,:-z-; ah’. (6.33)

v -
.

_ T T

R
AR N
_.

AuHHick
- \\\\@\\\\\
\\I\\

Rys. 6.40

Jezeli wykorzystamy réwnanie (6.33) do wyznaczenia wskaznika plastycznego dla
teownika (rys. 6.40d) o wymiarach 97 — wysokos¢, 7¢ — szeroko$¢ i 1 — grubos¢ poiki, to:

1w 1 2
WplzigaihfZE(St-t2+7t-t )=7,5¢". (6.34)

Poréwnujac wyniki uzyskane ze wzoru doktadnego (6.32) 1 uproszczonego (6.34)
dla teownika pokazanego na rys. 6.40d, stwierdza sie, ze wzOr uproszczony zawyza
wartos¢ wskaznika plastycznego 1 w tym wypadku réznica wynosi okoto 3,5 %.
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Zadanie 6.19. Obliczy¢ graniczny moment
skr¢cajacy pret wspornikowy o przekroju
kwadratowym (rys. 6.41). Dane sa: b — bok /
kwadratu bedacego przekrojem preta i T, —

granica plastycznosci na skrecanie. :

Rozwigzanie. Zgodnie z analogig 1
Nadaia wskaznik plastyczny na skre¢canie
(réwnanie (6.31) i rys. 6.42) jest réwny:

1
Wp,=2-V=§nah2,

2
Wﬁ=14b(9)=lbi

3 2] 3
Moment plastyczny:
M, =W, T,=+b

n— pITpI_3 Tpl'

Z réwnania réwnowagi wzgledem osi pre¢ta wynika, ze:
_y =P

Mgr_MpI—-é—TpI'
Zadanie 6.20. Wal dragzony o promieniu . M
zewnetrznym r», = R i promieniu WS o N N
wewnetrznym ry = %2R utwierdzony jest na \\\\ i ':.'.T:.:T.‘ET::T:.'.?:\‘..‘.'.'_ N\
obu koncach i obcigzony momentem Q N Wil | M TN
skrecajagcym M, w $rodku dlugosci (rys. N\ 1 I A \
6.43). Dane: R, T, - 2 ;

Rys. 6.43

Rozwigzanie. Zgodnie z analogia Nadaia do wyznaczenia wskaznika
plastycznego dla przekroju rozpatrywanego preta mozna wykorzysta¢ réwnanie (6.30):

2 3 R\’
- S A
2

2 3
W,=2 V=§1T(ri—ri_):§rr

YRS A
—3TrR(l 8)—121TR.
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Moment plastyczny:

7 3
Mp,= WPITPI"EHR T,
MOgr
E(’ (/
N A
M

Rys. 6.44
Zgodnie z rys. 6.44 graniczny moment skrecajagcy wynosi:

Mog,=2MP,=%1TR3Tp,.

6.6. Obcigzenia udarowe

Do wyznaczenia stanu napre¢zen i odksztalcen w konstrukcjach obcigzonych
dynamicznie, gdy wystepujace przyspieszenia zachowujg wartosci state lub zmieniajg si¢
w sposob lagodny, mozna zastosowa¢ metody znane ze statyki. W praktyce wprowadza
si¢ wspoOlczynnik dynamiczny ks, ktory definiuje si¢ jako stosunek wielkosci
dynamicznej do odpowiadajacej jej wielkosci statycznej, np. strzatka ugiecia wywotana
obcigzeniem dynamicznym do strzatki ugiecia wywotanej obcigzeniem statycznym.
Wspolczynnika dynamicznego k4 uzywa si¢ jako mnoznik wielkosci statycznych w celu
wyznaczenia obcigzen, napr¢zen czy odksztalcen dynamicznych. Taki wspéiczynnik
dynamiczny mozna wyznaczyé wykorzystujac zasade¢ zachowania energii.

Uderzenie poosiowe w sprezystym precie
Dla przypadku, gdy masa m porusza si¢ poziomo z pr¢dkoscia v i uderza poosiowo
w niewazki sprezysty pret o sztywnosci:

_E4 | N
K== [m] (6.35)

mozemy zapisa¢ nast¢pujace rownanie bilansu energetycznego:
E,=U, (6.36)

gdzie Ex = Yamv® jest energig kinetyczng poruszajgcej sie masy, a U = 2Kfi* — energia
potencjalng odksztatconego uktadu.
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Z réwnania (6.36) mozna latwo wyznaczy¢ dynamiczng strzalke ugiecia:

f.= v\/;"-;-. (6.37)

Sita dynamiczna powstata w wyniku uderzenia wynosi wowczas:

P,.=K-f,=vVKm. (6.38)

Udarowe dzialanie sily w belkach zginanych
Inny przypadek, to gdy masa m poruszajgca si¢ pionowo w dot z predkoscia v uderza
w sprezysta poziomg belke o sztywnosci K = EI/P. W takim przypadku w bilansie
energetycznym nalezy réwniez uwzgledni¢ zmiang energii potencjalnej ci¢zaru mg na
przesuni¢ciu réownym dynamicznej strzalce ugigcia fz. Dla tego przypadku réwnanie
(6.37) przyjmuje postaé:

Ek+Ep=U' (6.39)
ktore po podstawieniu odpowiednich wielkosci i przeksztalceniach przyjmuje postaé:
E
fa2fuf =275 =0, (6.40)

gdzie f: = mg/K.
Rozwigzujac réwnanie kwadratowe (6.40), mozna wyznaczy¢ dynamiczng strzatke

ugiecia:
E,
1+ 1+2—5|. (6.41)
Kf

Wykorzystujgc powyzsza zalezno$¢, wspdlczynnik dynamiczny ky w przypadku

uderzenia pionowego wynosi:
k —1+,/1+2 Ey (6.42)
’ Kfs |

Gdy rozpatrywa¢ bedziemy spadek swobodny masy m z wysokosci A, to energia
kinetyczna w réwnaniu (6.42) bedzie rowna dokladnie energii potencjalnej mgh.
Wykorzystujac powyzsze w rOwnaniu (6.42) oraz zaleznos¢ mg = K-f;, otrzymano

kd=1+\/1+2—;1—. (6.43)

fd=fst
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Zadanie 6.21. Na swobodny koniec belki wspornikowej o diugosci 2/ spada
z wysokosci 2 masa m (rys. 6.45).

V2

Rys. 6.45

Przekrdj poprzeczny belki jest kotem o $rednicy d; w przedziale 0 < x < %4/ i kolem
o $rednicy d» w przedziale 42/ < x < 2I. Obliczy¢ maksymalne napr¢zenie dynamiczne,
majac dane: /= lm, m = 100 kg, » = 5 cm, g = 9,81 m/s?, E = 2-10° MPa, d; = 50 mm,
dz =65 mm.

Rozwigzanie.Doobliczenia naprezenia dynamicznego potrzebna jest znajomosé
naprezenia statycznego oraz dynamicznego wspotczynnika okreslonego wzorem:

f h
k =14142-2,
! S

w ktorym h jest wysoko$cia, z jakiej spada masa m na belkg, natomiast f. jest
statycznym ugi¢ciem belki obcigzonej sila statyczng Q = mg, przylozona w punkcie
uderzenia masy m (rys. 6.46).

|
Y
4

Y

Rys. 6.46

Do dalszych obliczen potrzebne beda wartosci momentdw bezwladnosci [, 1 I
przekrojow poprzecznych belki wzgledem osi obojgtnej zginania oraz wskazniki
wytrzymatosci na zginanie W, i W, w przedziatach 0 <x <%l 1 Ll <x <2l

4 4
=T 150 3 068.10% mm*,
64 64
md, m50°
W =——>l= =1,227-10*mm’,
T I
4 4
[=T92_T68 g 7610 mm?,
2=64 64
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_nd; 168

27327 32
Ugigcie statyczne f punktu A belki najtatwiej obliczyé stosujac twierdzenie Castigliano:
_ov
f st 6 Q ’

gdzie V jest energig zginania belki.
Moment gnacy belke w przekroju odlegltym o x od punktu A wynosi:
M (x)=-0-x,
a jego pochodna wzgledem Q jest rowna:
oM,
0Q

=—X.

Ugigcie statyczne punktu A belki:

(=Qx)-(=x)dx
El

F(=0x)(—x)

fst EI

1 2

N|-.QﬁN

NI--

_ o
" 3EI),

Qx or 8or or _ or
315122 24EI, 3 EI, 24EI, 24EI,

1+632 |=
I,
3 5
1+63 0] = 100.9,581-1000 : 1+633,()68.105 _
1, 24-2-10°3,068-10 8,762-10

— mgl3
24 EI,

__9.81-10"
14,726-10"

Wspotczynnik dynamiczny wynosi:

_ f h_ S0 _
e \/1+2154 = 3,74.

Naprezenie statyczne maksymalne:
* wprzekrojux =% 1

(1+22,06) =154 mm.

« My, 0Ol 981-1000

Te= T Taw, T 21227100 =40 Mba,
* w przekrojux =2/:

s M, 200 2-981-1000

O=— =" =73 MPa.

W, T W, 2.696-10° ¢
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Maksymalne naprezenie dynamiczne wyst¢puje w przekroju x = 2/ i wynosi:
oY=k, 05,=3,74713 =273 MPa.
Dynamiczna strzatka ugiecia belki:
fa=ksf,=374154 =57,6mm.

Zadanie 6.22. Na swobodny koniec poziomego elementu ramy pokazanej na rys. 6.47
spada z wysoko$ci A = 5 cm cialo o masie m = 40,8 kg z przyspieszeniem ziemskim
g = 9,81 m/s®. Przekr6j poprzeczny poziomego elementu ramy ma ksztalt prostokata
o wymiarach b, X #, natomiast przekrdj poprzeczny stlupa ma ksztalt prostokata
o wymiarach b, X £,. Obliczy¢ maksymalne napre¢zenie dynamiczne, majac dane: /=1 m,
by = 120 mm, t, = 20 mm, b, = 140 mm, #, = 24 mm oraz E = 2-10° MPa.

21

Rys. 6.47

Rozwigzanie.Aby obliczy¢ wspdlczynnik dynamiczny:

h
k=14 142,
‘ S

trzeba wyznaczy¢ statyczne ugiecie punktu A ramy wywolane pionowg sitg Q = mg
skierowang do dotu.

Do dalszych obliczen potrzebne bedg momenty bezwiladnosci przekrojow poprzecznych
elementow poziomego /; 1 pionowego I, oraz ich wskazniki wytrzymatosci na zginanie
W | 1 WzZ
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_bif_120-20°
T2 12

I = 8-10*mm*,
_biti_120-2¢°

= 8-10°mm®,
6 e mm

w,

_ bt 140-24°

= = =16,1-10*mm?,
I, 1 5 6,1-10°mm

_b,15_140-24°

W26 6

=13,4-10*mm’.

Z twierdzenie Castigliano:
_ov
st a Q ’

gdzie V jest energia zginania belki okre§long wzorem:

f

21

B R N SN ]

C
zr

Y

Rys. 6.48

Momenty gngce w elementach ramy, w przekrojach okreslonych wspélrzednymi x i y,
(rys. 6.48) opisane sg wzorami:

Mgl(x):_Q'-x;
M ,(y)=-0l.
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Pochodne tych momentéw wzgledem sily Q sg roéwne:

oMy My
oQ oQ
Ugiecie statyczne punktu A ramy:

fu=] (—QXZ(I?x)du{ (—ngz-l)aﬁ’ -

0

3
Qx Ql __9 +2Ql or 1+ 6 mgl 1+6
3EI,0 EL,”|y 3EI, EI, 3EI, 12 " 3EI, 12
Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
3
_40,8-9,81-1000 (146 8 ) =332 mm.

* 3.2-10°-8-10° 16,1

Wsp6tczynnik dynamiczny wynosi:

_ / 50 _
k,=1+ 1+2——332 3.

Maksymalne napr¢zenie statyczne (rozciggajace wiokna goérme i Sciskajace wiokna
dolne) wystepuje w elemencie poziomym tuz przy narozu ramy (dla x = /) i wynosti:

w_, O _ 400-1000

Og=% W, 8000 =+ 50 MPa,

Maksymalne naprezenie dynamiczne:
o=k, 0,=3-50 =150 MPa,
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