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Streszczenie 
 

Rozwi�zanie zagadnienia ugi�� warstwowych, w tym trójwarstwowych, 
przekładkowych płyt pier�cieniowych prowadz�ce do oceny ich obci��e� kry-
tycznych jest bardzo cz�sto ograniczone do rozwi�zania szczególnego przypadku 
płyt, których posta� wyboczenia jest obrotowosymetryczna. Mo�liwo�� utraty 
stateczno�ci płyty poddanej obci��eniom działaj�cym zwłaszcza na jej zewn�trzny 
brzeg, w postaci kilku lub nawet kilkunastu fal obwodowych odpowiadaj�cych 
minimalnym warto�ciom obci��enia krytycznego, wymaga przeprowadzenia zło-
�onego, ogólnego rozwi�zania problemu i wykorzystania metod numerycznych. 

W pracy przedstawiono rozwi�zanie wykorzystuj�ce przybli�one metody  
ortogonalizacji i ró�nic sko�czonych dla trójwarstwowej struktury płyty zło�onej 
z cienkich okładzin i grubszego, mi�kkiego rdzenia. W rozwi�zaniu uwzgl�dniono 
geometrycznie nieliniowe zwi�zki w opisie odkształce� warstw zewn�trznych  
i liniowo lepkospr��yste zale�no�ci równa� konstytutywnych materiału rdzenia 
płyty. Wynikami oblicze� s� wyznaczone warto�ci krytycznych obci��e� statycznych 
płyt i charakterystyki ugi�� maksymalnych w czasie narastaj�cego obci��enia 
działaj�cego w płaszczy�nie płyty na wybrany brzeg. Warto�ci krytyczne czasu, 
obci��enia czy ugi�cia okre�laj�ce dynamiczn� odpowied� badanej płyty wyzna-
czono dla przyj�tego kryterium utraty stateczno�ci dynamicznej płyty. Szczegółow� 
analiz� stanu krytycznego płyt przeprowadzono dla ró�nych parametrów geome-
trycznych, materiałowych i zwi�zanych z obci��eniem, płyt zarówno z rdzeniem 
spr��ystym, jak i lepkospr��ystym, uwzgl�dniaj�c wpływ intensywno�ci zmian 
obci��enia i nieregularno�ci kształtu – imperfekcji. Zwrócono uwag�, m.in. na 
wyst�puj�ce przypadki obni�ania si� warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych 
płyt poni�ej minimalnej warto�ci krytycznych obci��e� statycznych.  

Dopełnieniem prowadzonych analiz s� wyniki oblicze� modeli trójwarstwowych 
płyt pier�cieniowych z u�yciem metody elementów sko�czonych w programie 
ABAQUS. Przedstawiono sposób budowy modeli MES badanych płyt charakte-
ryzuj�cych si� du�� materiałow� niejednorodno�ci� struktury poprzecznej i ró�nym 
udziałem jej warstw składowych w przenoszeniu powstaj�cych obci��e� normalnych 
i stycznych. Przykładowymi obliczeniami MES potwierdzono wyniki oblicze� 
płyt otrzymane metod� ró�nic sko�czonych, zwrócono uwag� na zaobserwowane 
zmiany postaci deformacji krytycznych płyt obci��anych dynamicznie i podkre-
�lono znaczenie analizy wyt��eniowej w kompleksowej ocenie badanych płyt. 
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Porównuj�c wyniki oblicze� dwóch metod: ró�nic i elementów sko�czonych na 
podstawie zgodno�ci i ró�nic wyznaczonych warto�ci statycznych i dynamicznych 
obci��e� krytycznych modeli płyt o ró�nych grubo�ciach warstwy rdzenia, sfor-
mułowano uwagi do oblicze� płyt z rdzeniem grubym ko�cz�ce cz��� badawcz� 
pracy. Zasygnalizowano mo�liwo�� wyst�pienia innych ni� quasi-eulerowskich 
form wyboczenia dla znacznie ni�szych warto�ci obci��e� krytycznych płyt  
z rdzeniem grubym. 

Spostrze�enia i wnioski ko�cowe zawarte w podsumowaniu pracy tworz� 
praktyczny obraz krytycznych zachowa� analizowanych płyt, a cało�� podj�tych 
w pracy bada� jest istotnym uzupełnieniem ci�gle podejmowanej problematyki 
ugi�� płyt o podobnych strukturach. 
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Wykaz oznacze� podstawowych   

r, θ – współrz�dna promieniowa i k�towa biegunowego układu płyty, 
rw, rz – wewn�trzny i zewn�trzny promie� płyty, 
ρ – bezwymiarowa współrz�dna promienia, 
ρw – bezwymiarowy wewn�trzny promie� płyty, 
h – całkowita grubo�� płyty, 
h1, h3 (h1 = h3 = h′) – grubo�� okładziny płyty, 
h2 – grubo�� rdzenia, 
wo, wd, w – ugi�cie wst�pne, dodatkowe i całkowite płyty, 
wdmax  – maksymalne ugi�cie dodatkowe płyty, 
wdkr – krytyczne ugi�cie dodatkowe płyty, 
ζo, ζ1, ζ – bezwymiarowe ugi�cie wst�pne, dodatkowe i całkowite płyty, 
ζ1max – bezwymiarowe, maksymalne ugi�cie dodatkowe płyty, 
µ1, µ3 (µ1 = µ3 = µ) – g�sto�� materiału okładzin, 
µ2 – g�sto�� materiału rdzenia, 
E1, E3 (E1 = E3 = E) – moduł Younga materiału okładzin, 
E2 – moduł spr��ysto�ci podłu�nej materiału rdzenia, 
G1, G3 (G1 = G3 = G) – moduł Kirchhoffa materiału okładzin, 
G2 – moduł Kirchhoffa materiału rdzenia, 
ν1, ν3 (ν1 = ν3 = ν) – liczba Poissona materiału okładzin, 
ν2 – liczba Poissona materiału rdzenia, 
G2′, η′ − stała spr��ysto�ci i stała lepko�ci lepkospr��ystego materiału rdzenia, 
CL, DL, EL, FL – stałe materiałowe lepkospr��ystego rdzenia płyty, 
d1, d2 – liczby równe 0 lub1 okre�laj�ce rodzaj obci��onego brzegu płyty, 
t – czas, 
t* – bezwymiarowy czas, 
tkr – czas krytyczny, 
s – pr�dko�� narastania obci��enia liniowego, 
p – obci��enie płyty, 
p* – bezwymiarowa wielko�� obci��enia płyty,  
pkr – krytyczne obci��enie statyczne, 
pkr

* – bezwymiarowa wielko�� krytycznego obci��enia statycznego płyty, 
pkrdyn – krytyczne obci��enie dynamiczne, 
φ – funkcja napr��e�, 
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F – bezwymiarowa funkcja napr��e�, 

K7, K10 – wybrane parametry płyty: 
2
z
2

kr

rs
K7  ,   K10

p h
= = , 

m – liczba poprzecznych fal obwodowych wyboczenia płyty, 
ξ1, ξ2 – liczby skaluj�ce wielko�� ugi�cia wst�pnego ζo płyty, 
b – długo�� przedziału w metodzie ró�nic sko�czonych, 
N – liczba wewn�trznych punktów dyskretyzacji, 
Kd – współczynnik dynamiczny, 
σred – napr��enie zredukowane według hipotezy Hubera (H-M-H) w obszarze  

silnej deformacji okładziny płyty, 
σred

max – maksymalne napr��enie zredukowane według hipotezy Hubera (H-M-H)  
  w okładzinie, 

τ13 – napr��enie styczne w warstwie rdzenia płyty, 
f – cz�sto�� drga� własnych płyty, 
T – okres drga� własnych płyty, 
k – parametr postaci drga� własnych 
 
Oznaczenia 

x,zy – pochodna cz�stkowa okre�lona jako: 
x
y

y z
x,z ∂

∂=   

θ
∂

∂
 – operator ró�niczkowy, 

 
Skróty 
MRS – metoda ró�nic sko�czonych, 
MES – metoda elementów sko�czonych, 
UU, PP, UP, PU, US, SU, PS, SP – oznaczenie sposobu podparcia brzegów płyty: 
        U – utwierdzenie, P – brzeg swobodnie podparty, S – brzeg swobodny.
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Wst�p 

„Cena, sztywno�� i ró�norodne zastosowanie” tak bardzo zwi��le autor pracy 
[6] charakteryzuje zalety warstwowych struktur typu metal-pianka. Ta popularna 
struktura tworzy lekk�, wytrzymał� konstrukcj� przekładkow�, zwan� równie� 
sandwiczow�, w której zespolone warstwy o ró�nych wła�ciwo�ciach ich materiałów 
dobrze współpracuj�c� jako cało�� w przenoszeniu obci��e�. Metalowo-piankowa 
struktura konstrukcji przekładkowej jest struktur� reologiczn� wymagaj�c� 
uwzgl�dnienia w opisie jej mechaniki zmiennych w czasie wła�ciwo�ci przy-
najmniej jednego materiału warstwy – tworzywa sztucznego warstwy rdzenia. 
Tak� konstrukcj�, zwraca uwag� autor pracy [44], nale�y „analizowa� globalnie 
w zakresie reologii”. 

Ka�da rzeczywista konstrukcja, w tym tak�e konstrukcja warstwowa, prze-
kładkowa niezale�nie od jej rodzaju: belka, płyta, powłoka, poddana obci��eniom 
staje si� układem wra�liwym na własn� geometri�, rodzaj materiału, niedoskonało�� 
kształtu, charakter i intensywno�� obci��enia czy wpływ dodatkowych czynników 
otoczenia. Jej ogólnie poj�te mo�liwo�ci kształtuj� zadane warunki pracy.  
W szczególny sposób t� konstrukcyjn� i strukturaln� wra�liwo�� układu ujawnia 
taki rodzaj obci��enia, przy którym doznaje on przemieszcze� gwałtownych, 
cz�sto skokowych, przy których nara�ony jest na zmiany postaci kształtu – utrat� 
stateczno�ci. 

Zachowanie si� konstrukcji po zaburzeniu jej stanu równowagi, z którym �ci-
�le zwi�zane jest poj�cie stateczno�ci [119] i ocena warto�ci parametru obci��enia 
krytycznego przy utracie stateczno�ci układu przez dywergencj�, a tak�e warunków 
dynamicznej utraty stateczno�ci s� wci�� wa�nymi tematami, dla których poszu-
kiwanie efektywnych rozwi�za� in�ynierskich jest zasadne. 
Takiemu poszukiwaniu dla płyty pier�cieniowej o przekładkowej, trójwarstwowej 
strukturze o cechach reologicznych została po�wi�cona ta praca. 
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1. Zagadnienia stateczno�ci warstwowych płyt 
    pier�cieniowych w literaturze 

Zagadnienia stateczno�ci elementów konstrukcyjnych obejmuj� analiz�  
statyczn� i dynamiczn� badanego ustroju. W obu przypadkach d��y si� do wyznacze-
nia warto�ci krytycznych parametrów obci��enia dla konstrukcji rzeczywistej  
i obci��enia bifurkacyjnego dla konstrukcji idealnej jako jej statycznego obci��e-
nia krytycznego [26]. Zakres problemów [3], [39] dotycz�cy zagadnie� stateczno�ci 
dynamicznej obejmuje ró�ne zjawiska, w�ród których wyodr�bnione s� [3]: 
− niestateczno�ci zwi�zane z wymuszeniem okresowym i rezonansem  

parametrycznym, 
− niestateczno�ci zwi�zane z wyst�powaniem zewn�trznych sił niezachowawczych, 
− niestateczno�ci wynikaj�ce z wymusze� aperiodycznych. 

Ocena statecznych zachowa� elementu dotyczy równie� analiz drga�, drga� 
własnych układu, drga� wzbudzonych obci��eniem dynamicznym, ograniczonych 
cz�sto do analizy wył�cznie drga� gi�tnych elementu. 

Wymieniony zakres problemów stateczno�ci i drga� układu dla konkretnego 
elementu płyty warstwowej: wielowarstwowej, laminatowej, a tak�e dwuwar-
stwowej i trójwarstwowej, w tym szczególnie przekładkowej płyty pier�cieniowej,  
a w niektórych przypadkach tak�e płyty kołowej jest tematem przedstawionego 
przegl�du prac naukowych. 

Du�a cz��� przedstawionych rozwi�za� dotyczy przypadków płyt o obrotowej 
symetrii – płyt okre�lanych w pracy mianem obrotowosymetrycznych i obrotowo-
symetrycznych rozwi�za� badanego problemu. Trójwymiarowa posta� płyty jest 
wynikiem obrotu jej przekroju poprzecznego wokół osi symetrii, a rozwi�zanie 
problemu jest niezale�ne od obwodowej zmiennej k�towej [29]. 

Rozwi�zanie zagadnienia drga� i wyboczenia dla symetrycznych i niesyme-
trycznych postaci laminatowej, pier�cieniowej płyty równomiernie �ciskanej  
promieniowo opisano w pracy [40]. W pracy podkre�lono znaczenie asymetrycznej 
analizy wyboczenia tak obci��onej płyty, której minimalna warto�� statycznego 
obci��enia krytycznego dla okre�lonych warunków podparcia mo�e odpowiada� 
postaci pofalowanej obwodowo. Rozwi�zanie przeprowadzono dla nieliniowych 
zwi�zków geometrycznych, spr��ystych oraz izotropowych warstw płyty. Prze-
analizowano przypadki płyty pier�cieniowej i kołowej zło�onej z dwu i trzech 
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warstw. W przypadku płyty trójwarstwowej jednakowy materiał zewn�trznych 
warstw  płyty  ró�ni  si�  od materiału warstwy �rodkowej, której grubo�� stanowi 
1

10   grubo�ci  całej  płyty.  Rozwi�zanie  sprowadzono  do  zagadnienia  warto�ci 

własnych, wyznaczaj�c bezwymiarowe parametry cz�sto�ci drga� i obci��enia 
krytycznego. Dokonano licznych analiz wpływu ilorazów wymiarów płyty: gru-
bo�ci okładzin do całkowitej grubo�ci płyty, wymiaru promienia wewn�trznego 
lub grubo�ci całkowitej do promienia zewn�trznego płyty na warto�ci parametrów 
cz�sto�ci drga� i obci��enia krytycznego. Wskazano obszary małej i du�ej wra�-
liwo�ci tych parametrów na zmiany warto�ci wielko�ci wymienionych i zmiany 
warto�ci bezwymiarowego współczynnika sztywno�ci postaciowej płyty. Udo-
wodniono znaczenie poprzecznie symetrycznego układu trzech warstw płyty, dla 
którego warto�� obci��enia krytycznego dla zarówno obrotowosymetrycznej pły-
ty kołowej, jak i pier�cieniowej o pofalowanej postaci wyboczenia ma warto�� 
najmniejsz�. Przedstawiona praca [40] jest jedn� z niewielu prac podejmuj�cych 
problem asymetrycznej niestateczno�ci statycznej płyt.  

W zakresie drga� trójwarstwowych płyt pier�cieniowych z lepkospr��yst� 
warstw� �rodkow� rozwi�zania i analizy uwzgl�dniaj�ce pofalowane obwodowo 
kształty postaci modalnych płyt przedstawiono w pracach [85], [10]. W rozwi�-
zaniach wykorzystano metod� ró�nic sko�czonych. W pracy [85] badano płyt� 
pier�cieniow� o ilorazie promienia wewn�trznego do zewn�trznego równym 0,2 
dla trzech ró�nych układów podparcia brzegów: dwustronnego utwierdzenia, 
dwustronnego swobodnego podparcia, utwierdzenia brzegu wewn�trznego i swo-
bodnego brzegu zewn�trznego. Cienkie okładziny s� stalowe, a grubo�� lepko-
spr��ystego, mi�kkiego rdzenia płyty waha si� w zakresie od 1 do 10 grubo�ci 
okładziny. W rozwi�zaniu sprowadzonym do zagadnienia warto�ci własnych 
wykorzystano liniowe zwi�zki fizyczne. Wynikiem analiz jest m.in. wskazanie 
obrotowosymetrycznej postaci drga� płyty, dla której cz�sto�� drga� własnych 
płyt podpartych na obu brzegach jest najmniejsza.  

W pracy [10] badaniom poddano wiruj�ce płyty z cienkim rdzeniem o grubo�ci 
mniejszej od grubo�ci wybranej warstwy zewn�trznej płyty. Warstwy zewn�trzne 
s� ortotropowe. Brzeg wewn�trzny płyty jest utwierdzony, a zewn�trzny jest 
swobodny. W ocenie wyników zwrócono uwag� m.in. na krytyczne pr�dko�ci 
obrotowe badanej płyty.  
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Cz�sto�ci drga� własnych i współczynnik tłumienia trójwarstwowej płyty  
z rdzeniem lepkospr��ystym dla ró�nych warto�ci bezwymiarowego modułu spr�-
�ysto�ci rdzenia i dla ró�nych grubo�ci warstw płyty oraz  postaci drga�, metod� 
elementów sko�czonych wyznaczono w pracy [111]. Badaniom poddano przypadek 
płyty utwierdzonej na brzegu wewn�trznym i swobodnej na brzegu zewn�trznym. 
Podsumowuj�c, zwrócono m.in. uwag� na brak poprawy wła�ciwo�ci tłumi�cych 
płyty kompozytowej przy zwi�kszaniu grubo�ci jej lepkospr��ystego rdzenia. 

Podobn� dyskusj� warto�ci cz�sto�ci drga� i współczynnika tłumienia dla  
wiruj�cej płyty trójwarstwowej przedstawiono w pracy [114].  

Problem rezonansu parametrycznego wiruj�cej i stacjonarnej płyty trójwar-
stwowej o ortotropii materiałowej okładzin z lepkospr��ystym rdzeniem poddanej 
równomiernym, periodycznie zmiennym, promieniowym obci��eniom działaj�cym 
na jej brzeg zewn�trzny podj�to w pracach [9], [11]. Grubo�� lepkospr��ystej 
warstwy �rodkowej stanowi 0,1÷0,7 warstwy zewn�trznej. Brzeg wewn�trzny jest 
utwierdzony, a zewn�trzny jest brzegiem swobodnym. W rozwi�zaniu problemu 
obrotowosymetrycznego wykorzystano metod� elementów sko�czonych. Wynikiem 
analiz s� obszary dynamicznej niestateczno�ci płyty poddanej periodycznie 
zmiennemu obci��eniu typu: o tP P P cos tθ= + , wyznaczone dla ró�nych warto�ci 
parametrów materiałowych i geometrycznych płyty. Zauwa�ono m.in. znaczny 
wpływ grubo�ci rdzenia płyty na szeroko�� obszarów niestatecznych.  

Podobny problem oceny obszarów obrotowosymetrycznej, dynamicznej nie-
stateczno�ci wiruj�cej trójwarstwowej płyty z rdzeniem lepkospr��ystym poddanej 
działaniu periodycznego obci��enia został podj�ty w pracy [113]. Tutaj okładziny 
badanej płyty s� spr��yste, izotropowe.  

Działanie periodycznego obci��enia na brzeg ortotropowej płyty pier�cie-
niowej w ocenie jej obrotowosymetrycznej, parametrycznej stateczno�ci przed-
stawiono tak�e w pracy [94]. Analizie szczegółowej poddano płyt� dwuwarstwow� 
o swobodnym brzegu wewn�trznym i utwierdzonym lub swobodnie podpartym 
brzegu zewn�trznym, obci��on� na brzegu zewn�trznym. Stwierdzono brak istotnych 
zmian obszarów niestateczno�ci dla płyt o ró�nym ilorazie grubo�ci jednej z warstw 
do całkowitej grubo�ci płyty oraz zauwa�ono przeciwny charakter zachowa� płyt 
o utwierdzonym lub swobodnie podpartym brzegu zewn�trznym na zmiany war-
to�ci ilorazu wymiarów jej promieni. 
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W pracy [112] pokazano zakresy dynamicznej niestateczno�ci płyty pier�cie-
niowej o promieniach a i b wzmocnionej dwoma dodatkowymi cienkimi war-
stwami pier�cieniowymi o promieniach a′ i b′, z których �rodkowa jest warstw� 
lepkospr��yst�, a zewn�trzna stanowi izotropow� warstw� konstrukcyjn� (rysu-
nek 1.1b). Zewn�trzny brzeg izotropowej, głównej płyty pier�cieniowej jest  
obci��ony  promieniowymi  siłami periodycznie  zmiennymi i jest swobodnie 
podparty. Analizie poddano przypadek płyty, dla której iloraz promieni b

a  wynosi 

0,001, traktuj�c j� jako płyt� kołow�. Efektem analizy jest stwierdzenie stabilizuj- 
j�cego wpływu dodatkowego układu warstw: lepkospr��ystej i konstrukcyjnej na 
struktur� płyty kołowej.  

Przedstawione prace [9], [10], [11], [111], [112], [113] autorów: YR Chen, 
LW Chen, HJ Wang, CC Wang dotycz� okre�lonego przypadku płyty trójwarstwo-
wej, w której trzy warstwy to: cienka zewn�trzna warstwa konstrukcyjna, cienka, 
�rodkowa, lepkospr��ysta warstwa tłumi�ca i dolna, zewn�trzna, macierzysta 
warstwa płyty. Przykładowe schematy badanych płyt przedstawia rysunek 1.1. 

Trójwarstwowa płyta kołowa o  tej samej strukturze w pracy [121] jest przed-
miotem analizy cz�sto�ci drga� i oceny jej wła�ciwo�ci tłumi�cych. Przedstawione 
rozwi�zanie umo�liwia wyznaczenie postaci drga� poprzecznych badanej płyty. 
W podsumowaniu podkre�lono wpływ lepkospr��ystej warstwy płyty na wzrost 
zdolno�ci tłumienia drga� struktury. Wyniki oblicze� wykazały jednak brak 
wpływu zarówno grubszej lepkospr��ystej warstwy płyty, jak i wy�szych postaci 
modalnych drga� płyty na popraw� efektu tłumienia drga� układu. 

Zagadnienia drga� warstwowych płyt pier�cieniowych s� tematem prac [24], 
[46], [49], [86], [95]. W pracy [46] badaniom poddano krytyczne pr�dko�ci obrotowe 
laminatowej płyty pier�cieniowej pod działaniem obci��enia od stacjonarnego 
elementu ciernego. Wyznaczono metod� elementów sko�czonych ró�ne postacie 
modalne, stwierdzaj�c istotny wpływ symetrycznego czy niesymetrycznego układu 
warstw płyty na warto�� krytycznych pr�dko�ci obrotowych. Działanie elementu 
ciernego mo�e powodowa� niestateczno�� płyty w zakresie jej pr�dko�ci obrotowej, 
a wzrost pr�dko�ci krytycznej nast�puje dla odpowiedniego układu materiału 
warstw płyty.  
Badaniom drga� swobodnych ortotropowej, laminatowej płyty kołowej i pier�cie-
niowej metod� elementów sko�czonych po�wi�cono prac� [49]. Rozwa�aj�c  
jedynie problem obrotowosymetryczny, zwrócono uwag� na wpływ wła�ciwo�ci 
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materiału, grubo�ci płyty, układu warstw, wymiaru promieni i sposobu podparcia 
na wyznaczone cz�sto�ci drga�. Stwierdzono m.in. wzrost podstawowej cz�sto�ci 
drga� ze wzrostem �rednicy otworu swobodnego płyty. 
 
                                 (a)                                                              

 
                                       (b) 

 
Rys. 1.1. Schematy płyt warstwowych przedstawione w pracach: (a) [111], (b) [112] 

 
Metod� ró�nic sko�czonych wykorzystano w obliczeniach drga� własnych dwu-
warstwowej płyty pier�cieniowej utwierdzonej na obu brzegach [95]. Zbadano 
wpływ grubo�ci warstw z materiałów typu: grafit-epoksyd i stal oraz aluminium-
bor i stal na warto�� cz�sto�ci drga� własnych płyty. W obu przypadkach ze 
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wzrostem ilorazu grubo�ci warstwy niestalowej do grubo�ci całej płyty ro�nie 
warto�� cz�sto�ci podstawowej drga�. Dla wy�szych cz�sto�ci drga� własnych 
płyty z materiału warstw: grafit-epoksyd i stal, i grubszej warstwy niestalowej 
wyst�puj� znaczne spadki warto�ci cz�sto�ci drga� płyty. 
W pracy [24] analizie poddano ciekawy przypadek struktury pier�cieniowej zło-
�onej z dwóch współosiowych płyt o ró�nej kombinacji liczby warstw składowych. 
Zagadnienie rozwi�zano metod� elementów sko�czonych. Wykazano du�� wra�-
liwo�� warto�ci współczynnika cz�sto�ci drga� własnych na geometri� układu  
i ortotropi� materiałow�. 
Obrotowosymetryczne i niesymetryczne rozwi�zanie wyboczenia i drga� wła-
snych dla wycinka laminatowej płyty pier�cieniowej o ortotropowych warstwach 
przedstawiono w pracy [86]. Rozwi�zaniem zagadnienia warto�ci własnych s� 
warto�ci obci��e� krytycznych i cz�sto�ci drga� własnych wycinka płyty podpartego 
na brzegach. Oceniono wpływ ró�nych kombinacji układów podpór, liczby warstw, 
warto�ci modułów materiałów, grubo�ci płyty i k�ta badanego wycinka na  
wyznaczone warto�ci własne. Przedstawiono liczne wyniki analiz. 

Obrotowosymetryczne rozwi�zania dla trójwarstwowych płyt pier�cieniowych 
obci��onych statycznie w ich płaszczy�nie równomiernym, promieniowym  
ci�nieniem przedstawiono w pracach [27], [1]. Dla płyty �ciskanej na brzegu  
zewn�trznym, podpartej przesuwnie na brzegu wewn�trznym i utwierdzonej na 
brzegu zewn�trznym [1] oraz o ró�nych kombinacjach podpór na brzegach płyty [27] 
przedstawiono bezwymiarowe wielko�ci obci��enia krytycznego w zale�no�ci od 
ilorazu wymiarów promieni płyty i mieszanych wyra�e� geometrycznych i mate-
riałowych. Badane płyty s� izotropowe, o symetrycznym układzie trzech warstw, 
z mi�kkim rdzeniem. 

Obrotowosymetryczne rozwi�zanie liniowego problemu warto�ci własnych  
ortotropowej, laminatowej, �rednio grubej płyty kołowej i pier�cieniowej przed-
stawiono w pracy [15]. Płyta obci��ona jest tak�e na zewn�trznym, utwierdzonym 
lub swobodnie podpartym brzegu. Brzeg wewn�trzny nie jest podparty lub jest 
usztywniony. Zbadano wpływ symetrycznego i niesymetrycznego układu warstw 
płyty na warto�ci obci��e� krytycznych.  

Problem stateczno�ci statycznej jest tak�e przedmiotem analizy przedstawionej 
w pracy [25]. Izotropowa płyta pier�cieniowa o utwierdzonych lub swobodnie 
podpartych brzegach jest poddana działaniu równomiernego, ale promieniowo 
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rozci�gaj�cego obci��enia na jej brzeg wewn�trzny. Dla ró�nych mo�liwych liczb 
�rednic w�złowych opisuj�cych posta� deformacji płyty wyznaczono warto�ci 
obci��e� krytycznych, wskazuj�c ich warto�ci minimalne dla płyt o ró�nej liczbie 
ilorazu promienia wewn�trznego do zewn�trznego. Przedstawiono tak�e wyniki 
dla płyty jednorodnej. W ka�dym przypadku wyst�puje istotny spadek warto�ci 
obci��e� krytycznych płyt ze wzrostem warto�ci ilorazu ich promieni. 

Badaniom warstwowych, obrotowosymetrycznych płyt kołowych po�wi�cone 
s� m.in. prace [45], [51], [106]. W pracy [51] analizie poddany jest przypadek 
płyty trójwarstwowej, a w pracach [45], [106] płyty dwuwarstwowej. Drgania 
wymuszone i swobodne s� badane w pracy [45] dla płyty z warstw stal-
aluminium, utwierdzonej na brzegu. Zachowanie płyty warstwowej odniesiono do 
zachowa� płyt jednorodnych: stalowej i aluminiowej. Stwierdzono wzrost cz�sto�ci 
drga� dla liczby bliskiej 0,325 okre�laj�cej iloraz grubo�ci warstwy aluminium do 
całkowitej grubo�ci pyty.  
Drgania swobodne równie� utwierdzonej na brzegu płyty s� analizowane w pracy 
[51]. W pracy przedstawiono ogólne równania równowagi dynamicznej ka�dej  
z trzech warstw płyty: izotropowych okładzin i mi�kkiego rdzenia. W opisie  
deformacji poprzecznej wykorzystano hipotez� linii łamanej. Uwzgl�dniono wpływ 
sił bezwładno�ci w płaszczy�nie płyty. 
Płyta badana w pracy [106] jest poddana działaniu równomiernego obci��enia 
prostopadłego do płaszczyzny stalowej lub aluminiowej warstwy płyty. Druga 
warstwa płyty to epoksydowo-szklany kompozyt. Przedstawione rozwi�zanie  
i liczne wyniki dotycz� zagadnienia du�ych ugi�� poprzecznych płyty. 

Wart� wymienienia, interesuj�c� prac�, w której równie� nie jest analizowana 
stateczno�� płyty, jest praca [105]. Przedmiotem bada� jest tak�e płyta kołowa, 
dwuwarstwowa, o du�ych ugi�ciach, analizowana w zakresie obci��e� plastycznych. 

Rozwi�zanie geometrycznie nieliniowej, obrotowosymetrycznej, laminatowej 
płyty pier�cieniowej obci��onej prostopadle do płaszczyzny zewn�trznej laminy i na 
brzegu wewn�trznym lub w centrum rdzenia usztywniaj�cego brzeg wewn�trzny 
płyty przedstawiono w pracy [16]. Wpływ wielko�ci promienia do grubo�ci płyty 
dla symetrycznych i niesymetrycznych układów warstw płyty na warto�� jej ugi�� 
poprzecznych i powstałych napr��e� jest analizowany szczegółowo. 

Zmienna, zmniejszaj�ca si�, grubo�� płyty w kierunku zewn�trznego promienia 
typowej, trójwarstwowej struktury płyty pier�cieniowej w zagadnieniu obrotowo-
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symetrycznego wyboczenia jest ciekawym, nowym elementem problematyki opi-
sywanych płyt podj�tym w pracy [73]. Przedstawione rozwi�zanie wykorzystuje 
metod� ró�nic sko�czonych. Krytyczne obci��enia izotropowej płyty �ciskanej na 
zewn�trznym, swobodnym brzegu i utwierdzonym wewn�trznym malej� wraz ze 
wzrostem warto�ci ilorazu grubo�ci brzegu wewn�trznego do zewn�trznego płyty 
i wzrostem warto�ci bezwymiarowego parametru okre�laj�cego poprzeczn�,  
postaciow� gi�tko�� płyty. Autor pracy zwraca uwag� na ograniczenie zakresu  
podj�tych bada� do analizy jedynie przypadku obrotowosymetrycznego i poddaje 
w w�tpliwo�� ewentualne zało�enie, �e dla niesymetrycznych postaci modalnych 
płyt warto�ci obci��e� krytycznych s� wy�sze od otrzymanych dla postaci  
obrotowosymetrycznej. Sugeruje przez to konieczno�� ich wyznaczenia i dokład-
nego zbadania. 

Przedstawiony, szczegółowy opis badanych w literaturze przypadków płyt 
pier�cieniowych pokazuje rozpi�to�� podejmowanych dla tych płyt zagadnie� 
dotycz�cych problematyki ugi��, drga� i stateczno�ci. W tym opisie przewa�a 
analiza płyt trójwarstwowych, w których rdze� jest cienk�, lepkospr��yst�, �rod-
kow� warstw� tłumi�c�. Wynikiem rozwi�zania problemu obrotowosymetrycznego 
przy wykorzystaniu metody elementów sko�czonych s� oceniane obszary sta-
teczne i niestateczne dynamicznych odpowiedzi płyt na wymuszenie periodyczne 
wyznaczane poprzez rozwi�zanie odpowiedniego równania Mathieu. 
Zwraca uwag� ograniczona liczba prac po�wi�conych badaniom asymetrycznych 
zachowa� płyt przy statycznej utracie stateczno�ci i praktycznie brak takich analiz 
dla stateczno�ci dynamicznej. Brak jest wyczerpuj�cych informacji o warto�ciach 
obci��e� krytycznych zarówno statycznych, jak i dynamicznych zwykłych płyt 
przekładkowych, w których warstw� �rodkow� jest mi�kki, piankowy, znacznie 
grubszy od metalowych okładzin, rdze�. 
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2. Wprowadzenie w temat pracy 

Tematem pracy jest ocena statecznych zachowa� trójwarstwowych płyt pier-
�cieniowych z rdzeniem o wła�ciwo�ciach spr��ystych lub lepkospr��ystych. 
Rozpatrywany problem dotyczy zagadnienia stateczno�ci statycznej i stateczno�ci 
dynamicznej płyt poddanych zmiennym w czasie obci��eniom. Analiza wyzna-
czonych warto�ci obci��e� krytycznych statycznych i dynamicznych nie jest 
ograniczona do jedynie obrotowosymetrycznych postaci wyboczenia płyt. Zapro-
ponowane analityczno-numeryczne rozwi�zanie pozwala uzyska� wyniki dla 
asymetrycznych postaci utraty stateczno�ci płyt, które w tej pracy s� przedmiotem 
szczególnej uwagi.  

Wybranym obiektem bada�, szczegółowych analiz i obserwacji jest płyta  
o kształcie pier�cienia, której przekładkow� struktur� poprzeczn� tworz� trzy 
charakterystyczne warstwy: okładziny i rdze�. 

Dobrze znana struktura typu sandwich, pier�cieniowy kształt badanej płyty, 
który zmniejsza obszar jej zastosowa� do przypadków szczególnych oraz stateczno��, 
która wraz z towarzysz�cymi jej rozwi�zaniami stanu gi�tnego konstrukcji płytowych 
i powłokowych posiada liczne opracowania naukowe, s� elementami, które trak-
towane osobno nie stanowi� zagadnie� nowych, lecz powi�zane tworz� oryginalny 
temat podj�tej pracy. Utrata stateczno�ci płyty pier�cieniowej o trójwarstwowej 
strukturze jest ciekawym w teoretycznym poznaniu z zakresu, np. dziedzin  
mechaniki i wytrzymało�ci materiałów, tematem, który nie jest pozbawiony  
wa�nych cech praktycznych.  

Obszar mo�liwych in�ynierskich zastosowa� pier�cieniowej płyty warstwowej 
jest rozległy i jak wskazuj� autorzy prac [11], [17], [18], [19], [73], [105], [113], 
dotyczy wielu dziedzin: przemysłu maszynowego, energetyki j�drowej, lotnictwa czy 
kosmonautyki – jako przykładowe wymieniane s� cz��ci turbin i reaktorów j�dro-
wych. Mo�liwe s� tak�e zastosowania w elektrotechnice i in�ynierii wodno-l�dowej. 

2.1. Cel pracy 

Rozpatrywana w pracach przedstawionych w przegl�dzie literatury (rozdział 
1 pracy) obrotowosymetryczna niestateczno�� pier�cieniowych płyt o warstwowej 
strukturze stanowi jedynie szczególny przypadek mo�liwej utraty ich statecz-
no�ci. Wyst�powanie praktycznie wa�nych, pofalowanych w kierunku obwodu 
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i promienia płyty postaci utraty stateczno�ci mo�na spodziewa� si� zwłaszcza dla 
płyt �ciskanych na zewn�trznym brzegu. Konieczne, w poszukiwaniu minimal-
nych warto�ci obci��e� krytycznych płyt, ujawnienie ka�dej mo�liwej postaci 
utraty stateczno�ci płyty wymaga uzyskania efektywnego rozwi�zania ogólnego.  

Uogólnione rozwi�zania zagadnie� ugi�� i stateczno�ci wiotkich, ortotropowych 
płyt pier�cieniowych w uj�ciu nieliniowym zaproponowane w pracy [103] i roz-
wini�te w analizach stateczno�ci dynamicznej spr��ystych płyt izotropowych  
i ortotropowych [117], [104], [53] oraz płyt lepkospr��ystych [54], [55], [56] 
umo�liwiaj� dokonanie kompleksowej oceny ich obci��e� krytycznych. Nume-
ryczne rozwi�zanie nieliniowego zagadnienia zginania cienkiej płyty pier�cieniowej 
wykorzystuje metod� ortogonalizacji do wyeliminowania zmiennej k�towej  
w kierunku obwodu płyty i metod� ró�nic sko�czonych do dyskretyzacji modelu 
płyty w kilkunastu punktach w kierunku jej promienia.  

Mo�liwo�� wykorzystania, sprawdzonych w rozwi�zaniach płyt jednorodnych, 
algorytmów i metod obliczeniowych w budowie autorskiego programu oblicze-
niowego do szybkiej (zwłaszcza przy obecnych mocach obliczeniowych kompu-
terów), efektywnej oceny zarówno statycznych obci��e� krytycznych płyt  
warstwowych, jak i dynamicznych dla płyt z rdzeniem o wła�ciwo�ciach spr��ystych 
lub lepkospr��ystych pozwala na realizacj� szczegółowych analiz stanu krytycznego 
trójwarstwowych płyt pier�cieniowych o obrotowosymetrycznych i pofalowanych 
postaciach utraty stateczno�ci.   

Realizacja ta oparta na wykorzystaniu metod rozwi�zania zagadnienia zginania 
pier�cieniowych płyt jednorodnych z uwzgl�dnieniem nieliniowo�ci geometrycznych 
w ogólnym rozwi�zaniu ugi�� płyty trójwarstwowej z rdzeniem lepkospr��ystym, 
umiarkowanie grubym, wymaga m.in. sformułowania nowych równa� podsta-
wowych, warunków brzegowych, dodatkowych równa� wi���cych warstwy płyty 
czy zale�no�ci opisuj�cych ich przemieszczenia dla przyj�tej liczby fal obwodowych 
wyboczenia. Istotnie zwi�ksza to stopie� zło�ono�ci prowadzonego dalej rozwi�-
zania, liczb� równa� ró�niczkowych nale��cych do układu podstawowego, który 
stanowi wynik rozwi�zania problemu oraz komplikuje cz��� numeryczn� zadania. 
Ro�nie liczba zmiennych parametrów opisuj�cych prac� płyty.  

Dodatkowo, ograniczenie analiz wyboczeniowych płyt do wyników otrzy-
manych w drodze zaproponowanego rozwi�zania nie jest wystarczaj�ce w podj�tej 
próbie kompleksowej oceny stanu krytycznego płyty. Dopełnieniem informacji  
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o krytycznych i wyt��eniowych zachowaniach płyt s� wyniki oblicze� modeli 
badanych płyt trójwarstwowych zbudowanych za pomoc� metody elementów 
sko�czonych. Zgodno�ci i podobie�stwa, a tak�e obserwowane ró�nice wyników 
oblicze� modeli płyt otrzymane dwoma sposobami dopiero tworz� pewn� cało�� 
obrazu o stateczno�ci trójwarstwowych płyt pier�cieniowych. 

Ujmuj�c szczegółowo, celem podj�tej pracy jest: 
• przedstawienie ogólnego rozwi�zania zagadnienia zginania płyty pier�cieniowej  

o trójwarstwowej strukturze poprzecznej z rdzeniem lepkospr��ystym, 
• szczegółowa analiza stanów krytycznych i pokrytycznych płyt o pofalowanych 

obwodowo postaciach wyboczenia z uwzgl�dnieniem wpływu m.in. lepkich 
wła�ciwo�ci materiału jej rdzenia, dynamiki działaj�cych obci��e�, niedoskona-
ło�ci kształtu pocz�tkowego płyty, 

• pokazanie obrazów deformacji, szczegółowych warto�ci obci��e� krytycznych 
i przeprowadzenie dodatkowych analiz: wyt��enia i drga�, modeli płyt liczonych 
metod� elementów sko�czonych. 

D��enie do kompleksowego poznania problemu stateczno�ci badanych płyt, 
w tym zwłaszcza problemu stateczno�ci dynamicznej, komplikuje wieloparame-
trowy opis modelu obliczeniowego badanej płyty. Wzajemny wpływ poszczególnych 
parametrów płyty na wyniki ko�cowe mo�e utrudnia� formułowanie zale�no�ci 
ogólnych. Opisowi wyników bada� płyt w poszczególnych rozdziałach pracy 
towarzyszy nast�puj�ce sformułowanie, którego słuszno�� potwierdza� b�d� 
przedstawiane analizy płyt: 

Wieloparametrowo�� modelu pier�cieniowej płyty trójwarstwowej, w zagad-
nieniu utraty jej stateczno�ci, ogranicza mo�liwo�� jednoznacznej oceny zachowa� 
krytycznych struktury, a okre�lenie wpływu poszczególnych jej parametrów na 
wyniki ko�cowe jest jedynie mo�liwe poprzez wła�ciw� analiz� numeryczn� 
badanego modelu płyty. 

2.2. Uj�cie tematu  

Schemat modelu badanej płyty, przykładowa posta� utraty jej stateczno�ci, 
dynamiczne charakterystyki ugi�cia i pr�dko�ci zmian ugi�cia płyty, pokazane 
jako cz��ci (a), (b), (c) rysunku 2.1, krótko, obrazowo charakteryzuj� tre�� tematu 
podj�tej pracy. 
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Rozwi�zanie zagadnienia ugi�� poprzecznych warstw płyty, której schemat 
pokazuje rysunek 2.1a, obci��onej w płaszczy�nie okładzin siłami równomiernie 
rozło�onymi na wybranym brzegu płyty jest opisane w rozdziałach 4 i 5 pracy.  
 
          (a)                                                                                 (b) 
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Rys. 2.1. Schemat modelu trójwarstwowej płyty pier�cieniowej (a), posta� utraty  

stateczno�ci (b), dynamiczne charakterystyki maksymalnego ugi�cia  
i pr�dko�ci zmian ugi�cia (c)  
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Przyj�te w rozwi�zaniu zało�enia oparte o klasyczn� teori� płyt warstwowych  
z hipotez� linii łamanej, która opisuje stan przemieszcze� poprzecznej struktury 
płyty oraz nast�puj�ce równania podstawowe: 
− równowagi dynamicznej, 
− zwi�zków geometrycznych okładzin dla nieliniowej teorii płyt Kármána i zwi�z-

ków opisuj�cych k�ty deformacji promieniowej i obwodowej rdzenia płyty, 
− liniowych zwi�zków fizycznych uwzgl�dniaj�cych w opisie lepkospr��ystych 

wła�ciwo�ci materiału rdzenia zale�no�ci dla reologicznego, liniowego modelu 
standardowego, 

− warunków brzegowych i pocz�tkowych, 
s� przedstawione w rozdziale 4.  
Wynikiem przyj�tego opisu modelu płyty jest ogólna posta� równania ró�niczko-
wego (4.38) ugi�tej powierzchni trójwarstwowej płyty pier�cieniowej z mi�kkim 
rdzeniem lepkospr��ystym. Sposób rozwi�zania tej postaci równania poprzez: 
wykorzystanie przybli�onych metod ortogonalizacji i dyskretyzacji, przeprowa-
dzenie wielu zło�onych działa� obliczeniowych, wprowadzenie dodatkowych 
równa� równowagi warstw okładzin płyty i przyj�cie szeregu wielko�ci bezwy-
miarowych oraz koniecznych w rozwi�zaniu wyra�e� funkcyjnych, jest szczegó-
łowo opisany w rozdziale 5 pracy. 
W podpunktach tego rozdziału przedstawione s� postacie układów równa� spro-
wadzone przez zastosowanie metody ró�nic sko�czonych do form umo�liwiaj�cych 
ich rozwi�zanie numeryczne w zbudowanym programie autorskim dla ogólnych, 
dynamicznych przypadków obci��enia płyty z rdzeniem lepkospr��ystym lub 
spr��ystym oraz dla statycznego przypadku obci��enia płyty z rdzeniem spr��ystym 
w zagadnieniu warto�ci własnych.  

Ocena dynamicznych odpowiedzi modelu płyty na działanie liniowo, szybko 
narastaj�cych w czasie obci��e� wymaga przyj�cia odpowiedniego kryterium 
utraty stateczno�ci płyty. Mo�liwe do przyj�cia w dynamicznych zagadnieniach 
płyt kryteria s� przedstawione w podrozdziale 3.1. W podj�tej analizie płyt doznaj�-
cych gwałtownych przyrostów ugi�� wykorzystane jest kryterium podane w pracy 
A. S. Wolmira [110]. 

Wyniki oblicze� numerycznych i szczegółowe analizy stanów krytycznych 
płyt przedstawia rozdział 6 pracy. W rozdziale tym scharakteryzowano badany 
model płyty jako reprezentatywny dla okre�lonej grupy pier�cieniowych płyt 
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trójwarstwowych, podaj�c szczegółowe warto�ci danych liczbowych. Po analizie 
zbie�no�ci poł�czonej z doborem liczby punktów dyskretyzacji w metodzie ró�nic 
sko�czonych przedstawiono zasadnicze analizy stateczno�ci statycznej i dyna-
micznej płyt z rozbiciem na obserwacje stanów krytycznych: płyt z rdzeniem 
spr��ystym, płyt z rdzeniem lepkospr��ystym, płyt wra�liwych na niedokładno�ci 
kształtu oraz o ró�nym układzie podporowym i zmiennych wymiarach promieni 
gabarytowych, a tak�e płyt obci��onych siłami rozci�gaj�cymi na brzegu  
wewn�trznym.  

Dynamiczne charakterystyki płyt, których przykładem jest wykres na  
rysunku 2.1c i obci��enia statyczne b�d�ce wynikiem rozwi�zania zagadnienia 
warto�ci własnych, wyznaczone i badane w tej pracy w szerokim zakresie mo�liwych 
postaci utraty stateczno�ci płyt dla ró�nych liczb fal obwodowych obejmuj�  
wyniki oblicze� płyt przedstawionych w pracach [58], [59], [62], [64], [66], [67], 
[72], których rozwi�zanie dotyczyło jedynie obrotowosymetrycznych postaci 
wyboczenia. 
Obrotowosymetryczne rozwi�zanie zagadnienia ugi�� pier�cieniowej płyty trój-
warstwowej przedstawione w pracach [58], [59], [62] dla płyty z rdzeniem spr�-
�ystym i tak�e z rdzeniem lepkospr��ystym, szczegółowo analizowane w pracy [64] 
równie� dla zmodyfikowanej formy opisuj�cej struktur� płyty jednorodnej  
i dwuwarstwowej oraz przedstawione w pracach [66], [67], [72] w porównawczej 
analizie z wynikami otrzymanymi metod� elementów sko�czonych i uwzgl�dnia-
j�ce [66] wpływ imperfekcji i intensywno�ci obci��enia na warto�ci krytyczne, 
równie� płyt z rdzeniem lepkospr��ystym [72] dotyczyło płyt dwustronnie 
utwierdzonych przesuwnie i obci��onych na brzegu wewn�trznym. Wybrane 
obserwacje i spostrze�enia dotycz�ce tych przypadków płyt wsparły analizy 
przedstawione w rozdziale 6 pracy. Obliczenia statycznych obci��e� krytycznych 
płyt o postaciach obrotowosymetrycznych przedstawione w pracy [60] i obliczenia te 
dla uogólnionego rozwi�zania płyt o pofalowanych postaciach wyboczenia opisane  
w pracy [68], ocenione przez porównanie wyników z wynikami otrzymanymi 
metod� elementów sko�czonych dopełniaj� równie� t� cz��� analizy płyt  
z rozdziału 6. 

Obrazy postaci utraty stateczno�ci płyt, których przykładem jest posta� 
przedstawiona na rysunku 2.1b, wyniki oblicze� obci��e� krytycznych, wykresy 
warstwicowe ugi�� i napr��e� krytycznych w warstwach modeli płyt zbudowanych  
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z elementów sko�czonych s� przedstawione w rozdziale 7 pracy. Wykorzystuj�c 
program ABAQUS, przeprowadzono liczne obliczenia modeli płyt pier�cienio-
wych zarówno z rdzeniem spr��ystym, jak i lepkospr��ystym, które potwierdzaj� 
i uzupełniaj� wyniki oblicze� płyt przedstawione w rozdziale 6, a w niektórych 
przypadkach płyt sygnalizuj� mo�liwy inny charakter ich zachowa� krytycznych 
ni� wyznaczony w obliczeniach metod� ró�nic sko�czonych. 
Pokazany sposób budowy modelu MES trójwarstwowej płyty, w którym nie s� 
wykorzystane gotowe opcje programu do oblicze� warstwowej struktury, pozwala 
na prowadzenie oblicze� płyt warstwowych z rdzeniem kilkana�cie razy grubszym od 
okładzin, którego materiał jest o znacznie mniejszej sztywno�ci ni� sztywno�� 
materiału okładzin. Wyniki oblicze� modeli płyt warstwowych z rdzeniem spr�-
�ystym i lepkospr��ystym o grubo�ci i sztywno�ci materiału porównywalnej  
z parametrami materiału okładzin, w budowie których wystarczy zastosowa� 
opcj� programu do podziału poprzecznego struktury na wyró�nione warstwy,  
przedstawiono w pracach [57], [61]. Wsparciem wyboczeniowych analiz modeli 
MES płyt opisanych w rozdziale 7 pracy s� niektóre obserwacje i wyniki szczegó-
łowe zawarte w wymienionych wcze�niej pracach [58], [66], [67], [68]. 

Obserwacje zawarte w kilku pracach własnych [62], [63], [65], [69], [70], 
[71], w których porównane s� wyniki oblicze� prowadzone dwoma metodami: 
ró�nic i elementów sko�czonych, modeli płyt o �redniej grubo�ci rdzenia i z rdzeniem 
grubym, po uzupełnieniu dodatkowymi przykładami s� tre�ci� ostatniego, badawcze-
go rozdziału pracy – rozdziału 8. Wyst�powanie innych ni� quasi-eulerowskich 
form wyboczenia płyt i mo�liwe zbyt wysokie warto�ci obci��e� krytycznych 
płyt, których utrata stateczno�ci ma wła�nie form� globaln�, obserwowane szcze-
gólnie dla płyt z rdzeniem grubym i cie�szymi okładzinami s� spostrze�eniami, 
które formułuj� praktycznie wa�ne, podkre�lone analiz� wielu przykładów obli-
czeniowych, uwagi zawarte w rozdziale 8 pracy. 
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3. Podstawy teoretyczne głównych zagadnie� pracy 

W przedstawieniu podstaw teoretycznych głównych zagadnie� tematu pracy 
zwrócono uwag� na te informacje, których znaczenie w realizacji podj�tych  
bada� numerycznych jest najwa�niejsze. 

W opisie ogólnych wiadomo�ci z zakresu podstawowego problemu analizy, 
tj. zagadnienia stateczno�ci dynamicznej płyt, wyró�niono przyj�te w ocenie  
stanu krytycznego płyt kryterium, zgodnie z którym mo�liwe jest wyznaczenie 
momentu utraty dynamicznej stateczno�ci płyt i warto�ci obci��e� krytycznych. 

Uwzgl�dnienie w ogólnym rozwi�zaniu zagadnienia ugi�� badanych płyt  
reologicznych wła�ciwo�ci materiału ich rdzenia wymaga w przyj�ciu odpowiednie-
go równania konstytutywnego kompromisu pomi�dzy d��eniem, poprzez zło�ony 
zapis matematyczny, do opisu cech materiału rzeczywistego a mo�liwo�ciami 
analityczno-numerycznego rozwi�zania problemu i uzasadnion� akceptacj� stopnia 
przybli�enia opisu do zachowa� ciała rzeczywistego. 
Przyj�to zwi�zek fizyczny modelu nale��cego do o�rodka liniowo lepkospr��ystego. 

Koniecznym w realizacji tematu pracy narz�dziem s� zastosowane metody 
numeryczne. Znaczenie przedstawionego krótkiego szkicu teoretycznego wybranych 
metod, mimo �e ograniczonego do ogólnie znanych w literaturze wiadomo�ci 
elementarnych, uzasadnia rola numeryki w rozwi�zaniu sformułowanego w pracy 
problemu i w analizach badanych modeli płyt.  

3.1. Wprowadzenie do zagadnienia stateczno�ci dynamicznej płyt 

Dynamiczna odpowied� układu na działanie zmiennego w czasie obci��enia 
charakteryzuje stan, w tym równie� stan krytyczny, badanego układu. Obrazem 
identyfikuj�cym stan krytyczny układu mo�e by� odró�niaj�ca go posta� utraty 
stateczno�ci. Jej poznanie w przypadku narastaj�cych w czasie przemieszcze� 
wst�pnie ugi�tego elementu (płyty) jest mo�liwe przez przyj�cie okre�lonego 
kryterium utraty stateczno�ci dynamicznej. Przebieg przemieszcze� punktu mate-
rialnego w funkcji czasu działania zmiennego obci��enia, okre�laj�cy charaktery-
styk� dynamiczn� badanego elementu konstrukcyjnego zale�y od przyj�tego modelu 
obci��enia [26]. Ró�norodno�� modeli obci��e� dynamicznych ze wzgl�du na ich 
kształt, czas trwania i uzasadnienie praktyczne przedstawiono w pracach [26], 
[39], [110].  
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Spo�ród modeli obci��e� przedstawionych na rysunku 3.1, zamieszczonych 
w pracy [110], w podj�tych badaniach stateczno�ci dynamicznej trójwarstwowej 
płyty pier�cieniowej wybrano model liniowy szybko narastaj�cych obci��e�  
w czasie (rysunek 3.1a), stanowi�cy pewien szczególny przypadek obci��enia  
quasi-impulsowego [26] oraz model z odcinkiem stałego w czasie przebiegu  
obci��enia (rysunek 3.1b) przyj�ty w ocenie dynamicznych zachowa� płyt z rdze-
niem o wła�ciwo�ciach lepkospr��ystych. 

 

 
Rys. 3.1. Modele obci��e� przedstawione w pracy [110] 

Liniowy wzrost obci��e� p(t) w czasie t opisuje zale�no��: 

p(t) = st                                                         (3.1) 

gdzie s – pr�dko�� narastaj�cego obci��enia. 
Cech� charakterystyczn� przebiegu krzywej ugi�cia płyty w czasie narastaj�cego 

obci��enia dynamicznego jest wyst�pienie obszaru gwałtownych przyrostów 
ugi�cia płyty – fragment BC krzywej na rysunku 3.2 [110]. Obszar ten w charaktery-
styce ugi�cie-obci��enie lub ugi�cie-czas ujawnia stan krytyczny badanej płyty. 

 

 (a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 
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Rys. 3.2. Charakterystyka ugi�cie-obci��enie przedstawiona w pracy [110] 

(linia przerywana – charakterystyka dla obci��e� statycznych) 
 

Dokładne warto�ci krytycznych parametrów płyty: czasu, ugi�cia i obci��enia  
pozwala wyznaczy� kryterium dynamicznej utraty stateczno�ci płyty przedsta-
wione w pracy [110]. Na podstawie tego kryterium wyznacza si� punkt przegi�cia 
krzywej ugi�cie-obci��enie, okre�laj�cy krytyczne obci��enie, czas i ugi�cie płyty.  

Przyjmuj�c to kryterium w ocenie stateczno�ci dynamicznej trójwarstwowych 
płyt pier�cieniowych, wyznaczono czas utraty ich stateczno�ci, wykorzystuj�c 
charakterystyki ugi�cie-czas. Utrata stateczno�ci dynamicznej nast�puje, gdy 
punkt maksymalnego ugi�cia dodatkowego wd płyty osi�gnie pierwsze maksimum 
pr�dko�ci lub gdy spełniony jest warunek: 

    0=ttmax,dw .                                                  (3.2) 

Zastosowany w pracy sposób wyznaczania warto�ci krytycznego czasu i maksy-
malnego ugi�cia płyty wyja�nia rysunek 2.1c przedstawiony w podrozdziale 2.2 
pracy. 

Istota kryterium opisanego w pracy [110] odpowiada kryterium Budian-
sky’ego i Rotha [8] zastosowanego w ocenie stateczno�ci dynamicznej powłok 
cylindrycznych z imperfekcj� w pracach [87], [101], [102]. Zgodnie z kryterium 
Budiansky’ego i Rotha dynamiczne, krytyczne obci��enie jest zdefiniowane jako 
obci��enie, przy którym nast�puje gwałtowny wzrost amplitudy ugi�� – rysunek 3.3a 
przedstawiony w pracy [102] i rysunek 3.3b zamieszczony w pracy [101]. 

W tym miejscu nale�y podkre�li� znaczenie prac B. Budiansky’ego, a tak�e 
J. W. Hutchinsona, z których niektóre, jak [4], [5], [6], [7], [32], [33], [35]  
s� wymienione, w dziedzinie bada� stateczno�ci i pokrytycznych zachowa�  
konstrukcji rzeczywistych wra�liwych na geometryczne imperfekcje.  
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 (a)                                                                      (b) 

   
Rys. 3.3. Charakterystyki przemieszczeniowo-obci��eniowe uzasadniaj�ce kryterium 

Budiansky’ego-Rotha zamieszczone w pracach: (a) [102], (b) [101] 
 
Podstawy teorii wyboczenia statycznego konstrukcji rzeczywistej, w której 

okre�lony został zwi�zek mi�dzy obci��eniem krytycznym konstrukcji a obci��eniem 
bifurkacyjnym o warto�ci wy�szej od obci��enia rzeczywistego, przedstawił 
W. T. Koiter, a teori� t� na przypadki obci��enia skokowego i impulsowego 
uogólnili Budiansky i Hutchinson [34] (opis teorii przedstawiono, m.in. w pracach 
[26], [39]). 

Autor pracy [102] zwraca tak�e uwag� na kryterium wykorzystuj�ce płasz-
czyzn� fazow� parametru, którym jest zwykle przemieszczenie q punktu do  
�ledzenia odpowiedzi układu na działaj�ce obci��enie. Kryterium wyja�nia  
rysunek 3.4 zamieszczony w pracy [102]. Autor pracy [91] kryterium to wi��e  
z nazwiskami Hoff-Hsu.  

Innym obok kryterium Budiansky’ego-Rotha kryterium porównawczo zasto-
sowanym w analizie wra�liwo�ci powłoki cylindrycznej na imperfekcje [87] jest 
kryterium proponowane przez Simitsesa [89], [90], [91], okre�lone w pracy [91], 
jako podej�cie zwi�zane z wykorzystaniem całkowitej energii potencjalnej (total 
potential energy approach). Wyró�nione s� nazwiska Hoff-Simitses i praca1). Istot� 
kryterium, obowi�zuj�cego dla układów zachowawczych, jest odniesienie  
krytycznych warunków do charakterystyk całkowitej energii potencjalnej układu. 
Ustalone s� oszacowania: górne i dolne obci��e� krytycznych. Obci��enia  

                                                 
1) Simitses G.J.: Dynamic snap-through buckling of low arches and shallow spherical caps. Ph.D. 
Dissertation, Department of Aeronautics and Astronautics, Stanford University, June 1965. 
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krytyczne powłok z imperfekcj� wyznaczone według kryterium Simitsesa s� ni�sze 
od wyznaczonych według kryterium Budiansky’ego-Rotha [87]. 
 

 
Rys. 3.4. Trajektoria fazowa ( dqq = qdt −� ) wyja�niaj�ca kryterium  

przedstawione w pracy [102] 

 
Oba przedstawione kryteria ł�czy nazwisko profesora N.J. Hoffa, który  

w przykładowej pracy [30] wyja�nia istot� stateczno�ci i niestateczno�ci układu na 
przykładzie wst�pnie ugi�tego spr��ystego słupa poddanego zaburzeniu przy działa-
niu słabego i mocnego obci��enia, które prowadzi do drga� w s�siedztwie poło�enia 
równowagi lub do silnie narastaj�cych ugi�� i ewentualnej degradacji elementu. 

Wyznaczenie krytycznego obci��enia dynamicznego mo�liwe jest tak�e dla 
wskazanego pewnego „�redniego” punktu fragmentu BC krzywej ugi�cie-obci��enie 
pokazanej na rysunku 3.2 lub gdy strzałka ugi�cia jest równa grubo�ci płyty lub  
powłoki zaznacza autor pracy [110]. 

Oprócz wymienionych, szczegółowy opis innych wa�nych kryteriów stoso-
wanych dla konstrukcji płytowych przedstawiono w pracy [39]. Zwrócono uwag� na: 
− cztery kryteria J. Ari-Gura i S. R. Simonetty [2]: pierwsze odpowiadaj�ce kry-

terium Budiansky’ego-Rotha, dwa kolejne wi���ce odpowiednio maksymaln� 
warto�� impulsu obci��enia ze spadkiem ugi�cia lub nagłym wzrostem warto�ci 
skrócenia obci��onego brzegu płyty oraz czwarte wi���ce impuls przemiesz-
czenia obci��onego brzegu ze zmian� znaku wektora reakcji na brzegu płyty, 

− kryterium D. Petry’ego i G. Fahlbuscha [74] sugeruj�ce konieczno�� oceny 
stanu napr��e� konstrukcji i porównanie napr��e� zredukowanych do napr�-
�enia granicznego, którym w przypadku materiałów odkształcalnych mo�e by� 
granica plastyczno�ci, 
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− kryterium M. Kleibera, W. Kotuli i M. Sarana [37] b�d�ce quasi-bifurkacyjnym 
kryterium stateczno�ci dynamicznej dla konstrukcji obci��onych skokowo, 
wymagaj�ce w czasie zdefiniowanym jako krytyczny czas trwania impulsu 
oceny wyznacznika stycznej macierzy sztywno�ci i porównania warto�ci bez-
wzgl�dnej najmniejszej warto�ci własnej sformułowanego równania zagadnienia 
warto�ci własnych z warto�ci� bezwzgl�dn� najbli�szego maksimum, jakie 
osi�ga najmniejsza warto�� własna. 

− własne, T. Kubiaka − autora rozdziału 3 pracy [39] i przedstawione w pracach 
[42], [43] kryterium umo�liwiaj�ce ocen� wielomodalnej formy utraty stateczno-
�ci dynamicznej konstrukcji cienko�ciennych obci��onych impulsowo, oparte 
o analiz� warto�ci własnych macierzy Jacobiego, tj. stycznej macierzy sztywno�ci 
układu [39]. 

Relacj� warto�ci dynamicznego obci��enia krytycznego wyznaczonego na 
podstawie przyj�tego kryterium utraty stateczno�ci płyty do krytycznego obci��enia 
statycznego okre�la iloraz tych wielko�ci wyra�ony przez współczynnik dyna-
miczny Kd [110] lub przyj�ty w literaturze angloj�zycznej DLF (Dynamic Load 
Amplification Factor) [115]. 

3.2. Ogólna charakterystyka o�rodka liniowo lepkospr��ystego 

Zdolno�� niektórych materiałów do nagłej, spr��ystej odpowiedzi na działaj�ce 
obci��enie i wolno narastaj�cej w czasie deformacji jest poł�czeniem dwóch ich 
wła�ciwo�ci: spr��ysto�ci i lepko�ci. Mo�liwo�� reagowania materiału lub raczej 
jego modelu matematycznego w sposób opisany liniowymi zale�no�ciami praw: 
ciała stałego Hooke’a i cieczy Newtona, decyduje o jego przynale�no�ci do cha-
rakterystycznego w reologii o�rodka – o�rodka liniowo lepkospr��ystego – opisa-
nego na podstawie prac [12], [13], [14], [20], [21], [22], [76], [77], [92], [93], [54]. 

Mechaniczn� interpretacj� spr��ystych i lepkich zachowa� materiału liniowo 
lepkospr��ystego o zdolno�ci do magazynowania i dyssypacji energii w procesach 
deformacji ciała stałego s� dwa proste, jednoparametrowe modele: spr��yny  
i tłumika hydraulicznego, których charakterystyki odkształceniowe, powstałe  
w wyniku działania stałego w czasie obci��enia przedstawia rysunek 3.5, a równania 
stanu opisuj� odpowiednie zale�no�ci: 

               E ,σ ε=                 σ ηε= �                                   (3.3) 
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gdzie: E – stała spr��ysto�ci, 
          η – stała lepko�ci. 
 

(a)                                                                     (b) 

σ 

σ ε 

t

E
E
σ 

 

σ 

σ 

η 

ε 

t                                            
Rys. 3.5. Modele mechaniczne: (a) ciała Hooke’a, (b) cieczy Newtona 

 

Ł�czenie przedstawionych modeli prostych w ci�g elementów zwi�zanych 
szeregowo i/lub równolegle tworzy okre�lony układ – model mechaniczny – opi-
suj�cy okre�lone zachowania ciała rzeczywistego, takie jak: 
a – natychmiastowe odkształcenie spr��yste, 
b – pełzanie, 
c – relaksacj�, 
d – nawrót spr��ysty, 
e – nawrót opó�niony, 
f – odkształcenie trwałe. 
Wymienione zjawiska towarzysz�ce odkształceniu ε lub obci��eniu σ ciała reolo-
gicznego w czasie t działania stałego obci��enia σo lub odkształcenia εo jako  
odpowiednie fragmenty (a, b, c, d, e, f) krzywych ε = f(t), σ = g(t) przedstawia 
rysunek 3.6. 

Elementarnymi modelami o�rodka liniowo lepkospr��ystego s� dwuparame-
trowe modele Maxwella i Kelvina-Voigta (pokazane na rysunku 3.7) opisuj�ce 
jedynie niektóre zachowania materiału reologicznego: 
 

model Maxwella 
a – natychmiastowe odkształcenie spr��yste, 
b – pełzanie ustalone ze stał� pr�dko�ci� odkształce�, 
c – relaksacj�, 
d – nawrót spr��ysty, 
f – odkształcenie trwałe, 
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model Kelvina-Voigta 
b – pełzanie z malej�c� pr�dko�ci� odkształce�, 
e – nawrót opó�niony. 
 

          (a)                                                                           (b) 

t

ε 

a

b
d

e
f

t

σ 
σ o

   t

t

ε o

ε 

σ 

c

 
Rys. 3.6. Krzywe: (a) pełzania, (b) relaksacji 

 

                                           (a)                                             (b) 
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Rys. 3.7. Modele dwuparametrowe: (a) Maxwella, (b) Kelvina-Voigta 

 
Ze wzrostem liczby parametrów modeli reologicznych ro�nie liczba zjawisk 

(a, b, c, d, e, f) przez nie opisywanych. Wła�ciwo�ci modelu s� bli�sze rzeczywi-
stym zachowaniom materiału. Model opisuje jednak wi�ksza liczba parametrów, 
którymi s� konieczne do wyznaczenia stałe: spr��ysto�ci i lepko�ci materiału. 
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Problem staje si� bardziej zło�ony i maleje praktyczna mo�liwo�� wykorzystania 
takiego modelu mechanicznego do opisu zachowa� materiału. Ro�nie równie� rz�d 
równania stanu opisuj�cego dany model, którego ogólna posta� jest nast�puj�ca: 

1 2 3 1 2 3a a a a ... b b b b ...σ σ σ σ ε ε ε ε+ + + + = + + + +� �� ���� �� ���                (3.4) 

Równanie stanu modelu czteroparametrowego jest ju� rz�du drugiego i ma zło�on� 
posta�: 

    1 2 1 2a a b bσ σ σ ε ε+ + = +� ��� ��                                       (3.5) 

gdzie: a1(2), b1(2) – s� wielko�ciami wyra�onymi przez odpowiednie ilorazy stałych  
                             lepko�ci i spr��ysto�ci elementów buduj�cych model. 
Równanie (3.5) jest równaniem stanu ogólnego modelu czteroparametrowego,  
w tym równie� modelu czteroparametrowego pierwszego rodzaju, modelu Bürgersa, 
zbudowanego z szeregowo poł�czonych modeli dwuparametrowych Maxwella  
i Kelvina-Voigta. Model ten opisuje wszystkie wymienione zjawiska (a, b, c, d, e, f). 
Zmniejszaj�c liczb� parametrów modelu do trzech, powstaje model trójparame-
trowy pierwszego rodzaju, który poza zjawiskiem odkształcenia trwałego (f) 
przybli�a wszystkie pozostałe mo�liwe zachowania rzeczywistego ciała stałego. 
Równanie stanu ma posta� ogóln�: 

                                       1 1a b b .σ σ ε ε+ = + ��                                           (3.6) 

Schemat budowy modelu przedstawia rysunek 3.8, który pokazuje dwa równo-
wa�ne modele standardowe. 
 

           (a)                                                                (b) 
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Rys. 3.8. Modele standardowe [93]: (a) Zenera, (b) Poyntinga-Thompsona 
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Mo�liwo�� opisu zjawisk: natychmiastowego odkształcenia spr��ystego (a) i peł-
zania (b) wyst�puj�cych w procesie obci��ania materiału przy stosunkowo małej 
liczbie niewiadomych parametrów (dwie stałe spr��ysto�ci i jedna stała lepko�ci) 
i mniej skomplikowanej budowie równania konstytutywnego (3.6) stała si�  
powodem do przyj�cia tego modelu o schemacie przedstawionym w cz��ci (b) 
rysunku 3.8 do opisu przybli�onych zachowa� reologicznych materiału pianki 
poliuretanowej warstwy rdzenia analizowanej w pracy płyty trójwarstwowej.  

Nale�y jednak zaznaczy�, �e d���c do zbli�enia wła�ciwo�ci modelu mecha-
nicznego do opisu zachowa� ciała rzeczywistego lepsz� zgodno�� uzyskuje si� 
poprzez ł�czenie wielu elementów podstawowych i dwuparametrowych modeli, 
buduj�c odpowiedni model wieloparametrowy lub tzw. model całkowy o wyzna-
czonej funkcji pełzania i relaksacji. Wówczas dogodn� form� zapisu matematycznego 
czasowo-zale�nych zwi�zków napr��eniowo-odkształceniowych jest posta�  
całkowa lub ró�niczkowo-operatorowa. 
Wykorzystuj�c liniow� zasad� Boltzmanna, której podlega o�rodek liniowo lep-
kospr��ysty, wyra�enie okre�laj�ce odkształcenie ε w dowolnej chwili obserwacji 
t dla zmiennej niezale�nej τ i ( ) 1H t τ− =  ma posta�: 

                          ( ) ( )
0

t
( t ) J t d

σ τ
ε τ τ

τ
∂

= −
∂�                                    (3.7) 

gdzie: ( )J t τ−  – funkcja pełzania, 
          ( )H t τ−  – funkcja Heaviside’a, 
                    τ – czas zadania obci��enia, 
                    t – czas obserwacji. 
W ogólnym przypadku anizotropowego o�rodka liniowo lepkospr��ystego całkowa 
posta� równania konstytutywnego jest nast�puj�ca: 

       ( ) ( )
0

t

ij ijkl kl( t ) C t dε τ σ τ τ= −� �                                 (3.8) 

gdzie Cijkl – tensor funkcji pełzania. 
Analogicznie dla dowolnej historii odkształcenia ε(t) napr��enie σ w chwili  
obserwacji t okre�la zale�no��: 
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( ) ( )
0

t
( t ) E t d

ε τ
σ τ τ

τ
∂

= −
∂�                                      (3.9) 

gdzie ( )E t τ−  – funkcja relaksacji. 
 
Ró�niczkowa reprezentacja równa� konstytutywnych dla o�rodka liniowo lepko-
spr��ystego przy jednoosiowym napr��eniu sprowadza si� do zale�no�ci: 

                                                     σ ε=P Q                                                  (3.10) 

gdzie: P i Q – liniowe operatory ró�niczkowe: 

                                       
0

in

i i
i

p ,
t=

∂=
∂

�P        �
∂
∂=

=

m

i i

i

i t
q

0
Q  

           pi, qi – stałe charakteryzuj�ce materiał. 
 
Uogólnieniem równania (3.10) na stany przestrzenne jest zale�no�� oddzielaj�ca 
efekty dewiatorowe od dylatacyjnych: 

     ( ) ( )1 1ij ijs t e t ,=P Q                                                  (3.11) 

  ( ) ( )2 2kk kkt tσ ε=P Q                                              (3.12) 

gdzie: P1(2), Q1(2) – liniowe operatory ró�niczkowe. 

3.3. Metody zastosowane w obliczeniach numerycznych 

W obliczeniach analityczno-numerycznych przeprowadzonych w przedsta-
wionych w pracy rozwi�zaniach pier�cieniowych płyt trójwarstwowych poddanych 
zarówno obci��eniom statycznym, jak i dynamicznym zastosowano wiele algo-
rytmów analizy numerycznej. S� w�ród nich procedury nale��ce do tzw. algebry 
macierzowej zastosowane w rozwi�zaniu zagadnie� dynamicznych i przy obli-
czaniu warto�ci własnych statycznego problemu płyt (wymienione w podrozdziale 
5.3 pracy) oraz metody przybli�one. Nale�� do nich, m.in. metoda ortogonalizacji 
Bubnowa-Galerkina zastosowana w cz��ci analitycznej ogólnego rozwi�zania 
zagadnienia ugi�� poprzecznych badanych płyt i dyskretyzacyjna metoda ró�nic 
sko�czonych wykorzystana do wyznaczenia układu równa� ró�niczkowych sta-
nowi�cych wynik rozwi�zania cz��ci analitycznej problemu i do ich rozwi�zania  
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poprzez numeryczne całkowanie metod� Rungego-Kutty-Gilla oraz metoda ele-
mentów sko�czonych przyj�ta równie� w rozwi�zaniu zagadnie� statycznych  
i dynamicznych analizowanych płyt.  
Wymienione cztery metody przybli�one s� zasadniczymi elementami przedsta-
wionych w pracy rozwi�za� płyt. Ich krótka charakterystyka wprowadzaj�ca  
w obszar szczególnie wa�nej problematyki numerycznej podj�tej w pracy zostanie 
przedstawiona w formie ogólnego szkicu teoretycznego dostosowanego do zakresu 
zastosowa� w rozwi�zaniach poszczególnych metod numerycznych (np. opis 
metody ró�nic sko�czonych ograniczono do okre�lenia ró�nic sko�czonych funkcji 
jednej zmiennej). W opisie wykorzystano nast�puj�ce prace: [23], [39], [47], [79], 
[97], [98], [99], [116], [122]. 

Metoda Bubnowa-Galerkina (metoda B-G) jest metod� wykorzystuj�c� wła-
sno�� ortogonalnych funkcji rzeczywistych f(x), g(x) w przedziale (a,b): 

              
b

a
( f ,g ) f ( x )g( x )dx 0.= =� .                                  (3.13) 

Istot� metody B-G jest nast�puj�ca zale�no�ci spełniona dla dowolnej funkcji g(x) 
[47], [39]: 

      0 0
b

a x b a
f ( x ) f ( x )g( x )dx .
≤ ≤

= � =�                              (3.14) 

Równanie ró�niczkowe o postaci: 

            L( y ) D( x ),=                                            (3.15) 

przybli�a si� równaniem: 

                 
1

n

i i
i

a L( u ) D( x )
=

=�                                       (3.16) 

gdzie: L(y) – jest operatorem ró�niczkowym, np. rz�du drugiego, 
         L( y ) A( x )y B( x )y C( x )y,′′ ′= + +  
          L(ui) – jest funkcj�, któr� mo�na okre�li� dla ka�dej warto�ci x, 
              ai – s� nieznanymi współczynnikami. 
Liczba wyrazów szeregu n ma wpływ na dokładno�� rozwi�zania. 
Przyjmuj�c n niezale�nych funkcji g1, g2,…,gn spełniaj�cych warunki brzegowe, po 
przekształceniu równania (3.16) i podstawieniu do (3.14) powstaje dla j = 1,…n: 
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1

0
b n

i i j
ia

a L( u ) D( x ) g ( x )dx .
=

� �− =� �
� 	
��                               (3.17) 

Przyjmuj�c oznaczenia: 

              
b

i j ij
a

L( u )g ( x )dx s ,=�                                                    (3.18) 

         
b

j j
a

D( x )g ( x )dx w=�                                                     (3.19) 

zale�no�� (3.17) staje si� układem n równa� liniowych wzgl�dem ai, z którego 
współczynniki ai s� wyznaczane: 

                               
1

n

i ij j
i

a s w
=

=�    dla    1j ,...,n= .                                    (3.20) 

Drug� zastosowan� w pracy metod� wykorzystywan� do przybli�onego rozwi�-
zania równa� ró�niczkowych jest metoda ró�nic sko�czonych.  

Metoda ró�nic sko�czonych polega na zast�pieniu w równaniu ró�niczkowym 
pochodnych odpowiednimi ilorazami ró�nicowymi i rozwi�zaniu powstałego 
równania dyskretnego. Metoda opiera si� na nast�puj�cych zasadach [99]: 
1. Wszystkie ci�gle funkcje zadania okre�lone s� zbiorem ich warto�ci w punktach 

dyskretnych. 
2. Operatory ró�niczkowania funkcji ci�głych zast�puje si� odpowiadaj�cymi im 

operatorami ró�nic warto�ci funkcji w wybranych punktach. 
3. Równania ró�nic sko�czonych maj� by� spełnione we wszystkich punktach 

pokrywaj�cych obszar zmienno�ci funkcji. 
Pochodn� i iy f ( x )′ ′=  funkcji f = f(x) dla a x b≤ ≤ , której warto�� 

i if f ( x )=   w  i-tym  punkcie  podziału  0ix a ih  (i ,...,n)= + =   dla  przedziału  

o długo�ci 
b a

h
n
−=  (n – liczba równych cz��ci podziału przedziału) przybli�a si�  

w i-tym punkcie warto�ci� ilorazu ró�nicowego – pierwsz� ró�nic� centraln�  
(rysunek 3.9): 

        1 1i i
i

f f
f .

2h
+ −−′≈                                             (3.21) 
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Rys. 3.9. Funkcja f = f(x) w przedziale a ≤ x ≤ b  

 
Drug� pochodn� if ′′ funkcji f = f(x) przybli�a druga ró�nica centralna wyznaczona  
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Ogólnie dla liczby n nieparzystej, n-t� ró�nic� centraln� przybli�aj�c� n-t�  
pochodn� funkcji f = f(x) wyra�a zale�no�� [75]: 
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Natomiast dla liczby n parzystej odpowiednia zale�no�� ma posta�: 
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Ocen� dokładno�ci operatorów ró�nic sko�czonych uzyskuje si� przez rozwini�cie 
funkcji według wzoru Taylora w otoczeniu punktu centralnego [99]. Bł�d operatora 
ró�nicowego nie jest jedynym �ródłem bł�du rozwi�zania metod� ró�nic sko�-
czonych. Bł�d wynika z istoty metody, tj. zast�pienia funkcji ci�głej zbiorem 

f = f(x) 
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warto�ci dyskretnych, czyli ��daniem spełnienia równa� ró�niczkowych w sko�-
czonej liczbie punktów obszaru, a nie w ka�dym punkcie. Dodatkowe bł�dy  
wynikaj� z zaokr�gle� arytmetycznych. 
Podstawowe wymagania stawiane metodzie to: 
− zbie�no�� metody przy zag�szczaniu siatki, 
− liczba niewiadomych tworz�ca wektor rozwi�za� musi by� zgodna z liczb� 

równa�, 
− zbie�no�� metody rozwi�zania algebraicznego układu równa� powstałego  

z zamiany pochodnych ilorazami ró�nicowymi. 
Rozwi�zanie zagadnienia dynamicznego, w którym wyst�puj� pochodne wzgl�dem 
czasu, przeprowadza si� wykorzystuj�c dodatkow� metod� iteracyjn� – np. zasto-
sowan� w tej pracy metod� Rungego-Kutty-Gilla (metoda R-K-G). 

Metoda Rungego-Kutty-Gilla (metoda R-K-G) nale�y do metod całkowania 
numerycznego. Algorytm metody R-K-G opracowano na podstawie metody 
czwartego rz�du, zachowuj�c w szeregu Taylora wyrazy zawieraj�ce h, h2, h3, h4. 
Równanie charakterystyczne ma posta�: 

      2 2 3 3 4 41 1 1
2 6 241 h h h hµ λ λ λ λ= + + + +                          (3.25) 

gdzie: h – krok całkowania, 
           λ – liczba rzeczywista. 
Algorytm metody R-K-G wymaga czterokrotnego obliczania warto�ci funkcji  
w ka�dym kroku całkowania. Podstaw� metody przy rozwi�zywaniu równa� ró�-
niczkowych y f ( x, y )′ =  jest wyra�enie ró�nicy mi�dzy warto�ciami funkcji y  
w punktach xn+1 i xn w postaci [23], [79]: 

         1
1

m

n n i i
i

y y w k+
=

− =�                                          (3.26) 

gdzie:    ( )1 ,n n nk h f x , y=  

              
1

1

i

i n n i n n ij j
j

k h f x a h , y b k
−

=

� �
= + +� �� �

� 	
�   dla    i > 1,                             

ia , ijb , iw  – stałe, 
              nh  – krok całkowania, który mo�na wybiera� inny w ka�dym etapie  
                      oblicze�. 
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Z wzoru Gilla, zapobiegaj�cemu kumulacji bł�dów, kolejne warto�ci funkcji y 
wyznacza si� z zale�no�ci: 

                                  ( )1 n n nk h f x , y ,=  

                                  ( )2 1
h 1

n n n2 2k h f x , y k ,= + +   

                     ( )( )2 1 1
3 1 22 2 2

1h
n n nk h f x , y k k ,−= + + + −                (3.27) 

                                  ( )( )1 1
4 2 32 2

1n n nk h f x h, y k k ,= + − + +  

                                  
( ) ( )1 1

1 2 3 42 2
1

2 1 2 1

6n n

k k k k
y y .+

+ − + + +
= +  

Do rozpocz�cia oblicze� wystarcza warunek pocz�tkowy. Metoda ma du�e zna-
czenie dla wyznaczania brakuj�cych warto�ci wst�pnych. Funkcja ( )1mO h +  jest 
oszacowaniem bł�du metody, której rz�d wyznacza liczba m. 
 

Kolejn� zastosowan� w pracy metod� do rozwi�zywania równa� ró�niczkowych 
opisuj�cych problem równowagi konstrukcji, zwłaszcza konstrukcji o skompli-
kowanych kształtach, jest metoda elementów sko�czonych [39], [75], [99], [122]. 

Metod� elementów sko�czonych (MES) ka�d� konstrukcj� mo�na podzieli� 
na cz��ci – elementy – poł�czone w w�złach. Znajomo�� własno�ci mechanicznych 
poszczególnych elementów po ich zwi�zaniu w jedn� struktur� wyznacza własno�ci 
mechaniczne całej konstrukcji. 
Dziel�c konstrukcj� na elementy w procesie tzw. idealizacji geometrii układu, 
nast�puje naruszenie ci�gło�ci odkształce� wzdłu� linii podziału. Wyj�tkiem s� 
punkty w�złowe, w których musi by� spełniony warunek nierozdzielno�ci –
przemieszczenia wspólnych w�złów ró�nych elementów musz� by� jednakowe  
i warunek równowagi – suma sił działaj�cych na elementy w ich wspólnym w��le 
jest równa sile zewn�trznej działaj�cej na ten w�zeł. Zwi�zanie sił oddziaływania 
w w�złach elementu z przemieszczeniem tych w�złów w procesie analizy elementu  
okre�la nast�puj�cy zwi�zek:    

e e=P A U                                                    (3.28) 

gdzie: eP  – wektor, którego składowymi e
iP  s� siły w w�złach elementu, 
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            U  – wektor, którego składowymi iu s� przemieszczenia w w�złach  
                    elementu, 
           eA  – macierz sztywno�ci elementu. 
 

„Zszywanie” poszczególnych elementów w cało�� w procesie analizy konstrukcji 
wyznacza macierz sztywno�ci struktury A jako sum� macierzy sztywno�ci eA  
poszczególnych elementów po uprzednim przetransformowaniu macierzy eA   
z lokalnego do globalnego układu odniesienia. 
Zapis macierzowy tego etapu metody MES jest nast�puj�cy: 

     =P AU                                                     (3.29) 

gdzie: P  – wektor, którego składowymi iP s� siły zewn�trzne skupione  
                   w w�złach, 
          A  – macierz sztywno�ci struktury. 
 

Wymiary przedstawionych macierzy zale�� od liczby w�złów w konstrukcji  
i liczby składowych sił i przemieszcze� przyj�tych w w��le. Wyznaczone z rów-
nania (3.29) niewiadome przemieszczenia ui pozwalaj� wyznaczy� siły w�złowe 

e
iP z równania (3.28) i tym samym okre�li� stan napr��e� w elementach.  

Opis stanu odkształce� elementu odbywa si� dla sko�czonej liczby parametrów, 
mimo �e fakt „wyci�cia” elementu z układu ci�głego wyznacza ich niesko�czon� 
liczb�. St�d metoda elementów sko�czonych jest metod� przybli�on�. Ogólnie 
mo�na stwierdzi�, �e jej dokładno�� ro�nie gdy: 
− posta� funkcji opisuj�cych stan odkształce� elementu w zale�no�ci od prze-

mieszcze� w�złów – funkcji kształtu – dokładniej opisuje rzeczywisty stan 
odkształcenia elementu, 

− podział na elementy jest bardziej g�sty. 
 

Problem jest jednak zło�ony. Wła�ciwy dobór funkcji kształtu poprzez warunki, 
które spełniaj� funkcje kształtu elementów, tzw. dostosowanych i elementów 
niedostosowanych [75], jest trudnym etapem metody MES, którego wpływ na 
dokładno�� wyników ko�cowych ma znaczenie zasadnicze. 
Zwi�zek wyrazów macierzy odkształcenia E elementu ze składowymi wektora 
przemieszczenia U w�złów okre�la zale�no��: 

              ,=E BU                                                  (3.30) 
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w której macierz geometryczn� B tworz� zwi�zki geometryczne i zało�ona funkcja 
kształtu elementu. Najcz��ciej stosowanymi funkcjami kształtu w odwzorowywaniu 
elementu rzeczywistego s� wielomiany Lagrange’a i Hermite’a. W przypadku 
płyt cienkich odkształcenia s� okre�lane przez funkcje ugi�� i ich pochodne. 
Nie ma równie� ogólnej zasady dokonywania podziału struktury na elementy 
[98]. Nale�y wykorzystywa� naturalne granice podziału, jakie wyznacza kształt 
geometryczny konstrukcji, zbli�aj�c układ siatki do spodziewanych trajektorii 
napr��e� głównych. Cz�sto nawet przy podziale konstrukcji na niewielk� liczb� 
elementów uzyskuje si� do�� dobre przybli�enie warto�ci przemieszcze�. 

W obliczeniach MES trójwarstwowych płyt pier�cieniowych przedstawionych  
w pracy wykorzystano program ABAQUS. Modele płyt zbudowano z elementów 
powłokowych i bryłowych – dokładny opis przedstawiono w rozdziale 7, podroz-
dział 7.1 pracy. W obliczeniach całek w programie ABAQUS wykorzystany jest 
wzór Simpsona i kwadratura Gaussa [29]. 
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4. Trójwarstwowa płyta pier�cieniowa – równania  
     podstawowe 

Rozwi�zanie zagadnienia ugi�� trójwarstwowej płyty pier�cieniowej wyko-
rzystuje zało�enia klasycznej teorii płyt warstwowych dotycz�ce stanu przemieszcze� 
poprzecznej struktury płyty w postaci linii łamanej i wyst�powania napr��e� 
normalnych w przekrojach poprzecznych okładzin i napr��e� stycznych w rdzeniu 
płyty [109]. Zało�enia przyj�te w rozwi�zaniu [31], [39], [96] s� zało�eniami 
obowi�zuj�cymi dla płyt izotropowych i jednorodnych w odniesieniu do cienkich 
warstw okładzin płyty i warstwy rdzenia: 
− grubo�� poszczególnych warstw płyty jest stała, a grubo�� całej płyty jest  

wielokrotnie mniejsza od jej wymiarów gabarytowych, 
− materiał okładzin płyty jest liniowo spr��ysty, a rdzenia liniowo spr��ysty lub 

lepkospr��ysty, 
− w przekrojach poprzecznych okładzin wyst�puj� napr��enia normalne, stan 

błonowy sumuje si� ze stanem zgi�ciowym, rdze� przenosi napr��enia �cinaj�ce, 
a deformacja przekroju płyty ma posta� linii łamanej, 

− rdze� zapewnia niezmienny odst�p okładzin,  
− warstwy płyty s� zwi�zane, mi�dzy nimi nie wyst�puje po�lizg, 
− przekroje poprzeczne okładzin po odkształceniu pozostaj� płaskie, obowi�zuje 

hipoteza Kirchhoffa-Love’a – punkty le��ce przed obci��eniem na prostej 
normalnej do powierzchni �rodkowej po odkształceniu równie� pozostaj� na 
normalnej do ugi�tej powierzchni �rodkowej, 

− napr��enia normalne w przekrojach równoległych do powierzchni �rodkowej 
okładzin płyty s� pomijalnie małe w stosunku do napr��e� promieniowych, 
obwodowych i stycznych w przekrojach poprzecznych okładzin, pomini�te s� 
równie� składowe stanu odkształcenia γrz, γθz, εz, 

− odkształcenia okładzin εr, εθ, γrθ (podrozdział 4.2 pracy) płyty opisuj� nieli-
niowe zwi�zki geometryczne teorii płyt Kármána, 

− ugi�cia wst�pne i dodatkowe poszczególnych warstw płyty s� jednakowe. 
 

Zagadnienie rozwi�zano, pomijaj�c zjawisko udarowego obci��enia płyty wyst�-
puj�ce, gdy obci��enie działa w ci�gu 10-4÷10-6 sekundy [110]. Nie uwzgl�dniono 
sił bezwładno�ci działaj�cych w płaszczy�nie �rodkowej płyty. Schemat analizo-
wanej płyty przedstawia rysunek 4.1. 
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Rys. 4.1. Schemat trójwarstwowej płyty pier�cieniowej 

4.1. Równania równowagi dynamicznej 

Równania równowagi dynamicznej opisuj� zale�no�ci mi�dzy siłami we-
wn�trznymi, ustalone dla ka�dej z warstw elementarnego wycinka płyty pier�cie-
niowej o wymiarach, dr, rdθ, pokazanego na rysunku 4.2: 
 

warstwa 1 

      11 1
1 1 1 1

1
0

2

r
r r r r,r ,

M M h
M M Q ,

r r

θ
θ θ τ

−
+ + − + =                                (4.1) 

1
1 1 1 1 1

1 2
0

2r r, ,r
h

M M M Q ,
r rθ θ θ θ θθ τ+ + − + =                                 (4.2) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, , , ,, , , ,

, , 1 1 ,,

1 1 1 1

1, 1 1 1

1
r r r r rr r r

r r r d ttr

T w T w r N w N w
r

Q r Q r w w h r w

θ θ θ θ θ θ

θ θ θθ τ τ µ

⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +

+ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
,         (4.3) 

 

1, 3 – okładziny płyty 
    2 – rdze� płyty 
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warstwa 2 

     2 2
2 1 3 0

2 2r r r
h h

Q ,τ τ− + + =                                                 (4.4) 

                               2 2
2 1 3 0

2 2
h h

Q ,θ θ θτ τ− + + =                                                 (4.5) 

                     
( )

2 2

2 2 1 3

1 3

r r ,r r ,r,r

, , d ,tt

,
Q r Q r w r w

w w h r w

θ

θ θ θ θ

θ τ τ

τ τ µ

+ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

− ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
,                    (4.6) 

warstwa 3 

                33 3
3, 3, 3 3

1
0

2
r

r r r rr

M M h
M M Q

r r
θ

θ θ τ
−

+ + − + = ,                   (4.7) 

                         3
3 3 3 3 3

1 2
0

2r r, ,r
h

M M M Q ,
r rθ θ θ θ θθ τ+ + − + =                        (4.8) 

      
( ) ( ) ( ) ( )

( )
, , , ,, , , ,

, , 3 3 ,,

3 3 3 3

3, 3 3 3

1
r r r r rr r

r r r d ttr

T w T w r N w N w
r

Q r Q r w w h r w

θ θ θ θ θθ θ

θ θ θθ τ τ µ

⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +

+ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
       (4.9)     

gdzie: 1 3 1 3r ( ) ( )N , N ,θ 1 3r ( )T θ  – jednostkowe siły normalne: promieniowe, obwo-

dowe i styczne działaj�ce w okładzinach płyty, 
                    

),(),(r Q,Q
321321 θ  – jednostkowe siły tn�ce, 

                    
)()(r M,M

3131 θ  – jednostkowe momenty zginaj�ce: promieniowy  

i obwodowy działaj�ce w okładzinach, 
                                   

)(rM
31θ  – jednostkowy moment skr�caj�cy działaj�cy  

w okładzinach, 
                            

)()(r ,
3131 θττ  – promieniowe i obwodowe napr��enia �cinaj�ce  

   w okładzinach, 
                                      w, wd  – całkowite i dodatkowe ugi�cie płyty, 
                                             r – promie� płyty, 
                                    h1(3), h2 – grubo�� okładzin i rdzenia płyty, 
                                   µ1(3), µ2 – g�sto�� materiału okładzin i rdzenia. 
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Rys. 4.2. Układ sił działaj�cych na poszczególne warstwy elementarnego wycinka płyty 

 
Wielko�ci zaznaczone na rysunku 4.2 z indeksem górnym (θ) lub (r) opisuj�  
nast�puj�ce siły i momenty przekrojowe: 
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Jednostkowe siły bezwładno�ci q1(2,3) okre�laj� zale�no�ci: 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) d ,ttq h w .µ=  
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4.2. Zwi�zki geometryczne 

Rysunek 4.3 przedstawia stan przemieszcze� płyty w dwóch kierunkach:  
promieniowym i obwodowym.  
Odkształcenia powierzchni �rodkowej okładzin płyty opisuj� równania geome-
tryczne nieliniowej teorii płyt Kármána: 

  ( ) 21
2r ,r d ,ru w ,ε = +                                                (4.10) 

       ( )2
, ,2

1 1
,

2
d

u
v w

r r r
θ θ θε = + +                                   (4.11) 

  θθθγ ,dr,dr,,r ww
rr

v
vu

r
11 +−+= ,                            (4.12) 

gdzie: r , θε ε  − składowe odkształcenia płyty w kierunku promieniowym  
                          i obwodowym, 
               rθγ  − k�t odkształcenia postaciowego w płaszczy�nie płyty. 
 

Odkształcenia rdzenia płyty opisuj� dwa k�ty β i α wyra�one nast�puj�cymi  
zale�no�ciami uwzgl�dniaj�cymi ugi�cie wst�pne wo płyty: 

                                 1 3 1 3

2 2

1
2 d ,r o,r

u u h h
w w ,

h h
β − +

= − +                          (4.13) 

                             1 3 1 3

2 2

1 1
2 d , o,

v v h h
w w

h r h rθ θα − +
= − +                        (4.14) 

gdzie: u1(3), v1(3) – przemieszczenia punktów płaszczyzny �rodkowej okładzin  
                                 płyty w kierunku jej promienia i obwodu. 
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Rys. 4.3. Przemieszczenia warstw płyty w kierunkach: (a) promieniowym,  

(b) obwodowym  
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4.3. Zwi�zki fizyczne 

Liniowe zwi�zki fizyczne okładzin płyty okre�laj� równania uogólnionego 
prawa Hooke’a dla płaskiego stanu napr��e�: 

     ( )21
i

r r i
i

i i i
E

,θσ ε ν ε
ν

= +
−

                                  (4.15) 

            ( )21
i

i r
i

i i i
E

,θ θσ ε ν ε
ν

= +
−

                                  (4.16) 

  r i ri i
Gθ θτ γ=                                                        (4.17) 

gdzie i – indeks okładziny: i = 1 górnej, i = 3 dolnej. 
Na podstawie zwi�zków sił i momentów przekrojowych z napr��eniami wy-

znacza si� nast�puj�ce zale�no�ci na siły i momenty przekrojowe okładzin płyty: 

     r r ii i
N h ,σ=                                                   (4.18) 

  ii i
N h ,θ θσ=                                                  (4.19) 

r r ii i
T h ,θ θτ=                                                 (4.20) 

2
1 1

r i d ,rr i d ,r d ,i
M D w w w ,

r r
θθν� �� �= − + +� �
 


� 	� �
                        (4.21) 

2
1 1

 i d , d ,r i d ,rri
M D w w w ,

rr
θ θθ ν� �= − + +� �

� 	
                           (4.22) 

2 d
r r

,r
i i

w
M D

rθ θ
θ

� �= − � �
� 	

                                                        (4.23) 

gdzie: ( )
3

212 1
i i

i
i

E h
D ,

ν
=

−
 

3

12
i i

r i
G h

D θ = − sztywno�ci płytowe okładzin. 

Liniowe zwi�zki fizyczne dla rdzenia płyty wyra�aj� zale�no�ci: 

   22 2rz rzG ,τ γ= �                                                 (4.24) 

   22 2z zG ,θ θτ γ= �                                                (4.25) 
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w których moduł spr��ysto�ci postaciowej 2G�  materiału rdzenia wyra�ony jest przez 
ró�niczkow� posta� równania konstytutywnego przyj�tego modelu standardowego 
o�rodka liniowo lepkospr��ystego (opis podrozdział 3.2 pracy) – rysunek 4.4: 

( ) ( )
( )

1
2

2

t
t

t

O
G

O

∂
∂∂

∂ ∂
∂

=�                                              (4.26) 

gdzie: O1, O2 – operatory zapisane zale�no�ciami: 

                              ( )1 L Lt tO C D ,∂ ∂
∂ ∂= +            ( )2 L Lt tO E F ,∂ ∂

∂ ∂= +   

CL, DL, EL, FL – wielko�ci wyra�one przez stałe spr��ysto�ci G2 i G2′ i stał� lepko�ci  
                             η′  lepkospr��ystego materiału rdzenia [92]: 

2 2

2 2
L

G G '
C ,

G G '
=

+
   2

2 2
L

' G
D ,

G G '
η=

+
   1,LE =    

2 2
L

'
F ,

G G '
η=
+

             (4.27) 

                  t∂
∂  − operator ró�niczkowy. 

η 

G2   

G2   
' '

 
Rys. 4.4. Model standardowy lepkospr��ystego rdzenia płyty 

 
Promieniowe i obwodowe odkształcenia postaciowe 

2rzγ , 
2zθγ rdzenia płyty 

okre�laj� zale�no�ci: 

  22
( z )

rz d ,r,zu w ,γ = +                                         (4.28) 

     22
1( z )

z d ,,zv w
rθ θγ = +                                       (4.29) 

gdzie: u2
(z) i v2

(z) s� promieniowym i obwodowym przemieszczeniem punktów  
odległych o z od powierzchni �rodkowej rdzenia płyty: 
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                         22
( z )

o,ru u z z w ,β= − ⋅ + ⋅      22
1( z )

o,v v z z w .
r θα= − ⋅ +  

4.4. Równanie ró�niczkowe ugi�tej powierzchni płyty trójwarstwowej 

Promieniow� 2rQ  i obwodow� 2Qθ sił� tn�c� wyra�aj� zale�no�ci:  

22 2r rzQ hτ=   i  22 2zQ h ,θ θτ=   które  po  uwzgl�dnieniu  zwi�zków (4.13), (4.14),  

(4.24), (4.25) i (4.28), (4.29) przyjmuj� dla poprzecznie symetrycznej geometrii 
struktury płyty, tj. dla h1 = h3 = h′ nast�puj�c� posta�: 

( )22  r d ,rQ G H ' w ,δ= +�                                     (4.30) 

                                           22
1

 d ,Q G H ' w
rθ θγ� �= +� �

� �
�                                  (4.31) 

gdzie: δ = u3 – u1,  γ = v3 – v1,  H′ = h′ + h2. 
 

Wypadkowe siły tn�ce Qr, Qθ  s� odpowiednimi sumami tn�cych sił promieniowych  

1 2 3r ( , )Q  i obwodowych 1 2 3( , )Q ,θ  wyznaczonych z równa� (4.1), (4.4), (4.7)  

i (4.2), (4.5), (4.8) obci��aj�cych poszczególne warstwy płyty: 
 

          

( )

1 1 2 1 2
1 2 2 3

2
2

        

r d ,rrr d ,rr d ,r d ,r d ,

d ,r

N N N N N
Q N w w w w w

r r r r
H '

G H ' w ,
h

θθ θθ

δ

+= − − + − + +

+ +�

             (4.32) 

1 1 2
23 2

2

1
d , d , r d , rr d ,

N N N H '
Q w w w G H ' w

r r hr r
θ θθθ θ θ θγ� �= − − − + +� �

� �
�       (4.33) 

gdzie: 1 1 3N D D ,= +  ( )2 1 1 3 31 32 r rN D D D D .θ θ ν ν= + + +  
Po dodaniu składników równa� (4.3), (4.6), (4.9) otrzymuje si� równanie 
uwzgl�dniaj�ce wypadkowe siły tn�ce Qr, Qθ  i siły błonowe Nr, Nθ, Trθ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
r ,r r , r ,r , , r d ,tt,r, ,r ,r ,

T w T w rN w N w Q rQ M r w
rθ θ θ θ θ θ θθ θ

+ + + + + = ⋅ ⋅  (4.34) 

gdzie 2 22M h' h .µ µ= +  

Wypadkowe siły błonowe Nr, Nθ, Trθ  stanowi�ce  sumy sił  składowych okładzin:  
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r r r1 3N   N   N ,= +  
1 3N   N   N ,θ θ θ= +  

1 3T   T   Tr r rθ θ θ= +  s� wyra�one przez 

funkcj� napr��e� Airy’ego Φ(r,θ,t): 

�
	

�
�
�

� += θθΦΦ ,r,r rr
'hN

2

11
2 ,                                   (4.35) 

rr,'hN Φθ 2= ,                                                           (4.36) 

�
	

�
�
�

� −= θθθ ΦΦ r,,r rr
'hT

11
2

2
.                                  (4.37) 

Wyra�aj�c wielko�ci Qr, Qθ, Nr, Nθ, Trθ  wyst�puj�ce w równaniu (4.34) za pomoc� 
zale�no�ci (4.32), (4.33), (4.35), (4.36), (4.37), otrzymuje si� podstawowe równanie 
ró�niczkowe opisuj�ce ugi�cie analizowanej płyty warstwowej: 

( )1 21 1 1 1
1 2 3 4 4

2 2
2 3

2 2
2

2 3

22

2 2

1 1 2 2
 

2 2 2
 

d ,rrrr d ,rrr d ,rr d ,r d , d ,

d ,rr d ,r

, ,r d , d ,r d ,rr , ,r

,r ,r , ,r , , ,

N NN N N N
N w w w w w w

r r r r r
N N

w w
r r

H ' h'
G r H ' w H ' w H ' rw w

h r r r r

w w w w
r r r

θθθθ θθ

θθ θθ

θ θθ θ θ

θ θ θ θ θ θ

γ δ δ Φ

Φ Φ Φ

+
+ − + + + +

+ − +

� � �− + + + + + = +� � �
� 	 �

− + − +

�

1 1

.

r ,rr ,r ,rr , ,rr ,rr ,

d,tt

w w w
r r

Mw

θθ θθΦ Φ Φ Φ �+ + + +�
	

−

 (4.38) 

4.5. Warunki brzegowe 

Warunki brzegu utwierdzonego, swobodnego lub swobodnie podpartego pły-
ty, w której nie wyst�puj� po�lizgi warstw s�siednich zarówno w obszarze płyty, 
jak i na jej brzegach opisuj� nast�puj�ce zale�no�ci: 
− brzeg utwierdzony – w = 0, w,r = 0, δ = γ = 0, δ,r = 0,                               (4.39) 
− brzeg swobodnie podparty – w = 0, Mr = 0, δ = γ = 0, δ,r = 0,                  (4.40) 

− brzeg swobodny – Mr = 0, ( )1 3
1

0r r r ,
Q M M

r θ θ θ
+ + = , δ = γ= 0, δ,r = 0,    (4.41) 

 

Warunki brzegu obci��onego spełnione przez funkcj� napr��e� Φ okre�laj� za-
le�no�ci: 
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dla r = rw       ( ) 12

11
dtp

rr ,r,r −=+= θθΦΦσ , 

                  ( )( ) 1dtp t,t,r
−=σ , 

dla r = rz     ( ) 22

11
dtp

rr ,r,r −=+= θθΦΦσ ,                                     (4.42) 

                    ( )( ) 2dtp t,t,r
−=σ , 

dla r = rw    i    r = rz       0
1 =�

	

�
�
�

�=
r,

,r r θθ Φσ  

gdzie: d1, d2 – s� liczbami o warto�ci 0 lub 1 okre�laj�cymi rodzaj brzegu  
                          obci��onego: 

gdy d1 = 1, d2 = 0 – obci��ony jest brzeg wewn�trzny płyty, r = rw, 
gdy d1 = 0, d2 = 1 – obci��ony jest brzeg zewn�trzny płyty, r = rz, 
gdy d1 = 1, d2 = 1 – jednocze�nie obci��one s� oba brzegi płyty, 

p(t) – funkcja obci��enia zmiennego działaj�cego na okre�lony  
                          brzeg płyty. 

Posta� funkcji napr��e� Φ spełnia równie� warunek okresowo�ci przemieszcze�: 

            
2

0
0,v d .

π

θ θ =�                                              (4.43) 

4.6. Warunki pocz�tkowe 

Warunki pocz�tkowe płyty okre�lone zale�no�ciami: 

                 w|t = 0 = wo,    w,t|t = 0 = 0,    wd|t = 0=0,    wd,t|t = 0 = 0      (4.44) 

opisuj� stan spoczynku płyty w chwili t = 0, gdy brzeg płyty nie jest obci��ony. 
Ugi�cie całkowite w płyty jest wówczas równe ugi�ciu pocz�tkowemu wo, a pr�d-
ko�� ugi�cia jest równa zeru. 
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5. Rozwi�zanie zagadnienia 

Rozwi�zanie zagadnienia ugi�� trójwarstwowej płyty pier�cieniowej z rdzeniem 
lepkospr��ystym jest rozwi�zaniem przybli�onym, w którym wykorzystana jest 
metoda Bubnowa-Galerkina do wyeliminowania zmiennej k�towej θ. Wykorzy-
stanie kolejnej metody, metody ró�nic sko�czonych, umo�liwia wyeliminowanie 
zmiennej promieniowej r poprzez dokonanie dyskretyzacji w N punktach płyty 
wzdłu� jej promienia. Ko�cowym efektem rozwi�zania jest układ równa�  
ró�niczkowych zwyczajnych zło�ony z przekształconej postaci równania podsta-
wowego (4.38) i równa� dodatkowych umo�liwiaj�cych wyznaczenie nieznanych 
w równaniu (4.38) wielko�ci δ i γ oraz przyj�tych składowych funkcji napr��e� Φ.  

Warto�ci poszukiwanych ugi�� dodatkowych w czasie obci��ania badanej 
płyty s� wynikiem zastosowania w rozwi�zaniu równa� ró�niczkowych metody 
Rungego-Kutty-Gilla. 

Rozwa�anym dalej przypadkiem jest płyta o symetrycznej strukturze  
poprzecznej zło�onej z warstw zewn�trznych (okładzin) z tego samego materiału: 
E1 = E3 = E, G1 = G3 = G,  ν1 = ν3 = ν,  µ1 = µ3 = µ  i o jednakowych grubo�ciach: 
h1 = h3 = h′. 

5.1. Układ równa� ró�niczkowych płyty 

W równaniach podstawowych wprowadzono nast�puj�ce wielko�ci bezwy-
miarowe: 

1 2

7 7

d o
o

z

*

kr

w ww r
 = ,   ,   ,   F ,   = ,  = ,    =    

h h h r h hEh
s

                                            t t K ,    K
p

Φ δ γζ ζ ζ ρ δ γ= = =

= ⋅ =
    (5.1) 

gdzie: h = h1 + h2 + h3 – całkowita grubo�� płyty, 
                                pkr – krytyczne obci��enie statyczne. 
 

Rozwi�zanie bazuje na zało�onych postaciach funkcji kształtu przyj�tych dla 
ugi�cia wst�pnego ζo i dodatkowego płyty ζ1, funkcji napr��e� F [104], [117] 
oraz dla ró�nic przemieszcze� δ i γ w okładzinach płyty: 
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                  ( ) ( ) ( )1 1 1,       ,o, ,t X ,t cos mζ ρ θ ρ θ ζ ζ ζ= = +  

                  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )a 1 2

,

                  X ,   ,
o a b

b

, X X cos m

X

ζ ρ θ ρ ρ θ
ρ ξ η ρ ρ ξ η ρ

= +

= =
                      (5.2a) 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2a b cF , ,t F ,t F ,t cos m F ,t cos m ,ρ θ ρ ρ θ ρ θ= + +      (5.2) 

                   ( ) ( ) ( ), ,t ,t cos m ,δ ρ θ δ ρ θ=                                                                       

                   ( ) ( ) ( ), ,t ,t sin mγ ρ θ γ ρ θ=       

gdzie: m – liczba fal obwodowych odpowiadaj�cych postaci utraty stateczno�ci  
                   płyty, 
     ξ1, ξ2 – liczby skaluj�ce, 
      η(ρ) – funkcja opisana zale�no�ci� [104], [107]:  

η(ρ)=ρ4 + A1ρ2 + A2ρ2lnρ + A3lnρ + A4,  

          Ai – stałe spełniaj�ce warunki brzegowe narzucone przez sposób podparcia  
                   płyty, i = 1, 2, 3, 4. 
 

Funkcje operatorowe O1, O2 (4.26) dla bezwymiarowego czasu t* wyra�aj�  
zale�no�ci: 

                 ( )1 7,L L
t t* *O C D K∂ ∂

∂ ∂
= +      ( )2 7L L

t t* *O E F K .∂ ∂
∂ ∂

= +             (5.3) 

Nieznane wielko�ci δ i γ w równaniu (4.38), okre�laj�ce promieniowe i ob-
wodowe ró�nice przemieszcze� u1, u3 i v1, v3 punktów płaszczyzny �rodkowej 
okładzin płyty mo�na wyznaczy� z dodatkowych równa� równowagi sił ustalonych 
dla obu kierunków: promieniowego i obwodowego w okładzinach płyty bez 
uwzgl�dnienia ich odkształce�: 
 

warstwa 1 

1 1 1 1 1 0r r r r,r ,
N rN N T rθ θ θ τ+ − + + = ,                           (5.4) 

1 1 1 12 0,r r, ,r
N T rT rθ θ θ θθ τ+ + + =                                  (5.5) 

warstwa 3 

       
3 3 3 3 3 0,r r r r,r ,

N rN N T rθ θ θ τ+ − + − =                           (5.6) 



 56 

3 3 3 32 0r r, ,r
N T rT r .θ θ θ θθ τ+ + − =                               (5.7) 

Odejmuj�c stronami równania (5.4) i (5.6) oraz (5.5) i (5.7) po wykorzystaniu 
zale�no�ci (4.18), (4.19), (4.20) oraz (4.4), (4.5) i wykonaniu przekształce� 
otrzymuje si� nast�puj�ce dwa równania: 

( )

2 2
2

2
2

2 1 1

1
1 2

                      

d ,r ,rr ,r ,r ,

, ,r ,

r Eh'
G H ' w r

h r r

r
Gh' r G

r h

θ θ

θθ θ θ

δ δ δ νγ γ
ν

δ γ γ δ

� �= + − + − +� �− � 	

+ + − −

�

�

,             (5.8) 

                 
( )

( )
2 22

2 2

2

2 1 2

1
1

                      

d , , ,r ,

, ,r ,rr ,r

Eh' r
G H ' w r G

h r h

Gh' r r r
r

θ θ θ θθ

θ θ

δ νδ γ γ
ν

δ δ γ γ γ

= + + − +
−

+ + + + −

� �

.               (5.9) 

Równania (5.8) i (5.9) po uwzgl�dnieniu wielko�ci bezwymiarowych i wyra�e� (5.2) 
przyjmuj� nast�puj�c� posta�: 

( )2 2
1 2 2

1

1
, , , ,O X O A1 m C1 A1 A1 mK 2 mK1

O B1

ρ ρ ρρ ρδ ρδ ρ δ ργ γ
ρ

δ

� �= + − − − + +��

+
(5.10) 

( )2 2
1 2

1

1
, , ,O Xm O m A1 C1 mK1 mK 2 C1 C1

O B1

ρ ρρ ργ δ ρδ ρ γ ργ
ρ

ρ γ

� �= − + − − + + +� �

−
(5.11) 

gdzie: 2
2 ,

21 z

hEh'
A1

H ' rν
= −

−
 ,zrB1

H '
= −  2 ,

2 z

h
C1 Gh'

H ' r
= −  ,D1 A1 ν= ⋅   

           K1 = A1+C1, K2 = D1+C1. 
Wykorzystanie metody ortogonalizacyjnej do wyeliminowania zmiennej  

k�towej θ pozwala na zast�pienie równania (4.38) równaniem przybli�onym (5.13) 
otrzymanym z nast�puj�cego warunku: 

( )
2

0
0cos m d

π
ψ θ θ =�                                        (5.12) 

gdzie ψ − jest ró�nic� lewej i prawej strony równania (4.38), w przekształceniach  
                którego wykorzystuje si� zale�no�ci bezwymiarowe (5.1) i wyra�enia (5.2). 
 



 57 

Posta� równania (5.13) jest nast�puj�ca: 

( )

2 1 1 1 1 12 3 4

2 2
2

14

2
0 2 2 2 2

2 2

2

2
- 

2 2

4 1 1 1
1

2

, , , ,

, o, o , o,

m c , c, , c, c

a, b,

WK1 WK3 WK3 WK4
O WK1 X X X X X

WK1 WK5 WK2 m
m X X Y Y X XY

WK5 WK2
m F X F m X F m X F m X

WK5 WK2
X F

ρρρρ ρρρ ρρ ρ

ρ ρ ρρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρρ

δ
ρ ρρ ρ

ρ

�� ⋅ − + − − +�
��

� �
+ + + − +� �� �

� 	

� � �
+ − − + − +
 � �


 � 	�

+ +(

2 2 2

2

1 1 1 1

2
2 1

2

2 4 1

, c, a , b,

, c, b a, c , c,

, , ,
o o o

,t t* *

X F X F

X F m F X m F X m F X
�

WK5 m H ' H ' H '
O H ' m X X X

r r r

O WK5K7 WK8X

ρ ρρ ρρ ρ

ρρ ρ ρρ ρρ ρρ

ρ ρ ρρ

ρ ρ

γ ρδ δ ρ
ρ ρ

+ +

��� �+ − − − +�
�
	 ���

� �
+ + + − + + =� �� �

� 	

=

 (5.13) 

gdzie: 0
mδ  − delta Kroneckera, ( ) ( ) ( )1 bX ,t X ,t Xρ ρ ρ= + ,       ρ,ao FY = , 

      

3
2 2

1 2 23 3 3

2 4 2

2 1 2 1

2 2

2 4 .

z z z

z r�

h hh' h h'
WK1 = k ,   WK 2 = Eh ,   WK12 k ,   

h hr r r

WK3 WK1 m WK12 ,     WK4 m WK1- m WK12 , 

h'
WK5 ,    WK8 r h M,    k D,     k D 	k

h

=

= + =

= = = = +

 

Do wyznaczenia składowych Fa, Fb, Fc funkcji napr��e� Φ wykorzystuje si� 
równanie (5.14), które powstaje z zale�no�ci (4.15)÷(4.20) i (4.35)÷(4.37) po 
wyeliminowaniu wyra�e� (u1+u3), (v1+v3) b�d�cych sumami odpowiednio pro-
mieniowych i obwodowych przemieszcze� punktów płaszczyzn �rodkowych 
okładzin płyty: 

2 3 4 4 3 2

2

2

2

2

2 1 1 1 4 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1
.

,rrrr ,rrr ,rr ,r , , ,r ,rr

o,rr o,r o, o, o,r ,,rr ,r

, ,r

r r r r r r r

E w w w w w w w w
r r r r rr

w w
rr

θθθθ θθ θθ θθ

θ θθθ θθ

θ θ

Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ+ − + + + − + =

� � � � � � �= + − − − + +
 � � � � � �
� 	 � 	 � 	
�

�� �+ − 
� �
� 	 
�

 (5.14) 
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Po podstawieniu do równania (5.14) wielko�ci (5.1) oraz wyra�eniu funkcji ζ, ζ1, 
ζo, F, γδ ,  przez zale�no�ci (5.2) powstaje nast�puj�ce równanie: 

( )

( )

3

2
2 3 4

2
2 3 4

2 1 1

2

2
2  

a, a, a, a ,

b, b, b, b, b

c, c , c , c , c

F F F F

L1 L1 L2
cos m F F F F m F

L3 L3 L4
cos m F F F F m F

ρρρρ ρρρ ρρ ρ

ρρρρ ρρρ ρρ ρ

ρρρρ ρρρ ρρ ρ

ρ ρ ρ

θ
ρ ρ ρ ρ

θ
ρ ρ ρ ρ

+ − + +

��+ + − + + +��
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��+ + − + + =��
� 	
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cos m X X X X X X

m m
cos m X X X X X X X

X X X

m
sin m X X X X X X X X

X X X

ρρ ρρ ρ ρ ρρ

ρρ ρρ ρρ ρρ ρ

ρ ρρ ρρ

ρ ρ ρ ρ
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ρ
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� �
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�
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�
+ + + + − +�

�

�− + �
	

   (5.15) 

gdzie: L1 = 1 + 2m2,   L2 = m2 − 4,   L3 = 1 + 8m2,   L4 = 16m2 − 16. 
 

Wykorzystuj�c podstawowe zale�no�ci trygonometryczne i przyrównuj�c 
odpowiednie człony równania (5.15) przy tych samych wyra�eniach trygonome-
trycznych, równanie (5.15) mo�na przedstawi� w postaci nast�puj�cych trzech 
równa�: 

( )

2 3
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1 1 1 1 12 2

2 22
1 1 1 1 1 12 2 2

2 1 1

1 1 1 1
2

1 2 2 2
2 ,

2
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ρρρρ ρρρ ρρ ρ

ρρ ρ ρρ ρ ρρ ρρ ρρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
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ρ ρρ ρ ρ

+ − + =

� �
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� 	

� �
+ + + + − −� �

� 	

   (5.16) 
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( )

2 2 4 2

2 3 4

2
0

1 1 12

2 1 2 1 2 4

1 1
1 ,

b, b, b, b, b

m a, , a , ,

m m m m
F F F F F

m
X X X X X

ρρρρ ρρρ ρρ ρ

ρρ ρ ρ ρρ

ρ ρ ρ ρ

δ
ρ ρρ

+ + −+ − + + =

� � � �= − − −
 � � 
� � �
 � 	�

              (5.17) 
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1 2 2 2
2 .

c, c, c, c c

m , , , b , b,

b , b, , b, ,

,
m m m m

F F F F F

m m
X X X X X X X X

m
X X X X X X X X X X

ρρρρ ρρρ ρρ

ρρ ρ ρρ ρρ ρρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρρ ρ ρ ρ

δ
ρ ρρ ρ

ρ ρρ ρ ρ

+ + −+ − + + =

�= − − − − + +

�

� ��+ + + + − −� 
�
	��

   (5.18) 

Spełnione s� równie� warunki brzegu obci��onego (4.42) dla funkcji Fa i nast�puj�ce 
warunki dla funkcji Fb i Fc: 

       1 1 0,b ( ) c ( )w w
F Fρ ρ ρ ρ ρ ρ= = = == = ,    1 1 0b, ( ) c, ( )w w

F F .ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= = = == =  

Mno��c stronami równanie (5.16) przez ρ i całkuj�c obustronnie, otrzymuje si� 
równanie (5.19):  

    

( ) ( ) ( )

( )

2
0

1 1 1 12

2

1 1 1 1

1 1
1 2 2

4

2

o, o, o m b, , , b

b , b, ,

m
Y Y Y X X X X X X

m
X X X X X X C

ρρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ δ
ρ ρ

ρ

�
+ − = − + + + + +��

�

�
− + + +��

	

(5.19) 

gdzie o a,Y F ρ= . 
 

Posta� równania (5.19) jest zgodna z postaci� równania wyznaczonego z warunku 
okresowo�ci przemieszcze� (4.43) i zale�no�ci (4.10), (4.11), (4.15), (4.16), 
(4.18), (4.19), (5.1), (5.2), gdy stała całkowania C jest równa zero. Ostatecznie, 
dogodn� do wyznaczenia składowej Fa funkcji napr��e� postaci� równania (5.16) 
jest zale�no�� (5.20): 
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( ) ( ) ( )

( )

2
0

1 1 1 12

2

1 1 1 1

1 1
1 2 2

4

2

o, o, o m b, , , b

b , b, ,

m
Y Y Y X X X X X X

m
X X X X X X

ρρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ δ
ρ ρ

ρ

�
+ − = − + + + + +��

�

�
− + + ��

	

 (5.20) 

 

Podsumowanie 
Rozwi�zaniem zagadnienia ugi�� trójwarstwowej płyty pier�cieniowej z rdze-

niem lepkospr��ystym dla przyj�tych warunków pocz�tkowych płyty (4.44) jest 
równanie (5.13), w którym nieznane składowe Fa, Fb, Fc funkcji napr��e� i ich 
pochodne s� wynikiem rozwi�zania równa� (5.20), (5.17), (5.18) i ich postaci 
zró�niczkowanej wzgl�dem czasu, a nieznane wielko�ci δ  i γ  s� wynikiem 
rozwi�zania równa� (5.10) i (5.11). 

5.2. Wykorzystanie metody ró�nic sko�czonych 

Dogodn� do oblicze� numerycznych posta� równa� ró�niczkowych zwyczaj-
nych uzyskano przybli�aj�c ró�nicami centralnymi pochodne funkcji wzgl�dem 
promienia ρ. Ró�nice centralne dla ogólnej postaci funkcji r(ρ,t) maj� posta�: 

                            

2 1 1 2
4

2 1 1 2
3

1 1
2

1 1

4 6 4
| ,

2 2
| ,

2
2

|

|
2

i i i i i
, i ,

i i i i
, i ,

i i i
, i ,

i i
, i ,

i

i

i

i

r r r r r
r r

b
r r r r

r r
b

r r r
r r ,

b
r r

r r
b

ρρρρ ρ ρ ρρρρ

ρρρ ρ ρ ρρρ

ρρ ρ ρ ρρ

ρ ρ ρ ρ

+ + − −
=

+ + − −
=

+ −
=

+ −
=

− + − +
= =

− + −
= =

− +
= =

−
= =

   (5.21) 

gdzie:       ri(t) = r(ρi,t), 

                    b = 
1

1
w

N
ρ−
+

− długo�� podprzedziału, 

                    N – liczba wewn�trznych punktów dyskretyzacji, 
    ρi = ρw + ib – punkty dyskretyzacji dla i = -1, 0, 1, …. N, N + 1, N + 2,  
                 (ρw – bezwymiarowa wielko�� promienia wewn�trznego płyty,  
                           okre�lona na podstawie (5.1) jako: 

z

w
w r

r=ρ ). 
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5.2.1. Układ równa� w zagadnieniu dynamicznym pier�cieniowej płyty  
trójwarstwowej z rdzeniem lepkospr��ystym 

W wyniku rozwi�zania zagadnienia otrzymano układ równa� ró�niczkowych 
zwyczajnych wzgl�dem zmiennej czasowej t: 

L L 1 2 ,+ + + − =� �� ���PU Q P U Q W U W U                                 (5.22) 

Y Y ,=M Y Q                                                     (5.23) 

Y Y ,=M Y Q��                                                     (5.24) 

V V ,=M V Q                                                      (5.25) 

V V ,=M V Q��                                                      (5.26) 

Z Z ,=M Z Q                                                      (5.27) 

             Z Z ,=M Z Q��                                                      (5.28) 

DL D U UL G GL ,= + + + +M D M D M U M U M G M G�� �                     (5.29) 

GGL GG GU GUL GD GDL= + + + +M G M G M U M U M D M D� � �          (5.30) 

gdzie: W1 = K72 WK5 WK8 EL,     W2 = K73 WK5 WK8 FL. 
 

Elementami wektorów , , , , ,U Y V Z D G  i ich pochodnych , , , , , , ,U U U Y V Z D G�� �� ��� � � � �  s� 
funkcje: 

      

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 ,

,

,

,

,

i i

i a , i

i b i

i c i

i i

i i

u t X ,t

y t F ,t

v t F ,t

z t F ,t

d t ,t

g t ,t

ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

δ ρ
γ ρ

=

=

=

=

=

=

                                       (5.31) 

i ich pochodne wzgl�dem czasu t. 
 

Posta� elementów wektorów , , , , , , , L y y V V Z ZQ Q Q Q Q Q Q Q� � �  jest nast�puj�ca: 
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δ
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m
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4
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1
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1

 

(5.32) 

gdzie: W3 = WK5 H′ CL, W4 = 2WK52 WK2 EL, W5 = 4WK52 WK2 EL,  
           W6 = WK52 WK2 EL , 

        
( ) ( ), , ,  ,

, ,

i b i i i , i i , i a i

i i , i i ,

XB X     XB XB    XB XB     XA X  

 XA XA      XA XA

ρ ρρ

ρ ρρ

ρ ρ= = = =

= =
 

     ( ) ,L i
t*i

q q∂
∂

=                                                      (5.33) 

          
( ) ( ) ( )

( )

2
0

2

2

1
1 2 2

4

2

Y m i, i i , i i i
i

i i , i i i i ,
i

i
m

q u XB u u XB u

m
XB u XB u u u ,

ρ ρ

ρ ρ

δ
ρ

ρ

�= − + + + + +
�

�− + +
�

       (5.34) 

             ( ) *i t,iYY qq =�                                                    (5.35) 

dla i = 1 i i = N posta� elementów Yiq  i Yiq�  jest nast�puj�ca: 

    
1 0 11 i N 1 3

i 1 0 11 1 3

1

1

,    ,

,      

Y Y i Y Y N N

Y Y Y Y i N N N

i N i

i N i

q q y y q q y y

q q y y q q y y

= = +

= = +

= − = −

= − = −� � � � � �

 

gdzie: 0 1 1, , , N o Ny y y y+ +� �  − s� wielko�ciami opisanymi zale�no�ciami  
                                             wynikaj�cymi z warunków brzegu obci��onego  
                                             (4.42) i wielko�ci (5.1): 
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( ) ( )
( ) ( )

0 1 1 2

0 1 1 2

,    ,

,    

* * * *
w N

* * * *
w N,t ,t* *

y K10 p t d y K10 p t d

y K10 p t d y K10 p t d

ρ

ρ

+

+

= − = −

= − = −� �

 

gdzie: 
2

2,    ,* zrp
p K10

E h
= =  

y11, yN3 – s� wyrazami macierzy MY okre�lonymi nast�puj�co: 

1
11 3

1

1 1
1 ,    1

2 2
n

N
n

aa
y y

ba ba
� �� �= − = +� � � �

� � � �
    dla     1 1 ,n i (i N)

i

b
a ( a )

ρ = ==  

                    
2

0 1
1V m i i i i , i i ,

i i
i

m
q ( ) XA u XA u XA u ,ρ ρρδ

ρ ρ
� �

= − − −	 

	 
� �

                 (5.36) 

             ( )V V i ,t*iq q=� ,                                             (5.37) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0

2 22
2

1
1

2

1 2 2
2 ,

Z m i, i i , i i i , i i , i i ,
i i i

i i i i , i i i , i i , i i
i i ii

i
m m

q ( ) u XB u u XB u XB u XB u

m
u XB u u XB u u u XB u

ρρ ρ ρρ ρρ ρ

ρ ρ ρ

δ
ρ ρ ρ

ρ
ρ ρ ρρ

�= − − + − + − +
�

�� �
+ + + + − − + 
� �� �
� ��

(5.38) 

     ( )Z Z i ,t*iq q=� .                                                (5.39) 

Macierze P, PL, MY, MV, MZ, MDL, MD, MU, MUL, MG, MGL, MGGL, MGG, MGU, 
MGUL, MGD, MGDL s� macierzami kwadratowymi stopnia N. Posta� macierzy P, 
PL, MV, MZ, których wyrazy dla | | 2i j− >  maj� warto�� zero, przedstawia ta-
blica 5.1a, a posta� macierzy pozostałych, których wyrazy o warto�ci zero s� dla 
| | 1i j ,− > , pokazuje tablica 5.1b. 
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Tablica 5.1. Posta� macierzy M = [mi,j]i ≤ N,j ≤ N  dla przypadków:  
(a) 0,  gdy | | 2i, jm i j ,= − >  (b) 0,  gdy | | 1i, jm i j= − >  

 (a) 
11 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3 2 4

31 3 2 3 3 3 4 3 5

4 2 4 3 4 4 4 5 4 6

3 5 3 4 3 3 3 2 3 1

2 4 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

, , ,

, , , ,

, , , , ,

, , , , ,

N ,N N ,N N ,N N ,N N ,N

N ,N N ,N

m m m .

m m m m .

m m m m m .

m m m m m .

. . . . . . . . . . . . . . .

. m m m m m

. m m
− − − − − − − − − −

− − − 3 2 2 2 1 2

1 3 1 2 1 1 1

2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

N ,N N ,N N ,N

N ,N N ,N N ,N N ,N

N ,N N ,N N ,N

m m m

. m m m m

. m m m

− − − − − −

− − − − − − −

− −

� �
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(b) 
11 1 2

2 1 2 2 2 3

3 2 3 3 3 4

2 3 2 2 2 1

1 2 1 1 1

1

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

, ,

, , ,

, , ,

N ,N N ,N N ,N

N ,N N ,N N ,N

N ,N N ,N

m m .

m m m .

m m m .

. . . . . . . . . . .

. m m m

. m m m

. m m

− − − − − −

− − − − −

−

� �

 


 


 


 


 


 


 


 


 

� �

 

 
Wyrazy macierzy P, PL, MY, MV, MZ, MDL, MD, MU, MUL, MG, MGL, MGGL, MGG, 
MGU, MGUL, MGD, MGDL s� opisane nast�puj�cymi zale�no�ciami: 
 

0    dla    | | 2,i , jp i j= − >  

2 4 ,i ,i L
S1

p WK1 E
b

− = −  

, 1 4 4 2

2
'

,i i L L L
z

S2 S3 S4 H
p WK1 E WK12 E WK5 C

rb b b
− = + +  

, 4 4 2

2
'

,i i L L L
z

S5 S6 S7 H
p WK1 E WK12 E WK5 C

rb b b
= − − −                                   (5.40) 

, 1 4 4 2

2
'

,i i L L L
z

S8 S9 S10 H
p WK1 E WK12 E WK5 C

rb b b
+ = + +  

, 2 4 ,i i L
S11

p WK1 E
b

+ = −  
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, 0    dla    | | 2,
Li j

p i j= − >  

4, 2 ,LLi i
S1

p WK1 F K7
b− = −  

1 4 4 2

2

L L L
z

Li,i
S2 S3 S4 H '

p WK1 F K7 WK12 F K7 WK5 D K7 ,
rb b b− = + +  

4 4 2

2

L L L
z

Li,i
S5 S6 S7 H '

p WK1 F K7 WK12 F K7 WK5 D K7 ,
rb b b

= − − −     (5.41) 

1 4 4 2

2

L L L
z

Li,i
S8 S9 S10 H '

p WK1 F K7 WK12 F K7 WK5 D K7 ,
rb b b+ = + +  

2 4Li,i L
S11

p WK1 F K7,
b

+ = −  

, 0    dla    | | 1,Y i jm i j= − >  

1,
1 1 1

,
2Y i i

i
m

b a−
� �

= −� �
� 	

                                                                                        (5.42) 

,
1 2

,Y i i i
i

m a
b a

� �
= − +� �

� 	
 

1,
1 1 1

,
2Y i i

i
m

b a+
� �

= +� �
� 	

 

, 0    dla    | | 2,V i jm i j= − >  

2 4V i,i
S1

m ,
b

− =  

( )
1 4V i,i

S2 S3
m ,

b
−

+
= −                                                                          (5.43) 

( )
4V i,i

S5 S6
m ,

b

+
=  

( )
1 4V i,i

S8 S9
m ,

b
+

+
= −  

2 4V i,i
S11

m ,
b

+ =  

( )
11 4

1
,V

i

S1 S5 S6
m ,

b =

+ +
=     ( )

4N ,NV
i N

S5 S6 S11
m ,

b =

+ +
=  



 66 

, 0    dla    | | 2,Z i jm i j= − >  

2 4Z i,i
S1

m ,
b

− =  

( )
1 4

4
Z i,i

S2 S3
m ,

b
−

+
= −                                                                                    (5.44) 

( )
4

4
Z i,i

S6 S12
m ,

b

+
=  

( )
1 4

4
Z i,i

S8 S9
m ,

b
+

+
= −  

2 4Z i,i
S11

m ,
b

+ =  

( )
11 4

1

4
,Z

i

S1 S6 S12
m ,

b =

+ +
=       ( )

4

4 2
N ,NZ

i N

S6 S11 S1
m ,

b =

+ +
=   

, 0    dla    | | 1,DLi jm i j= − >  

1 2DLi,i L
S4

m A1 F K7,
b

− = −  

2
2

2 2
7,DLi,i L i L L

S13 m
m A1 F K7 C1 a F K7 B1D K

b b
= + +                          (5.45) 

1 2DLi,i L
S10

m A1 F K7,
b

+ = −  

, 0    dla    | | 1,Di jm i j= − >  

1 2Di,i L
S4

m A1 E ,
b

− =  

2
2

2 2Di,i L i L L
S13 m

m A1 E C1 a E B1C ,
b b

= − − +                                                     (5.46) 

1 2Di,i L
S10

m A1 E ,
b

+ =  

, 0    dla    | | 1,U i jm i j= − >  

1,
1

,
2U i i Lm C
b− = −  

, 0,U i im =                                                                                           (5.47) 

1,
1

,
2U i i Lm C
b+ =  
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, 0    dla    | | 1,ULi jm i j= − >  

1
1
2ULi,i Lm D K7,
b− = −  

, 0,ULi im =                                                                                                         (5.48) 

1
1
2ULi,i Lm D K7,
b+ =  

 

, 0    dla    | | 1,Gi jm i j= − >  

1 22
Gi,i L i

m
m E a K 2,

b
− = −  

2
2Gi,i L i

m
m E a K1,

b
= −                                                                        (5.49) 

1 22
Gi,i L i

m
m E a K 2,

b
+ =  

, 0    dla    | | 1,GLi jm i j= − >  

1 22
GLi,i L i

m
m F K7a K 2,

b
− = −  

2
2GLi,i L i

m
m F K7a K1,

b
= −                                                                                 (5.50) 

1, 2 7 2
2

GLi i L i
m

m F K a K
b

+ = , 
 

, 0    dla    | | 1,GGLi jm i j= − >   

1
1
2GGLi,i Lm C1 F K7,
b− =  

2

GGLi,i i L L L
i

m b
m A1 a F K7 C1F K7 B1 D K7,

b a
= + +                         (5.51) 

1
1
2GGLi,i Lm C1 F K7,
b+ = −  

 

, 0    dla    | | 1,GGi jm i j= − >  

1
1 1 1

2GGi,i L
i

m C1 E ,
b a−

� �
= − −� �

� 	
 

2 1 2i
GGi,i L L i L

i i

a b
m A1m E C1 E a B1 C ,

b b a a

� �
= − − + −� �

� 	
                                   (5.52) 

1
1 1 1

2GGi,i L
i

m C1 E ,
b a+

� �
= +� �

� 	
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, 0    dla    | | 1,GU i jm i j= − >  

1, 0,GU i im − =  

, ,GU i i Lm C m= −                                                                                (5.53) 

1, 0,GU i im + =  

, 0    dla    | | 1,GULi jm i j= − >  

1, 0,GULi im − =  

GULi,i Lm D K7m,=                                                                                            (5.54) 

1, 0,GULi im + =  

, 0    dla    | | 1,GDi jm i j= − >  

1 2GDi,i L
m

m E K 2,
b− =  

GDi,i i L
m

m a E K1,
b

= −                                                                        (5.55)   

1 2GDi,i L
m

m E K 2,
b+ = −  

, 0    dla    | | 1,GDLi jm i j= − >  

1 2GDLi,i L
m

m K 2 F K7,
b− =  

GDLi,i i L
m

m K1 a F K7,
b

= −                                                                                 (5.56) 

1 2GDLi,i L
m

m K 2 F K7
b+ = −    

gdzie: 1 iS1 a= − , 
3

24 2
2
i

i i
a

S2 a a ,= − + +  2 2 2 32 i iS3 a m m a ,= +  1
2
ia

S4 ,= −  

2 4 4 2 46 2 2i i iS5 a m a m a ,= + + −  2 2 2 44 2i iS6 a m m a ,= −  2 22 iS7 a m ,= +  
3

24 2
2
i

i i
a

S8 a a ,= + + −  2 2 2 32 i iS9 a m m a ,= −  1
2
ia

S10 ,= +  1 iS11 a ,= +  

2 2 4 4 46 2 8 16i i iS12 a m a m a ,= + − +  22 iS13 a .= +  
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5.2.2. Układ równa� w zagadnieniu dynamicznym pier�cieniowej płyty  
 trójwarstwowej z rdzeniem spr��ystym 

Przyjmuj�c dla rozwa�anych stałych materiałowych (4.27) lepkospr��ystego, 
standardowego modelu opisuj�cego materiał rdzenia, �e η′→0, a G2′→∝, zale�-
no�� (4.26) ma wówczas posta� 2 2LG C G= =� , a rozwa�ane zagadnienie sprowadza 
si� do problemu trójwarstwowej płyty z rdzeniem spr��ystym o module Kir-
chhoffa G2. 
Usuwaj�c z  układu  równa� (5.22)÷(5.30) równania (5.24), (5.26), (5.28) oraz 
składniki zwi�zane z ró�niczkowym operatorem t∂

∂  wykorzystanym w opisie 

zwi�zków  fizycznych  lepkospr��ystego  materiału  rdzenia,  otrzymuje si� układ  
równa� wyj�ciowych płyty z rdzeniem spr��ystym: 

       ,1+ = ��PU Q W U                                      (5.57) 

              ,M Y Q=Y Y                                          (5.58) 

              ,M V QV V=                                          (5.59) 

                  ,M Z QZ Z=                                         (5.60) 

                       ,M D M U M G 0D U G+ + =                               (5.61) 

                          .M G M U M D 0GG GU GD+ + =                            (5.62) 

Posta� warunków brzegowych na brzegu obci��onym wyra�onych przez 
elementy wektora Y jest nast�puj�ca: 

                         
( )
( )

0 1

1 2

,

.

* *
w

* *
N

y K10 p t d

y K10 p t d

ρ

+

= −

= −
                                (5.63) 

Ugi�cia płyty w punktach dyskretyzacji −1, 0, N + 1, N + 2 dla przedstawio-
nych w podrozdziale 4.5 pracy warunków brzegowych opisuj�cych sposoby pod-
parcia płyty (4.39), (4.40), (4.41) wyra�aj� zale�no�ci: 

                        

1 11 1 12 2

0 13 1 14 2

1 15 16 1

2 17 18 1

,

,

,

.
N N N

N N N

u s u s u

u s u s u

u s u s u

u s u s u

−

+ −

+ −

= +
= +

= +
= +

                                 (5.64) 
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Współczynniki s dla ró�nych sposobów podparcia płyty okre�laj� zwi�zki przed-
stawione w tablicy 5.2. W warunkach brzegowych pochodne pierwszego i drugiego 
rz�du przybli�aj� ró�nice centralne. W przypadku brzegu podpartego swobodnie 
wyst�puj� pochodne trzeciego rz�du, które s� przybli�one ró�nicami sko�czony-
mi w przód dla ρ = ρw oraz ró�nicami sko�czonymi w tył dla  ρ = 1. 
 

Tablica 5.2. Wyra�enia opisuj�ce współczynniki s dla ró�nych sposobów  
podparcia płyty 

Sposób podparcia Współczynniki s 

UU 

 

12 13 14 15 16 18

11 17

0

1

s s s s s s

s s

= = = = = =
= =

 

PP 

 

12 13 14 15 16 18

11 17

0

2 2
   

2 2
w

w

s s s s s s

b b
s s

b b
ν ρ ν
ν ρ ν

= = = = = =
+ −= =
− +

 

PU 

 

12 13 14 15 16 18

11 17

0

2
   1

2
w

w

s s s s s s

b
s s

b
ν ρ
ν ρ

= = = = = =
+

= =
−

 

UP 

 

12 13 14 15 16 18

11 17

0

2
1   

2

s s s s s s

b
s s

b
ν
ν

= = = = = =
−= =
+
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US 

 

12 13 14 11

21 23 19 25 22 23 19 26
15 16

19 24 20 23 19 24 20 23

20 25 21 24 20 26 22 24
17 18

19 24 20 23 19 24 20 23

0    1

     

      

s s s s

r r r r r r r r
s s

r r r r r r r r

r r r r r r r r
s s

r r r r r r r r

= = = =
− −
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− −
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− −

 

SU 

 

15 16 18 17

12 17 13 16 11 17 13 15
11 12

13 18 14 17 13 18 14 17
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13 14
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0    1

      

     

s s s s
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s s

r r r r r r r r

r r r r r r r r
s s
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= = = =
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PS 
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12 13 14
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15 16

19 24 20 23 19 24 20 23

20 25 21 24 20 26 22 24
17 18

19 24 20 23 19 24 20 23

2
0 2

 
    

 

w

w

b
s

s s s b

r r r r r r r r
s s

r r r r r r r r

r r r r r r r r
s s
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2
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r r r r r r r r
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gdzie: 

2 2

11 123 3 2 2 2 2

2 2 2

13 3 2 3 3 3

2 2

14 153 2 2 2 2

16

3 1 1 1
,   ,

22 2 2

3 2
,

1 1 1 1
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w w w w

w w w w

w w w w

WK13 m m
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1
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m
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,     ,    k 4D .
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b

r r m r r
b bb b b

k h k h
WK13 WK14
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=
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= = =
 

5.2.3. Równania w zagadnieniu statycznym pier�cieniowej płyty  
trójwarstwowej z rdzeniem spr��ystym 

Przyjmuj�c, �e funkcja Fa , jest rozwi�zaniem stanu tarczowego opisanego 
równaniem (5.65) powstałym po pomini�ciu ugi�cia wst�pnego i wyra�e� nieli-
niowych w równaniu (5.20): 

     
2

1 1
0o, o, oY Y Y ,ρρ ρρ ρ

+ − =                                    (5.65) 

po uwzgl�dnieniu wyra�e� (5.63): 

                             
1

1 2

,

,

*
a, w

*
a,

w
F K10 p d

F K10 p d

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ=

=

= −

= −
                              (5.66) 

powstaje zale�no�� opisuj�ca funkcj� :a,F ρ  
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                   1 2
1*

a, oF Y K10 p e eρ ρ
ρ

� �
= = +� �

� 	
                              (5.67) 

gdzie: 

2 1
1 2

1 2

1

      .
1 1

w
w w w

w w
w w

d d
d d

e , e
ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

−
−

= =
− −

 

Podstawiaj�c (5.67) do zmodyfikowanej postaci równania (5.13) pozbawio-
nego członu bezwładno�ciowego i ugi�cia wst�pnego, po przyj�ciu parametrów 
materiałowych rdzenia spr��ystego ( 1 2 2 , 1LO C G O= = = ) oraz zast�pieniu po-
chodnych ró�nicami centralnymi i wykonaniu przekształce� powstaje równanie: 

         ,AD AG ACp+ + = *PU M D M G M U                             (5.68) 

w którym: 
− elementy macierzy P opisuj� zale�no�ci (5.40) z uogólnion� postaci� elementów 

p1,1, p1,2, p2,1, p2,2, pN-1,N-1, pN-1,N, pN,N-1, pN,N dla dowolnego przypadku podparcia 
płyty przedstawionego w tablicy 5.2: 
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               (5.69) 

− elementy macierzy MAD i MAG opisuj� odpowiednio zale�no�ci: 

    , 0    dla    | | 1,ADi jm i j= − >  

    1 ,
2ADi,i

W 3
m

b− = −  

   ADi,i
i

W 3
m ,

ρ
=                                                                                                 (5.70) 

    1 2ADi,i
W 3

m ,
b+ =  
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, 0    dla    | | 1,AG i jm i j= − >  

1, 0,AGi im − =  

AGi,i
i

W 3m
m ,

ρ
=                                                                                (5.71) 

, 1 0,AGi im + =  
 

− elementy macierzy MAC z uogólnion� postaci� elementów 11 1 2, , , ,AC ACm m  

1,N ,N N ,NAC ACm m− dla przypadków podparcia płyty (tablica 5.1) przedstawiaj�  

    zale�no�ci: 
 

, 0    dla    | | 1,ACi jm i j= − >  

2
, 1 2

1
5 ,

2
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ACi i i
Pb

m WK K10 R
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−
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( )2 2
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1
5 2 ,ACi i i i im WK K10 R m Pa b

b
= +                                                      (5.72) 
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1,1 1 1,2 1 1

, 1 1 1 , 1

, i 1 , i 1 13 , i 1 , i 1 14

, i , i 16 , i , i 15

,        ,

,   .N N N N

AC ACi i AC i i AC ACi i AC i i

AC ACi i N AC i i N AC ACi i N AC i i N

m m m s m m m s

m m m s m m m s−

= − = + = − =
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= + = +
 

Niewiadome elementy wektorów D i G w równaniu (5.68) mo�na wyznaczy� 
z obowi�zuj�cego równie� w tym przypadku układu dwóch równa� (5.61), (5.62), 
w którym uogólniona posta� elementów macierzy MU dla przedstawionych  
w tablicy 5.2 sposobów podparcia płyty jest nast�puj�ca: 

                          
( )

( )

1,1 1,2

, 1 ,

13 14

16 15

1 1
,              1 ,

2 2
1 1

1 ,     .
2 2N N N N

U U

U U

m s m s
b b

m s m s
b b−

= − = −

= − =
               (5.73) 

Warto�� krytycznego obci��enia statycznego pkr
* przyj�to jako równ�  

najmniejszej z warto�ci własnych, drog� minimalizacji wzgl�dem liczby fal n  
w kierunku promieniowym płyty (obszerniejsze wyja�nienie zawiera podrozdział 
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7.2 pracy), wyznaczonych w wyniku rozwi�zania odpowiedniego zagadnienia 
warto�ci własnych: 

                    ( ) ,*P M M M M M 0AD ATD AG ATG ACdet p� �+ + − =
� �

           (5.74) 

w którym macierze MATD, MATG okre�lone s� przez zale�no�ci: 

( ) ( )11 1 ,M M M M M M M M MATG GG GD D G GD D U GU

−− −= − −  

1 1 .M M M M M MATD D U D G ATG
− −= − −  

5.3. Opis oblicze� numerycznych  

Numeryczne rozwi�zanie zagadnienia stateczno�ci płyt wykorzystuje autorski 
program obliczeniowy napisany w j�zyku Fortran. W programie zastosowane s� 
nast�puj�ce algorytmy obliczeniowe [23], [79], [97], [116]: 
− mno�enia macierzy przez wektor, 
− mno�enia macierzy, 
− odwracania macierzy metod� Gaussa-Jordana, 
− redukcji macierzy do górnej macierzy Hessenberga, 
− przekształcenia QR do wyznaczenia warto�ci własnej górnej macierzy  

Hessenberga, 
− metody Rungego-Kutty-Gilla rozwi�zywania układu równa� ró�niczkowych 

zwyczajnych. 
 

Ogólny schemat prowadzonych oblicze� jest nast�puj�cy: 
1) wprowadzenie danych – liczb opisuj�cych parametry płyty: 

− materiałowe: E, G, ν, µ, G2, µ2 – spr��yste stałe materiałowe okładzin  
i rdzenia, G2′, η′ – stała spr��ysto�ci i stała lepko�ci materiału rdzenia, 

− geometryczne: h′, h2 – grubo�� warstwy okładziny i rdzenia, rz i ρw – pro-
mie� zewn�trzny i bezwymiarowy promie� wewn�trzny płyty, 

− zwi�zane z postaci� deformacji płyty: ξ1, ξ2 (5.2) – wielko�ci opisuj�ce  
posta� ugi�cia wst�pnego płyty,  

   m – liczba poprzecznych fal obwodowych wyboczenia płyty, 
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− zwi�zane z obci��eniem i sposobem podparcia płyty: K7 – parametr steru-
j�cy pr�dko�ci� wzrostu obci��enia liniowego p(t) (na podstawie (3.1)  
i (5.1)),  
d1, d2 – liczby wskazuj�ce rodzaj obci��onego brzegu płyty (4.42),  
UU, PP, UP, PU, US, SU, PS, SP – oznaczenia procedury w programie do 
oblicze� wielko�ci (tablica 5.2) opisuj�cych sposób podparcia brzegów płyty, 

 

2) przyj�cie liczby punktów dyskretyzacji N dla analizowanego w metodzie 
ró�nic sko�czonych modelu obliczeniowego płyty; 

 

3) wyznaczenie warto�ci bezwymiarowego statycznego obci��enia krytycznego 
pkr

* (5.74) płyty z rdzeniem spr��ystym poprzez: 
− wyznaczenie metod� Gaussa nast�puj�cych macierzy odwrotnych: 1,M AC

−  
1MD

− , 
− wyznaczenie macierzy 1'M M M M MGG GD D G

−= −  i macierzy odwrotnej 
1'M − , 

− wyznaczenie macierzy 'MM P M M M MAD ATD AG ATG= + +  i macierzy 
1 'M MMAC

− , 
− sprowadzenie otrzymanej macierzy do górnej macierzy Hessenberga, 
− obliczenia warto�ci własnych górnej macierzy Hessenberga według algo-

rytmu QR i wybór wielko�ci najmniejszej; 
 

4) wyznaczenie warto�ci ugi�� płyty poddanej obci��eniom dynamicznym w przy-
j�tych punktach dyskretyzacji: 
− wyznaczenie i odwrócenie metod� Gaussa macierzy MY, MV, MZ (5.23)÷ 

(5.28) i MDL, MGGL (5.29)÷(5.30), 
− rozwi�zanie metod� Rungego-Kutty-Gilla równa� ró�niczkowych (5.23)÷ 

(5.30), wyznaczaj�c wielko�ci: yi, vi, zi, di, gi oraz ich pochodne, 
− rozwi�zanie równania ró�niczkowego (5.22) rz�du trzeciego lub drugiego 

(5.57) dla płyty z rdzeniem spr��ystym z wyznaczeniem ugi�� w punktach 
dyskretyzacji 1,…, N; 

 

5) na podstawie przyj�tego kryterium utraty stateczno�ci płyty (podrozdział 3.1 
pracy) i wynikaj�cego z niego warunku (3.2) wyznaczenie warto�ci czasu tkr

*, 
w której nast�puje utrata dynamicznej stateczno�ci płyty. 
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6. Wyniki oblicze� płyt warstwowych 

Du�a liczba parametrów opisuj�cych model badanej płyty sprawia, �e zagad-
nienie oceny krytycznych i pokrytycznych jej zachowa� jest problemem zło�onym. 
Podstawow� analiz� w zagadnieniach stateczno�ci elementów konstrukcyjnych 
jest ocena krytycznych obci��e� statycznych pkr i odpowiadaj�cych im postaci 
deformacji. Wpływ parametrów materiałowych, geometrycznych, zwi�zanych  
z obci��eniem i sposobem podparcia płyty warstwowej, na warto�ci krytycznych 
obci��e� statycznych pkr jest wa�nym elementem tej analizy podstawowej, której 
ocena poprzedza wła�ciw� analiz� dynamiczn� stateczno�ci płyt. Działanie 
zmiennego w czasie obci��enia na wybrany brzeg płyty umo�liwia ocen� charak-
terystyk czasowych ugi�cia płyty wraz ze wskazaniem krytycznych warto�ci czasu 
tkr, ugi�cia wdkr i obci��enia pkrdyn, tj. wielko�ci opisuj�cych dynamiczn� stateczno�� 
badanej płyty. Zakres podj�tej analizy obejmuje ocen� wyników dla zasadniczego 
przypadku badanej płyty, tj. płyty z rdzeniem spr��ystym obci��anej do kraw�dzi 
wewn�trznego lub zewn�trznego brzegu okładziny (w opisie, zwłaszcza gdy obci��o-
ny jest brzeg wewn�trzny płyty, zostanie przyj�te okre�lenie: �ciskana promieniowo) 
z obserwacj� wpływu na otrzymane wyniki takich parametrów modelu, jak: 
− parametrów materiałowych: spr��ystych i charakteryzuj�cych lepkospr��yste 

wła�ciwo�ci rdzenia, 
− parametrów geometrycznych zwi�zanych z grubo�ciami okładzin i rdzenia 

płyty, wymiarami jej promieni gabarytowych oraz opisuj�cych posta� i stopie� 
niedoskonało�ci jej pocz�tkowego kształtu, 

− parametrów obci��eniowych wpływaj�cych na zmian� pr�dko�ci wzrostu  
obci��e� działaj�cych na brzeg płyty. 

 

Obliczenia wykorzystuj�ce metod� ró�nic sko�czonych poprzedza, konieczna 
w metodach przybli�onych, analiza zbie�no�ci uzyskiwanych wyników, na pod-
stawie której dobiera si� liczb� punktów dyskretyzacji N badanego modelu. 

6.1. Warto�ci liczbowe przyj�te w obliczeniach płyt 

Z szerokiego zakresu mo�liwych w wyborze danych liczbowych opisuj�cych 
model obliczeniowy płyty przyj�tymi warto�ciami parametrów s� liczby, które 
okre�laj� badan� płyt� jako reprezentanta grupy płyt pier�cieniowych o strukturze 
warstwowej. 
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W opisie geometrii płyty jej podstawowe, gabarytowe wymiary, tj. promie� 
zewn�trzny rz i całkowita grubo�� h, spełniaj� stosowany dla jednorodnych płyt 
cienkich warunek, zgodnie z  którym grubo�� płyty jest wielokrotnie mniejsza od 
jej pozostałych wymiarów [41]. Badaniom poddano wi�c płyty o grubo�ciach 
okładzin: h′ = 0,0005 m i 0,001 m i grubo�ciach rdzenia: h2 = 0,005, 0,01, 0,02 m 
traktowanych jako grubo�� �rednia oraz grubo�ciach: h2 = 0,04, 0,06 m płyt  
z rdzeniem grubym analizowanych w rozdziale 8 pracy, dla stałej, ustalonej war-
to�ci zewn�trznego promienia płyty rz, równej rz = 0,5 m. Zasadnicze obliczenia 
prowadzono dla płyt o promieniu wewn�trznym rw równym, rw = 0,2 m, dla którego 
warto�� bezwymiarowa promienia ρw (5.1) wynosi ρw = 0,4. 

Materiałami okładzin i rdzenia s� odpowiednio stal i dwa rodzaje mi�kkiej 
pianki poliuretanowej. Stałe materiałowe s� nast�puj�ce: 
− stal: E = 2,1⋅105 MPa, G = 8⋅104 MPa, ν = 0,3, µ = 7,85⋅103 kg/m3, 
− pianka poliuretanowa [84]: G2 = 15,82 MPa, G2′ = 69,59 MPa,  

η′ = 7,93⋅104 MPa⋅s, µ2 = 93,6 kg/m3, 
− pianka poliuretanowa [50]: G2 = 5 MPa, µ2 = 64 kg/m3,  

( )0,36t 0,036t0,845 2 e e− −ϕ = − −  − funkcja opisuj�ca pełzanie materiału pianki. 
 

W analizie materiał pianki poliuretanowej jest traktowany jako izotropowy. St�d, 
warto�ci modułów Younga materiałów pianek, dla przyj�tej zgodnie z norm� [52] 
warto�ci liczby Poissona ν2, równej: ν2 = 0,3, wynosz� odpowiednio: E2 = 41,13 MPa 
i 13 MPa. 

Wst�pn� deformacj� płyty opisuje zale�no�� (5.2a), w której istotn� rol� od-
grywaj� liczby ξ1 i ξ2. Zasadnicze obliczenia płyt prowadzono dla warto�ci liczby 
ξ1 = 0, tj. przy braku składowej obrotowosymetrycznej opisuj�cej posta� wst�p-
nego ugi�cia płyty, gdy warto�� liczby ξ2, równa jest ξ2 = 1 i wyst�puje zgodno�� 
liczb fal obwodowych m okre�laj�cych posta� wst�pnie ugi�tej oraz krytycznie 
zdeformowanej płyty.  
Przyjmowana w danych obliczeniowych płyt liczba fal obwodowych m okre�la 
posta� krytycznej deformacji płyty badanej w szerokim zakresie: od postaci obro-
towosymetrycznej, gdy m = 0 do przypadku płyty o du�ej liczbie fal obwodowych, 
gdy m > 10,   

Stopie� zmian pr�dko�ci narastaj�cego obci��enia działaj�cego na brzeg płyty 
opisuje parametr s wyra�ony liczb� K7 (5.1) jako: s = K7⋅pkr. Podstawowe obli-
czenia płyt poddanych obci��eniom zmiennym prowadzono dla warto�ci liczby 
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K7 = 20 1/s, przyjmuj�c, tak�e w analizie szczegółowej (podrozdział 6.6 pracy) 
warto�ci liczb K7 równe: K7 = 10 1/s i 40 1/s. 

Dobór liczby wewn�trznych punktów dyskretyzacji N modelu płyty rozwi�zanej 
metod� ró�nic sko�czonych przedstawia analiza opisana w podrozdziale 6.3 pracy. 

6.2. Podej�cie do opisu obci��e� krytycznych płyt przyj�te w pracy 

W pracy przyj�to nast�puj�ce podej�cie do opisu obci��e� wywołuj�cych 
utrat� stateczno�ci badanych płyt. 
Ci�g liczb reprezentuj�cych warto�ci obci��e� statycznych i dynamicznych płyt, 
dla których istnieje mo�liwo�� wyst�pienia ró�nych postaci wyboczenia badanych 
numerycznie modeli płyt, tworzy zbiór obci��e� krytycznych: statycznych obci��e� 
krytycznych pkr i dynamicznych obci��e� krytycznych pkrdyn. Znaczenie praktyczne 
maj� warto�ci minimalne tych obci��e�. Ich ujawnienie odbywa si� na tle pozo-
stałych, mo�liwych dla obiektu rzeczywistego płyty, obci��e� krytycznych, których 
warto�ci s� bliskie obci��eniom minimalnym, w formie graficznego lub tablicowego 
rozkładu liczb pkr lub pkrdyn zale�nych od liczby m fal wyboczenia. 

Potwierdzone licznymi wynikami oblicze� numerycznych obserwacje stanu 
krytycznego badanych płyt pokazuj�, �e liczbie m fal wyboczenia płyty przy mi-
nimalnej warto�ci statycznego obci��enia krytycznego nie zawsze odpowiada ta 
sama posta� wyboczenia globalnego przy minimalnej warto�ci dynamicznego 
obci��enia krytycznego. Traktuj�c geometri� postaci wyboczenia statycznego 
jako kształtuj�c� posta� ugi�cia wst�pnego płyty w zagadnieniu dynamicznym, 
analiza innych ni� tylko odpowiadaj�cych minimalnym obci��eniom krytycznym 
postaci wyboczenia ma znaczenie praktyczne. Przyj�cie jako formy ugi�cia 
wst�pnego płyty geometrii odpowiadaj�cej postaci wyboczenia dla minimalnego 
statycznego obci��enia krytycznego istotnie ograniczyłoby obszar analizy, prowa-
dz�c niejednokrotnie do niewła�ciwych wniosków.  
Przykładem mog� by� spotykane w literaturze [1], [27], [73] rozwi�zania płyt 
jedynie obrotowosymetrycznych dla liczby m fal wyboczenia m = 0, których ob-
ci��enie niekoniecznie minimalne jest okre�lane mianem krytycznego. 
Liczne, przedstawione w pracy, wyniki oblicze� modeli płyt analizowanych 
dwoma metodami: metod� ró�nic sko�czonych i metod� elementów sko�czonych 
potwierdzaj� zasadno�� takiego podej�cia do opisu obci��e� płyt przy statycznej  
i dynamicznej utracie stateczno�ci − podczas oceny ich stanu krytycznego.  
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Potwierdzeniem takiego podej�cia w literaturze jest przedstawione w pracy [26] 
stwierdzenie tłumacz�ce przyczyn� traktowania ka�dej warto�ci krzywej opisuj�cej 
dynamiczne obci��enia krytyczne jako funkcji liczby fal w kierunku osiowym  
w zagadnieniu wyboczenia powłoki �ciskanej quasi-statycznie, jako wła�nie  
obci��enia krytycznego, dynamicznego. Autor pracy [26] zwraca uwag�, i� wy-
kres zale�no�ci parametru dynamicznego obci��enia krytycznego jako funkcji 
liczby fal ma znaczenie, gdy analiza jest prowadzona w du�ym przedziale liczb 
fal, a nie tylko w pobli�u warto�ci minimalnej obci��enia. 

6.3. Liczba punktów dyskretyzacji 

Przykładowe wyniki oblicze� statycznych i dynamicznych obci��e� krytycznych 
płyt z rdzeniem spr��ystym i lepkospr��ystym dla ró�nej liczby punktów dyskre-
tyzacji N modelu obliczeniowego płyty przedstawiaj� tablice 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 
6.5, 6.6. 
Dla wszystkich przedstawionych przypadków oblicze� płyt warto�ci obci��e� 
krytycznych s� liczbami zbie�nymi do liczby wyznaczonej dla najwi�kszej liczby 
punktów dyskretyzacji N (N = 21 lub N = 26). W obliczeniach płyt przyj�ta została 
liczba N = 14 punktów dyskretyzacji, która spełnia warunek maksymalnej warto�ci 
bł�du do 5%. Warto�� bł�du jest znacznie ni�sza od 5% dla warto�ci obci��e� 
statycznych pkr, poza przypadkami płyt, których jeden z brzegów jest swobodny. 
Wówczas warto�� bł�du jest rz�du 2,5%. Powstała wi�ksza ró�nica warto�ci  
obci��e� krytycznych tych płyt wyznaczona dla liczb N = 14 i N = 26 jest zwi�zana 
ze wspomnianym w punkcie 5.2 pracy przyj�tym przybli�eniem wyst�puj�cych  
w rozwi�zaniu pochodnych trzeciego rz�du. Zastosowano wówczas ró�nice sko�-
czone w przód i w tył. 
 

Tablica 6.1. Warto�ci krytycznych obci��e� pkr, pkrdyn obrotowosymetrycznej  
m = 0 płyty z rdzeniem spr��ystym obci��onej na brzegu wewn�trznym 

 

d1 = 1  d2 = 0  
G2 = 5 MPa   h2 = 0,02 m  h′ = 0,001 m 
µ2 = 64 kg/m3  K7 = 20 1 /s  m = 0  ξ1 = 0  ξ2 = 1 
 

   N 11 14 17 21 
pkr [MPa] 147,13 150,29 151,53 152,35 

pkrdyn [MPa] 152,87 154,35 154,71 155,24 
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Tablica 6.2. Warto�ci krytycznych obci��e� pkr, pkrdyn płyty z rdzeniem  
spr��ystym obci��onej na brzegu zewn�trznym 

 
  d1 = 0  d2 = 1 
G2 = 15,82 MPa   h2 = 0,01 m  h′ = 0,001 m 
µ2 = 93,6 kg/m3  K7 = 20 1 /s  ξ1 = 0  ξ2 = 1 

 

N  11 14 17 21 

m pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr 
 [MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

0 121,07 127,49 121,23 127,41 121,32 127,51 121,39 127,34 
1 116,53 129,70 116,70 128,49 116,79 128,12 116,86 127,96 
2 103,75 112,36 104,02 112,24 104,18 112,41 104,31 112,13 
3 90,43 93,60 90,78 93,78 90,99 93,99 91,17 94,54 
4 81,62 85,13 81,95 86,29 82,16 85,86 82,34 85,72 
5 76,63 83,91 76,91 83,94 77,10 83,35 77,26 83,36 
6 74,05 81,97 74,30 81,51 74,46 81,38 74,59 81,38 
7 73,01 80,53 73,22 80,47 73,36 80,18 73,48 80,02 
8 73,00 80,08 73,18 79,69 73,29 79,37 73,40 79,20 

 
Tablica 6.3. Warto�ci krytycznych obci��e� statycznych pkr płyty z rdzeniem 

spr��ystym obci��onej na brzegu wewn�trznym dla ró�nych sposobów podparcia 
                               

                                 
                         d1 = 1  d2 = 0            G2 = 5 MPa        h2 = 0,005 m       h′ = 0,001 m    

pkr [MPa] 
SPOSÓB PODPARCIA 

UU UP PU 

 

m m m 
N 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 
11 74,70 86,72 121,55 159,35 73,24 86,12 121,34 159,34 43,30 49,57 71,13 102,47 
14 75,61 87,65 123,31 165,28 74,05 86,99 123,11 165,22 42,33 49,92 71,08 102,57 
17 76,05 88,10 124,12 167,00 74,44 87,40 123,92 166,93 43,26 49,91 71,08 102,69 
21 76,36 88,42 124,71 168,23 74,71 87,70 124,51 168,15 43,26 49,90 71,09 102,81 
26 76,57 88,63 125,12 169,07 74,89 87,89 124,91 168,98 43,26 49,89 71,10 102,89 

PP US PS  
m m m 

N 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 
11 42,38 49,44 71,12 102,43 50,26 79,00 120,36 159,34 29,74 43,82 71,12 102,35 
14 42,33 49,37 71,08 102,52 50,54 79,47 122,15 165,22 29,64 43,73 71,08 102,45 
17 42,31 49,35 71,08 102,65 50,67 79,72 122,96 166,91 29,59 43,69 71,08 102,57 
21 42,30 49,33 71,09 102,76 50,75 79,92 123,55 168,13 29,54 43,67 71,09 102,68 
26 42,29 49,32 71,09 102,84 50,80 80,05 123,95 168,95 29,51 43,65 71,09 102,76 
      U – utwierdzenie, P – brzeg swobodnie podparty, S – brzeg swobodny 
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Tablica 6.4. Warto�ci krytycznych obci��e� statycznych pkr i dynamicznych pkrdyn 
obrotowosymetrycznej m = 0 płyty z rdzeniem lepkospr��ystym obci��onej  

na brzegu wewn�trznym 
 

d1 = 1  d2 = 0  
G2 = 15,82 MPa  G2′ = 69,59 MPa  η′ = 7,93⋅104 MPa⋅s  

 h2 = 0,005 m  h′ = 0,001 m µ2 = 93,6 kg/m3  K7 = 20 1 /s 
m = 0  ξ1 = 0  ξ2 = 2 

 
   N 11 14 17 21 26 

pkr [MPa] 146,37 149,34 150,50 151,26 151,74 
pkrdyn [MPa] 158,23 159,94 160,58 161,09 161,60 

 
 

Tablica 6.5. Warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych pkrdyn płyty  
z rdzeniem lepkospr��ystym obci��onej na brzegu zewn�trznym 

 

                       d1 = 0  d2 = 1 
G2 = 5 MPa G2′ = 3,13 MPa  η′ = 212,92⋅104 MPa⋅s  
(G2′ i η′ s� okre�lone w podrozdziale 6.5 pracy) 
 h2 = 0,005 m  h′ = 0,001 m  µ2 = 64 kg/m3  K7 = 20 1 /s 

                                          ξ1 = 0   ξ2 = 1 
 

 N 
 11 14 17 21 26 

m pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr  
[MPa] 

pkrdyn  
[MPa] 

0 32,78 36,48 32,89 36,61 32,94 36,60 32,98 36,64 33,01 36,61 
1 30,93 35,11 31,04 35,17 31,10 35,24 31,14 35,28 31,17 35,32 
2 26,82 29,26 26,94 29,34 27,01 29,41 27,07 29,48 27,11 29,52 
3 23,20 24,01 23,33 24,05 23,41 24,14 23,47 24,24 23,51 24,29 
4 21,09 21,36 21,22 21,41 21,29 21,44 21,35 21,50 21,39 21,53 
5 20,24 21,07 20,35 20,90 20,41 20,88 20,46 20,93 20,50 20,97 
6 20,25 20,96 20,34 20,89 20,40 20,87 20,44 20,87 20,47 20,94 
7 20,86 21,09 20,94 21,00 20,98 20,92 21,02 20,87 21,05 20,90 
8 21,90 21,48 21,97 21,32 22,01 21,24 22,05 21,19 22,07 21,17 
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6.4. Postacie deformacji krytycznej i warto�ci krytycznych obci��e�  
        płyt z rdzeniem spr��ystym 

W zagadnieniach stateczno�ci wyznaczenie minimalnej warto�ci obci��enia 
krytycznego i odpowiadaj�cej jej postaci krytycznej deformacji jest szczególnie 
wa�nym elementem bada� analizowanej płyty. Wpływ wielu czynników na wa-
runki pracy płyty, w poł�czeniu ze zło�on� jej struktur� zale�n� od wielu parametrów, 
utrudnia, a w wielu przypadkach uniemo�liwia formułowanie praktycznych 
uogólnie�. Mo�na przyj��, �e ka�da badana płyta stanowi oddzielne zadanie wy-
magaj�ce wnikliwej analizy. Pewne spostrze�enia ogólne s� oczywi�cie mo�liwe 
w odniesieniu do okre�lonych przypadków badanych płyt, stanowi�cych grup� 
wykazuj�c� si� podobie�stwem. Do takiej grupy zaliczono płyty z rdzeniem spr�-
�ystym, przesuwnie utwierdzone na obu brzegach, obci��one ci�nieniem działaj�cym 
na wewn�trzny lub zewn�trzny brzeg okładzin, ró�ni�ce si� zmiennymi parame-
trami materiałowymi rdzenia i grubo�ciami poszczególnych warstw.  
Ustalonymi parametrami w analizie dynamicznej s� liczby opisuj�ce ugi�cie 
wst�pne płyt, ξ1 = 0, ξ2 =1 (5.2a) oraz liczba K7 = 20 1/s (5.1) steruj�ca pr�dko�ci� s 
wzrostu obci��enia liniowego p = st.  

Warto�ci ugi�� maksymalnych 1 =max f ( t*)ς  płyt o podanych warto�ciach 
grubo�ci rdzenia h2 i modułu Kirchhoffa G2 jego materiału w bezwymiarowym 
czasie t* obci��enia działaj�cego na brzeg wewn�trzny płyty przedstawia wykres 
na rysunku 6.1. Płyty o grubo�ci okładzin h′ = 0,001 m s� obci��one ci�nieniem 
narastaj�cym z jednakow� pr�dko�ci� s = K7⋅pkr (5.1) okre�lon� liczb� K7 i przy-
j�t� warto�ci� krytycznego obci��enia statycznego, równ� pkr = 217,32 MPa,  
wyznaczon� dla płyty o parametrach: G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,01 m (tablica 6.7). 
Wyró�niony punkt krzywych 1max f ( t*)ς =  wyznacza bezwymiarowy czas kry-
tyczny tkr

* i bezwymiarowe krytyczne ugi�cie maksymalne ζ1maxkr płyty w chwili 
utraty stateczno�ci dynamicznej, według kryterium przyj�tego w podrozdziale 3.1 
pracy. Zgodnie z przyj�tym kryterium płyta traci stateczno�� w momencie, gdy 
punkt maksymalnego ugi�cia dodatkowego osi�gnie pierwsze maksimum pr�dko�ci.  

Dokładne warto�ci obci��e� krytycznych pkr, pkrdyn i ugi�� krytycznych wdkr 
uzupełnione  o  warto�ci  współczynnika  dynamicznego Kd wyznaczonego  jako:  

p
d p

krdyn
kr

K =  przedstawia tablica 6.7. 
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Rys. 6.1. Charakterystyki płyt o zmiennych parametrach G2, h2 obci��onych  

na brzegu wewn�trznym 
 

Tablica 6.7. Warto�ci obci��e� pkr, pkrdyn, współczynnika Kd i ugi�� wdkr  
płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym 

G2 [MPa] /h2 [m] pkr [MPa] pkrdyn [MPa] Kd wdkr [m] 
5 / 0,005 75,61 98,88 1,31 3,92⋅10-3 

5 / 0,01 100,76 118,00 1,17 3,76⋅10-3 

5 / 0,02 150,29 159,30 1,06 3,77⋅10-3 

15,82 / 0,005 149,34 166,69 1,12 3,87⋅10-3 

15,82 / 0,01 217,32 229,27 1,06 4,03⋅10-3 

15,82 / 0,02 338,94 346,64 1,02 4,25⋅10-3 

 
Warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych płyt z rdzeniem o wi�kszej sztyw-
no�ci s� bliskie warto�ciom krytycznych obci��e� statycznych tych płyt. Warto�� 
współczynnika  dynamicznego Kd jest wówczas nieznacznie wi�ksza od jedno�ci. 
W zakresie pokrytycznym charakterystyki płyt o mniejszym module G2 i mniejszej 
grubo�ci h2 istotnie ró�ni� si� od charakterystyk dla płyt o wi�kszych warto�ciach 
tych parametrów. W odpowiedzi na działanie narastaj�cego liniowo obci��enia 
wzbudzaj� si� drgania. Warto�ci krytycznych maksymalnych ugi�� badanych  
płyt  s�  porównywalne i wynosz� około 4⋅10-3 m. Dla płyt z cienkim rdzeniem 

ζζ ζζ 1
m

ax
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(h2 = 0,005 m) iloraz ( )w
1 h

dς =  ugi�cia dodatkowego do całkowitej grubo�ci 

płyty jest nieco wi�kszy od 2
1 , natomiast dla płyt grubszych (h2 = 0,02 m) warto�� 

ta zmniejsza si� do około 5
1 . 

Przedstawione wyniki oblicze� (rysunek 6.1 i tablica 6.7) płyt obci��onych na 
brzegu wewn�trznym wyznaczono dla obrotowosymetrycznej postaci utraty sta-
teczno�ci płyty (m = 0). Szczegółowa analiza warto�ci zarówno statycznych, jak  
i dynamicznych obci��e� krytycznych płyt �ciskanych promieniowo na we-
wn�trznym brzegu wskazuje, i� minimalna warto�� tych obci��e� odpowiada 
wła�nie obrotowosymetrycznej postaci ich wyboczenia. Spostrze�enie to ma 
istotne znaczenie w obliczeniach numerycznych, które dla tych płyt mog� by� 
prowadzone z wykorzystaniem znacznie łatwiejszego rozwi�zania dla obrotowo-
symetrycznej postaci deformacji krytycznej tych płyt. Wykres przedstawiony na 
rysunku 6.2 pokazuje wyniki krytycznych obci��e� statycznych pkr płyt, równie� 
z cienkimi okładzinami h′ = 0,0005 m, odpowiadaj�ce ró�nym postaciom ich 
wyboczenia. Wszystkie badane przypadki płyt wskazuj� minimaln� warto�� pkr 
dla m = 0, Szczegółowe warto�ci obci��e� pkr i pkrdyn dla dwóch postaci wyboczenia 
płyt m = 0 i m = 1 przedstawia tablica 6.8.  
Charakter pracy płyty przy wi�kszej liczbie fal obwodowych m = 2 lub m = 3 przed-
stawiony na rysunku 6.3, odbiega od zachowa� płyt o postaci m = 0 lub m = 1. 
Zaobserwowana zmiana charakteru krzywej 1 =max f ( t*)ς  i mo�liwo�� ujemnych 
ugi�� badanych płyt wyst�puje dla warto�ci t* znacznie wy�szych od warto�ci 
czasu krytycznego odpowiadaj�cego postaciom m = 0 lub m = 1.  
 

Tablica 6.8. Warto�ci pkr i pkrdyn płyt obci��anych  
na brzegu wewn�trznym 

G2 [MPa] /h2 [m] m pkr [MPa] pkrdyn [MPa] 
0 75,61 82,64 5 / 0,005 
1 87,65 95,50 
0 150,29 154,35 5 / 0,02 
1 168,83 175,09 
0 149,34 160,04 15,82 / 0,005 
1 167,53 179,95 
0 338,34 352,89 15,82 / 0,02 
1 365,33 382,66 
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Rys. 6.2. Warto�ci pkr obci��onych na brzegu wewn�trznym płyt dla ró�nych liczb  

fal obwodowych m  
 

Najmniejsze warto�� obci��e� pkrdyn wyst�puj� dla przypadków płyt o postaci 
obrotowosymetrycznej (m = 0). Zamieszczone w tablicy 6.8 wyniki oblicze�  
i przedstawione na wykresie 6.3 charakterystyki 1max f ( t*)ς =  s� wyznaczone dla 
płyt obci��onych ci�nieniem o jednakowej pr�dko�ci narastania s, której warto�� 
wyznacza liczba K7 = 20 1/s i minimalna warto�� pkr dla m = 0 (liczba podkre�lona 
w tablicy 6.8) danej płyty o parametrach opisanych w kolumnie tablicy oznaczonej 
jako G2/h2. 

Wyniki krytycznych obci��e� statycznych płyt �ciskanych na zewn�trznym 
brzegu okładzin dla ró�nej liczby m fal obwodowych charakteryzuj�cych posta� 
deformacji krytycznej płyt przedstawiaj� wykresy na rysunkach 6.4 i 6.5. Wyró�-
nione punkty odpowiadaj� minimalnym warto�ciom statycznych obci��e� kry-
tycznych i odpowiadaj�cych im postaciom wyboczenia, okre�lonych liczb� m fal 
obwodowych. Dokładne warto�ci przedstawia tablica 6.9.  
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Deformacja krytyczna płyt �ciskanych na zewn�trznym brzegu dla minimalnej 
warto�ci obci��e� krytycznych ma posta� ró�n�, zale�n� od materiałowych  
i geometrycznych parametrów płyty. Ustalenie �cisłego zwi�zku nie wydaje si� 
mo�liwe. Zaobserwowano jedynie prawidłowo�� wzrostu liczby fal obwodowych 
wyboczenia płyty wraz ze wzrostem grubo�ci rdzenia, wzrostem warto�ci modułu 
Kirchhoffa materiału rdzenia i dla płyt o cie�szych okładzinach (h′ = 0,0005 m). 
Numerycznie wyznaczona warto�� pkr modeli płyt �ciskanych na zewn�trznym 
brzegu mo�e by� uzale�niona tak�e od liczby przyj�tych punktów dyskretyzacji 
N. Zarówno przedstawiona w podrozdziale 6.3 pracy tablica 6.5, jak i dodatkowa 
tablica 6.10 pokazuj� mo�liwo�� „przeskoku” postaci deformacji krytycznej płyty 
do postaci o wi�kszej liczbie fal obwodowych, dla modeli płyt o wi�kszej liczbie 
punktów dyskretyzacji N.  
 

h'=0.001 m

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

2,5

0 0,5 1 1,5 2 2,5
t*

ζζ ζζ 1
m

ax

G2=5 MPa  h2=0.005 m m=0
G2=5 MPa  h2=0.005 m m=1
G2=5 MPa  h2=0.005 m m=2
G2=5 MPa  h2=0.005 m m=3
G2=5 MPa  h2=0.02 m m=0
G2=5 MPa  h2=0.02 m m=1
G2=5 MPa  h2=0.02 m m=2
G2=5 MPa  h2=0.02 m m=3
G2=15.82 MPa  h2=0.005 m m=0
G2=15.82 MPa  h2=0.005 m m=1
G2=15.82 MPa  h2=0.005 m m=2
G2=15.82 MPa  h2=0.005 m m=3
G2=15.82 MPa  h2=0.02 m m=0
G2=15.82 MPa  h2=0.02 m m=1
G2=15.82 MPa  h2=0.02 m m=2
G2=15.82 MPa  h2=0.02 m m=3

 Rys. 6.3. Charakterystyki obci��onych na brzegu wewn�trznym płyt dla ró�nych liczb  
fal obwodowych wyboczenia m 

 

 

h′′′′ = 0,001 m 



 89 

Tablica 6.9. Warto�ci minimalnych obci��e� pkr i odpowiadaj�ce im liczby fal 
obwodowych wyboczenia m płyt obci��onych na brzegu zewn�trznym 

h′′′′ = 0,001 m 
 

h′′′′ = 0,0005 m 
 G2 [MPa] /h2 [m] 

pkr [MPa] m pkr [MPa] m 
  5 / 0,005 20,34 6 22,32 8 

5 / 0,01 29,24 6 38,50 9 
5 / 0,02 46,74 7 69,43 12 

  15,82 / 0,005 46,34 6 61,45 9 
15,82 / 0,01 73,18 8 109,69 13 
15,82 / 0,02 124,88 9 200,55 18 

 
Wyst�puj�ca dla tych przypadków płyt zbie�no�� warto�ci pkr do warto�ci mak-
symalnej wyznaczonej dla N = 26 zapewnia przyj�cie dla N = 14 minimalnej 
warto�ci ci�nienia krytycznego pkr. Spostrze�enie to ma jednak wa�ne znaczenie 
w analizie numerycznej problemu i wymaga zwrócenia uwagi przy obliczeniach 
płyt �ciskanych na zewn�trznym obwodzie. 
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Rys. 6.4. Warto�ci pkr płyt o ró�nej liczbie m fal �ciskanych na zewn�trznym obwodzie  

o grubo�ci okładziny h′ = 0,001 m 
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Rys. 6.5. Warto�ci obci��e� pkr w zale�no�ci od liczby m fal płyt �ciskanych  

na zewn�trznym obwodzie o ustalonej warto�ci G2 = 5 MPa 
 

Tablica 6.10. Warto�ci obci��e� krytycznych pkr płyty �ciskanej  
na zewn�trznym brzegu dla ró�nych liczb N 

h′′′′ = 0,001 m pkr [MPa] 
N G2 [MPa] /h2 [m] m 11 14 17 21 26 

5 47,13 47,33 47,45 47,55 47,62 

6 46,18 46,34 46,45 
(46,447) 46,54 46,60 

7 46,22 46,36 46,45 46,52 46,58 
8 46,95 47,06 47,14 47,20 47,25 

15,82 / 0,005 

9 48,17 48,27 48,33 48,38 48,43 
 
Dwa wykresy (a) i (b) przedstawione na rysunkach 6.6, 6.7 i 6.8 pokazuj� 
charakterystyki ugi�� 1max f ( t*)ς =  (cz��� (a) rysunków) i pr�dko�ci ugi�� 

1max,t* g( t*)ς =  (cz��� (b) rysunków) dla płyt poddanych zmiennym, narastaj�-
cym liniowo w czasie obci��eniom działaj�cym na zewn�trzny brzeg. Pr�dko�� 
narastaj�cych obci��e� dla wszystkich badanych przypadków płyt jest stała, okre-
�lona liczb� K7 i warto�ci� obci��enia statycznego pkr = 46,58 MPa wyznaczonego  
dla płyty o parametrach G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m i h′ = 0,001 m, której  
model ma N = 26 punktów dyskretyzacji (tablica 6.10). Grubo�� okładzin bada-
nych płyt wynosi h′ = 0,001 m.  



 91 

Charakterystyki płyt, których posta� wyboczenia okre�la mała liczba fal obwo-
dowych m < 4, istotnie ró�ni� si� od charakterystyk płyt o postaci wyboczenia  
o du�ej liczbie fal obwodowych m > 3. Płyty o parametrze wyboczenia m < 4 trac� 
stateczno�� dynamiczn� przy istotnie wy�szych warto�ciach obci��e� dynamicznych, 
ulegaj�c znacznym ugi�ciom krytycznym. W obszarze pokrytycznym, zwłaszcza 
dla płyt o cie�szym (h2 = 0,005 m) i mi�kkim rdzeniu (G2 = 5 MPa), w odpowiedzi 
na narastaj�ce obci��enia mog� powsta� drgania. Wzrost ugi�� w czasie obci��ania 
płyt o parametrze wyboczenia m = 8÷10 po przekroczeniu czasu krytycznego tkr

*, 
który cz�sto trudno wyznaczy� na podstawie maksimum krzywej 1max,t* g( t*)ς =  
(cz��� (b) rysunków), jest praktycznie liniowy z ustalon� pr�dko�ci� �redni�. Dla 
tych płyt wyznaczenie punktu utraty stateczno�ci dynamicznej, według przyj�tego 
kryterium (podrozdział 3.1 pracy) mo�e nie by� jednoznaczne. Wówczas mo�na 
by wyznaczy� czas krytyczny na podstawie innego, równie� podanego w pracy 
[110] (podrozdział 3.1 pracy), kryterium polegaj�cego na  ocenie  warto�ci  liczby  

ζ1max, h
dw

max1 =ζ    (5.1),  okre�laj�cej  iloraz  dodatkowego  ugi�cia  płyty  do  

całkowitej jej grubo�ci. Liczba ta w chwili utraty stateczno�ci płyty powinna 
mie� warto�� równ� jeden. Kryterium to zostało wykorzystane, np. w pracy [100] 
w ocenie dynamicznej stateczno�ci trójwarstwowej powłoki poddanej �cinaniu. 
Wyznaczone jednak warto�ci ζ1max dla minimalnych obci��e� dynamicznych pkrdyn 
badanych płyt o liczbie fal m < 8 s� znacznie ni�sze od jedno�ci. Ich warto�ci 
wahaj� si� od 0,1 dla płyt o parametrach G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m do 0,15 dla płyt 
z grubszym rdzeniem lub płyt o wi�kszym module Kirchhoffa materiału rdzenia. 
Zatem przyj�cie tego prostego kryterium opartego na porównaniu ugi�cia dodat-
kowego płyty z jej grubo�ci� skutkowałoby wyznaczeniem za du�ych warto�ci 
krytycznych obci��e� dynamicznych.  

W tablicy 6.11 przedstawiono szczegółowe warto�ci obci��e� krytycznych 
badanych płyt oraz warto�ci współczynników dynamicznych Kd. Warto�ci  
współczynnika dynamicznego Kd wyznaczono jako iloraz krytycznego obci��enia 
dynamicznego do minimalnego krytycznego obci��enia statycznego płyty. Nieza-
le�nie od warto�ci parametrów materiałowych i geometrycznych rdzenia płyty  
minimalne krytyczne obci��enie dynamiczne pkrdyn jest porównywalne lub nawet 
mniejsze od minimalnego statycznego obci��enia krytycznego pkr. Wyznaczona 
dla badanych przypadków płyt warto�� współczynnika dynamicznego Kd w za-
kresie krytycznym jest mniejsza lub bliska jedno�ci. 
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Tablica 6.11. Warto�ci obci��e� krytycznych pkr, pkrdyn dla ró�nych liczb m  
fal obwodowych płyt �ciskanych na zewn�trznym brzegu 

G2 [MPa] /h2 [m] 
5 / 0,005 15,82 / 0,005 5 / 0,01 m 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr 
[MPa] Kd 

pkrdyn 
[MPa] 

pkr  
[MPa] Kd 

pkrdyn  
[MPa] 

pkr 
[MPa] Kd 

0 38,21 32,89 1,88 78,98 76,19 1,70 49,94 47,73 1,71 
1 37,37 31,04 1,84 77,21 72,45 1,67 49,29 45,43 1,69 
2 32,35 26,94 1,59 68,09 63,33 1,47 42,49 39,93 1,45 
3 26,67 23,33 1,31 58,31 54,96 1,26 35,79 34,69 1,22 
4 23,13 21,22 1,14 52,08 49,88 1,12 31,60 31,38 1,08 
5 21,08 20,35 1,04 48,45 47,33 1,05 27,88 29,73 0,95 
6 20,80 20,34 1,02 46,12 46,34 ≈1,0 28,81 29,24 0,99 
7 20,06 20,94 0,99 47,70 46,36 1,03 29,37 29,52 1,00 
8 21,64 21,97 1,06 49,94 47,06 1,08 29,27 30,35 1,00 

 

Materiał i grubo�� rdzenia płyty istotnie wpływaj� na posta� wyboczenia. Trzy 
analizowane przypadki płyt pokazuj� trzy mo�liwe zachowania: 
− gdy md > ms, liczba fal obwodowych wyboczenia dynamicznego md odpowiada-

j�ca minimalnej warto�ci pkrdyn jest wi�ksza od liczby fal wyboczenia statycznego 
ms dla minimalnej warto�ci pkr, 

− gdy md = ms,  
− gdy md  < ms. 
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Rys. 6.6. Charakterystyki ugi�� (a) i pr�dko�ci ugi�� (b) płyt o parametrach G2 = 5 MPa, 

h2 = 0,005 m �ciskanych na zewn�trznym obwodzie 
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Rys. 6.7. Charakterystyki ugi�� (a) i pr�dko�ci ugi�� (b) płyt o parametrach G2 = 5 MPa, 

h2 = 0,01 m �ciskanych na zewn�trznym obwodzie 
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Rys. 6.8. Charakterystyki ugi�� (a) i pr�dko�ci ugi�� (b) płyt o parametrach  
G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m �ciskanych na zewn�trznym obwodzie 
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Analiza płyt poddanych obci��eniom na ich zewn�trznym brzegu tak�e po-
twierdza ró�ny charakter zachowa� krytycznych płyt w zale�no�ci od rodzaju 
badanej płyty. Prawidłowo�ci� wspóln� dla tych płyt jest jednak zaobserwowany 
istotny spadek warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych płyt o pofalowanych 
postaciach wyboczenia do warto�ci bliskiej minimalnej warto�ci krytycznego 
obci��enia statycznego. Spostrze�enie to ma wa�ne znaczenie praktyczne w obli-
czeniach płyt o du�ej liczbie fal obwodowych wyboczenia. 

6.5. Krytyczne i pokrytyczne zachowania płyt z rdzeniem  
       o wła�ciwo�ciach lepkospr��ystych 

Uwzgl�dnienie w opisie przyj�tego materiału rdzenia wła�ciwych dla pianki 
poliuretanowej zwi�zków reologicznych zbli�a ocen� podj�tych zachowa� kry-
tycznych do analizy obiektu rzeczywistego. Mo�na przypuszcza�, i� stwierdzona, 
np. w pracy [84], wra�liwo�� tworzyw piankowych na długotrwałe obci��enie 
mo�e mie� znaczenie zwłaszcza w obszarze pokrytycznej pracy płyty, poddanej 
stałym lub wolno narastaj�cym obci��eniom. Wówczas charakter wzrostu ugi�� 
badanej płyty, jako odpowiedzi na działaj�ce w czasie obci��enie, odzwiercie-
dlałby udział reologicznych wła�ciwo�ci materiału jej rdzenia o charakterystycznej 
krzywej opisuj�cej jego pełzanie (rysunek 6.9) [13], [21], [92]. 
 

ε 

t

p�kni�cie

odkształcenie 
natychmiastowe

 
Rys. 6.9. Krzywa pełzania 

Przyj�te do analizy materiały pianki poliuretanowej s� okre�lone przez  wy-
znaczone na podstawie bada� do�wiadczalnych i przedstawione w pracach [84], 
[50] nast�puj�ce funkcje opisuj�ce ich pełzanie: 
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                 ( )6 93788 0 6937880 1373 2 ,, t , t, e eϕ − −= − −                         (6.1a) 

            ( )0 36 0 0360 845 2 , t , t, e e .ϕ − −= − −                                      (6.1) 

Postacie funkcji ϕ (6.1) otrzymano, przybli�aj�c rzeczywist� krzyw� do�wiad- 
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�  [50]  opisuj�c�  pełzanie  liniowo  

lepkospr��ystego materiału dla modelu zło�onego z szeregowo poł�czonego ele-
mentu spr��ystego i dwóch modeli Kelvina-Voigta (dla � = 1, � jest liczb� elementów 
Kelvina-Voigta). 

0 1

 
Rys. 6.10. Model reologiczny wykorzystany  

do opisu funkcji ϕ (6.1) 
 

Do opisu krzywych do�wiadczalnych ze zmniejszon�, ale wystarczaj�c� dokład-
no�ci� [84] mo�na przyj�� model standardowy (przedstawiony w podrozdziale 3.2 
pracy), którego funkcja pełzania ma posta� nast�puj�c� [92], [84]: 
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                                  (6.2) 

Warto�ci wyznaczonych w pracy [84] stałych G2′, η′ dla pianki poliuretanowej 
o warto�ci modułu Kirchhoffa G2 = 15,82 MPa wynosz�: G2′ = 69,59 MPa,  
η′ = 7,93⋅104 MPa⋅s. Warto�ci te przedstawiono w podrozdziale 6.1 pracy, a po-
równanie krzywych opisuj�cych pełzanie tego materiału przedstawia rysunek 
6.11. Na rysunku 6.12 przedstawiono krzyw� opisuj�c� pełzanie materiału o mo-
dule G2 = 5 MPa [50] wraz z krzyw� wyznaczon� dla przyj�tego w badaniach 
modelu standardowego. Obliczone warto�ci stałych G2′ i η′ dla tej pianki wynosz� 
odpowiednio: G2′ = 3,13 MPa, η′ = 212,92⋅104 MPa⋅s. 

Obserwowany w badaniach lepkospr��ystych płyt jednorodnych [54], [56] 
wpływ stałej lepko�ci η′ materiału płyty ujawniał si� wydłu�eniem czasu do utraty 
stateczno�ci płyty i wzrostem zwi�zanej z nim warto�ci krytycznego obci��enia 
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dynamicznego. Zbli�enie zachowa� badanej w pracach [54], [56] płyty lepko-
spr��ystej do zachowa� płyty spr��ystej wyst�puje dla wy�szych warto�ci stałej 
lepko�ci η′ w przypadku opisu wła�ciwo�ci materiału płyty modelem Maxwella  
i odpowiednio ni�szych warto�ci stałej η′, gdy zastosowany jest model Kelvina-
Voigta.  
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Rys. 6.11. Krzywe opisuj�ce pełzanie modelu: pi�cio- i  trójparametrowego  

charakteryzuj�cego materiał pianki o warto�ci modułu G2 = 15,81 MPa 
 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

0 25 50 75 100

czas t  (dni)

ηη ηη

krzywa według zale�no�ci (6.1)

krzywa dla modelu standardowego

 
Rys. 6.12. Krzywe opisuj�ce pełzanie modelu: pi�cio- i  trójparametrowego  

charakteryzuj�cego materiał pianki o warto�ci modułu G2 = 5 MPa 
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Równie� płyty warstwowe, których materiał rdzenia opisany jest modelem Maxwella 
lub modelem Kelvina-Voigta, przedstawione w pracach [57], [61], reaguj� podobnie 
na zmiany warto�ci stałej lepko�ci η′ modelu. Zachowania takie s� �ci�le zwi�zane  
z istot� samej budowy obu dwuparametrowych modeli reologicznych. 
Wyniki oblicze� badanych płyt pier�cieniowych z rdzeniem standardowym  
o parametrach przyj�tych tworzyw piankowych, które poddano krótkotrwałym 
obci��eniom (czas trwania rz�du 0,1 sekundy lub krótszy), nie ró�ni� si� istotnie 
od wyników oblicze� płyt z rdzeniem spr��ystym. Charakterystyki płyt obci��onych 
na wewn�trznym brzegu, przedstawione na rysunku 6.13, s� podobne do charaktery-
styk płyt z rdzeniem spr��ystym – rysunek 6.1 − podrozdział 6.4 pracy. Nieznaczny 
wzrost warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych płyt z rdzeniem lepkospr�-
�ystym mo�na zaobserwowa� dla rdzenia z materiału o module G2 = 15,82 MPa. 
Warto�ci krytyczne obci��e� i ugi�� płyt z rdzeniem lepkospr��ystym przedstawia 
tablica 6.12, a z rdzeniem spr��ystym tablica 6.7.   
 

Tablica 6.12. Warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych pkrdyn  
i  krytycznych ugi�� wdkr płyt z rdzeniem lepkospr��ystym,  

obci��onych na brzegu wewn�trznym 

G2 [MPa] /h2 [m] pkrdyn [MPa] wdkr [m] 
5 / 0,005 99,32 4,00⋅10-3 

5 / 0,01 118,43 3,75⋅10-3 

5 / 0,02 159,30 3,72⋅10-3 

15,82 / 0,005 170,60 3,88⋅10-3 

15,82 / 0,01 231,88 3,98⋅10-3 

15,82 / 0,02 348,36 4,20⋅10-3 
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Rys. 6.13. Porównanie charakterystyk ugi�� płyt z rdzeniem lepkospr��ystym  

i spr��ystym obci��onych na brzegu wewn�trznym 
 
Zgodno�� warto�ci krytycznych pkrdyn, wdkr i postaci deformacji wyst�puje tak�e 
dla płyt �ciskanych na brzegu zewn�trznym. Przykładowe wykresy przedstawione 
na rysunku 6.14 pokazuj� charakterystyki ugi�� płyt z rdzeniem lepkospr��ystym 
i spr��ystym dla płyt, których liczba fal obwodowych wyboczenia jest m < 4 (rys. 
6.14a) i m > 3 (rys. 6.14b). Wyniki oblicze� dotycz� płyty o tych samych parame-
trach podstawowych co płyty z rdzeniem spr��ystym przedstawionej na rysunku 6.7 
w podrozdziale 6.4 pracy. Niewielka ró�nica charakterystyk płyty z rdzeniem 
lepkospr��ystym i spr��ystym wyst�puje w obszarze pokrytycznej odpowiedzi 
płyty na narastaj�ce liniowo obci��enie.  
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Rysunek 6.15 przedstawia charakterystyki ugi�cia (a) i pr�dko�ci ugi�cia (b) 
płyty z rdzeniem lepkospr��ystym o module G2 = 15,82 MPa i grubo�ci h2 = 0,005 m 
obci��onej na zewn�trznym brzegu. Parametry płyty s� takie same, jak płyty  
z rdzeniem spr��ystym, której wyniki oblicze� przedstawia rysunek 6.8 (podroz-
dział 6.4 pracy). Podobnie jak dla płyty o module G2 = 5 MPa, której charakterystyki 
przedstawione s� na rysunku 6.14, minimalna warto�� krytycznych obci��e�  
dynamicznych odpowiada tej samej postaci krytycznej deformacji co dla płyty  
z rdzeniem spr��ystym. W przypadku płyty o wy�szej warto�ci modułu  
G2 = 15,82 MPa w obszarze krytycznym obserwowany jest nieznaczny spadek 
warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych. Odpowiednie warto�ci krytycznych 
obci��e� dynamicznych obu badanych płyt z rdzeniem lepkospr��ystym przed-
stawia tablica 6.13, a płyt z rdzeniem spr��ystym tablica 6.11 (podrozdział 6.4 
pracy). Charakter krzywych przedstawionych na rysunku 6.15 jest podobny do 
charakterystyk dla płyty z rdzeniem spr��ystym (rysunek 6.8). Nieznaczne ró�nice 
mo�na równie� zaobserwowa� w obszarze pokrytycznej pracy płyty.  
 

 
Tablica 6.13. Warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych pkrdyn  

i  parametru wyboczenia m płyt z rdzeniem lepkospr��ystym,  
�ciskanych na brzegu zewn�trznym 

G2 [MPa] /h2 [m] 
5 / 0,01 15,82 / 0,005 

m pkrdyn [MPa] m pkrdyn [MPa] 
3 35,60 4 52,64 
4 31,51 5 48,17 
5 27,78 6 45,56 
6 28,81 7 47,24 
7 29,37 8 49,47 
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Rys. 6.14. Porównanie charakterystyk ugi�� płyt z rdzeniem lepkospr��ystym i spr��ystym 
�ciskanych na brzegu zewn�trznym o deformacji okre�lonej liczb� fal: (a) m < 4, (b) m > 3 

ζζ ζζ 1
m

ax
 

ζζ ζζ 1
m

ax
 



 103 

(a) 

G2=15,82 MPa  h2=0,005 m

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2
t*

ξξ ξξ 1
m

ax

m=0
m=1
m=2
m=3
m=4
m=5
m=6
m=7
m=8

 
(b) 

G2=15,82 MPa h2=0,005  m

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5
t*

d
� 1

m
a

x 
/d

t* 

m=4

m=5
m=6

m=7

m=8

 
Rys. 6.15. Charakterystyki ugi�� (a) i pr�dko�ci ugi�� (b) płyt z rdzeniem  

lepkospr��ystym o module G2 = 15,82 MPa �ciskanych na zewn�trznym brzegu 
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Istotny wpływ warto�ci stałej lepko�ci η′ na wyniki ugi�� płyt z rdzeniem lepko-
spr��ystym wyst�puje dla znacznie mniejszych warto�ci stałej η′. Rysunki 6.16  
i 6.17 przedstawiaj� charakterystyki ugi�� płyt z rdzeniem lepkospr��ystym  
o parametrach G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m i G2 = 5 MPa, h2 = 0,01 m, obci��onych 
odpowiednio na brzegu wewn�trznym obci��eniem liniowo narastaj�cym z pr�d-
ko�ci� s, któr� okre�laj�: liczba K7 = 20 1/s i przyj�ta warto�� obci��enia kry-
tycznego pkr = 217,32 MPa oraz �ciskanych na brzegu zewn�trznym ci�nieniem  
o pr�dko�ci s wyra�onej przez: K7 = 20 1/s i pkr = 46,54 MPa. Na rysunku 6.17  
przedstawiono wyniki dla płyt o postaci wyboczenia okre�lonej liczb� m = 5 od-
powiadaj�c� minimalnym warto�ciom krytycznych obci��e� dynamicznych.  
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Rys. 6.16. Wpływ stałej lepko�ci η′ na charakterystyki ugi�� płyty obci��onej  

na brzegu wewn�trznym 

W obu przypadkach badanych płyt zaobserwowano skrócenie czasu krytycznego tkr 
do utraty stateczno�ci płyty wraz ze znacznym zmniejszeniem warto�ci liczby η′ 
stałej lepko�ci rdzenia do warto�ci rz�du η′ = 0,79 MPa⋅s dla płyty obci��onej na 
brzegu wewn�trznym i η′ = 0,213 MPa⋅s dla płyty �ciskanej na brzegu zewn�trznym 
(eta′xE-5 lub eta′xE-7 według oznacze� na rysunkach 6.16 i 6.17). Natomiast 
zwi�kszenie warto�ci liczby η′ nie zmienia ugi�� krytycznych i pokrytycznych 
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płyt, które praktycznie s� zgodne z wynikami oblicze� płyt z rdzeniem spr��ystym. 
Fakt ten potwierdza charakter zachowa� płyt, których materiał ma wła�ciwo�ci 
lepkospr��yste i odpowiada wspomnianym wcze�niej obserwacjom lepkospr��ys-
tych płyt jednorodnych lub z rdzeniem lepkospr��ystym, szczególnie je�li do opisu 
reologicznych wła�ciwo�ci materiału przyj�to dwuparametrowy model Maxwella.  
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Rys. 6.17. Wpływ stałej lepko�ci η′ na charakterystyki ugi�� płyty �ciskanej  

na brzegu zewn�trznym 
 

Posta� wyboczenia odpowiadaj�ca minimalnemu obci��eniu krytycznemu płyty 
�ciskanej na zewn�trznym brzegu, której materiał rdzenia ma mał� warto�� stałej 
lepko�ci η′ = 0,213 MPa⋅s, nie ulega zmianie. Podobnie jak w przypadku płyt 
pozostałych, których materiał rdzenia ma wy�sz� warto�� stałej η′, liczba fal wy-
boczenia dynamicznego wynosi m = 5. Dla m = 4 warto�� krytycznego obci��enia 
dynamicznego wynosi pkrdyn = 29,55 MPa, dla m = 6, pkrdyn  = 28,39 MPa, a dla  
m = 5, pkrdyn = 26,39 MPa. Warto�ci obci��e� pkrdyn dla płyt z rdzeniem lepkospr�-
�ystym s� mniejsze ni� dla płyt z rdzeniem spr��ystym (tablica 6.11, podrozdział 6.4 
pracy), lecz ró�nica nie jest du�a, w zakresie około 2 MPa. 
Nie zaobserwowano istotnych zmian warto�ci pkrdyn płyt z rdzeniem lepkospr��ystym 
w szerokim zakresie analizowanych zmian warto�ci stałej η′, od η′ = 0,79 MPa⋅s do 
η′ = 7,93⋅1012 MPa⋅s   lub   η′ = 0,213 MPa⋅s do η′ = 212,92⋅1012 MPa⋅s. 
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Poddanie płyty działaniu stałych obci��e� w czasie pokazuje wpływ reolo-
gicznych wła�ciwo�ci materiału rdzenia na wzrost ugi�� płyty. Obserwacji pokry-
tycznej odpowiedzi płyt z rdzeniem lepkospr��ystym na działanie stałego w czasie 
obci��enia poddano płyty �ciskane promieniowo na zewn�trznym lub wewn�trznym 
brzegu, porównuj�c wyniki z otrzymanymi dla płyt z rdzeniem spr��ystym.  
Przebieg obci��enia przyj�to według funkcji: 

                      
dla

dla
kr

krdyn kr

st             t n t
p( t )

n p t  n t

≤ ⋅��= � ⋅ > ⋅��
.                            (6.3) 

Płyty obrotowosymetryczne (m = 0) o parametrach G2 = 5 MPa, G2 = 15,82 MPa  
i h2 = 0,005 m, h2 = 0,02 m poddano działaniu stałego w czasie obci��enia na  
brzegu wewn�trznym o warto�ci wynikaj�cej z iloczynu liczby n = 1,1 i warto�ci 
obci��enia pkrdyn przedstawionego w tablicach 6.12 i 6.7 dla płyt z rdzeniem  
lepkospr��ystym i spr��ystym. Wyniki przedstawia rysunek 6.18.  
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Rys. 6.18. Charakterystyki ugi�� płyt z rdzeniem spr��ystym i lepkospr��ystym poddane 

działaniu stałego obci��enia na brzegu wewn�trznym 

Płyty, których posta� wyboczenia jest pofalowana, o parametrach G2 = 5 MPa,  
h2 = 0,01 m, m = 5 �ciskano na brzegu zewn�trznym obci��eniem o stałej warto�ci 
w czasie równej iloczynowi liczby n, n = 0,5, 0,8 (obci��enie przedkrytyczne), 
1,01, 1,1 i warto�ci obci��enia pkrdyn przedstawionego w tablicy 6.13 dla płyty  
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z rdzeniem lepkospr��ystym i w tablicy 6.11 dla płyty z rdzeniem spr��ystym.  
Wyniki oblicze� przedstawia rysunek 6.19. Dodatkowo na rysunku 6.19 przedsta-
wiono krzyw� 1max f ( t*)ς =  (pokazan� na rysunku 6.14b) dla liniowego wzrostu 
obci��enia p = st, zaznaczaj�c (wyró�niony punkt) moment utraty dynamicznej 
stateczno�ci płyty z rdzeniem lepkospr��ystym. 
Charakterystyki ugi�� płyt z rdzeniem spr��ystym i lepkospr��ystym w zakresie 
narastaj�cych liniowo obci��e� s� zgodne. Działanie obci��enia stałego w czasie, 
które wpływa na wyra�ny wzrost ugi�� płyt z rdzeniem lepkospr�zystym, ró�ni-
cuje zachowania obu płyt, ujawniaj�c lepkospr��yste wła�ciwo�ci materiału rdze-
nia. Wa�n�, praktyczn� obserwacj� jest wzrost ugi�cia płyty z rdzeniem lepko-
spr��ystym poddanej stałemu w czasie obci��eniu. W krótkim czasie (t = 1,5 s) 
działania obci��enia stałego w czasie, wzrost ugi�cia płyty z rdzeniem lepkospr�-
�ystym mo�e by� prawie dwukrotny. Przykładowe wyniki oblicze� przedstawione 
na rysunku 6.19 pokazuj�, �e wzrost ugi�� płyty z rdzeniem lepkospr��ystym 
nasila si� w obszarze jej pokrytycznej pracy. 
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Rys. 6.19. Charakterystyki ugi�� płyt z rdzeniem spr��ystym i lepkospr��ystym poddane 

działaniu stałego obci��enia na brzegu zewn�trznym 
 

Podsumowuj�c uzyskane wyniki i przedstawione spostrze�enia mo�na by 
stwierdzi�, �e obliczenia płyt z rdzeniem lepkospr��ystym mog� by� zast�pione 
obliczeniami podobnych płyt, lecz z rdzeniem spr��ystym. Rozwi�zanie byłoby 
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wówczas znacznie łatwiejsze. Zaobserwowana jednak, mo�e niewielka w krótkich 
czasach krytycznych obci��e� płyt, a w dłu�szych pokrytycznych ju� bardzo wy-
ra�na, wra�liwo�� struktury płyty o wła�ciwo�ciach reologicznych potwierdza 
zasadno�� ich uwzgl�dnienia w opisie zwi�zków fizycznych materiałów warstw 
(w analizowanym przypadku warstwy rdzenia) w praktycznych obliczeniach  
i prowadzenia bardziej zło�onego rozwi�zania z trudniejszym przebiegiem obli-
cze�. Stosunkowo niewielkie wydłu�enie czasu działania stałego obci��enia na 
badan� płyt� z rdzeniem lepkospr��ystym znacznie zmienia wyniki ko�cowe.  
Uwzgl�dnienie wpływu dodatkowych parametrów płyty wynikaj�cych z działania, 
np. czynników zewn�trznych (podwy�szona temperatura), których wyst�powanie 
w warunkach rzeczywistej pracy płyty jest nieuniknione, wymaga uzyskania mo�li-
wie najogólniejszego rozwi�zania problemu, w którym ka�dy przypadek badanej 
płyty jest oddzielnym, zło�onym zadaniem. 

6.6. Utrata stateczno�ci dynamicznej pier�cieniowej płyty  
       trójwarstwowej wra�liwej na niedokładno�ci kształtu 

Ogólna ocena stateczno�ci płyty pozbawiona analizy wra�liwo�ci jej stanu 
krytycznego na stopie� geometrycznej niedoskonało�ci jest ocen� niekompletn�, 
zwraca uwag� autor rozdziału „ Theory of Buckling and Post-Buckling Behavior 
of Elastic Structures”  B. Budiansky w pracy [5]. O bardzo du�ym wpływie małych 
niedokładno�ci kształtu badanego elementu (pr�ta, płyty, powłoki) na warto�ci obci�-
�e� krytycznych podkre�la, szeroko rozpatruj�c problem stateczno�ci elementów 
konstrukcyjnych wra�liwych na niedokładno�ci, R. Grybo� w pracy [26]. Autor pracy 
[26] zauwa�a, i� analiza warto�ci statycznych obci��e� krytycznych konstrukcji ide-
alnych wyznaczonych jako najmniejsza warto�� własna rozwi�zywanego problemu 
brzegowego (przedstawiono w punkcie 5.2.3. pracy), które s� tzw. obci��eniami bi-
furkacyjnymi, ma znaczenie teoretyczno-poznawcze. Rzeczywisty element konstruk-
cyjny traci stateczno�� przy obci��eniach znacznie mniejszych, a rzeczywista warto�� 
obci��enia krytycznego ma przypadkowy charakter, w ogromnej mierze zale�ny od 
stopnia i postaci niedokładno�ci kształtu elementu, których rozkład przestrzenny jest 
nieregularny i dla wi�kszo�ci przypadków trudny do opisania.  

Oceniaj�c wpływ niedokładno�ci kształtu badanej pier�cieniowej płyty trój-
warstwowej na warto�ci dynamicznych obci��e� i ugi�� krytycznych idealn� 
płask� powierzchni� płyty zniekształcono zast�puj�c j�, w przypadku analizy płyt 
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obci��onych na brzegu wewn�trznym, powierzchni� obrotowosymetryczn�  
o ró�nym stopniu ugi�cia wst�pnego. Natomiast w przypadkach bada� płyt �ci-
skanych na zewn�trznym brzegu, wst�pny, niedoskonały kształt płyty jest zło�eniem 
powierzchni pofalowanej obwodowo o liczbie fal m i powierzchni w ró�nym 
stopniu ugi�tej w formie obrotowosymetrycznej. 
W przedstawionym w pracy rozwi�zaniu (podrozdział 5.1 pracy) opis niedosko-
nałego kształtu płyty uzyskano poprzez wprowadzenie dwuczłonowego równania 

( ) ( ) ( ) ( )1 2o ,  cos mζ ρ θ ξ η ρ ξ η ρ θ= +  (5.2a), w którym liczby ξ1, ξ2 okre�laj� 
stopie� wst�pnego ugi�cia płyty. 

Wykresy przedstawione na rysunkach 6.20 i 6.21 pokazuj� charakterystyki 
ugi�� płyt z rdzeniem spr��ystym obci��one na brzegu wewn�trznym dla ró�nych 
warto�ci liczby ξ2 : ξ2 = 0,125, 1, 2 i stałej warto�ci liczby ξ1: ξ1 = 0 (brak udziału 
składowej obrotowosymetrycznej Xa(ρ) w równaniu (5.2a)). Badaniom poddane 
zostały płyty z rdzeniem o modułach: G2 = 5 MPa (rysunek 6.20) i G2 = 15,82 MPa 
(rysunek 6.21), o grubo�ciach rdzenia h2 = 0,005 i 0,02 m, �ciskane promieniowo 
jednostajnie, liniowo narastaj�cym ci�nieniem z pr�dko�ci� s (5.1) okre�lon� 
przez liczby K7 = 20 1/s i pkr = 217,32 MPa.  

W tablicy 6.14 przedstawione s� warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych 
pkrdyn (równie� dla warto�ci ξ2 = 0,25 i 0,5), warto�ci krytycznych obci��e� statycz-
nych (obci��e� bifurkacyjnych) płyt idealnych pkr i warto�ci współczynników dyna-
micznych Kd (wyznaczonych dla ξ2 = 2), które szczególnie dobrze obrazuj� analizo-
wane zjawisko wra�liwo�ci struktury płyt na niedokładno�ci kształtu pocz�tkowego. 
 

Tablica 6.14. Warto�ci obci��e� pkrdyn, pkr i współczynników Kd płyt o ró�nej  
warto�ci parametru ξ2 ugi�cia wst�pnego, obci��onych na brzegu wewn�trznym 

pkrdyn [MPa] G2 [MPa] /h2 [m] 
ξξξξ2 = 0,125 ξξξξ2 = 0,25 ξξξξ2 = 0,5 ξξξξ2 = 1 ξξξξ2 = 2 

pkr [MPa] Kd 

5 / 0,005 112,36 108,01 103,66 98,88 92,80 75,61 1,23 
5 / 0,02 174,51 169,73 164,52 159,30 154,95 150,29 1,03 

15,82 / 0,005 180,16 176,25 171,90 166,69 161,47 149,34 1,08 
15,82 / 0,02 359,24 355,33 350,98 346,64 343,15 338,94 1,01 

 

Przedstawione wyniki dotycz� płyt, których kształt ugi�cia wst�pnego i posta� 
wyboczenia s� obrotowosymetryczne (m = 0). Mo�na zauwa�y�, �e znaczne ugi�cie 
wst�pne ξ2 = 2 płyt istotnie zmniejsza warto�� krytycznego obci��enia dynamicznego 
pkrdyn. W porównaniu do płyt nieznacznie ugi�tych wst�pnie (ξ2 = 0,125) warto�� 
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obci��enia krytycznego pkrdyn płyt znacznie ugi�tych (ξ2 = 2) jest mniejsza o około 
20 MPa, a warto�� współczynnika dynamicznego Kd płyt z rdzeniem o wi�kszej 
sztywno�ci maleje do warto�ci bliskiej jeden. Ze wzrostem ξ2 ugi�cie krytyczne 
nieznacznie maleje i zanika b�d� maleje amplituda drga� wzbudzonych pokry-
tycznym obci��eniem płyt. 

Dodatkowym czynnikiem wpływaj�cym na warto�� krytycznego obci��enia 
dynamicznego płyt jest zmiana pr�dko�ci wzrostu obci��e� zewn�trznych. 
Zmniejszenie pr�dko�ci s obni�a warto�� pkrdyn, zmniejsza ugi�cie krytyczne wdkr  
i amplitud� drga� pokrytycznych. Wyniki przedstawia tablica 6.15 i rysunek 6.22.  
W tablicy 6.15 przedstawiono wyniki dynamicznych obci��e� krytycznych pkrdyn 
płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym z ró�n� intensywno�ci� działaj�cego 
obci��enia, które wyra�a liczba K7 (K7 = 10, 20, 40 1/s) opisuj�ca pr�dko�� s. 
Warto�ci współczynników Kd wyznaczono dla podanych w tablicy 6.15 najmniej-
szych warto�ci obci��e� dynamicznych, gdy ξ2 = 2 i K7 = 10 1/s. Zmniejszenie 
pr�dko�ci s (K7 = 10 1/s) liniowo narastaj�cego obci��enia działaj�cego na płyt� 
o znacznym ugi�ciu wst�pnym (ξ2 = 2), zmniejsza warto�� krytycznego obci��enia 
dynamicznego, nawet poni�ej warto�ci obci��enia bifurkacyjnego pkr. Współ-
czynnik dynamiczny Kd mo�e wówczas mie� warto�� mniejsz� od 1,0. 
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Rys. 6.20. Charakterystyki ugi�� płyt o module G2 = 5 MPa o ró�nej warto�ci parametru 

ξ2 (ksi) ugi�cia wst�pnego obci��one na brzegu wewn�trznym 
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Rys. 6.21. Charakterystyki ugi�� płyt o module G2 =  15,82 MPa o ró�nej warto�ci  

parametru ξ2 (ksi) ugi�cia wst�pnego obci��one na brzegu wewn�trznym 
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Rys. 6.22. Charakterystyki ugi�� płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym  

z ró�n� pr�dko�ci� s 
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Tablica 6.15. Wpływ pr�dko�ci s narastania obci��enia na warto�� krytycznych 
obci��e� dynamicznych pkrdyn i warto�� współczynnika dynamicznego Kd  

pkrdyn [MPa] 
ξξξξ2 = 1 ξξξξ2 = 2 G2 [MPa] /h2 [m] 

K7 = 40 1/s K7 = 20 1/s K7 = 10 1/s K7 = 10 1/s 
Kd 

5 / 0,005 118,01 98,88 87,15 82,36 1,09 
5 / 0,02 173,21 159,30 151,91 147,99 0,98 

15,82 / 0,005 183,64 166,69 157,12 152,78 1,02 
15,82 / 0,02 357,93 346,64 340,11 338,37 1,00 

 

Badanie wra�liwo�ci płyt na niedokładno�� ich wst�pnej geometrii, zwłaszcza 
w przypadku płyt �ciskanych na zewn�trznym brzegu, pozwala na ocen� zmian 
warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych i odpowiadaj�cych im postaci wy-
boczenia. Wprowadzenie zaburzenia kształtu w formie dodatkowej składowej 
obrotowosymetrycznej wyra�onej zale�no�ci� (5.2a) dla ξ1 ≠ 0 zmniejsza pewn� 
regularno�� wst�pnego ugi�cia płyty, któr� wyra�a liczba fal obwodowych m, 
przybli�aj�c j� do formy bli�szej postaciom rzeczywistym. Przykładowe warto�ci 
maksymalnego ugi�cia wst�pnego wo płyt poddanych analizie dla przyj�tych liczb 
ξ1 równych 0, 5, 10 i stałej warto�ci liczby ξ2 = 1, wynosz� odpowiednio: 1,52⋅10-4 m, 
9,15⋅10-4 m, 16,78⋅10-4 m. Rysunek 6.23 pokazuje przykładow� zmian� kształtu 
ugi�cia wst�pnego płyty z postaci regularnej okre�lonej liczb� m = 5 (rysunek 6.23a) 
w posta� zaburzon� dodatkow� form� obrotowosymetryczn� (rysunek 6.23b) 
wyznaczon� na podstawie zale�no�ci (5.2a) dla ξ1 = 5, ξ2 = 1 i m = 5. 

 
                 (a)                                                                      (b) 

     
Rys. 6.23. Posta� ugi�cia wst�pnego płyty: (a) wyra�ona liczb� fal m = 5,  

(b) b�d�ca zło�eniem formy obrotowosymetrycznej dla ξ1 = 5 i formy pofalowanej  
m = 5 dla ξ2 = 1 dla powi�kszonych 200 razy liczb ξ1, ξ2  
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Warto�ci krytyczne obci��e� dynamicznych pkrdyn płyt o pofalowanych  
obwodowo postaciach wyboczenia, �ciskanych na zewn�trznym obwodzie ze stał� 
pr�dko�ci� s, któr� okre�laj� liczby K7 = 20 1/s i pkr = 46,58 MPa, dla ró�nych 
liczb ξ1 = 0, 5, 10 i niezmiennej warto�ci liczby ξ2 = 1 przedstawia rysunek 6.24. 
Przykładowe charakterystyki płyty o parametrach G2 = 5 MPa i h2 = 0,005 m i postaci 
wst�pnego ugi�cia okre�lonej liczbami ξ1 = 5, ξ2 = 1 przedstawia rysunek 6.25.  

Wzrost obrotowosymetrycznego ugi�cia wst�pnego płyty wyra�onego warto�ci� 
liczby ξ1, ξ1 = 5 lub 10 znacznie zmniejsza warto�� krytycznego obci��enia dyna-
micznego płyt o obrotowosymetrycznej (m = 0) postaci wyboczenia. Dla tej postaci 
wyboczenia płyty istotnie zmienia si� tak�e przebieg charakterystyki ζ1max = t(t*) 
(rysunek 6.25). Minimalna warto�� krytycznego obci��enia dynamicznego nadal 
odpowiada pofalowanej obwodowo postaci wyboczenia płyty. Zmiany warto�ci 
krytycznych obci��e� dynamicznych pkrdyn badanych płyt o ró�nej liczbie fal wy-
boczenia m, przedstawione na rysunku 6.24, pokazuj� tak�e brak istotnych ró�nic 
warto�ci pkrdyn płyt o małej liczbie fal obwodowych wyboczenia m = 1, 2. Wi�k-
sze ró�nice warto�ci pkrdyn zaobserwowano dla płyt o wi�kszej liczbie fal m > 4,  
z wyra�n� tendencj� do wzrostu warto�ci pkrdyn dla płyt z ugi�ciem wst�pnym 
wyra�onym liczb� ξ1 = 10. W tym przypadku (ξ1 = 10) utrata stateczno�ci płyty  
z rdzeniem grubszym (h2 = 0,01 m) dla minimalnej warto�ci krytycznego obci�-
�enia dynamicznego mo�e mie� posta� o innej liczbie fal m ni� posta� wybocze-
nia (m = 5) płyt z mniejszym ugi�ciem wst�pnym ξ1 = 0 lub 5. 
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Rys. 6.24. Warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych pkrdyn płyt o ró�nej liczbie fal 

wyboczenia m i o zmiennej warto�ci liczby ξ1 (ksi1)  
 

Przedstawione wyniki wskazuj�, i� zaburzenie kształtu wst�pnej geometrii 
płyty dodatkowym ugi�ciem obrotowosymetrycznym nie zmienia wa�nego  
z praktycznego punktu widzenia wyniku ko�cowego. Nadal najmniejsze obci��enie 
krytyczne odpowiada płycie pofalowanej o zgodnej liczbie fal m odpowiadaj�cej 
postaci ugi�cia wst�pnego i krytycznego, tj. dla ξ1 = 0. 
Sformułowanie jednak ogólnych wniosków ko�cowych sugeruj�cych mo�liwo�� 
ograniczenia i zarazem uproszczenia obszaru bada� płyt do przypadków, gdy 
posta� wst�pnego ugi�cia jest o okre�lonej liczbie fal obwodowych, pozbawio-
nych dodatkowych zaburze� kształtu nie wydaje si� mo�liwe. Zasadna pozostaje 
nadal my�l o traktowaniu analizowanej płyty jako oddzielnego obiektu bada� 
opisanego w przestrzeni wła�ciwych parametrów. 
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Rys. 6.25. Charakterystyki ugi�� płyt o parametrach G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m,  

o postaci ugi�cia wst�pnego wyra�onego liczbami ξ1 = 5, ξ2 = 1, �ciskanych  
na obwodzie zewn�trznym  

 
Podobnie jak w przypadku analizy płyt obci��anych na obwodzie wewn�trznym 

zmniejszenie warto�ci krytycznego obci��enia dynamicznego spowodowane 
mniejsz� pr�dko�ci� narastania obci��enia i wi�ksz� warto�ci� liczby ξ2 ugi�cia 
wst�pnego obserwuje si� tak�e dla płyt �ciskanych na brzegu zewn�trznym.  
Zmiany warto�ci pkrdyn płyt o ró�nej liczbie fal obwodowych wyboczenia m,  
poddanych działaniu narastaj�cych z ró�n� pr�dko�ci� s (wyra�on� poprzez liczb� 
K7) obci��e� przedstawia rysunek 6.26. W przypadku płyt z cie�szym rdzeniem 
h2 = 0,005 m w całym zakresie badanych przypadków płyt (m = 0÷8 dla  
G2 = 5 MPa i G2 = 15,82 MPa) mniejsze warto�ci pkrdyn wyst�puj� dla płyt z wolno 
narastaj�cym obci��eniem (K7 = 10 1/s), których ugi�cie wst�pne jest du�e (ξ2 = 2). 
Obserwacji tej nie potwierdzaj� wyniki oblicze� płyt z rdzeniem grubszym  
h2 = 0,01 m o wi�kszej liczbie fal obwodowych wyboczenia (m > 4). Znaczny wzrost 
intensywno�ci działaj�cego obci��enia K7 = 40 1/s zmienia w przypadku tych 
płyt posta� wyboczenia dla minimalnej warto�ci pkrdyn z m = 5 dla K7 = 10 1/s na 
m = 6 fal obwodowych. Mimo �e ró�nica warto�ci pkrdyn jest minimalna (rz�du 
0,2 MPa), to w odró�nieniu od pozostałych badanych przypadków, dla których 
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warto�ci pkrdyn płyt o wi�kszej liczbie fal obwodowych wyboczenia (m > 4) s� 
porównywalne, w tym przypadku (G2 = 5 MPa, h2 = 0,01 m, K7 = 40 1/s) mini-
malna warto�� pkrdyn dla m = 6 istotnie wyró�nia si�.  
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Rys. 6.26. Wpływ intensywno�ci obci��enia dynamicznego na zmiany warto�ci pkrdyn płyt 
�ciskanych na brzegu zewn�trznym dla ró�nych liczb fal obwodowych wyboczenia m 

 
Wi�ksze wahania warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych wyst�puj�  
dla płyt, których posta� wyboczenia jest o mniejszej liczbie fal obwodowych m < 5  
i płyt o postaci m = 0. 

Zmiany współczynnika dynamicznego Kd wyznaczone dla płyt o ró�nej liczbie 
fal obwodowych wyboczenia m z wolno narastaj�cym obci��eniem K7 = 10 1/s, 
których ugi�cie wst�pne jest du�e (ξ2 = 2), przedstawia rysunek 6.27. Warto�� 
współczynnika dynamicznego Kd jest ilorazem krytycznego obci��enia dynamiczne-
go pkrdyn i minimalnej warto�ci krytycznego obci��enia statycznego pkr płyty  
o okre�lonych warto�ciach parametrów G2 i h2 (tablica 6.9, podrozdział 6.4 pracy). 

ξξξξ1 = 0 ξξξξ2 = 1 dla wszystkich płyt 
i ξξξξ1 = 0 ξξξξ2 = 2 dla płyt o liczbie K7=10 1/s 
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Najmniejsze warto�ci współczynnika Kd (Kd < 1) wyst�puj� dla płyt, których 
posta� wyboczenia jest o wi�kszej liczbie fal obwodowych (m > 4) oraz płyt  
o cie�szym rdzeniu h2 = 0,005 m lub o wi�kszej sztywno�ci materiału rdzenia, 
gdy G2 = 15,82 MPa. 
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Rys. 6.27. Zmiany warto�ci współczynnika dynamicznego Kd  płyt o ró�nej licznie fal 
obwodowych wyboczenia m, �ciskanych na brzegu zewn�trznym  

Mo�liwo�� wyst�pienia warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych pkrdyn 
mniejszych od krytycznych obci��e� statycznych pkr (dla Kd < 1) potwierdza  
konieczno�� prowadzenia wnikliwych bada� obliczeniowych analizowanych 
przypadków płyt wra�liwych na opisuj�ce je parametry: materiałowe, geome-
tryczne i obci��eniowe. Ocena wpływu intensywno�ci działaj�cych obci��e�  
potwierdza tak�e wcze�niejsze spostrze�enia wskazuj�ce na trudno�ci w formu-
łowaniu ogólnych prawidłowo�ci zachowa� płyt, zwłaszcza tych, których stopie� 
deformacji wst�pnej i krytycznej jest znaczny (dla m > 4). 

6.7. Stateczno�� statyczna płyt rozci�ganych promieniowo  
       na brzegu wewn�trznym, płyt ró�nie podpartych i płyt  
       o zmiennym ilorazie wewn�trznego do zewn�trznego promienia 

Dotychczasowa analiza warstwowych płyt pier�cieniowych wskazuje obci��enia 
bifurkacyjne jako wielko�ci dobrze identyfikuj�ce badane zjawisko utraty sta-
teczno�ci płyt. Warto�ci tych obci��e� w wi�kszo�ci badanych przypadków płyt 

współczynnik dynamiczny Kd 
K7=10 1/s   ξξξξ1 = 0  ξξξξ2=2 
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s� mniejsze od krytycznych obci��e� dynamicznych wyznaczonych dla liczb  
K7 = 20 1/s, ξ1 = 0, ξ2 = 1. Mo�na przyj��, i� w zakresie bada� podstawowych 
numerycznie prosta ocena warto�ci statycznych obci��e� krytycznych dostatecz-
nie informuje o stanie krytycznym płyt. Tak wi�c ograniczenie zakresu bada� 
jedynie do oceny warto�ci obci��e� bifurkacyjnych wyznaczonych w dodatko-
wych analizach uwzgl�dniaj�cych cechy pier�cieniowego kształtu badanej płyty 
ma praktyczne uzasadnienie.  

Znaczenie ma tutaj relacja wymiarów: wewn�trznego do zewn�trznego pro 

mienia płyty wyra�ona ilorazem 
zr
wr=ρ  oraz obserwacja rzadko  wyst�puj�cego 

w badaniach stateczno�ci elementów zjawiska, nazwanego  w  pracy [88]  „ wybo- 
czeniem przy rozci�ganiu”  (tension buckling). Zjawisko zachodzi wtedy, gdy 
płyta, równie� prostok�tna [88], jest obci��ona na brzegu wewn�trznym siłami 
skierowanymi do �rodka otworu. Zmiana zwrotu sił działaj�cych na brzeg we-
wn�trzny płyty pier�cieniowej na przeciwny zmienia charakter sił obci��aj�cych 
na siły promieniowo rozci�gaj�ce, których działanie dla okre�lonych warto�ci 
krytycznych równie� powoduje zmian� postaci ugi�cia badanej płyty. Kształt 
płyty po utracie stateczno�ci przyjmuje wtedy posta� obwodowych pofalowa�, 
dla m ≠ 0, Wyst�pienie postaci obrotowosymetrycznej (m = 0) nie jest obserwo-
wane i wr�cz niemo�liwe, jak zauwa�ono w pracy [25].  
Rysunek 6.28 przedstawia warto�ci obci��e� krytycznych pkr dla ró�nej liczby fal 
wyboczenia m płyt dwustronnie przesuwnie utwierdzonych (rodzaj podparcia UU) 
lub podpartych swobodnie (PP) o parametrach: G2 = 5 i 15,82 MPa, h2 = 0,005  
i 0,02 m. W ka�dym z analizowanych przypadków warto�ci obci��e� krytycznych 
znacznie wzrastaj� ze spadkiem liczby fal wyboczenia m, przyjmuj�c ju� dla liczby 
m = 3, 4 warto�ci bardzo du�e. Minimalne warto�ci obci��e� krytycznych pkr 
odpowiadaj� postaciom, dla których liczba fal wyboczenia m jest du�a. Liczba fal 
wzrasta ze wzrostem sztywno�ci płyty. Rz�d warto�ci tych obci��e� jest porów-
nywalny z warto�ciami krytycznych obci��e� �ciskaj�cych promieniowo brzeg 
wewn�trzny płyt, których utrata stateczno�ci ma jednak posta� obrotowosyme-
tryczn� (podrozdział 6.4 pracy – tablica 6.8 i rysunek 6.2).  
Zasadniczo ró�ny sposób podparcia brzegów płyty (utwierdzenie, podpory prze-
gubowe) praktycznie nie wpływa zarówno na warto�ci, jak i posta� krytycznej 
deformacji płyty. Jedynie dla przypadku płyty z mi�kkim rdzeniem o parametrach:  



 119 

G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m, posta� ta zmienia si� z m = 8 dla podparcia typu UU 
na m = 7 dla podpór PP (rys. 6.28). 
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Rys. 6.28. Statyczne obci��enia krytyczne pkr dla ró�nych postaci wyboczenia m płyt 

rozci�ganych promieniowo na wewn�trznym obwodzie okładzin 
 

Rozwi�zanie zagadnienia wyboczenia warstwowej, a tak�e jednorodnej płyty 
pier�cieniowej, dwustronnie utwierdzonej i podpartej przegubowo, przy działaniu 
rozci�gaj�cych sił na brzegu wewn�trznym przedstawiono w pracy [25]. Porów-
nano otrzymane dla ró�nych promieni rw i rz płyty warto�ci obci��e� krytycznych, 
wyznaczone dla ró�nej liczby fal obwodowych. Wyniki pokazuj� znacznie mniejsze 
ró�nice warto�ci obci��e� krytycznych pomi�dzy płytami warstwowymi a płytami 
jednorodnymi odpowiednio utwierdzonymi i podpartymi przegubowo na brzegach.  

Warto�ci obci��e� bifurkacyjnych płyt z ró�nymi podporami o du�ej liczbie 
fal wyboczenia, �ciskanych na zewn�trznym brzegu, równie� w małym stopniu 
zale�� od rodzaju podparcia. Wyniki dla płyt o dwóch ró�nych grubo�ciach rdzenia 
h2 = 0,005 i 0,02 m przedstawia rysunek 6.29.  
Warto�ci obci��e� krytycznych płyt, których wyboczenie ma posta� silnie pofa-
lowan�, o liczbie fal m nie mniejszej ni� ta, która odpowiada minimalnej warto�ci 
obci��enia krytycznego (tj. m = 5 lub m = 6 dla płyt o parametrach G2 = 5 MPa, 
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h2 = 0,005 m i m = 6 lub m = 7 dla płyt o parametrach G2 = 5 MPa, h2 = 0,02 m)  
i których układ podporowy to kombinacja podpór przesuwnych typu utwierdzenie 
U i podpora przegubowa P (UU, UP, PU, PP) s� bardzo zbli�one. 
 

h'=0,001 m G2=5 MPa

0

20

40

60

80

100

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10m

p
kr

 [
M

P
a]

UU h2=0,005 m
UP h2=0,005 m
PU h2=0,005 m
PP h2=0,005 m
SU h2=0,005 m
SP h2=0,005 m
UU h2=0,02 m
UP h2=0,02 m
PU h2=0,02 m
PP h2=0,02 m
SU h2=0,02 m
SP h2=0,02 m

Rys. 6.29. Wpływ rodzaju podpór na warto�ci obci��e� pkr dla ró�nych postaci wyboczenia 
płyty �ciskanej na zewn�trznym obwodzie 

 
Równie� podobna zgodno�� obci��e� krytycznych pkr wyst�puje dla płyt, których 
brzeg wewn�trzny jest swobodny S (SU, SP). Minimalna warto�� obci��e� krytycz-
nych pkr, jak i liczba m fal wyboczenia (m = 3 dla płyty G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m 
i m = 4 dla płyty G2 = 5 MPa, h2 = 0,02 m) płyt o podporach (SU, SP) jest 
wprawdzie istotnie mniejsza od warto�ci pkr płyt bez ko�ca swobodnego, to  
jednak w obszarze postaci wyboczenia silnie pofalowanych m > 7, 8 warto�ci 
obci��e� pkr wszystkich badanych płyt, a szczególnie płyt z cie�szym rdzeniem  
h2 = 0,005 m s� porównywalne. Cz��� szczegółowych wyników płyt podpartych 
na podporach typu UP, PP i SU przedstawia tablica 6.6 w podrozdziale 6.3 pracy.  
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Wyniki oblicze� przedstawione na rysunku 6.30 i w tablicy 6.3 (podrozdział 
6.3 pracy) płyt dowolnie podpartych i �ciskanych promieniowo na brzegu  
wewn�trznym potwierdzaj� spostrze�enia przedstawione w podrozdziale 6.4 pracy. 
Minimalna warto�� obci��enia krytycznego pkr odpowiada obrotowosymetrycznej 
postaci utraty stateczno�ci płyty. 
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Rys. 6.30. Wpływ układu podporowego i parametrów rdzenia płyty na zmiany statycznych 

obci��e� krytycznych pkr dla ró�nych postaci wyboczenia m płyt �ciskanych promieniowo 
na wewn�trznym obwodzie 

 

Teoretyczna mo�liwo�� wyboczenia płyt podpartych w dowolny sposób w formie 
obwodowo pofalowanej (m = 1, 2, 3) wyst�puje jednak dla obci��e� znacznie 
wy�szych od tych, które odpowiadaj� postaci obrotowosymetrycznej m = 0, War-
to�ci obci��e� bifurkacyjnych płyt o układzie podporowym odpowiednio UU  
i UP oraz PU i PP s� praktycznie zgodne. Istotnie mniejsze s� warto�ci minimalnych 
obci��e� płyt, których zewn�trzny brzeg jest swobodny, a wewn�trzny jest 
utwierdzony U lub podparty przegubowo P. Dla płyty przegubowo podpartej na 
brzegu wewn�trznym i o swobodnym brzegu zewn�trznym PS warto�� obci��enia 
bifurkacyjnego jest najmniejsza dla m = 0, 
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Wpływ  ilorazu  promieni  płyty (
zr
wr

w =ρ ) na  warto��  statycznych obci��e�  

krytycznych pkr przedstawiaj� rysunki 6.31, 6.32, 6.33, 6.34.  Rysunek 6.31   doty- 
czy przypadku płyty �ciskanej promieniowo na wewn�trznym brzegu, której utrata 
stateczno�ci ma posta� obrotowosymetryczn� (m = 0). Warto�ci obci��e� bifur-
kacyjnych rozpatrywanych płyt dwustronnie utwierdzonych przesuwnie UU, pod-
partych przegubowo PP lub z zewn�trznym brzegiem swobodnym US o parametrach 
rdzenia: G2 = 5 i 15,82 MPa, h2 = 0,005 i 0,02 m, wyst�puj� dla warto�ci ρw = 0,4 
lub 0,5. Sposób podparcia brzegów płyty ma du�y wpływ na warto�� obci��e� 
krytycznych. Najmniejsze warto�ci wyst�puj� dla płyt podpartych przegubowo. 
Zarówno zwi�kszanie, jak i zmniejszanie promienia wewn�trznego płyty zwi�ksza 
warto�� statycznych obci��e� krytycznych.  
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Rys. 6.31. Wpływ ilorazu promieni płyty �ciskanej promieniowo na wewn�trznym  

obwodzie na warto�� statycznych obci��e� krytycznych pkr 

Rysunki 6.32, 6.33, 6.34 przedstawiaj� zarówno zmiany warto�ci minimalnych 
obci��e� krytycznych pkr, jak i odpowiadaj�cych im postaci utraty stateczno�ci, 
(wyra�onych liczb� fal m) płyt �ciskanych na zewn�trznych brzegach.  
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Rys. 6.32. Wpływ ilorazu promieni płyty o parametrach G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m,  
�ciskanej na zewn�trznym obwodzie na warto�� statycznych obci��e� krytycznych pkr 

 

Warto�� ilorazu promieni płyty (
zr
wr

w =ρ ) ma du�y wpływ na posta� jej wybo-

czenia.  Liczba  fal  wyboczenia m  istotnie  zwi�ksza  si�  wraz  ze  wzrostem ρw. 
Zwi�kszanie promienia wewn�trznego płyty powoduje zmniejszanie warto�ci 
minimalnych obci��e� krytycznych pkr płyt z rdzeniem grubszym h2 = 0,02 m 
i o wi�kszej warto�ci modułu G2 = 15,82 MPa. W przypadku płyty z rdzeniem 
mi�kkim (G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m) tendencj� t� obserwuje si� dla płyty, której 
brzeg wewn�trzny jest swobodny SU. Dla płyt utwierdzonych dwustronnie lub 
podpartych przegubowo zmiany warto�ci obci��e� krytycznych s� niewielkie  
z tendencj� do zmniejszania si� pkr dla płyt podpartych typu PP i zwi�kszania si� 
pkr dla płyty utwierdzonej o szeroko�ci pier�cienia wyra�onej przez ρw = 0,7. 
Wpływ parametrów materiałowych i geometrycznych rdzenia płyty w przedsta-
wionej analizie ma du�e znaczenie.  
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Rys. 6.33. Wpływ ilorazu promieni płyty o parametrach G2 = 5 MPa, h2 = 0,02 m, �ciskanej  
na zewn�trznym obwodzie na warto�� statycznych obci��e� krytycznych pkr 
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Rys. 6.34. Wpływ ilorazu promieni płyty o parametrach G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m, 
�ciskanej na zewn�trznym obwodzie na warto�� statycznych obci��e� krytycznych pkr 
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Zwi�zanie rodzaju materiału i grubo�ci rdzenia płyty �ciskanej na zewn�trznym 
obwodzie z wymiarami promieni jej pier�cienia pokazuje mo�liwo�� wyst�pienia 
odmiennych zachowa� płyt z rdzeniem mi�kkim od zachowa� płyt pozostałych. 
Jest to równie� dobry przykład potwierdzaj�cy sygnalizowan� trudno�� w doko-
nywaniu uogólnionych ocen krytycznych zachowa� badanych płyt nawet wtedy, 
gdy zostan� one ograniczone jedynie do oceny jako�ciowej. Rozwi�zaniem jej 
jest szybka analiza numeryczna uwzgl�dniaj�ca wpływ wielu parametrów opisu-
j�cych struktur� badanej płyty, prowadz�ca do zarówno oceny jako�ciowej zjawiska, 
jak i szczegółowej, ilo�ciowej informuj�cej o mo�liwych warto�ciach obci��e� 
krytycznych. 
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7. Zastosowanie metody elementów sko�czonych 

Ocena warto�ci obci��e� bifurkacyjnych, dynamicznych obci��e� krytycznych  
i ugi�� maksymalnych dla okre�lonych postaci krytycznej deformacji płyt ma  
w analizie stanu krytycznego płyty znaczenie zasadnicze, lecz nie jest ocen� wy-
starczaj�c�. Utracie stateczno�ci płyt, która nast�puje dla wyznaczonych obci��e� 
krytycznych, towarzyszy zło�ony stan napr��e� przenoszonych przez poszczególne 
warstwy. Rz�d warto�ci napr��e� powstałych ju� w momencie utraty stateczno�ci 
płyty mo�e znacznie przekracza� warto�� odpowiadaj�c� minimalnemu obci��eniu 
krytycznemu. Analiza wytrzymało�ci badanej struktury płyty ma tutaj znaczenie 
podstawowe,  a zastosowanie kryterium wyt��eniowego obok kryterium utraty 
stateczno�ci jest bezwzgl�dnie konieczne w ocenie zdolno�ci u�ytkowej płyty 
jako elementu konstrukcyjnego.  

Przydatn� w rozwi�zaniu do�� zło�onego numerycznie zadania, jakim jest 
okre�lenie pełnego stanu napr��e� w warstwach płyty, jest metoda elementów 
sko�czonych. Jej wykorzystanie w ocenie stanu krytycznego trójwarstwowej pły-
ty pier�cieniowej umo�liwiło: 
− ocen� poprawno�ci wyników oblicze� płyt prowadzonych metod� ró�nic 

sko�czonych, 
− porównanie warto�ci statycznych i dynamicznych obci��e� krytycznych, i otrzy-

manych obrazów postaci  utraty stateczno�ci płyt z wynikami oblicze� metod� 
ró�nic sko�czonych, 

− potwierdzenie i uzupełnienie obserwacji zachowa� płyt z rdzeniem lepkospr�-
�ystym, i płyt wra�liwych na niedokładno�ci kształtu, 

− poznanie i ocen� warto�ci oraz rozkładu napr��e� zredukowanych w okładzinach 
i napr��e� stycznych w rdzeniu płyty, 

− oraz uzupełnienie przedstawionych analiz o dodatkow�, wa�n� praktycznie 
analiz� cz�sto�ci drga� własnych rozpatrywanej struktury płyty. 

Obliczenia metod� elementów sko�czonych prowadzono w Akademickim 
Centrum Komputerowym CYFRONET w Krakowie − numer grantu obliczeniowego 
(KBN/SGI_ORIGIN_2000/PŁódzka/030/1999). Zastosowano program ABAQUS. 
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7.1. Model obliczeniowy trójwarstwowej płyty pier�cieniowej 

Istot� budowy modelu płyty w metodzie elementów sko�czonych jest przyj�te 
zało�enie klasycznej teorii płyt warstwowych o podziale podstawowych napr��e� 
przenoszonych przez poszczególne warstwy płyty: normalnych przez jej okładziny 
i stycznych, wywołuj�cych odkształcenie postaciowe, przez rdze�. Na tej podstawie 
autorzy prac [36] i [38] sugeruj� konieczno�� zastosowania ró�nych rodzajów 
elementów sko�czonych w budowie modelu takiej struktury warstwowej: elementów 
powłokowych w siatce okładzin płyty i bryłowych w modelu jej rdzenia.  

W podj�tych analizach wykorzystano dwa modele: 
− podstawowy w postaci pełnego modelu płyty kołowosymetrycznej – rysunek 7.1 

(zwany dalej modelem podstawowym), 
− uproszczony zbudowany z elementów obrotowosymetrycznych – rysunek 7.2 

(zwany dalej modelem uproszczonym). 
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W budowie modelu podstawowego płyty wykorzystano 3D elementy powło-
kowe 9-w�złowe i bryłowe elementy 27-w�złowe. Natomiast siatka MES modelu 
uproszczonego jest zbudowana z obrotowosymetrycznych elementów powłoko-
wych 3-w�złowych i bryłowych 8-w�złowych. Liczba elementów sko�czonych 
modelu podstawowego wynosi 3042, z czego 810 (3x270) to elementy tworz�ce 
siatk� modelu, a pozostałe to elementy kontaktowe generowane przez program. 
Całkowita liczba zmiennych wynosi 30348. Natomiast liczba elementów modelu 
uproszczonego wynosi 212, z czego 90 (3x30) to elementy tworz�ce siatk� mode-
lu. Całkowita liczba zmiennych wynosi 916. Wewn�trzne powierzchnie siatki 
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elementów okładzin z zewn�trznymi powierzchniami rdzenia zwi�zano po-
wierzchniowymi oddziaływaniami kontaktowymi. Zastosowano opcj� TIED  
programu ABAQUS zapewniaj�c� dokładny kontakt zwi�zanych powierzchni. 
Zewn�trznemu i wewn�trznemu brzegowi płyty zadano warunki podparcia  
z ograniczeniem mo�liwo�ci promieniowego przemieszczenia wzgl�dnego ze-
wn�trznych warstw płyty w jej utwierdzonych przesuwnie brzegach. Schematy 
obci��e� płyty pier�cieniowej na wewn�trznym i zewn�trznym brzegu jej okła-
dzin przedstawia rysunek 7.3. Wymiary promieni pier�cienia modelu płyty wynosz�: 
rw = 0,2 m i rz = 0,5 m. 
 

(a)                                                                                                (b) 

                          

Rys. 7.3. Schemat obci��enia brzegu wewn�trznego (a) i zewn�trznego (b) modelu płyty 
 
Model obliczeniowy płyty zbudowany z elementów obrotowosymetrycznych 
(model uproszczony) pozwala na szybk� analiz� głównie zagadnie� dynamicz-
nych, w których badana jest obrotowosymetryczna posta� deformacji krytycznej 
płyty. Dotyczy to przypadków płyt obci��onych (�ciskanych promieniowo) na 
wewn�trznym brzegu.  

W opisie spr��ystych wła�ciwo�ci materiału pianki poliuretanowej rdzenia 
płyty wykorzystano stałe E2, G2, ν2 opisane w podrozdziale 6.1 pracy. Natomiast 
lepkospr��yste wła�ciwo�ci materiału rdzenia przybli�ono szeregiem Prony okre-
�laj�cym moduł relaksacji w opisie prawa zmiany postaci [28], [29]: 
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�                          (7.1) 

gdzie: qi
p, τi

G – stałe materiałowe, 
                 Go – moduł spr��ysto�ci postaciowej G2, Go = G2. 
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W obliczeniach przyj�to jeden wyraz szeregu: 

                              1
11 1
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R o

G
G ( t ) G q ( e ) .
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= − −
 


� �
                                (7.2) 

Warto�ci stałych q1
p, τ1

G dla modelu standardowego wyznaczono z zale�no�ci: 
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Obliczone dla danych przedstawionych w podrozdziałach 6.1 i 6.5 pracy warto�ci 
q1

p i τ1
G wynosz� odpowiednio: 

− q1
p = 0,615,      τ1

G  = 26,19⋅104 s      dla pianki o module G2  =  5 MPa, 
− q1

p = 0,185,      τ1
G  = 928,46 s          dla pianki o module G2  =  15,82 MPa. 

Obliczenia metod� elementów sko�czonych prowadzone w systemie ABAQUS 
wykorzystuj� podstawowe procedury programu typu: BUCKLE, DYNAMIC, 
FREQUENCY w podj�tych analizach statycznej, dynamicznej i modalnej. Programy 
numeryczne budowane pod k�tem wyznaczonych bada� maj� prost�, jednoetapo-
w� struktur�. Geometri� okre�laj�c� wymiary ugi�� pocz�tkowych analizowanych 
płyt w zagadnieniu dynamicznym modelowano w osobnych podprogramach  
wywoływanych w programie głównym. 

7.2. Obci��enia krytyczne i postacie utraty stateczno�ci modeli MES płyt 

Postacie utraty stateczno�ci modelu podstawowego płyty obci��onej na brzegu 
wewn�trznym okładzin, odpowiadaj�ce kolejnym warto�ciom statycznych obci��e� 
krytycznych, przedstawia tablica 7.1. 
Najmniejsza warto�� obci��enia krytycznego odpowiada obrotowosymetrycznej 
postaci wyboczenia płyty (m = 0), co potwierdza wyniki oblicze� płyt otrzymane 
metod� ró�nic sko�czonych (MRS), przedstawione w podrozdziale 6.4 pracy.  
Wła�nie to charakterystyczne zachowanie płyt obci��onych na wewn�trznym 
brzegu pozwala na zastosowanie znacznie prostszego w budowie i ułatwiaj�cego 
obliczenia numeryczne oraz analiz� wyników, modelu zbudowanego wył�cznie  
z elementów obrotowosymetrycznych. Porównanie warto�ci obci��e� krytycznych 
płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym wyznaczonych dla dwóch modeli 
MES, tj. modelu podstawowego i modelu uproszczonego, z wynikami otrzyma-
nymi przy zastosowaniu MRS przedstawia tablica 7.2. 
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Tablica 7.1. Krytyczne obci��enia statyczne pkr i parametr postaci wyboczenia m 
płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym o grubo�ci okładzin h′ = 0,001 m 

G2 [MPa] /h2 [m] pkr [MPa] 
m 

64,08 

m = 0 

75,75 

m = 1 

107,04 

m = 0 n = 1 5 / 0,005 
109,89 

m = 2 

113,95 

m = 1    n = 1 

141,35 

m = 2    n = 1 
143,76 
m = 0 

161,05 
m = 1 

203,99 
m = 2 5 / 0,02 

205,25 
m = 0    n = 1 

216,48 
m = 1    n = 1 

251,97 
m = 2    n = 1 

120,30 
m = 0 

136,10 
m = 1 

178,04 
m = 0    n = 1 15,82 / 0,005 

178,90 
m = 2 

188,18 
m = 1    n = 1 

222,86 
m = 2    n = 1 

n – liczba fal w kierunku promieniowym płyty 
 

Tablica 7.2. Krytyczne obci��enia statyczne płyt obci��onych  
na brzegu wewn�trznym 

pkr [MPa] 
G2[MPa]/h2[m]/h′′′′[m] model  

podstawowy 
model  

uproszczony 
MRS 

5,0/0,005/0,0005 57,84 57,48 64,12 
5,0/0,005/0,001 64,08 64,00 75,61 
5,0/0,02/0,0005 170,50 168,32 165,51 
5,0/0,02/0,001 143,77 143,20 150,29 

15,82/0,005/0,0005 137,93 136,49 149,91 
15,82/0,005/0,001 120,30 119,92 149,34 
15,82/0,02/0,0005 449,24 434,56 437,54 
15,82/0,02/0,001 326,41 324,01 338,94 
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Du�a zgodno�� warto�ci obci��e� krytycznych pkr obu modeli MES płyt wskazuje 
na poprawno�� ich modelowania, która zapewnia porównywalno�� wyników  
oblicze� płyt o obrotowosymetrycznej postaci wyboczenia (m = 0). 

Przedstawiona na przykładowym wykresie – rysunek 7.4 – pełna zbie�no�� 
warto�ci obci��enia krytycznego pkr modelu uproszczonego płyty o parametrach 
G2 = 5 MPa, h2 = 0,02 m i h′ = 0,001 m wyst�puje dla siatki modelu zło�onego  
z 30 elementów obrotowosymetrycznych. 
 

140

145

150

155

160

165

170

175

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
liczba elementów sko�czonych

p kr
 [M

P
a]

 
Rys. 7.4. Zale�no�� obci��e� krytycznych modelu płyty o parametrach G2 = 5 MPa,  

h2 = 0,02 m od liczby elementów sko�czonych 

Szczególnie dobra zgodno�� (bł�d wzgl�dny jest mniejszy od 3%) wyników 
oblicze� MRS z otrzymanymi dla modelu MES wyst�puje dla płyt z grubszym 
rdzeniem (h2 = 0,02 m) i cie�szymi okładzinami (h′ = 0,0005 m). W pozostałych 
przypadkach płyt, lepsz� zgodno�� wyników (bł�d nie przekracza 5%) obserwuje 
si� równie� dla płyt z grubszym rdzeniem (h2 = 0,02 m). 

Porównywalno�� warto�ci obci��e�, wyznaczonych metodami: MRS i MES, 
wyst�puje równie� dla postaci utraty stateczno�ci płyt, charakteryzuj�cych si� 
wyst�powaniem pofalowania w kierunku promieniowym płyty.  

Postacie utraty stateczno�ci płyt, dla których warto�� obci��enia krytycznego 
jest najmniejsza, to formy obrotowosymetryczne (m = 0) lub pofalowane obwo-
dowo (m ≠ 0), ugi�te w kierunku promieniowym w postaci zbli�onej do półfali 
dla płyt, których brzegi s� podparte. Wy�szym postaciom modalnym towarzyszy 
pofalowanie promieniowe. Warto�ci obci��e� krytycznych odpowiadaj�cych 
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tym postaciom wyznaczaj� w obliczeniach prowadzonych metod� ró�nic sko�czo-
nych wy�sze warto�ci własne rozwi�zywanego, dla danego przypadku płyty, zagad-
nienia warto�ci własnych (równanie (5.74) w podrozdziale 5.2.3 pracy).  

Nawi�zuj�c do wyników przedstawionych w tablicy 7.1, warto�ci obci��e� 
wyznaczonych za pomoc� metody ró�nic sko�czonych (MRS) przedstawionych 
przypadków płyt z pofalowaniem promieniowym n = 1 s� nast�puj�ce: 
− płyta o parametrach: G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m: 

postaci m = 0    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 115,35 MPa, 
postaci m = 1    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 122,31 MPa, 
postaci m = 2    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 146,50 MPa, 

− płyta o parametrach: G2 = 5 MPa, h2 = 0,02 m: 
postaci m = 0    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 199,93 MPa, 
postaci m = 1    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 209,00 MPa, 
postaci m = 2    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 234,47 MPa, 

− płyta o parametrach: G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m: 
postaci m = 0    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 200,52 MPa, 
postaci m = 1    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 209,60 MPa, 
postaci m = 2    n = 1 odpowiada warto�� pkr = 236,36 MPa. 

Obserwacja wyników otrzymanych zastosowanymi metodami oblicze� MRS  
i MES, która wprawdzie nie ma istotnego znaczenia praktycznego, lecz zwraca 
uwag� na pewn� wra�liwo�� obu modeli MRS i MES płyt, dotyczy analizy kolej-
no�ci wyst�powania postaci utarty stateczno�ci modeli płyt dla wy�szych warto�ci 
obci��e�. Analiza modelu MRS płyty, z uwzgl�dnieniem wyników przedstawionych 
w tablicy 7.2, pokazuje niezmienn� dla trzech badanych przypadków płyt kolejno�� 
wyst�powania postaci modalnych: m = 0, m = 1, m = 0    n = 1, m = 1    n = 1, m = 2, 
m = 2    n = 1. W przypadku modelu MES mo�na zaobserwowa� zmian� kolejno-
�ci postaci: m = 1    n = 1, m = 2 dla płyt z cie�szym rdzeniem (h2 = 0,005 m)  
i „ przeskok”  postaci m = 2 przed postacie wyboczenia o liczbie n = 1 dla płyty  
o wy�szej sztywno�ci (h2 = 0,02 m). 

Porównanie warto�ci obci��e� krytycznych i postaci wyboczenia statycznego 
wyznaczonych metod� elementów sko�czonych i metod� ró�nic sko�czonych dla 
płyt �ciskanych na zewn�trznym obwodzie przedstawia tablica 7.3. Obliczenia 
MES wymagaj� zastosowania modelu podstawowego płyty, który ma swobod� 
deformacji zarówno w kierunku obwodowym, jak i promieniowym. 
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Tablica 7.3. Krytyczne obci��enia statyczne i odpowiadaj�ca im warto��  
parametru m postaci wyboczenia płyt �ciskanych na zewn�trznym obwodzie 

MES  MRS G2[MPa]/h2[m]/h′′′′[m] pkr [MPa]     m pkr [MPa]     m 
5,0/0,005/0,0005 19,16 7 22,32 8 
5,0/0,005/0,001 16,48 5 20,34 6 
5,0/0,01/0,0005 35,53 9 38,50 9 
5,0/0,01/0,001 25,85 6 29,24 6 

5,0/0,02/0,0005 66,54 9 69,43 12 
5,0/0,02/0,001 43,71 7 46,74 7 

15,82/0,005/0,0005 52,03 9 61,45 9 
15,82/0,005/0,001 35,04 6 46,34 6 
15,82/0,01/0,0005 101,72 10 109,69 13 
15,82/0,01/0,001 62,91 7 73,18 8 

15,82/0,02/0,0005 193,15 12 200,55 18 
15,82/0,02/0,001 115,10 9 124,88 9 

 
Przykładowe postacie wyboczenia płyt przedstawia rysunek 7.5 
 

 
                       m = 5                                               m = 9                                            m = 12 

Rys. 7.5. Postacie wyboczenia płyt �ciskanych na zewn�trznym obwodzie 

Rysunek 7.6 przedstawia warto�ci statycznych obci��e� krytycznych modeli MES 
płyt dla ró�nych postaci utraty stateczno�ci. 

Wyniki oblicze� z wykorzystaniem metody elementów sko�czonych odpo-
wiadaj� wynikom płyt rozwi�zanych metod� ró�nic sko�czonych. Posta� utraty 
stateczno�ci płyty dla najmniejszej warto�ci jej obci��enia krytycznego jest  
powierzchni� silnie pofalowan� obwodowo, a warto�� obci��enia krytycznego 
jest znacznie mniejsza od warto�ci odpowiadaj�cej obrotowosymetrycznej postaci 
wyboczenia płyty. Ró�nice warto�ci obci��e� pkr płyt o postaciach wybczenia 
silnie pofalowanych (m > 4) s� istotnie mniejsze w porównaniu z płytami  
o mniejszej liczbie fal wyboczenia m. Mo�na by wi�c uzna� pewien przedział 
liczb m – postaci krytycznych – mo�liwych do wyst�pienia przy wyboczeniu płyt dla 
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najmniejszych warto�ci obci��e� krytycznych. Odpowiednie liczby przedstawia ta-
blica 7.4. Zbie�ne warto�ci obci��e� krytycznych pkr wyznaczone metodami elemen-
tów sko�czonych i ró�nic sko�czonych (tablice 7.3, 7.4) wyst�puj� zwłaszcza dla płyt 
z grubszym rdzeniem (h2 = 0,02 m) i płyt z cie�szymi okładzinami (h′ = 0,0005 m).  
Dla tych płyt wspomniany przedział mo�liwych do wyst�pienia postaci wyboczenia 
szczególnie si� wyró�nia. 
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Rys. 7.6. Krytyczne obci��enia statyczne modeli MES płyt dla ró�nych warto�ci  

parametru m postaci wyboczenia  
 

Tablica 7.4. Zakresy warto�ci obci��e� krytycznych pkr i postaci wyboczenia płyt 
�ciskanych na zewn�trznym obwodzie 

MES  MRS G2[MPa]/h2[m]/h′′′′[m] pkr [MPa]      m pkr [MPa]      m 
5,0/0,005/0,0005 19,39-19,16-19,55 6-7-9 22,78-22,32-22,72 6-8-10 
5,0/0,005/0,001 17,02-16,48-16,75 4-5-6 20,35-20,34-20,94 5-6-7 
5,0/0,02/0,0005 66,54-67,02 9-11 70,38-69,43- 70,47 9-12-15 
5,0/0,02/0,001 43,80-43,71-44,61 6-7-8 47,11-46,74-47,16 6-7-8 

15,82/0,005/0,0005 52,93-52,03 6-9 61,98-61,45-61,78 7-9-11 

15,82/0,02/0,0005 196,96-193,15-
193,59 

10-12-13 201,30-200,55-
201,76 15-18-21 
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Dynamiczn� odpowied� modelu płyty na działanie liniowo narastaj�cego  
w czasie obci��enia oceniono, analizuj�c warto�ci krytycznych obci��e� dyna-
micznych wraz z odpowiadaj�cymi im warto�ciami parametru m postaci wyboczenia 
i ugi�ciami krytycznymi. W tej analizie model płyty ma ugi�cie wst�pne, którego 
kształt i wielko�� okre�laj� liczby ξ1, ξ2, przedstawione w podrozdziale 6.6 pracy 
dla płyt analizowanych metod� ró�nic sko�czonych. Modele MES płyty s� obci�-
�ane tak� sam� warto�ci� pr�dko�ci narastaj�cego obci��enia działaj�cego na 
brzeg ich okładzin, jaka została przyj�ta w obliczeniach metod� ró�nic sko�czonych 
(podrozdział 6.4 pracy). Zmian� intensywno�ci wzrostu obci��enia wyra�ono 
warto�ci� współczynnika K7. Warto�ci obci��e� krytycznych i maksymalnych 
ugi�� dynamicznych płyt z obrotowosymetrycznym ugi�ciem wst�pnym okre�lonym 
liczbami ξ1 = 0 i ξ2 = 0,125, 1, 2, które na brzegu wewn�trznym poddano obci��eniu 
(�ciskaniu promieniowemu) narastaj�cemu z ró�nymi pr�dko�ciami s wyra�onymi 
przez przyj�cie K7 = 10, 20 1/s i pkr = 217,32 MPa, przedstawia tablica 7.5. 
 

Tablica 7.5. Krytyczne obci��enia pkrdyn i ugi�cia dynamiczne wdkr modeli płyt 
obci��onych na brzegu wewn�trznym 

pkrdyn [MPa] 
wdkr [m] 

K7 = 20 1/s K7 = 10 1/s K7 = 10 1/s 
model 

podsta-
wowy  

model uproszczony 
model 

podsta-
wowy 

model uproszczony MRS 

ξξξξ2 ξξξξ2 G
2 [

M
Pa

]/h
2 
[m

] 

ξξξξ2 = 1 
0,125 1 2 

ξξξξ2 = 1 
0,125 1 2 

Kd 

ξξξξ2 = 2 

Kd 

5 
/0

,0
05

 

86,92 
 

4,15⋅10-3 

104,32 
 

4,60⋅10-3 

86,93 
 

3,28⋅10-3 

82,58 
 

3,46⋅10-3 

73,88 
 

3,22⋅10-3 

86,93 
 

3,33⋅10-3 

76,07 
 

2,88⋅10-3 

71,72 
 

2,70⋅10-3 
1,12 

82,36 
 

2,90⋅10-3 
1,09 

5 
/ 0

,0
2 149,94 

 
3,06⋅10-3 

165,17 
 

3,06⋅10-3 

147,78 
 

2,94⋅10-3 

143,43 
 

3,24⋅10-3 

143,42 
 

2,56⋅10-3 

156,48 
 

3,12⋅10-3 

143,44 
 

2,66⋅10-3 

141,26 
 

3,08⋅10-3 
0,99 

147,99 
 

3,29⋅10-3 
0,98 

15
,8

2 
/0

,0
05

 

136,90 
 

3,54⋅10-3 

152,13 
 

3,79⋅10-3 

139,09 
 

3,67⋅10-3 

130,40 
 

3,04⋅10-3 

126,03 
 

2,66⋅10-3 

139,09 
 

3,38⋅10-3 

128,23 
 

2,78⋅10-3 

123,88 
 

2,67⋅10-3 
1,03 

152,78 
 

2,95⋅10-3 
1,02 

 
Tablica 7.5 przedstawia wyniki oblicze� dla uproszczonego modelu płyty dla 

trzech przypadków ró�nych ugi�� wst�pnych oraz wyniki oblicze� dla modelu 
podstawowego z ugi�ciem wst�pnym o warto�ci ξ2 = 1, a tak�e wyznaczone dla 
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minimalnych obci��e� pkrdyn (liczby wyró�nione w tablicy 7.5) warto�ci współczynni-
ka dynamicznego Kd. Grubo�� okładzin badanych modeli płyt wynosi h′ = 0,001 m. 
Zgodnie z przyj�tym kryterium dynamicznej utraty stateczno�ci płyty, warto�� 
krytycznego obci��enia dynamicznego wyznaczono odczytuj�c z wykresu przed-
stawiaj�cego charakterystyk� wd,t = g(t), zmian pr�dko�ci narastania maksymalnego 
ugi�cia płyty w czasie, warto�� czasu krytycznego tkr, który odpowiada pierwszemu 
maksimum na wykresie wd,t = g(t). Dla tak wyznaczonego czasu krytycznego tkr 
okre�lono maksymalne ugi�cie krytyczne wdkr, korzystaj�c z warstwicowego wy-
kresu ugi�� płyty. Przed i pokrytyczn� charakterystyk� zmian maksymalnego 
ugi�cia płyty w czasie jej obci��ania obrazuj� odpowiednie wykresy wd = f(t). 
Przykładowe wykresy wd = f(t), wd,t = g(t) i wybrane wykresy warstwicowe ugi�� 
krytycznych wyznaczone dla obu modeli płyt przedstawiaj� odpowiednie rysunki 
7.7 i 7.8. Porównanie warto�ci obci��e� i ugi�� krytycznych (tablica 7.5) oraz 
charakterystyk wd = f(t), wd,t = g(t) na wykresach 7.7b, 7.8a obu modeli płyty dla 
warto�ci ξ2 = 1 pokazuj� dobr� ich zgodno��. Analiza postaci utraty dynamicznej 
stateczno�ci analizowanej płyty dwustronnie utwierdzonej, obci��onej na brzegu 
wewn�trznym, potwierdza wyniki otrzymane metod� ró�nic sko�czonych (pod-
rozdział 6.4 pracy). Odpowiedzi� dynamiczn� jest obrotowosymetryczna posta� 
wyboczenia płyty. Postacie pofalowane obwodowo w takim przypadku nie s� 
obserwowane. Posta� wyboczenia dla obu modeli płyty przedstawia rysunek 7.9. 
Płyty o wi�kszym ugi�ciu wst�pnym (ξ2 = 2), obci��ane z mniejsz� pr�dko�ci� s  
(K7 = 10 1/s), trac� stateczno�� szybciej, przy mniejszych warto�ciach obci��e� i przy 
mniejszych ugi�ciach. W obszarze pokrytycznym nie wyst�puj� lub maj� istotnie 
mniejsz� amplitud� drgania wzbudzane narastaj�cym obci��eniem (porównanie wykre-
sów na rysunku 7.8 (b) i (c)). Ró�nice warto�ci obci��e� pkrdyn płyt ugi�tych wst�pnie  
w ró�nym stopniu (ξ2 = 0,125 i 2) s� znaczne, rz�du kilkunastu MPa.  

Przedstawione obserwacje, porównywalno�� warto�ci pkrdyn i wdkr (tablice 7.5, 
6.15, 6.14 i 6.7) i bardzo dobra zgodno�� liczb współczynnika dynamicznego Kd 
wyznaczonego dla płyt rozwi�zanych obu metodami: MES i MRS (tablice 7.5  
i 6.15), potwierdzaj� opisane w podrozdziałach 6.4 i 6.6 pracy zachowania płyt 
obci��onych na brzegu wewn�trznym, których ugi�cie pocz�tkowe i zmiana in-
tensywno�ci narastaj�cego obci��enia s� ró�ne. 
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Rys. 7.7. Wyniki oblicze� dla modelu podstawowego: (a) G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m,  

K7 = 20 1/s, ξ2 = 1, (b) G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m, K7 = 20 1/s, ξ2 = 1,  
(c) G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m, K7 = 10 1/s, ξ2 = 1 

(c) 

(b) 

(a) 



 138 

 
Rys. 7.8. Wyniki oblicze� modelu uproszczonego: (a) G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m,  

K7 = 20 1/s, ξ2 = 1, (b) G2 = 5 MPa, h2 = 0,02 m, K7 = 10 1/s, ξ2 = 0,125, (c) G2 = 5 MPa, 
h2 = 0,02 m, K7 = 10 1/s, ξ2 = 2 

(c) 

(b) 

(a) 
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                                 (a)                                                          (b) 

                    
Rys. 7.9. Obrotowosymetryczna posta� utraty stateczno�ci podstawowego  

modelu płyty (a) i modelu uproszczonego (b) 

 
Wyniki oblicze� płyt �ciskanych na zewn�trznym brzegu ich okładzin przed-

stawia wykres zmian krytycznych napr��e� dynamicznych pkrdyn dla płyt o ró�nej 
warto�ci parametru wyboczenia m (rysunek 7.10). W tablicy 7.6 zestawiono warto�ci 
obliczonego współczynnika dynamicznego Kd. 
 

10

20

30

40

50

60

70

80

0 1 2 3 4 5 6 7 8m

p k
rd

yn
 [M

P
a]

MRS G2=5 MPa h2=0,005 m
MES G2=5 MPa h2=0,005 m
MRS G2=5 MPa h2=0,01 m
MES G2=5 MPa h2=0,01 m
MRS G2=15,82 MPa h2=0,005 m
MES G2=15,82 MPa h2=0,005 m

 
Rys. 7.10. Warto�ci obci��e� dynamicznych pkrdyn dla ró�nych liczb m fal obwodowych 

wyboczenia modeli MES i MRS płyt 
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Tablica 7.6. Warto�ci współczynnika dynamicznego Kd płyt �ciskanych  
na zewn�trznym obwodzie dla ró�nych warto�ci parametru m 

Kd 
G2 [MPa] / h2 [m] m 

5 / 0,005 15,82 / 0,005 5 / 0,01 
3 1,44 1,31 1,24 
4 1,19 1,08 1,08 
5 1,10 1,04 1,03 
6 1,10 1,01 0,92 
7 1,10 1,11 1,08 
8 1,10 1,20 1,03 

 

Badaniom poddano płyty o nast�puj�cych parametrach: G2 = 5 i 15,82 MPa,  
h2 = 0,005 i 0,01 m, h′ = 0,001 m. Pr�dko�ci narastania obci��enia s okre�laj�, 
podobnie jak w analizie przedstawionej w podrozdziale 6.4 pracy, liczby K7 i pkr. 
Płyty posiadaj� wst�pne ugi�cie, którego kształt odpowiada przewidywanej  
w odpowiedzi dynamicznej układu postaci wyboczenia, wyra�onej liczb� m. 
Przedstawione na rysunku 7.10 wyniki oblicze� dla płyt o parametrach: G2 = 5 MPa, 
h2 = 0,01 m i G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m s� ograniczone do wyników dla płyt, 
których utrata stateczno�ci ma posta� wielu (m > 2) fal obwodowych. Charaktery-
styka pr�dko�ci ugi�� wd,t = g(t) tych płyt umo�liwia jednoznaczny odczyt warto-
�ci czasu krytycznego tkr, okre�laj�cego krytyczne obci��enie dynamiczne pkrdyn 
płyt, dla postaci wyboczenia, której kształt odpowiada postaci ugi�cia wst�pnego. 
Natomiast w przypadku płyt, dla których przewidywan� postaci� dynamicznej 
odpowiedzi mo�e by� ugi�cie o liczbie fal obwodowych m = 0, 1, 2, natrafiano na 
trudno�� w ocenie wielko�ci krytycznych tych płyt i zaobserwowano zmiany  
postaci ich wyboczenia w czasie narastania obci��enia. Poniewa� obserwacja ta 
nie dotyczy płyt o mniejszej sztywno�ci rdzenia (G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m), 
przyczyn� braku typowej odpowiedzi dynamicznej modelu płyty mo�e by� zbyt 
mała intensywno�� wzrostu obci��enia �ciskaj�cego dla płyt o małej liczbie fal 
obwodowych m = 0, 1, 2. Postacie deformacji tych, a tak�e innych przypadków 
modeli płyt, analizowanych metod� elementów sko�czonych, przedstawiono  
w podrozdziale 7.3 pracy. 

Na rysunku 7.10 przedstawiono tak�e wyniki oblicze� płyt rozwi�zanych  
metod� ró�nic sko�czonych, opisanych w podrozdziale 6.4 pracy. Porównanie 
rozkładu punktów wkresu, wyznaczonych obu metodami (MRS i MES), pokazuje 
do�� du�� ró�nic� warto�ci obci��e� pkrdyn płyt o parametrach (G2 = 15,82 MPa,  
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h2 = 0,005 m). Lepsza zgodno�� wyników wyst�puje dla pozostałych przypadków 
płyt. Otrzymane metod� elementów sko�czonych warto�ci obci��e� krytycznych 
s� w ka�dym przypadku mniejsze od wyznaczonych metod� ró�nic sko�czonych. 
Minimalna warto�� krytycznych obci��e� dynamicznych modeli MES płyt odpo-
wiada postaci wyboczenia o du�ej liczbie fal (m > 4). Warto�� ta mo�e odpowiada� 
kilku postaciom wyboczenia płyt. Na przykład płyta o parametrach G2 = 5 MPa, 
h2 = 0,005 m przy obci��eniu pkrdyn = 18,15 MPa traci stateczno�� dla liczby fal 
obwodowych m = 5, 6, 7, 8. W ogólnym poznaniu zagadnienia stateczno�ci badanych 
trójwarstwowych płyt pier�cieniowych próba dokładnego wskazania mo�liwej 
postaci wyboczenia odpowiadaj�cej minimalnemu obci��eniu dynamicznemu nie 
jest tak istotna. Wa�na jest natomiast znajomo�� warto�ci samych krytycznych 
obci��e� dynamicznych, które jak potwierdzaj� to równie� wyniki oblicze� modeli 
MES płyt (tablica 7.6), mog� mie� warto�� mniejsz� od obci��e� statycznych. 
Dobra zgodno�� warto�ci Kd płyt analizowanych metodami MRS i MES (tablica 
7.6 i tablica 6.11 – podrozdział 6.4 pracy) potwierdza charakter zachowa� badanych 
płyt. Przykładowe charakterystyki maksymalnych ugi�� i ich pr�dko�ci oraz wy-
kresy warstwicowe ugi�� i postacie wyboczenia modeli MES płyt przedstawiaj� 
rysunki 7.11, 7.12, 7.13, 
Przedstawione dodatkowo charakterystyki pr�dko�ci ugi�cia wd,t = g(t) i ugi�cia 
wd = f(t) dla płyty o parametrach G2 = 5 MPa i h2 = 0,01 m i liczbie m = 9, po-
twierdzaj� uwag� zawart� w podrozdziale 6.4 pracy dotycz�c� charakteru tych 
krzywych dla płyt o du�ej liczbie fal wyboczenia m. Wzrost ugi�cia płyty jest  
w przybli�eniu liniowy, a pr�dko�� ugi�cia d��y do ustalonej warto�ci �redniej.  
W tym przypadku �cisłe wyznaczenie warto�ci czasu krytycznego tkr, zgodnie  
z przyj�tym kryterium utraty stateczno�ci, nie jest mo�liwe. 

Potwierdzeniem wyników oblicze� płyt analizowanych metod� ró�nic sko�-
czonych s� tak�e podobne zachowania modeli MES płyt uwzgl�dniaj�ce reolo-
giczne wła�ciwo�ci materiału pianki poliuretanowej rdzenia. Obliczenia dotycz� 
modeli płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym z tak� sam� pr�dko�ci� s co 
modele płyt z rdzeniem spr��ystym. Badaniom poddano uproszczony model płyty. 
Grubo�ci okładzin i rdzenia wynosz�: h′ = 0,001 m, h2 = 0,005 m, a materiał o wła-
�ciwo�ciach lepkospr��ystych opisuj� zale�no�ci (7.1) przedstawione w punkcie 7.1 
pracy dla dwóch pianek o module spr��ystym G2 = 5 MPa i 15,82 MPa.  
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Rys. 7.11. Charakterystyki i posta� wyboczenia płyty o parametrach G2 = 5 MPa,  
h2 = 0,005 m, m = 3 �ciskanej na zewn�trznym brzegu 

 
 

 
Rys. 7.12. Charakterystyki i posta� wyboczenia płyty o parametrach G2 = 15,82 MPa,  

h2 = 0,005 m, m = 6 �ciskanej na zewn�trznym brzegu 
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Rys. 7.13. Charakterystyki i posta� wyboczenia płyty o parametrach G2 = 5 MPa,  

h2 = 0,01 m �ciskanej na zewn�trznym brzegu dla liczb fal wyboczenia m:  
(a) m = 3, (b) m = 6, (c) m = 9 

(c) 

(b) 

(a) 
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Zmiany warto�ci dynamicznych obci��e� krytycznych dla ró�nych warto�ci 
stałych lepko�ci 'η  materiału rdzenia przedstawia rysunek 7.14. Podobnie do 
wyników przedstawionych na rysunku 6.16 (podrozdział 6.5 pracy) dopiero 
znaczne, teoretyczne, zmniejszenie liczby 'η  do warto�ci rz�du 10-8 razy ni�szej, 
wpływa na skrócenie czasu do utraty stateczno�ci płyty i zmniejszenie warto�ci 
obci��enia krytycznego. Ugi�cia krytyczne s� wówczas nieco wi�ksze. 
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Rys. 7.14. Wpływ stałej lepko�ci η′  (eta′) na zmiany warto�ci krytycznych obci��e�  

dynamicznych pkrdyn modelu MES płyty obci��onej na brzegu wewn�trznym 
 

Przykładowe charakterystyki maksymalnego ugi�cia, pr�dko�ci ugi�cia oraz 
deformacje krytyczne płyty z rdzeniem spr��ystym i lepkospr��ystym o wielokrotnie 
obni�onej warto�ci liczby 'η  ( 'η  = 212,92⋅10-6 MPa⋅s) przedstawia rysunek 7.15. 
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(a) 

    
 
(b) 

  
 

 
Rys. 7.15. Charakterystyki i ugi�cia płyt z rdzeniem: (a) spr��ystym, (b) lepkospr��ystym 

o parametrach podstawowych G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m 
 

Zgodno�� reologicznych zachowa� obu modeli płyty analizowanej metod� 
ró�nic sko�czonych i metod� elementów sko�czonych pokazuje mał� wra�liwo�� 
badanej trójwarstwowej struktury płyty na lepkospr��yste wła�ciwo�ci jej pian-
kowego rdzenia. Pozwoliłoby to ograniczy� numeryczn� analiz� zagadnie�,  
w których element poddany jest krótkotrwałym obci��eniom dynamicznym, do anali-
zy w zakresie spr��ystym. Porównanie zachowa� obu modeli (MES i MRS) bada-
nych płyt zwraca uwag� na mniejsz� wra�liwo�� modelu MES płyty na zmiany 
lepkich wła�ciwo�ci materiału jej rdzenia. 
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7.3. Krytyczne i pokrytyczne zmiany postaci deformacji modeli MES płyt 

Zastosowanie w obliczeniach numerycznych metody elementów sko�czonych 
pozwala na obserwacje zachowa� elementów konstrukcyjnych, których poznanie 
przy rozwi�zaniach analityczno-numerycznych opartych na ograniczaj�cych je 
uproszczeniach i zało�eniach nie zawsze byłoby mo�liwe. Tak� obserwacj� dla 
niektórych badanych modeli płyt pier�cieniowych mo�e by�, wspomniana w pod-
rozdziale 7.2 pracy, ich odpowied� na obci��enie dynamiczne �ciskaj�ce  
zewn�trzne okładziny płyty, gdy posta� jej ugi�cia wst�pnego ma form� obroto-
wosymetryczn� m = 0 lub kilku fal obwodowych m = 1, 2. Obrazem odpowiedzi 
jest wówczas zmieniaj�ca si� w czasie posta� jej deformacji, która w obszarze 
krytycznych i pokrytycznych obci��e� nie odpowiada zadanej postaci jej ugi�cia 
wst�pnego. Zjawisko to pokazuj� na rysunkach 7.16, 7.17, 7.18, 7.19 przedstawione 
razem z charakterystykami maksymalnego ugi�cia i pr�dko�ci ugi�cia, warstwicowe 
wykresy ugi�� płyt w wybranych chwilach obci��ania. Zaobserwowane i wybrane 
na rysunkach przypadki dotycz� płyt o wi�kszej sztywno�ci rdzenia: G2 = 15,82 MPa, 
h2 = 0,005 m – rysunek 7.16, G2 = 5 MPa, h2 = 0,01 m – rysunek 7.17 i 7.18, dla 
których intensywno�� narastania obci��e� jest wi�ksza, s ≈ 931 MPa/s i płyty  
z mi�kkim rdzeniem G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m − rysunek 7.19, poddanej obci��eniu 
narastaj�cemu z mniejsz� pr�dko�ci�, s ≈ 410 MPa/s. Zmiana postaci deformacji 
modeli płyt przedstawionych na rysunkach 7.16 i 7.18 nast�puje ju� przy stosunkowo 
małych ugi�ciach dynamicznych rz�du wd = 0,5⋅10-3 m i 1,5⋅10-3 m z postaci o m = 2 
obserwowanej w zakresie przedkrytycznym na posta� o m = 6 falach obwodo-
wych w obszarze pokrytycznym. Podobnie płyta obrotowosymetrycznie ugi�ta 
wst�pnie – rysunek 7.17 – w zakresie krytycznym i pokrytycznym ulega obwo-
dowemu pofalowaniu. Zmian� postaci deformacji płyty o jednej (m = 1) fali  
obwodowej w zakresie przedkrytycznym pokazuje równie� rysunek 7.19. W ana-
lizowanych przypadkach, zgodnie z sugesti� i opisem podobnego zachowania 
dynamicznego elementu słupa przedstawionego w pracy [39], za dynamiczne 
obci��enie krytyczne badanych płyt mo�na przyj�� t� warto�� obci��enia, przy 
której nast�puje zmiana postaci deformacji lub t�, przy której rozpoczyna si�  
zaburzenie regularnej postaci ugi�cia płyty o m = 0, 1, 2 – co mo�na by uzna�  
w przypadkach wolniejszych zmian działaj�cego obci��enia. 
 



 147 

     
 

     
                                  t = 0,0375 s                                                     t = 0,039 s                            

 

     
                                  t = 0,0405 s                                                        t = 0,045 s 
 

Rys. 7.16. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m) z ugi�ciem 
wst�pnym o postaci m = 2, �ciskanej na zewn�trznym brzegu z pr�dko�ci� s ≈ 931 MPa/s 
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                               t = 0,0375 s                                                            t = 0,0435 s                 
                                

          
                                  t = 0,0495 s                                                             t = 0,051 s 
 

Rys. 7.17. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 5 MPa, h2 = 0,01 m)  
z obrotowosymetrycznym m = 0 ugi�ciem wst�pnym, �ciskanej na zewn�trznym brzegu 

z pr�dko�ci� s ≈ 931 MPa/s 
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                                  t =  0,03 s                                                          t = 0,033 s       

      
                                  t = 0,0345s                                                        t =  0,039 s        

   
                                    t = 0,042 s                                                          t = 0,045 s 

Rys. 7.18. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 5 MPa, h2 = 0,01 m) z ugi�ciem wst�pnym 
o postaci m = 2, �ciskanej na zewn�trznym brzegu z pr�dko�ci� s ≈ 931 MPa/s 
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                          t = 0,055 s                                                           t = 0,06 s                                            

 
                                                                     t = 0,063 s 
 

Rys. 7.19. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m) z ugi�ciem wst�pnym  
o postaci m = 1, �ciskanej na zewn�trznym brzegu z pr�dko�ci� s ≈ 410 MPa/s 

 

Analizowana w punkcie 6.5 pracy wra�liwo�� płyty warstwowej na niedo-
kładno�ci pocz�tkowego kształtu, w cz��ci dotycz�cej opisu postaci ugi�cia 
wst�pnego płyty dodatkowym, obrotowosymetrycznym ugi�ciem ξ1 ≠ 0 (5.2a), 
dotyczyła oceny warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych wyznaczonych dla 
zarówno obrotowosymetrycznych m = 0, jak i pofalowanych obwodowo m ≠ 0 
ugi�� dodatkowych. Wyniki przedstawione na rysunkach 6.24 i 6.25 wskazały 
jednak posta� wyboczenia pofalowan� obwodowo, dla której warto�� krytycznych 
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obci��e� dynamicznych jest minimalna. Podobnej analizie poddano podstawowy 
model MES płyty o parametrach: G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m, h′ = 0,001 m, ugi�ty 
wst�pnie w kształcie zło�onym z postaci obrotowosymetrycznej m = 0 dla warto�ci 
ξ1 = 5 i postaci pofalowanej obwodowo m ≠ 0 o liczbie ξ2 = 1. Warto�ci ugi�� 
wst�pnych i pr�dko�ci wzrostu obci��e� modelu MES płyty s� zgodne z przyj�tymi 
przy rozwi�zaniu płyty metod� ró�nic sko�czonych. Otrzymane wyniki ko�cowe 
ró�ni� si� jednak istotnie. 
Poza oczywistym przypadkiem, kiedy ugi�cie wst�pne ma kształt obrotowosyme-
tryczny (m = 0) i dwoma przypadkami płyt z ugi�ciem wst�pnym o m = 2, 3  
falach obwodowych, we wszystkich pozostałych przypadkach posta� utraty statecz-
no�ci płyty odpowiada postaci obrotowosymetrycznej (m = 0). W krytycznym 
obszarze pracy płyty obserwowana jest zmiana postaci deformacji płyty z postaci 
odpowiadaj�cej ugi�ciu wst�pnemu w posta� pozbawion� pofalowa� obwodo-
wych. Obserwacj� t� pokazuj� nast�puj�ce rysunki 7.20, 7.21, 7.22 i 7.23. Brak 
zmiany postaci deformacji dla przypadku m = 0 i m = 3 obrazuj� charakterystyki  
i wykresy warstwicowe ugi�� płyty na rysunkach 7.20 i 7.21. Zmiana kształtu 
deformacji modelu płyty w obszarze krytycznych obci��e� i charakterystyki jej 
ugi�cia oraz pr�dko�ci ugi�cia dla ugi�cia wst�pnego zło�onego z ugi�cia obro-
towosymetrycznego m = 0 dla ξ1 = 5 i obwodowego pofalowania m = 5 i m = 9 
dla ξ2 = 1 przedstawiaj� rysunki 7.22 i 7.23. 
Wyznaczona minimalna warto�� dynamicznych obci��e� krytycznych odpowiada 
płytom, których ugi�cie wst�pne opisuj� parametry: m = 0 dla ξ1 = 5 i m = 5  
lub m = 6 dla ξ2 = 1. Warto�� ta, pkrdyn = 25,13 MPa, jest wi�ksza od warto�ci 
pkrdyn = 18,15 MPa wyznaczonej dla płyty pozbawionej udziału dodatkowej, obro-
towosymetrycznej składowej ugi�cia wst�pnego (ξ1 = 0) − rysunek 7.10, pod- 
rozdział 7.2 pracy. Warto�� pkrdyn wyznaczona dla modelu MES płyty o obrotowo-
symetrycznym ugi�ciu wst�pnym wyra�onym parametrami: m = 0 dla ξ1 = 5 i m = 0 
dla ξ2 = 1 i obrotowosymetrycznej (m = 0) postaci wyboczenia, podobnie jak  
w przypadku płyt rozwi�zywanych metod� ró�nic sko�czonych (tablica 6.11 – pod-
rozdział 6.4 pracy i rysunek 6.24 – podrozdział 6.6 pracy), zmniejsza si� i wynosi 
pkrdyn = 30,72 MPa. Uznaj�c jednak pocz�tek zmian deformacji krytycznej płyt za 
moment wyznaczaj�cy dynamiczne obci��enie krytyczne, warto�� obci��enia dla płyt 
ze wst�pnym pofalowaniem m = 5 byłaby nieco mniejsza (od pkrdyn = 25,13 MPa), 
lecz i tak wi�ksza od warto�ci pkrdyn = 18,15 MPa. 
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Rys. 7.20. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m) �ciskanej na  

zewn�trznym brzegu z ugi�ciem wst�pnym o parametrach: m = 0 dla ξ1 = 5 i m = 0 dla ξ2 = 1 
 

     

          
Rys. 7.21. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m) �ciskanej na  

zewn�trznym brzegu z ugi�ciem wst�pnym o parametrach: m = 0 dla ξ1 = 5 i m = 3 dla ξ2 = 1 
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Rys. 7.22. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m) �ciskanej na  

zewn�trznym brzegu z ugi�ciem wst�pnym o parametrach: m = 0 dla ξ1 = 5 i m = 5 dla ξ2 = 1 

 
Przedstawiona ocena krytycznych obci��e� modelu MES płyty ze wst�pnym, 

dodatkowym ugi�ciem obrotowosymetrycznym, podobnie jak w podsumowaniu 
analizy płyt o ró�nej postaci ugi�cia wst�pnego liczonych za pomoc� metody 
ró�nic sko�czonych (podrozdział 6.6 pracy), mo�e sugerowa� mo�liwo�� ograni-
czenia zakresu bada� do geometrycznie prostszych modeli pozbawionych dodat-
kowych zaburze� formy ugi�cia wst�pnego (tj. dla ξ1 = 0), dla których wyznaczone 
warto�ci obci��e� pkrdyn były najmniejsze. 

Obliczenia wst�pne płyt, których wynikiem byłaby jedynie ocena rz�du war-
to�ci krytycznych obci��e� dynamicznych, pozwoliłyby na przyj�cie takiego 
wniosku z przedstawionych analiz. Jednak�e d��enie do oceny zachowa� struktury 
płyty zbli�onej do rzeczywistej wymaga prowadzenia oblicze� i bada� szczegó-
łowych bez wprowadzania uproszcze�, których wpływ na wynik ko�cowy nie jest 
łatwy do przewidzenia. 
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                                       t = 0,0225 s                                             t = 0,0255 s                                                   

 
                                                                        t = 0,03 s 
 

Rys. 7.23. Odpowied� dynamiczna płyty (G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m) �ciskanej na  
zewn�trznym brzegu z ugi�ciem wst�pnym o parametrach: m = 0 dla ξ1 = 5 i m = 9 dla ξ2 = 1 

7.4. Napr��enia w stanie krytycznym 

Wa�nym dopełnieniem wyboczeniowych analiz trójwarstwowych płyt pier-
�cieniowych jest ocena stanu napr��e� w poszczególnych warstwach płyty  
w momencie utraty stateczno�ci dynamicznej. Ocena stopnia wyt��enia materiału 
płyty w stanie krytycznym ma zasadnicze znaczenie praktyczne. Warto�ci liczbowe  
i warstwicowe wykresy napr��e� wyznaczono w zewn�trznej warstwie okładziny 
płyty i w jej rdzeniu, oceniaj�c odpowiednio napr��enia zredukowane według 
hipotezy Hubera (H-M-H) i napr��enia styczne w płaszczy�nie x_z (rysunek 4.1, 
rozdział 4 pracy) lub w płaszczy�nie 1_3 dla modelu podstawowego lub 1_2 dla 
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modelu uproszczonego według standardowych oznacze� przyj�tych w programie 
ABAQUS. Napr��enia krytyczne wyznaczono, wykorzystuj�c opcj� programu, 
która pozwala na wskazanie punktów całkowania w elementach (integration  
points), w których obliczane s� poszczególne składowe napr��e�. Na przykład dla 
elementu 9-w�złowego zastosowanego w budowie siatki okładziny modelu pod-
stawowego płyty i dla 3-w�złowego elementu obrotowosymetrycznego wykorzy-
stanego w budowie modelu uproszczonego, poło�enia tych punktów pokazuje 
rysunek 7.24 [29].  

             
 
Rys. 7.24. Poło�enia punktów całkowania w powłokowych elementach modelu MES płyt 

 

Przedstawione stany napr��e� w warstwach płyt poddanych minimalnym, 
dynamicznym obci��eniom krytycznym s� wyznaczone dla płyt o podstawowych 
parametrach materiałowych, geometrycznych i obci��eniowych przyj�tych w pracy. 
Warto�ci dynamicznych wielko�ci krytycznych pkrdyn, wdkr, Kd tych płyt przedsta-
wiaj� tablice 7.5, 6.7 i 7.6, 6.11 w podrozdziałach 7.2 i 6.4 pracy. Przykładowe 
wyniki oblicze� płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym otrzymane dla modelu 
uproszczonego przedstawiaj� rysunki 7.25 i 7.26.  
 

 

 

 

 

 
 

Rys. 7.25. Rozkład napr��e� zredukowanych wg hipotezy H-M-H i napr��e� stycznych  
w warstwach płyty obci��onej na brzegu wewn�trznym o parametrach: G2 = 5 MPa,  

h2 = 0,005 m, h′ = 0,001 m 

element 3-w�złowy element 9-w�złowy 
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Rys. 7.26. Rozkład napr��e� zredukowanych wg hipotezy H-M-H i napr��e� stycznych  
w warstwach płyty obci��onej na brzegu wewn�trznym o parametrach: G2 = 15,82 MPa, 

h2 = 0,005 m, h′ = 0,001 m 
 

Tablica 7.7 przedstawia odczytane z wykresów warto�ci maksymalnych napr��e� 
zredukowanych σred

max i warto�ci tych napr��e� w obszarze znacznej deformacji 
płyty σred oraz warto�ci maksymalnych napr��e� stycznych τ13. Pokazuje to mo�liwy 
stopie� wyt��enia warstw płyty w chwili utraty stateczno�ci wywołanej dyna-
micznym obci��eniem brzegu wewn�trznego. Warto�ci napr��e� krytycznych s� 
wysokie. Zwłaszcza w przypadku przyj�tego materiału pianki poliuretanowej 
warto�ci krytyczne napr��e� stycznych nie spełniałyby wymaganego warunku 
wytrzymało�ciowego. Warto�ci wytrzymało�ci na �cinanie pianek poliuretanowych 
wynosz�: Rt = 0,18 MPa dla pianki o module G2 = 5 MPa [50] i Rt = 0,71 MPa dla 
pianki o module G2 = 15,82 MPa [84]. Wprawdzie zmniejszenie intensywno�ci 
wzrostu działaj�cego obci��enia s o połow� i dwukrotne zwi�kszenie stopnia 
ugi�cia wst�pnego płyty (ξ2 = 2) znacznie zmniejsza warto�� napr��e� w war-
stwach płyty, to jednak nadal, zwłaszcza dla płyty o wi�kszej sztywno�ci rdzenia, 
warto�ci napr��e� σred

max
, σred i szczególnie τ13 s� bardzo wysokie. Warto�ci tych 

napr��e� dla przykładowej płyty o parametrach G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,005 m,  
h′ = 0,001 m i liczbie K7 = 10 1/s oraz współczynniku ξ2 = 2 wynosz� odpowied-
nio: σred

max = 523,4 MPa, σred = 348,9 MPa, τ13 = 0,81 MPa. 
 

Tablica 7.7. Warto�ci krytycznych napr��e� zredukowanych i stycznych  
w warstwach płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym 

G2 [MPa] / h2 [m] σσσσred
max  [MPa] σσσσred  [MPa] ττττ13 [MPa] 

5 / 0,005 475,4 316,9 0,30 
5 / 0,02 723,9 482,6 0,36 

15,82 / 0,005 740,5 493,7 1,21 
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Natomiast znacznie mniejsze warto�ci napr��e� krytycznych wyst�puj� dla 
płyt �ciskanych na zewn�trznym brzegu. Warto�ci liczbowe przedstawia tablica 
7.8, a przykładowe wykresy warstwicowe napr��e� pokazuj� rysunki 7.27 i 7.28. 
 

Tablica 7.8. Warto�ci krytycznych napr��e� zredukowanych i napr��e� stycznych 
w warstwach płyt �ciskanych dynamicznie na brzegu zewn�trznym  

G2 [MPa] / h2 [m] m σσσσred
max  [MPa] σσσσred  [MPa] ττττ13 [MPa] 

3 171,7 114,5 0,127 
4 123,6 82,4 0,076 
5 112,8 75,2 0,061 
6 110,5 73,7 0,055 
7 107,8 71,9 0,051 

5 / 0,005 

8 102,9 68,6 0,045 
3 212,8 141,9 0,122 
4 164,6 109,7 0,078 
5 157,4 104,9 0,072 
6 133,5 89,0 0,052 
7 168,7 112,5 0,072 

5 / 0,01 

8 152,5 101,5 0,061 
3 291,8 194,6 0,44 
4 212,5 141,7 0,24 
5 204,8 136,5 0,232 
6 203,4 135,6 0,227 
7 229,4 153,0 0,27 

15,82 / 0,005 

8 253,5 169,0 0,30 
 
W badanym przypadku warto�ci napr��e� zarówno w okładzinach, jak i w rdzeniu 
płyty spełniłyby warunki wytrzymało�ciowe materiałów warstw. Równie� speł-
niaj� je wy�sze od warto�ci napr��e� płyt o pofalowanych obwodowo postaciach 
wyboczenia, napr��enia dla obrotowosymetrycznej postaci deformacji płyty (m = 0). 
Dla płyty o parametrach: G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m, m = 0 warto�ci tych napr��e� 
s� nast�puj�ce: σred

max = 210,9 MPa, σred = 140,6 MPa, τ13 = 0,15 MPa. Wykresy 
warstwicowe napr��e� przedstawia rysunek 7.29. 

Analiza stanu napr��e� w warstwach badanych płyt wskazuje na ograniczone 
mo�liwo�ci ich pracy ju� przy obci��eniach krytycznych. Szczególnej uwagi 
wymagaj� płyty obci��one na wewn�trznym brzegu. Dla tych płyt ocena stanu 
wyt��enia materiału ma znaczenie zasadnicze. Przyj�ta pocz�tkowo jako uzupeł-
niaj�ca ocen� stanu krytycznego badanych płyt analiza stanu napr��e� staje si� 
analiz� podstawow� w podj�tych obserwacjach. Ocena dopuszczanych ze wzgl�-
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du na stateczno�� i wyt��enie materiału warunków pracy płyty o wieloparame-
trowej strukturze jest problemem zło�onym. Ro�nie znaczenie szybkiej, nume-
rycznej analizy badanego przypadku płyty.  

 

 
 

Rys. 7.27. Rozkład napr��e� zredukowanych wg hipotezy H-M-H i napr��e� stycznych  
w warstwach płyty �ciskanej na brzegu zewn�trznym o liczbie fal m = 6 i o parametrach:  

(a) G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m, (b) G2 = 5 MPa, h2 = 0,01 m 
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Rys. 7.28. Rozkład napr��e� zredukowanych wg hipotezy H-M-H i napr��e� stycznych  
w warstwach płyty �ciskanej na brzegu zewn�trznym o parametrach: G2 = 15,82 MPa,  

h2 = 0,005 m dla liczby fal wyboczenia: (a) m = 4, (b) m = 5, (c) m = 6, (d) m = 7 
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Rys. 7.29. Rozkład napr��e� zredukowanych wg hipotezy H-M-H i napr��e� stycznych  
w warstwach płyty �ciskanej na zewn�trznym brzegu o parametrze postaci wyboczenia  

m = 0 i parametrach: G2 = 5 MPa, h2 = 0,005 m  

7.5. Cz�sto�ci drga� własnych trójwarstwowych płyt pier�cieniowych  

Oceniaj�c stan krytyczny badanych struktur płyt warstwowych, nie mo�na 
pomin�� analizy cz�sto�ci i postaci drga� własnych. Okres podstawowych drga� 
własnych wyznacza cz�sto czas trwania impulsu b�d�cego obci��eniem w zagad-
nieniu dynamicznym [39], [44], [115]. Wyznaczone metod� elementów sko�czonych 
cz�sto�ci drga� własnych f pier�cieniowej płyty trójwarstwowej dla kolejnych 
postaci drga� k płyty przedstawia rysunek 7.30. Obliczenia przeprowadzono dla 
przypadku płyt dwustronnie utwierdzonych przesuwnie, o  stałej warto�ci  ilorazu  

0 4r
r
w
z

,=  i zmiennych  grubo�ciach warstw h′ = 0,0005 m i 0,001 m, h2 = 0,005 m  

i 0,02 m oraz warto�ci modułu Kirchhoffa spr��ystego rdzenia G2 = 5 i 15,82 MPa. 
Warto�ci liczbowe podstawowej (dla k = 0) cz�sto�ci drga� f płyt i odpowiadaj�ce 
im warto�ci okresu T drga� gi�tnych przedstawia tablica 7.9.  
 

Tablica 7.9. Warto�ci cz�sto�ci podstawowej f  i okresu drga� T płyt 

G2 [MPa] / h2 [m] / h′′′′ [m] f [Hz] T [ms] 
5,0/0,005/0,0005 100,18 9,98 
5,0/0,005/0,001 93,79 10,66 
5,0/0,02/0,0005 180,56 5,54 
5,0/0,02/0,001 148,47 6,74 

15,82/0,005/0,0005 162,24 6,16 
15,82/0,005/0,001 135,93 7,36 
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Zmiany warto�ci cz�sto�ci drga� własnych płyty s� charakterystyczne. Wzrostowi 
sztywno�ci struktury (grubszy rdze� h2, wi�ksza warto�� modułu G2, cie�sza 
okładzina h′) odpowiada wy�sza warto�� cz�sto�ci f. W ka�dym z analizowanych 
przypadków płyt kolejna wy�sza warto�� cz�sto�ci f drga� odpowiada wy�szej, 
takiej samej dla ka�dej z płyt (rys. 7.30), postaci k drga�.  
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k
 

Rys. 7.30. Cz�sto�ci drga� własnych płyt trójwarstwowych 
 

Zmiany obserwowane s� dla przypadków płyt o cienkich okładzinach h′ = 0,0005 m  
i o wi�kszej sztywno�ci rdzenia wyra�onej przez G2 = 15,82 MPa lub h2 = 0,02 m 
dla wy�szych warto�ci cz�sto�ci drga�. Zamiast, jak wyst�puj�cej w pozostałych 
przypadkach płyt kolejnej postaci k = 7, form� drga� jest posta� obrotowosyme-
tryczna k = 0 z pojedyncz� fal� promieniow� l = 1 (k = 0, l = 1) lub kolejno dwie 
postacie (k = 0, l = 1) i (k = 1, l = 1).   

Niezale�nie od warto�ci parametrów materiałowych i geometrycznych struktury 
płyty najni�sza warto�� cz�sto�ci odpowiada podstawowej obrotowosymetrycznej 
(k = 0) postaci drga� − rysunek 7.31. 
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Rys. 7.31. Obrotowosymetryczna, podstawowa posta� drga�  

k = 0 pier�cieniowych płyt trójwarstwowych 
 

Uwzgl�dnienie lepkospr��ystych wła�ciwo�ci piankowego rdzenia płyty  
o warto�ciach stałej lepko�ci (podrozdziały 6.1 i 6.5 pracy) przyj�tych materiałów 
pianki poliuretanowej nie powoduje zmiany amplitudy i cz�sto�ci drga� płyty. 
Badania przeprowadzono dla płyt z rdzeniem spr��ystym i lepkospr��ystym  
poddanych stałemu obci��eniu równomiernie i prostopadle działaj�cemu na po-
wierzchni� okładziny płyt. Warto�� obci��enia dobrano tak, aby warto�� maksy-
malnego ugi�cia płyty o module G2 = 5 MPa i grubo�ci rdzenia h2 = 0,005 m  
odpowiadała sumie grubo�ci jej okładzin (2⋅h′ = 0,002 m). Obliczenia dynamiczne 
przeprowadzono dla uproszczonego modelu płyty o grubo�ci rdzenia h2 = 0,005 m 
i okładziny h′ = 0,001 m. Przebieg drga�  w czasie 1 sekundy przedstawia rysu-
nek 7.32, a w krótkim czasie 0,1 sekundy - rysunek 7.33. 
Przebiegi drga� płyt o warto�ciach modułu rdzenia spr��ystego G2 = 5 i 15.82 MPa 
s� zgodne z przebiegami tych płyt przy uwzgl�dnieniu lepkospr��ystych wła�ciwo�ci 
ich rdzenia – porównanie wykresów (a) i (b) oraz (c) i (d) na rysunku 7.32. Dla 
płyty ze sztywniejszym rdzeniem o module G2 = 15,82 MPa nast�puje zmniejszenie 
amplitudy i wzrost cz�sto�ci drga�. Wykresy (a) i (b) na rysunku 7.33 pokazuj� 
przebieg drga� w czasie 0,1 sekundy płyt z rdzeniem spr��ystym o warto�ciach 
modułu odpowiednio G2 = 5 i 15,82 MPa. Wyra�ny jest wzrost cz�sto�ci drga� 
płyty z rdzeniem o wi�kszej warto�ci modułu. Liczba oscylacji w ci�gu 
0,1 sekundy ro�nie z 9 pełnych fal dla płyty o G2 = 5 MPa do 13 fal dla płyty  
o G2 = 15,82 MPa. Wpływ wzrostu sztywno�ci lepkospr��ystego rdzenia na 
wzrost cz�sto�ci drga� płyty potwierdzono w pracach [10], [85] dotycz�cych  
analiz pier�cieniowych płyt trójwarstwowych, równie� o postaciach pofalowanych 
obwodowo. Porównanie wykresów (b) i (c) pokazuje zgodno�� charakteru i liczb 
fal dla płyt z rdzeniem spr��ystym (b) i lepkospr��ystym (c) o warto�ci modułu  
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G2 = 15,82 MPa. Natomiast porównanie wykresów (c) i (d) pozwala zauwa�y� 
wpływ warto�ci stałej lepko�ci materiału rdzenia na zmniejszenie cz�sto�ci drga�. 
Jest ono nieznaczne i wyst�puje dopiero wówczas (zmiana z 13 na 12 pełnych fal 
w ci�gu 0,1 sekundy drga� płyty), gdy warto�� stałej lepko�ci przyj�tego materiału 
pianki rdzenia zostanie znacznie, teoretycznie, obni�ona (η′ = 7,93⋅10-6 MPa⋅s).  
 
 (a)                                                                            (b) 

 
(c)                                                                             (d) 

 
 

Rys. 7.32. Przebiegi drga� płyt z rdzeniem spr��ystym (a) i (c) oraz lepkospr��ystym  
(b) i (d) o modułach odpowiednio: G2 = 5 i 15,82 MPa 

 
Oczywisty spadek cz�sto�ci drga� płyty z rdzeniem o wła�ciwo�ciach lepko-

spr��ystych został potwierdzony w badaniach cz�sto�ci drga� warstwowej płyty 
kołowej z rdzeniem lepkospr��ystym, przedstawionych w pracy [121]. W pracy 
[121] wskazano tak�e obrotowosymetryczn� posta� drga� (k = 0), na któr�  
oddziaływanie lepkospr��ystego rdzenia jest najwi�ksze. Zwrócono tak�e uwag� 
na wi�ksz� efektywno�� tłumienia drga� przez relatywnie cie�szy rdze� płyty. Naj-
ni�sze warto�ci cz�sto�ci drga� trójwarstwowej płyty pier�cieniowej o dwustronnie 
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utwierdzonych brzegach dla obrotowosymetrycznej postaci drga� tej płyty  
potwierdzaj� tak�e wyniki przedstawione w pracy [85].  
 
(a)                                                                                 (b) 

  
(c)                                                                                (d) 

  
 

Rys. 7.33. Przebiegi drga� płyt z rdzeniem spr��ystym (a) i (b) o modułach  
G2 = 5 i 15,82 MPa oraz lepkospr��ystym (c) i (d) o module 15,82 MPa i stałej lepko�ci:  

η′ = 7,93⋅104 i 7,93⋅10-6 MPa⋅s 
 

Na podstawie wcze�niejszych analiz wyboczeniowych badanych płyt z rdzeniem 
o wła�ciwo�ciach lepkospr��ystych i analizy ich drga� mo�na uzna�, �e płyta 
warstwowa, której lepkospr��ysty materiał opisuje stała lepko�ci o du�ej warto�ci, 
zachowuje si� podobnie jak płyta spr��ysta. 
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8. Uwagi do oblicze� płyt z rdzeniem grubym 

Przewidywanymi i zarazem obserwowanymi dotychczas postaciami utraty 
stateczno�ci modeli płyt badanych dwoma metodami: ró�nic sko�czonych i ele-
mentów sko�czonych s� formy globalne, quasi-eulerowskie. Przyj�te w rozwi�zaniu 
płyty metod� ró�nic sko�czonych zało�enie o jednakowych ugi�ciach dodatkowych 
poszczególnych warstw płyty, które okre�la stan przemieszcze� dla wyboczenia 
globalnego, narzuca wprost tak� jego form�. Została ona potwierdzona wynikami 
oblicze� modeli MES płyt, w budowie których nie wyst�puje wspomniane zało-
�enie, ograniczaj�ce w pewnym stopniu swobod� deformacji poprzecznej struktury 
płyty. Jednak�e obliczenia metod� elementów sko�czonych modeli płyt o wi�kszej 
grubo�ci rdzenia (h2 wi�ksze od najwi�kszej grubo�ci dotychczas analizowanej,  
h2 > 0,02 m), wskazuj� na mo�liwo�� wyst�pienia innych form statycznej utraty 
stateczno�ci płyt. W analizie tej zasadnicze znaczenie ma warto�� parametru gru-
bo�ci materiału rdzenia. Badania metod� elementów sko�czonych płyt z rdzeniem 
traktowanym jako gruby, tj. wtedy, gdy h2 = 0,04 m, 0,06 m, prowadzono dla 
nast�puj�cych modeli tych płyt: 
− modelu podstawowego płyty i modelu uproszczonego (rysunki 7.1 i 7.2 – pod-

rozdział 7.1 pracy), 
− modelu podstawowego i modelu z wprowadzonym ograniczeniem deformacji 

poprzecznej warstw polegaj�cym na ich zwi�zaniu warunkiem jednakowych 
ugi��, 

− modeli uproszczonych, w których siatka rdzenia zło�ona jest z dwóch lub czterech 
warstw elementów bryłowych – rysunek 8.1 (a) i (b).  

 
         (a)                                                                                 (b) 
 

Rys. 8.1. Uproszczony model płyty zbudowany z dwóch (a) lub czterech  
(b) warstw elementów bryłowych w siatce rdzenia 

 
Rysunki 8.2 i 8.3 przedstawiaj� wyniki oblicze� płyt o grubo�ci okładzin  

h′ = 0,0005 m (cz��� (a) rysunków) i h′ = 0,001 m (cz��� (b) rysunków) �ciskanych 
promieniowo na wewn�trznym lub zewn�trznym brzegu. 
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Rys. 8.2. Statyczne obci��enia krytyczne płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym  

o grubo�ciach okładzin: (a) h′ = 0,0005 m, (b) h′ = 0,001 m 
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Rys. 8.3. Statyczne obci��enia krytyczne płyt obci��onych na brzegu zewn�trznym  

o grubo�ciach okładzin: (a) h′ = 0,0005 m, (b) h′ = 0,001 m 
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Warto�ci krytycznych obci��e� statycznych pkr płyt wyznaczone dla ró�nych mo-
deli MES porównano z wynikami otrzymanymi metod� ró�nic sko�czonych MRS 
w całym zakresie analizowanych grubo�ci rdzenia h2 = 0,005÷0,06 m płyt. Przed-
stawione na rysunku 8.2 zmiany warto�ci krytycznych obci��e� statycznych pkr 
płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym wyznaczono dla: 
− modelu podstawowego płyty – linia 1, 
− modelu uproszczonego – linia 2, 
− modelu uproszczonego, w którym warstwy płyty zwi�zane s� warunkiem jed-

nakowych ugi�� – linia 3, 
− modelu płyty rozwi�zanego metod� ró�nic sko�czonych MRS. 
 

Warto�ci minimalnych statycznych obci��e� krytycznych płyt �ciskanych na 
brzegu zewn�trznym przedstawione na rysunku 8.3 wyznaczono dla: 
− modelu podstawowego płyty – linia 1, 
− modelu podstawowego płyty, w którym warstwy zwi�zane s� warunkiem jed-

nakowych ugi�� – linia 2, 
− modelu płyty rozwi�zanego metod� ró�nic sko�czonych MRS. 
 

Wyró�nione krzy�ykiem punkty wykresów dotycz� tych przypadków płyt, któ-
rych deformacja krytyczna ma inn� ni� quasi-eulerowsk� posta� wyboczenia. 
Wybrane wyniki szczegółowe dla płyt z rdzeniem o grubo�ci h2 = 0,06 m przed-
stawiaj� tablice 8.1 i 8.2.  
 
Tablica 8.1. Krytyczne obci��enia statyczne płyt o grubo�ci rdzenia h2 = 0,06 m 

obci��onych na brzegu wewn�trznym 

pkr [MPa] G2 / h′′′′  
[MPa] / [m] model  

podstawowy 
model 

uproszczony 
1) model 

uproszczony 
2) model 

uproszczony 
3) model 

uproszczony MRS 

5 / 0,0005 347,54 345,48 440,20 315,53 309,47 406,98 
5 / 0,001 293,90 292,68 317,34 288,45 287,84 312,53 

15,82 / 0,0005 791,37* 774,10* 1238,81 684,19* 649,49* 1191,70 
15,82 / 0,001 689,10* 686,66 796,31 659,77 655,17 749,53 

1) – model, w którym warstwy zwi�zane s� warunkiem jednakowego ugi�cia 
2) – model, w którym rdze� zbudowany jest z podwójnej warstwy elementów bryłowych 
3) – model, w którym rdze� zbudowany jest z poczwórnej warstwy elementów bryłowych 
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Tablica 8.2. Krytyczne obci��enia statyczne i posta� wyboczenia płyt o grubo�ci 
rdzenia h2 = 0,06 m �ciskanych na brzegu zewn�trznym 

pkr [MPa] 
m G2 / h′′′′ 

[MPa] / [m] model  
podstawowy 

1) model  
podstawowy MRS 

5 / 0,0005 149,37* 189,45 
m = 12 

185,68 
m = 17 

5 / 0,001 102,86 
m = 9 

111,60 
m = 8 

113,39 
m = 9 

15,82 / 0,0005 402,44* 571,69 
m = 14 

542,70 
m = 27 

15,82 / 0,001 274,23 
m = 12 

318,34 
m = 10 

320,63 
m = 12 

      1) – model, w którym warstwy zwi�zane s� warunkiem jednakowego ugi�cia 
 
Wyró�nione gwiazdk� (*) liczby dotycz� modeli płyt, których deformacja krytyczna 
ma inn� ni� globaln�, quasi-eulerowsk� form�. Przedstawione na rysunkach 8.2  
i 8.3 zmiany warto�ci krytycznych obci��e� statycznych płyt o ró�nej grubo�ci 
rdzenia pokazuj� dobr� zgodno�� wyników oblicze� MRS i MES dla płyt z rdze-
niem �redniej grubo�ci h2 = 0,005, 0,01, 0,02 m i modeli płyt w całym zakresie 
grubo�ci rdzenia, w których warstwy zwi�zane s� warunkiem jednakowego ugi�cia. 
Warto�ci krytycznych obci��e� statycznych modeli MES płyt z pomini�ciem 
zało�enia o jednakowym ugi�ciu warstw wyznaczone dla płyt z rdzeniem grubym 
(h2 = 0,04 i 0,06 m) s� mniejsze od warto�ci obci��e� modeli płyt z uwzgl�dnie-
niem tego zało�enia. Znaczne zmniejszenie warto�ci obci��e� krytycznych mo�na 
zaobserwowa� zwłaszcza dla płyt z cie�szymi okładzinami h′ = 0,0005 m i wi�k-
sz� warto�ci� modułu Kirchhoffa G2 = 15,82 MPa materiału rdzenia. Posta� wy-
boczenia mo�e by� silnie zdeformowana, szczególnie w obszarze brzegu obci��onego 
(rysunek 8.4) lub brzegu wewn�trznego płyty (rysunek 8.5). Rysunek 8.4 pokazuje 
postacie wyboczenia modeli płyty o parametrach: G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,06 m, 
h′ = 0,0005 m, �ciskanej promieniowo na brzegu wewn�trznym (tablica 8.1), 
ł�cznie z globaln� postaci� utraty stateczno�ci (rysunek 8.4e).  
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       (a)           pkr = 791,37 MPa                               (b)          pkr = 774,10 MPa         

        
    (c)                 pkr = 684,19 MPa                            (d)          pkr = 649,49 MPa         

    
                                              (e)                  pkr = 1238,81 MPa         

 
 

Rys. 8.4. Postacie deformacji krytycznej modeli MES płyty z rdzeniem grubym  
obci��onej na brzegu wewn�trznym 

 
Deformacje w obszarze brzegu wewn�trznego modelu płyty z rdzeniem grubym  
i cienkimi okładzinami (przypadki wyró�nione (*) w tablicy 8.2), płyty obci��onej 
na brzegu zewn�trznym, pokazuje rysunek 8.5. 

        
                         pkr = 149,37 MPa                                           pkr = 402,44 MPa 
  

Rys. 8.5. Postacie deformacji krytycznej modeli MES płyty z rdzeniem grubym �ciskanej 
na brzegu zewn�trznym 
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Obliczenia prowadzone w metodzie elementów sko�czonych dla modeli płyt  
z rdzeniem grubym ujawniaj� wyst�powanie innych ni� quasi-eulerowskich form 
statycznej utraty stateczno�ci płyt z rdzeniem mi�kkim przy znacznie mniejszych 
od wyznaczonych w rozwi�zaniu wykorzystuj�cym metod� ró�nic sko�czonych 
warto�ciach obci��e� statycznych. Na takie zachowania płyt z rdzeniem relatyw-
nie grubym zwracaj� uwag� autorzy prac [80], [83], [84]. Przedstawione w tych 
pracach formy utraty stateczno�ci płyt uwzgl�dniaj� deformacj� symetryczn�  
i niesymetryczn� struktury z mo�liwo�ci� wyst�pienia jednostronnej deformacji 
okładzin płyty [80] i najogólniejszej, podstawowej formy wyboczenia dla hiper-
bolicznego stanu przemieszcze� rdzenia [84]. Pokazane na rysunkach 8.6 i 8.7 
formy wyboczenia wraz z wyja�niaj�cymi opisami s� zamieszczone odpowiednio 
w pracach [80], [84]. Na wyst�puj�ce zjawisko pofałdowania okładzin w strukturze 
warstwowej o małej g�sto�ci materiału rdzenia, traktowane jako rodzaj jej 
niestateczno�ci, zwraca uwag� równie� autor ogólnej pracy [78] o konstrukcjach 
warstwowych.  
Inne mo�liwe formy lokalnych niestateczno�ci warstwowych płyt z rdzeniem 
mi�kkim w odniesieniu do formy ogólnej wyboczenia przedstawiono w pracy [48] – 
rysunek 8.8. Przedstawione formy B i D, charakteryzuj�ce si� du�� degradacj� 
poprzeczn� struktury, s� przyj�te jako postacie wyboczeniowego zniszczenia płyty.  
 

 
Rys. 8.6. Formy deformacji poprzecznej przedstawione w pracy [80] 
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Rys. 8.7. Formy utraty stateczno�ci przedstawione w pracy [84] 

 

 
Rys. 8.8. Formy wyboczeniowej deformacji struktury przedstawione w pracy [48] 

 

Pokazane na rysunkach 8.4 i 8.5 silne, praktycznie niszcz�ce struktur� płyty 
deformacje i znaczne w stosunku do płyt o globalnej formie wyboczenia zmniej-
szenie obci��e� krytycznych płyt z rdzeniem grubym wskazuje, na podstawie 
uwag zawartych w pracy [84], na wyst�powanie odkształce� poprzecznych rdzenia  
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i konieczno�� uwzgl�dnienia w opisie stanu jego przemieszcze� zale�no�ci nieli-
niowych typu hiperbolicznego [84] lub parabolicznego [81], [82]. 
Porównanie siatek dwóch modeli płyt o grubo�ciach h2 = 0,005 i 0,06 m zbudo-
wanych z elementów obrotowosymetrycznych o czterech warstwach elementów 
bryłowych w siatce rdzenia, pokazuje tendencj� do nieliniowych przemieszcze� 
w�złów siatki elementów w ugi�tej cz��ci wyboczonej płyty z rdzeniem grubym – 
rysunek 8.9.  
                                                               (a) 

                
                                                                (b) 

                
 

Rys. 8.9. Przemieszczenia w�złów siatek  wyboczonych modeli płyt z rdzeniem cienkim (a) 
i grubym (b) 

 
Przedstawiony na rysunkach 8.2a i 8.3a przebieg zmian warto�ci obci��e� pkr 

płyt z rdzeniem grubym, w tym szczególnie płyt o wi�kszej warto�ci modułu  
Kirchhoffa G2, odpowiada linii zmian pkr dla formy podstawowej wyboczenia 
przedstawionej w pracy [84] i krzywej pokazanej w pracy [80]. Linie zmian  
obci��e� krytycznych tych płyt charakteryzuj� si� wzrostem warto�ci obci��e� 
krytycznych wraz z grubo�ci� rdzenia płyt do okre�lonej górnej warto�ci granicznej 
obci��enia, zgodnie z przebiegiem linii 3 przedstawionej na rysunku 8.10 za-
mieszczonym w pracy [84].  
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Rys. 8.10. Zmiany obci��e� krytycznych Pkr płyt o ró�nej grubo�ci rdzenia c  

przedstawione w pracy [84] 
 

Warto�ci statycznych obci��e� krytycznych płyt z rdzeniem grubym przy za-
ło�eniu warunku jednakowego ugi�cia ich warstw mog� by� w zale�no�ci od 
geometrii struktury i materiałów warstw badanej płyty w ró�nym stopniu zawy�one. 

W celu zbadania zachowa� płyt z rdzeniem grubym poddanych narastaj�cym 
w czasie obci��eniom przeprowadzono obliczenia płyt z rdzeniem o grubo�ci  
h2 = 0,06 m. Brzeg wewn�trzny płyty obci��ano z pr�dko�ci� s ≈ 4346 MPa/s, 
natomiast zewn�trzny z pr�dko�ci� s ≈ 931 MPa/s. Przyj�to obrotowosymetryczn� 
posta� ugi�cia wst�pnego płyt i tak� sam� posta� ich odpowiedzi dynamicznej  
(m = 0). Obliczeniom metod� elementów sko�czonych poddano model podstawowy  
i uproszczony płyt o grubo�ci okładzin h′ = 0,001 m i modułach materiałów rdzeni 
G2 = 5 i 15,82 MPa. Wyniki oblicze� modeli płyt: uproszczonego (metod� MES)  
i rozwi�zanego metod� ró�nic sko�czonych s� zgodne. Utrata stateczno�ci dyna-
micznej ma form� globaln�. Wyniki liczbowe przedstawia tablica 8.3, a ugi�cia 
płyt liczonych metod� ró�nic sko�czonych pokazuje rysunek 8.11.  
Na rysunkach 8.12 i 8.13 pokazano przykładowe ugi�cia, pr�dko�ci zmian ugi�cia 
i krytyczne deformacje modelu uproszczonego płyt �ciskanych promieniowo na 
brzegu zewn�trznym lub wewn�trznym. 
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Rys. 8.11. Ugi�cia płyt z rdzeniem grubym �ciskanych promieniowo  

na wybranym brzegu płyty 
 
 

Tablica 8.3. Krytyczne obci��enia pkrdyn i ugi�cia wdkr płyt z rdzeniem grubym  
h2 = 0,06 m o grubo�ci okładzin h′ = 0,001 m obci��onych na wewn�trznym  

lub zewn�trznym brzegu 

pkrdyn [MPa] 
wdkr [m] brzeg obci��ony G2 [MPa] 

MES MRS 

5 
304,22 

4,35⋅10-3 
319,24 

5,07⋅10-3 wewn�trzny 
15,82 

695,36 
3,20⋅10-3 

757,73 
4,83⋅10-3 

5 
183.37 

7,42⋅10-3 
192,06 

7,21⋅10-3 zewn�trzny 
15,82 

501,70 
9,26⋅10-3 

549,92 
9,17⋅10-3 
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Rys. 8.12. Ugi�cia i pr�dko�ci zmian ugi�cia oraz posta� wyboczenia płyty o parametrach: 

G2 = 5 MPa, h2 = 0,06 m, h′ = 0,001 m �ciskanej na brzegu zewn�trznym 

 

 

 
Rys. 8.13. Ugi�cia i pr�dko�ci zmian ugi�cia oraz posta� wyboczenia płyty o parametrach: 

 G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,06 m, h′ = 0,001 m obci��onej na brzegu wewn�trznym 
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Obrotowosymetryczn� posta� wyboczenia płyty o parametrach G2 = 5 MPa,  
h′ = 0,001 m, h2 = 0,06 m, obci��onej na brzegu wewn�trznym, potwierdza tak�e 
wynik oblicze� modelu podstawowego płyty. Ugi�cia i pr�dko�ci zmian ugi�cia  
oraz postacie wyboczenia i pokrytycznej deformacji dla t = 0,08 s pokazuje rysu-
nek 8.14. Wyznaczona warto�� dynamicznego obci��enia krytycznego wynosi 
pkrdyn = 278,14 MPa, a maksymalnego ugi�cia wdkr = 4,33⋅10-3 m. W przypadku 
płyty �ciskanej na brzegu zewn�trznym wyniki oblicze� MES modelu podstawowego 
wskazuj� na mo�liwo�� wyst�pienia utraty stateczno�ci przy ni�szej warto�ci 
obci��enia dynamicznego pkrdyn = 121,93 MPa dla nieobrotowosymetrycznej po-
staci wyboczenia, gdy m ≠ 0, Przebiegi oraz zmiany postaci deformacji płyty dla 
czasu przedkrytycznego i krytycznego przedstawia rysunek 8.15. Równie� dla 
modelu podstawowego płyty o parametrach G2 = 15,82 MPa, h′ = 0,001 m dyna-
miczne obci��enie krytyczne jest znacznie mniejsze i wynosi pkrdyn = 282,96 MPa. 
Posta� ugi�cia nie jest obrotowosymetryczna, a przebieg ugi�cia z jego gwałtownym 
przyrostem w obszarze krytycznym ma podobny charakter do przypadku przed-
stawionego na rysunku 8.15. 

Mo�liwo�� wyst�pienia krytycznych i pokrytycznych deformacji płyt z rdzeniem 
grubym h2 = 0,06 m i cienkimi okładzinami h′ = 0,0005 m o innej formie wybo-
czenia ni� quasi-eulerowska potwierdzaj� tak�e wyniki oblicze� MES modelu 
uproszczonego płyty. W przypadku płyt obci��onych na brzegu wewn�trznym lub 
zewn�trznym o module rdzenia G2 = 5 MPa utrata stateczno�ci ma form� globaln� 
dla warto�ci obci��e� dynamicznych równych odpowiednio pkrdyn = 360,72 MPa 
lub 245,73 MPa. Zwi�kszanie obci��enia ponad warto�� krytyczn� powoduje 
silne deformacje w obszarze brzegu obci��onego – rysunek 8.16.  
Warto�ci krytyczne obci��e� dynamicznych wyznaczono tak�e dla modelu płyty 
rozwi�zanej metod� ró�nic sko�czonych. S� one nast�puj�ce: pkrdyn = 382,70 MPa 
dla płyty obci��onej na brzegu wewn�trznym i pkrdyn = 347,65 MPa płyty �ciskanej 
na brzegu zewn�trznym. Wyniki otrzymane dla obu modeli MES i MRS płyt s� 
porównywalne w przypadku płyty obci��onej na brzegu wewn�trznym (ró�nica 
warto�ci pkrdyn jest rz�du 22 MPa).  
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                          t = 0,064 s                                                      t = 0,08 s 

Rys. 8.14. Przebiegi i postacie deformacji modelu podstawowego płyty o parametrach: 
G2 = 5 MPa, h2 = 0,06 m, h′ = 0,001 m obci��onej na brzegu wewn�trznym 

 

 

             
                                 t = 0,127 s                                                       t = 0,131 s 

Rys. 8.15. Przebiegi i postacie deformacji modelu podstawowego płyty o parametrach: 
G2 = 5 MPa, h2 = 0,06 m, h′ = 0,001 m �ciskanej na brzegu zewn�trznym 
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 (a) 

    
                              t = 0,08 s                                                          t = 0,1 s 
(b) 

   
                               t = 0,264 s                                                         t = 0,3 s 

Rys. 8.16. Przebiegi oraz postacie krytycznej i pokrytycznej deformacji płyty  
o parametrach: G2 = 5 MPa, h2 = 0,06 m, h′ = 0,0005 m obci��onej na brzegu:  

(a) wewn�trznym, (b) zewn�trznym 
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                                  t = 0,619 s                                                          t = 0,7 s 

Rys. 8.17. Wyniki oblicze� MES płyty �ciskanej na brzegu zewn�trznym o parametrach: 
G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,06 m, h′ = 0,0005 m 

 
Natomiast istotnie wi�ksza (o około 102 MPa) warto�� obci��enia pkrdyn płyty 
�ciskanej na brzegu zewn�trznym wyznaczona metod� ró�nic sko�czonych  
potwierdza wcze�niejsze obserwacje warto�ci obci��e� statycznych płyt z rdzeniem 
grubym. Potwierdza j� tak�e wynik oblicze� MES pełnego modelu płyty, dla 
którego obci��enie krytyczne ma warto�� najmniejsz� z wyznaczonych dla modeli 
tej płyty i wynosi pkrdyn = 158,24 MPa. Charakterystyki ugi�cia i pr�dko�ci zmian 
ugi�cia oraz posta� krytycznej deformacji odpowiadaj� wynikom płyty pokazanej 
na rysunku 8.15.  
Odpowied� dynamiczna uproszczonego modelu MES płyty �ciskanej na brzegu 
zewn�trznym o module rdzenia G2 = 15,82 MPa jest podobna do opisanej dla 
płyty z rdzeniem G2 = 5 MPa. Rysunek 8.17 pokazuje globaln� form� utraty sta-
teczno�ci dynamicznej płyty dla warto�ci obci��enia pkrdyn = 576,17 MPa i siln�, 
pokrytyczn� deformacj�. Warto�� obci��enia pkrdyn płyty wyznaczona MRS jest 
znacznie wy�sza i wynosi pkrdyn = 968,08 MPa. 
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Przebiegi ugi�cia i pr�dko�ci zmian ugi�cia modelu MES płyty obci��onej na brzegu 
wewn�trznym o module G2 = 15,82 MPa i grubo�ci okładziny h′ = 0,0005 m  
pokazuj� gwałtowny charakter zmian ugi�� wybranych punktów płyty poło�o-
nych w pobli�u �rodka i brzegu obci��onego, w przedziale czasu krytycznego  
tkr = 0,18÷0,19 s (rysunek 8.18). 
 

    
                                       t = 0,16 s                                                         t = 0,19 s 

Rys. 8.18. Przebiegi i postacie zmian deformacji w czasie t = 0,16 i 0,19 s płyty  
o parametrach: G2 = 15,82 MPa, h2 = 0,06 m, h′ = 0,0005 m obci��onej  

na brzegu wewn�trznym 
 

Wyniki oblicze� zarówno statycznych, jak i dynamicznych płyt z rdzeniem 
grubym pokazuj� znaczne ilo�ciowe i jako�ciowe ró�nice zachowa� krytycznych 
modeli MES i MRS badanych płyt. Wyznaczone warto�ci obci��e� krytycznych 
modeli płyt, których budowa i przyj�te zało�enia niejako wymuszaj� quasi-
eulerowsk� form� ich wyboczenia, mog� by� znacznie wi�ksze od mo�liwych 
warto�ci rzeczywistych, które sugeruj� wyniki oblicze� modeli MES płyt pozba-
wione zało�enia o jednakowych ugi�ciach warstw płyty. Problem dotyczy 
zwłaszcza płyt z cienkimi okładzinami i rdzeniem z materiału o wi�kszej warto�ci 
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modułu Kirchhoffa, a tak�e zło�onej analizy płyt �ciskanych na brzegu zewn�trznym, 
których deformacja przyjmuje posta� pofalowan� obwodowo. 

Rz�d warto�ci obci��e� krytycznych płyt z rdzeniem grubym jest bardzo wy-
soki. Wyznaczone warto�ci obci��e� krytycznych, szczególnie płyt z cienkimi 
okładzinami (h′ = 0,0005 m) i sztywniejszym rdzeniem (G2 = 15,82 MPa) mog� 
mie� znaczenie jedynie teoretyczno-poznawcze, gdy� odpowiadaj�cy im stan 
napr��e� w warstwach zdeformowanej płyty nie spełniałby kryteriów wyt��eniowych 
przyj�tych materiałów warstw. 
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9. Podsumowanie 

Rozległy, ze wzgl�du na problematyk� i zarazem szczegółowy w ocenie wy-
ników, zakres podj�tych analiz badanych pier�cieniowych płyt trójwarstwowych 
pokazuje zalety przyj�tego sposobu rozwi�zania sformułowanego zagadnienia 
stateczno�ci płyt. Zwi�zanie dwóch metod przybli�onych: ortogonalizacji Bubnowa-
Galerkina i dyskretyzacji ró�nicami sko�czonymi w numerycznym rozwi�zaniu 
ogólnego, nieliniowego problemu brzegowo-pocz�tkowego obrotowosymetrycznych 
i niesymetrycznych ugi�� płyt o niejednorodnej strukturze poprzecznej pozwoliło 
na szybkie, efektywne uzyskanie wyników ko�cowych otrzymywanych dla ró�nych 
parametrów opisuj�cych badany element płytowy.  
O zaletach takiego rozwi�zania i mo�liwo�ciach jego wykorzystania w analizach 
zagadnie� pokrewnych na podstawie przeprowadzonych bada� jednorodnej, orto-
tropowej płyty pier�cieniowej wspominał autor prac [117], [118].  

Przyj�te zało�enia upraszczaj�ce opis stanu napr��e� i odkształce� reolo-
gicznej, struktury warstwowej płyty pier�cieniowej, które na pewno ograniczaj�  
i równie� nie pozwalaj� na pełne poznanie jej zachowa�, zwłaszcza dynamicznych, 
s� koniecznym kompromisem pomi�dzy trudnym, ci�gle w pełni niemo�liwym 
opisem obiektu rzeczywistego, a jego bardzo uproszczonym odpowiednikiem − 
modelem. Autorzy pracy [3] podkre�laj�: Absolutna dokładno�� to utopia nie-
osi�galna dla wielu zagadnie� nieliniowej dynamiki. Poczucie pewnego niepo-
wodzenia, zmniejszaj� jednak słowa profesora niemieckiego G. Kirchhoffa zacy-
towane równie� w pracy [3]: Celem nauki nie jest obja�nianie zjawisk przyrody, 
lecz opisywanie ich w sposób pełny i najprostszy wskazuj�ce, w poł�czeniu ze 
słowami wcze�niejszymi, na d��enie do pełnego, ale opartego o zało�enia, prostego 
opisu zjawisk, które towarzyszy poszukiwaniom ró�nych rozwi�za� in�ynierskich.  

Skuteczno�� przedstawionego w pracy rozwi�zania dla płyt ze �redni� grubo�ci� 
rdzenia potwierdza dobra zgodno�� wyników oblicze� z wynikami otrzymanymi 
metod� elementów sko�czonych dla przyj�tych modeli płyt. Dla tych płyt mo�na 
uwa�a�, i� zało�ony w pracy cel został osi�gni�ty. Liczne wyniki szczegółowe, 
przebiegi ugi�� dynamicznych, obrazy deformacji, analizy wyt��eniowe tworz� 
cało�ciowy obraz mo�liwych zachowa� krytycznych i pokrytycznych trójwar-
stwowych płyt pier�cieniowych, z lepkospr��ystym, piankowym rdzeniem i ró�nymi 
niedokładno�ciami pocz�tkowego kształtu geometrycznego. 
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Ró�ny ilo�ciowy udział wielko�ci wpływaj�cych na charakter dynamicznej 
odpowiedzi płyt jest mo�liwy do przewidzenia w ogólnej ocenie jako�ciowej, np.: 
wzrost sztywno�ci rdzenia płyt zbli�a warto�� krytycznego obci��enia dynamicznego 
do warto�ci obci��enia statycznego, do tych warto�ci d��� równie� krytyczne 
obci��enia dynamiczne płyt o pofalowanych obwodowo postaciach wyboczenia, 
zmniejszenie warto�ci krytycznych obci��e� dynamicznych wyst�puje tak�e dla 
płyt obci��onych z mniejsz� intensywno�ci� i płyt o du�ej imperfekcji.  
Zaobserwowana mo�liwo�� wyst�pienia ni�szych warto�ci krytycznych obci��e� 
dynamicznych od warto�ci minimalnego, krytycznego obci��enia statycznego, 
odpowiedzi dynamiczne płyt z dodatkowymi, ró�nej skali nieregularno�ciami kształtu 
pocz�tkowej geometrii i poddanych obci��eniom narastaj�cym z ró�n� intensyw-
no�ci� oraz wyst�puj�ce zmiany postaci deformacji krytycznej modeli MES płyt 
s� wybranymi przykładami odpowiednich analiz, dla których napotkane trudno�ci 
w ocenie stanu krytycznego s� potwierdzeniem przyj�tego, w podrozdziale 2.1 
pracy, sformułowania towarzysz�cego poszczególnym analizom badanych płyt. 
Udział wielu parametrów wpływaj�cych na ró�ne, cz�sto odmienne odpowiedzi 
elementu zakłóca obraz cało�ci i wówczas w naturalnym d��eniu do poznania 
cho�by tylko ogólnego mechanizmu jego zachowa� ro�nie rola efektywnego spo-
sobu rozwi�zania.  

9.1. Stan krytyczny trójwarstwowych płyt pier�cieniwych  −−−−  
       spostrze�enia i wnioski ko�cowe 

Wa�nym, podj�tym w pracy, elementem oceny stanu krytycznego trójwar-
stwowych płyt pier�cieniowych jest analiza płyt, których utrata stateczno�ci, a szcze-
gólnie stateczno�ci dynamicznej, ma posta� obwodowych pofalowa�. Uogólnienie 
bada� numerycznych na przypadki zarówno symetrycznych, jak i niesymetrycznych 
postaci wyboczenia płyt, w tym równie� płyt z rdzeniem lepkospr��ystym, zrealizo-
wano poprzez: sformułowanie odpowiednich równa� podstawowych, wyprowadze-
nie ogólnej, rozbudowanej postaci równa� ró�niczkowych (5.13), (5.20), (5.17), 
(5.18), (5.10), (5.11) (opis − podrozdział 5.1 pracy) dla płyty z rdzeniem o reologicz-
nych wła�ciwo�ciach, rozwi�zanie analityczno-numeryczne wykorzystuj�ce przybli-
�on� metod� ró�nic sko�czonych, przeprowadzenie wielu szczegółowych analiz. 
Dopełnieniem s� wyniki oblicze� prowadzone z wykorzystaniem metody elementów 
sko�czonych dla przedstawionego modelu trójwarstwowej płyty pier�cieniowej.  



 185 

Obserwacje dotycz�ce stanów krytycznych płyt jako odpowied� na nast�puj�ce, 
praktycznie wa�ne pytanie:  
 

od czego uzale�niona jest warto�� minimalnego obci��enia krytycznego 
 i posta� utraty stateczno�ci trójwarstwowej płyty pier�cieniowej? 

 

b�d� stanowiły tre�� przedstawionych poni�ej spostrze�e� i wniosków ko�cowych: 
− minimalne warto�ci krytycznych obci��e� statycznych odpowiadaj� obroto-

wosymetrycznej (m = 0) postaci wyboczenia płyt �ciskanych promieniowo na 
wewn�trznym brzegu, równie� odpowied� dynamiczna płyt dwustronnie 
utwierdzonych przesuwnie i �ciskanych promieniowo na brzegu wewn�trznym 
odpowiada tej postaci wyboczenia, 

− minimalne warto�ci krytycznych obci��e� statycznych i dynamicznych płyt 
�ciskanych na brzegu zewn�trznym wyst�puj� dla pofalowanych obwodowo 
postaci utraty stateczno�ci płyt: 
~ liczba m fal przy obci��eniach statycznych ro�nie ze wzrostem sztywno�ci 

rdzenia płyt, 
~ liczby m = 5, 6, 7 charakteryzuj� postacie wyboczenia odpowiadaj�ce mi-

nimalnym obci��eniom dynamicznym analizowanych płyt z okładzinami  
o grubo�ci h′ = 0,001 m, 

~ dla wi�kszej liczby m fal wyboczenia płyt mo�e wyst�pi� spadek warto�ci 
krytycznych obci��e� dynamicznych poni�ej warto�ci minimalnego, kry-
tycznego obci��enia statycznego płyty, wówczas Kd  < 1, 

~ liczba m fal wyboczenia dla pewnych przypadków badanych modeli płyt 
mo�e zale�e� od liczby punktów dyskretyzacji N modelu obliczeniowego 
płyty w przybli�onej metodzie rozwi�zania ró�nicami sko�czonymi, 

~ trajektorie dynamicznych ugi�� płyt ró�ni� si� dla płyt o du�ej (m > 3)  
i małej (m < 4) liczbie obwodowych fal wyboczenia, 

− swobodny brzeg płyty obni�a warto�� jej krytycznych obci��e� statycznych, 
− liczba m fal wyboczenia płyt �ciskanych statycznie na brzegu zewn�trznym 

ro�nie ze wzrostem ilorazu ρw jej promieni rw i rz, minimalna warto�� krytycznego 
obci��enia statycznego płyt �ciskanych promieniowo na brzegu wewn�trznym 
wyst�puje dla ρw = 0,4 lub 0,5, 

− spadek intensywno�ci (pr�dko�ci) narastania obci��e� i wzrost ugi�cia pocz�tko-
wego  płyt  znacznie  zmniejsza  warto�� ich krytycznych obci��e� dynamicznych, 
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− krótkie, liniowe w czasie obci��anie, jako typ obci��enia quasi-impulsowego, 
nie zmienia warto�ci obci��e� krytycznych płyt trójwarstwowych z rdzeniem 
lepkospr��ystym o wysokiej warto�ci stałej lepko�ci jego materiału, wyzna-
czonych dla podobnych płyt z rdzeniem spr��ystym: 
~ dopiero kilkukrotne zmniejszenie rz�du warto�ci stałej lepko�ci przyj�tego 

materiału pianki poliuretanowej rdzenia, opisanego modelem standardowym 
o�rodka liniowo lepkospr��ystego, skraca czas do utraty stateczno�ci  
dynamicznej płyty, 

~ działanie stałego w czasie obci��enia wywołuje wzrost ugi�� płyt z rdze-
niem lepkospr��ystym, 

− maksymalne warto�ci napr��e� krytycznych w warstwach płyt dwustronnie 
utwierdzonych i �ciskanych promieniowo na brzegu wewn�trznym s� bardzo 
wysokie, 

− najni�sza, podstawowa warto�� cz�sto�ci drga� własnych płyt dwustronnie 
utwierdzonych przesuwnie, niezale�nie od warto�ci ich parametrów materia-
łowych i geometrycznych, odpowiada obrotowosymetrycznej postaci drga� 
gi�tnych, 

− płyta rozci�gana promieniowo na brzegu wewn�trznym traci stateczno��  
w postaci silnie pofalowanej obwodowo m = 7÷12: 
~ liczba m fal wyboczenia i warto�ci odpowiadaj�cych im krytycznych  

obci��e� statycznych rosn� ze wzrostem sztywno�ci płyty, 
~ minimalne warto�ci obci��e� krytycznych płyt dwustronnie utwierdzonych 

lub podpartych przegubowo s� porównywalne. 

9.2. Kierunki kontynuacji bada� numerycznych stateczno�ci  
       trójwarstwowych płyt pier�cieniowych 

Bezpo�redni, mo�liwy kierunek prowadzenia dalszych bada� stateczno�ci 
trójwarstwowych płyt pier�cieniowych wynika z zaobserwowanych ró�nic warto�ci 
obci��e� krytycznych modeli MRS i MES płyt z rdzeniem grubym (rozdział 8 
pracy). Wyniki oblicze� prowadzone metod� elementów sko�czonych modeli 
badanych płyt, w tym szczególnie płyt z cienkimi okładzinami i rdzeniem o wy�szej 
warto�ci modułu Kirchhoffa, sygnalizuj� mo�liwo�� wyst�powania innych ni� 
quasi-eulerowskich form wyboczenia. Ich szczegółowe zbadanie dla ró�nych 
przypadków płyt z rdzeniem grubym wymagałoby rozwini�cia otrzymanego  
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rozwi�zania wykorzystuj�cego metod� ró�nic sko�czonych do nowej efektywnej 
jego postaci wyra�onej zmodyfikowan� form� układu równa� ró�niczkowych 
opisuj�cych ugi�cia płyty z grubym rdzeniem, którego deformacj� poprzeczn� 
opisywałby ogólniejszy hiperboliczny lub paraboliczny zwi�zek nieliniowy. 
Otrzymanie nowego rozwi�zania numerycznego istotnie zwi�kszyłoby uniwersalno�� 
rozwi�zania zaproponowanego w pracy i zakres poznania zagadnienia.  

Oczywistym, koniecznym uzupełnieniem podj�tych bada� jest uwzgl�dnienie 
wpływu równie� obci��e� termicznych działaj�cych na reologiczn� struktur� 
płyty, rozwi�zuj�c problem dla liniowych, a tak�e nieliniowych poprzecznych 
zmian temperatury.  

Inne mo�liwe kierunki kontynuacji bada� pier�cieniowych płyt o strukturze 
warstwowej, przekładkowej, wynikaj� z rosn�cych zainteresowa� okre�lonymi 
dziedzinami nauki, np. dotycz�cymi zagadnie� termodynamicznych, elektrody-
namicznych, a tak�e rozwijanych obecnie magnetospr��ystych [3], [119].  

Ci�gle ro�nie równie� znaczenie idei aktywnego sterowania „ prac�”  elementu 
konstrukcyjnego, traktowanego jak tzw. konstrukcja inteligentna, któr� jest np. 
inteligentna płyta z wbudowanymi czy rozło�onymi na jej powierzchni czujnikami, 
elementami wykonawczymi (np. piezoelektrykami, materiałami z pami�ci� 
kształtu), elementami układu sterowania, zasilania, zwi�kszaj�cymi np. efektyw-
no�� tłumienia drga� [3], [108]. Popraw� efektu tłumienia drga� mo�e spełnia� 
tak�e elektroreologiczny czy magnetoreologiczny materiał rdzenia płyty, którego 
lepkie wła�ciwo�ci uaktywnia działanie pola elektrycznego czy magnetycznego. 
Przykładowymi, wybranymi pracami prezentuj�cymi rozwi�zania zagadnienia 
drga� płyt pier�cieniowych wzbogaconych o wymienione elementy s� publikacje 
[107], [120]. Stosunkowo mało skomplikowana modyfikacja przedstawionych  
w pracy zwi�zków fizycznych lepkospr��ystego materiału rdzenia do opisu  
zwi�zków dla tzw. cieczy elektroreologicznej pozwoliłaby na szybkie uzyskanie 
rozwi�za� dla pokrewnej struktury płyty i tego samego zagadnienia stateczno�ci. 

Kierunek kontynuacji bada� stanów krytycznych analizowanych płyt mo�e 
wyznacza� równie� zło�ona z wielu pier�cieniowych elementów poprzeczna 
struktura płyty. Płyt� tak� okre�la si� mianem płyty wielopier�cieniowej. Na rosn�ce, 
praktyczne, in�ynierskie zainteresowanie takim elementem konstrukcyjnym, 
zwracaj� uwag� autorzy pracy [24].  
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Summary 

 

Dynamic stability of three-layered annular plates  
with viscoelastic core 

 
The solution of the layered, in this work three-layered, annular plates leading 

to the evaluation of their critical loads is very often limited to the solution of the 
special case of plates with the axially-symmetrical form of buckling. The possibility 
of the loss of plate stability, particularly for plates loaded on the outer perimeter, 
in the form of several or even a dozen or so circumferential waves corresponding 
to the minimal value of plate critical load requires realization of the complex, 
general solution of the problem with using the numeric methods. The solution 
based on the approximate methods: orthogonalization and discretization with 
finite differences for three-layered plate structure composed of geometrically 
nonlinear, thin outer layers and soft, thicker core with viscoelastic properties is 
presented in this work. Obtained values of critical, static loads of plates and the 
time histories of maximum plate deflections are the results of calculations. The 
critical values of time, load and deflection, which determine the dynamic response 
of examined plate have been denoted for the accepted criterion of the loss of plate 
dynamic stability. The detailed analysis of plates critical behaviours have been 
conducted for various plate parameters, like: geometrical, material, connected 
with the load and initial shape imperfections. Among other things, one can take 
notice of the observed cases of decrease in the values of critical, dynamic loads 
below the values of critical static loads of plates.  

The results of calculations of plate models built by means of finite element 
method using the ABAQUS system complement the leaded analysis. The mean of 
FEM model building has been presented. The division of material properties in 
plate transverse structure and different participation of component layers (facings 
and core) in carrying the normal and shearing loads have been included in modelling. 
The exemplary FEM calculations confirm the results obtained using the finite 
difference method but some changes in the buckling forms of FEM plate models 
have been observed. The importance of stress analysis in complex evaluation of 
examined plates has been noticed. Comparing the calculation results of two methods: 
finite difference and finite element for plates with various core thickness, the 
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comments on calculations for plates with thick core have been presented. Results 
show the consistency of values of critical loads for plates with medium core 
thickness. The differences are observed for plates with thick core. The existence 
of the other than global forms of buckling with lower values of critical loads for 
plates with thick core has been indicated.  

The final remarks and conclusions in the recapitulation of work create the 
practical view of stability behaviours of analysed plates. The whole of undertaken 
investigations, which are presented in this work, could be the important comple-
ment to continually studying problems of plate stability.   
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stateczno�ci płyt prowadzone z wykorzystaniem metody elementów sko�czonych. 
W prowadzonych analizach numerycznych wa�n� dziedzin� bada� było modelo-
wanie reologicznych wła�ciwo�ci materiałów. Opis zachowa� materiału o wła-
�ciwo�ciach zale�nych od czasu trwania procesu był przedmiotem cz�stej analizy 
w badaniach zarówno materiałów płyt jednorodnych, jak i materiałów warstw  
w zło�onej strukturze płyty. Zło�eniem podejmowanych zagadnie�: dynamicznego 
wyboczenia płyt pier�cieniowych, reologii materiału i charakterystycznych  
zachowa� struktur przekładkowych jest niniejsza praca. Trójwarstwowa płyta 
pier�cieniowa z rdzeniem reologicznym stała si� przedmiotem eksperymentu  
numerycznego wykorzystuj�cego w badaniach stateczno�ci dynamicznej autorski 
program obliczeniowy oparty na przybli�onych metodach ortogonalizacji i dys-
kretyzacji ró�nicami sko�czonymi oraz komercyjny program ABAQUS. Obliczenia 
modelu płyty zbudowanego z elementów sko�czonych prowadzono w Akademickim 
Centrum Komputerowym CYFRONET w Krakowie.  

Rezultatem dotychczasowej pracy naukowej Doroty Pawlus, po obronie pracy 
doktorskiej, jest 13 publikacji autorskich, z czego 7 to publikacje w obcoj�zycznych 
czasopismach polskich, 2 w czasopismach zagranicznych nale��cych do tzw. listy 
filadelfijskiej. Dorota Pawlus wygłosiła 19 referatów na konferencjach mi�dzyna-
rodowych (5) i krajowych. 
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W ramach działalno�ci dydaktycznej prowadziła wykłady, �wiczenia audyto-
ryjne, projektowe i laboratoryjne na studiach stacjonarnych i niestacjonarnych,  
I i II stopnia na kilku kierunkach studiów z przedmiotów: wytrzymało�� materiałów, 
mechanika i wytrzymało�� materiałów, mechanika budowli, teoria spr��ysto�ci. 
Prowadziła 16 prac dyplomowych magisterskich i in�ynierskich, których tematyka 
koncentrowała si� wokół analiz napr��eniowo-odkształceniowych elementów 
konstrukcyjnych poddanych zmiennym obci��eniom mechanicznym i termicznym. 
Przeprowadzone były równie� badania do�wiadczalne. Była opiekunem grup studen-
tów na praktykach zawodowych. 
W roku 2007 otrzymała nagrod� Rektora Akademii Techniczno-Humanistycznej 
w Bielsku-Białej za działalno�� dydaktyczn�.  
W ramach działalno�ci organizacyjnej obecnie (od wrze�nia 2008) Dorota Pawlus 
jest Pełnomocnikiem Dziekana ds. Akredytacji i Jako�ci Kształcenia. W latach 
2005-2008 pełniła funkcj� Prodziekana ds. Studenckich na Wydziale Budowy 
Maszyn i Informatyki. Przewodniczyła pracom Komisji ds. Promocji Wydziału 
(2006-2008). Wielokrotnie brała udział w pracach Wydziałowej Komisji Rekruta-
cyjnej. W latach 2002-2005 uczestniczyła w posiedzeniach Rady Wydziału jako 
przedstawiciel nauczycieli akademickich nieb�d�cych samodzielnymi pracowni-
kami nauki.  
Za działalno�� organizacyjn� otrzymała nagrody Rektora Akademii Techniczno-
Humanistycznej w Bielsku-Białej w latach 2007 i 2008. 
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