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Streszczenie

Rozwiazanie zagadnienia ugi¢¢ warstwowych, w tym tréjwarstwowych,
przektadkowych plyt pier§cieniowych prowadzace do oceny ich obciazen kry-
tycznych jest bardzo czgsto ograniczone do rozwiazania szczeg6lnego przypadku
plyt, ktérych postaé wyboczenia jest obrotowosymetryczna. Mozliwo$¢ utraty
statecznosci ptyty poddanej obciazeniom dziatajacym zwlaszcza na jej zewngtrzny
brzeg, w postaci kilku lub nawet kilkunastu fal obwodowych odpowiadajacych
minimalnym warto$ciom obcigzenia krytycznego, wymaga przeprowadzenia zto-
zonego, ogblnego rozwigzania problemu i wykorzystania metod numerycznych.

W pracy przedstawiono rozwiazanie wykorzystujace przyblizone metody
ortogonalizacji 1 r6znic skonczonych dla trgjwarstwowej struktury ptyty ztozonej
z cienkich oktadzin i grubszego, migkkiego rdzenia. W rozwiazaniu uwzgledniono
geometrycznie nieliniowe zwiazki w opisie odksztalcen warstw zewngtrznych
i liniowo lepkosprezyste zaleznosci réwnan konstytutywnych materiatu rdzenia
ptyty. Wynikami obliczen sa wyznaczone wartosci krytycznych obciazen statycznych
ptyt i charakterystyki ugi¢¢ maksymalnych w czasie narastajacego obciazenia
dziatajacego w plaszczyznie plyty na wybrany brzeg. Wartosci krytyczne czasu,
obciazenia czy ugigcia okreslajace dynamiczna odpowiedz badanej ptyty wyzna-
czono dla przyjetego kryterium utraty statecznosci dynamicznej ptyty. Szczegétowa
analiz¢ stanu krytycznego plyt przeprowadzono dla réznych parametréw geome-
trycznych, materiatowych i zwiazanych z obciazeniem, ptyt zaréwno z rdzeniem
sprezystym, jak i lepkosprezystym, uwzgledniajac wptyw intensywno$ci zmian
obciazenia i nieregularno$ci ksztattu — imperfekcji. Zwrécono uwage, m.in. na
wystepujace przypadki obnizania si¢ wartosci krytycznych obciazen dynamicznych
plyt ponizej minimalnej warto$ci krytycznych obciazen statycznych.

Dopetnieniem prowadzonych analiz sa wyniki obliczen modeli tréjwarstwowych
ptyt pier§cieniowych z uzyciem metody elementéw skofczonych w programie
ABAQUS. Przedstawiono sposéb budowy modeli MES badanych ptyt charakte-
ryzujacych si¢ duza materialowa niejednorodnoscia struktury poprzecznej i réznym
udziatem jej warstw sktadowych w przenoszeniu powstajacych obcigzen normalnych
i stycznych. Przyktadowymi obliczeniami MES potwierdzono wyniki obliczen
plyt otrzymane metoda réznic skonczonych, zwrécono uwage na zaobserwowane
zmiany postaci deformacji krytycznych ptyt obciazanych dynamicznie i podkre-
$lono znaczenie analizy wytgzeniowej w kompleksowej ocenie badanych ptyt.



Poréwnujac wyniki obliczen dwéch metod: réznic 1 elementéw skonczonych na
podstawie zgodnosci i réznic wyznaczonych wartodci statycznych i dynamicznych
obciazen krytycznych modeli ptyt o réznych grubos$ciach warstwy rdzenia, sfor-
mutowano uwagi do obliczen ptyt z rdzeniem grubym konczace czg$¢ badawcza
pracy. Zasygnalizowano mozliwo$¢ wystapienia innych niz quasi-eulerowskich
form wyboczenia dla znacznie nizszych wartoSci obciazen krytycznych plyt
z rdzeniem grubym.

Spostrzezenia i wnioski koncowe zawarte w podsumowaniu pracy tworza
praktyczny obraz krytycznych zachowan analizowanych ptyt, a calo§¢ podjetych
w pracy badan jest istotnym uzupelnieniem ciagle podejmowanej problematyki

ugiec plyt o podobnych strukturach.



Wykaz oznaczen podstawowych

r, @— wspdtrzedna promieniowa i katowa biegunowego uktadu ptyty,
Ty, ¥, — WeWNetrzny i zewngtrzny promien plyty,

p — bezwymiarowa wspétrzedna promienia,

P — bezwymiarowy wewngtrzny promien plyty,

h — catkowita grubos$¢ plyty,

hy, hy (hy = hs = h’) — grubos¢ oktadziny piyty,

h, — grubo$¢ rdzenia,

w,, Wy W —ugigcie wstepne, dodatkowe i catkowite ptyty,

Wamax — Maksymalne ugigcie dodatkowe ptyty,

wa- — Krytyczne ugiecie dodatkowe ptyty,

&, {1, ¢ — bezwymiarowe ugiccie wstepne, dodatkowe i catkowite ptyty,
Cimax — bezwymiarowe, maksymalne ugiecie dodatkowe plyty,

M, s (U = (= 1) — gestos$¢ materiatu oktadzin,

1 — gestos¢ materiatu rdzenia,

E\, E; (E, = E; = E) — modut Younga materiatu oktadzin,

E, — modut sprezystosci podtuznej materiatu rdzenia,

Gy, G3 (G| = G3 = G) — modut Kirchhoffa materiatu oktadzin,

G, — modut Kirchhoffa materiatu rdzenia,

Vi, V5 (Vi = 3 = V) — liczba Poissona materialu oktadzin,

W, — liczba Poissona materiatu rdzenia,

G, 77— stala sprezystosci i stata lepkosci lepkosprezystego materiatu rdzenia,
C., D;, E;, F; — stale materialowe lepkosprezystego rdzenia plyty,

dy, d, — liczby réwne 0 lub1 okreslajace rodzaj obciazonego brzegu ptyty,
t —czas,

1" — bezwymiarowy czas,

t — czas krytyczny,

s — predko$¢ narastania obciazenia liniowego,

p — obciazenie ptyty,

p" —bezwymiarowa wielko$¢ obciazenia phyty,

P — Krytyczne obciazenie statyczne,

P — bezwymiarowa wielko$é krytycznego obciazenia statycznego piyty,
Prayn — Krytyczne obciazenie dynamiczne,

¢ — funkcja napre¢zen,



F — bezwymiarowa funkcja napr¢zen,
K7, K10 — wybrane parametry plyty: K7 = 2 , KIO= é ,
Pir h
m — liczba poprzecznych fal obwodowych wyboczenia ptyty,
&, & — liczby skalujace wielkos¢ ugigcia wstepnego C, ptyty,
b — dlugos$¢ przedzialu w metodzie réznic skonczonych,
N — liczba wewnetrznych punktéw dyskretyzacji,
K, — wspétczynnik dynamiczny,
C,.s — naprgzenie zredukowane wedtug hipotezy Hubera (H-M-H) w obszarze
silnej deformacji oktadziny ptyty,

max

Cred  —maksymalne naprgzenie zredukowane wedtug hipotezy Hubera (H-M-H)
w oktadzinie,

7i3 — naprezenie styczne w warstwie rdzenia ptyty,
f—czgstos¢ drgan wilasnych plyty,
T — okres drgan wtasnych ptyty,

k — parametr postaci drgan wlasnych

Oznaczenia

9
¥..x— pochodna czastkowa okreslona jako: y, . = Yz

ox

0 operator ré6zniczkowy,

Skroty

MRS — metoda réznic skonczonych,

MES - metoda elementéw skonczonych,

UU, PP, UP, PU, US, SU, PS, SP — oznaczenie sposobu podparcia brzegéw plyty:
U — utwierdzenie, P — brzeg swobodnie podparty, S — brzeg swobodny.



Wstep

,»Cena, sztywno$¢ i réznorodne zastosowanie” tak bardzo zwigzle autor pracy
[6] charakteryzuje zalety warstwowych struktur typu metal-pianka. Ta popularna
struktura tworzy lekka, wytrzymata konstrukcje przektadkowa, zwana réwniez
sandwiczowa, w ktdrej zespolone warstwy o réznych wlasciwosciach ich materiatow
dobrze wspodtpracujaca jako calo$¢ w przenoszeniu obciazen. Metalowo-piankowa
struktura konstrukcji przektadkowej jest struktura reologiczna wymagajaca
uwzglednienia w opisie jej mechaniki zmiennych w czasie wlasciwo$ci przy-
najmniej jednego materialu warstwy — tworzywa sztucznego warstwy rdzenia.
Taka konstrukcjg, zwraca uwage autor pracy [44], nalezy ,,analizowa¢ globalnie
w zakresie reologii”.

Kazda rzeczywista konstrukcja, w tym takze konstrukcja warstwowa, prze-
ktadkowa niezaleznie od jej rodzaju: belka, ptyta, powtoka, poddana obciazeniom
staje si¢ uktadem wrazliwym na wtasng geometrig, rodzaj materialu, niedoskonatos¢
ksztattu, charakter i intensywno$¢ obciazenia czy wptyw dodatkowych czynnikéw
otoczenia. Jej ogolnie pojete mozliwosci ksztattuja zadane warunki pracy.
W szczegblny sposéb t¢ konstrukcyjna i strukturalna wrazliwo$¢ uktadu ujawnia
taki rodzaj obciazenia, przy ktérym doznaje on przemieszczenh gwaltownych,
czesto skokowych, przy ktérych narazony jest na zmiany postaci ksztattu — utrate
statecznosci.

Zachowanie sig¢ konstrukcji po zaburzeniu jej stanu réwnowagi, z ktérym S$ci-
$le zwiazane jest pojecie statecznosci [119] i ocena wartosci parametru obcigzenia
krytycznego przy utracie statecznosci uktadu przez dywergencjg, a takze warunkow
dynamicznej utraty stateczno$ci sa wciaz waznymi tematami, dla ktérych poszu-
kiwanie efektywnych rozwiazan inzynierskich jest zasadne.

Takiemu poszukiwaniu dla plyty pierscieniowej o przektadkowej, trojwarstwowe]

strukturze o cechach reologicznych zostata po§wigcona ta praca.



1. Zagadnienia statecznosci warstwowych plyt
pierscieniowych w literaturze

Zagadnienia statecznoSci elementéw konstrukcyjnych obejmuja analizg
statyczng i dynamiczng badanego ustroju. W obu przypadkach dazy si¢ do wyznacze-
nia warto$ci krytycznych parametréw obcigzenia dla konstrukcji rzeczywistej
1 obciazenia bifurkacyjnego dla konstrukcji idealnej jako jej statycznego obcigze-
nia krytycznego [26]. Zakres probleméw [3], [39] dotyczacy zagadnien statecznosci
dynamicznej obejmuje rézne zjawiska, wsrdd ktérych wyodrebnione sa [3]:

— niestatecznoSci zwigzane z wymuszeniem okresowym 1 rezonansem
parametrycznym,

— niestateczno$ci zwigzane z wystgpowaniem zewnetrznych sit niezachowawczych,

— niestateczno$ci wynikajace z wymuszen aperiodycznych.

Ocena statecznych zachowan elementu dotyczy réwniez analiz drgan, drgan
wtasnych uktadu, drgan wzbudzonych obcigzeniem dynamicznym, ograniczonych
czesto do analizy wylacznie drgan gigtnych elementu.

Wymieniony zakres probleméw statecznos$ci i drgan uktadu dla konkretnego
elementu ptyty warstwowej: wielowarstwowej, laminatowej, a takze dwuwar-
stwowej 1 trojwarstwowej, w tym szczegllnie przektadkowej plyty pierScieniowe;,
a w niektérych przypadkach takze ptyty kotowej jest tematem przedstawionego
przegladu prac naukowych.

Duza czg$¢ przedstawionych rozwiazan dotyczy przypadkéw ptyt o obrotowe;j
symetrii — ptyt okreslanych w pracy mianem obrotowosymetrycznych i obrotowo-
symetrycznych rozwiazan badanego problemu. Tréjwymiarowa posta¢ ptyty jest
wynikiem obrotu jej przekroju poprzecznego wokot osi symetrii, a rozwigzanie
problemu jest niezalezne od obwodowej zmiennej katowej [29].

Rozwiazanie zagadnienia drgan i wyboczenia dla symetrycznych i niesyme-
trycznych postaci laminatowej, pierScieniowe] ptyty réwnomiernie $ciskanej
promieniowo opisano w pracy [40]. W pracy podkre$lono znaczenie asymetrycznej
analizy wyboczenia tak obcigzonej plyty, ktérej minimalna warto$¢ statycznego
obciazenia krytycznego dla okre§lonych warunkéw podparcia moze odpowiadaé
postaci pofalowanej obwodowo. Rozwiazanie przeprowadzono dla nieliniowych
zwiazkow geometrycznych, sprezystych oraz izotropowych warstw plyty. Prze-

analizowano przypadki plyty pierScieniowej i kotowej ztozonej z dwu i trzech
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warstw. W przypadku ptyty tréjwarstwowej jednakowy materiat zewngtrznych

warstw plyty rézni si¢ od materiatu warstwy §rodkowej, ktorej grubo$¢ stanowi
1
10
wlasnych, wyznaczajac bezwymiarowe parametry czgstosci drgan i obciazenia

grubosci catej ptyty. Rozwiazanie sprowadzono do zagadnienia wartosci

krytycznego. Dokonano licznych analiz wptywu ilorazéw wymiaréw ptyty: gru-
bosci oktadzin do catkowitej grubos$ci plyty, wymiaru promienia wewngtrznego
lub grubosci catkowitej do promienia zewngtrznego ptyty na wartosci parametrow
czestosci drgan i obciazenia krytycznego. Wskazano obszary malej i duzej wraz-
liwosci tych parametrow na zmiany wartosci wielko$ci wymienionych i zmiany
warto$ci bezwymiarowego wspéiczynnika sztywno$ci postaciowej plyty. Udo-
wodniono znaczenie poprzecznie symetrycznego ukladu trzech warstw plyty, dla
ktérego wartos¢ obciazenia krytycznego dla zaréwno obrotowosymetrycznej pty-
ty kotowej, jak i pierScieniowej o pofalowanej postaci wyboczenia ma wartos¢
najmniejsza. Przedstawiona praca [40] jest jedna z niewielu prac podejmujacych
problem asymetrycznej niestateczno$ci statycznej ptyt.

W zakresie drgan tréjwarstwowych ptyt pierscieniowych z lepkosprezysta
warstwa Srodkowa rozwiazania i analizy uwzgledniajace pofalowane obwodowo
ksztatty postaci modalnych ptyt przedstawiono w pracach [85], [10]. W rozwia-
zaniach wykorzystano metod¢ réznic skonczonych. W pracy [85] badano plyte
pier§cieniowa o ilorazie promienia wewngtrznego do zewngtrznego rownym 0,2
dla trzech réznych uktadéw podparcia brzegéw: dwustronnego utwierdzenia,
dwustronnego swobodnego podparcia, utwierdzenia brzegu wewngtrznego i swo-
bodnego brzegu zewngtrznego. Cienkie oktadziny sa stalowe, a grubos¢ lepko-
sprezystego, migkkiego rdzenia ptyty waha si¢ w zakresie od 1 do 10 grubosci
oktadziny. W rozwiazaniu sprowadzonym do zagadnienia wartoSci wilasnych
wykorzystano liniowe zwiazki fizyczne. Wynikiem analiz jest m.in. wskazanie
obrotowosymetrycznej postaci drgan ptyty, dla ktdrej czesto$¢ drgan wiasnych
ptyt podpartych na obu brzegach jest najmniejsza.

W pracy [10] badaniom poddano wirujace ptyty z cienkim rdzeniem o grubosci
mniejszej od grubo$ci wybranej warstwy zewngtrznej ptyty. Warstwy zewngtrzne
sa ortotropowe. Brzeg wewngtrzny ptyty jest utwierdzony, a zewngtrzny jest
swobodny. W ocenie wynikow zwrdcono uwage m.in. na krytyczne predkosci
obrotowe badane;j ptyty.
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Czgstosci drgan wlasnych i wspétczynnik ttumienia tréjwarstwowej plyty
z rdzeniem lepkosprezystym dla r6znych wartosci bezwymiarowego modutu spre-
zystosci rdzenia i dla r6znych grubo$ci warstw ptyty oraz postaci drgan, metoda
elementéw skonczonych wyznaczono w pracy [111]. Badaniom poddano przypadek
plyty utwierdzonej na brzegu wewngtrznym i swobodnej na brzegu zewngtrznym.
Podsumowujac, zwrécono m.in. uwageg na brak poprawy wtasciwosci thumiacych
plyty kompozytowej przy zwigkszaniu grubosci jej lepkosprezystego rdzenia.

Podobna dyskusje wartos$ci czgstos$ci drgan i wspoétczynnika tlumienia dla
wirujacej plyty tréjwarstwowej przedstawiono w pracy [114].

Problem rezonansu parametrycznego wirujacej i stacjonarnej plyty tréjwar-
stwowej o ortotropii materialowej oktadzin z lepkosprezystym rdzeniem poddane;j
réwnomiernym, periodycznie zmiennym, promieniowym obciazeniom dzialajacym
na jej brzeg zewnetrzny podjeto w pracach [9], [11]. Grubos¢ lepkosprezystej
warstwy §rodkowej stanowi 0,1+-0,7 warstwy zewngtrznej. Brzeg wewngtrzny jest
utwierdzony, a zewngtrzny jest brzegiem swobodnym. W rozwiazaniu problemu
obrotowosymetrycznego wykorzystano metodg elementéw skonczonych. Wynikiem
analiz sa obszary dynamicznej niestatecznos$ci ptyty poddanej periodycznie
zmiennemu obciazeniu typu: P =P + F, cos 6t , wyznaczone dla réznych wartosci
parametréow materialowych i geometrycznych ptyty. Zauwazono m.in. znaczny
wplyw grubosci rdzenia ptyty na szeroko$¢ obszaréw niestatecznych.

Podobny problem oceny obszaréw obrotowosymetrycznej, dynamicznej nie-
stateczno$ci wirujacej tréjwarstwowe]j ptyty z rdzeniem lepkosprezystym poddanej
dziataniu periodycznego obcigzenia zostat podjgty w pracy [113]. Tutaj oktadziny
badanej ptyty sa sprezyste, izotropowe.

Dziatanie periodycznego obcigzenia na brzeg ortotropowej plyty pierscie-
niowej w ocenie jej obrotowosymetrycznej, parametrycznej statecznosci przed-
stawiono takze w pracy [94]. Analizie szczegdtowej poddano ptyte dwuwarstwowa
o swobodnym brzegu wewngtrznym i utwierdzonym lub swobodnie podpartym
brzegu zewngtrznym, obciazong na brzegu zewngtrznym. Stwierdzono brak istotnych
zmian obszaréw niestatecznosci dla ptyt o r6znym ilorazie grubosci jednej z warstw
do catkowitej gruboS$ci plyty oraz zauwazono przeciwny charakter zachowan plyt
o utwierdzonym lub swobodnie podpartym brzegu zewngtrznym na zmiany war-

tosci ilorazu wymiardw jej promieni.
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W pracy [112] pokazano zakresy dynamicznej niestatecznos$ci ptyty pierscie-
niowej o promieniach @ i b wzmocnionej dwoma dodatkowymi cienkimi war-
stwami pier$cieniowymi o promieniach a”i b z ktérych srodkowa jest warstwa
lepkosprezysta, a zewngtrzna stanowi izotropowa warstwe konstrukcyjng (rysu-
nek 1.1b). Zewnetrzny brzeg izotropowej, gléwnej plyty pierScieniowej jest
obcigzony promieniowymi sitami periodycznie zmiennymi i jest swobodnie
podparty. Analizie poddano przypadek plyty, dla ktérej iloraz promieni - wynosi
0,001, traktujac ja jako ptyte kotowa. Efektem analizy jest stwierdzenie stabilizuj-
jacego wptywu dodatkowego uktadu warstw: lepkosprgzystej i konstrukcyjnej na
strukture plyty kotowe;.

Przedstawione prace [9], [10], [11], [111], [112], [113] autoréw: YR Chen,
LW Chen, HJ Wang, CC Wang dotycza okre$lonego przypadku ptyty tréjwarstwo-
wej, w ktorej trzy warstwy to: cienka zewnetrzna warstwa konstrukcyjna, cienka,
srodkowa, lepkosprezysta warstwa tlumiaca i1 dolna, zewngtrzna, macierzysta
warstwa ptyty. Przyktadowe schematy badanych ptyt przedstawia rysunek 1.1.

Tréjwarstwowa ptyta kotowa o tej samej strukturze w pracy [121] jest przed-
miotem analizy czgstosci drgan i oceny jej wlasciwosci ttumigcych. Przedstawione
rozwigzanie umozliwia wyznaczenie postaci drgan poprzecznych badanej plyty.
W podsumowaniu podkreslono wpltyw lepkosprezystej warstwy ptyty na wzrost
zdolno$ci ttumienia drgan struktury. Wyniki obliczen wykazaty jednak brak
wplywu zaréwno grubszej lepkosprezystej warstwy plyty, jak i wyzszych postaci
modalnych drgan ptyty na poprawe efektu ttumienia drgan uktadu.

Zagadnienia drgan warstwowych ptyt pierScieniowych sa tematem prac [24],
[46], [49], [86], [95]. W pracy [46] badaniom poddano krytyczne predkosci obrotowe
laminatowej ptyty pier§cieniowej pod dziataniem obciazenia od stacjonarnego
elementu ciernego. Wyznaczono metoda elementéw skonczonych rézne postacie
modalne, stwierdzajac istotny wplyw symetrycznego czy niesymetrycznego uktadu
warstw plyty na warto$¢ krytycznych predkosci obrotowych. Dziatanie elementu
ciernego moze powodowac niestateczno$¢ ptyty w zakresie jej predkosci obrotowej,
a wzrost predkosci krytycznej nastgpuje dla odpowiedniego uktadu materiatu
warstw plyty.

Badaniom drgah swobodnych ortotropowej, laminatowej ptyty kotowej 1 pierscie-
niowej metoda elementéw skonczonych poswigcono pracg [49]. Rozwazajac

jedynie problem obrotowosymetryczny, zwrécono uwage na wptyw wilasciwosci
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materiatu, grubosci plyty, uktadu warstw, wymiaru promieni i sposobu podparcia
na wyznaczone czegstosci drgan. Stwierdzono m.in. wzrost podstawowej czgstosci
drgan ze wzrostem $rednicy otworu swobodnego plyty.

(@)

ortotropowa .
oktadzina

okladzina A
lepkosprezysty materiat
oktadzina L

(b)

réwnomierne naprezenie
promieniowe P,

=

=
Ty
e warstwa konstrukcyjna
warstwa lepkosprezysta
warstwa macierzysta ptyty

Rys. 1.1. Schematy ptyt warstwowych przedstawione w pracach: (a) [111], (b) [112]

Metodg réznic skonczonych wykorzystano w obliczeniach drgah wtasnych dwu-
warstwowe] plyty pierScieniowej utwierdzonej na obu brzegach [95]. Zbadano
wplyw grubos$ci warstw z materiatéw typu: grafit-epoksyd 1 stal oraz aluminium-

bor i stal na warto$¢ czestosci drgan wtasnych plyty. W obu przypadkach ze
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wzrostem ilorazu grubo$ci warstwy niestalowej do grubosci calej ptyty rosnie
warto$¢ czgstosci podstawowej drgan. Dla wyzszych czesto$ci drgan wiasnych
plyty z materiatu warstw: grafit-epoksyd 1 stal, i grubszej warstwy niestalowe;j
wystepuja znaczne spadki warto$ci czgstosci drgan ptyty.

W pracy [24] analizie poddano ciekawy przypadek struktury pierscieniowej zlo-
zonej z dwdch wspétosiowych ptyt o réznej kombinacji liczby warstw sktadowych.
Zagadnienie rozwigzano metoda elementéw skonczonych. Wykazano duza wraz-
liwo$¢ warto$ci wspélczynnika czestosci drgan wiasnych na geometri¢ uktadu
1 ortotropi¢ materiatowa.

Obrotowosymetryczne i niesymetryczne rozwiazanie wyboczenia i drgan wia-
snych dla wycinka laminatowej plyty pierScieniowej o ortotropowych warstwach
przedstawiono w pracy [86]. Rozwiazaniem zagadnienia wartosci wlasnych sa
warto$ci obcigzen krytycznych i czgstosci drgan wlasnych wycinka ptyty podpartego
na brzegach. Oceniono wptyw réznych kombinacji uktadéw podpér, liczby warstw,
warto§ci modutéw materialéw, grubosci plyty i kata badanego wycinka na
wyznaczone wartos$ci wlasne. Przedstawiono liczne wyniki analiz.

Obrotowosymetryczne rozwigzania dla tréjwarstwowych ptyt pierScieniowych
obcigzonych statycznie w ich plaszczyZznie réwnomiernym, promieniowym
ciSnieniem przedstawiono w pracach [27], [1]. Dla ptyty Sciskanej na brzegu
zewngtrznym, podpartej przesuwnie na brzegu wewnetrznym i utwierdzonej na
brzegu zewngtrznym [1] oraz o réznych kombinacjach podpér na brzegach ptyty [27]
przedstawiono bezwymiarowe wielkosci obcigzenia krytycznego w zaleznosci od
ilorazu wymiaréw promieni ptyty i mieszanych wyrazen geometrycznych i mate-
rialowych. Badane plyty sg izotropowe, o symetrycznym ukladzie trzech warstw,
z mickkim rdzeniem.

Obrotowosymetryczne rozwiazanie liniowego problemu warto$ci wiasnych
ortotropowej, laminatowej, Srednio grubej ptyty kotowej i pierscieniowej przed-
stawiono w pracy [15]. Plyta obcigzona jest takze na zewngtrznym, utwierdzonym
lub swobodnie podpartym brzegu. Brzeg wewngtrzny nie jest podparty lub jest
usztywniony. Zbadano wpltyw symetrycznego i niesymetrycznego uktadu warstw
plyty na wartosSci obcigzen krytycznych.

Problem statecznosci statycznej jest takze przedmiotem analizy przedstawione;j
w pracy [25]. Izotropowa plyta pierScieniowa o utwierdzonych lub swobodnie

podpartych brzegach jest poddana dzialaniu réwnomiernego, ale promieniowo
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rozciagajacego obciazenia na jej brzeg wewngtrzny. Dla réznych mozliwych liczb
$rednic weztowych opisujacych posta¢ deformacji ptyty wyznaczono wartosci
obciazen krytycznych, wskazujac ich wartosci minimalne dla ptyt o r6znej liczbie
ilorazu promienia wewngtrznego do zewngtrznego. Przedstawiono takze wyniki
dla plyty jednorodnej. W kazdym przypadku wystepuje istotny spadek wartosci
obciazen krytycznych ptyt ze wzrostem wartoS$ci ilorazu ich promieni.

Badaniom warstwowych, obrotowosymetrycznych ptyt kolowych poswigcone
sa m.in. prace [45], [51], [106]. W pracy [51] analizie poddany jest przypadek
plyty tréjwarstwowej, a w pracach [45], [106] ptyty dwuwarstwowej. Drgania
wymuszone i swobodne sa badane w pracy [45] dla plyty z warstw stal-
aluminium, utwierdzonej na brzegu. Zachowanie ptyty warstwowej odniesiono do
zachowan ptyt jednorodnych: stalowej i aluminiowej. Stwierdzono wzrost czgstosci
drgan dla liczby bliskiej 0,325 okreslajacej iloraz grubosci warstwy aluminium do
catkowitej grubosci pyty.

Drgania swobodne réwniez utwierdzonej na brzegu plyty sa analizowane w pracy
[51]. W pracy przedstawiono ogélne réwnania réwnowagi dynamicznej kazdej
z trzech warstw plyty: izotropowych oktadzin i migkkiego rdzenia. W opisie
deformacji poprzecznej wykorzystano hipotezg linii tamanej. Uwzgledniono wptyw
sit bezwladnosci w ptaszczyznie ptyty.

Plyta badana w pracy [106] jest poddana dziataniu réwnomiernego obcigzenia
prostopadtego do plaszczyzny stalowej lub aluminiowej warstwy plyty. Druga
warstwa ptyty to epoksydowo-szklany kompozyt. Przedstawione rozwigzanie
i liczne wyniki dotycza zagadnienia duzych ugig¢ poprzecznych ptyty.

Warta wymienienia, interesujacg praca, w ktérej réwniez nie jest analizowana
stateczno$¢ ptyty, jest praca [105]. Przedmiotem badan jest takze ptyta kotowa,
dwuwarstwowa, o duzych ugigciach, analizowana w zakresie obcigzen plastycznych.

Rozwigzanie geometrycznie nieliniowej, obrotowosymetrycznej, laminatowej
plyty pierscieniowej obcigzonej prostopadle do ptaszczyzny zewngtrznej laminy i na
brzegu wewngtrznym lub w centrum rdzenia usztywniajacego brzeg wewnetrzny
plyty przedstawiono w pracy [16]. Wplyw wielko$ci promienia do grubosci plyty
dla symetrycznych i niesymetrycznych uktadéw warstw ptyty na wartos¢ jej ugieé
poprzecznych i powstatych naprgzen jest analizowany szczegétowo.

Zmienna, zmniejszajaca si¢, grubo$¢ plyty w kierunku zewngtrznego promienia

typowej, trgjwarstwowej struktury ptyty pierScieniowej w zagadnieniu obrotowo-
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symetrycznego wyboczenia jest cickawym, nowym elementem problematyki opi-
sywanych ptyt podjetym w pracy [73]. Przedstawione rozwiazanie wykorzystuje
metodg réznic skonczonych. Krytyczne obcigzenia izotropowej plyty Sciskanej na
zewngtrznym, swobodnym brzegu i utwierdzonym wewngtrznym maleja wraz ze
wzrostem warto$ci ilorazu grubos$ci brzegu wewnetrznego do zewngtrznego ptyty
i wzrostem wartosci bezwymiarowego parametru okreslajacego poprzeczna,
postaciowa gigtkos¢ plyty. Autor pracy zwraca uwage na ograniczenie zakresu
podjetych badan do analizy jedynie przypadku obrotowosymetrycznego i poddaje
w watpliwos¢ ewentualne zatozenie, Zze dla niesymetrycznych postaci modalnych
plyt warto$ci obciazen krytycznych sa wyzsze od otrzymanych dla postaci
obrotowosymetrycznej. Sugeruje przez to konieczno$¢ ich wyznaczenia i doktad-
nego zbadania.

Przedstawiony, szczegbétowy opis badanych w literaturze przypadkéw piyt
pier§cieniowych pokazuje rozpigto§¢ podejmowanych dla tych plyt zagadnien
dotyczacych problematyki ugig¢¢, drgan i statecznosci. W tym opisie przewaza
analiza plyt tréjwarstwowych, w ktérych rdzen jest cienka, lepkosprgzysta, $rod-
kowa warstwa ttumiaca. Wynikiem rozwiazania problemu obrotowosymetrycznego
przy wykorzystaniu metody elementéw skonczonych sa oceniane obszary sta-
teczne i niestateczne dynamicznych odpowiedzi ptyt na wymuszenie periodyczne
wyznaczane poprzez rozwigzanie odpowiedniego réwnania Mathieu.

Zwraca uwage ograniczona liczba prac poswigconych badaniom asymetrycznych
zachowan plyt przy statycznej utracie statecznosci i praktycznie brak takich analiz
dla statecznosci dynamicznej. Brak jest wyczerpujacych informacji o wartosciach
obciazen krytycznych zaréwno statycznych, jak i dynamicznych zwyktych piyt
przektadkowych, w ktérych warstwa Srodkowa jest migkki, piankowy, znacznie

grubszy od metalowych oktadzin, rdzen.
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2. Wprowadzenie w temat pracy

Tematem pracy jest ocena statecznych zachowan tréjwarstwowych ptyt pier-
scieniowych z rdzeniem o wilasciwoSciach sprezystych lub lepkosprezystych.
Rozpatrywany problem dotyczy zagadnienia statecznosci statycznej i statecznosci
dynamicznej plyt poddanych zmiennym w czasie obcigzeniom. Analiza wyzna-
czonych warto$ci obciazen krytycznych statycznych i dynamicznych nie jest
ograniczona do jedynie obrotowosymetrycznych postaci wyboczenia ptyt. Zapro-
ponowane analityczno-numeryczne rozwigzanie pozwala uzyska¢ wyniki dla
asymetrycznych postaci utraty statecznosci plyt, ktére w tej pracy sa przedmiotem
szczegblnej uwagi.

Wybranym obiektem badan, szczegdélowych analiz i obserwacji jest ptyta
o ksztalcie pierScienia, ktérej przektadkowa struktur¢ poprzeczna tworza trzy
charakterystyczne warstwy: okladziny i rdzen.

Dobrze znana struktura typu sandwich, pier§cieniowy ksztalt badanej plyty,
ktéry zmniejsza obszar jej zastosowan do przypadkéw szczegdlnych oraz statecznosc,
ktéra wraz z towarzyszacymi jej rozwiazaniami stanu gi¢tnego konstrukcji ptytowych
i powtokowych posiada liczne opracowania naukowe, sa elementami, ktére trak-
towane osobno nie stanowia zagadnienh nowych, lecz powiazane tworza oryginalny
temat podjgtej pracy. Utrata statecznoSci plyty pierScieniowej o trojwarstwowe]
strukturze jest ciekawym w teoretycznym poznaniu z zakresu, np. dziedzin
mechaniki i wytrzymato§ci materiatéw, tematem, ktory nie jest pozbawiony
waznych cech praktycznych.

Obszar mozliwych inzynierskich zastosowan pierscieniowej plyty warstwowej
jest rozlegly i jak wskazuja autorzy prac [11], [17], [18], [19], [73], [105], [113],
dotyczy wielu dziedzin: przemystu maszynowego, energetyki jadrowej, lotnictwa czy
kosmonautyki — jako przyktadowe wymieniane sa czgsci turbin i reaktoréw jadro-

wych. Mozliwe sa takze zastosowania w elektrotechnice i inzynierii wodno-ladowe;.

2.1. Cel pracy

Rozpatrywana w pracach przedstawionych w przegladzie literatury (rozdziat
1 pracy) obrotowosymetryczna niestatecznos¢ pierscieniowych ptyt o warstwowe]
strukturze stanowi jedynie szczegdlny przypadek mozliwej utraty ich statecz-

nosci. Wystgpowanie praktycznie waznych, pofalowanych w kierunku obwodu
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i promienia plyty postaci utraty stateczno$ci mozna spodziewac si¢ zwtaszcza dla
ptyt Sciskanych na zewngtrznym brzegu. Konieczne, w poszukiwaniu minimal-
nych warto$ci obciazen krytycznych ptyt, ujawnienie kazdej mozliwej postaci
utraty statecznosci ptyty wymaga uzyskania efektywnego rozwigzania ogélnego.

Uogdlnione rozwiazania zagadnien ugiec i stateczno$ci wiotkich, ortotropowych
plyt pierScieniowych w ujeciu nieliniowym zaproponowane w pracy [103] i roz-
winigte w analizach statecznoSci dynamicznej sprezystych ptyt izotropowych
i ortotropowych [117], [104], [53] oraz plyt lepkosprezystych [54], [55], [56]
umozliwiaja dokonanie kompleksowej oceny ich obciazen krytycznych. Nume-
ryczne rozwiazanie nieliniowego zagadnienia zginania cienkiej ptyty pierScieniowej
wykorzystuje metode ortogonalizacji do wyeliminowania zmiennej katowe]
w kierunku obwodu ptyty i metodg réznic skonczonych do dyskretyzacji modelu
ptyty w kilkunastu punktach w kierunku jej promienia.

Mozliwos¢ wykorzystania, sprawdzonych w rozwiazaniach ptyt jednorodnych,
algorytméw i metod obliczeniowych w budowie autorskiego programu oblicze-
niowego do szybkiej (zwlaszcza przy obecnych mocach obliczeniowych kompu-
teré6w), efektywnej oceny zaréwno statycznych obciazen krytycznych plyt
warstwowych, jak i dynamicznych dla ptyt z rdzeniem o wlasciwosciach sprezystych
lub lepkosprezystych pozwala na realizacje¢ szczegétowych analiz stanu krytycznego
tréjwarstwowych plyt pierscieniowych o obrotowosymetrycznych i pofalowanych
postaciach utraty statecznosci.

Realizacja ta oparta na wykorzystaniu metod rozwiazania zagadnienia zginania
pier§cieniowych plyt jednorodnych z uwzglednieniem nieliniowosci geometrycznych
w 0g6lnym rozwiazaniu ugigc plyty tréjwarstwowej z rdzeniem lepkosprezystym,
umiarkowanie grubym, wymaga m.in. sformutowania nowych réwnafh podsta-
wowych, warunkéw brzegowych, dodatkowych réwnan wiazacych warstwy ptyty
czy zaleznosci opisujacych ich przemieszczenia dla przyjetej liczby fal obwodowych
wyboczenia. Istotnie zwigksza to stopien ztozonosci prowadzonego dalej rozwia-
zania, liczbg réwnan rézniczkowych nalezacych do uktadu podstawowego, ktdry
stanowi wynik rozwigzania problemu oraz komplikuje czg$¢ numeryczna zadania.
Rosnie liczba zmiennych parametréw opisujacych prace ptyty.

Dodatkowo, ograniczenie analiz wyboczeniowych ptyt do wynikéw otrzy-
manych w drodze zaproponowanego rozwiazania nie jest wystarczajace w podjetej

probie kompleksowej oceny stanu krytycznego ptyty. Dopelnieniem informacji
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o krytycznych i wytgzeniowych zachowaniach ptyt sa wyniki obliczen modeli

badanych ptyt tréjwarstwowych zbudowanych za pomoca metody elementéw

skonczonych. Zgodnosci i podobienstwa, a takze obserwowane réznice wynikow
obliczen modeli ptyt otrzymane dwoma sposobami dopiero tworza pewng calosé
obrazu o statecznosci tréjwarstwowych plyt pierScieniowych.

Ujmujac szczegétowo, celem podjetej pracy jest:
® przedstawienie ogdlnego rozwiazania zagadnienia zginania ptyty pierscieniowej

o tréjwarstwowej strukturze poprzecznej z rdzeniem lepkosprezystym,

e szczeg6towa analiza standéw krytycznych i pokrytycznych plyt o pofalowanych
obwodowo postaciach wyboczenia z uwzglednieniem wplywu m.in. lepkich
wtasciwos$ci materiatu jej rdzenia, dynamiki dziatajacych obciazen, niedoskona-
tosci ksztattu poczatkowego ptyty,

® pokazanie obrazéw deformacji, szczegétowych wartoSci obciazen krytycznych
i przeprowadzenie dodatkowych analiz: wytg¢zenia i drgan, modeli ptyt liczonych
metoda elementéw skonczonych.

Dazenie do kompleksowego poznania problemu statecznosci badanych ptyt,
w tym zwlaszcza problemu stateczno$ci dynamicznej, komplikuje wieloparame-
trowy opis modelu obliczeniowego badanej ptyty. Wzajemny wptyw poszczeg6lnych
parametréw ptyty na wyniki koncowe moze utrudnia¢ formutowanie zaleznos$ci
og6lnych. Opisowi wynikéw badan ptyt w poszczegdlnych rozdziatach pracy
towarzyszy naste¢pujace sformutowanie, ktérego stuszno$¢ potwierdza¢ beda
przedstawiane analizy ptyt:

Wieloparametrowos¢ modelu pierscieniowej ptyty trojwarstwowej, w zagad-
nieniu utraty jej statecznosci, ogranicza mozliwos¢ jednoznacznej oceny zachowan
krytycznych struktury, a okreslenie wptywu poszczegolnych jej parametréw na
wyniki koncowe jest jedynie mozliwe poprzez wtasciwq analize numeryczng

badanego modelu ptyty.

2.2. Ujecie tematu

Schemat modelu badanej ptyty, przyktadowa posta¢ utraty jej statecznosci,
dynamiczne charakterystyki ugigcia i predkosci zmian ugigcia ptyty, pokazane
jako czgéci (a), (b), (c) rysunku 2.1, krétko, obrazowo charakteryzuja tres¢ tematu

podjetej pracy.
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Rozwiazanie zagadnienia ugi¢¢ poprzecznych warstw ptyty, ktérej schemat
pokazuje rysunek 2.1a, obciazonej w ptaszczyznie okladzin sitami rownomiernie

roztozonymi na wybranym brzegu ptyty jest opisane w rozdziatach 4 i 5 pracy.

(@) (b)
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Rys. 2.1. Schemat modelu tréjwarstwowej ptyty pier§cieniowej (a), posta¢ utraty
statecznosci (b), dynamiczne charakterystyki maksymalnego ugigcia
i predkos$ci zmian ugigcia (c)
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Przyjete w rozwiazaniu zatozenia oparte o klasyczng teori¢ ptyt warstwowych
z hipoteza linii tamanej, ktora opisuje stan przemieszczen poprzecznej struktury
plyty oraz nastgpujace réwnania podstawowe:

— réwnowagi dynamicznej,

— zwiazkéw geometrycznych okladzin dla nieliniowej teorii ptyt Kdrmana i zwiaz-
koéw opisujacych katy deformacji promieniowej i obwodowej rdzenia piyty,

— liniowych zwiazkéw fizycznych uwzgledniajacych w opisie lepkosprezystych
wlasciwosci materiatu rdzenia zalezno$ci dla reologicznego, liniowego modelu
standardowego,

— warunkéw brzegowych i poczatkowych,
sa przedstawione w rozdziale 4.
Wynikiem przyjetego opisu modelu plyty jest ogélna posta¢ réwnania rézniczko-
wego (4.38) ugigtej powierzchni tréjwarstwowej plyty pierscieniowej z migkkim
rdzeniem lepkosprezystym. Sposéb rozwiazania tej postaci réwnania poprzez:
wykorzystanie przyblizonych metod ortogonalizacji i dyskretyzacji, przeprowa-
dzenie wielu ztozonych dziatan obliczeniowych, wprowadzenie dodatkowych
réwnan réwnowagi warstw okladzin ptyty i przyjecie szeregu wielko$ci bezwy-
miarowych oraz koniecznych w rozwiazaniu wyrazen funkcyjnych, jest szczeg6-
towo opisany w rozdziale 5 pracy.

W podpunktach tego rozdziatu przedstawione sa postacie uktadéw réwnan spro-

wadzone przez zastosowanie metody réznic skonczonych do form umozliwiajacych

ich rozwiazanie numeryczne w zbudowanym programie autorskim dla ogélnych,
dynamicznych przypadkéw obciazenia plyty z rdzeniem lepkosprgzystym lub
sprezystym oraz dla statycznego przypadku obcigzenia ptyty z rdzeniem sprezystym

w zagadnieniu wartosci wlasnych.

Ocena dynamicznych odpowiedzi modelu ptyty na dziatanie liniowo, szybko
narastajacych w czasie obciazen wymaga przyjgcia odpowiedniego kryterium
utraty statecznosci ptyty. Mozliwe do przyjecia w dynamicznych zagadnieniach
plyt kryteria sa przedstawione w podrozdziale 3.1. W podjegtej analizie plyt doznaja-
cych gwaltownych przyrostéw ugie¢ wykorzystane jest kryterium podane w pracy
A.S. Wolmira [110].

Wyniki obliczen numerycznych i szczegétowe analizy stanéw krytycznych
plyt przedstawia rozdzial 6 pracy. W rozdziale tym scharakteryzowano badany

model ptyty jako reprezentatywny dla okreslonej grupy pierScieniowych plyt

22



tréjwarstwowych, podajac szczegélowe wartosci danych liczbowych. Po analizie
zbiezno$ci polaczonej z doborem liczby punktéw dyskretyzacji w metodzie réznic
skonczonych przedstawiono zasadnicze analizy stateczno$ci statycznej i dyna-
micznej ptyt z rozbiciem na obserwacje stanéw krytycznych: ptyt z rdzeniem
sprezystym, plyt z rdzeniem lepkosprezystym, ptyt wrazliwych na niedoktadnosci
ksztaltu oraz o r6znym ukladzie podporowym i zmiennych wymiarach promieni
gabarytowych, a takze ptyt obciazonych sitami rozciagajacymi na brzegu
wewnetrznym.

Dynamiczne charakterystyki ptyt, ktérych przyktadem jest wykres na

rysunku 2.1c i obcigzenia statyczne bedace wynikiem rozwiazania zagadnienia
warto$ci wlasnych, wyznaczone i badane w tej pracy w szerokim zakresie mozliwych
postaci utraty statecznoSci ptyt dla réznych liczb fal obwodowych obejmuja
wyniki obliczen ptyt przedstawionych w pracach [58], [59], [62], [64], [66], [67],
[72], ktérych rozwiazanie dotyczylo jedynie obrotowosymetrycznych postaci
wyboczenia.
Obrotowosymetryczne rozwigzanie zagadnienia ugig¢ pier§cieniowej plyty tréj-
warstwowej przedstawione w pracach [58], [59], [62] dla plyty z rdzeniem sprg-
zystym i takze z rdzeniem lepkosprezystym, szczegétowo analizowane w pracy [64]
réwniez dla zmodyfikowanej formy opisujacej struktur¢ ptyty jednorodnej
i dwuwarstwowej oraz przedstawione w pracach [66], [67], [72] w poréwnawczej
analizie z wynikami otrzymanymi metoda elementéw skonczonych i uwzglgdnia-
jace [66] wplyw imperfekcji i intensywnosci obcigzenia na wartoSci krytyczne,
réwniez plyt z rdzeniem lepkosprezystym [72] dotyczylo ptyt dwustronnie
utwierdzonych przesuwnie i obciagzonych na brzegu wewngtrznym. Wybrane
obserwacje i spostrzezenia dotyczace tych przypadkéw ptyt wsparty analizy
przedstawione w rozdziale 6 pracy. Obliczenia statycznych obciazen krytycznych
plyt o postaciach obrotowosymetrycznych przedstawione w pracy [60] i obliczenia te
dla uogdlnionego rozwigzania ptyt o pofalowanych postaciach wyboczenia opisane
w pracy [68], ocenione przez poréwnanie wynikéw z wynikami otrzymanymi
metoda elementéw skonczonych dopetniaja réwniez t¢ czgs¢ analizy ptyt
z rozdziatu 6.

Obrazy postaci utraty statecznosci ptyt, ktérych przyktadem jest postacé
przedstawiona na rysunku 2.1b, wyniki obliczen obciazen krytycznych, wykresy

warstwicowe ugig¢ 1 naprezeh krytycznych w warstwach modeli ptyt zbudowanych
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z elementéw skonczonych sa przedstawione w rozdziale 7 pracy. Wykorzystujac
program ABAQUS, przeprowadzono liczne obliczenia modeli ptyt pier§cienio-
wych zaréwno z rdzeniem sprgzystym, jak i lepkosprezystym, ktére potwierdzaja
i uzupetniaja wyniki obliczen plyt przedstawione w rozdziale 6, a w niektérych
przypadkach plyt sygnalizuja mozliwy inny charakter ich zachowan krytycznych
niz wyznaczony w obliczeniach metoda r6znic skonczonych.
Pokazany sposéb budowy modelu MES tréjwarstwowej ptyty, w ktérym nie sa
wykorzystane gotowe opcje programu do obliczen warstwowej struktury, pozwala
na prowadzenie obliczen ptyt warstwowych z rdzeniem kilkanascie razy grubszym od
oktadzin, ktérego materiat jest o znacznie mniejszej sztywnos$ci niz sztywnos¢
materiatu oktadzin. Wyniki obliczen modeli ptyt warstwowych z rdzeniem spre-
zystym 1 lepkosprezystym o grubos$ci i sztywno$ci materialu poréwnywalnej
z parametrami materiatu okladzin, w budowie ktérych wystarczy zastosowaé
opcje programu do podziatu poprzecznego struktury na wyrdznione warstwy,
przedstawiono w pracach [57], [61]. Wsparciem wyboczeniowych analiz modeli
MES ptyt opisanych w rozdziale 7 pracy sa niektére obserwacje 1 wyniki szczego-
towe zawarte w wymienionych wczes$niej pracach [58], [66], [67], [68].
Obserwacje zawarte w kilku pracach wtasnych [62], [63], [65], [69], [70],
[71], w ktérych poréwnane sa wyniki obliczen prowadzone dwoma metodami:
réznic i elementéw skonczonych, modeli ptyt o sredniej grubosci rdzenia i z rdzeniem
grubym, po uzupetnieniu dodatkowymi przyktadami sg trescia ostatniego, badawcze-
go rozdziatu pracy — rozdziatu 8. Wystgpowanie innych niz quasi-eulerowskich
form wyboczenia ptyt i mozliwe zbyt wysokie warto$ci obciazen krytycznych
plyt, ktérych utrata statecznosci ma wtasnie forme¢ globalng, obserwowane szcze-
g6lnie dla ptyt z rdzeniem grubym i cienszymi okltadzinami sa spostrzezeniami,
ktére formutuja praktycznie wazne, podkreslone analiza wielu przyktadéw obli-

czeniowych, uwagi zawarte w rozdziale 8 pracy.
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3. Podstawy teoretyczne gléwnych zagadnien pracy

W przedstawieniu podstaw teoretycznych gléwnych zagadnien tematu pracy
zwrécono uwage na te informacje, ktérych znaczenie w realizacji podjgtych
badan numerycznych jest najwazniejsze.

W opisie ogélnych wiadomosci z zakresu podstawowego problemu analizy,
tj. zagadnienia statecznos$ci dynamicznej plyt, wyrdzniono przyjgte w ocenie
stanu krytycznego ptyt kryterium, zgodnie z ktérym mozliwe jest wyznaczenie
momentu utraty dynamicznej statecznosci plyt i warto$ci obciazen krytycznych.

Uwzglednienie w ogélnym rozwigzaniu zagadnienia ugig¢ badanych ptyt
reologicznych wtasciwosci materiatu ich rdzenia wymaga w przyjeciu odpowiednie-
go réwnania konstytutywnego kompromisu pomigdzy dazeniem, poprzez ztozony
zapis matematyczny, do opisu cech materiatu rzeczywistego a mozliwosciami
analityczno-numerycznego rozwiazania problemu i uzasadniong akceptacja stopnia
przyblizenia opisu do zachowan ciala rzeczywistego.

Przyjeto zwiazek fizyczny modelu nalezacego do osrodka liniowo lepkosprezystego.

Koniecznym w realizacji tematu pracy narzg¢dziem sa zastosowane metody
numeryczne. Znaczenie przedstawionego krétkiego szkicu teoretycznego wybranych
metod, mimo Ze ograniczonego do ogélnie znanych w literaturze wiadomosci
elementarnych, uzasadnia rola numeryki w rozwiazaniu sformutowanego w pracy

problemu i w analizach badanych modeli ptyt.

3.1. Wprowadzenie do zagadnienia statecznosci dynamicznej ptyt

Dynamiczna odpowiedz uktadu na dziatanie zmiennego w czasie obcigzenia
charakteryzuje stan, w tym réwniez stan krytyczny, badanego uktadu. Obrazem
identyfikujacym stan krytyczny uktadu moze by¢ odrézniajaca go postaé utraty
statecznos$ci. Jej poznanie w przypadku narastajacych w czasie przemieszczen
wstepnie ugigtego elementu (plyty) jest mozliwe przez przyjecie okreslonego
kryterium utraty statecznosci dynamicznej. Przebieg przemieszczen punktu mate-
rialnego w funkcji czasu dziatania zmiennego obciazenia, okreslajacy charaktery-
styke dynamiczna badanego elementu konstrukcyjnego zalezy od przyjetego modelu
obciazenia [26]. Réznorodnos¢ modeli obciazen dynamicznych ze wzgledu na ich
ksztalt, czas trwania i uzasadnienie praktyczne przedstawiono w pracach [26],
[39], [110].
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Sposréd modeli obciazen przedstawionych na rysunku 3.1, zamieszczonych
w pracy [110], w podjetych badaniach statecznos$ci dynamicznej trdjwarstwowej
plyty pierscieniowej wybrano model liniowy szybko narastajacych obcigzen
w czasie (rysunek 3.1a), stanowiacy pewien szczegllny przypadek obciazenia
quasi-impulsowego [26] oraz model z odcinkiem stalego w czasie przebiegu
obciazenia (rysunek 3.1b) przyjety w ocenie dynamicznych zachowan ptyt z rdze-

niem o wlasciwosciach lepkosprezystych.
(a) (b)
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Rys. 3.1. Modele obciazen przedstawione w pracy [110]

o ¥

Liniowy wzrost obciazeh p(t) w czasie ¢ opisuje zaleznoS¢:
p(t) = st 3.1

gdzie s — predkos¢ narastajacego obciazenia.

Cecha charakterystyczng przebiegu krzywej ugigcia ptyty w czasie narastajacego
obciazenia dynamicznego jest wystapienie obszaru gwattownych przyrostow
ugigcia ptyty — fragment BC krzywej na rysunku 3.2 [110]. Obszar ten w charaktery-

styce ugigcie-obciazenie lub ugigcie-czas ujawnia stan krytyczny badanej plyty.
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¢ 4 b o
Rys. 3.2. Charakterystyka ugigcie-obcigzenie przedstawiona w pracy [110]
(linia przerywana — charakterystyka dla obciazen statycznych)

Doktadne warto$ci krytycznych parametréw plyty: czasu, ugigcia i obciazenia
pozwala wyznaczy¢ kryterium dynamicznej utraty statecznosci plyty przedsta-
wione w pracy [110]. Na podstawie tego kryterium wyznacza si¢ punkt przegigcia
krzywej ugigcie-obcigzenie, okreslajacy krytyczne obciazenie, czas i ugigcie ptyty.

Przyjmujac to kryterium w ocenie stateczno$ci dynamicznej tréjwarstwowych
ptyt pier$cieniowych, wyznaczono czas utraty ich statecznosci, wykorzystujac
charakterystyki ugigcie-czas. Utrata stateczno$ci dynamicznej nast¢puje, gdy
punkt maksymalnego ugigcia dodatkowego w, ptyty osiagnie pierwsze maksimum
predkosci lub gdy spelniony jest warunek:

Wa maxtt 0. (32)

Zastosowany w pracy sposOb wyznaczania wartosci krytycznego czasu i maksy-
malnego ugigcia ptyty wyjasnia rysunek 2.1c przedstawiony w podrozdziale 2.2
pracy.

Istota kryterium opisanego w pracy [110] odpowiada kryterium Budian-
sky’ego i Rotha [8] zastosowanego w ocenie statecznosci dynamicznej powtok
cylindrycznych z imperfekcja w pracach [87], [101], [102]. Zgodnie z kryterium
Budiansky’ego i Rotha dynamiczne, krytyczne obcigZzenie jest zdefiniowane jako
obciazenie, przy ktérym nastgpuje gwattowny wzrost amplitudy ugig¢ — rysunek 3.3a
przedstawiony w pracy [102] i rysunek 3.3b zamieszczony w pracy [101].

W tym miejscu nalezy podkresli¢ znaczenie prac B. Budiansky’ego, a takze
J. W. Hutchinsona, z ktérych niektére, jak [4], [5], [6], [7], [32], [33], [35]
sa wymienione, w dziedzinie badan stateczno$ci i pokrytycznych zachowan

konstrukcji rzeczywistych wrazliwych na geometryczne imperfekcje.
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Rys. 3.3. Charakterystyki przemieszczeniowo-obciazeniowe uzasadniajace kryterium
Budiansky’ego-Rotha zamieszczone w pracach: (a) [102], (b) [101]

Podstawy teorii wyboczenia statycznego konstrukcji rzeczywistej, w ktorej
okreslony zostat zwiazek migedzy obcigzeniem krytycznym konstrukcji a obciazeniem
bifurkacyjnym o wartosci wyzszej od obciazenia rzeczywistego, przedstawit
W. T. Koiter, a teori¢ t¢ na przypadki obciazenia skokowego i impulsowego
uog6lnili Budiansky i Hutchinson [34] (opis teorii przedstawiono, m.in. w pracach
[26], [39D.

Autor pracy [102] zwraca takze uwage na kryterium wykorzystujace plasz-
czyzng fazowa parametru, ktérym jest zwykle przemieszczenie ¢ punktu do
sledzenia odpowiedzi ukladu na dziatajace obciazenie. Kryterium wyjasnia
rysunek 3.4 zamieszczony w pracy [102]. Autor pracy [91] kryterium to wiaze
z nazwiskami Hoff-Hsu.

Innym obok kryterium Budiansky’ego-Rotha kryterium poréwnawczo zasto-
sowanym w analizie wrazliwo$ci powtoki cylindrycznej na imperfekcje [87] jest
kryterium proponowane przez Simitsesa [89], [90], [91], okre§lone w pracy [91],
jako podejscie zwiazane z wykorzystaniem catkowitej energii potencjalnej (total
potential energy approach). Wyréznione sa nazwiska Hoff-Simitses i praca. Istota
kryterium, obowiazujacego dla ukladéw zachowawczych, jest odniesienie
krytycznych warunkéw do charakterystyk catkowitej energii potencjalnej uktadu.

Ustalone sa oszacowania: gérne i dolne obciazen krytycznych. Obcigzenia

D Simitses G.J.: Dynamic snap-through buckling of low arches and shallow spherical caps. Ph.D.
Dissertation, Department of Aeronautics and Astronautics, Stanford University, June 1965.
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krytyczne powlok z imperfekcja wyznaczone wedtug kryterium Simitsesa sa nizsze

od wyznaczonych wedlug kryterium Budiansky’ego-Rotha [87].

q
P <D,

S
]

P

Rys. 3.4. Trajektoria fazowa (q = % —(q) wyjasniajaca kryterium

przedstawione w pracy [102]

Oba przedstawione kryteria laczy nazwisko profesora N.J. Hoffa, ktéry
w przyktadowej pracy [30] wyjasnia istotg statecznos$ci i niestatecznosci uktadu na
przyktadzie wstepnie ugigtego sprezystego stupa poddanego zaburzeniu przy dziata-
niu stabego i mocnego obciazenia, ktére prowadzi do drgan w sasiedztwie potozenia
réwnowagi lub do silnie narastajacych ugie¢ i ewentualnej degradacji elementu.

Wyznaczenie krytycznego obciazenia dynamicznego mozliwe jest takze dla
wskazanego pewnego ,,Sredniego” punktu fragmentu BC krzywej ugigcie-obcigzenie
pokazanej na rysunku 3.2 lub gdy strzatka ugigcia jest rowna grubosci piyty lub
powloki zaznacza autor pracy [110].

Oprécz wymienionych, szczegétowy opis innych waznych kryteriéw stoso-
wanych dla konstrukcji ptytowych przedstawiono w pracy [39]. Zwrécono uwagg na:
— cztery kryteria J. Ari-Gura i S. R. Simonetty [2]: pierwsze odpowiadajace kry-

terium Budiansky’ego-Rotha, dwa kolejne wiazace odpowiednio maksymalna
warto$¢ impulsu obciazenia ze spadkiem ugigcia lub naglym wzrostem wartos$ci
skrécenia obcigzonego brzegu ptyty oraz czwarte wigzace impuls przemiesz-
czenia obciazonego brzegu ze zmiang znaku wektora reakcji na brzegu ptyty,

— kryterium D. Petry’ego i G. Fahlbuscha [74] sugerujace konieczno$¢ oceny
stanu naprgzen konstrukcji i poréwnanie napr¢zen zredukowanych do naprg-
Zenia granicznego, ktéorym w przypadku materialéw odksztatcalnych moze by¢
granica plastycznosci,
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— kryterium M. Kleibera, W. Kotuli i M. Sarana [37] bgdace quasi-bifurkacyjnym
kryterium stateczno$ci dynamicznej dla konstrukcji obciazonych skokowo,
wymagajace w czasie zdefiniowanym jako krytyczny czas trwania impulsu
oceny wyznacznika stycznej macierzy sztywnosSci i poréwnania warto$ci bez-
wzglednej najmniejszej wartosci wlasnej sformutowanego réwnania zagadnienia
warto$ci wlasnych z wartoscia bezwzgledna najblizszego maksimum, jakie
osiaga najmniejsza warto$¢ wtasna.

— wilasne, T. Kubiaka — autora rozdziatu 3 pracy [39] i przedstawione w pracach
[42], [43] kryterium umozliwiajace oceng wielomodalnej formy utraty stateczno-
sci dynamicznej konstrukcji cienko$ciennych obcigzonych impulsowo, oparte
o analizg warto$ci wlasnych macierzy Jacobiego, tj. stycznej macierzy sztywnoSci
uktadu [39].

Relacj¢ wartosci dynamicznego obciazenia krytycznego wyznaczonego na
podstawie przyjetego kryterium utraty stateczno$ci ptyty do krytycznego obcigzenia
statycznego okresla iloraz tych wielkosci wyrazony przez wspétczynnik dyna-
miczny K, [110] lub przyjety w literaturze angloj¢zycznej DLF (Dynamic Load
Amplification Factor) [115].

3.2. Ogolna charakterystyka osrodka liniowo lepkosprezystego

Zdolno$¢ niektérych materiatéw do naglej, sprezystej odpowiedzi na dziatajace
obciazenie i wolno narastajacej w czasie deformacji jest potaczeniem dwoéch ich
wlasciwosci: sprezystosci i lepkosci. Mozliwo$¢ reagowania materiatu lub raczej
jego modelu matematycznego w sposob opisany liniowymi zalezno$ciami praw:
ciala statego Hooke’a i cieczy Newtona, decyduje o jego przynaleznosci do cha-
rakterystycznego w reologii osrodka — osrodka liniowo lepkosprezystego — opisa-
nego na podstawie prac [12], [13], [14], [20], [21], [22], [76], [77], [92], [93], [54].

Mechaniczng interpretacja sprezystych i lepkich zachowan materiatu liniowo
lepkosprezystego o zdolno$ci do magazynowania i dyssypacji energii w procesach
deformacji ciata stalego sa dwa proste, jednoparametrowe modele: spr¢zyny
i ttumika hydraulicznego, ktérych charakterystyki odksztalceniowe, powstate
w wyniku dziafania stalego w czasie obciazenia przedstawia rysunek 3.5, a réwnania

stanu opisuja odpowiednie zaleznosci:

o=Ee, o=n¢ (3.3)
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gdzie: E — stala sprezystosci,
n — stata lepkosci.

(a) (b)
Mo € Mo €
S
E
E e
V O e
t t

Rys. 3.5. Modele mechaniczne: (a) ciala Hooke’a, (b) cieczy Newtona

Laczenie przedstawionych modeli prostych w ciag elementéw zwiazanych
szeregowo i/lub réwnolegle tworzy okre§lony uktad — model mechaniczny — opi-
sujacy okres§lone zachowania ciata rzeczywistego, takie jak:

a — natychmiastowe odksztalcenie sprezyste,

b — petzanie,

¢ — relaksacje,

d — nawrdt sprezysty,

e —nawr6t opdzniony,

f — odksztalcenie trwate.

Wymienione zjawiska towarzyszace odksztalceniu &£ lub obciazeniu o ciata reolo-
gicznego w czasie ¢ dzialania statego obciazenia o, lub odksztalcenia &, jako
odpowiednie fragmenty (a, b, ¢, d, e, f) krzywych € = f{t), o = g(t) przedstawia
rysunek 3.6.

Elementarnymi modelami o$rodka liniowo lepkosprezystego sa dwuparame-
trowe modele Maxwella i Kelvina-Voigta (pokazane na rysunku 3.7) opisujace
jedynie niektére zachowania materiatu reologicznego:

model Maxwella

a — natychmiastowe odksztalcenie sprezyste,

b — petzanie ustalone ze stata predkoscia odksztalcen,
¢ — relaksacje,

d — nawrdt sprezysty,

f — odksztalcenie trwate,
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model Kelvina-Voigta

b — pelzanie z malejaca predkoscia odksztatcen,

e —nawr6t opdzniony.

@ (b)
o) €
o, €
t t
€ o
b d
C
€
a
[f
t t

Rys. 3.6. Krzywe: (a) petzania, (b) relaksacji

(a) b)
(0}
ﬂl c

nl—|

V O (6]
Rys. 3.7. Modele dwuparametrowe: (a) Maxwella, (b) Kelvina-Voigta

Ze wzrostem liczby parametréw modeli reologicznych ro$nie liczba zjawisk
(a, b, ¢, d, e, f) przez nie opisywanych. Wtasciwosci modelu sa blizsze rzeczywi-
stym zachowaniom materiatlu. Model opisuje jednak wigksza liczba parametréw,

ktérymi sa konieczne do wyznaczenia stale: sprezystosci i lepko$ci materiatu.
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Problem staje si¢ bardziej ztozony i maleje praktyczna mozliwo$¢ wykorzystania
takiego modelu mechanicznego do opisu zachowan materialu. Ro$nie réwniez rzad

rOéwnania stanu opisujacego dany model, ktérego ogdlna postac jest nastepujaca:

ac+a0+a,6 +a36 +...=be+bE+DbE+bE +... (3.4)

Réwnanie stanu modelu czteroparametrowego jest juz rzedu drugiego i ma ztozona

postac:
O +a,0+a,0=bé+bé (3.5)

gdzie: ay), b1y — sa wielko$ciami wyrazonymi przez odpowiednie ilorazy statych
lepkosci i sprezystosci elementéw budujacych model.

Réwnanie (3.5) jest rownaniem stanu ogdlnego modelu czteroparametrowego,
w tym réwniez modelu czteroparametrowego pierwszego rodzaju, modelu Biirgersa,
zbudowanego z szeregowo polaczonych modeli dwuparametrowych Maxwella
i Kelvina-Voigta. Model ten opisuje wszystkie wymienione zjawiska (a, b, ¢, d, e, f).

Zmniejszajac liczbg parametréw modelu do trzech, powstaje model tréjparame-
trowy pierwszego rodzaju, ktéry poza zjawiskiem odksztalcenia trwatego (f)
przybliza wszystkie pozostate mozliwe zachowania rzeczywistego ciala statego.

Réwnanie stanu ma posta¢ ogdlna:

O +a,6 =be+hé. (3.6)

Schemat budowy modelu przedstawia rysunek 3.8, ktéry pokazuje dwa réwno-

wazne modele standardowe.

(a) b)

Rys. 3.8. Modele standardowe [93]: (a) Zenera, (b) Poyntinga-Thompsona
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Mozliwos¢ opisu zjawisk: natychmiastowego odksztalcenia sprezystego (a) i pet-
zania (b) wystepujacych w procesie obciazania materialu przy stosunkowo matej
liczbie niewiadomych parametréw (dwie stale sprezystos$ci i jedna stata lepkosSci)
i mniej skomplikowanej budowie réwnania konstytutywnego (3.6) stata sig
powodem do przyjecia tego modelu o schemacie przedstawionym w czesci (b)
rysunku 3.8 do opisu przyblizonych zachowan reologicznych materialu pianki
poliuretanowej warstwy rdzenia analizowanej w pracy plyty tréjwarstwowe;j.
Nalezy jednak zaznaczy¢, ze dazac do zblizenia wlasciwo$ci modelu mecha-
nicznego do opisu zachowan ciala rzeczywistego lepsza zgodnos$¢ uzyskuje si¢
poprzez taczenie wielu elementéw podstawowych i dwuparametrowych modeli,
budujac odpowiedni model wieloparametrowy lub tzw. model catkowy o wyzna-
czonej funkcji petzania i relaksacji. Wowczas dogodna forma zapisu matematycznego
czasowo-zaleznych zwiazkéw naprezeniowo-odksztatceniowych jest postaé
catkowa lub rézniczkowo-operatorowa.
Wykorzystujac liniowa zasad¢ Boltzmanna, ktérej podlega osrodek liniowo lep-
kosprezysty, wyrazenie okreslajace odksztatcenie £ w dowolnej chwili obserwacji

t dla zmiennej niezaleznej 7i H (1 —7) =1 ma postac:
! 0
8(t)=j’J(t—r)Mdr (3.7)
0 ot

gdzie: J (7 —7) — funkcja petzania,
H (t —7) — funkcja Heaviside’a,
T - czas zadania obcigZenia,
t —czas obserwacji.
W ogdlnym przypadku anizotropowego osrodka liniowo lepkosprezystego catkowa

posta¢ réwnania konstytutywnego jest nastgpujaca:
t
0

gdzie Cyy, — tensor funkcji petzania.

Analogicznie dla dowolnej historii odksztalcenia &¢) naprezenie o w chwili

obserwacji t okresla zaleznos¢:
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a(z):jE(z—f)ag(r)dr (3.9)
0 a7

gdzie E(7—7) - funkcja relaksacji.

Rézniczkowa reprezentacja rownan konstytutywnych dla osrodka liniowo lepko-

sprezystego przy jednoosiowym naprezeniu sprowadza si¢ do zaleznosci:

Po=Q¢ (3.10)

gdzie: P i Q — liniowe operatory rézniczkowe:

0o w o
P: | = l_
E(:)pl or' 0 E)q or!

Di» qi — state charakteryzujace materiat.

Uogo6lnieniem réwnania (3.10) na stany przestrzenne jest zalezno$¢ oddzielajaca
efekty dewiatorowe od dylatacyjnych:

Pis;i (1)=0Qe; (1), (3.11)

Pyoyy (1) = Qe (1) (3.12)

gdzie: Py, Q12 — liniowe operatory rézniczkowe.

3.3. Metody zastosowane w obliczeniach numerycznych

W obliczeniach analityczno-numerycznych przeprowadzonych w przedsta-
wionych w pracy rozwiazaniach pierscieniowych ptyt tréjwarstwowych poddanych
zaréwno obciazeniom statycznym, jak i dynamicznym zastosowano wiele algo-
rytméw analizy numerycznej. Sa wérdd nich procedury nalezace do tzw. algebry
macierzowej zastosowane w rozwigzaniu zagadnien dynamicznych i przy obli-
czaniu warto$ci wlasnych statycznego problemu ptyt (wymienione w podrozdziale
5.3 pracy) oraz metody przyblizone. Naleza do nich, m.in. metoda ortogonalizacji
Bubnowa-Galerkina zastosowana w czgs$ci analitycznej ogélnego rozwigzania
zagadnienia ugig¢ poprzecznych badanych ptyt i dyskretyzacyjna metoda réznic
skonczonych wykorzystana do wyznaczenia uktadu réwnan rézniczkowych sta-

nowiacych wynik rozwiazania czgsci analitycznej problemu i do ich rozwigzania
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poprzez numeryczne calkowanie metoda Rungego-Kutty-Gilla oraz metoda ele-
mentéw skonczonych przyjeta réwniez w rozwigzaniu zagadnien statycznych
i dynamicznych analizowanych ptyt.
Wymienione cztery metody przyblizone sa zasadniczymi elementami przedsta-
wionych w pracy rozwiazan ptyt. Ich krétka charakterystyka wprowadzajaca
w obszar szczegélnie waznej problematyki numerycznej podjgtej w pracy zostanie
przedstawiona w formie ogdlnego szkicu teoretycznego dostosowanego do zakresu
zastosowan w rozwiazaniach poszczegdlnych metod numerycznych (np. opis
metody réznic skonczonych ograniczono do okreSlenia réznic skonczonych funkcji
jednej zmiennej). W opisie wykorzystano nastgpujace prace: [23], [39], [47], [79],
[97], 98], [99], [116], [122].

Metoda Bubnowa-Galerkina (metoda B-G) jest metoda wykorzystujaca wia-

sno$¢ ortogonalnych funkcji rzeczywistych f(x), g(x) w przedziale (a,b):
b
(f.8)=[f(x)g(x)dx=0.. (3.13)

Istota metody B-G jest nastgpujaca zaleznoSci spetniona dla dowolnej funkcji g(x)
[47], [39]:

b
f(x)zO:ff(x)g(x)dx=O. (3.14)

asx<b
Roéwnanie rézniczkowe o postaci:
L(y)=D(x), (3.15)

przybliza si¢ réwnaniem:

_flal.L(ui)=D(x) (3.16)
i=
gdzie: L(y) — jest operatorem rézniczkowym, np. rzgdu drugiego,
L(y)=A(x)y"+B(x)y'+C(x)y,
L(u;) — jest funkcja, ktéra mozna okresli¢ dla kazdej wartosci x,
a; — sa nieznanymi wspéiczynnikami.
Liczba wyrazéw szeregu n ma wptyw na doktadno$¢ rozwiazania.
Przyjmujac n niezaleznych funkcji gj, g»,...,.8, spetniajacych warunki brzegowe, po

przeksztatceniu rdwnania (3.16) i podstawieniu do (3.14) powstaje dlaj = 1,...n:
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b( n
I(Z%L(ui )—D(x)Jg,-(x)dx:O. (3.17)

a i=1

Przyjmujac oznaczenia:

b
[L(u; )g j( x)dx=s;, (3.18)

b
[D(x)g(x)dx=w; (3.19)

zalezno$¢ (3.17) staje si¢ uktadem n réwnan liniowych wzgledem a;, z ktérego
wspoélczynniki a; sa wyznaczane:

Zalslj =w; dla j=1..n. (3.20)
Druga zastosowang w pracy metoda wykorzystywana do przyblizonego rozwia-

zania réwnan rézniczkowych jest metoda réznic skonczonych.
Metoda réznic skonczonych polega na zastgpieniu w réwnaniu rézniczkowym

pochodnych odpowiednimi ilorazami réznicowymi i rozwiazaniu powstalego

réwnania dyskretnego. Metoda opiera si¢ na nastgpujacych zasadach [99]:

1. Wszystkie ciagle funkcje zadania okreslone sa zbiorem ich wartosci w punktach
dyskretnych.

2. Operatory r6zniczkowania funkcji ciagtych zastgpuje si¢ odpowiadajacymi im
operatorami réznic warto$ci funkcji w wybranych punktach.

3. Réwnania réznic skonczonych maja by¢ spetnione we wszystkich punktach
pokrywajacych obszar zmiennoS$ci funkcji.

Pochodna y = fi(x;) funkcji f = f(x) dla a<x<b, ktérej warto$¢
fi=f(x;) w i-tym punkcie podzialu x;=a+ih (i=0,..,n) dla przedzialu

o dtugosci h= ba (n — liczba réwnych czgs$ci podziatu przedziatu) przybliza si¢

w i-tym punkcie warto$cig ilorazu réznicowego — pierwsza réznicg centralna
(rysunek 3.9):

f;+l fl

fi= o (3.21)
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f f=1f(x)

X

1
X1 Xi+l

a hi6h b

X

Rys. 3.9. Funkcja f = f(x) w przedziale a<x <b

Druga pochodng f;” funkeji f = f{x) przybliza druga réznica centralna wyznaczona
P

jako iloraz réznicy: pierwszej réznicy prawostronnej funkcji (Tfj :%
i
&Y _fim
i pierwszej roéznicy lewostronnej funkcji (7} :’T’_l przez dtugos¢ czegsci
i

h przedziatu:

LAY (A
ﬁNhth (hl}' o

Ogélnie dla liczby n nieparzystej, n-ta réznicg centralng przyblizajaca n-ta
pochodna funkcji f = f{x) wyraza zalezno$c¢ [75]:

L P
A" 1{[A" A"
fir = f =— f + f . (3.23)
h" ). 2|\ h" ) h" ),
Natomiast dla liczby n parzystej odpowiednia zalezno$¢ ma postac:

AR GTA NN A
R I C

l l

Oceng doktadnosci operatoréw réznic skonczonych uzyskuje si¢ przez rozwinigcie
funkcji wedtug wzoru Taylora w otoczeniu punktu centralnego [99]. Btad operatora
réznicowego nie jest jedynym zrédiem bi¢du rozwiazania metoda réznic skon-

czonych. Btad wynika z istoty metody, tj. zastapienia funkcji ciagtej zbiorem
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warto$ci dyskretnych, czyli Zadaniem spelnienia réwnan rézniczkowych w skon-
czonej liczbie punktéw obszaru, a nie w kazdym punkcie. Dodatkowe btedy
wynikaja z zaokraglen arytmetycznych.
Podstawowe wymagania stawiane metodzie to:
— zbiezno$¢ metody przy zageszczaniu siatki,
— liczba niewiadomych tworzaca wektor rozwiazan musi by¢ zgodna z liczba
réwnan,
— zbiezno$¢ metody rozwigzania algebraicznego uktadu réwnan powstalego
z zamiany pochodnych ilorazami ré6znicowymi.
Rozwiazanie zagadnienia dynamicznego, w ktérym wystepuja pochodne wzgledem
czasu, przeprowadza si¢ wykorzystujac dodatkowa metodg¢ iteracyjna — np. zasto-
sowang w tej pracy metod¢ Rungego-Kutty-Gilla (metoda R-K-G).
Metoda Rungego-Kutty-Gilla (metoda R-K-G) nalezy do metod catkowania

numerycznego. Algorytm metody R-K-G opracowano na podstawie metody
czwartego rzedu, zachowujac w szeregu Taylora wyrazy zawierajace h, h*, h’, h'.

Réwnanie charakterystyczne ma postacé:
p=1+hA+In° 2>+ 2 + L2 (3.25)

gdzie: h — krok catkowania,

A — liczba rzeczywista.
Algorytm metody R-K-G wymaga czterokrotnego obliczania wartosci funkcji
w kazdym kroku catkowania. Podstawa metody przy rozwiazywaniu réwnan réz-
niczkowych y = f(x,y) jest wyrazenie réznicy miedzy warto$ciami funkcji y
w punktach x,,; i x, w postaci [23], [79]:

m
Vet = Vu = 2 Wiki (3.26)
i=1
gdzie:  ky=h,f(x,,¥,)
i-1
k; =hnf(xn +a;h,,y, + Zbijkj] dla i>1,
j=1

a;, b,-j , w; — stale,
h, —krok calkowania, ktéry mozna wybiera¢ inny w kazdym etapie

obliczen.
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Z wzoru Gilla, zapobiegajacemu kumulacji btedéw, kolejne wartosci funkcji y

wyznacza si¢ z zaleznoSci:

kl :hnf(xn’yn)’

ky =hy f (%, + 2,3, +1k),
k3:hnf(xn+g,yn+%kl+(1—%)k2), (3.27)
k4=hnf(xn+h,yn Ik2+(1+f)k3),

k+2(1- f o +2(1+ )k +ky
- .

Yn+1 = Yn +

Do rozpoczgcia obliczen wystarcza warunek poczatkowy. Metoda ma duze zna-
czenie dla wyznaczania brakujacych wartosci wstgpnych. Funkcja 0(hm+1) jest

oszacowaniem btedu metody, ktérej rzad wyznacza liczba m.

Kolejna zastosowang w pracy metoda do rozwiazywania réwnan rézniczkowych
opisujacych problem réwnowagi konstrukcji, zwlaszcza konstrukcji o skompli-
kowanych ksztattach, jest metoda elementéw skonczonych [39], [75], [99], [122].

Metoda elementéw skonczonych (MES) kazda konstrukcje¢ mozna podzieli¢

na czesci — elementy — polaczone w weztach. Znajomo$¢ wiasnosci mechanicznych
poszczegdlnych elementéw po ich zwigzaniu w jedna strukturg wyznacza wlasnosci
mechaniczne catej konstrukcji.
Dzielac konstrukcje na elementy w procesie tzw. idealizacji geometrii ukladu,
nastgpuje naruszenie ciagto$ci odksztatcen wzdtuz linii podziatu. Wyjatkiem sa
punkty weztowe, w ktérych musi by¢ spelniony warunek nierozdzielnosci —
przemieszczenia wspdlnych weztéw réznych elementéw musza by¢ jednakowe
i warunek réwnowagi — suma sit dziatajacych na elementy w ich wspdlnym wezle
jest réwna sile zewnetrznej dzialajacej na ten wezel. Zwiazanie sit oddziatywania
w weztach elementu z przemieszczeniem tych weztéw w procesie analizy elementu
okresla nastgpujacy zwiazek:

P¢ =AU (3.28)
gdzie: P¢ — wektor, ktérego sktadowymi P¢ sa sity w weztach elementu,

1
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U — wektor, ktérego sktfadowymi u; sa przemieszczenia w weztach
elementu,

A° — macierz sztywnosci elementu.

»Zszywanie” poszczegdlnych elementéw w calo$¢ w procesie analizy konstrukcji
wyznacza macierz sztywnosci struktury A jako sume macierzy sztywnosci A€
poszczegllnych elementéw po uprzednim przetransformowaniu macierzy A°
z lokalnego do globalnego uktadu odniesienia.

Zapis macierzowy tego etapu metody MES jest nastepujacy:

P=AU (3.29)

gdzie: P — wektor, ktérego sktadowymi P, sa sity zewngtrzne skupione
w wezlach,

A — macierz sztywnosci struktury.

Wymiary przedstawionych macierzy zaleza od liczby weziéw w konstrukcji

i liczby sktadowych sit i przemieszczen przyjetych w wezle. Wyznaczone z réw-

nania (3.29) niewiadome przemieszczenia u; pozwalaja wyznaczy¢ sity weztowe

P’ z réwnania (3.28) i tym samym okresli¢ stan napr¢zen w elementach.

Opis stanu odksztalcen elementu odbywa si¢ dla skonczonej liczby parametréw,

mimo ze fakt ,,wycigcia” elementu z uktadu ciaglego wyznacza ich nieskonczona

liczbg. Stad metoda elementéw skofnczonych jest metoda przyblizong. Ogélnie
mozna stwierdzi¢, ze jej doktadno$¢ ros$nie gdy:

— posta¢ funkcji opisujacych stan odksztalcen elementu w zaleznosci od prze-
mieszczen weztéw — funkcji ksztaltu — dokladniej opisuje rzeczywisty stan
odksztalcenia elementu,

— podzial na elementy jest bardziej gesty.

Problem jest jednak ztozony. Wiasciwy dobdr funkcji ksztattu poprzez warunki,
ktére spelniaja funkcje ksztattu elementéw, tzw. dostosowanych i elementow
niedostosowanych [75], jest trudnym etapem metody MES, ktérego wplyw na
doktadno$¢ wynikéw koncowych ma znaczenie zasadnicze.

Zwiazek wyrazéw macierzy odksztalcenia E elementu ze sktadowymi wektora

przemieszczenia U weztow okres$la zaleznos¢:

E =BU, (3.30)
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w ktérej macierz geometryczna B tworza zwigzki geometryczne i zatozona funkcja
ksztattu elementu. Najczgsciej stosowanymi funkcjami ksztalttu w odwzorowywaniu
elementu rzeczywistego sa wielomiany Lagrange’a i Hermite’a. W przypadku
plyt cienkich odksztatcenia sg okreslane przez funkcje ugigc i ich pochodne.
Nie ma réwniez ogdlnej zasady dokonywania podzialu struktury na elementy
[98]. Nalezy wykorzystywa¢ naturalne granice podziatu, jakie wyznacza ksztalt
geometryczny konstrukcji, zblizajac uktad siatki do spodziewanych trajektorii
naprezen gidwnych. Czgsto nawet przy podziale konstrukcji na niewielka liczbe
elementow uzyskuje si¢ do$¢ dobre przyblizenie warto$ci przemieszczen.

W obliczeniach MES tréjwarstwowych ptyt pierscieniowych przedstawionych
w pracy wykorzystano program ABAQUS. Modele ptyt zbudowano z elementéw
powtokowych i brytlowych — doktadny opis przedstawiono w rozdziale 7, podroz-
dziat 7.1 pracy. W obliczeniach calek w programie ABAQUS wykorzystany jest
wz6r Simpsona i kwadratura Gaussa [29].

42



4. Trojwarstwowa plyta pierscieniowa — rownania

podstawowe

Rozwiazanie zagadnienia ugi¢¢ trjwarstwowej ptyty pierscieniowej wyko-

rzystuje zalozenia klasycznej teorii ptyt warstwowych dotyczace stanu przemieszczen

poprzecznej struktury ptyty w postaci linii tamanej i wystgpowania naprezen

normalnych w przekrojach poprzecznych oktadzin i naprezen stycznych w rdzeniu

ptyty [109]. Zatozenia przyjgte w rozwiazaniu [31], [39], [96] sa zaloZzeniami

obowiazujacymi dla ptyt izotropowych i jednorodnych w odniesieniu do cienkich

warstw oktadzin ptyty i warstwy rdzenia:

grubo$¢ poszczegblnych warstw plyty jest stala, a grubo$¢ calej ptyty jest
wielokrotnie mniejsza od jej wymiaréw gabarytowych,

material oktadzin ptyty jest liniowo sprezysty, a rdzenia liniowo sprezysty lub
lepkosprezysty,

w przekrojach poprzecznych oktadzin wystepuja naprezenia normalne, stan
btonowy sumuje si¢ ze stanem zgigciowym, rdzen przenosi napr¢zenia $cinajace,
a deformacja przekroju ptyty ma postac linii tamanej,

rdzen zapewnia niezmienny odstep oktadzin,

warstwy ptyty sa zwiazane, migdzy nimi nie wystgpuje poslizg,

przekroje poprzeczne oktadzin po odksztalceniu pozostaja ptaskie, obowigzuje
hipoteza Kirchhoffa-Love’a — punkty lezace przed obciazeniem na prostej
normalnej do powierzchni $rodkowej po odksztatceniu réwniez pozostaja na
normalnej do ugigtej powierzchni srodkowe;,

napregzenia normalne w przekrojach réwnolegtych do powierzchni $rodkowe;j
okladzin ptyty sa pomijalnie mate w stosunku do naprg¢zen promieniowych,
obwodowych 1 stycznych w przekrojach poprzecznych oktadzin, pominigte sa
réwniez sktadowe stanu odksztatcenia ., ¥, &,

odksztatcenia okladzin &, &, ¥ (podrozdziat 4.2 pracy) ptyty opisuja nieli-
niowe zwigzki geometryczne teorii ptyt Karména,

ugiecia wstepne i dodatkowe poszczegdlnych warstw plyty sa jednakowe.

Zagadnienie rozwiazano, pomijajac zjawisko udarowego obcigzenia ptyty wystg-

pujace, gdy obciazenie dziata w ciagu 1010 sekundy [110]. Nie uwzgledniono

sil bezwtadnosci dziatajacych w plaszczyznie srodkowej ptyty. Schemat analizo-

wanej ptyty przedstawia rysunek 4.1.
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1 2
h
p 4j/ 4}4/ 4}1‘ P 44/2 X
P— = —P
Vord 777 thy A7 ot
3 r,
1, 3 — oktadziny ptyty T,
2 —rdzen ptyty z =
X
\ 6 j
r
y

Rys. 4.1. Schemat tréjwarstwowej ptyty pierscieniowej

4.1. Réwnania réwnowagi dynamicznej

Réwnania réwnowagi dynamicznej opisuja zalezno$ci migdzy sitami we-
wngetrznymi, ustalone dla kazdej z warstw elementarnego wycinka plyty pierScie-

niowej o wymiarach, dr, rd6, pokazanego na rysunku 4.2:

warstwa 1
M, -M
n a 1 h
My M =0y +311r1 =0, .1
1 2 h
;Mglﬂ +7M,01 +M,g,, —0Qp, +31191 =0, (4.2)

i i

1
(T ;) +(Tog - w0) +(f'Nr1'W,r),ﬁ?(N"l'W"’)f, @3)

+Q01,0+(F'Q’1),+r'171 'W,r+r01 'Wﬂ:hl'r'ﬂl'wd,tt
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warstwa 2

-0, +%r,1 +%r,3 =0, 4.4
Q62’0+(r-Q,2)’r—r~7:,1'w,r+r'2',3-w’r-i—’ 4.6)

—Tg W +To Wog=hy 1 [y - Wy,

warstwa 3
M_-M 1 h
&) ] 3 _
f-’-M'?),r +7Mr03’0—Q,3 +7T,3—0, (47)
1 2 hy

1

(Tr% 'W,r)9+(Tr93 ~w’9)r +(r-N,3 -w’,)r +7(N% -w’9)9+ “9)

+Q93’9+(I"Qr3) —r-fr3 .W’r_z'93 'W’9:h3'r'ﬂ3'wd’”

N

gdzie: N — jednostkowe sily normalne: promieniowe, obwo-

r1(3)’N91(3)’ Tr91(3)
dowe i styczne dzialajace w okladzinach ptyty,
Q’1(2,3)’ Q91(2’3) — jednostkowe sity tnace,

M n3)’ M o3y jednostkowe momenty zginajace: promieniowy

i obwodowy dziatajace w oktadzinach,

M — jednostkowy moment skrecajacy dziatajacy

roi(3)
w oktadzinach,
T (3) Ty, (3)~ promieniowe i obwodowe naprgzenia §cinajace
w oktadzinach,
w, wy; — catkowite i dodatkowe ugigcie plyty,
r — promien plyty,
hi), hy — grubo$¢ oktadzin i rdzenia plyty,
i), Mo — gesto$¢ materiatu okladzin i rdzenia.
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warstwa 1 \— . ‘ﬂ Tor, | M.

warstwa 2 ‘ Q, ? T o
Qr, T Mr93\\ TQ%
warstwa 3 } i Ty Mg,
.
|
2

Rys. 4.2. Uk}ad sit dziatajacych na poszczegdlne warstwy elementarnego wycinka plyty

Wielkos$ci zaznaczone na rysunku 4.2 z indeksem gérnym (6) lub (r) opisuja

nastgpujace sity i momenty przekrojowe:

Qilxﬁ) =0n03) t OQnias), 9" Qiplg(éz) =0py3) t Doya3)099
Nr%) = Npy) + er(3),rdr Nél%) = Na, + Nﬁ(a),ede
Tr(9rl()3) =Tas) + Toys), ar Té(hg(;) = Tons) + Toy3)049
Mf(lx) - M"l(3) + M’I(S),rdr Mi?lé(’;) - M91(3) + M91(3),9d9
Mgglﬁw =M, + M, dr M;g;” =M, + Mg, ,d0

Jednostkowe sity bezwtadnosci g12.3) okreslaja zalezno$ci: gy 5 3) =ty 23 )M 23 )Wa -
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4.2. Zwiazki geometryczne

Rysunek 4.3 przedstawia stan przemieszczen ptyty w dwoch kierunkach:
promieniowym i obwodowym.
Odksztatcenia powierzchni $§rodkowej oktadzin plyty opisuja réwnania geome-

tryczne nieliniowej teorii ptyt Kdrména:

1
e, =u, +5(wd,,)2, (4.10)
u 1 1 2

Eg=—+—vy+—(w , 4.11
0= T Ve 2r2( 0.6) 4.1D)

1 v 1
}/}’9 = _u,g + V’r - + - Wd,rwd’g, (412)

r ror

gdzie: €,, £y — sktadowe odksztalcenia ptyty w kierunku promieniowym
i obwodowym,

7.6 — kat odksztalcenia postaciowego w plaszczyznie plyty.

Odksztatcenia rdzenia ptyty opisuja dwa katy S i @ wyrazone nastgpujacymi
zalezno$ciami uwzgledniajacymi ugigcie wstepne w, ptyty:

u—uy 1h+h
ﬁ: 1 3—— 1 3Wdr+wor’ (413)
h2 2 h2 , ,
- h +h
r r

gdzie: uy3), vi3) — przemieszczenia punktow plaszczyzny Srodkowej oktadzin

plyty w kierunku jej promienia i obwodu.
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(a)

T

(b)

Rys. 4.3. Przemieszczenia warstw plyty w kierunkach: (a) promieniowym,
(b) obwodowym
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4.3. Zwiazki fizyczne

Liniowe zwiazki fizyczne okladzin ptyty okreslaja réwnania uogdlnionego

prawa Hooke’a dla plaskiego stanu napre¢zen:

— Ei
o, = (erl. +v,-egl.),

7

Ei
O-g. = (ggl. +Vl~€,i),

Trgi = Gi 7}‘9,'

gdzie i — indeks oktadziny: i = 1 gérnej, i = 3 dolne;j.

(4.15)

(4.16)

4.17)

Na podstawie zwiazkéw sit i momentéw przekrojowych z naprezeniami wy-

znacza si¢ nastgpujace zaleznosci na sity i momenty przekrojowe oktadzin plyty:

Ngl. :O-gihl',
Tré?i :Tré?i hi’

1 1
M, =-D; |:Wd,rr TV (7 W r +—2Wd,90ﬂ»
r

1 1
Mg =-D; (_2%1,99 o War TV War |
r

,
El} hy?
gdzie: D, =————, D,y = Gihy” _ sztywnosci ptytowe oktadzin.
2 N )
12(1-v7?)

Liniowe zwiazki fizyczne dla rdzenia ptyty wyrazaja zaleznosci:
Trzz = GZ 7r22 ’

rBzz = G2 70912 ’

(4.18)
(4.19)

(4.20)

(4.21)

4.22)

4.23)

(4.24)

(4.25)
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w ktérych modut sprezystosci postaciowej Gz materiatu rdzenia wyrazony jest przez
rézniczkowa posta¢ réwnania konstytutywnego przyjetego modelu standardowego
osrodka liniowo lepkosprezystego (opis podrozdziat 3.2 pracy) — rysunek 4.4:

(4.26)

gdzie: O,, O, — operatory zapisane zalezno$ciami:
9) = 9 92)= 9
01(8[)_CL+DL8t’ 02(at)_EL+FLat’

C., D, E;, F;, — wielko$ci wyrazone przez state sprezystosci G, i G, i stata lepkosci
1’ lepkosprezystego materiatu rdzenia [92]:

_ GG, MG ey g o T 4.27)
G, +G,’ G, +G,’

L ')
G, +G,

p) o
5, — operator rézniczkowy.

Rys. 4.4. Model standardowy lepkosprezystego rdzenia ptyty

Promieniowe i obwodowe odksztatcenia postaciowe Yy Voo rdzenia ptyty

okreslaja zaleznosci:
Vg =UST + Wy, (4.28)
1
Youy =Vo +~Wao (4.29)
gdzie: 1,” i v, sa promieniowym i obwodowym przemieszczeniem punktéw

odlegtych o z od powierzchni $rodkowej rdzenia plyty:
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1
MEZ):L’Z_Z'ﬁ"'Z'Wo,r’ V(ZZ)ZVZ_Z.a+Z7Wo,9'

4.4. Réwnanie rozniczkowe ugietej powierzchni plyty trojwarstwowej

Promieniowa Q,2 1 obwodowa ng sitg tnaca wyrazaja zaleznosci:
Op, =Tl 1 Qp, =Ty, 1y, ktore po uwzglednieniu zwiazkéw (4.13), (4.14),
(4.24), (4.25) 1 (4.28), (4.29) przyjmuja dla poprzecznie symetrycznej geometrii
struktury ptyty, tj. dla h; = h; = h“nastepujaca postaé:

0, =G, (6+H" w,,), (4.30)

~ 1
Qs, :Gz(y+H’ 7Wd’9j (4.31)

gdzie: 0= uzs—uy, y=v3—vy, H'=h"+ h,.

Wypadkowe sity tnace Q,, Oy sa odpowiednimi sumami tnacych sit promieniowych
Q,1 (23) i obwodowych Qel (23)’ wyznaczonych z réwnan (4.1), (4.4), (4.7)
i(4.2), (4.5), (4.8) obciazajacych poszczeg6lne warstwy plyty:

N N N N +N
O, ==N\Wy pr = Tl Warr + r_zl War~ r_zz Wa,ro0 + %Wdﬂe +

(4.32)

'

+G~2(6+H’wd,,)%,

N N N - B H'
Qp =——3 Wa 000~ Wa0r ——Wa g + G (7+ H _Wdﬂj_ (4.33)
r r r r hy

gdzie: Ny =Dy + Dy, Ny =2(D,g +D,g, )+ Dy, + Dyvs.
Po dodaniu sktadnikéw réwnan (4.3), (4.6), (4.9) otrzymuje si¢ réwnanie
uwzgledniajace wypadkowe sity tnace Q,, Oy 1 silty btonowe N,, Ny, T,4:
1
(TrHW,r ),g + (Tﬁrwﬁ ),r + (rNrw,r ),r +7(N19W,6 )‘9 + QH,H + (rQr ),, =M-r- W it (4.34)

gdzie M =2h' i+ hypt,.

Wypadkowe sity btonowe N,, Ny, T4 stanowiace sumy sil sktadowych oktadzin:
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N, =N, + N5, Ny =Ny + Ny, Ty =Ty + T,y sa wyrazone przez
funkcj¢ naprezen Airy’ego d(r, B1):

N, = 2K’ (1 L+ icp%j, (4.35)
r B r2 B
Ny =20 &, , (4.36)
(1 1
rz 7

Wyrazajac wielko$ci Q,, Qg N,, Ng, T,¢ Wystgpujace w réwnaniu (4.34) za pomoca
zaleznoSci (4.32), (4.33), (4.35), (4.36), (4.37), otrzymuje si¢ podstawowe réwnanie

rézniczkowe opisujace ugigcie analizowanej plyty warstwowej:

2N, N, N; N, 2(N;+N,)
NiWa e ¥ = Wa pyr =3 War + 3 Wa,r * 3 Wageop +— 5 Wape +
r r r r r

2N, 2N,
T Wareo ——3 Wareot

r r

~ H'1 1 ) , 2n'( 2 (4.38)
- G2 Z;[%e +5+ ré:r +H ;Wd,ea +H Wd,?‘ +H rWd’rr :T r_2¢’0W,r0 +

2 2 2 1 1
- 7 (p,rﬂw,rﬁ + 2 W,H(p,rﬂ T3 (pﬂwﬂ +W,r¢,rr + ¢,rw,rr + ; (p,HHW,rr + 7 ¢,rrw,n9n9 +
r r

- de,ﬂ'

4.5. Warunki brzegowe

Warunki brzegu utwierdzonego, swobodnego lub swobodnie podpartego pty-
ty, w ktérej nie wystepuja poslizgi warstw sasiednich zaréwno w obszarze plyty,
jak 1 na jej brzegach opisuja nastgpujace zaleznosci:

— brzeg utwierdzony —w =0,w,=0, 6= y=0, 9,= 0, (4.39)
— brzeg swobodnie podparty —w =0, M, =0, = y=0,9,= 0, (4.40)

— brzeg swobodny — M, =0, Q, +1(Mr91 +M,5) =0.6=79=0,8,=0, (441)
r 0

Warunki brzegu obciazonego spetnione przez funkcje naprezen @ okreslaja za-
leznosci:
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dar=r, ©0,=-@, +—®, =-plt)d,

r -’ r
o, =—(plt)),d,
dar=r, o, = 1 ,+ izgp,eg = —p(t)d,, (4.42)
r r

dlar=r, 1 r=r, aw:(_QSﬁj =0

gdzie: dy, d, — saliczbami o wartosci O lub 1 okreslajacymi rodzaj brzegu
obcigzonego:
gdy d,= 1, d,= 0 — obciazony jest brzeg wewngtrzny ptyty, r = r,,
gdy d,=0, d,=1 — obciazony jest brzeg zewnetrzny ptyty, r = r,
gdy d,= 1, d,=1 — jednoczes$nie obciazone sa oba brzegi ptyty,
p(®) — funkcja obciazenia zmiennego dziatajacego na okreslony
brzeg ptyty.
Posta¢ funkcji naprgzen @ spetnia réwniez warunek okresowosci przemieszczen:

2
[ vgd6=0. (4.43)
0

4.6. Warunki poczatkowe

Warunki poczatkowe plyty okreslone zalezno$ciami:
Wh=0=Wo, Wili=0=0, wali=0=0, wgli-o=0 (4.44)

opisuja stan spoczynku ptyty w chwili ¢ = 0, gdy brzeg ptyty nie jest obciazony.
Ugigcie catkowite w ptyty jest wowczas rowne ugigciu poczatkowemu w,, a pred-

ko$¢ ugigcia jest réwna zeru.
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5. Rozwigzanie zagadnienia

Rozwigzanie zagadnienia ugigé trjwarstwowej ptyty pierscieniowej z rdzeniem
lepkosprezystym jest rozwigzaniem przyblizonym, w ktérym wykorzystana jest
metoda Bubnowa-Galerkina do wyeliminowania zmiennej katowej €. Wykorzy-
stanie kolejnej metody, metody réznic skonczonych, umozliwia wyeliminowanie
zmiennej promieniowej r poprzez dokonanie dyskretyzacji w N punktach ptyty
wzdluz jej promienia. Koncowym efektem rozwiazania jest ukiad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych ztozony z przeksztalconej postaci réwnania podsta-
wowego (4.38) i réwnan dodatkowych umozliwiajacych wyznaczenie nieznanych
w réwnaniu (4.38) wielko$ci di yoraz przyjetych sktadowych funkcji naprezen @.

Warto$ci poszukiwanych ugie¢ dodatkowych w czasie obcigzania badanej
plyty sa wynikiem zastosowania w rozwiazaniu réwnan rézniczkowych metody
Rungego-Kutty-Gilla.

Rozwazanym dalej przypadkiem jest plyta o symetrycznej strukturze
poprzecznej zlozonej z warstw zewngtrznych (oktadzin) z tego samego materiatu:
E=E=E,G =G:=G, vi=V;=V, 4= 5= U 10 jednakowych grubosciach:
hy=hy=h"

5.1. Uklad rownan rézniczkowych plyty

W réwnaniach podstawowych wprowadzono nastgpujace wielkoSci bezwy-

miarowe:

w Wo S —_7
=— =—, =—, F:— =—, 5 = s = —
é, h é,l go h Y /4 h
6D
£'=t-K7, K7=—1o
Pir
gdzie: h = h; + h, + h; — catkowita grubos$¢ ptyty,

Dir — Krytyczne obciazenie statyczne.

Rozwiazanie bazuje na zatozonych postaciach funkcji ksztattu przyjetych dla
ugiecia wstepnego ¢, i dodatkowego plyty ¢, funkcji naprezen F [104], [117]
oraz dla réznic przemieszczen O i ¥ w oktadzinach ptyty:

54



&(p.0.0)=X,(p.t)cos(mb), {=+C,,

$,(p.0)=X,(p)+X,(p)cos(m8),
X (P)=¢m(p). X,(p)=5&n(p),

F(p,0,t)=F,(p,t)+F,(p.t)cos(mB)+F,.(p,t)cos(2mb), (5.2)

(5.2a)

S(p,e,t) s p.t)cos(mb),

—_~ e~

;’(pﬁ,t)=5/ p.t)sin(mo)

gdzie: m — liczba fal obwodowych odpowiadajacych postaci utraty statecznos$ci
piyty,
&, & —liczby skalujace,
n(p) — funkcja opisana zaleznos$cia [104], [107]:

nP)=p' + A0 + Asflnp + Aslnp + Ay,

A; — stale spelniajace warunki brzegowe narzucone przez sposéb podparcia
piyty,i=1,2,3,4.

Funkcje operatorowe O;, O, (4.26) dla bezwymiarowego czasu f wyrazaja
zaleznosci:
0, (%)zCL+DL%K7, 0, (%):EL+FL%K7. (5.3)
ot ot ot ot
Nieznane wielkosci 01 ¥ w réwnaniu (4.38), okreslajace promieniowe i ob-
wodowe réznice przemieszczen u;, uz i vi, v; punktéw plaszczyzny $rodkowej
oktadzin ptyty mozna wyznaczy¢ z dodatkowych réwnan réwnowagi sit ustalonych
dla obu kierunkéw: promieniowego i obwodowego w okladzinach ptyty bez
uwzglednienia ich odksztatcen:

warstwa 1
N, +rN,Lr =Ny, +T’91,9 +rz, =0, 5.4
Ngw +2T4 + rT,QLr +r7g =0, (5.5)
warstwa 3
N,3+rN,3,r—N93 +T,93’9—r1',3 =0, (5.6)
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N03,0 + 2Tr03 + I"Tr%,r - rfg?) =0. (57)

Odejmujac stronami réwnania (5.4) i (5.6) oraz (5.5) i (5.7) po wykorzystaniu
zaleznosci (4.18), (4.19), (4.20) oraz (4.4), (4.5) i wykonaniu przeksztatcen
otrzymuje sig¢ nastgpujace dwa réwnania:

zézH'Wdr=ﬂ(r5rr+§r—l§+vyrg_lygj+
hy T2 ' oo ' r’
. 5 , (5.8)
+Gh' (S gg+1Y,9— Vo) ——GyS
r( 00 TV 0 7,9) Iy 2
2 - Eh' 1 2 -
—GyH'wy 9= 2—(6‘,9“‘”@9“‘7,99)——%7“‘
I=vor hy (5.9)

+Gh'l(5ﬁ 18,0+ 7Y 1Y, — ;/)
r

Réwnania (5.8) i (5.9) po uwzglednieniu wielkosci bezwymiarowych i wyrazen (5.2)

przyjmuja nastgpujaca postac:

2

[5(A]+m2C])—A]p5p _A]pzé_‘,pp _mKZ'O;/,p +mK1}]+ (5.10)

0,Xm =0, l[—}(mZAJ +Cl)-mK15-mK2p3., + p*Cly,, +c1p}p] + i1
Yo, ’ ’ )

~O0,pBly

E T g ci——gn—2 pi=alv,

1-v22H'r, H' 2H'r,

KI = Al+CI, K2 = DI+Cl.

Wykorzystanie metody ortogonalizacyjnej do wyeliminowania zmiennej

gdzie: Al=—

katowej 8 pozwala na zastgpienie réwnania (4.38) réwnaniem przyblizonym (5.13)

otrzymanym z nastgpujacego warunku:

2
[ weos(m8)do=0 (5.12)
0

gdzie y— jest r6znica lewej i prawej strony réwnania (4.38), w przeksztalceniach

ktérego wykorzystuje sig zaleznosci bezwymiarowe (5.1) i wyrazenia (5.2).
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Posta¢ réwnania (5.13) jest nastgpujaca:

_ QWK WK 3 WK 3 WK4
0y 13- WKI1- X,y = X+ X = X ) ——— X +
{ PPPP P PPP ,02 PP ,03 P ,04
2 2
+2Wf]mle+—2WK5 WK?2 X ¥, +Y,X )~ XY, |+
P P P
2
+(1-47) M(imzﬂxp—ﬂ,pmzxp +lFL.,pm2X—L2FL.m2X]+
p p p p
WK 52WK 2
t———(2X, ,Fy pp + X pFrppy +2X 0y o+ (5.13)
2 , 4 1, H
+ X F ,——m*F,X, , ——m’F.X ,, ——m>F, X | |t+
ppler T, ”», ” 5 o

' ' '

_ _ _ 2
+olw_f<5H{my+p5,p+§_m_ixl+ixl,p+ipxl,pp}
p p r, r, r,

o o o

= 52WK5K72WK8X1 ‘s
gt

gdzie: 00 — delta Kroneckera, X (p,1)=X,(p.1)+X,(p), Y, =F,

o ap’

r 3 r

Wil =kl wio- mn e wri=k,
1 3 3 2 3

h rZ rZ h rZ

WK3=WKI+2m*>WKI12, WK4=m*WKI-2m*>WKI2,

h
WKS=—-, WK8=ruM, k=2D, k=4D+vk.

Do wyznaczenia sktadowych F,, F),, F. funkcji naprezen @ wykorzystuje si¢
réwnanie (5.14), ktére powstaje z zalezno$ci (4.15)+(4.20) i (4.35)=(4.37) po
wyeliminowaniu wyrazen (u;+us3), (vi+vs) bedacych sumami odpowiednio pro-

mieniowych i obwodowych przemieszczen punktéw ptaszczyzn Srodkowych

oktadzin plyty:
2 1 1 1 4 2 2
¢,rrrr +— ¢,rrr ) ¢,rr + 3 ¢,r + 4 ¢,0€0€ + 4 ¢,0€ T3 ¢,rn9:9 + o ¢,rr00 =
r r r r r r r

2
)1 1 1(1 1 1 (5.14)
= E{;wwr (ww +7w0,96j—r—2(7w0’9 - Wo,rﬁ] —7w’rr (w‘r +7W,69]+
1(1 ?
+r—2 7W,€ _W,rt9 .
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Po podstawieniu do réwnania (5.14) wielko$ci (5.1) oraz wyrazeniu funkcji &, ¢,

¢, F, J, ¥ przez zaleznosci (5.2) powstaje nastgpujace rownanie:

2 1 1
Fappop +;Fa,ppp s t—5F,pt

P

Fapp

2 LI LI 5, L2

p p pt
2 L3 L3 ) L4
+cos(2m0)(Fc +—F p——F. p+—F.,+tm —Fch
popp e ppp P2 PP s P o

2

m 1 1

:COS(mg)LFXa’prI _;Xa’ppxl’p _;Xaypxl’ppJ‘i'
2 2 1

2 m m

1
—;Xl,p(XLpp + X} 5 )j+ (5.15)

2
.2 m 1 2 2 2 2
+sin (mer)—(—x1 + X, X (X, ) 42X, ,X,, =X, X, +
2|1 2 2 P bp™Lp bp&1
p\p p p

2
—;Xl,p(Xb +X1)j.

gdzie: LI = 1 + 2m®, L2 =m"—4, L3 =1+ 8m’ L4 =16m"—-16.

Wykorzystujac podstawowe zalezno$ci trygonometryczne i przyroéwnujac
odpowiednie cztony réwnania (5.15) przy tych samych wyrazeniach trygonome-
trycznych, réwnanie (5.15) mozna przedstawi¢ w postaci nastgpujacych trzech
réwnan:

2 1 1
Fo.pppp +;Fa,ppp _?Fa,pp +FFa,p =
My o x W ly oy Mgy Mgy 'y, x (5.16)
T ; Lpp ,p+; b.pp Lp‘? 1 ,pp_? b 1,pp+; bopXip | T ’

2
m> (1 _, 2 2 2 2
+ (—Xl +?XbX1+(XLp) +2Xb,pX1’p—;Xb,le—;XLpX),

202 p?
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2 1+ 2m? 1+ 2m? m* —am®

Ey popp pr pop T o + P Fyp Pz By, =
(5.17)
0 1 1
1 5 X _Xl le’p _;Xa’pXLpp 9
1+8m? 1+8m? 16m* —16m?
F, +— FC o T F. + F.=
popp ™ Fepop = e e o
0 m? m? 1
=—5(1 5 )[px1 X - FXIXW —FXle,pp +;Xb,prl + (5.18)

2

2
_Xb, Xl__Xl, X]:|.
2 p e o bP

2
m 1 2 2 2
p (pz p’

Spetnione sa réwniez warunki brzegu obciazonego (4.42) dla funkcji F,, i nastgpujace
warunki dla funkcji Fj, 1 F,:

=F

c|p=pytp=1) =0

=0.

Ey ‘p=pw( p=1) F, b.p|p=py(p=1) = F, cp ‘p=pw( p=1)

Mnozac stronami réwnanie (5.16) przez p i catkujac obustronnie, otrzymuje si¢
rownanie (5.19):

1 1 m?
pY, oy +Y, ,——Y, :—(1+52)Z{(2Xb,p +X1,) Xy, + 5 (2K, + X)) Xy +
P P (5.19)

2
_m’ (X, X, +X,,X, +X, le)] +C
P

gdzie ¥, =F, ,

Posta¢ réwnania (5.19) jest zgodna z postacia rdwnania wyznaczonego z warunku
okresowos$ci przemieszczen (4.43) i zaleznosci (4.10), (4.11), (4.15), (4.16),
(4.18), (4.19), (5.1), (5.2), gdy stata calkowania C jest réwna zero. Ostatecznie,
dogodng do wyznaczenia sktadowej F, funkcji naprezen postacia rownania (5.16)
jest zaleznos$¢ (5.20):
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1 1 m>
pY, pp+Y, , —;Yo =—(1+ 5,?,)2[(2}(,7,/, +X,,) X1, +7(2Xb +X,) X, +

(5.20)

2m?
—T(Xle,p +X,, X+ XX, , )J

Podsumowanie

Rozwigzaniem zagadnienia ugig¢ tréjwarstwowej plyty pierscieniowej z rdze-
niem lepkosprezystym dla przyjetych warunkéw poczatkowych ptyty (4.44) jest
réwnanie (5.13), w ktérym nieznane sktadowe F,, F), F. funkcji naprezen i ich
pochodne s3 wynikiem rozwiazania réwnan (5.20), (5.17), (5.18) i ich postaci
zrézniczkowanej wzgledem czasu, a nieznane wielko$ci J i 7 sa wynikiem

rozwigzania réwnan (5.10) 1 (5.11).

5.2. Wykorzystanie metody roznic skonczonych

Dogodna do obliczen numerycznych posta¢ réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych uzyskano przyblizajac réznicami centralnymi pochodne funkcji wzgledem

promienia p. Réznice centralne dla ogélnej postaci funkcji r(p,f) maja postac:

liyp =45 65, —4n_ + 1,

" ppoplp=p; = X = Ti.pppp>
T 1o Sl e/ R/ R
PP P=pj e i.ppp>
(5.21)
P e s/ B/ S
PP 'P=p; b2 L.pp
_ i Tl
Tolp=p; = op e
gdzie: r(t) = r(p,t),
1-p, L, )
b= Nl dlugo$¢ podprzedziatu,
+

N —liczba wewngtrznych punktéw dyskretyzacji,
pi= P+ ib—punkty dyskretyzacjidlai =-1,0,1,.... N N+ 1, N+ 2,
(pw — bezwymiarowa wielko$¢ promienia wewngtrznego plyty,
okreslona na podstawie (5.1) jako: p,, = ’;—W ).

Z
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5.2.1. Uklad réwnan w zagadnieniu dynamicznym pierscieniowej plyty

tréjwarstwowej z rdzeniem lepkosprezystym

W wyniku rozwigzania zagadnienia otrzymano uktad réwnan rézniczkowych

zwyczajnych wzgledem zmiennej czasowej t:

PU+Q+PU+Q, -WIU=W2U, (5.22)
MY =Q,, (5.23)

MY =0y, (5.24)

M,V =Q,, (5.25)

M,V =0,, (5.26)

M,Z=Q,, (5.27)

M,Z=Q,, (5.28)
Mp,D=MpD+M,U+M,,U+M;G+M;G, (5.29)
MG =M ;.G +Mg,U+Mg,U+MgpD+Mgp, D (5.30)

gdzie: W1 = K7° WK5 WKS E,

Elementami wektorow U,Y )V,

funkcje:

W2 = K7° WK5 WKS F,.

Z,D,G i ich pochodnych U,U,U,Y,V,Z,D,G sq

(5.31)

i ich pochodne wzgledem czasu ¢.

Posta¢ elementow wektoréw @, 0;.0,.0,.0y,0y. Q. O, jest nastepujaca:
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q;, = W3i (mgi +d; + pidi,p)+

L S 2
+ W4 L {yi,p(XBi + “i,p)"' yi(XBi + “i,ppJ - yi’P(XB" * u’)} *
pi Pi

] ]

+(1-60 ){WS L[m—z(X_Bl +1t; )(Zi - pizi,p)-k m—j (XB, + u, )(piz,,p

pi2 pi p’
1 — o YA,
+ W6 — [2vl~prA,- + Zipp(XBi + u,‘p)+ zvipXAi - 2_viX141' +
b ’ ’ ’ J
— 2
+ L (XBI' + ”i,pﬂJ(piZi,p - 4m2Zi) - (XB, +u, )Zi,pp}
Pi Pi

gdzie: W3 = WKS5 H'C,, W4 = 2WK5° WK2 E,, W5 = 4WK5° WK2 E,,
W6 = WK5* WK2 E;,

XB;=X,(p;) . B;=XB;, , XB;=XB,, . X4 =X, (p1):
ﬁz=XAzp o XA =XA s
_ 0
CILI at* (ql)’
0\ ! YR m’
9y, z_(1+5m)1[”i,p(2XBi +”i,p)+?”i(2XB" i)+
;
m _
—2_(XBiui,p + XBu; +ul-u,-,p )],
Pi

dlai =11ii= N posta¢ elementéw qy, i 4y, jest nastepujaca:
qy ZQYi|i=l YoV Ay :CIYl~|i=N ~IN+1IN3o
511/1 = 51Yl» |i:1 = YoX11s QYN = 51Y,- |i:N — YN+1YN3

gdzie: yg, Y410 Vor Y41 — Sa wielkosciami opisanymi zalezno$ciami

wynikajacymi z warunkéw brzegu obciazonego

(4.42) i wielkosci (5.1):

62

_¢ﬂ+

(5.32)

(5.33)
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%

Yo=—-p, K10p"(t")dy.  yyu=—K10p"(")d,.

Yo =—p,KI10p" (t* )J* d, Yyn=-KI10p’ (t*) «da

N

2

. * P I
dzie: ==, KI0O=-%-,

g P = h?

Y11, Y3 — S& wyrazami macierzy My okreslonymi nastgpujaco:

1 a; 1 a b
yll:b_al( _?J’ )’N3:E(1+Tnj dla al(an):;‘i=1(i=N)’

n 1

1| mP= = —_—
qy, =(1- )—{FXAM,- - XAu; , —XAui,,,p}, (5.36)
i | Pi
4\/,- :(QVi),,* ) (5.37)
1 0 _ mz — m2 —
9, :_2_,0.(1_5’" )[ui’pp(XBi+ui’p)—7ui(XB[ +ui’pp)—7XB[ui’pp + XBu,,
' ’ ) ’ ) ’ (5.38)
m 2 2 —
+—| —|\u; +2XBy; ) +|u; +—XB; | piu; , —u; | ——u; (XBi+ui) s
2 2 )2 )|

Macierze P, P, My, My, M;, Mp;, Mp, My, My, M, Mg, MGG, Mg, Mgy,
Mgy, Mgp, Mgp;, sa macierzami kwadratowymi stopnia N. Posta¢ macierzy P,
P,, My, M, ktérych wyrazy dla li—jl >2 maja warto$¢ zero, przedstawia ta-
blica 5.1a, a posta¢ macierzy pozostatych, ktérych wyrazy o wartosci zero sa dla
li—jl >1,, pokazuje tablica 5.1b.
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Tablica 5.1. Posta¢ macierzy M = [m;;]; <y <y dla przypadkow:
(@) m; ; =0, gdyli—jl >2, (b) m; ; =0, gdyli—jl >1

(a)
(m, m, m; 0 0 0 0.0 0 0 0 0 0 0 ]
my My, my; my, 0 0 0.0 0 0 0 0 0 0
my my, myy my, mys 00 .0 0 0 0 0 0 0
0 my, my my, my mg 0 . 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 . 0 mysys mMysyg Mysys Mysyo Mysyg 0
0 0 0 0 0 0 0.0 0 My on-a Myons Myono Myoyg Myoy
0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 My n3 Myano My Myogy
L 0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 0 Myyo  Myyy My |
(b)
(my, m, 0 0 0 .0 0 0 0 0 ]
my my, nmy; 0 0 . 0 0 0 0 0
0 my my; my, 0 . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 my,ns Mysys Myanag 0
0 0 0 0O 0 .0 0 My iy Myna Myoy
| 0 0 0 0 0.0 0 0 My Myy |

Wyrazy macierzy P, Pr, My, My, Mz, Mp,, Mp, My, My, Mg, M1, Mg, Mg,
Mgy, Mgy, Mgp, Mgp, sa opisane nastgpujacymi zalezno$ciami:

pi;=0 da li-jl >2,

S1
Pii-2 = WK]b E;,

b b PR
2
=—WK]£EL WK]ZS—f WK5S7CLH , (5.40)
b* b e
S8 §9 S10 H'

’ b* b b> r,

S11
DPij+v2 = WK]b_EL’
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le.’j =0 dla li—jl >2,

S1
Prisa = WKL G FLKT.
2
P, =WK]S—2FLK7+WK]2S—3FLK7+WK5S—4DLK7H ,
l,l—l b4 b4 b2 7

Z

2
P :—WKJgFLm—WKzzﬁFLK7—WK5XDLK7H—, (5.41)
b* b* b2 r

Z

2
=WKIS—fFLK7+WKIZS—5FLK7+WKSS—IZODLK7 "
b b b

Priin P
Z

Si1
PrLiji+2 = _WK]bTFLKZ

My;iq = l i - l} (5.42)

My -1 £+ai}
’ b\ g
1
b

Yi,i+1 ai 2 ’

81
My _b_4’
(S2+53)
My;i = X ) (5.43)
(S5+56)
Myi; = x )
(S8+59)
My ;i X )
_S1
Myiiv2 _b_4’
(S1+S5+56) (S5+S6+S]1)|
myyw=—"% | » Myxny~= 2 )
b i=1 b |i=N
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iy
Myziin _b_4,
(S2+4S3)
Mzii-1 Z_b—4’ (544
(4S6+SIZ)
Mmgz;; :b—4’
(58+4S9)
Mz; it Z_b—4’
811
Myz;iyo _b_4’
(S]+4S6+S]2)| (4S6+S]1+S]2)|
Mz, = 2 ) Myy N = 2 )
b |i=l b |i=N

S4
mpp; i =—Al b_zFLK 7,

13 ’
mpys; = A 15;?_2 FK7+CI%5 aPFyK7 + BID,KT, (5.45)

S10
Mppi v = —Al e FLK7,
S4
Mpii-1 = A]b_zEL’

S13 m?

S10

Mpiiv1 = A]b_zEL’

mUl-’j=0 dla li—jl >1,
1

Myii1 = _2_b

my;; =0, (5.47)

]
_C,
2w -

Cp.

Myiiv =
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mULi,j =0 dla |l—]| >1,

1
Mypiio = ET D; K7,

Myrii = 0,
1
Myriiv1 = 2_b D, K7,

m
m 2

MG = % E aK2,
Mo =0 dia li-jl >1,
MGLii-1 = _2_’;:2 F,K7a;K2,
Mg = —bﬂz F,K7a2K1,
MGLii+1 = gmz Fi K7a;K2,

mGGLi,j =0 dla li—- _]l > 1,

1
MGGLii-1 = C]% F, K7,

2
MGG = Alm?a,-FLK7+ CIF, K7+ BlfDLKZ

1

1
MgGriin =—C1 % F, K7,

1 1 1
MGGii1 = _C]ZEL LE ——J,

a;

a; a;

MGGi,i Z—AlngEL —C]%EL (a,- +£J—B]£CL,

a;

1 1 1
MGG = CIZEL (5 + —J,

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)
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Mgy i =0,
Mgy =—Crm,
Mgy iiv =0,

Mgy, =0 dla li—jl >1,
Mgygii-1 =0,

MGy =Dy K7m,

Mgy =0,

m
Mgpji-1 = 2_b E K2,

m
MeGpii = _;aiELK]’
m
MGpiiv1 = _%ELKZ’
Mgpr;, ;=0 dla li—jl >1,

m

MGpLii-1 = K2% FLK7,
m

MGpLii = _K];aiFLKZ

m
MGprii+1 = -K2 _b Fi K7

3

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

gdzie: SI=1-gq;, S2=4—2ai+ai2+a7i, S3=2atm* +m’a;, S4=1—%,

1

S5=6+2ai2+m4a,-4—2m2ai4, S6=4ai2m2—2m2a4 S7=2+a,-2m2,

3

SI12=6+2a’ —8m?a} +16m*a’, S13=2+a’.
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5.2.2. Uklad réwnan w zagadnieniu dynamicznym pierscieniowej plyty
tréjwarstwowej z rdzeniem sprezystym

Przyjmujac dla rozwazanych statych materiatowych (4.27) lepkosprezystego,
standardowego modelu opisujacego materiat rdzenia, ze 1'—0, a G,"—e<, zalez-
nos¢ (4.26) ma wéwezas postaé G, = C, =G, , a rozwazane zagadnienie sprowadza
si¢ do problemu tréjwarstwowej ptyty z rdzeniem sprezystym o module Kir-
chhoffa G,.

Usuwajac z uktadu réwnan (5.22)+(5.30) réwnania (5.24), (5.26), (5.28) oraz
sktadniki zwiazane z rézniczkowym operatorem % wykorzystanym w opisie

zwiazkow fizycznych lepkosprezystego materiatu rdzenia, otrzymuje si¢ uktad
réwnan wyjsciowych ptyty z rdzeniem sprezystym:

PU+Q=WIU, (5.57)

MY =Qy, (5.58)

MV =Q,, (5.59)
M,Z=Q,, (5.60)
M,D+M,U+M.G =0, (5.61)
M ;G +M ;U +MgpD =0. (5.62)

Posta¢ warunkéw brzegowych na brzegu obcigzonym wyrazonych przez

elementy wektora Y jest nastgpujaca:
Yo=-p,K10p" (1" )d,.

o (5.63)
ynu =—K10p (f" )dz-

Ugigcia plyty w punktach dyskretyzacji —1, 0, N + 1, N + 2 dla przedstawio-
nych w podrozdziale 4.5 pracy warunkéw brzegowych opisujacych sposoby pod-
parcia plyty (4.39), (4.40), (4.41) wyrazaja zaleznoSci:

U_y =Sy + 80Uy,
Uy = S;3U; + S14lty,

0 = Si13t T S14Up (5.64)
Uy =S5ty + Si6UN-1>

Upnyo =S17Uy T Sigly -
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Wspdtczynniki s dla réznych sposobdéw podparcia ptyty okre$laja zwiazki przed-
stawione w tablicy 5.2. W warunkach brzegowych pochodne pierwszego i drugiego
rzedu przyblizaja réznice centralne. W przypadku brzegu podpartego swobodnie
wystepuja pochodne trzeciego rzgdu, ktére sa przyblizone réznicami skonczony-

mi w przdd dla p = p,, oraz r6znicami skonczonymi w tyt dla p= 1.

Tablica 5.2. Wyrazenia opisujace wspotczynniki s dla réznych sposobdéw

podparcia ptyty
Sposob podparcia Wspétczynniki s
UuuU
o o S1p =813 =814 =815 =516 =513 =0
W Si1 = 817 =1
PP
12 =813 =814 =15 =86 =53 =0
, 7 vb+2p, vb-2
PRI My T T bt
/7% e Py
PU
12 =813 =814 =15 =86 =53 =0
, i vb+2p,,
S SSSSSNNSSSSSE sp=————Y 5y =1
= e Vb_zpw
UP
S1p =813 =814 =85 =816 =83 =0
JZZ‘ZA | s 1 s Vb_2
NSNS = ==
— =8 H 7 vb+2
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[SN

Sip =813 =814 =0

_ N3 ~holos

s =1

_ 3 T Tighe

_ Tuhs ~ lighs
S5 =
Holaa = Tol23

_ Tols —1hihs
S7 =

Si5 = S16 =
Nohg — M3 Mol — M3
R
e _Nhohs i _Tohe ~ 04
Sp=— S8=——
Nols —1ol3 Nols —hol3
SU
S5 =816 =813 =0 si7=1
_ Nahi7 —halie _ hihi7 —hshis
Sm=- Sp =
N3N ~hali7 N3hs —hHahg
NORRRSORREROREEAR
_ lelia —h2hig _ Nsha ~hilig
Sz =— Su=——
li3hg — N4l li3hg — hahy
PS
o = vb+2p,
11~
Si2 =813 =53, =0 vb=2p,

_ Inlhs —Tighe
Si6 =
Holaa = Tol23

_ 0’6 ~ 122"

n3lig — ahi7

S
18
Nolay = Iolas Nl = Iyola3
SP vb -2
—e —go — S17 =+
Si5 =816 =53 =0 vb+2
_ Ni2%i7 —hi3lie _ M7 —hishis
S11= S12 =
R halig —hahi7 li3lig — fiahiz
_ Helia —Holig _ Nishi4 —H1kig
S13= S14 =

ni3lg — lali7
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gdzie:

2 2
rM:—&:S, r, =WKI3 %— 12+ i +VZ[ +WK14mT+i,
b b pb- p,2b p,2b P, 2b 2D
2 2 2
"13:WK13[_%+ 22_m_3_vm3)_WK14m_3’
b pb” p,; Py Py
2 2
b pb” p, 20 p,2b P, 2b 20
Lo L,voo 2 vm L v
CTpop20 T p 2T T p2b
2 2
r19=—WKB—WK]3+WK13+WK]4m—+WK13vm +i,
b’ b 2b 2b  2b
r20=WK]3[b—33+b%—Vm2—mzj—WK14m2,
3.1 1 vm’ m* 1 WK 13
Py =WKI3| - —————— | -WKI4———, 1= ,
“ [zf b 2b 219} b 2w Ry
1 v 2 5 1 v
rzzzb_2+%’ "24:_b_2_m vV, ’25:?_57 16 =0,
WKIS:LZ, WKI4:L}L22, k,, =4D,,.
Gzrz3H’ Gzrz3H’

5.2.3. Réwnania w zagadnieniu statycznym pierScieniowej ptyty
tréjwarstwowej z rdzeniem sprezystym

Przyjmujac, ze funkcja F,, jest rozwigzaniem stanu tarczowego opisanego
réwnaniem (5.65) powstalym po pominigciu ugigcia wstgpnego i wyrazen nieli-

niowych w réwnaniu (5.20):

1 1
Yoopt—Yop =¥, =0, (5.65)
P
po uwzglednieniu wyrazen (5.63):
F |,y =—p,KI10p"d,,
P ‘P Pw (5.66)

powstaje zaleznos$¢ opisujaca funkcje Fap :
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% 1
F,,=Y,=KI0p (elp+62;} (5.67)

gdzie:
1
dy——d Py
_ ’ Py : _ dlpw _d2pw
e = , € = .
1 1
Py Pu—
Py Py

Podstawiajac (5.67) do zmodyfikowanej postaci réwnania (5.13) pozbawio-
nego czlonu bezwladnoSciowego i ugigcia wstgpnego, po przyjgciu parametrow
materiatowych rdzenia spr¢zystego (51 =C,. =G, , 52 =1) oraz zastapieniu po-
chodnych réznicami centralnymi i wykonaniu przeksztalcen powstaje réwnanie:

PU+M, ,D+M,;G=p'M,-U, (5.68)
w ktérym:
— elementy macierzy P opisuja zaleznosci (5.40) z uog6lniong postacia elementow

P11s PL2s P21s P22 PN-LN-1s PN-LN> PN-1> Py dla dowolnego przypadku podparcia
ptyty przedstawionego w tablicy 5.2:

D1 =D |i:1 tDiio |i=1 Sttt Piia |i:1 5135
P12 = Pl |i:1 tDiio |i=1 Sio Pt |i=1 S14>
D21 = Dij |i:2 +Diio |i:2 513>

P22 =Dij |i:2 +Diio |i:2 S145

(5.69)
Pn-iN-1 = Pij |i:N—1 + Diji2 |i:N—1 5165
Pn-N = Diin |i:N—1 +Dii2 | i=N-1515>
PN .N-1= Dii |i:N +Diin |i:N S16 t Dijs2 |i:N 518>
Pn.N = Dij |i:N + Diin |i:N Si5+ Diis2 |i:N 5175
— elementy macierzy M,p i M4 opisuja odpowiednio zalezno$ci:
W3
Mypji-1 = __2b )
w3
Pi
W3
Mypi i+ __2b )
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MpGii-1 = 0,
W3m
MpGii == (5.71)
j
MaGii+1 = 0,

— elementy macierzy Myc z uogélniona postacia elementow myc,,, Mycy,»
Mycnn-1» Macy y dla przypadkéw podparcia ptyty (tablica 5.1) przedstawiaja
zaleznoSci:

myci ;=0 dla li-jl >1,

1(, Rb
Macii =—WK5" K10 [Ri ‘TJ

»2
1
Mycii :WK52K10_2(2Ri+mZPiaib), 57
’ b
- 2 1 Pb
Myciiv =—WKS KIOb—z(Ri +7 ,
_ 1 1 ~ 1 1
R1_2WK2_ elpi+62—. s Pl—2WK2— 81—62_2 R
l i ; .
Myc11 =Mycii |i:1 + Macii— |i:1 5135 Mpc1o =MAciiv |i:l -HnACl.J.i1 |i:1 S145
mACN,Nfl = mACi,l'*I |i:N + mACi,i+1 |i:N S16> Mac NN mACi,i |i:N + mACi’i+1 |i:N Sis.

Niewiadome elementy wektoréw D i G w réwnaniu (5.68) mozna wyznaczy¢

z obowiazujacego rowniez w tym przypadku uktadu dwéch réwnan (5.61), (5.62),

w ktéorym uogdlniona posta¢ elementdw macierzy M, dla przedstawionych
w tablicy 5.2 sposobdéw podparcia plyty jest nastgpujaca:
1 1

m =——93, m =—1(1-=s s

U1 op 1 U1,2 2b( 14)

1 1
My N .N-1 :_(516 _1)’ My NN = 57515
2b 2b

(5.73)

Warto$é krytycznego obciazenia statycznego pi. przyjeto jako réwna
najmniejszej z warto$ci wilasnych, droga minimalizacji wzgledem liczby fal n

w kierunku promieniowym plyty (obszerniejsze wyjasnienie zawiera podrozdziat
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7.2 pracy), wyznaczonych w wyniku rozwiazania odpowiedniego zagadnienia

warto$ci wtasnych:

w ktérym macierze Ma7p, M a7c okre$lone sa przez zalezno$ci:

M yr6 :(MGG _MGDMD_lMG)_l(MGDMD_lMU _MGU)’

-1 -1
Myrp=—Mp My -Mp MM 7.

5.3. Opis obliczen numerycznych

Numeryczne rozwiazanie zagadnienia stateczno$ci ptyt wykorzystuje autorski

program obliczeniowy napisany w jezyku Fortran. W programie zastosowane sa

nastgpujace algorytmy obliczeniowe [23], [79], [97], [116]:

1)

mnozenia macierzy przez wektor,

mnozenia macierzy,

odwracania macierzy metoda Gaussa-Jordana,

redukcji macierzy do gérnej macierzy Hessenberga,

przeksztatcenia QR do wyznaczenia warto$ci wlasnej gérnej macierzy
Hessenberga,

metody Rungego-Kutty-Gilla rozwigzywania uktadu réwnan rézniczkowych

zwyczajnych.

Og6lny schemat prowadzonych obliczen jest nastgpujacy:

wprowadzenie danych — liczb opisujacych parametry ptyty:

— materiatlowe: E, G, Vv, i, G,, 1 — sprezyste stale materiatlowe okladzin
i rdzenia, G, 17" stala sprezystosci i stata lepko$ci materiatu rdzenia,

— geometryczne: h’, h, — grubo$¢ warstwy oktadziny i rdzenia, r, i p, — pro-
mien zewngtrzny i bezwymiarowy promien wewngetrzny plyty,

— zwiazane z postacia deformacji ptyty: &, & (5.2) — wielko$ci opisujace
posta¢ ugigcia wstepnego plyty,
m — liczba poprzecznych fal obwodowych wyboczenia ptyty,
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2)

3)

4)

5)
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— zwigzane z obciazeniem i sposobem podparcia plyty: K7 — parametr steru-
jacy predkoscia wzrostu obcigzenia liniowego p(t) (na podstawie (3.1)
1(5.1),

d,, d, — liczby wskazujace rodzaj obciagzonego brzegu ptyty (4.42),
UU, PP, UP, PU, US, SU, PS, SP — oznaczenia procedury w programie do
obliczen wielkosci (tablica 5.2) opisujacych sposéb podparcia brzegéw ptyty,

przyjecie liczby punktéw dyskretyzacji N dla analizowanego w metodzie
r6znic skonczonych modelu obliczeniowego plyty;

wyznaczenie warto$ci bezwymiarowego statycznego obciazenia krytycznego

P (5.74) ptyty z rdzeniem sprezystym poprzez:

— wyznaczenie metoda Gaussa nastgpujacych macierzy odwrotnych: M Ac_l,

-1

MD Py

— wyznaczenie macierzy M =M ;; —Mgp,M, 'M i macierzy odwrotnej
M

— wyznaczenie macierzy MM =P +M apM prp + M 4oM 4 1 macierzy

~1 '

M, MM,

— sprowadzenie otrzymanej macierzy do gérnej macierzy Hessenberga,

— obliczenia warto$ci wlasnych gérnej macierzy Hessenberga wedtug algo-
rytmu QR i wyb6r wielko$ci najmniejszej;

wyznaczenie wartosci ugie¢ ptyty poddanej obciazeniom dynamicznym w przy-

jetych punktach dyskretyzacji:

— wyznaczenie i odwrécenie metoda Gaussa macierzy My, My, M7 (5.23)+
(5.28) i Mpp, Mgy, (5.29)+(5.30),

—rozwigzanie metoda Rungego-Kutty-Gilla réwnan rézniczkowych (5.23)=
(5.30), wyznaczajac wielkosci: y;, vi, z;, d;, g; oraz ich pochodne,

— rozwiazanie réwnania rézniczkowego (5.22) rzedu trzeciego lub drugiego
(5.57) dla plyty z rdzeniem sprezystym z wyznaczeniem ugi¢¢ w punktach
dyskretyzacji 1,..., N;

na podstawie przyjetego kryterium utraty statecznosci plyty (podrozdziat 3.1
pracy) i wynikajacego z niego warunku (3.2) wyznaczenie warto$ci czasu #, ,

w ktérej nastgpuje utrata dynamicznej statecznos$ci ptyty.



6. Wyniki obliczen plyt warstwowych

Duza liczba parametréw opisujacych model badanej ptyty sprawia, ze zagad-
nienie oceny krytycznych i pokrytycznych jej zachowan jest problemem ztozonym.
Podstawowa analiza w zagadnieniach stateczno$ci elementéw konstrukcyjnych
jest ocena krytycznych obcigzen statycznych p;. i odpowiadajacych im postaci
deformacji. Wpltyw parametréw materiatowych, geometrycznych, zwigzanych
z obciazeniem i sposobem podparcia ptyty warstwowej, na wartosci krytycznych
obciazen statycznych py, jest waznym elementem tej analizy podstawowej, ktorej
ocena poprzedza wilasciwa analiz¢ dynamiczng statecznoS$ci plyt. Dziatanie
zmiennego w czasie obcigzenia na wybrany brzeg ptyty umozliwia oceng charak-
terystyk czasowych ugiecia plyty wraz ze wskazaniem krytycznych warto$ci czasu
tyr, UGIECIA Wy, 1 ObClazenia py,qy,, tj. wielkosci opisujacych dynamiczng statecznos¢
badanej ptyty. Zakres podjetej analizy obejmuje oceng wynikéw dla zasadniczego
przypadku badanej ptyty, tj. ptyty z rdzeniem sprezystym obciazanej do krawedzi
wewngtrznego lub zewngtrznego brzegu oktadziny (w opisie, zwlaszcza gdy obcigzo-
ny jest brzeg wewngetrzny plyty, zostanie przyjgte okreslenie: Sciskana promieniowo)
z obserwacja wplywu na otrzymane wyniki takich parametréw modelu, jak:

— parametréw materialowych: sprezystych i charakteryzujacych lepkosprezyste
wtlasciwosci rdzenia,

— parametréw geometrycznych zwiazanych z grubo$ciami okladzin i rdzenia
plyty, wymiarami jej promieni gabarytowych oraz opisujacych postac i stopien
niedoskonatosci jej poczatkowego ksztattu,

— parametréw obciazeniowych wptywajacych na zmiane predkos$ci wzrostu
obciazen dziatajacych na brzeg ptyty.

Obliczenia wykorzystujace metode réznic skonczonych poprzedza, konieczna
w metodach przyblizonych, analiza zbieznos$ci uzyskiwanych wynikéw, na pod-

stawie ktdrej dobiera si¢ liczbg punktéw dyskretyzacji N badanego modelu.

6.1. Wartosci liczhowe przyjete w obliczeniach plyt

Z szerokiego zakresu mozliwych w wyborze danych liczbowych opisujacych
model obliczeniowy plyty przyjetymi wartoSciami parametrow s liczby, ktére
okreslaja badana ptyte jako reprezentanta grupy ptyt pierscieniowych o strukturze

warstwowe;j.
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W opisie geometrii ptyty jej podstawowe, gabarytowe wymiary, tj. promien
zewnetrzny r, i catkowita grubo$¢ A, spelniaja stosowany dla jednorodnych ptyt
cienkich warunek, zgodnie z ktérym grubo$¢ plyty jest wielokrotnie mniejsza od
jej pozostatych wymiaréw [41]. Badaniom poddano wigc ptyty o grubosciach
oktadzin: h” = 0,0005 m i 0,001 m i grubo$ciach rdzenia: h, = 0,005, 0,01, 0,02 m
traktowanych jako grubos$¢ $rednia oraz grubosciach: h, = 0,04, 0,06 m plyt
z rdzeniem grubym analizowanych w rozdziale 8 pracy, dla statej, ustalonej war-
tosci zewngtrznego promienia ptyty r,, réwnej r, = 0,5 m. Zasadnicze obliczenia
prowadzono dla ptyt o promieniu wewngtrznym r,, réwnym, r,, = 0,2 m, dla ktérego
warto$¢ bezwymiarowa promienia p,, (5.1) wynosi py, = 0,4.

Materiatami oktadzin i rdzenia sa odpowiednio stal i dwa rodzaje migkkiej
pianki poliuretanowe;j. State materiatowe sa nastgpujace:

— stal: E=2,1-10° MPa, G = 8:10* MPa, v = 0,3, u = 7,85-10° kg/m’,
— pianka poliuretanowa [84]: G, = 15,82 MPa, G," = 69,59 MPa,
N =7,93-10" MPas, W, = 93,6 kg/m’,
— pianka poliuretanowa [50]: G, =5 MPa, u, = 64 kg/mS,
¢=0,845 (2 — 036t _ 70,036t ) — funkcja opisujaca petzanie materiatu pianki.

W analizie material pianki poliuretanowej jest traktowany jako izotropowy. Stad,
warto$ci moduléw Younga materiatéw pianek, dla przyjetej zgodnie z norma [52]
wartosci liczby Poissona 15, réwnej: v, = 0,3, wynosza odpowiednio: E, = 41,13 MPa
i 13 MPa.

Wstepna deformacje ptyty opisuje zaleznos¢ (5.2a), w ktérej istotna rolg od-

grywaja liczby & i &. Zasadnicze obliczenia ptyt prowadzono dla warto$ci liczby
€ =0, tj. przy braku sktadowej obrotowosymetrycznej opisujacej postaé wstep-
nego ugiecia ptyty, gdy warto$¢ liczby &, réwna jest & = 1 i wystepuje zgodno$é
liczb fal obwodowych m okreslajacych posta¢ wstgpnie ugietej oraz krytycznie
zdeformowane;j plyty.
Przyjmowana w danych obliczeniowych ptyt liczba fal obwodowych m okres$la
posta¢ krytycznej deformacji ptyty badanej w szerokim zakresie: od postaci obro-
towosymetrycznej, gdy m = 0 do przypadku ptyty o duzej liczbie fal obwodowych,
gdy m > 10,

Stopien zmian predko$ci narastajacego obciazenia dzialajacego na brzeg ptyty
opisuje parametr s wyrazony liczba K7 (5.1) jako: s = K7-py.. Podstawowe obli-
czenia ptyt poddanych obciazeniom zmiennym prowadzono dla wartosci liczby
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K7 = 20 1/s, przyjmujac, takze w analizie szczegdtowej (podrozdzial 6.6 pracy)
wartosci liczb K7 réwne: K7 =10 1/s140 1/s.
Dobér liczby wewngtrznych punktéw dyskretyzacji N modelu ptyty rozwiazanej

metoda réznic skonczonych przedstawia analiza opisana w podrozdziale 6.3 pracy.

6.2. Podejscie do opisu obciazen krytycznych plyt przyjete w pracy

W pracy przyjeto nastgpujace podejscie do opisu obcigzen wywotujacych

utrat¢ statecznos$ci badanych piyt.
Ciag liczb reprezentujacych warto$ci obciazen statycznych i dynamicznych ptyt,
dla ktérych istnieje mozliwo$¢ wystapienia réznych postaci wyboczenia badanych
numerycznie modeli ptyt, tworzy zbidr obciazen krytycznych: statycznych obciazen
krytycznych py, i dynamicznych obciazen krytycznych py,qy,. Znaczenie praktyczne
maja warto$ci minimalne tych obciazen. Ich ujawnienie odbywa si¢ na tle pozo-
statych, mozliwych dla obiektu rzeczywistego plyty, obciazen krytycznych, ktérych
wartosci sa bliskie obciazeniom minimalnym, w formie graficznego lub tablicowego
rozktadu liczb py, lub py,q4, zaleznych od liczby m fal wyboczenia.

Potwierdzone licznymi wynikami obliczen numerycznych obserwacje stanu
krytycznego badanych plyt pokazuja, ze liczbie m fal wyboczenia ptyty przy mi-
nimalnej wartos$ci statycznego obcigzenia krytycznego nie zawsze odpowiada ta
sama posta¢ wyboczenia globalnego przy minimalnej warto$ci dynamicznego
obciazenia krytycznego. Traktujac geometri¢ postaci wyboczenia statycznego
jako ksztattujaca posta¢ ugigcia wstgpnego ptyty w zagadnieniu dynamicznym,
analiza innych niz tylko odpowiadajacych minimalnym obciazeniom krytycznym
postaci wyboczenia ma znaczenie praktyczne. Przyjecie jako formy ugigcia
wstepnego plyty geometrii odpowiadajacej postaci wyboczenia dla minimalnego
statycznego obciazenia krytycznego istotnie ograniczytoby obszar analizy, prowa-
dzac niejednokrotnie do niewtasciwych wnioskéw.

Przyktadem moga by¢ spotykane w literaturze [1], [27], [73] rozwiazania plyt
jedynie obrotowosymetrycznych dla liczby m fal wyboczenia m = 0, ktérych ob-
cigzenie niekoniecznie minimalne jest okre§lane mianem krytycznego.

Liczne, przedstawione w pracy, wyniki obliczenh modeli ptyt analizowanych
dwoma metodami: metoda réznic skonczonych i metoda elementéw skonczonych
potwierdzaja zasadno$¢ takiego podejscia do opisu obciazen ptyt przy statycznej

i dynamicznej utracie statecznosci — podczas oceny ich stanu krytycznego.
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Potwierdzeniem takiego podejscia w literaturze jest przedstawione w pracy [26]
stwierdzenie thumaczace przyczyneg traktowania kazdej wartosci krzywej opisujacej
dynamiczne obcigzenia krytyczne jako funkcji liczby fal w kierunku osiowym
w zagadnieniu wyboczenia powtoki $ciskanej quasi-statycznie, jako wtlasnie
obciazenia krytycznego, dynamicznego. Autor pracy [26] zwraca uwagg, iZ wy-
kres zalezno$ci parametru dynamicznego obciazenia krytycznego jako funkcji
liczby fal ma znaczenie, gdy analiza jest prowadzona w duzym przedziale liczb

fal, a nie tylko w poblizu warto$ci minimalnej obciazenia.

6.3. Liczba punktow dyskretyzacji

Przyktadowe wyniki obliczen statycznych i dynamicznych obciazen krytycznych
ptyt z rdzeniem sprezystym i lepkosprezystym dla réznej liczby punktéw dyskre-
tyzacji N modelu obliczeniowego ptyty przedstawiaja tablice 6.1, 6.2, 6.3, 6.4,
6.5, 6.6.

Dla wszystkich przedstawionych przypadkéw obliczen ptyt warto$ci obcigzen
krytycznych sg liczbami zbieznymi do liczby wyznaczonej dla najwigkszej liczby
punktéw dyskretyzacji N (N =21 lub N = 26). W obliczeniach ptyt przyjeta zostata
liczba N = 14 punktéw dyskretyzacji, ktéra spetnia warunek maksymalnej wartosci
btedu do 5%. Warto$¢ btedu jest znacznie nizsza od 5% dla wartosci obciazen
statycznych py,, poza przypadkami ptyt, ktérych jeden z brzegdéw jest swobodny.
Woéwcezas warto$¢ bledu jest rzedu 2,5%. Powstala wigksza réznica warto$ci
obciazen krytycznych tych ptyt wyznaczona dla liczb N = 14 i N = 26 jest zwiazana
ze wspomnianym w punkcie 5.2 pracy przyjetym przyblizeniem wystgpujacych
w rozwiazaniu pochodnych trzeciego rzedu. Zastosowano wéwczas réznice skon-

czone w przéd i w tyt.

Tablica 6.1. WartoSci krytycznych obciazen py,, piay, Obrotowosymetryczne;j

m = 0 ptyty z rdzeniem sprgzystym obciazonej na brzegu wewngtrznym

d1=l d2=0
77794 77794
= 2 G,=5MPa h,=0,02m h’=0,00l m
— 3 - - — -
jﬁzzzzzxzzzzzzzzzwzg W=64kg/m® K7=201/s m=0 &=0 &=1
N 11 14 17 21

Pir [MPa] | 147,13 150,29 | 151,53 | 152,35
Prrava [MPa] | 152,87 | 154,35 | 154,71 | 155,24
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Tablica 6.2. WartoSci krytycznych obciazen py,, pirayn plyty z rdzeniem

sprezystym obciazonej na brzegu zewngtrznym

7774 7744 d1=0 d2=1
;@m&wmw”* G,=15,82 MPa h,=0,01 m h’=0,001 m
p— o W=93,6kg/m’ K7=201/s =0 =1
N
11 14 17 21
m Pxr pkrdyn Pxr pkrdyn Pxr pkrdyn Pxr pkrdyn
[MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa]
0 (121,07 127,49 | 121,23 | 127,41 | 121,32 | 127,51 | 121,39 | 127,34
1(116,53]129,70 (116,70 | 128,49 | 116,79 | 128,12 | 116,86 | 127,96
2 103,75 [ 112,36 | 104,02 | 112,24 | 104,18 | 112,41 | 104,31 | 112,13
3] 9043 | 93,60 | 90,78 | 93,78 | 90,99 | 93,99 | 91,17 | 94,54
4] 81,62 | 85,13 | 81,95 | 86,29 | 82,16 | 85,86 | 82,34 | 85,72
5| 76,63 | 83,91 | 76,91 | 83,94 | 77,10 | 83,35 | 77.26 | 83,36
6 | 74,05 | 81,97 | 74,30 | 81,51 | 74,46 | 81,38 | 74,59 | 81,38
7 1773,01 | 80,53 | 73,22 | 80,47 | 73,36 | 80,18 | 73,48 | 80,02
8 | 73,00 | 80,08 | 73,18 | 79,69 | 7329 | 79,37 | 73,40 | 79,20

Tablica 6.3. Wartosci krytycznych obciazen statycznych py, ptyty z rdzeniem

sprezystym obciazonej na brzegu wewnetrznym dla réznych sposobéw podparcia

G2= 5 MPa

h,=0,005 m

h"=0,001 m

Pir [MPa]

SPOSOB PODPARCIA

UU

UP

m

m

2

3

2

3

3

11

74,70

86,72

121,55

159,35

73,24

86,12

121,34

159,34

43,30

102,47

14

75,61

87,65

123,31

165,28

74,05

86,99

123,11

165,22

42,33

102,57

17

76,05

88,10

124,12

167,00 | 74,44

87,40

123,92

166,93

43,26

102,69

21

76,36

88,42

124,71

168,23

74,71

87,70

124,51

168,15

43,26

102,81

26

76,57

88,63

125,12

169,07

74,89

87,89

124,91

168,98

43,26

102,89

PP

us

m

m

0

1

2

3

0

1

2

3

11

42,38

49,44

71,12

102,43

50,26

79,00

120,36

159,34

29,74

102,35

14

42,33

49,37

71,08

102,52 | 50,54

79,47

122,15

165,22

29,64

102,45

17

42,31

49,35

71,08

102,65

50,67

79,72

122,96

166,91

29,59

102,57

21

42,30

49,33

71,09

102,76 | 50,75

79,92

123,55

168,13

29,54

102,68

26

42,29

49,32

71,09

102,84 | 50,80

80,05

123,95

168,95

29,51

102,76

U — utwierdzenie, P — brzeg swobodnie podparty, S — brzeg swobodny
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Tablica 6.4. Wartosci krytycznych obciazen statycznych py, 1 dynamicznych py,qyn
obrotowosymetrycznej m = 0 ptyty z rdzeniem lepkosprgzystym obciazone;j

na brzegu wewngtrznym

d1 = 1 dz = 0
i ““ G,=15,82 MPa G, =69,59 MPa 1’ =7,93-10* MPa:s
_ h,=0,005m h"=0,001 m p,=93,6 kg/m*> K7=201/s
e 7w m=0 § =0 =2
N 11 14 17 21 26

Pk [MPa] | 146,37 | 149,34 | 150,50 | 151,26 | 151,74
Prrava [MPa] | 158,23 | 159,94 | 160,58 | 161,09 | 161,60

Tablica 6.5. Wartosci krytycznych obcigzen dynamicznych py,qy, ptyty

z rdzeniem lepkosprgzystym obciazonej na brzegu zewngtrznym

dl = O dz = 1
— <4 G,=5MPaG, =3,13 MPa 1’ =212,92-10* MPa-s
EWWW (Gy 1M’ sa okreslone w podrozdziale 6.5 pracy)
777 777 h,=0,005m h'=0,001 m p,=64kg/m’ K7=201/s
§i=0 &=1
N
11 14 17 21 26

Pxr pkrdyn Pxr pkrdyn Pxr pkrdyn Pxr pkrdyn Pxr pkrdyn
[MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa]

32,78 | 36,48 | 32,89 | 36,61 | 32,94 | 36,60 | 32,98 | 36,64 | 33,01 | 36,61
30,93 | 35,11 | 31,04 | 35,17 | 31,10 | 35,24 | 31,14 | 35,28 | 31,17 | 35,32
26,82 | 29,26 | 26,94 | 29,34 | 27,01 | 2941 | 27,07 | 29,48 | 27,11 | 29,52
23,20 | 24,01 | 23,33 | 24,05 | 2341 | 24,14 | 23,47 | 24,24 | 23,51 | 24,29
21,09 | 21,36 | 21,22 | 21,41 | 21,29 | 21,44 | 21,35 | 21,50 | 21,39 | 21,53
20,24 | 21,07 | 20,35 | 20,90 | 20,41 | 20,88 | 20,46 | 20,93 | 20,50 | 20,97
20,25 | 20,96 | 20,34 | 20,89 | 20,40 | 20,87 | 20,44 | 20,87 | 20,47 | 20,94
20,86 | 21,09 | 20,94 | 21,00 | 20,98 | 20,92 | 21,02 | 20,87 | 21,05 | 20,90
21,90 | 21,48 | 21,97 | 21,32 | 22,01 | 21,24 | 22,05 | 21,19 | 22,07 | 21,17

XN n|h|w (= B
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6.4. Postacie deformacji krytycznej i wartosci krytycznych obciazen
plyt z rdzeniem sprezystym

W zagadnieniach stateczno$ci wyznaczenie minimalnej warto$ci obciazenia
krytycznego i odpowiadajacej jej postaci krytycznej deformacji jest szczegdlnie
waznym elementem badan analizowanej plyty. Wptyw wielu czynnikéw na wa-
runki pracy ptyty, w potaczeniu ze ztozona jej strukturg zalezng od wielu parametréw,
utrudnia, a w wielu przypadkach uniemozliwia formutowanie praktycznych
uogdlnien. Mozna przyjac, ze kazda badana ptyta stanowi oddzielne zadanie wy-
magajace wnikliwej analizy. Pewne spostrzezenia ogdlne sa oczywiscie mozliwe
w odniesieniu do okreslonych przypadkéw badanych plyt, stanowiacych grupe
wykazujaca si¢ podobiefistwem. Do takiej grupy zaliczono ptyty z rdzeniem spre-
zystym, przesuwnie utwierdzone na obu brzegach, obciazone ciSnieniem dziatajacym
na wewngtrzny lub zewngtrzny brzeg oktadzin, rézniace si¢ zmiennymi parame-
trami materiatowymi rdzenia i grubo$ciami poszczegdlnych warstw.

Ustalonymi parametrami w analizie dynamicznej sa liczby opisujace ugigcie
wstepne piyt, & = 0, &, =1 (5.2a) oraz liczba K7 = 20 1/s (5.1) sterujaca predkoscia s
wzrostu obciazenia liniowego p = st.

Warto$ci ugig¢ maksymalnych ¢, = f(t*) plyt o podanych wartosciach
grubosci rdzenia h, 1 modutu Kirchhoffa G, jego materiatlu w bezwymiarowym
czasie 1~ obciazenia dzialajacego na brzeg wewnetrzny plyty przedstawia wykres
na rysunku 6.1. Ptyty o grubosci oktadzin h” = 0,001 m sa obciazone ci$nieniem
narastajacym z jednakowgq predkoscia s = K7-py. (5.1) okreslong liczba K7 i przy-
jeta warto$cia krytycznego obciazenia statycznego, réwna py = 217,32 MPa,
wyznaczona dla ptyty o parametrach: G, = 15,82 MPa, h, = 0,01 m (tablica 6.7).
Wyrézniony punkt krzywych ¢, = f(t*) wyznacza bezwymiarowy czas kry-
tyczny #, i bezwymiarowe krytyczne ugiecie maksymalne v ptyty w chwili
utraty statecznos$ci dynamicznej, wedlug kryterium przyjetego w podrozdziale 3.1
pracy. Zgodnie z przyjetym kryterium plyta traci stateczno$¢ w momencie, gdy
punkt maksymalnego ugigcia dodatkowego osiagnie pierwsze maksimum predkosci.

Doktadne wartosci obcigzen krytycznych py,, pirayn 1 ugigé krytycznych wy,
uzupelnione o wartosci wspéiczynnika dynamicznego K, wyznaczonego jako:

K4 = Dhadyn przedstawia tablica 6.7.
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3,5 ‘ ‘

= (G2=5,0 MPa h2=0,005 m
G2=5,0 MPa h2=0,01m

31— G2=5,0 MPa h2=0,02 m
— G2=15,82 MPa h2=0,005 m
e G2=15,82 MPa h2=0,01m
251 =——G2=1582MPa h2=0,02m
2
N
N
15 /sJ J /
| ERVAY.
0,5 1
o
0 ‘ ‘ : ‘
0 0,5 1 1,5 2 t 25

Rys. 6.1. Charakterystyki ptyt o zmiennych parametrach G,, h, obciazonych
na brzegu wewngtrznym

Tablica 6.7. WartoS$ci obciazen py,, Piraym. WspOlczynnika K, 1 ugigc wey,
ptyt obciazonych na brzegu wewnetrznym

G; [MPa] /hy [m] | p, [MPa] | pxrayn [MPa] | Ky | Wy [m]

570,005 75,61 98,88 1,31]3,92:10”
5/0,01 100,76 118,00 1,17(3,76-10°
5/0,02 150,29 159,30 1,06 |3,77-10°

15,82 /0,005 149,34 166,69 1,123,87-10°
15,82 /0,01 217,32 229,27 1,06 | 4,03-10”
15,82 /0,02 338,94 346,64 1,02 | 4,25-10”

Wartosci krytycznych obciazen dynamicznych ptyt z rdzeniem o wigkszej sztyw-
nosci sa bliskie wartosciom krytycznych obciazen statycznych tych ptyt. Warto$¢
wspoélczynnika dynamicznego K, jest wowczas nieznacznie wigksza od jednosci.
W zakresie pokrytycznym charakterystyki ptyt o mniejszym module G, i mniejszej
grubosci h, istotnie réznig si¢ od charakterystyk dla ptyt o wiekszych wartosciach
tych parametréw. W odpowiedzi na dziatanie narastajacego liniowo obciazenia
wzbudzaja si¢ drgania. Warto$ci krytycznych maksymalnych ugieé¢ badanych
ptyt sa poréwnywalne i wynosza okoto 4-10~ m. Dla ptyt z cienkim rdzeniem
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(h, = 0,005 m) iloraz (gl =¥) ugigcia dodatkowego do calkowitej grubosci
plyty jest nieco wigkszy od % , hatomiast dla ptyt grubszych (h, = 0,02 m) wartos¢
ta zmniejsza si¢ do okoto % .

Przedstawione wyniki obliczen (rysunek 6.1 i tablica 6.7) plyt obciazonych na
brzegu wewnetrznym wyznaczono dla obrotowosymetrycznej postaci utraty sta-
tecznosci plyty (m = 0). Szczegbétowa analiza warto$ci zaréwno statycznych, jak
i dynamicznych obcigzen krytycznych ptyt $ciskanych promieniowo na we-
wnetrznym brzegu wskazuje, iz minimalna warto$¢ tych obciazen odpowiada
wlasnie obrotowosymetrycznej postaci ich wyboczenia. Spostrzezenie to ma
istotne znaczenie w obliczeniach numerycznych, ktére dla tych ptyt moga by¢
prowadzone z wykorzystaniem znacznie tatwiejszego rozwiazania dla obrotowo-
symetrycznej postaci deformacji krytycznej tych ptyt. Wykres przedstawiony na
rysunku 6.2 pokazuje wyniki krytycznych obciazen statycznych py, ptyt, réwniez
z cienkimi oktadzinami h” = 0,0005 m, odpowiadajace r6znym postaciom ich
wyboczenia. Wszystkie badane przypadki ptyt wskazuja minimalna warto$¢ py,
dla m = 0, Szczegélowe wartosci obciazen py, 1 piayn dla dwoch postaci wyboczenia
ptyt m =01 m = 1 przedstawia tablica 6.8.

Charakter pracy ptyty przy wigkszej liczbie fal obwodowych m = 2 lub m = 3 przed-
stawiony na rysunku 6.3, odbiega od zachowan plyt o postacim=0Ilubm = 1.
Zaobserwowana zmiana charakteru krzywej ¢,,,. = f(*) 1 mozliwos$¢ ujemnych
ugie¢ badanych plyt wystepuje dla wartoéci # znacznie wyzszych od wartosci

czasu krytycznego odpowiadajacego postaciom m =0 lubm = 1.

Tablica 6.8. WartoSci py, 1 piayn Pyt obciazanych

na brzegu wewnetrznym

G, [MPa] /h; [m] | m | py, [MPa] | pyrayn [MPa]
sos [0 28l e
e (o1 oy | st
ssmros [S1 182l
o [0 Dbt [
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—e—1=0,001m G2 =5 MPa h2=0,005 m
700 1 _m v-0,001mG2=5MPa h2=0,02m
—A— N =0,001m G2 = 1582 MPa h2 = 0,005 m
—@—1=0,001m G2 = 1582 MPa h2 = 0,02 m
—o— ' =0,0005 m G2 = 5MPa h2 = 0,005 m
——h' = 0,0005 M G2 = 5MPa h2 = 0,02m
—A— ' =0,0005 m G2 = 15,82 MPa h2 = 0,005 m
—O—h =0,0006 m G2 = 15,82 MPa h2 = 0,02 m

600

Pwr [MPa]

0 T T T

0 1 2 3 4 m 5

Rys. 6.2. Wartosci py, obciazonych na brzegu wewngtrznym ptyt dla réznych liczb
fal obwodowych m

Najmniejsze warto$¢ obciazen pyq, wystepuja dla przypadkéw plyt o postaci
obrotowosymetrycznej (m = 0). Zamieszczone w tablicy 6.8 wyniki obliczen
1 przedstawione na wykresie 6.3 charakterystyki &;,,,. = f(**) sa wyznaczone dla
ptyt obciazonych ci$nieniem o jednakowej predkos$ci narastania s, ktérej wartos¢
wyznacza liczba K7 = 20 1/s i minimalna warto$¢ py, dla m = 0 (liczba podkreslona
w tablicy 6.8) danej ptyty o parametrach opisanych w kolumnie tablicy oznaczonej
jako Gy/h,.

Wyniki krytycznych obcigzen statycznych ptyt Sciskanych na zewngtrznym
brzegu oktadzin dla réznej liczby m fal obwodowych charakteryzujacych postaé
deformacji krytycznej ptyt przedstawiaja wykresy na rysunkach 6.4 i 6.5. Wyr6z-
nione punkty odpowiadaja minimalnym warto$ciom statycznych obciazen kry-
tycznych 1 odpowiadajacych im postaciom wyboczenia, okreslonych liczba m fal
obwodowych. Doktadne warto$ci przedstawia tablica 6.9.
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Deformacja krytyczna ptyt $ciskanych na zewngtrznym brzegu dla minimalnej
warto$ci obcigzen krytycznych ma posta¢ rézna, zalezna od materialowych
i geometrycznych parametréw ptyty. Ustalenie Scistego zwiazku nie wydaje si¢
mozliwe. Zaobserwowano jedynie prawidlowos¢ wzrostu liczby fal obwodowych
wyboczenia plyty wraz ze wzrostem grubosci rdzenia, wzrostem warto$ci modutu
Kirchhoffa materiatu rdzenia i dla ptyt o cienszych oktadzinach (h" = 0,0005 m).
Numerycznie wyznaczona warto$¢ py. modeli plyt $ciskanych na zewngtrznym
brzegu moze by¢ uzalezniona takze od liczby przyjetych punktéw dyskretyzacji
N. Zar6éwno przedstawiona w podrozdziale 6.3 pracy tablica 6.5, jak i dodatkowa
tablica 6.10 pokazuja mozliwos$¢ ,,przeskoku” postaci deformacji krytycznej ptyty
do postaci o wigkszej liczbie fal obwodowych, dla modeli ptyt o wigkszej liczbie
punktéw dyskretyzacji V.

25 — =—(2=5 MPa h2=0,005 m m=0
—2=5 MPa h2=0,005 m m=1
—(G2=5 MPa h2=0,005 m m=2 h’ = 0,001 m
—G2=5 MPa I'Q:0,00S m m=3
=2=5 MPa h2=0,02 m m=0

2 1~ =——G2=5 MPa h2=0,02 m m=1
—G2=5 MPa h2=0,02 m m=2
—G2=5 MPa h2=0,02 m m=3
—(52=15,82 MPa h2=0,005 m m=0
15 | =G2=15,62MPa h2=0,005 m m=1
—G2=15,82 MPa h2=0,005 m m=2

——G2=15,82 MPa h2=0,005 m m=3
m—G2=15,82 MPa h2=0,02 m m=0 ,j

11 ——G2=15,82 MPa h2=0,02 m m=2 o
———(G2=15,82 MPa h2=0,02 m m=3 V/
- ]

% m—(52=15,82 MPa h2=0,02 m m=1
£
)

0,5

SERN
0 - Se
\
0 ?\@ 2 T 2P
-0,5

Rys. 6.3. Charakterystyki obciazonych na brzegu wewngtrznym plyt dla ré6znych liczb
fal obwodowych wyboczenia m
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Tablica 6.9. Warto$ci minimalnych obciazen py, i odpowiadajace im liczby fal

obwodowych wyboczenia m ptyt obciazonych na brzegu zewngtrznym

h’ = 0,001 m h’ = 0,0005 m
G, [MPa] /h; [m]

Pk [MPa] m Pxr [MPa] m

570,005 20,34 6 22,32 8
570,01 29,24 6 38,50 9
570,02 46,74 7 69,43 12
15,82 /0,005 46,34 6 61,45 9
15,82/0,01 73,18 8 109,69 13
15,82/0,02 124,88 9 200,55 13

Wystepujaca dla tych przypadkéw plyt zbiezno$¢ wartosci py, do wartosci mak-

symalnej wyznaczonej dla N = 26 zapewnia przyjecie dla N = 14 minimalne;j

warto$ci ci$nienia krytycznego py,.. Spostrzezenie to ma jednak wazne znaczenie

w analizie numerycznej problemu i wymaga zwrdcenia uwagi przy obliczeniach

ptyt Sciskanych na zewnetrznym obwodzie.

G2=5 MPa

120 @

ol R

—e— h'=0,001mh2=0,005 m
—&—h'=0,001mh2=0,01 m
—8— h'=0,001mh2=0,02 m
—e— h'=0,0005 m h2=0,005 m

—8— h'=0,0005 m h2=0,02 m

80.\\
60

s —H————H—H]
=
=
=
o
40
o—d
20
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

9 10 11 12 13 14 15

Rys. 6.4. Wartosci py, ptyt o réznej liczbie m fal Sciskanych na zewngtrznym obwodzie

o grubosci oktadziny h” = 0,001 m
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120 fE=—p
g\ESK Go=5 MPa

100 N\Eg\c

80

—@— h=0,001mh2=0,005 m
—A— h=0,001mh2=0,01 m
—l—h=0,001mh2=0,02 m
—6— h=0,0005m h2=0,005 m
—HF—h=0,0005m h2=0,02m  __|

ﬂ\% MM
| |

AWy
43‘
T

i\T\F\ |
60

Pw [MPa]

20

Z

m

8 9 10

11

12 13 14 15

Rys. 6.5. Wartosci obciazeh p, w zalezno$ci od liczby m fal ptyt §ciskanych
na zewngtrznym obwodzie o ustalonej warto$ci G, =5 MPa

Tablica 6.10. Warto$ci obciazen krytycznych p,, ptyty Sciskanej

na zewngtrznym brzegu dla réznych liczb N

b = 0,001 m Pie [MPa]

N
G [MPa] /h; [m] | m == 17 21 26
547134733 | 4745 | 4755 | 47.62

46,45
6 | 46,18 | 46,34 46.54 | 46,60

15.82 /0,005 (46,447)
0219, 7 [46,22]46,36| 4645 | 46,52 | 46,58
8 |46,95|47.06| 47.14 | 47.20 | 47.25
9 |48.17|48.27| 4833 | 48.38 | 48.43

Dwa wykresy (a) i (b) przedstawione na rysunkach 6.6, 6.7 i 6.8 pokazuja
charakterystyki ugig¢ &, =f(t*) (czg$¢ (a) rysunkéw) i predkosci ugigé
Simaxss = &(1*) (czg$¢ (b) rysunkéw) dla ptyt poddanych zmiennym, narastajg-
cym liniowo w czasie obciazeniom dzialajacym na zewngtrzny brzeg. Predkosé
narastajacych obcigzen dla wszystkich badanych przypadkéw ptyt jest stata, okre-
$lona liczba K7 i warto$cia obciazenia statycznego py, = 46,58 MPa wyznaczonego
dla ptyty o parametrach G, = 15,82 MPa, h, = 0,005 m i h" = 0,001 m, ktérej
model ma N = 26 punktéw dyskretyzacji (tablica 6.10). Grubo$¢ oktadzin bada-

nych ptyt wynosi h” = 0,001 m.
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Charakterystyki ptyt, ktérych posta¢ wyboczenia okres$la mata liczba fal obwo-
dowych m < 4, istotnie réznia si¢ od charakterystyk ptyt o postaci wyboczenia
o duzej liczbie fal obwodowych m > 3. Plyty o parametrze wyboczenia m < 4 traca
stateczno$¢ dynamiczng przy istotnie wyzszych warto$ciach obciazen dynamicznych,
ulegajac znacznym ugigciom krytycznym. W obszarze pokrytycznym, zwtaszcza
dla ptyt o ciefiszym (h, = 0,005 m) i migkkim rdzeniu (G, = 5 MPa), w odpowiedzi
na narastajace obciazenia moga powsta¢ drgania. Wzrost ugie¢ w czasie obcigzania
plyt o parametrze wyboczenia m = 8+10 po przekroczeniu czasu krytycznego #, ,
ktory czgsto trudno wyznaczy¢ na podstawie maksimum krzywej &j,q. .+ = 8(1*)
(czes¢ (b) rysunkéw), jest praktycznie liniowy z ustalong predkoscia $rednig. Dla
tych plyt wyznaczenie punktu utraty statecznosci dynamicznej, wedtug przyjetego
kryterium (podrozdziat 3.1 pracy) moze nie by¢ jednoznaczne. Wéwczas mozna
by wyznaczy¢ czas krytyczny na podstawie innego, réwniez podanego w pracy
[110] (podrozdziat 3.1 pracy), kryterium polegajacego na ocenie wartosci liczby

Cimars Cimax 2% (5.1), okres$lajacej iloraz dodatkowego ugigcia ptyty do

calkowitej jej grubosci. Liczba ta w chwili utraty stateczno$ci ptyty powinna
mie¢ warto$¢ réwna jeden. Kryterium to zostalo wykorzystane, np. w pracy [100]
w ocenie dynamiczne] statecznos$ci trojwarstwowej powloki poddanej $cinaniu.
Wyznaczone jednak wartosci ¢, dla minimalnych obciazen dynamicznych py,an
badanych plyt o liczbie fal m < 8 sa znacznie nizsze od jedno$ci. Ich wartos$ci
wahaja si¢ od 0,1 dla ptyt o parametrach G, =5 MPa h, = 0,005 m do 0,15 dla ptyt
z grubszym rdzeniem lub ptyt o wigkszym module Kirchhoffa materiatu rdzenia.
Zatem przyjecie tego prostego kryterium opartego na poréwnaniu ugigcia dodat-
kowego ptyty z jej gruboscia skutkowaloby wyznaczeniem za duzych warto$ci
krytycznych obciazen dynamicznych.

W tablicy 6.11 przedstawiono szczegdétowe warto$ci obcigzen krytycznych
badanych ptyt oraz wartoSci wspélczynnikéw dynamicznych K, Wartos$ci
wspotczynnika dynamicznego K, wyznaczono jako iloraz krytycznego obcigzenia
dynamicznego do minimalnego krytycznego obciazenia statycznego ptyty. Nieza-
leznie od warto$ci parametréw materiatowych i geometrycznych rdzenia ptyty
minimalne krytyczne obciazenie dynamiczne py,qy, jest poréwnywalne lub nawet
mniejsze od minimalnego statycznego obciazenia krytycznego py,. Wyznaczona
dla badanych przypadkéw ptyt warto$¢ wspéiczynnika dynamicznego K,; w za-

kresie krytycznym jest mniejsza lub bliska jednosci.
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Tablica 6.11. Wartosci obciazen krytycznych py,, pirayn dla réznych liczb m
fal obwodowych ptyt $ciskanych na zewngtrznym brzegu

G, [MPa] /h, [m]

m 5/0,005 15,82/ 0,005 5/0,01

krdyn kr krdyn kr krdyn kr

[g/IPya] [BEPa] Ka [R/IPya] [BEPa] Ka [R/IPya] [tha] Ka
0 | 3821|3289 |1,88| 78,98 | 76,19 [1,70| 49,94 | 47,73 | 1,71
1 | 3737 | 31,04 | 1,84 | 77,21 | 72,45 | 1,67 | 49,29 | 45,43 | 1,69
2 | 32352694 | 1,59 | 68,09 | 63,33 |1,47| 42,49 | 39,93 | 1,45
3 | 2667 | 23,33 | 1,31 | 58,31 | 54,96 | 1,26 35,79 | 34,69 | 1,22
4 | 23,13 | 21,22 | 1,14 | 52,08 | 49,88 | 1,12 31,60 | 31,38 | 1,08
5 | 21,08 | 20,35 | 1,04 | 48,45 | 47,33 |1,05| 27,88 | 29,73 | 0,95
6 | 20,80 | 20,34 | 1,02 | 46,12 | 46,34 |~1,0| 28,81 | 29,24 | 0,99
7 | 20,06 | 20,94 | 0,99 | 47,70 | 46,36 | 1,03 | 29,37 | 29,52 | 1,00
8 | 21,64 | 21,97 | 1,06 | 49,94 | 47,06 | 1,08 | 29,27 | 30,35 | 1,00

Material i grubo$¢ rdzenia plyty istotnie wptywaja na posta¢ wyboczenia. Trzy

analizowane przypadki ptyt pokazuja trzy mozliwe zachowania:

— gdy my > my, liczba fal obwodowych wyboczenia dynamicznego m, odpowiada-
Jjaca minimalnej warto$ci py,qy, jest wigksza od liczby fal wyboczenia statycznego
my dla minimalnej wartosci py,,

— gdy myg= m,,

—gdy my < m,.
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Rys. 6.6. Charakterystyki ugig¢ (a) i predkosci ugigé (b) ptyt o parametrach G, = 5 MPa,
h, = 0,005 m $ciskanych na zewngtrznym obwodzie
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Rys. 6.7. Charakterystyki ugig¢ (a) i predkosci ugigé (b) ptyt o parametrach G, =5 MPa,
h, = 0,01 m $ciskanych na zewngtrznym obwodzie
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Rys. 6.8. Charakterystyki ugig¢ (a) i predkosci ugigé (b) ptyt o parametrach
G, = 15,82 MPa, h, = 0,005 m $ciskanych na zewngtrznym obwodzie
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Analiza ptyt poddanych obcigzeniom na ich zewngtrznym brzegu takze po-
twierdza rézny charakter zachowan krytycznych pltyt w zaleznosci od rodzaju
badanej plyty. Prawidtowos$cia wspdlna dla tych ptyt jest jednak zaobserwowany
istotny spadek wartosci krytycznych obciazen dynamicznych ptyt o pofalowanych
postaciach wyboczenia do warto$ci bliskiej minimalnej warto$ci krytycznego
obciazenia statycznego. Spostrzezenie to ma wazne znaczenie praktyczne w obli-

czeniach ptyt o duzej liczbie fal obwodowych wyboczenia.

6.5. Krytyczne i pokrytyczne zachowania plyt z rdzeniem
o wlasciwosciach lepkosprezystych

Uwzglednienie w opisie przyjetego materiatu rdzenia wtasciwych dla pianki
poliuretanowej zwiazkéw reologicznych zbliza ocen¢ podjetych zachowan kry-
tycznych do analizy obiektu rzeczywistego. Mozna przypuszczad, iz stwierdzona,
np. w pracy [84], wrazliwos¢ tworzyw piankowych na dlugotrwale obcigzenie
moze mie¢ znaczenie zwlaszcza w obszarze pokrytycznej pracy ptyty, poddane;
statym lub wolno narastajacym obcigzeniom. Wéwczas charakter wzrostu ugigé
badanej ptyty, jako odpowiedzi na dzialajace w czasie obciazenie, odzwiercie-
dlatby udziat reologicznych wiasciwo$ci materialu jej rdzenia o charakterystycznej
krzywej opisujacej jego pelzanie (rysunek 6.9) [13], [21], [92].

peknigcie

odksztatcenie
natychmiastowe

Rys. 6.9. Krzywa pelzania

Przyjete do analizy materiaty pianki poliuretanowej sa okre§lone przez wy-
znaczone na podstawie badan doswiadczalnych i przedstawione w pracach [84],
[50] nastgpujace funkcje opisujace ich pelzanie:
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¢) — 0,1373(2 _ e—6,93788t _ 6—0,6937881‘ ), (613)
9 =0,845(2— ¢ 03" — 7001, 6.1)

Postacie funkcji ¢ (6.1) otrzymano, przyblizajac rzeczywista krzywa doswiad-
l .
czalng zalezno$cia @= C(l +1-3 e O “t] [50] opisujaca petzanie liniowo
i=0
lepkosprezystego materiatu dla modelu ztozonego z szeregowo polaczonego ele-
mentu sprezystego i dwoch modeli Kelvina-Voigta (dla l = 1,  jest liczba elementow

Kelvina-Voigta).
0 1
1] 1]
1] 1]

Rys. 6.10. Model reologiczny wykorzystany
do opisu funkcji ¢ (6.1)
Do opisu krzywych do$§wiadczalnych ze zmniejszona, ale wystarczajaca doktad-
noscia [84] mozna przyja¢ model standardowy (przedstawiony w podrozdziale 3.2
pracy), ktérego funkcja pelzania ma posta¢ nastepujaca [92], [84]:

p(t)=—+—|1-¢ T | (6.2)

Warto$ci wyznaczonych w pracy [84] statych G, ;”dla pianki poliuretanowe;j
o warto$ci modutu Kirchhoffa G, = 15,82 MPa wynosza: G, = 69,59 MPa,
N = 7,93-10* MPa-s. Wartosci te przedstawiono w podrozdziale 6.1 pracy, a po-
réwnanie krzywych opisujacych petzanie tego materiatu przedstawia rysunek
6.11. Na rysunku 6.12 przedstawiono krzywa opisujaca petzanie materialu o mo-
dule G, = 5 MPa [50] wraz z krzywa wyznaczong dla przyjetego w badaniach
modelu standardowego. Obliczone wartosci statych G, “i 7”dla tej pianki wynosza
odpowiednio: G," = 3,13 MPa, 1" = 212,92-10*MPas.

Obserwowany w badaniach lepkosprezystych ptyt jednorodnych [54], [56]
wptyw statej lepkosci 7" materiatu ptyty ujawniat si¢ wydtuzeniem czasu do utraty

statecznosci ptyty i wzrostem zwiazanej z nim wartosci krytycznego obciazenia
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dynamicznego. Zblizenie zachowan badanej w pracach [54], [56] ptyty lepko-
sprezystej do zachowan plyty sprezystej wystepuje dla wyzszych wartosci statej
lepkosci °w przypadku opisu wlasciwosci materiatu ptyty modelem Maxwella

i odpowiednio nizszych wartosci statej 77, gdy zastosowany jest model Kelvina-

Voigta.
0,25
02 _/;;"‘-,’;?"—
0,15
=3 ———krzywa wedug zaleznosci (6.1a)
0,1 —
krzywa dla modelu standardowego
0,05 1
czas t (godziny)
O hd T T T
0 0,5 1 15 2

Rys. 6.11. Krzywe opisujace pelzanie modelu: pigcio- i tréjparametrowego
charakteryzujacego materiat pianki o warto$ci modutu G, = 15,81 MPa

18

" é/

12 y krzywa wedtug zaleznosci (6.1)
1

krzywa dla modelu standardowego
08

06

04

0,2

czas t (dni)

0+
0 25 50 75 100

Rys. 6.12. Krzywe opisujace pelzanie modelu: pigcio- i tréjparametrowego
charakteryzujacego materiat pianki o warto§ci modutu G, =5 MPa
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Roéwniez ptyty warstwowe, ktérych materiat rdzenia opisany jest modelem Maxwella
lub modelem Kelvina-Voigta, przedstawione w pracach [57], [61], reaguja podobnie
na zmiany wartosci statej lepkosci " modelu. Zachowania takie sa Scisle zwiazane
z istotg samej budowy obu dwuparametrowych modeli reologicznych.

Wyniki obliczen badanych ptyt pierScieniowych z rdzeniem standardowym
o parametrach przyjetych tworzyw piankowych, ktére poddano krétkotrwatym
obciazeniom (czas trwania rz¢du 0,1 sekundy lub krétszy), nie r6znig si¢ istotnie
od wynikéw obliczen ptyt z rdzeniem sprezystym. Charakterystyki plyt obciazonych
na wewnetrznym brzegu, przedstawione na rysunku 6.13, sa podobne do charaktery-
styk ptyt z rdzeniem sprezystym — rysunek 6.1 — podrozdziat 6.4 pracy. Nieznaczny
wzrost warto$ci krytycznych obciazen dynamicznych ptyt z rdzeniem lepkospre-
zystym mozna zaobserwowac dla rdzenia z materiatu o module G, = 15,82 MPa.
Wartosci krytyczne obciazen i ugig¢ ptyt z rdzeniem lepkosprezystym przedstawia
tablica 6.12, a z rdzeniem sprgzystym tablica 6.7.

Tablica 6.12. Wartosci krytycznych obciazen dynamicznych py,qy,
i krytycznych ugie¢ wy, plyt z rdzeniem lepkosprezystym,
obcigzonych na brzegu wewngtrznym

G, [MPa] /hy [m] Pirayn [MPa] Wi [m]
570,005 99,32 4,00-10°
5/0,01 118,43 3,75-10°
5/0,02 159,30 3,72:10°
15,82 /0,005 170,60 3,88-107°
15,82 /0,01 231,88 3,98-10°
15,82 /0,02 348,36 4,20-10°
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Rys. 6.13. Poréwnanie charakterystyk ugieé¢ ptyt z rdzeniem lepkosprezystym
i sprezystym obcigzonych na brzegu wewngtrznym

Zgodno$¢ wartoSci krytycznych piaym, Wae 1 postaci deformacji wystgpuje takze
dla ptyt sciskanych na brzegu zewnetrznym. Przyktadowe wykresy przedstawione
na rysunku 6.14 pokazuja charakterystyki ugie¢ ptyt z rdzeniem lepkosprezystym
i sprezystym dla ptyt, ktérych liczba fal obwodowych wyboczenia jest m < 4 (rys.
6.14a) i m > 3 (rys. 6.14b). Wyniki obliczen dotycza ptyty o tych samych parame-
trach podstawowych co plyty z rdzeniem sprgzystym przedstawionej na rysunku 6.7
w podrozdziale 6.4 pracy. Niewielka réznica charakterystyk ptyty z rdzeniem
lepkosprezystym i sprezystym wystgpuje w obszarze pokrytycznej odpowiedzi
plyty na narastajace liniowo obciazenie.
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Rysunek 6.15 przedstawia charakterystyki ugigcia (a) i predkosci ugigcia (b)
plyty z rdzeniem lepkosprezystym o module G, = 15,82 MPa i grubosci h, = 0,005 m
obciazonej na zewngtrznym brzegu. Parametry plyty sa takie same, jak ptyty
z rdzeniem sprezystym, ktorej wyniki obliczen przedstawia rysunek 6.8 (podroz-
dziat 6.4 pracy). Podobnie jak dla plyty o module G, =5 MPa, ktérej charakterystyki
przedstawione sg na rysunku 6.14, minimalna warto$¢ krytycznych obcigzen
dynamicznych odpowiada tej samej postaci krytycznej deformacji co dla ptyty
z rdzeniem sprezystym. W przypadku ptyty o wyzszej wartosci modutu
G, = 15,82 MPa w obszarze krytycznym obserwowany jest nieznaczny spadek
warto$ci krytycznych obcigzen dynamicznych. Odpowiednie wartosci krytycznych
obciazen dynamicznych obu badanych plyt z rdzeniem lepkosprezystym przed-
stawia tablica 6.13, a plyt z rdzeniem sprgzystym tablica 6.11 (podrozdziat 6.4
pracy). Charakter krzywych przedstawionych na rysunku 6.15 jest podobny do
charakterystyk dla ptyty z rdzeniem sprezystym (rysunek 6.8). Nieznaczne réznice

mozna roéwniez zaobserwowaé w obszarze pokrytycznej pracy ptyty.

Tablica 6.13. Wartosci krytycznych obcigzen dynamicznych py,qy,
1 parametru wyboczenia m ptyt z rdzeniem lepkosprezystym,

$ciskanych na brzegu zewngtrznym

G, [MPa] /h, [m
5/0,01 15,82/ 0,005
m Pxrdyn [MPa] m Pxrdyn [MPa]
3 35,60 4 52,64
4 31,51 5 48,17
5 27,78 6 45,56
6 28,81 7 47,24
7 29,37 8 49,47
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Rys. 6.14. Poréwnanie charakterystyk ugi¢¢ ptyt z rdzeniem lepkosprezystym i sprezystym
Sciskanych na brzegu zewnetrznym o deformacji okre$lonej liczba fal: (a) m <4, (b) m >3
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Rys. 6.15. Charakterystyki ugie¢ (a) i predkosci ugig¢ (b) plyt z rdzeniem
lepkosprezystym o module G, = 15,82 MPa $ciskanych na zewngtrznym brzegu
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Istotny wptyw wartosci statej lepkosci 7”na wyniki ugigc¢ ptyt z rdzeniem lepko-
sprezystym wystepuje dla znacznie mniejszych wartosci statej 77 Rysunki 6.16
i 6.17 przedstawiaja charakterystyki ugi¢¢ plyt z rdzeniem lepkosprezystym
o parametrach G, = 15,82 MPa, h, = 0,005 m i G, =5 MPa, h, = 0,01 m, obciazonych
odpowiednio na brzegu wewngtrznym obciazeniem liniowo narastajacym z pred-
koscia s, ktora okreSlaja: liczba K7 = 20 1/s i przyjeta warto$¢ obciazenia kry-
tycznego py = 217,32 MPa oraz Sciskanych na brzegu zewngtrznym ci$nieniem
o predkosci s wyrazonej przez: K7 = 20 1/s i py, = 46,54 MPa. Na rysunku 6.17
przedstawiono wyniki dla ptyt o postaci wyboczenia okreslonej liczba m = 5 od-

powiadajagca minimalnym wartosciom krytycznych obciazen dynamicznych.

7 | ‘
. e:alei G=1582 MPa h,=0005 m
1 etax Iy ’ "o 4 ]
otaxE2 r n’(eta’)=7,93x10" M Paxs
eta
ST eta'xE-2
etaxE-4 ‘

4 + eta'xE-5
e——cta'xE-6 /

—ctaxE-7

Clmax

1- A

04 e *'/

0 0,5 1 15 2 t 25

Rys. 6.16. Wptyw statej lepkosci 77 "na charakterystyki ugig¢ ptyty obciazonej
na brzegu wewngtrznym

W obu przypadkach badanych ptyt zaobserwowano skrdcenie czasu krytycznego #,
do utraty statecznosci ptyty wraz ze znacznym zmniejszeniem wartosci liczby 7”
statej lepkosci rdzenia do wartosci rzedu n” = 0,79 MPa-s dla ptyty obciazonej na
brzegu wewngtrznym i 1" = 0,213 MPa-s dla ptyty $ciskanej na brzegu zewngtrznym
(eta’xE-5 lub eta’xE-7 wedlug oznaczen na rysunkach 6.16 i 6.17). Natomiast
zwigkszenie wartosci liczby 777 nie zmienia ugig¢ krytycznych i pokrytycznych
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plyt, ktére praktycznie sa zgodne z wynikami obliczen plyt z rdzeniem sprezystym.
Fakt ten potwierdza charakter zachowan ptyt, ktérych materiat ma witasciwosci
lepkosprezyste i odpowiada wspomnianym wcze$niej obserwacjom lepkosprezys-
tych plyt jednorodnych lub z rdzeniem lepkosprezystym, szczegdlnie jesli do opisu
reologicznych wtasciwosci materiatu przyjeto dwuparametrowy model Maxwella.

07 | | | |
“etaxE8 G,=5 MPa h,=0,01 m
0,6 T etaxe4  — s=930,8 MPa/s ]
eta'xE2 m=5
05 |- ota _1(eta’)=212,92x10*MPaxs | |
eta'’xE-2
0,4 1 eta'xE-4 r
g eta'xE-6 == |
P os | eta’xE-7 |
em—cta'xE-8 /
02 | —cta'xE-9
0,1
0 4
0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 t 1,75

Rys. 6.17. Wptyw stalej lepkos$ci 77 na charakterystyki ugie¢ ptyty Sciskanej
na brzegu zewngtrznym

Posta¢ wyboczenia odpowiadajaca minimalnemu obciazeniu krytycznemu ptyty
Sciskanej na zewngtrznym brzegu, ktérej materiat rdzenia ma mata warto$¢ statej
lepkosci " = 0,213 MPa-s, nie ulega zmianie. Podobnie jak w przypadku ptyt
pozostatych, ktérych materiat rdzenia ma wyzsza warto$¢ statej 777 liczba fal wy-
boczenia dynamicznego wynosi m = 5. Dla m = 4 warto$¢ krytycznego obciazenia
dynamicznego wynosi Piyn = 29,55 MPa, dla m = 6, pyayn = 28,39 MPa, a dla
m =35, Prayn = 26,39 MPa. Wartosci obciazen py,qy, dla ptyt z rdzeniem lepkospre-
zystym sa mniejsze niz dla plyt z rdzeniem sprezystym (tablica 6.11, podrozdziat 6.4
pracy), lecz réznica nie jest duza, w zakresie okoto 2 MPa.

Nie zaobserwowano istotnych zmian warto$ci py.y, ptyt z rdzeniem lepkosprezystym
w szerokim zakresie analizowanych zmian wartosci statej 77, od " = 0,79 MPa-s do
N =793-10”MPa-s lub 1’ =0,213 MPa-s don’ =212,92-10"> MPa:s.
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Poddanie ptyty dziataniu statych obciazen w czasie pokazuje wplyw reolo-
gicznych wlasciwosci materiatu rdzenia na wzrost ugig¢ ptyty. Obserwacji pokry-
tycznej odpowiedzi ptyt z rdzeniem lepkosprezystym na dziatanie statego w czasie
obcigzenia poddano ptyty Sciskane promieniowo na zewngtrznym lub wewngtrznym
brzegu, poréwnujac wyniki z otrzymanymi dla ptyt z rdzeniem sprgzystym.
Przebieg obciazenia przyj¢to wedtug funkcji:

st dla t<n-t, 63
t)= . .
p( ) n- pkrdyn dla t >n- tkr ( )

Plyty obrotowosymetryczne (m = 0) o parametrach G, = 5 MPa, G, = 15,82 MPa
i h, = 0,005 m, h, = 0,02 m poddano dziataniu stalego w czasie obciazenia na
brzegu wewngtrznym o wartos$ci wynikajacej z iloczynu liczby n = 1,1 i wartoSci
obciazenia py.q, przedstawionego w tablicach 6.12 i 6.7 dla plyt z rdzeniem
lepkosprezystym i sprezystym. Wyniki przedstawia rysunek 6.18.

25
’ \ \ \ \
—G2=15,82 MPa h2=0,005 m rdzen lepkosprezysty
——G2=15,82 MPa h2=0,005 m rdzen sprezysty
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—G2=5 MPa h2=0,02 m rdzen lepkosprezysty
154 ——G2=5 MPa h2=0,02 m rdzen sprezysty,
:
=
Wp
1
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0
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Rys. 6.18. Charakterystyki ugig¢ ptyt z rdzeniem sprezystym i lepkosprezystym poddane
dziataniu statlego obciazenia na brzegu wewngtrznym

Plyty, ktérych posta¢ wyboczenia jest pofalowana, o parametrach G, = 5 MPa,
h, = 0,01 m, m = 5 $ciskano na brzegu zewngtrznym obciazeniem o stalej warto$ci
w czasie réwnej iloczynowi liczby n, n = 0,5,0,8 (obciazenie przedkrytyczne),
1,01, 1,1 i warto$ci obcigzenia py,q,, przedstawionego w tablicy 6.13 dla plyty
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z rdzeniem lepkosprezystym i w tablicy 6.11 dla plyty z rdzeniem sprezystym.
Wyniki obliczen przedstawia rysunek 6.19. Dodatkowo na rysunku 6.19 przedsta-
wiono krzywa ¢, = f(t*) (pokazana na rysunku 6.14b) dla liniowego wzrostu
obciazenia p = st, zaznaczajac (wyrézniony punkt) moment utraty dynamicznej
statecznosci plyty z rdzeniem lepkosprezystym.

Charakterystyki ugig¢ plyt z rdzeniem sprezystym i lepkosprezystym w zakresie
narastajacych liniowo obciazen sa zgodne. Dziatanie obciazenia stalego w czasie,
ktére wptywa na wyrazny wzrost ugie¢ plyt z rdzeniem lepkosprezystym, rézni-
cuje zachowania obu ptyt, ujawniajac lepkosprezyste wtasciwosci materiatu rdze-
nia. Wazna, praktyczna obserwacja jest wzrost ugi¢cia ptyty z rdzeniem lepko-
sprezystym poddanej stalemu w czasie obciazeniu. W krétkim czasie (t = 1,5 s)
dziatania obciazenia statlego w czasie, wzrost ugigcia plyty z rdzeniem lepkosprg-
zystym moze by¢ prawie dwukrotny. Przyktadowe wyniki obliczen przedstawione
na rysunku 6.19 pokazuja, ze wzrost ugi¢¢ ptyty z rdzeniem lepkosprezystym

nasila si¢ w obszarze jej pokrytycznej pracy.
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0.35 / obcigzenie p=strdzenlepkosprgzysty
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Rys. 6.19. Charakterystyki ugie¢ ptyt z rdzeniem sprezystym i lepkosprezystym poddane
dziataniu stalego obciazenia na brzegu zewngtrznym

Podsumowujac uzyskane wyniki i przedstawione spostrzezenia mozna by
stwierdzi¢, ze obliczenia plyt z rdzeniem lepkosprezystym moga by¢ zastapione

obliczeniami podobnych ptyt, lecz z rdzeniem sprgzystym. Rozwigzanie byloby
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wowczas znacznie latwiejsze. Zaobserwowana jednak, moze niewielka w krétkich
czasach krytycznych obciazen ptyt, a w dluzszych pokrytycznych juz bardzo wy-
razna, wrazliwos¢ struktury plyty o wlasciwosciach reologicznych potwierdza
zasadnos$¢ ich uwzglednienia w opisie zwiazkéw fizycznych materiatéw warstw
(w analizowanym przypadku warstwy rdzenia) w praktycznych obliczeniach
i prowadzenia bardziej zlozonego rozwiazania z trudniejszym przebiegiem obli-
czen. Stosunkowo niewielkie wydtuzenie czasu dziatania stalego obciazenia na
badang ptyte z rdzeniem lepkosprezystym znacznie zmienia wyniki koncowe.

Uwzglednienie wptywu dodatkowych parametréw plyty wynikajacych z dziatania,
np. czynnikéw zewngtrznych (podwyzszona temperatura), ktérych wystgpowanie
w warunkach rzeczywistej pracy plyty jest nieuniknione, wymaga uzyskania mozli-
wie najogdlniejszego rozwigzania problemu, w ktérym kazdy przypadek badanej

plyty jest oddzielnym, ztozonym zadaniem.

6.6. Utrata statecznosci dynamicznej pierscieniowej ptyty
trojwarstwowej wrazliwej na niedokladnosci ksztattu

Ogélna ocena stateczno$ci plyty pozbawiona analizy wrazliwo$ci jej stanu
krytycznego na stopien geometrycznej niedoskonalodci jest ocena niekompletna,
zwraca uwagg autor rozdziatu ,,Theory of Buckling and Post-Buckling Behavior
of Elastic Structures” B. Budiansky w pracy [5]. O bardzo duzym wptywie matych
niedoktadnosci ksztaltu badanego elementu (preta, plyty, powloki) na wartosci obcia-
zen krytycznych podkresla, szeroko rozpatrujac problem stateczno$ci elementéw
konstrukcyjnych wrazliwych na niedoktadnosci, R. Grybos w pracy [26]. Autor pracy
[26] zauwaza, iz analiza wartosci statycznych obciazen krytycznych konstrukcji ide-
alnych wyznaczonych jako najmniejsza wartos¢ wlasna rozwiazywanego problemu
brzegowego (przedstawiono w punkcie 5.2.3. pracy), ktére sa tzw. obciazeniami bi-
furkacyjnymi, ma znaczenie teoretyczno-poznawcze. Rzeczywisty element konstruk-
cyjny traci statecznos¢ przy obcigzeniach znacznie mniejszych, a rzeczywista warto$¢
obciazenia krytycznego ma przypadkowy charakter, w ogromnej mierze zalezny od
stopnia 1 postaci niedoktadnosci ksztattu elementu, ktérych rozktad przestrzenny jest
nieregularny i dla wigkszoSci przypadkéw trudny do opisania.

Oceniajac wplyw niedoktadnos$ci ksztaltu badanej pierScieniowej ptyty troj-
warstwowej na warto$ci dynamicznych obciazen i ugig¢ krytycznych idealng
ptaska powierzchnig ptyty znieksztatcono zast¢pujac ja, w przypadku analizy ptyt
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obcigzonych na brzegu wewngtrznym, powierzchnia obrotowosymetryczna
o réznym stopniu ugiecia wstgpnego. Natomiast w przypadkach badan plyt $ci-
skanych na zewngtrznym brzegu, wstepny, niedoskonaty ksztalt ptyty jest ztozeniem
powierzchni pofalowanej obwodowo o liczbie fal m i powierzchni w réznym
stopniu ugigtej w formie obrotowosymetryczne;j.

W przedstawionym w pracy rozwigzaniu (podrozdziat 5.1 pracy) opis niedosko-
natego ksztattu ptyty uzyskano poprzez wprowadzenie dwucztonowego réwnania
¢, (p.0)=En(p) +&En(p)cos(mB) (5.2a), w ktérym liczby &, & okreSlaja
stopien wstgpnego ugigcia plyty.

Wykresy przedstawione na rysunkach 6.20 i 6.21 pokazuja charakterystyki
ugiec plyt z rdzeniem sprgzystym obcigzone na brzegu wewnetrznym dla réznych
warto$ci liczby & : &, = 0,125, 1, 2 i statej warto$ci liczby &: &; = 0 (brak udziatu
sktadowej obrotowosymetrycznej X,(p) w réwnaniu (5.2a)). Badaniom poddane
zostaty plyty z rdzeniem o modutach: G, = 5 MPa (rysunek 6.20) i G, = 15,82 MPa
(rysunek 6.21), o grubos$ciach rdzenia h, = 0,005 i 0,02 m, $ciskane promieniowo
jednostajnie, liniowo narastajacym cisnieniem z predkoscia s (5.1) okreslona
przez liczby K7 =20 1/s i py, = 217,32 MPa.

W tablicy 6.14 przedstawione sg wartosci krytycznych obciazen dynamicznych
Prrayn (tOwniez dla wartosei & = 0,25 i 0,5), warto$ci krytycznych obciazen statycz-
nych (obciazen bifurkacyjnych) ptyt idealnych py, i wartosci wspdtczynnikéw dyna-
micznych K, (wyznaczonych dla &, = 2), ktére szczegdlnie dobrze obrazuja analizo-

wane zjawisko wrazliwosci struktury plyt na niedoktadnosci ksztaltu poczatkowego.

Tablica 6.14. Wartosci obciazef py,qyn, pr- 1 wspotczynnikéw K, plyt o réznej

warto$ci parametru & ugiecia wstepnego, obciazonych na brzegu wewnetrznym

Pxkrdyn [MPa]

G; [MPa] /h + [MP K
2 [ a] 2 [m] &2 = 0’125 &2 = 0,25 &2 = 0,5 &2 =1 &2 =2 Px [ a] d
570,005 112,36 108,01 | 103,66 | 98,88 | 92,80 75,61 1,23
5/0,02 174,51 169,73 | 164,52 | 159,30 |154,95| 150,29 |1,03

15,82 /0,005 180,16 176,25 | 171,90 | 166,69 | 161,47 | 149,34 |1,08
15,82/0,02 359,24 355,33 | 350,98 | 346,64 |343,15| 338,94 |1,01

Przedstawione wyniki dotycza plyt, ktérych ksztalt ugigcia wstepnego i postaé
wyboczenia sa obrotowosymetryczne (m = 0). Mozna zauwazy¢, Ze znaczne ugigcie
wstepne &, = 2 plyt istotnie zmniejsza warto$¢ krytycznego obciazenia dynamicznego

Puayn- W poréwnaniu do plyt nieznacznie ugigtych wstepnie (& = 0,125) warto§¢
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obciazenia krytycznego pi.ay, plyt znacznie ugigtych (&, = 2) jest mniejsza o okoto
20 MPa, a warto$¢ wspdtczynnika dynamicznego K, ptyt z rdzeniem o wigkszej
sztywnosci maleje do wartosci bliskiej jeden. Ze wzrostem & ugigcie krytyczne
nieznacznie maleje i zanika badZ maleje amplituda drgan wzbudzonych pokry-
tycznym obciazeniem ptyt.

Dodatkowym czynnikiem wpltywajacym na warto$¢ krytycznego obciazenia
dynamicznego plyt jest zmiana predkosci wzrostu obciazen zewngtrznych.
Zmniejszenie predkosci s obniza warto$¢ pyqy,, zmniejsza ugigeie krytyczne wgy,
i amplitude drgan pokrytycznych. Wyniki przedstawia tablica 6.15 i rysunek 6.22.
W tablicy 6.15 przedstawiono wyniki dynamicznych obcigzen krytycznych py,qy,
ptyt obciazonych na brzegu wewngtrznym z rézna intensywnoscia dziatajacego
obciazenia, ktére wyraza liczba K7 (K7 = 10, 20, 40 1/s) opisujaca predkos¢ s.
Wartosci wspétczynnikéw K, wyznaczono dla podanych w tablicy 6.15 najmnie;j-
szych warto$ci obciazen dynamicznych, gdy & = 2 i K7 = 10 1/s. Zmniejszenie
predkosci s (K7 = 10 1/s) liniowo narastajacego obciazenia dzialajacego na ptyte
0 znacznym ugieciu wstepnym (&, = 2), zmniejsza warto$¢ krytycznego obciazenia
dynamicznego, nawet ponizej warto$ci obciazenia bifurkacyjnego py,. Wspot-

czynnik dynamiczny K, moze wéwczas mie¢ warto$¢ mniejsza od 1,0.

2’5 ; Vil /\1I<
ksi=0,125 h2=0,005 m
ksi=1,0 h2=0,005 m
o | ksi=2,0 h2=0,005 m
—ksi=0,125 h2=0,02 m
em—ksi=1,0 h2=0,02 m
e—ksi=2,0 h2=0,02 m
1,5 4
G,=5 MPa
:
N
"
0,5 1
0
0 05 1 t* 1,5

Rys. 6.20. Charakterystyki ugig¢ ptyt o module G, = 5 MPa o réznej wartosci parametru
& (ksi) ugiecia wstepnego obciazone na brzegu wewnetrznym
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Rys. 6.21. Charakterystyki ugig¢ ptyt o module G, = 15,82 MPa o réznej wartosci
parametru & (Ksi) ugiecia wstepnego obciazone na brzegu wewnetrznym

3‘5 _ G2=5 MPa h2=0,005 m K7=10 1/s
G2-5 MPa h2=0,005 m K7=20 1/s
G2-5 MPa h2=0,005 m K7=40 1/s

4 | ===G2=5MPa h2-0,02 m K7=10 1/s v

m—(G2=5 MPa h2=0,02 m K7=20 1/s
Cm— (2=5 MPa h2=0,02 m K7=40 1/s
G2=15,82 MPa h2=0,005 mK7=101/s
2‘5 b G2=15,82 MPa h2=0,005 mK7=20 1/s
G2=15,82 MPa h2=0,005 mK7=40 1/s
Gmm—(G2=15,82 MPa h2=0,02 mK7=10 1/s

0 0,5 1 ¢ 15 2 25

Rys. 6.22. Charakterystyki ugig¢ ptyt obciazonych na brzegu wewnetrznym
z r6zna predkoscia s
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Tablica 6.15. Wptyw predkosci s narastania obciazenia na warto$¢ krytycznych
obcigzen dynamicznych pj,qy, 1 warto§¢ wspétczynnika dynamicznego K,

Pkrdyn [MPa]
G, [MPa] /h; [m] &=1 £=2 | Ky
K7=401/s | K7=201/s | K7=101/s | K7=101/s
570,005 118,01 98,88 87,15 82,36 1,09
5/0,02 173,21 159,30 151,91 147,99 10,98
15,82 /0,005 183,64 166,69 157,12 152,78 11,02
15,82/0,02 357,93 346,64 340,11 338,37 1,00

Badanie wrazliwosci plyt na niedoktadno$¢ ich wstepnej geometrii, zwlaszcza
w przypadku ptyt Sciskanych na zewngtrznym brzegu, pozwala na oceng zmian
warto$ci krytycznych obciazen dynamicznych i odpowiadajacych im postaci wy-
boczenia. Wprowadzenie zaburzenia ksztattu w formie dodatkowej sktadowej
obrotowosymetrycznej wyrazonej zaleznoscia (5.2a) dla &, # 0 zmniejsza pewna
regularno$¢ wstgpnego ugigcia plyty, ktéra wyraza liczba fal obwodowych m,
przyblizajac ja do formy blizszej postaciom rzeczywistym. Przyktadowe warto$ci
maksymalnego ugigcia wstgpnego w, ptyt poddanych analizie dla przyjetych liczb
& réwnych 0, 5, 10 i statej wartosci liczby & = 1, wynosza odpowiednio: 1,52-10™* m,
9,15-10* m, 16,78-10* m. Rysunek 6.23 pokazuje przyktadowa zmiang ksztaltu
ugigcia wstgpnego plyty z postaci regularnej okreslonej liczba m = 5 (rysunek 6.23a)
w posta¢ zaburzona dodatkowa forma obrotowosymetryczna (rysunek 6.23b)

wyznaczona na podstawie zalezno$ci (5.2a) dlag; =5,& =1im=>5.

Rys. 6.23. Posta¢ ugigcia wstgpnego ptyty: (a) wyrazona liczbg fal m =5,
(b) bedaca ztozeniem formy obrotowosymetrycznej dla &, = 5 i formy pofalowanej
m =5 dla &, = 1 dla powigkszonych 200 razy liczb &, &
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Warto$ci krytyczne obciazen dynamicznych pyq, pltyt o pofalowanych
obwodowo postaciach wyboczenia, $ciskanych na zewngtrznym obwodzie ze stala
predkoscia s, ktéra okreslaja liczby K7 = 20 1/s i py = 46,58 MPa, dla réznych
liczb ; = 0, 5, 10 i niezmiennej wartosci liczby &, = 1 przedstawia rysunek 6.24.
Przyktadowe charakterystyki ptyty o parametrach G, =5 MPa i h, = 0,005 m i postaci
wstepnego ugiecia okreslonej liczbami &, = 5, &, = 1 przedstawia rysunek 6.25.

Wzrost obrotowosymetrycznego ugigcia wstgpnego plyty wyrazonego wartoscia
liczby &, € = 5 lub 10 znacznie zmniejsza warto$¢ krytycznego obciazenia dyna-
micznego plyt o obrotowosymetrycznej (m = 0) postaci wyboczenia. Dla tej postaci
wyboczenia plyty istotnie zmienia si¢ takze przebieg charakterystyki i = t(t)
(rysunek 6.25). Minimalna warto$¢ krytycznego obciazenia dynamicznego nadal
odpowiada pofalowanej obwodowo postaci wyboczenia ptyty. Zmiany wartosci
krytycznych obciazen dynamicznych py,q, badanych ptyt o réznej liczbie fal wy-
boczenia m, przedstawione na rysunku 6.24, pokazuja takze brak istotnych réznic
wartosci pyqy, plyt o matej liczbie fal obwodowych wyboczenia m = 1, 2. Wigk-
sze roznice wartosci py,qy, zaobserwowano dla ptyt o wigkszej liczbie fal m > 4,
z wyrazng tendencja do wzrostu wartosci pi.qy, dla plyt z ugigciem wstgpnym
wyrazonym liczba &; = 10. W tym przypadku (§; = 10) utrata statecznosci ptyty
z rdzeniem grubszym (h, = 0,01 m) dla minimalnej wartosci krytycznego obcia-
zenia dynamicznego moze mie¢ posta o innej liczbie fal m niz posta¢ wybocze-
nia (m = 5) ptyt z mniejszym ugigciem wstgpnym &; = 0 lub 5.
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Rys. 6.24. Wartosci krytycznych obciazen dynamicznych py.,, plyt o r6znej liczbie fal
wyboczenia m i 0 zmiennej wartosci liczby & (ksil)

Przedstawione wyniki wskazuja, iz zaburzenie ksztattu wstgpnej geometrii
ptyty dodatkowym ugigciem obrotowosymetrycznym nie zmienia waznego
z praktycznego punktu widzenia wyniku koncowego. Nadal najmniejsze obciazenie
krytyczne odpowiada ptycie pofalowanej o zgodnej liczbie fal m odpowiadajacej
postaci ugiecia wstepnego i krytycznego, tj. dla &, = 0.

Sformutowanie jednak ogdélnych wnioskéw konicowych sugerujacych mozliwosé
ograniczenia i zarazem uproszczenia obszaru badan ptyt do przypadkéw, gdy
posta¢ wstepnego ugigcia jest o okreslonej liczbie fal obwodowych, pozbawio-
nych dodatkowych zaburzen ksztattu nie wydaje si¢ mozliwe. Zasadna pozostaje
nadal my$l o traktowaniu analizowanej ptyty jako oddzielnego obiektu badan

opisanego w przestrzeni wlasciwych parametréw.

114



1,3
| | |

1 2 1 _m=0 - A
, m=; G,=5 MPa h,=0,005m
1 — = - _§F | ]
1,1 c—11_3 E1=5 Ex=1
14+ m=4
—m=5
091 —m=6
— m=7
081 — m=s £
,e 1 m=9
g 0.7 ——m=10

; A
0,6

0,5 /-/‘
0,4 /'::

\

WL TN
\ \

0,2 L
0,1 /
04 |
0 0,25 0,5 0,75 1 1,25

t*
Rys. 6.25. Charakterystyki ugig¢ ptyt o parametrach G, = 5 MPa, h, = 0,005 m,

0 postaci ugiecia wstepnego wyrazonego liczbami &, = 5, &, = 1, $ciskanych
na obwodzie zewngtrznym

Podobnie jak w przypadku analizy ptyt obciazanych na obwodzie wewngtrznym
zmniejszenie wartosci krytycznego obcigzenia dynamicznego spowodowane
mniejsza predkoscia narastania obciazenia i wieksza warto$cia liczby & ugiecia
wstgpnego obserwuje si¢ takze dla ptyt Sciskanych na brzegu zewngtrznym.
Zmiany wartoSci pyqy plyt o roznej liczbie fal obwodowych wyboczenia m,
poddanych dziataniu narastajacych z r6zna predkoscia s (wyrazona poprzez liczbg
K7) obciazen przedstawia rysunek 6.26. W przypadku ptyt z ciefiszym rdzeniem
h, = 0,005 m w calym zakresie badanych przypadkéw plyt (m = 0+8 dla
G, =5 MPai G, = 15,82 MPa) mniejsze wartosci pyq,,» wystgpuja dla ptyt z wolno
narastajacym obciazeniem (K7 = 10 1/s), ktérych ugiecie wstepne jest duze (&, = 2).
Obserwacji tej nie potwierdzaja wyniki obliczen ptyt z rdzeniem grubszym
h, = 0,01 m o wigkszej liczbie fal obwodowych wyboczenia (m > 4). Znaczny wzrost
intensywnosci dzialajacego obciazenia K7 = 40 1/s zmienia w przypadku tych
plyt posta¢ wyboczenia dla minimalnej wartoSci pyq, z m =5 dla K7 = 10 1/s na
m = 6 fal obwodowych. Mimo Zze réznica wartosci pyqy, jest minimalna (rzedu

0,2 MPa), to w odréznieniu od pozostatych badanych przypadkéw, dla ktérych
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wartosci pyay, ptyt o wigkszej liczbie fal obwodowych wyboczenia (m > 4) sa
poréwnywalne, w tym przypadku (G, = 5 MPa, h, = 0,01 m, K7 = 40 1/s) mini-
malna wartoS¢ py,qy, dla m = 6 istotnie wyréznia sig.

90 s s G2 5 MPa h2=0 005 m K7=10 Ksi2=2
——4&——G2=5MPah2=0,005 m K7=10
e == G2=5 MPa h2=0,005 m K7=20

80 ——0——G2=5MPa h2=0,005 m K7=40

""" X##221G2=5 MPa h2=0,01 mK7=10 ksi2=2
N G2=5MPah2=0,01 mK7=10
wws[Je=e+G2=5 MPa h2=0,01 mK7=20
<> G2=5MPah2=0,01 mK7=40
e 2= 15,82 MPa h2=0,005 mK7=10 ksi2=2
—&——G2=15,82 MPa h2=0,005 mK7=10
—1+—G2=15,82 MPa h2=0,005 mK7=20
—<——G2=15,82 MPa h2=0,005 mK7=40

Pkrayn [MPa]

&1 = 0 &= 1 dla wszystkich piyt
10 - i 1= 0 &2= 2 dla plyt o liczbie K7=10 1/s
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Rys. 6.26. Wplyw intensywnosci obciazenia dynamicznego na zmiany wartosSci py.q, plyt
$ciskanych na brzegu zewngtrznym dla ré6znych liczb fal obwodowych wyboczenia m

Wigksze wahania warto$ci krytycznych obciazen dynamicznych wystgpuja
dla ptyt, ktérych posta¢ wyboczenia jest o mniejszej liczbie fal obwodowych m < 5
i ptyt o postaci m = 0.

Zmiany wspétczynnika dynamicznego Kd wyznaczone dla ptyt o réznej liczbie
fal obwodowych wyboczenia m z wolno narastajacym obciazeniem K7 = 10 1/s,
ktérych ugigcie wstepne jest duze (&, = 2), przedstawia rysunek 6.27. Warto$¢
wspotczynnika dynamicznego K jest ilorazem krytycznego obciazenia dynamiczne-
g0 Py 1 minimalnej wartosci krytycznego obciazenia statycznego py. plyty

o okreslonych warto$ciach parametréw G, i h;, (tablica 6.9, podrozdziat 6.4 pracy).
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Najmniejsze wartosci wspétczynnika K,; (Kq < 1) wystepuja dla ptyt, ktérych
posta¢ wyboczenia jest o wigkszej liczbie fal obwodowych (m > 4) oraz plyt
o ciefszym rdzeniu h, = 0,005 m lub o wigkszej sztywno$ci materiatu rdzenia,
gdy G, = 15,82 MPa.

1,7
’ \ \ \
16 | —O— G2=5MPa h2=0,005m
’ —A— G2=5MPah2=0,01 m
1,5 /A\\ —1 G2=15,82 MPa h2=0,005 m
L
1,4 &
1,3 i . .
° wspotczynnik dynamiczny Kd
X 15 K7=101/s & =0 E=2
1,1 4
1
0,9 -
0,8 ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 m 8

Rys. 6.27. Zmiany warto$ci wspotczynnika dynamicznego K, ptyt o réznej licznie fal
obwodowych wyboczenia m, §ciskanych na brzegu zewngtrznym

Mozliwo$¢ wystapienia wartosci krytycznych obcigzen dynamicznych pyqyn
mniejszych od krytycznych obciazen statycznych py, (dla Ky < 1) potwierdza
konieczno$¢ prowadzenia wnikliwych badafh obliczeniowych analizowanych
przypadkéw ptyt wrazliwych na opisujace je parametry: materialowe, geome-
tryczne i obcigzeniowe. Ocena wplywu intensywno$ci dziatajacych obciazen
potwierdza takze wcze$niejsze spostrzezenia wskazujace na trudnosci w formu-
towaniu ogélnych prawidtowosci zachowan ptyt, zwlaszcza tych, ktérych stopien
deformacji wstgpnej i krytycznej jest znaczny (dla m > 4).

6.7. Stateczno$¢ statyczna plyt rozciaganych promieniowo
na brzegu wewnetrznym, plyt réznie podpartych i plyt
o zmiennym ilorazie wewnetrznego do zewnetrznego promienia

Dotychczasowa analiza warstwowych ptyt pierScieniowych wskazuje obciazenia
bifurkacyjne jako wielko$ci dobrze identyfikujace badane zjawisko utraty sta-
tecznos$ci plyt. Warto$ci tych obciazen w wigkszos$ci badanych przypadkéw plyt
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sa mniejsze od krytycznych obcigzen dynamicznych wyznaczonych dla liczb
K7 =201/s, & =0, & = 1. Mozna przyja¢, iz w zakresie badan podstawowych
numerycznie prosta ocena wartosci statycznych obciazen krytycznych dostatecz-
nie informuje o stanie krytycznym ptyt. Tak wigc ograniczenie zakresu badan
jedynie do oceny wartosci obcigzen bifurkacyjnych wyznaczonych w dodatko-
wych analizach uwzgledniajacych cechy pierscieniowego ksztattu badanej ptyty
ma praktyczne uzasadnienie.

Znaczenie ma tutaj relacja wymiaréw: wewngtrznego do zewngtrznego pro

w

mienia plyty wyrazona ilorazem p = -* oraz obserwacja rzadko wystgpujacego
Z

w badaniach statecznoS$ci elementéw zjawiska, nazwanego w pracy [88] ,,wybo-
czeniem przy rozcigganiu” (tension buckling). Zjawisko zachodzi wtedy, gdy
ptyta, rowniez prostokatna [88], jest obciazona na brzegu wewngtrznym sitami
skierowanymi do $rodka otworu. Zmiana zwrotu sil dzialajacych na brzeg we-
wngetrzny plyty pierScieniowej na przeciwny zmienia charakter sit obciazajacych
na sity promieniowo rozciagajace, ktérych dzialanie dla okre$lonych wartosci
krytycznych réwniez powoduje zmiang¢ postaci ugigcia badanej ptyty. Ksztatt
plyty po utracie stateczno$ci przyjmuje wtedy posta¢ obwodowych pofalowan,
dla m # 0, Wystapienie postaci obrotowosymetrycznej (m = 0) nie jest obserwo-
wane 1 wrg¢ez niemozliwe, jak zauwazono w pracy [25].

Rysunek 6.28 przedstawia wartosci obciazen krytycznych py, dla réznej liczby fal
wyboczenia m plyt dwustronnie przesuwnie utwierdzonych (rodzaj podparcia UU)
lub podpartych swobodnie (PP) o parametrach: G, = 5 i 15,82 MPa, h, = 0,005
10,02 m. W kazdym z analizowanych przypadkéw wartosci obciazen krytycznych
znacznie wzrastaja ze spadkiem liczby fal wyboczenia m, przyjmujac juz dla liczby
m = 3,4 wartosci bardzo duze. Minimalne wartoSci obciazen krytycznych py,
odpowiadaja postaciom, dla ktérych liczba fal wyboczenia m jest duza. Liczba fal
wzrasta ze wzrostem sztywnoS$ci ptyty. Rzad wartosci tych obciazen jest poréw-
nywalny z wartosciami krytycznych obciazen S$ciskajacych promieniowo brzeg
wewngetrzny ptyt, ktérych utrata statecznos$ci ma jednak posta¢ obrotowosyme-
tryczna (podrozdziat 6.4 pracy — tablica 6.8 i rysunek 6.2).

Zasadniczo rézny sposdb podparcia brzegéw plyty (utwierdzenie, podpory prze-
gubowe) praktycznie nie wplywa zar6wno na wartosci, jak i posta¢ krytycznej

deformacji ptyty. Jedynie dla przypadku ptyty z migkkim rdzeniem o parametrach:
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G, =5 MPa, h, = 0,005 m, posta¢ ta zmienia si¢ z m = 8 dla podparcia typu UU
na m = 7 dla podpér PP (rys. 6.28).

800 -

zwrot obcigzenia do srodka ptyty
0 rodzaj podparcia UU i PP
700 A | |
\\ —&— G2=5 MPa h2=0,005 m - UU
600 —&— G2=5 MPa h2=0,02 m - UU ]
—o0— G2=15,82 MPa h2=0,005 m - UU

E\ —— G2=15,82 MPa h2=0,02 m - UU

500 —4&—— G2=5 MPa h2=0,005 m - PP

—m— G2=5 MPa h2=0,02 m - PP b
\ 3\ o (G2=15,82 MPa h2=0,005 m - PP

400 —B— G2=15,82 MPa h2=0,02m - PP |

- \\\ w:
200 ‘\

100
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%

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 mi14 15

Rys. 6.28. Statyczne obciazenia krytyczne py, dla ré6znych postaci wyboczenia m plyt
rozcigganych promieniowo na wewngtrznym obwodzie okladzin

Rozwiazanie zagadnienia wyboczenia warstwowej, a takze jednorodnej plyty
pier§cieniowej, dwustronnie utwierdzonej i podpartej przegubowo, przy dziataniu
rozciagajacych sit na brzegu wewngtrznym przedstawiono w pracy [25]. Poréw-
nano otrzymane dla réznych promieni r,, i r, ptyty warto$ci obcigzen krytycznych,
wyznaczone dla réznej liczby fal obwodowych. Wyniki pokazuja znacznie mniejsze
réznice wartosci obciazen krytycznych pomigdzy ptytami warstwowymi a plytami
jednorodnymi odpowiednio utwierdzonymi i podpartymi przegubowo na brzegach.

Warto$ci obciazen bifurkacyjnych ptyt z réznymi podporami o duzej liczbie
fal wyboczenia, $ciskanych na zewngtrznym brzegu, réwniez w matym stopniu
zaleza od rodzaju podparcia. Wyniki dla ptyt o dwdéch réznych grubosciach rdzenia
h, = 0,005 i 0,02 m przedstawia rysunek 6.29.

Wartosci obciazen krytycznych ptyt, ktérych wyboczenie ma posta¢ silnie pofa-
lowana, o liczbie fal m nie mniejszej niz ta, ktéra odpowiada minimalnej wartosci
obciazenia krytycznego (tj. m = 5 lub m = 6 dla ptyt o parametrach G, = 5 MPa,
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h, = 0,005 mi m = 6 lub m =7 dla ptyt o parametrach G, = 5 MPa, h, = 0,02 m)
i ktérych uktad podporowy to kombinacja podpér przesuwnych typu utwierdzenie
U i podpora przegubowa P (UU, UP, PU, PP) sa bardzo zblizone.

100 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
h'=0,001 m G2=5 MPa ——UU h2=0,005 m
—@—UP h2=0,005m
PU h2=0,005 m
80 —¥—PP h2=0,0056m |

Pwr [MPa]
V.

40

20

—A—SU h2=0,005m
—X—SP h2=0,005 m
== UU h2=0,02 m
—&—UP h2=0,02m
PU h2=0,02 m
=== PP h2=0,02 m
—&— SU h2=0,02 m
—XK——SP h2=0,02 m

O T T
0 1 2 3

N

5

7 8 9 m

10

Rys. 6.29. Wptyw rodzaju podpdr na wartosci obciazen py,-dla réznych postaci wyboczenia
plyty $ciskanej na zewngtrznym obwodzie

Réwniez podobna zgodnos$¢ obciazen krytycznych py, wystepuje dla ptyt, ktérych

brzeg wewngetrzny jest swobodny S (SU, SP). Minimalna warto$¢ obciazen krytycz-

nych py,, jak i liczba m fal wyboczenia (m = 3 dla ptyty G, = 5 MPa, h, = 0,005 m
i m= 4 dla ptyty G, = 5MPa, h, = 0,02 m) plyt o podporach (SU, SP) jest
wprawdzie istotnie mniejsza od wartosci p;. plyt bez konca swobodnego, to

jednak w obszarze postaci wyboczenia silnie pofalowanych m > 7, 8 wartos$ci

obciazen py,. wszystkich badanych ptyt, a szczegdlnie ptyt z cienszym rdzeniem

h, = 0,005 m sa poréwnywalne. Czg$¢ szczegdtowych wynikéw ptyt podpartych

na podporach typu UP, PP i SU przedstawia tablica 6.6 w podrozdziale 6.3 pracy.

120



Wyniki obliczen przedstawione na rysunku 6.30 i w tablicy 6.3 (podrozdziat
6.3 pracy) plyt dowolnie podpartych i $ciskanych promieniowo na brzegu
wewngtrznym potwierdzaja spostrzezenia przedstawione w podrozdziale 6.4 pracy.
Minimalna warto$¢ obciazenia krytycznego p;- odpowiada obrotowosymetrycznej

postaci utraty stateczno$ci ptyty.

250 MUY ——

G2=5 MPa h2=0,005 mh'=0,001 m e
G2-15,82 MPa h2=0,005 m h'=0,001 m i
----- G2=5 MPa h2=0,02 mh'=0,0005 m >

Pw [MPa]
4=

)
)

(

0 1 2 m 3

Rys. 6.30. Wplyw uktadu podporowego i parametréw rdzenia ptyty na zmiany statycznych
obciazen krytycznych py, dla réznych postaci wyboczenia m ptyt $ciskanych promieniowo
na wewnetrznym obwodzie
Teoretyczna mozliwo$¢ wyboczenia plyt podpartych w dowolny sposéb w formie
obwodowo pofalowanej (m = 1, 2, 3) wystgpuje jednak dla obciazen znacznie
wyzszych od tych, ktére odpowiadaja postaci obrotowosymetrycznej m = 0, War-
tosci obciazen bifurkacyjnych ptyt o ukltadzie podporowym odpowiednio UU
i UP oraz PU 1 PP sa praktycznie zgodne. Istotnie mniejsze sa wartosci minimalnych
obciazen plyt, ktérych zewngtrzny brzeg jest swobodny, a wewngtrzny jest
utwierdzony U lub podparty przegubowo P. Dla ptyty przegubowo podpartej na
brzegu wewngtrznym i o swobodnym brzegu zewngtrznym PS warto$¢ obcigzenia

bifurkacyjnego jest najmniejsza dla m = 0,
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Wplyw ilorazu promieni ptyty (p, = % ) na warto$¢ statycznych obciazen
krytycznych py, przedstawiaja rysunki 6.31, 6.32, 6.33, 6.34. Rysunek 6.31 doty-
czy przypadku ptyty Sciskanej promieniowo na wewngtrznym brzegu, ktérej utrata
stateczno$ci ma posta¢ obrotowosymetryczna (m = 0). Warto$ci obciazen bifur-
kacyjnych rozpatrywanych ptyt dwustronnie utwierdzonych przesuwnie UU, pod-
partych przegubowo PP lub z zewnetrznym brzegiem swobodnym US o parametrach
rdzenia: G, =51 15,82 MPa, h, = 0,005 i 0,02 m, wystegpuja dla wartosci p,, = 0,4
lub 0,5. Sposéb podparcia brzegéw plyty ma duzy wpltyw na wartos¢ obcigzen
krytycznych. Najmniejsze wartosci wystepuja dla ptyt podpartych przegubowo.
Zaréwno zwigkszanie, jak i zmniejszanie promienia wewngtrznego plyty zwigksza
warto$¢ statycznych obciazen krytycznych.

— | W]
400 —— G2=5 MPa h2=0,005 m - UU H=0l001 m
—@—G2=5 MPa h2-0,005 m - PP =0,
350 —&— G2=5 MPa h2-0,005 m - US
—8—G2-5MPa h2-0,02 m - UU
—e—G2-5MPah2-=0,02m - PP
300 —&—G2-5MPa h2=0,02m - US
—1G2=15,82 MPa h2=0,005 m - UU
—0—G2=15,82 MPah2=0,005 m - PP
050 ——G2-15,82 MPa h2=0,005 m - US
IR\
2
= 200
s

O T T T T T T T T T

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 06 0,7 0,8 0,9 1
Pw

Rys. 6.31. Wptyw ilorazu promieni ptyty $ciskanej promieniowo na wewngtrznym
obwodzie na warto$¢ statycznych obcigzen krytycznych py,

Rysunki 6.32, 6.33, 6.34 przedstawiaja zaréwno zmiany warto$ci minimalnych
obciazen krytycznych py,, jak i odpowiadajacych im postaci utraty statecznosci,
(wyrazonych liczba fal m) ptyt $ciskanych na zewnetrznych brzegach.
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Rys. 6.32. Wptyw ilorazu promieni ptyty o parametrach G, = 5 MPa, h, = 0,005 m,
$ciskanej na zewngtrznym obwodzie na warto$¢ statycznych obcigzen krytycznych py,

Wartos¢ ilorazu promieni plyty (p,, = ;—VZ”) ma duzy wplyw na postac¢ jej wybo-
czenia. Liczba fal wyboczenia m istotnie zwigksza si¢ wraz ze wzrostem p,.
Zwigkszanie promienia wewngtrznego ptyty powoduje zmniejszanie wartosci
minimalnych obciazen krytycznych py, ptyt z rdzeniem grubszym h, = 0,02 m
i o wigkszej warto$ci modutu G, = 15,82 MPa. W przypadku ptyty z rdzeniem
migkkim (G, = 5 MPa, h, = 0,005 m) tendencjg ta obserwuje si¢ dla ptyty, ktorej
brzeg wewngtrzny jest swobodny SU. Dla plyt utwierdzonych dwustronnie lub
podpartych przegubowo zmiany wartos$ci obciazen krytycznych sa niewielkie
z tendencja do zmniejszania si¢ py, dla ptyt podpartych typu PP i zwigkszania si¢
P dla plyty utwierdzonej o szerokosci pierScienia wyrazonej przez p, = 0,7.
Wplyw parametrow materiatowych i geometrycznych rdzenia ptyty w przedsta-
wionej analizie ma duze znaczenie.
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Rys. 6.33. Wptyw ilorazu promieni plyty o parametrach G, = 5 MPa, h, = 0,02 m, $ciskanej
na zewngtrznym obwodzie na warto$¢ statycznych obciazen krytycznych py,
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Rys. 6.34. Wptyw ilorazu promieni ptyty o parametrach G, = 15,82 MPa, h, = 0,005 m,
$ciskanej na zewngtrznym obwodzie na warto$¢ statycznych obciazen krytycznych py,
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Zwiazanie rodzaju materiatu i grubosci rdzenia plyty Sciskanej na zewngtrznym
obwodzie z wymiarami promieni jej pierscienia pokazuje mozliwo$¢ wystapienia
odmiennych zachowan ptyt z rdzeniem migkkim od zachowan plyt pozostatych.
Jest to réwniez dobry przyktad potwierdzajacy sygnalizowana trudnos¢ w doko-
nywaniu uogélnionych ocen krytycznych zachowan badanych ptyt nawet wtedy,
gdy zostana one ograniczone jedynie do oceny jakosciowej. Rozwiazaniem jej
jest szybka analiza numeryczna uwzgledniajaca wptyw wielu parametréw opisu-
jacych strukture badanej ptyty, prowadzaca do zar6wno oceny jakoSciowe] zjawiska,
jak i szczegbtowej, iloSciowej informujacej o mozliwych warto$ciach obcigzen

krytycznych.
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7. Zastosowanie metody elementéw skonczonych

Ocena warto$ci obcigzen bifurkacyjnych, dynamicznych obciazen krytycznych
i ugig¢ maksymalnych dla okre§lonych postaci krytycznej deformacji ptyt ma
w analizie stanu krytycznego pltyty znaczenie zasadnicze, lecz nie jest ocena wy-
starczajaca. Utracie stateczno$ci ptyt, ktéra nastepuje dla wyznaczonych obciazen
krytycznych, towarzyszy ztozony stan napr¢zen przenoszonych przez poszczegdlne
warstwy. Rzad wartosSci naprgzen powstatych juz w momencie utraty statecznosci
ptyty moze znacznie przekracza¢ warto$¢ odpowiadajaca minimalnemu obciazeniu
krytycznemu. Analiza wytrzymalo$ci badanej struktury ptyty ma tutaj znaczenie
podstawowe, a zastosowanie kryterium wytgzeniowego obok kryterium utraty
statecznosci jest bezwzglednie konieczne w ocenie zdolnosci uzytkowej ptyty
jako elementu konstrukcyjnego.

Przydatna w rozwiazaniu do$¢ zlozonego numerycznie zadania, jakim jest
okreslenie pelnego stanu naprgzen w warstwach ptyty, jest metoda elementéw
skonczonych. Jej wykorzystanie w ocenie stanu krytycznego tréjwarstwowej pty-

ty pierscieniowej umozliwito:

oceng poprawnosci wynikéw obliczen ptyt prowadzonych metoda réznic

skonficzonych,

— poréwnanie wartosci statycznych i dynamicznych obciazen krytycznych, i otrzy-
manych obrazéw postaci utraty stateczno$ci plyt z wynikami obliczen metoda
réznic skonczonych,

— potwierdzenie i uzupetnienie obserwacji zachowan ptyt z rdzeniem lepkosprg-
zystym, i ptyt wrazliwych na niedoktadnosci ksztaltu,

— poznanie i oceng warto$ci oraz rozktadu naprgzen zredukowanych w oktadzinach
i napr¢zen stycznych w rdzeniu plyty,

— oraz uzupetnienie przedstawionych analiz o dodatkowa, wazna praktycznie
analizg czgstosci drgan wlasnych rozpatrywanej struktury ptyty.

Obliczenia metoda elementéw skofnczonych prowadzono w Akademickim

Centrum Komputerowym CYFRONET w Krakowie — numer grantu obliczeniowego

(KBN/SGI_ORIGIN_2000/PL.6dzka/030/1999). Zastosowano program ABAQUS.
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7.1. Model obliczeniowy tréjwarstwowej plyty pierscieniowej

Istota budowy modelu plyty w metodzie elementéw skonczonych jest przyjete
zatozenie klasycznej teorii ptyt warstwowych o podziale podstawowych napr¢zen
przenoszonych przez poszczegdlne warstwy ptyty: normalnych przez jej oktadziny
i stycznych, wywotujacych odksztatcenie postaciowe, przez rdzen. Na tej podstawie
autorzy prac [36] i [38] sugeruja konieczno$¢ zastosowania réznych rodzajéw
elementéw skonczonych w budowie modelu takiej struktury warstwowej: elementow
powtokowych w siatce oktadzin ptyty i brylowych w modelu jej rdzenia.

W podjetych analizach wykorzystano dwa modele:

— podstawowy w postaci petnego modelu plyty kotowosymetrycznej — rysunek 7.1
(zwany dalej modelem podstawowym),
— uproszczony zbudowany z elementéw obrotowosymetrycznych — rysunek 7.2

(zwany dalej modelem uproszczonym).
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Rys. 7.1. Model petnego pierscienia ptyty— model Rys. 7.2. Model uproszczony
podstawowy plyty zbudowany z elementéw
obrotowosymetrycznych

W budowie modelu podstawowego ptyty wykorzystano 3D elementy powto-
kowe 9-wezlowe i brylowe elementy 27-weztowe. Natomiast siatka MES modelu
uproszczonego jest zbudowana z obrotowosymetrycznych elementéw powtoko-
wych 3-wezlowych i brylowych 8-wegztowych. Liczba elementéw skonczonych
modelu podstawowego wynosi 3042, z czego 810 (3x270) to elementy tworzace
siatke modelu, a pozostale to elementy kontaktowe generowane przez program.
Calkowita liczba zmiennych wynosi 30348. Natomiast liczba elementéw modelu
uproszczonego wynosi 212, z czego 90 (3x30) to elementy tworzace siatke mode-

lu. Catkowita liczba zmiennych wynosi 916. Wewngtrzne powierzchnie siatki
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elementéw oktadzin z zewngtrznymi powierzchniami rdzenia zwiazano po-
wierzchniowymi oddziatywaniami kontaktowymi. Zastosowano opcje TIED
programu ABAQUS zapewniajaca dokladny kontakt zwiazanych powierzchni.
Zewngtrznemu i wewngtrznemu brzegowi plyty zadano warunki podparcia
z ograniczeniem mozliwosci promieniowego przemieszczenia wzglednego ze-
wnetrznych warstw ptyty w jej utwierdzonych przesuwnie brzegach. Schematy
obciazen ptyty pierScieniowej na wewngtrznym i zewngtrznym brzegu jej okla-
dzin przedstawia rysunek 7.3. Wymiary promieni pierscienia modelu plyty wynosza:

r,=02mir,=0,5m.

() (b)

brzeg wewngtrzny

7 % —=v brzeg zewngtrzny
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Rys. 7.3. Schemat obciazenia brzegu wewnetrznego (a) i zewngtrznego (b) modelu ptyty

Model obliczeniowy plyty zbudowany z elementéw obrotowosymetrycznych
(model uproszczony) pozwala na szybka analizg gléwnie zagadnien dynamicz-
nych, w ktérych badana jest obrotowosymetryczna posta¢ deformacji krytycznej
ptyty. Dotyczy to przypadkéw plyt obcigzonych (Sciskanych promieniowo) na
wewngtrznym brzegu.

W opisie sprezystych wtasciwosci materiatu pianki poliuretanowej rdzenia
plyty wykorzystano state E,, G,, v, opisane w podrozdziale 6.1 pracy. Natomiast
lepkosprezyste wtasciwosci materiatu rdzenia przyblizono szeregiem Prony okre-
Slajacym modut relaksacji w opisie prawa zmiany postaci [28], [29]:

|: N —t/r.G
Gp(t)=G, I—Zqip(l—e i J (7.1)

i=1

gdzie: ¢, 7° — stale materiatowe,

G, — modut sprezystosci postaciowej G,, G, = G,.
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W obliczeniach przyjeto jeden wyraz szeregu:
G
G@(t):C%{l—qf(l—e i }. (7.2)

Wartosci statych ¢,”, 7, dla modelu standardowego wyznaczono z zaleznosci:

< - (7.3)

p=—, T, = .
N =G,+6," " TG 4G,

Obliczone dla danych przedstawionych w podrozdziatach 6.1 i 6.5 pracy wartosci

g1"i 7“ wynosza odpowiednio:

- q"=00615 1,° =26,19-10's  dla pianki o module G, = 5 MPa,

- q/'=0,185, 7,% =928.46's dla pianki o module G, = 15,82 MPa.
Obliczenia metoda elementdéw skonczonych prowadzone w systemie ABAQUS

wykorzystuja podstawowe procedury programu typu: BUCKLE, DYNAMIC,

FREQUENCY w podjetych analizach statycznej, dynamicznej i modalnej. Programy

numeryczne budowane pod katem wyznaczonych badan maja prosta, jednoetapo-

wa strukture. Geometri¢ okreslajaca wymiary ugigé¢ poczatkowych analizowanych

ptyt w zagadnieniu dynamicznym modelowano w osobnych podprogramach

wywolywanych w programie gtéwnym.

7.2. Obciazenia krytyczne i postacie utraty statecznosci modeli MES plyt

Postacie utraty stateczno$ci modelu podstawowego ptyty obciazonej na brzegu
wewngtrznym oktadzin, odpowiadajace kolejnym wartosciom statycznych obciazen
krytycznych, przedstawia tablica 7.1.

Najmniejsza warto$¢ obciazenia krytycznego odpowiada obrotowosymetrycznej
postaci wyboczenia ptyty (m = 0), co potwierdza wyniki obliczef ptyt otrzymane
metoda réznic skonczonych (MRS), przedstawione w podrozdziale 6.4 pracy.
Wilasnie to charakterystyczne zachowanie plyt obciazonych na wewngtrznym
brzegu pozwala na zastosowanie znacznie prostszego w budowie i utatwiajacego
obliczenia numeryczne oraz analiz¢ wynikéw, modelu zbudowanego wytacznie
z elementéw obrotowosymetrycznych. Poréwnanie warto$ci obcigzen krytycznych
plyt obciazonych na brzegu wewngtrznym wyznaczonych dla dwéch modeli
MES, tj. modelu podstawowego i modelu uproszczonego, z wynikami otrzyma-

nymi przy zastosowaniu MRS przedstawia tablica 7.2.
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Tablica 7.1. Krytyczne obciazenia statyczne py, i parametr postaci wyboczenia m

plyt obciazonych na brzegu wewngtrznym o grubosci oktadzin h” = 0,001 m

G2 [MPa] /h; [m]

pkr [MPa]

m

570,005

75,75

m=

109,89

113,95

m=2 m=1 n=1
143,76 161,05 203,99
m=0 m= m=2
205,25 216,48 251,97
m=0 n=1 m=1 n=1 m=2 n=1
120,30 136,10 178,04
m=0 m= m=0 n=1
15,82/0,005 178,90 188,18 222,86
m=2 m=1 n=1 m=2 n=1

n — liczba fal w kierunku promieniowym ptyty
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na brzegu wewngtrznym

Tablica 7.2. Krytyczne obciazenia statyczne ptyt obcigzonych

wr [MPa]
G,[MPa]/h,[m]/h’[m] model model MRS
podstawowy | uproszczony

5,0/0,005/0,0005 57,84 57,48 64,12

5,0/0,005/0,001 64,08 64,00 75,61
5,0/0,02/0,0005 170,50 168,32 165,51
5,0/0,02/0,001 143,77 143,20 150,29
15,82/0,005/0,0005 137,93 136,49 149,91
15,82/0,005/0,001 120,30 119,92 149,34
15,82/0,02/0,0005 449,24 434,56 437,54
15,82/0,02/0,001 326,41 324,01 338,94




Duza zgodnos$¢ wartosci obciazen krytycznych py, obu modeli MES ptyt wskazuje
na poprawno$¢ ich modelowania, ktéra zapewnia poréwnywalno$¢ wynikoéw
obliczen ptyt o obrotowosymetrycznej postaci wyboczenia (m = 0).
Przedstawiona na przyktadowym wykresie — rysunek 7.4 — petna zbiezno§¢
warto$ci obciazenia krytycznego py, modelu uproszczonego plyty o parametrach
G, =5 MPa, h, =0,02m i h” = 0,001 m wystegpuje dla siatki modelu ztozonego

z 30 elementéw obrotowosymetrycznych.
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Rys. 7.4. Zaleznos¢ obciazen krytycznych modelu ptyty o parametrach G, = 5 MPa,
h, = 0,02 m od liczby elementéw skonczonych

Szczegblnie dobra zgodnos$¢ (btad wzgledny jest mniejszy od 3%) wynikéw
obliczenh MRS z otrzymanymi dla modelu MES wystepuje dla ptyt z grubszym
rdzeniem (h, = 0,02 m) i cienszymi oktadzinami (h” = 0,0005 m). W pozostatych
przypadkach ptyt, lepsza zgodno$¢ wynikéw (btad nie przekracza 5%) obserwuje
si¢ rowniez dla ptyt z grubszym rdzeniem (h, = 0,02 m).

Poréwnywalno$¢ wartosci obcigzen, wyznaczonych metodami: MRS i MES,
wystepuje réwniez dla postaci utraty statecznosci plyt, charakteryzujacych sie
wystepowaniem pofalowania w kierunku promieniowym plyty.

Postacie utraty stateczno$ci ptyt, dla ktérych warto$¢ obciazenia krytycznego
jest najmniejsza, to formy obrotowosymetryczne (m = 0) lub pofalowane obwo-
dowo (m # 0), ugigte w kierunku promieniowym w postaci zblizonej do pétfali
dla ptyt, ktérych brzegi sa podparte. Wyzszym postaciom modalnym towarzyszy
pofalowanie promieniowe. Warto$ci obciazen krytycznych odpowiadajacych
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tym postaciom wyznaczaja w obliczeniach prowadzonych metoda réznic skonczo-
nych wyzsze warto$ci wlasne rozwiazywanego, dla danego przypadku ptyty, zagad-
nienia wartosci wlasnych (réwnanie (5.74) w podrozdziale 5.2.3 pracy).

Nawiazujac do wynikéw przedstawionych w tablicy 7.1, warto$ci obciazen
wyznaczonych za pomoca metody réznic skonczonych (MRS) przedstawionych
przypadkéw ptyt z pofalowaniem promieniowym n = 1 sa nastgpujace:

— ptlyta o parametrach: G, = 5 MPa, h, = 0,005 m:

postaci m=0 n =1 odpowiada warto$¢ py, = 115,35 MPa,

postaci m=1 n =1 odpowiada warto$¢ py, = 122,31 MPa,

postaci m=2 n =1 odpowiada warto$¢ py, = 146,50 MPa,
— ptlyta o parametrach: G, = 5 MPa, h, = 0,02 m:

postaci m=0 n =1 odpowiada warto$¢ py, = 199,93 MPa,

postaci m=1 n =1 odpowiada warto$¢ py, = 209,00 MPa,

postaci m=2 n =1 odpowiada warto$¢ py, = 234,47 MPa,
— ptlyta o parametrach: G, = 15,82 MPa, h, = 0,005 m:

postaci m=0 n =1 odpowiada warto$¢ pi, = 200,52 MPa,

postacim=1 n =1 odpowiada warto$¢ py, = 209,60 MPa,

postaci m=2 n =1 odpowiada wartos$¢ p, = 236,36 MPa.
Obserwacja wynikOw otrzymanych zastosowanymi metodami obliczen MRS
i MES, ktéra wprawdzie nie ma istotnego znaczenia praktycznego, lecz zwraca
uwage na pewna wrazliwos$¢ obu modeli MRS i MES plyt, dotyczy analizy kolej-
no$ci wystgpowania postaci utarty statecznosci modeli ptyt dla wyzszych wartosci
obcigzen. Analiza modelu MRS ptyty, z uwzglednieniem wynikéw przedstawionych
w tablicy 7.2, pokazuje niezmienna dla trzech badanych przypadkéw ptyt kolejnosc¢
wystgpowania postaci modalnych: m=0,m=1,m=0 n=1,m=1 n=1,m=2,
m=2 n=1.W przypadku modelu MES mozna zaobserwowa¢ zmiang kolejno-
sci postaci m =1 n =1, m =2 dla ptyt z cienszym rdzeniem (h, = 0,005 m)
i ,,przeskok” postaci m = 2 przed postacie wyboczenia o liczbie n = 1 dla ptyty
o wyzszej sztywnosci (h, = 0,02 m).

Poréwnanie warto$ci obcigzen krytycznych i postaci wyboczenia statycznego
wyznaczonych metoda elementéw skoniczonych i metoda réznic skonczonych dla
ptyt Sciskanych na zewnegtrznym obwodzie przedstawia tablica 7.3. Obliczenia
MES wymagaja zastosowania modelu podstawowego ptyty, ktéry ma swobodg

deformacji zaréwno w kierunku obwodowym, jak i promieniowym.
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Tablica 7.3. Krytyczne obciazenia statyczne i odpowiadajaca im warto$¢
parametru m postaci wyboczenia ptyt §ciskanych na zewngtrznym obwodzie

, MES MRS

G,[MPa]/hy[m]/h’[m] o MPal [ m | b [MPal -
5,0/0,005/0,0005 19,16 | 7| 2232 8
5,0/0,005/0,001 1648 | 5| 2034 6
5,0/0,01/0,0005 3553 | 9| 38,50 9
5,0/0,01/0,001 2585 | 6| 2924 6
5,0/0,02/0,0005 66,54 |9 | 69,43 12
5,0/0,02/0,001 4371 | 7| 46,74 7
15,82/0,005/0,0005 5203 | 9| 6145 9
15,82/0,005/0,001 3504 | 6| 46,34 6
15,82/0,01/0,0005 101,72 | 10| 109,69 13
15,82/0,01/0,001 6291 | 7| 73,18 8
15,82/0,02/0,0005 193,15 | 12| 200,55 18
15,82/0,02/0,001 115,10 | 9| 124,88 9

Przykladowe postacie wyboczenia plyt przedstawia rysunek 7.5

m=5 m=9 m=12

Rys. 7.5. Postacie wyboczenia ptyt $ciskanych na zewngtrznym obwodzie

Rysunek 7.6 przedstawia wartosci statycznych obcigzen krytycznych modeli MES
ptyt dla r6znych postaci utraty statecznosci.

Wyniki obliczen z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych odpo-
wiadaja wynikom ptyt rozwigzanych metoda réznic skonczonych. Posta¢ utraty
stateczno$ci plyty dla najmniejszej warto$ci jej obciazenia krytycznego jest
powierzchnia silnie pofalowana obwodowo, a warto$§¢ obciazenia krytycznego
jest znacznie mniejsza od wartosci odpowiadajacej obrotowosymetrycznej postaci
wyboczenia plyty. Réznice wartos$ci obciazen py, plyt o postaciach wybczenia
silnie pofalowanych (m > 4) sa istotnie mniejsze w poréwnaniu z plytami
o mniejszej liczbie fal wyboczenia m. Mozna by wigc uzna¢ pewien przedziat
liczb m — postaci krytycznych — mozliwych do wystapienia przy wyboczeniu ptyt dla
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najmniejszych wartosci obciazen krytycznych. Odpowiednie liczby przedstawia ta-
blica 7.4. Zbiezne wartosci obciazen krytycznych p,, wyznaczone metodami elemen-
téw skonczonych i réznic skonczonych (tablice 7.3, 7.4) wystgpuja zwlaszcza dla ptyt
z grubszym rdzeniem (h, = 0,02 m) i plyt z cienszymi oktadzinami (h” = 0,0005 m).
Dla tych ptyt wspomniany przedzial mozliwych do wystapienia postaci wyboczenia
szczegblnie si¢ wyrdznia.

200
—6—G2=5 MPa h2=0,005 m h'=0,0005 m
—e—G2-5 MPa h2=0,005 m h'=0,001 m
—5—G2-5 MPa h2=0,02 m h'=0,0005 m
—m—G2-5 MPa h2-0,02 m h'=0,001 m
150 —A—G2-15,82 MPa h2=0,005 m h'=0,001 m

—&— G2=15,82 MPa h2=0,02 m h'=0,001 m

100

Py [MPa]

W
m
0

50

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m

Rys. 7.6. Krytyczne obciazenia statyczne modeli MES ptyt dla ré6znych wartosci
parametru m postaci wyboczenia

Tablica 7.4. Zakresy wartosci obciazen krytycznych py, i postaci wyboczenia ptyt
sciskanych na zewngtrznym obwodzie

; MES MRS
GaAMPalhlml/h'Iml = " [MPa] m Per [MPal] m
5,0/0,005/0,0005 19,39-19,16-19,55 6-7-9 22,78-22,32-22,72 6-8-10
5,0/0,005/0,001 17,02-16,48-16,75 4-5-6 20,35-20,34-20,94 5-6-7
5,0/0,02/0,0005 66.,54-67,02 9-11 70,38-69,43- 70,47 | 9-12-15
5,0/0,02/0,001 43,80-43,71-44,61 6-7-8 47,11-46,74-47,16 6-7-8
15,82/0,005/0,0005 52,93-52,03 6-9 61,98-61,45-61,78 7-9-11
196,96-193,15- 10-12-13 201,30-200,55-
15,82/0,02/0,0005 193,59 201.76 15-18-21
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Dynamiczna odpowiedZ modelu ptyty na dziatanie liniowo narastajacego
w czasie obciazenia oceniono, analizujac warto$ci krytycznych obciazen dyna-
micznych wraz z odpowiadajacymi im warto$ciami parametru m postaci wyboczenia
i ugigciami krytycznymi. W tej analizie model ptyty ma ugigcie wstgpne, ktérego
ksztalt i wielko$¢ okreslaja liczby &, &, przedstawione w podrozdziale 6.6 pracy
dla ptyt analizowanych metoda r6znic skonczonych. Modele MES ptyty sa obcia-
zane taka sama wartos$cia predkosci narastajacego obciazenia dzialajacego na
brzeg ich oktadzin, jaka zostata przyjeta w obliczeniach metoda réznic skonczonych
(podrozdzial 6.4 pracy). Zmiang¢ intensywnosci wzrostu obcigzenia wyrazono
warto$cia wspétczynnika K7. WartoSci obciazen krytycznych i maksymalnych
ugie¢ dynamicznych plyt z obrotowosymetrycznym ugigciem wstgpnym okreslonym
liczbami §; = 01 &, = 0,125, 1, 2, ktére na brzegu wewngtrznym poddano obciazeniu
(Sciskaniu promieniowemu) narastajacemu z réznymi predkosciami s wyrazonymi
przez przyjecie K7 = 10, 20 1/s i pi, = 217,32 MPa, przedstawia tablica 7.5.

Tablica 7.5. Krytyczne obciazenia py,qy, 1 ugigcia dynamiczne wy, modeli plyt

obciazonych na brzegu wewngtrznym

pkrdyn [MPa]

) Waie [m]
= K7 =201/s K7=101/s K7=101/s
% model model
& | podsta- model uproszczony podsta- model uproszczony K MRS K
= wowy WOowy d d
S|, & _ & _

& =1 0,125 1 2 & =1 0,125 1 2 &=2
| 8692 | 104,32 | 86,93 | 82,58 | 73,88 | 86,93 | 76,07 | 71,72 82,36
= 1,12 1,09
w | 4,15:10° 4,60-10°(3,28-107(3,46-107| 3,22:107 |3,33-10°(2,88-107|2,70-10° 2,90-10°
Q| 149,94 | 165,17 | 147,78 | 14343 | 14342 | 15648 | 14344 | 141,26 147,99
=y 0,99 0,98
~ 3 3 3 3 3 3 3 3 3
w | 3,06107 (3,06:10°(2,94-107(3,24-107| 2,56-10° |3,12:10°[2,66-107(3,08-10 3,29-10
2
S | 13690 | 15213 | 139,09 | 130,40 | 126,03 | 139,09 | 12823 | 123,88 152,78
S 1,03 1,02
% 3,54-107° (3,79-107(3,67-10°|3,04-107| 2,66-10° |3,38:107|2,78-10°(2,67-10° 2,95-10°
o

Tablica 7.5 przedstawia wyniki obliczen dla uproszczonego modelu ptyty dla
trzech przypadkéw réznych ugiec wstgpnych oraz wyniki obliczen dla modelu

podstawowego z ugieciem wstepnym o wartosci &, = 1, a takze wyznaczone dla
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minimalnych obciazen py.qy, (liczby wyréznione w tablicy 7.5) wartosci wspétczynni-
ka dynamicznego K. Grubos¢ oktadzin badanych modeli ptyt wynosi h” = 0,001 m.
Zgodnie z przyjetym kryterium dynamicznej utraty stateczno$ci plyty, wartoS§¢
krytycznego obcigzenia dynamicznego wyznaczono odczytujac z wykresu przed-
stawiajacego charakterystyke w,, = g(t), zmian predkos$ci narastania maksymalnego
ugigcia ptyty w czasie, warto$¢ czasu krytycznego #,, ktory odpowiada pierwszemu
maksimum na wykresie w,, = g(¢). Dla tak wyznaczonego czasu krytycznego #,
okreslono maksymalne ugigcie krytyczne wy,, korzystajac z warstwicowego wy-
kresu ugig¢ ptyty. Przed i pokrytyczna charakterystyke zmian maksymalnego
ugigcia ptyty w czasie jej obcigzania obrazuja odpowiednie wykresy w, = f(t).
Przyktadowe wykresy w, = f(t), w,, = g(t) i wybrane wykresy warstwicowe ugigc¢
krytycznych wyznaczone dla obu modeli ptyt przedstawiaja odpowiednie rysunki
7.7 1 7.8. Poréwnanie wartosci obcigzen i ugi¢¢ krytycznych (tablica 7.5) oraz
charakterystyk w, = f{t), w,, = g(t) na wykresach 7.7b, 7.8a obu modeli ptyty dla
warto$ci &, = 1 pokazuja dobra ich zgodno$¢. Analiza postaci utraty dynamicznej
statecznos$ci analizowanej ptyty dwustronnie utwierdzonej, obcigzonej na brzegu
wewngtrznym, potwierdza wyniki otrzymane metoda réznic skonczonych (pod-
rozdziat 6.4 pracy). Odpowiedzia dynamiczna jest obrotowosymetryczna postac
wyboczenia ptyty. Postacie pofalowane obwodowo w takim przypadku nie sa
obserwowane. Posta¢ wyboczenia dla obu modeli ptyty przedstawia rysunek 7.9.
Plyty o wigkszym ugieciu wstepnym (&, = 2), obciazane z mniejsza predkoscia s
(K7 =10 1/s), traca stateczno$¢ szybciej, przy mniejszych wartosciach obciazen i przy
mniejszych ugigciach. W obszarze pokrytycznym nie wystepuja lub maja istotnie
mniejsza amplitude drgania wzbudzane narastajacym obciazeniem (poréwnanie wykre-
sow na rysunku 7.8 (b) i (c)). R6znice wartosci obciazen py,q,, ptyt ugigtych wstgpnie
w réznym stopniu (&, = 0,125 i 2) sa znaczne, rzedu kilkunastu MPa.

Przedstawione obserwacje, porownywalno$¢ wartosci pyqy, 1 wa, (tablice 7.5,
6.15, 6.14 1 6.7) i bardzo dobra zgodno$¢ liczb wspétczynnika dynamicznego K,
wyznaczonego dla ptyt rozwiazanych obu metodami: MES i MRS (tablice 7.5
i 6.15), potwierdzaja opisane w podrozdziatach 6.4 i 6.6 pracy zachowania ptyt
obciazonych na brzegu wewngtrznym, ktérych ugigcie poczatkowe i zmiana in-

tensywno$ci narastajacego obcigzenia sg rézne.
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(a) (b)

Rys. 7.9. Obrotowosymetryczna posta¢ utraty statecznosci podstawowego
modelu ptyty (a) i modelu uproszczonego (b)

Wyniki obliczen plyt Sciskanych na zewngtrznym brzegu ich oktadzin przed-
stawia wykres zmian krytycznych naprezen dynamicznych py,qy, dla plyt o réznej
warto$ci parametru wyboczenia m (rysunek 7.10). W tablicy 7.6 zestawiono wartosci

obliczonego wspdtczynnika dynamicznego K.
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Rys. 7.10. Wartosci obcigzen dynamicznych py,, dla réznych liczb m fal obwodowych
wyboczenia modeli MES i MRS ptyt
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Tablica 7.6. Wartosci wspétczynnika dynamicznego K, plyt sciskanych
na zewnetrznym obwodzie dla réznych warto$ci parametru m

Kq
m G, [MPa]/ h,[m]
5/0,005 15,82/ 0,005 5/0,01

3 1,44 1,31 1,24
4 1,19 1,08 1,08
5 1,10 1,04 1,03
6 1,10 1,01 0,92
7 1,10 1,11 1,08
8 1,10 1,20 1,03

Badaniom poddano plyty o nastgpujacych parametrach: G, = 51 15,82 MPa,
h, = 0,005 i 0,01 m, h" = 0,001 m. Predkosci narastania obciazenia s okre$laja,
podobnie jak w analizie przedstawionej w podrozdziale 6.4 pracy, liczby K7 i py,.
Plyty posiadaja wstgpne ugigcie, ktérego ksztalt odpowiada przewidywane]
w odpowiedzi dynamicznej uktadu postaci wyboczenia, wyrazonej liczba m.
Przedstawione na rysunku 7.10 wyniki obliczen dla ptyt o parametrach: G, = 5 MPa,
h, = 0,01 mi G, = 15,82 MPa, h, = 0,005 m sa ograniczone do wynikéw dla ptyt,
ktérych utrata statecznosci ma posta¢ wielu (m > 2) fal obwodowych. Charaktery-
styka predkosci ugie¢ w,, = g(t) tych ptyt umozliwia jednoznaczny odczyt warto-
sci czasu krytycznego f,, okreslajacego krytyczne obciazenie dynamiczne piqyn
plyt, dla postaci wyboczenia, ktérej ksztatt odpowiada postaci ugigcia wstgpnego.
Natomiast w przypadku plyt, dla ktérych przewidywana postacia dynamicznej
odpowiedzi moze by¢ ugigcie o liczbie fal obwodowych m =0, 1, 2, natrafiano na
trudno$¢ w ocenie wielko$ci krytycznych tych ptyt i zaobserwowano zmiany
postaci ich wyboczenia w czasie narastania obcigzenia. Poniewaz obserwacja ta
nie dotyczy plyt o mniejszej sztywnos$ci rdzenia (G, = 5 MPa, h, = 0,005 m),
przyczyna braku typowej odpowiedzi dynamicznej modelu ptyty moze by¢ zbyt
mata intensywno$¢ wzrostu obcigzenia Sciskajacego dla ptyt o malej liczbie fal
obwodowych m = 0, 1, 2. Postacie deformacji tych, a takze innych przypadkéw
modeli plyt, analizowanych metoda elementéw skonczonych, przedstawiono
w podrozdziale 7.3 pracy.

Na rysunku 7.10 przedstawiono takze wyniki obliczen plyt rozwiazanych
metoda réznic skonczonych, opisanych w podrozdziale 6.4 pracy. Poréwnanie
rozktadu punktéw wkresu, wyznaczonych obu metodami (MRS i MES), pokazuje
dos¢ duza réznicg wartosci obciazen pyqy, ptyt o parametrach (G, = 15,82 MPa,

140



h, = 0,005 m). Lepsza zgodno$¢ wynikéw wystepuje dla pozostatych przypadkow
ptyt. Otrzymane metoda elementéw skonczonych warto$ci obcigzen krytycznych
sa w kazdym przypadku mniejsze od wyznaczonych metoda réznic skonczonych.
Minimalna warto$¢ krytycznych obcigzen dynamicznych modeli MES ptyt odpo-
wiada postaci wyboczenia o duzej liczbie fal (m > 4). Warto$¢ ta moze odpowiada¢
kilku postaciom wyboczenia ptyt. Na przyktad ptyta o parametrach G, = 5 MPa,
h, = 0,005 m przy obcigzeniu pyayn = 18,15 MPa traci stateczno$¢ dla liczby fal
obwodowych m =5, 6, 7, 8. W ogélnym poznaniu zagadnienia stateczno$ci badanych
tréjwarstwowych ptyt pierScieniowych préba doktadnego wskazania mozliwej
postaci wyboczenia odpowiadajacej minimalnemu obciazeniu dynamicznemu nie
jest tak istotna. Wazna jest natomiast znajomo$¢ wartosci samych krytycznych
obcigzen dynamicznych, ktére jak potwierdzaja to rowniez wyniki obliczen modeli
MES ptyt (tablica 7.6), moga mie¢ warto$¢ mniejsza od obcigzen statycznych.
Dobra zgodno$¢ wartosci K, ptyt analizowanych metodami MRS i MES (tablica
7.6 1 tablica 6.11 — podrozdziat 6.4 pracy) potwierdza charakter zachowan badanych
ptyt. Przyktadowe charakterystyki maksymalnych ugi¢¢ i ich predkos$ci oraz wy-
kresy warstwicowe ugie¢ i postacie wyboczenia modeli MES ptyt przedstawiaja
rysunki 7.11, 7.12, 7.13,

Przedstawione dodatkowo charakterystyki predkosci ugigcia wy, = g(f) i ugigcia
wy = f{t) dla ptyty o parametrach G, = 5 MPa i h, = 0,01 m i liczbie m = 9, po-
twierdzaja uwage zawarta w podrozdziale 6.4 pracy dotyczaca charakteru tych
krzywych dla plyt o duzej liczbie fal wyboczenia m. Wzrost ugigcia plyty jest
w przyblizeniu liniowy, a predko$¢ ugigcia dazy do ustalonej warto$ci Sredniej.
W tym przypadku S$ciste wyznaczenie wartosci czasu krytycznego #,, zgodnie
z przyjetym Kryterium utraty statecznosci, nie jest mozliwe.

Potwierdzeniem wynikéw obliczen ptyt analizowanych metoda réznic skon-
czonych sa takze podobne zachowania modeli MES ptyt uwzgledniajace reolo-
giczne wlasciwosci materiatu pianki poliuretanowej rdzenia. Obliczenia dotycza
modeli ptyt obciazonych na brzegu wewngtrznym z taka sama predkoscia s co
modele ptyt z rdzeniem sprezystym. Badaniom poddano uproszczony model ptyty.
Grubosci oktadzin i rdzenia wynosza: h” = 0,001 m, h, = 0,005 m, a material o wia-
sciwosciach lepkosprezystych opisuja zaleznosci (7.1) przedstawione w punkcie 7.1
pracy dla dwéch pianek o module sprezystym G, =5 MPai 15,82 MPa.
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Rys. 7.11. Charakterystyki i posta¢ wyboczenia ptyty o parametrach G, = 5 MPa,
h, = 0,005 m, m = 3 $ciskanej na zewngtrznym brzegu
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Rys. 7.12. Charakterystyki i posta¢ wyboczenia ptyty o parametrach G, = 15,82 MPa,
h, = 0,005 m, m = 6 $ciskanej na zewngtrznym brzegu
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Zmiany wartosci dynamicznych obcigzen krytycznych dla réznych wartoSci
statych lepkosci 77’ materiatu rdzenia przedstawia rysunek 7.14. Podobnie do
wynikéw przedstawionych na rysunku 6.16 (podrozdzial 6.5 pracy) dopiero
znaczne, teoretyczne, zmniejszenie liczby 7' do wartoéci rzedu 10°® razy nizszej,
wplywa na skrécenie czasu do utraty stateczno$ci plyty i zmniejszenie warto$ci

obciazenia krytycznego. Ugigcia krytyczne sag wowczas nieco wigksze.

150 —— MG2=5 MPah2=0,005m - eta'=212,92E4 MPaxs
0G2=15,82 MPa h2=0,005 m - eta'=7,93E4 MPaxs

120

©
o

pkrdyn [M Pa]

2]
o

30 1

eta'xE-14 eta'xE-12 etaxE-10 eta'xE-8 etaxE-6 etaxE-4 eta'xE-2 eta'
7' (eta’) [MPaxs]
Rys. 7.14. Wptyw statej lepkosci 777 (eta”) na zmiany warto$ci krytycznych obciazen

dynamicznych py.,, modelu MES plyty obciazonej na brzegu wewngtrznym

Przyktadowe charakterystyki maksymalnego ugigcia, predkosci ugigcia oraz
deformacje krytyczne ptyty z rdzeniem sprezystym i lepkosprezystym o wielokrotnie
obnizonej wartosci liczby 1’ (7' = 212,92-10° MPa-s) przedstawia rysunek 7.15.
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Rys. 7.15. Charakterystyki i ugigcia plyt z rdzeniem: (a) spr¢zystym, (b) lepkosprezystym
o parametrach podstawowych G, = 5 MPa, h, = 0,005 m

Zgodnos¢ reologicznych zachowan obu modeli plyty analizowanej metoda

réznic skonczonych i metoda elementéw skonczonych pokazuje mata wrazliwos¢

badanej tréjwarstwowej struktury ptyty na lepkosprezyste wlasciwosci jej pian-

kowego rdzenia. Pozwolitoby to ograniczy¢ numeryczna analiz¢ zagadnien,

w ktérych element poddany jest krétkotrwatym obciazeniom dynamicznym, do anali-

zy w zakresie sprezystym. Poréwnanie zachowan obu modeli (MES i MRS) bada-

nych plyt zwraca uwage na mniejsza wrazliwos¢ modelu MES plyty na zmiany

lepkich wiasciwosci materiatu jej rdzenia.
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7.3. Krytyczne i pokrytyczne zmiany postaci deformacji modeli MES plyt

Zastosowanie w obliczeniach numerycznych metody elementéw skonczonych
pozwala na obserwacje zachowan elementéw konstrukcyjnych, ktérych poznanie
przy rozwiazaniach analityczno-numerycznych opartych na ograniczajacych je
uproszczeniach i zalozeniach nie zawsze byloby mozliwe. Taka obserwacja dla
niektérych badanych modeli ptyt pier§cieniowych moze by¢, wspomniana w pod-
rozdziale 7.2 pracy, ich odpowiedZ na obciazenie dynamiczne S$ciskajace
zewngtrzne oktadziny ptyty, gdy postaé jej ugigcia wstgpnego ma formg obroto-
wosymetryczna m = 0 lub kilku fal obwodowych m = 1, 2. Obrazem odpowiedzi
jest wowczas zmieniajaca si¢ w czasie posta¢ jej deformacji, ktéra w obszarze
krytycznych i pokrytycznych obciazen nie odpowiada zadanej postaci jej ugigcia
wstepnego. Zjawisko to pokazuja na rysunkach 7.16, 7.17, 7.18, 7.19 przedstawione
razem z charakterystykami maksymalnego ugigcia i predkosci ugigcia, warstwicowe
wykresy ugie¢ pltyt w wybranych chwilach obciazania. Zaobserwowane i wybrane
na rysunkach przypadki dotycza plyt o wigkszej sztywnosci rdzenia: G, = 15,82 MPa,
h, = 0,005 m — rysunek 7.16, G, = 5 MPa, h, = 0,01 m — rysunek 7.17 i 7.18, dla
ktérych intensywnos$¢ narastania obcigzen jest wigksza, s = 931 MPa/s i plyty
z migkkim rdzeniem G, = 5 MPa, h, = 0,005 m — rysunek 7.19, poddanej obciazeniu
narastajacemu z mniejsza predkoscia, s = 410 MPa/s. Zmiana postaci deformacji
modeli ptyt przedstawionych na rysunkach 7.16 i 7.18 nastgpuje juz przy stosunkowo
matych ugieciach dynamicznych rzedu wy = 0,5-10° mi 1,5-10° m z postaci o m = 2
obserwowanej w zakresie przedkrytycznym na posta¢ o m = 6 falach obwodo-
wych w obszarze pokrytycznym. Podobnie ptyta obrotowosymetrycznie ugigta
wstgpnie — rysunek 7.17 — w zakresie krytycznym i pokrytycznym ulega obwo-
dowemu pofalowaniu. Zmiang postaci deformacji ptyty o jednej (m = 1) fali
obwodowej w zakresie przedkrytycznym pokazuje rowniez rysunek 7.19. W ana-
lizowanych przypadkach, zgodnie z sugestia i opisem podobnego zachowania
dynamicznego elementu stupa przedstawionego w pracy [39], za dynamiczne
obciazenie krytyczne badanych ptyt mozna przyjaé t¢ warto$¢ obciazenia, przy
ktérej nastgpuje zmiana postaci deformacji lub tg, przy ktérej rozpoczyna si¢
zaburzenie regularnej postaci ugigcia ptyty o m = 0, 1, 2 — co mozna by uznaé

w przypadkach wolniejszych zmian dziatajacego obciazenia.
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Rys. 7.18. Odpowiedz dynamiczna ptyty (G, = 5 MPa, h, = 0,01 m) z ugigciem wstgpnym
o postaci m = 2, $ciskanej na zewngtrznym brzegu z predkoscia s = 931 MPa/s
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Rys. 7.19. OdpowiedZz dynamiczna ptyty (G, = 5 MPa, h, = 0,005 m) z ugigciem wstgpnym
o postaci m = 1, $ciskanej na zewngtrznym brzegu z predkoscia s = 410 MPa/s
Analizowana w punkcie 6.5 pracy wrazliwo$¢ plyty warstwowej na niedo-
ktadno$ci poczatkowego ksztaltu, w czg$ci dotyczacej opisu postaci ugigcia
wstepnego plyty dodatkowym, obrotowosymetrycznym ugieciem &; # 0 (5.2a),
dotyczyta oceny wartos$ci krytycznych obciazen dynamicznych wyznaczonych dla
zaréwno obrotowosymetrycznych m = 0, jak i pofalowanych obwodowo m # 0
ugi¢¢ dodatkowych. Wyniki przedstawione na rysunkach 6.24 i 6.25 wskazaty
jednak posta¢ wyboczenia pofalowana obwodowo, dla ktérej warto$¢ krytycznych
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obciazen dynamicznych jest minimalna. Podobnej analizie poddano podstawowy
model MES ptyty o parametrach: G, = 5 MPa, h, = 0,005 m, h” = 0,001 m, ugigty
wstepnie w ksztalcie zlozonym z postaci obrotowosymetrycznej m = 0 dla wartosci
€, = 5 i postaci pofalowanej obwodowo m # 0 o liczbie &, = 1. Warto$ci ugigé
wstepnych i predkosci wzrostu obciazen modelu MES plyty sa zgodne z przyjetymi
przy rozwiazaniu plyty metoda réznic skoficzonych. Otrzymane wyniki koncowe
r6znig si¢ jednak istotnie.

Poza oczywistym przypadkiem, kiedy ugigcie wstgpne ma ksztatt obrotowosyme-
tryczny (m = 0) i dwoma przypadkami ptyt z ugigciem wstgpnym o m = 2,3
falach obwodowych, we wszystkich pozostatych przypadkach posta¢ utraty statecz-
nosci ptyty odpowiada postaci obrotowosymetrycznej (m = 0). W krytycznym
obszarze pracy plyty obserwowana jest zmiana postaci deformacji ptyty z postaci
odpowiadajacej ugigciu wstgpnemu w posta¢ pozbawiong pofalowan obwodo-
wych. Obserwacje¢ ta pokazuja nastgpujace rysunki 7.20, 7.21, 7.22 i 7.23. Brak
zmiany postaci deformacji dla przypadku m = 0 i m = 3 obrazuja charakterystyki
i wykresy warstwicowe ugi¢¢ plyty na rysunkach 7.20 i 7.21. Zmiana ksztaltu
deformacji modelu ptyty w obszarze krytycznych obciazen i charakterystyki jej
ugigcia oraz predkosci ugigcia dla ugigcia wstgpnego ztozonego z ugigcia obro-
towosymetrycznego m = 0 dla &; = 5 i obwodowego pofalowaniam=5im =9
dla &, = 1 przedstawiaja rysunki 7.22 1 7.23.

Wyznaczona minimalna warto$¢ dynamicznych obciazen krytycznych odpowiada
plytom, ktérych ugigcie wstgpne opisuja parametry: m=0dlag, =5im=35
lub m = 6 dla & = 1. Warto$¢ ta, Preayn = 25,13 MPa, jest wigksza od wartoSci
Prrayn = 18,15 MPa wyznaczonej dla ptyty pozbawionej udzialu dodatkowej, obro-
towosymetrycznej sktadowe]j ugigcia wstepnego (§, = 0) — rysunek 7.10, pod-
rozdziat 7.2 pracy. Warto$¢ py,q,» Wyznaczona dla modelu MES ptyty o obrotowo-
symetrycznym ugigciu wstegpnym wyrazonym parametrami: m=0dla &, =5im=0
dla & = 1 i obrotowosymetrycznej (m = 0) postaci wyboczenia, podobnie jak
w przypadku ptyt rozwigzywanych metoda réznic skonczonych (tablica 6.11 — pod-
rozdziat 6.4 pracy i rysunek 6.24 — podrozdziat 6.6 pracy), zmniejsza si¢ i wynosi
Prrayn = 30,72 MPa. Uznajac jednak poczatek zmian deformacji krytycznej plyt za
moment wyznaczajacy dynamiczne obciazenie krytyczne, warto$¢ obciazenia dla ptyt
ze wstegpnym pofalowaniem m = 5 bytaby nieco mniejsza (od pirayn = 25,13 MPa),

lecz i tak wigksza od wartoSci pyayn = 18,15 MPa.
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Rys. 7.20. OdpowiedZ dynamiczna plyty (G, = 5 MPa, h, = 0,005 m) $ciskanej na
zewnetrznym brzegu z ugieciem wstepnym o parametrach: m=0dla&, =5im=0dla&, =1
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Rys. 7.21. OdpowiedZ dynamiczna ptyty (G, = 5 MPa, h, = 0,005 m) $ciskanej na
zewnetrznym brzegu z ugieciem wstepnym o parametrach: m=0dla&, =5im=3dla&, =1
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Rys. 7.22. Odpowiedz dynamiczna plyty (G, = 5 MPa, h, = 0,005 m) Sciskanej na
zewnetrznym brzegu z ugieciem wstepnym o parametrach: m=0dla&, =5im=5dla&, =1

Przedstawiona ocena krytycznych obciazen modelu MES plyty ze wstgpnym,
dodatkowym ugigciem obrotowosymetrycznym, podobnie jak w podsumowaniu
analizy ptyt o réznej postaci ugigcia wstgpnego liczonych za pomoca metody
r6znic skonczonych (podrozdzial 6.6 pracy), moze sugerowa¢ mozliwos¢ ograni-
czenia zakresu badan do geometrycznie prostszych modeli pozbawionych dodat-
kowych zaburzen formy ugiecia wstepnego (tj. dla &; = 0), dla ktérych wyznaczone
warto$ci obciazen py.qy, byly najmniejsze.

Obliczenia wstepne ptyt, ktérych wynikiem bylaby jedynie ocena rzedu war-
tosci krytycznych obciazen dynamicznych, pozwolityby na przyjecie takiego
wniosku z przedstawionych analiz. Jednakze dazenie do oceny zachowan struktury
ptyty zblizonej do rzeczywistej wymaga prowadzenia obliczef i badan szczegé-
towych bez wprowadzania uproszczen, ktérych wptyw na wynik konicowy nie jest
tatwy do przewidzenia.
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Rys. 7.23. Odpowiedz dynamiczna plyty (G, = 5 MPa, h, = 0,005 m) Sciskanej na
zewnetrznym brzegu z ugieciem wstepnym o parametrach: m=0dla&, =5im=9dla&, =1

7.4. Naprezenia w stanie krytycznym

Waznym dopetnieniem wyboczeniowych analiz tréjwarstwowych ptyt pier-
Scieniowych jest ocena stanu naprgzen w poszczegllnych warstwach ptyty
w momencie utraty statecznosci dynamicznej. Ocena stopnia wytezenia materiatu
plyty w stanie krytycznym ma zasadnicze znaczenie praktyczne. Wartosci liczbowe
i warstwicowe wykresy naprgzen wyznaczono w zewngtrznej warstwie oktadziny
plyty i w jej rdzeniu, oceniajac odpowiednio naprgzenia zredukowane wedlug
hipotezy Hubera (H-M-H) i naprgzenia styczne w ptaszczyznie x_z (rysunek 4.1,
rozdziat 4 pracy) lub w ptaszczyznie /_3 dla modelu podstawowego lub /_2 dla
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modelu uproszczonego wedtug standardowych oznaczen przyjetych w programie
ABAQUS. Naprezenia krytyczne wyznaczono, wykorzystujac opcje programu,
ktéra pozwala na wskazanie punktéw catkowania w elementach (integration
points), w ktérych obliczane sa poszczegdlne sktadowe naprezen. Na przykiad dla
elementu 9-weztowego zastosowanego w budowie siatki oktadziny modelu pod-
stawowego plyty i dla 3-we¢ztowego elementu obrotowosymetrycznego wykorzy-
stanego w budowie modelu uproszczonego, potozenia tych punktéw pokazuje
rysunek 7.24 [29].

4 7 3

(o]
()]

1 5 2 1

element 9-wezlowy element 3-wezlowy
Rys. 7.24. Potozenia punktéw catkowania w powlokowych elementach modelu MES ptyt

Przedstawione stany napr¢zen w warstwach plyt poddanych minimalnym,
dynamicznym obciazeniom krytycznym sa wyznaczone dla ptyt o podstawowych
parametrach materialowych, geometrycznych i obciazeniowych przyjetych w pracy.
Warto$ci dynamicznych wielkosci krytycznych piayn, War» Kq tych plyt przedsta-
wiaja tablice 7.5, 6.7 i 7.6, 6.11 w podrozdziatach 7.2 i 6.4 pracy. Przyktadowe
wyniki obliczen ptyt obciazonych na brzegu wewngtrznym otrzymane dla modelu

uproszczonego przedstawiaja rysunki 7.25 1 7.26.
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Rys. 7.25. Rozktad napr¢zen zredukowanych wg hipotezy H-M-H i naprg¢zen stycznych
w warstwach plyty obciazonej na brzegu wewngtrznym o parametrach: G, =5 MPa,
h, = 0,005 m, h" = 0,001 m
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Rys. 7.26. Rozktad napr¢zen zredukowanych wg hipotezy H-M-H i naprg¢zen stycznych
w warstwach ptyty obcigzonej na brzegu wewngtrznym o parametrach: G, = 15,82 MPa,
h, =0,005 m, h" = 0,001 m

Tablica 7.7 przedstawia odczytane z wykreséw warto$ci maksymalnych naprgzen
zredukowanych o, i warto$ci tych naprezen w obszarze znacznej deformacji
plyty o,., oraz warto$ci maksymalnych naprezen stycznych 7;;. Pokazuje to mozliwy
stopien wytezenia warstw plyty w chwili utraty statecznosci wywotanej dyna-
micznym obcigzeniem brzegu wewngtrznego. Warto$ci naprgzen krytycznych sa
wysokie. Zwlaszcza w przypadku przyjetego materialu pianki poliuretanowej
warto$ci krytyczne naprezen stycznych nie spelniatyby wymaganego warunku
wytrzymatosciowego. WartoSci wytrzymatosci na $cinanie pianek poliuretanowych
wynosza: R, = 0,18 MPa dla pianki o0 module G, = 5 MPa [50] i R, = 0,71 MPa dla
pianki o module G, = 15,82 MPa [84]. Wprawdzie zmniejszenie intensywnosci
wzrostu dziatajacego obciazenia s o potowe i dwukrotne zwigkszenie stopnia
ugigcia wstepnego plyty (& = 2) znacznie zmniejsza warto$¢ naprezen w war-
stwach ptyty, to jednak nadal, zwlaszcza dla ptyty o wigkszej sztywnosci rdzenia,
warto$ci naprezen o,.; " Gyq 1 szczegdlnie 7;; sa bardzo wysokie. Wartosci tych
naprgzen dla przyktadowej ptyty o parametrach G, = 15,82 MPa, h, = 0,005 m,
h” = 0,001 m i liczbie K7 = 10 1/s oraz wspétczynniku &, = 2 wynosza odpowied-
Ni0: Crq = 523,4 MPa, G,.q = 348,9 MPa, 1,5 = 0,81 MPa.

Tablica 7.7. Wartosci krytycznych naprezen zredukowanych i stycznych

w warstwach plyt obciazonych na brzegu wewngtrznym

G; [MPa]/h;[m] | Grd” [MPa]| Grea [MPa] Ti3 [MPa]

570,005 4754 316,9 0,30
5/0,02 7239 482,6 0,36
15,82 /0,005 740,5 493,7 1,21
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Natomiast znacznie mniejsze wartosci naprezen krytycznych wystepuja dla
ptyt Sciskanych na zewngtrznym brzegu. Wartosci liczbowe przedstawia tablica
7.8, a przyktadowe wykresy warstwicowe naprezen pokazuja rysunki 7.27 1 7.28.

Tablica 7.8. Wartosci krytycznych naprgzen zredukowanych i naprezen stycznych
w warstwach ptyt $ciskanych dynamicznie na brzegu zewngtrznym

G; [MPa] / h,[m] m |G [MPa]|0.q [MPa] T13 [MPa]

3 171,7 114,5 0,127

4 123,6 82,4 0,076

5 112,8 75,2 0,061

570,005 6 110,5 73,7 0,055

7 107.8 71,9 0,051

8 102,9 68,6 0,045

3 212,8 141,9 0,122

4 164.,6 109,7 0,078

5 1574 1049 0,072

3/001 6 133,5 89,0 0,052

7 168,7 112,5 0,072

8 152,5 101,5 0,061

3 291,8 194,6 0,44

4 212,5 141,7 0,24

5 204,8 136,5 0,232

15.8270,005 6 2034 135,6 0,227
7 2294 153,0 0,27

8 253,5 169,0 0,30

W badanym przypadku warto$ci naprezen zar6wno w okladzinach, jak i w rdzeniu
plyty spetnityby warunki wytrzymatosciowe materiatéw warstw. Réwniez spet-
niaja je wyzsze od warto$ci naprezen plyt o pofalowanych obwodowo postaciach
wyboczenia, napr¢zenia dla obrotowosymetrycznej postaci deformacji plyty (m = 0).
Dla ptyty o parametrach: G, = 5 MPa, h, = 0,005 m, m = 0 wartosci tych naprezen
sq nastepujace: g = 210,9 MPa, G, = 140,6 MPa, 1,5 = 0,15 MPa. Wykresy
warstwicowe naprezen przedstawia rysunek 7.29.

Analiza stanu naprgzen w warstwach badanych ptyt wskazuje na ograniczone
mozliwosci ich pracy juz przy obciazeniach krytycznych. Szczegblnej uwagi
wymagaja plyty obciazone na wewngtrznym brzegu. Dla tych ptyt ocena stanu
wytezenia materialu ma znaczenie zasadnicze. Przyjgta poczatkowo jako uzupet-
niajaca oceng¢ stanu krytycznego badanych ptyt analiza stanu napr¢zen staje si¢

analiza podstawowa w podjetych obserwacjach. Ocena dopuszczanych ze wzgle-
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du na stateczno$¢ i wytg¢zenie materialu warunkéw pracy plyty o wieloparame-
trowej strukturze jest problemem zlozonym. Ro$nie znaczenie szybkiej, nume-
rycznej analizy badanego przypadku ptyty.

(@)

s, s1

3
se0S, (fraction = 1.0)
75%)

Rys. 7.27. Rozktad napr¢zen zredukowanych wg hipotezy H-M-H i naprg¢zen stycznych
w warstwach plyty $ciskanej na brzegu zewngtrznym o liczbie fal m = 6 i o parametrach:
(a) G, =5 MPa, h, = 0,005 m, (b) G, =5 MPa, h, = 0,01 m
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Rys. 7.28. Rozktad napr¢zen zredukowanych wg hipotezy H-M-H i naprg¢zen stycznych
w warstwach ptyty $ciskanej na brzegu zewngtrznym o parametrach: G, = 15,82 MPa,
h, = 0,005 m dla liczby fal wyboczenia: (a) m=4, (b)m=5,(c)m=6,(d)m=7
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Rys. 7.29. Rozktad napr¢zen zredukowanych wg hipotezy H-M-H i napre¢zen stycznych
w warstwach plyty $ciskanej na zewngtrznym brzegu o parametrze postaci wyboczenia
m = 0 i parametrach: G, = 5 MPa, h, = 0,005 m

7.5. Czestosci drgan wlasnych tréjwarstwowych plyt pierscieniowych

Oceniajac stan krytyczny badanych struktur ptyt warstwowych, nie mozna
poming¢ analizy czgstosci i postaci drgan wiasnych. Okres podstawowych drgan
wlasnych wyznacza czgsto czas trwania impulsu bgdacego obciazeniem w zagad-
nieniu dynamicznym [39], [44], [115]. Wyznaczone metoda elementéw skonczonych
czestosci drgan wiasnych f pierScieniowej plyty tréjwarstwowej dla kolejnych
postaci drgan k ptyty przedstawia rysunek 7.30. Obliczenia przeprowadzono dla
przypadku ptyt dwustronnie utwierdzonych przesuwnie, o statej wartosci ilorazu

rrl =0,4 i zmiennych grubo$ciach warstw h” = 0,0005 m i 0,001 m, h, = 0,005 m
Z

1 0,02 m oraz warto$ci modutu Kirchhoffa spr¢zystego rdzenia G, = 51 15,82 MPa.
Wartosci liczbowe podstawowej (dla k = 0) czestosci drgan f ptyt i odpowiadajace
im warto$ci okresu 7 drgan gi¢tnych przedstawia tablica 7.9.

Tablica 7.9. Warto$ci czgstosci podstawowej f 1 okresu drgan 7 ptyt

G, [MPa] / h;[m]/h’ [m] f [Hz] T [ms]
5,0/0,005/0,0005 100,18 9,98
5,0/0,005/0,001 93,79 10,66
5,0/0,02/0,0005 180,56 5,54
5,0/0,02/0,001 148,47 6,74
15,82/0,005/0,0005 162,24 6,16
15,82/0,005/0,001 135,93 7,36
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Zmiany wartosci czg¢stoSci drgan wlasnych ptyty sa charakterystyczne. Wzrostowi
sztywnosci struktury (grubszy rdzen h,, wigksza warto§¢ modutu G,, ciensza
oktadzina h”) odpowiada wyzsza warto$¢ czgstosci f. W kazdym z analizowanych
przypadkéw plyt kolejna wyzsza warto$¢ czgstosci f drgan odpowiada wyzszej,

takiej samej dla kazdej z ptyt (rys. 7.30), postaci k drgan.

350 4 e—de— G 2=5 MPa h2=0,005 m h'=0,001 m
——G2-15,82 MPa h2=0,005 m h'=0,001 m ’\/i
—@—G2-5MPa h2=0,02 m h'=0,001 m

300 | _A Go-5MPa h2=0,005 m h'=0,0005 m /
—1— G2-15,82 MPa h2=0,005 m h'=0,0005 m

o5( | —O—G2=5MPa h2=0,02m h'=0,0005m

200 1

f[Hz]

150
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0 \ ‘
0 1 2 3 4 5 k 6

Rys. 7.30. Czgstosci drgan wlasnych ptyt tréjwarstwowych

Zmiany obserwowane sg dla przypadkéw ptyt o cienkich oktadzinach h” = 0,0005 m
i o wigkszej sztywnosci rdzenia wyrazonej przez G, = 15,82 MPa lub h, = 0,02 m
dla wyzszych warto$ci czgsto$ci drgan. Zamiast, jak wystgpujacej w pozostatych
przypadkach ptyt kolejnej postaci k = 7, forma drgan jest posta¢ obrotowosyme-
tryczna k = 0 z pojedyncza fala promieniowa 1 = 1 (k =0, 1 = 1) lub kolejno dwie
postacie (k=0,1=1)i(k=1,1=1).

Niezaleznie od wartosci parametréw materialowych i geometrycznych struktury
plyty najnizsza warto$¢ czgstosci odpowiada podstawowej obrotowosymetrycznej
(k = 0) postaci drgan — rysunek 7.31.
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-
Rys. 7.31. Obrotowosymetryczna, podstawowa posta¢ drgan
k = 0 pierScieniowych ptyt tréjwarstwowych

Uwzglednienie lepkosprezystych wiasciwosci piankowego rdzenia plyty
o wartosciach stalej lepkosci (podrozdziaty 6.1 i 6.5 pracy) przyjetych materialéw
pianki poliuretanowej nie powoduje zmiany amplitudy i czgsto$ci drgan ptyty.
Badania przeprowadzono dla ptyt z rdzeniem spr¢zystym i lepkosprezystym
poddanych statemu obciazeniu réwnomiernie i prostopadle dziatajacemu na po-
wierzchni¢ okladziny ptyt. Warto$¢ obcigzenia dobrano tak, aby wartos¢ maksy-
malnego ugigcia ptyty o module G, = 5 MPa i grubosci rdzenia h, = 0,005 m
odpowiadata sumie grubosci jej oktadzin (2-h” = 0,002 m). Obliczenia dynamiczne
przeprowadzono dla uproszczonego modelu ptyty o grubosci rdzenia h, = 0,005 m
i oktadziny h” = 0,001 m. Przebieg drgan w czasie 1 sekundy przedstawia rysu-
nek 7.32, a w krétkim czasie 0,1 sekundy - rysunek 7.33.
Przebiegi drgan ptyt o wartoSciach modutu rdzenia sprezystego G, = 51 15.82 MPa
sa zgodne z przebiegami tych plyt przy uwzglednieniu lepkosprezystych wiasciwosci
ich rdzenia — poréwnanie wykresow (a) i (b) oraz (c) i (d) na rysunku 7.32. Dla
plyty ze sztywniejszym rdzeniem o module G, = 15,82 MPa nastg¢puje zmniejszenie
amplitudy i wzrost czgstosci drgan. Wykresy (a) i (b) na rysunku 7.33 pokazuja
przebieg drgan w czasie 0,1 sekundy ptyt z rdzeniem sprezystym o warto$ciach
modutu odpowiednio G, = 51 15,82 MPa. Wyrazny jest wzrost czgstosci drgan
ptyty z rdzeniem o wigkszej wartosci modutlu. Liczba oscylacji w ciagu
0,1 sekundy ro$nie z 9 petnych fal dla ptyty o G, = 5 MPa do 13 fal dla ptyty
o G, = 15,82 MPa. Wptyw wzrostu sztywnosci lepkosprezystego rdzenia na
wzrost czgstosci drgan plyty potwierdzono w pracach [10], [85] dotyczacych
analiz pier$cieniowych ptyt tréjwarstwowych, réwniez o postaciach pofalowanych
obwodowo. Poréwnanie wykreséw (b) i (c) pokazuje zgodno$¢ charakteru i liczb
fal dla plyt z rdzeniem sprezystym (b) i lepkosprezystym (c) o wartosci modutu
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G, = 15,82 MPa. Natomiast poréwnanie wykreséw (c) i (d) pozwala zauwazy¢
wplyw wartosci statej lepko$ci materiatu rdzenia na zmniejszenie czgstosci drgan.
Jest ono nieznaczne i wystepuje dopiero wéwczas (zmiana z 13 na 12 petnych fal
w ciagu 0,1 sekundy drgan ptyty), gdy wartos¢ statej lepkosci przyjetego materiatu
pianki rdzenia zostanie znacznie, teoretycznie, obnizona (" = 7,93- 10°° MPa:-s).

(@) (b)
8.0000 T T T 1 0.0000 T T T
0.0005 I | -0.0005 | |
o
:‘ 0.0010 ” “. \| \| ‘ \| \| I E. 0.0010 | "1 “ ‘| " "
£ I | . | | I
.00l | i | I I ‘O 0.0015 i 1 i i i
SN 111 01 1 e
S 2 |
0.0020 I -0.0020
1 1 i i i L 1 L i i
0.00 .20 0.40 0.60 0.80 1oo 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 100
czas t[s] czas t[s]
(© (d)

ugiecie wqy[m]
ugiecie wy [m]

czas t[s] czas t[s]

Rys. 7.32. Przebiegi drgan ptyt z rdzeniem spr¢zystym (a) i (c) oraz lepkosprgzystym
(b) 1 (d) o modutach odpowiednio: G, =51 15,82 MPa

Oczywisty spadek czgstosci drgan plyty z rdzeniem o wilasciwos$ciach lepko-
sprezystych zostal potwierdzony w badaniach czgstosci drgan warstwowej ptyty
kotowej z rdzeniem lepkospre¢zystym, przedstawionych w pracy [121]. W pracy
[121] wskazano takze obrotowosymetryczng posta¢ drgan (k = 0), na ktdra
oddziatywanie lepkosprezystego rdzenia jest najwigksze. Zwrécono takze uwage
na wigksza efektywno$¢ thumienia drgan przez relatywnie cienszy rdzen ptyty. Naj-
nizsze wartosci czgstosci drgan tréjwarstwowej plyty pierScieniowej o dwustronnie
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utwierdzonych brzegach dla obrotowosymetrycznej postaci drgan tej plyty
potwierdzaja takze wyniki przedstawione w pracy [85].

(a) (b)

ugiecie wq[m]

ugiecie wg[m]

ugiecie wqy [m]
ugiecie wy [m]

Rys. 7.33. Przebiegi drgan ptyt z rdzeniem sprezystym (a) i (b) o modutach
G, =51 15,82 MPa oraz lepkosprezystym (c) i (d) o module 15,82 MPa i stalej lepkosci:
N =793-10"17,93-10° MPa-s

Na podstawie wczesniejszych analiz wyboczeniowych badanych ptyt z rdzeniem
o wlasciwos$ciach lepkosprezystych i analizy ich drgan mozna uznaé, ze ptyta
warstwowa, ktérej lepkosprezysty material opisuje stata lepkosci o duzej wartosci,
zachowuje si¢ podobnie jak ptyta sprezysta.
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8. Uwagi do obliczen plyt z rdzeniem grubym

Przewidywanymi i zarazem obserwowanymi dotychczas postaciami utraty
stateczno$ci modeli plyt badanych dwoma metodami: réznic skonczonych i ele-
mentéw skonczonych sa formy globalne, quasi-eulerowskie. Przyjgte w rozwiazaniu
ptyty metoda réznic skonczonych zatozenie o jednakowych ugigciach dodatkowych
poszczegblnych warstw ptyty, ktére okresla stan przemieszczen dla wyboczenia
globalnego, narzuca wprost taka jego formg. Zostata ona potwierdzona wynikami
obliczen modeli MES plyt, w budowie ktérych nie wystepuje wspomniane zato-
zenie, ograniczajace w pewnym stopniu swobodg deformacji poprzecznej struktury
plyty. Jednakze obliczenia metoda elementéw skonczonych modeli ptyt o wigkszej
grubosci rdzenia (h, wigksze od najwigkszej grubosci dotychczas analizowanej,
h, > 0,02 m), wskazuja na mozliwo$¢ wystapienia innych form statycznej utraty
statecznosci ptyt. W analizie tej zasadnicze znaczenie ma warto$¢ parametru gru-
bo$ci materiatu rdzenia. Badania metoda elementéw skonczonych ptyt z rdzeniem
traktowanym jako gruby, tj. wtedy, gdy h, = 0,04 m, 0,06 m, prowadzono dla
nastepujacych modeli tych ptyt:

— modelu podstawowego ptyty i modelu uproszczonego (rysunki 7.1 1 7.2 — pod-
rozdziat 7.1 pracy),

— modelu podstawowego i modelu z wprowadzonym ograniczeniem deformacji
poprzecznej warstw polegajacym na ich zwiazaniu warunkiem jednakowych
ugige,

— modeli uproszczonych, w ktérych siatka rdzenia ztozona jest z dwéch lub czterech

warstw elementéw brylowych — rysunek 8.1 (a) i (b).

(a) (b)

Rys. 8.1. Uproszczony model ptyty zbudowany z dwéch (a) lub czterech
(b) warstw elementéw brytowych w siatce rdzenia

Rysunki 8.2 i 8.3 przedstawiaja wyniki obliczen ptyt o grubo$ci okladzin
h” = 0,0005 m (czgs¢ (a) rysunkéw) i h” = 0,001 m (czg$¢ (b) rysunkéw) Sciskanych

promieniowo na wewngtrznym lub zewngtrznym brzegu.
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Rys. 8.2. Statyczne obciazenia krytyczne ptyt obciazonych na brzegu wewngtrznym
o grubo$ciach oktadzin: (a) h” = 0,0005 m, (b) h” = 0,001 m
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Rys. 8.3. Statyczne obcigzenia krytyczne ptyt obcigzonych na brzegu zewngtrznym
o grubos$ciach oktadzin: (a) h” = 0,0005 m, (b) h” = 0,001 m
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Wartosci krytycznych obciazen statycznych py, ptyt wyznaczone dla réznych mo-

deli MES poréwnano z wynikami otrzymanymi metoda réznic skonczonych MRS

w calym zakresie analizowanych grubosci rdzenia h, = 0,005+0,06 m ptyt. Przed-

stawione na rysunku 8.2 zmiany wartoSci krytycznych obciazen statycznych py,

ptyt obciazonych na brzegu wewngtrznym wyznaczono dla:

— modelu podstawowego plyty — linia 1,

— modelu uproszczonego — linia 2,

— modelu uproszczonego, w ktérym warstwy ptyty zwiazane sa warunkiem jed-
nakowych ugie¢ — linia 3,

— modelu ptyty rozwiazanego metoda réznic skonczonych MRS.

Wartosci minimalnych statycznych obciazen krytycznych plyt $ciskanych na

brzegu zewngtrznym przedstawione na rysunku 8.3 wyznaczono dla:

— modelu podstawowego ptyty — linia 1,

— modelu podstawowego ptyty, w ktérym warstwy zwigzane sa warunkiem jed-
nakowych ugig¢¢ — linia 2,

— modelu ptyty rozwiazanego metoda réznic skonczonych MRS.

Wyréznione krzyzykiem punkty wykreséw dotycza tych przypadkéw plyt, kté-
rych deformacja krytyczna ma inng niz quasi-eulerowska posta¢ wyboczenia.
Wybrane wyniki szczegétowe dla ptyt z rdzeniem o grubos$ci h, = 0,06 m przed-
stawiajq tablice 8.1 1 8.2.

Tablica 8.1. Krytyczne obciazenia statyczne ptyt o grubos$ci rdzenia h, = 0,06 m

obciazonych na brzegu wewngtrznym

G/ Py [MPa]
2 model model Y model Y model 3 model
[MPa] / [m] MRS
podstawowy| uproszczony | uproszczony | uproszczony | uproszczony
5/0,0005 347,54 345,48 440,20 315,53 309,47 406,98
570,001 293,90' 292,68 317,34 288,45 287,84' 312,53
15,82/0,0005| 791,37 774,107 1238,81 684,19" 649,49" 1191,70
15,82 /0,001 689,107 686,66 796,31 659,77 655,17 749,53

}]

— model, w ktérym warstwy zwiazane sa warunkiem jednakowego ugigcia

? _ model, w ktérym rdzef zbudowany jest z podwéjnej warstwy elementéw brytowych
» _ model, w ktérym rdzef zbudowany jest z poczwérnej warstwy elementéw brytowych
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Tablica 8.2. Krytyczne obciazenia statyczne i posta¢ wyboczenia ptyt o grubosci

rdzenia h, = 0,06 m $ciskanych na brzegu zewngtrznym

Pir [MPa]
G,/ m
[MPa] / [m] model Y model
MRS
podstawowy podstawowy
. 189,45 185,68
5/0,0005 149,37 m=12 m=17
570,001 102,86 111,60 113,39
m=9 m=38 m=9
* 571,69 542,70
15,82/ 0,0005 402,44 =14 =27
274,23 318,34 320,63
15,82 /0,001 m=12 m=10 m=12

Y _ model, w ktérym warstwy zwiazane sa warunkiem jednakowego ugiecia

Wyréznione gwiazdka (*) liczby dotycza modeli ptyt, ktérych deformacja krytyczna
ma inng niz globalna, quasi-eulerowska form¢. Przedstawione na rysunkach 8.2
i 8.3 zmiany wartosci krytycznych obciazen statycznych ptyt o réznej grubosci
rdzenia pokazuja dobra zgodno$¢ wynikéw obliczen MRS i MES dla plyt z rdze-
niem S$redniej grubosci h, = 0,005, 0,01, 0,02 m i modeli ptyt w catym zakresie
grubosci rdzenia, w ktorych warstwy zwigzane sa warunkiem jednakowego ugigcia.
Wartosci krytycznych obciazen statycznych modeli MES ptyt z pominigciem
zatozenia o jednakowym ugig¢ciu warstw wyznaczone dla ptyt z rdzeniem grubym
(h, = 0,04 1 0,06 m) sa mniejsze od wartosci obciazen modeli ptyt z uwzglgdnie-
niem tego zalozenia. Znaczne zmniejszenie wartosci obciazen krytycznych mozna
zaobserwowa¢ zwtaszcza dla ptyt z cienszymi oktadzinami h” = 0,0005 m i wigk-
sza warto$cia modutu Kirchhoffa G, = 15,82 MPa materiatu rdzenia. Posta¢ wy-
boczenia moze by¢ silnie zdeformowana, szczeg6lnie w obszarze brzegu obciazonego
(rysunek 8.4) lub brzegu wewngtrznego ptyty (rysunek 8.5). Rysunek 8.4 pokazuje
postacie wyboczenia modeli ptyty o parametrach: G, = 15,82 MPa, h, = 0,06 m,
h” = 0,0005 m, $ciskanej promieniowo na brzegu wewngtrznym (tablica 8.1),

tacznie z globalng postacia utraty statecznosci (rysunek 8.4e).
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(a) P = 791,37 MPa b) P = 774,10 MPa

(©) Pre = 684,19 MPa (d) P = 649,49 MPa

(e) P = 1238,81 MPa

Rys. 8.4. Postacie deformacji krytycznej modeli MES ptyty z rdzeniem grubym
obcigzonej na brzegu wewngtrznym

Deformacje w obszarze brzegu wewngtrznego modelu plyty z rdzeniem grubym
i cienkimi oktadzinami (przypadki wyréznione (') w tablicy 8.2), ptyty obciazonej

na brzegu zewngtrznym, pokazuje rysunek 8.5.

Pk = 149,37 MPa Pk = 402,44 MPa

Rys. 8.5. Postacie deformacji krytycznej modeli MES plyty z rdzeniem grubym $ciskane;j
na brzegu zewngtrznym
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Obliczenia prowadzone w metodzie elementéw skonczonych dla modeli plyt
z rdzeniem grubym ujawniaja wystgpowanie innych niz quasi-eulerowskich form
statycznej utraty statecznoS$ci plyt z rdzeniem migkkim przy znacznie mniejszych
od wyznaczonych w rozwiazaniu wykorzystujacym metodg¢ réznic skonczonych
warto$ciach obcigzen statycznych. Na takie zachowania ptyt z rdzeniem relatyw-
nie grubym zwracaja uwagg autorzy prac [80], [83], [84]. Przedstawione w tych
pracach formy utraty statecznoSci plyt uwzgledniaja deformacje symetryczna
i niesymetryczna struktury z mozliwoscia wystapienia jednostronnej deformacji
oktadzin ptyty [80] i najogélniejszej, podstawowej formy wyboczenia dla hiper-
bolicznego stanu przemieszczen rdzenia [84]. Pokazane na rysunkach 8.6 i 8.7
formy wyboczenia wraz z wyjasniajacymi opisami sa zamieszczone odpowiednio
w pracach [80], [84]. Na wystepujace zjawisko pofaldowania oktadzin w strukturze
warstwowej o malej gestosci materialu rdzenia, traktowane jako rodzaj jej
niestatecznosci, zwraca uwage roéwniez autor ogdlnej pracy [78] o konstrukcjach
warstwowych.

Inne mozliwe formy lokalnych niestatecznosci warstwowych ptyt z rdzeniem
migkkim w odniesieniu do formy ogélnej wyboczenia przedstawiono w pracy [48] —
rysunek 8.8. Przedstawione formy B i D, charakteryzujace si¢ duza degradacja

poprzeczna struktury, sa przyjete jako postacie wyboczeniowego zniszczenia plyty.

M M
o\ FT=TT F AT F
—_— e = —= = ————
S B

a) ' b) c)

a) One-face layer wrinkling, b) antisymmetrical, c) symmetrical wrin-
kling )

Rys. 8.6. Formy deformacji poprzecznej przedstawione w pracy [80]
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Rys. 8.7. Formy utraty statecznosci przedstawione w pracy [84]

A.- GENERAL BUCKLING B.- SHEAR CRIMPING
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Rys. 8.8. Formy wyboczeniowej deformacji struktury przedstawione w pracy [48]

Pokazane na rysunkach 8.4 i 8.5 silne, praktycznie niszczace struktur¢ piyty
deformacje i znaczne w stosunku do plyt o globalnej formie wyboczenia zmniej-
szenie obciazen krytycznych ptyt z rdzeniem grubym wskazuje, na podstawie
uwag zawartych w pracy [84], na wystgpowanie odksztalcen poprzecznych rdzenia
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i konieczno$¢ uwzglednienia w opisie stanu jego przemieszczen zaleznoS$ci nieli-
niowych typu hiperbolicznego [84] lub parabolicznego [81], [82].

Poréwnanie siatek dwéch modeli ptyt o grubosciach h, = 0,005 i 0,06 m zbudo-
wanych z elementéw obrotowosymetrycznych o czterech warstwach elementéw
brytowych w siatce rdzenia, pokazuje tendencje do nieliniowych przemieszczen
weztéw siatki elementow w ugigtej czgsci wyboczonej plyty z rdzeniem grubym —

rysunek 8.9.
(@)

(b)

Rys. 8.9. Przemieszczenia weztéw siatek wyboczonych modeli plyt z rdzeniem cienkim (a)
i grubym (b)

Przedstawiony na rysunkach 8.2a i 8.3a przebieg zmian wartos$ci obciazen py,
ptyt z rdzeniem grubym, w tym szczegdlnie ptyt o wigkszej warto$ci modutu
Kirchhoffa G,, odpowiada linii zmian py, dla formy podstawowej wyboczenia
przedstawionej w pracy [84] i krzywej pokazanej w pracy [80]. Linie zmian
obciazen krytycznych tych ptyt charakteryzuja si¢ wzrostem warto$ci obcigzen
krytycznych wraz z gruboscia rdzenia ptyt do okreslonej gérnej warto$ci granicznej
obciazenia, zgodnie z przebiegiem linii 3 przedstawionej na rysunku 8.10 za-

mieszczonym w pracy [84].
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Zalesnodé obcigien krytycanych od grubosci rdzenia dla
réznych sposobdw uiraty statecznosci: 1~ dla formy globalnej,
2- dla formy miejscowej, 9— dla formy podstawowej

Rys. 8.10. Zmiany obciazen krytycznych Py, ptyt o r6znej grubosci rdzenia ¢
przedstawione w pracy [84]

Wartosci statycznych obcigzen krytycznych plyt z rdzeniem grubym przy za-
tozeniu warunku jednakowego ugiecia ich warstw moga by¢ w zaleznosci od
geometrii struktury i materialéw warstw badanej ptyty w ré6znym stopniu zawyzone.

W celu zbadania zachowan ptyt z rdzeniem grubym poddanych narastajacym
w czasie obcigzeniom przeprowadzono obliczenia ptyt z rdzeniem o grubosci
h, = 0,06 m. Brzeg wewngtrzny plyty obciazano z predkoscia s = 4346 MPa/s,
natomiast zewnetrzny z predkos$cia s = 931 MPa/s. Przyjeto obrotowosymetryczna
posta¢ ugiecia wstgpnego plyt i taka sama posta¢ ich odpowiedzi dynamiczne;j
(m = 0). Obliczeniom metoda elementéw skonczonych poddano model podstawowy
i uproszczony plyt o grubosci oktadzin h” = 0,001 m i modutach materiatéw rdzeni
G, =51 15,82 MPa. Wyniki obliczen modeli ptyt: uproszczonego (metoda MES)
i rozwigzanego metoda réznic skonczonych sa zgodne. Utrata stateczno$ci dyna-
micznej ma forme¢ globalna. Wyniki liczbowe przedstawia tablica 8.3, a ugigcia
ptyt liczonych metoda réznic skonczonych pokazuje rysunek 8.11.

Na rysunkach 8.12 i 8.13 pokazano przyktadowe ugigcia, predkosci zmian ugigcia
i krytyczne deformacje modelu uproszczonego ptyt Sciskanych promieniowo na

brzegu zewngtrznym lub wewngtrznym.
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C1 max
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0 —= i T
0 5 10 ¢ 15

Rys. 8.11. Ugigcia ptyt z rdzeniem grubym $ciskanych promieniowo
na wybranym brzegu plyty

Tablica 8.3. Krytyczne obciazenia py.qy, 1 ugigcia wy, plyt z rdzeniem grubym
h, = 0,06 m o grubosci oktadzin h” = 0,001 m obciazonych na wewngtrznym
lub zewngtrznym brzegu

Pxrdyn [MPa]
brzeg obciazony G, [MPa] Wi [M]

MES MRS

5 304,22 319,24
435.10° 5,07-107

wewnglrzny 695,36 75773
15,82 3,20-10° 4,83-10°

s 183.37 192,06
7,42:107 7,21-107

zewnglrzny 501,70 549,92
15,82 9,26:107 9,17-107

175



0.0175 /-,\
8.01 —_— ’\\‘
2 0.
£
=
0.0125 Py
—_ 3
E S
o o.01 © 0.08 M
H ©
© g
‘O 9.0075
g -
k=) b
S o O .04
<
-]
g
0.0025 o
P
.0000 " o.00 VWYYV
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 .15 0.20 0.25 o,
czas t[s] czas t[s]
U, s
+7. 416202
+6, PAZe03
5 lweos
L5 se2a03
-+ 9dde 03
-+ 36e 03
+3 0303
+2.000=02

42472003
+1 854203
+1 36203
46 180e0d

-L0llel®
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G, =5 MPa, h, = 0,06 m, h" = 0,001 m $ciskanej na brzegu zewngtrznym

0.25
.01 —_—
@
E 0,20}
E ;
= 3
1
;“ o018 S aasf
]
[ 2
© =)
g 3 9.10
o “Q o I
3 4
©.00! o
=<
T
Fg 0.05 |-
a
.000 "‘/ o.
0.00 0.05 .10 o.15 0.20 0.00 0.05 .10 o.15 0.20 *.25 0.30
czas t[s] czas t[s]
U, uz
43.202202
+2 035203
+2 62203
+2.401e03
+2. 134203
e03
+1.601e03
3de03
+1.067202
0de0d
45 336204
+2 668204
£.50le-20

Rys. 8.13. Ugigcia i predkosci zmian ugigcia oraz posta¢ wyboczenia ptyty o parametrach:

G, = 15,82 MPa, h, = 0,06 m, h” = 0,001 m obciazonej na brzegu wewnetrznym
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Obrotowosymetryczna posta¢ wyboczenia ptyty o parametrach G, = 5 MPa,
h” = 0,001 m, h, = 0,06 m, obciazonej na brzegu wewngtrznym, potwierdza takze
wynik obliczen modelu podstawowego ptyty. Ugigcia i predkosci zmian ugigcia
oraz postacie wyboczenia i pokrytycznej deformacji dla t = 0,08 s pokazuje rysu-
nek 8.14. Wyznaczona warto$¢ dynamicznego obciazenia krytycznego wynosi
Prrayn = 278,14 MPa, a maksymalnego ugigcia wg, = 4,33-10° m. W przypadku
plyty Sciskanej na brzegu zewngtrznym wyniki obliczenh MES modelu podstawowego
wskazuja na mozliwo§¢ wystapienia utraty statecznosci przy nizszej wartos$ci
obcigzenia dynamicznego pyayn = 121,93 MPa dla nieobrotowosymetrycznej po-
staci wyboczenia, gdy m # 0, Przebiegi oraz zmiany postaci deformacji ptyty dla
czasu przedkrytycznego i krytycznego przedstawia rysunek 8.15. Réwniez dla
modelu podstawowego ptyty o parametrach G, = 15,82 MPa, h" = 0,001 m dyna-
miczne obciazenie krytyczne jest znacznie mniejsze 1 Wynosi pyayn = 282,96 MPa.
Posta¢ ugiecia nie jest obrotowosymetryczna, a przebieg ugigcia z jego gwaltownym
przyrostem w obszarze krytycznym ma podobny charakter do przypadku przed-
stawionego na rysunku 8.15.

Mozliwos$¢ wystapienia krytycznych i pokrytycznych deformacji ptyt z rdzeniem

grubym h, = 0,06 m i cienkimi oktadzinami h” = 0,0005 m o innej formie wybo-
czenia niz quasi-eulerowska potwierdzaja takze wyniki obliczeh MES modelu
uproszczonego plyty. W przypadku ptyt obciazonych na brzegu wewngtrznym lub
zewngtrznym o module rdzenia G, = 5 MPa utrata stateczno$ci ma formg globalna
dla wartosci obciazen dynamicznych réwnych odpowiednio piyn = 360,72 MPa
lub 245,73 MPa. Zwigkszanie obciazenia ponad warto$¢ krytyczna powoduje
silne deformacje w obszarze brzegu obciazonego — rysunek 8.16.
Wartosci krytyczne obciazen dynamicznych wyznaczono takze dla modelu ptyty
rozwigzanej metoda réznic skoficzonych. S one nastgpujace: Pirayn = 382,70 MPa
dla plyty obciazonej na brzegu wewngtrznym i piwayn = 347,65 MPa plyty Sciskanej
na brzegu zewngtrznym. Wyniki otrzymane dla obu modeli MES i MRS plyt sa
poréwnywalne w przypadku plyty obciazonej na brzegu wewngtrznym (réznica
wartosci pyqy, jest rzedu 22 MPa).
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Rys. 8.16. Przebiegi oraz postacie krytycznej i pokrytycznej deformacji ptyty
o parametrach: G, = 5 MPa, h, = 0,06 m, h" = 0,0005 m obciazonej na brzegu:
(a) wewngtrznym, (b) zewngtrznym
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Rys. 8.17. Wyniki obliczeh MES ptyty Sciskanej na brzegu zewngtrznym o parametrach:
G, = 15,82 MPa, h, = 0,06 m, h" = 0,0005 m

Natomiast istotnie wigksza (o okoto 102 MPa) warto$¢ obciazenia pyqy, plyty
Sciskanej na brzegu zewngtrznym wyznaczona metoda rdéznic skonczonych
potwierdza wczesniejsze obserwacje wartosci obciazen statycznych ptyt z rdzeniem
grubym. Potwierdza ja takze wynik obliczen MES petnego modelu ptyty, dla
ktérego obciazenie krytyczne ma warto$¢ najmniejsza z wyznaczonych dla modeli
tej plyty i wynosi pyayn = 158,24 MPa. Charakterystyki ugigcia i predkosci zmian
ugigcia oraz posta¢ krytycznej deformacji odpowiadaja wynikom ptyty pokazanej
na rysunku 8.15.

Odpowiedz dynamiczna uproszczonego modelu MES ptyty Sciskanej na brzegu
zewngtrznym o module rdzenia G, = 15,82 MPa jest podobna do opisanej dla
ptyty z rdzeniem G, = 5 MPa. Rysunek 8.17 pokazuje globalna forme utraty sta-
tecznosci dynamicznej ptyty dla wartosci obcigzenia pyayn = 576,17 MPa i silna,
pokrytyczna deformacje. Warto$¢ obciazenia py,qy, plyty wyznaczona MRS jest
znacznie wyzsza i Wynosi piayn = 968,08 MPa.
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Przebiegi ugigcia 1 predkosci zmian ugigcia modelu MES ptyty obcigZonej na brzegu
wewngtrznym o module G, = 15,82 MPa i grubosci oktadziny h” = 0,0005 m
pokazuja gwattowny charakter zmian ugi¢¢ wybranych punktéw ptyty potozo-
nych w poblizu srodka i brzegu obciazonego, w przedziale czasu krytycznego
te = 0,18+0,19 s (rysunek 8.18).
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Rys. 8.18. Przebiegi i postacie zmian deformacji w czasie t = 0,161 0,19 s ptyty
o parametrach: G, = 15,82 MPa, h, = 0,06 m, h” = 0,0005 m obciazonej
na brzegu wewngtrznym

Wyniki obliczen zaréwno statycznych, jak i dynamicznych ptyt z rdzeniem
grubym pokazuja znaczne ilosciowe i jako§ciowe réznice zachowan krytycznych
modeli MES i MRS badanych ptyt. Wyznaczone warto$ci obcigzen krytycznych
modeli plyt, ktérych budowa i przyjete zatozenia niejako wymuszaja quasi-
eulerowska forme¢ ich wyboczenia, moga by¢ znacznie wigksze od mozliwych
wartosci rzeczywistych, ktére sugeruja wyniki obliczen modeli MES ptyt pozba-
wione zalozenia o jednakowych ugigciach warstw plyty. Problem dotyczy

zwlaszcza ptyt z cienkimi oktadzinami i rdzeniem z materiatu o wigkszej warto$ci
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modutu Kirchhoffa, a takze zlozonej analizy plyt Sciskanych na brzegu zewngtrznym,
ktérych deformacja przyjmuje posta¢ pofalowana obwodowo.

Rzad wartosci obciazen krytycznych ptyt z rdzeniem grubym jest bardzo wy-
soki. Wyznaczone wartosci obciazen krytycznych, szczegdlnie ptyt z cienkimi
oktadzinami (h” = 0,0005 m) i sztywniejszym rdzeniem (G, = 15,82 MPa) moga
mie¢ znaczenie jedynie teoretyczno-poznawcze, gdyz odpowiadajacy im stan
naprezen w warstwach zdeformowanej plyty nie spetniatby kryteriéw wytezeniowych
przyjetych materialéw warstw.
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9. Podsumowanie

Rozlegly, ze wzgledu na problematyke i zarazem szczegétowy w ocenie wy-
nikéw, zakres podjetych analiz badanych pierscieniowych ptyt tréjwarstwowych
pokazuje zalety przyjetego sposobu rozwiazania sformutowanego zagadnienia
stateczno$ci plyt. Zwiazanie dwéch metod przyblizonych: ortogonalizacji Bubnowa-
Galerkina i dyskretyzacji r6znicami skoficzonymi w numerycznym rozwiazaniu
og6lnego, nieliniowego problemu brzegowo-poczatkowego obrotowosymetrycznych
i niesymetrycznych ugig¢ plyt o niejednorodnej strukturze poprzecznej pozwolito
na szybkie, efektywne uzyskanie wynikéw koncowych otrzymywanych dla r6znych
parametréw opisujacych badany element ptytowy.

O zaletach takiego rozwiazania i mozliwosciach jego wykorzystania w analizach
zagadnien pokrewnych na podstawie przeprowadzonych badan jednorodnej, orto-
tropowej plyty pierscieniowej wspominat autor prac [117], [118].

Przyjete zalozenia upraszczajace opis stanu naprezen i odksztalcen reolo-
gicznej, struktury warstwowej plyty pierscieniowej, ktére na pewno ograniczaja
i rOwniez nie pozwalaja na petlne poznanie jej zachowan, zwtaszcza dynamicznych,
sa koniecznym kompromisem pomigdzy trudnym, ciagle w pelni niemozliwym
opisem obiektu rzeczywistego, a jego bardzo uproszczonym odpowiednikiem —
modelem. Autorzy pracy [3] podkresSlaja: Absolutna doktadnosé¢ to utopia nie-
osiqgalna dla wielu zagadnien nieliniowej dynamiki. Poczucie pewnego niepo-
wodzenia, zmniejszaja jednak stowa profesora niemieckiego G. Kirchhoffa zacy-
towane rowniez w pracy [3]: Celem nauki nie jest objasnianie zjawisk przyrody,
lecz opisywanie ich w sposob petny i najprostszy wskazujace, w potaczeniu ze
stowami wcze$niejszymi, na dazenie do petnego, ale opartego o zatozenia, prostego
opisu zjawisk, ktére towarzyszy poszukiwaniom réznych rozwiazan inzynierskich.

Skuteczno$¢ przedstawionego w pracy rozwigzania dla ptyt ze $rednia gruboscia
rdzenia potwierdza dobra zgodno$¢ wynikéw obliczen z wynikami otrzymanymi
metoda elementéw skonczonych dla przyjetych modeli ptyt. Dla tych ptyt mozna
uwazaé, iz zatozony w pracy cel zostal osiagnigty. Liczne wyniki szczegdtowe,
przebiegi ugie¢ dynamicznych, obrazy deformacji, analizy wyt¢zeniowe tworza
catosciowy obraz mozliwych zachowan krytycznych i pokrytycznych tréjwar-
stwowych plyt pierScieniowych, z lepkosprezystym, piankowym rdzeniem i réznymi

niedoktadnosciami poczatkowego ksztattu geometrycznego.
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Rézny iloSciowy udzial wielkoSci wpltywajacych na charakter dynamiczne]
odpowiedzi ptyt jest mozliwy do przewidzenia w ogdlnej ocenie jakoSciowej, np.:
wzrost sztywnosci rdzenia ptyt zbliza warto$¢ krytycznego obciazenia dynamicznego
do wartosci obcigzenia statycznego, do tych warto$ci daza réwniez krytyczne
obciazenia dynamiczne ptyt o pofalowanych obwodowo postaciach wyboczenia,
zmniejszenie wartosci krytycznych obcigzen dynamicznych wystepuje takze dla
plyt obciazonych z mniejsza intensywnoscia i ptyt o duzej imperfekc;ji.
Zaobserwowana mozliwo$¢ wystapienia nizszych warto$ci krytycznych obciazen
dynamicznych od wartosci minimalnego, krytycznego obciazenia statycznego,
odpowiedzi dynamiczne ptyt z dodatkowymi, r6znej skali nieregularnosciami ksztattu
poczatkowej geometrii i poddanych obciazeniom narastajacym z rézng intensyw-
no$cia oraz wystgpujace zmiany postaci deformacji krytycznej modeli MES plyt
sa wybranymi przyktadami odpowiednich analiz, dla ktérych napotkane trudnosci
w ocenie stanu krytycznego sa potwierdzeniem przyjetego, w podrozdziale 2.1
pracy, sformutowania towarzyszacego poszczegdlnym analizom badanych ptyt.
Udzial wielu parametréw wplywajacych na rézne, czgsto odmienne odpowiedzi
elementu zakldca obraz catos$ci i wowcezas w naturalnym dazeniu do poznania
chocby tylko ogélnego mechanizmu jego zachowan rosnie rola efektywnego spo-

sobu rozwigzania.

9.1. Stan krytyczny tréjwarstwowych plyt pierscieniwych —
spostrzezenia i wnioski koncowe

Waznym, podjgtym w pracy, elementem oceny stanu krytycznego tréjwar-
stwowych ptyt pierscieniowych jest analiza plyt, ktérych utrata statecznos$ci, a szcze-
g6lnie stateczno$ci dynamicznej, ma posta¢ obwodowych pofalowan. Uogdlnienie
badan numerycznych na przypadki zaréwno symetrycznych, jak i niesymetrycznych
postaci wyboczenia ptyt, w tym roéwniez plyt z rdzeniem lepkosprezystym, zrealizo-
wano poprzez: sformutowanie odpowiednich réwnan podstawowych, wyprowadze-
nie ogdlnej, rozbudowanej postaci réwnan rézniczkowych (5.13), (5.20), (5.17),
(5.18), (5.10), (5.11) (opis — podrozdziat 5.1 pracy) dla ptyty z rdzeniem o reologicz-
nych wiasciwosciach, rozwiazanie analityczno-numeryczne wykorzystujace przybli-
zong metod¢ réznic skonczonych, przeprowadzenie wielu szczegétowych analiz.
Dopetieniem sg wyniki obliczen prowadzone z wykorzystaniem metody elementéw

skonczonych dla przedstawionego modelu tréjwarstwowej ptyty pierScieniowe;.
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Obserwacje dotyczace stanéw krytycznych plyt jako odpowiedz na nastgpujace,
praktycznie wazne pytanie:

od czego uzalezniona jest warto$¢ minimalnego obciazenia krytycznego

1 postaé utraty statecznosci trojwarstwowej plyty pier§cieniowej?

beda stanowity tres¢ przedstawionych ponizej spostrzezen i wnioskéw koncowych:
— minimalne warto$ci krytycznych obciazen statycznych odpowiadaja obroto-
wosymetrycznej (m = 0) postaci wyboczenia ptyt $ciskanych promieniowo na
wewngtrznym brzegu, réwniez odpowiedZ dynamiczna plyt dwustronnie
utwierdzonych przesuwnie i ciskanych promieniowo na brzegu wewngtrznym
odpowiada tej postaci wyboczenia,
— minimalne warto$ci krytycznych obcigzen statycznych i dynamicznych ptyt
Sciskanych na brzegu zewngtrznym wystepuja dla pofalowanych obwodowo
postaci utraty statecznosci ptyt:
~ liczba m fal przy obciazeniach statycznych ro$nie ze wzrostem sztywnosci
rdzenia ptyt,

~ liczby m = 5, 6, 7 charakteryzuja postacie wyboczenia odpowiadajace mi-
nimalnym obcigzeniom dynamicznym analizowanych ptyt z oktadzinami
o grubosci h” = 0,001 m,

~ dla wigkszej liczby m fal wyboczenia ptyt moze wystapi¢ spadek wartos$ci
krytycznych obciazen dynamicznych ponizej wartosci minimalnego, kry-
tycznego obciazenia statycznego ptyty, wowczas Ky < 1,

~ liczba m fal wyboczenia dla pewnych przypadkéw badanych modeli ptyt
moze zaleze¢ od liczby punktéw dyskretyzacji N modelu obliczeniowego
ptyty w przyblizonej metodzie rozwiazania réznicami skonczonymi,

~ trajektorie dynamicznych ugi¢¢ ptyt réznig si¢ dla ptyt o duzej (m > 3)
i matej (m < 4) liczbie obwodowych fal wyboczenia,

— swobodny brzeg ptyty obniza warto$¢ jej krytycznych obcigzen statycznych,

— liczba m fal wyboczenia ptyt Sciskanych statycznie na brzegu zewngtrznym
ro$nie ze wzrostem ilorazu p, jej promieni r,, i r,, minimalna warto$¢ krytycznego
obciazenia statycznego ptyt Sciskanych promieniowo na brzegu wewngtrznym
wystepuje dla p,, = 0,4 Iub 0,5,

— spadek intensywnosci (predkos$ci) narastania obcigzen i wzrost ugigcia poczatko-

wego plyt znacznie zmniejsza warto$¢ ich krytycznych obciazen dynamicznych,
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— krétkie, liniowe w czasie obciazanie, jako typ obciazenia quasi-impulsowego,
nie zmienia warto$ci obciazen krytycznych plyt tréjwarstwowych z rdzeniem
lepkosprezystym o wysokiej wartosci stalej lepkosci jego materiatu, wyzna-
czonych dla podobnych ptyt z rdzeniem sprezystym:
~ dopiero kilkukrotne zmniejszenie rzedu wartosci stalej lepkos$ci przyjetego
materiatu pianki poliuretanowej rdzenia, opisanego modelem standardowym
osrodka liniowo lepkosprezystego, skraca czas do utraty statecznoS$ci
dynamicznej ptyty,

~ dzialanie stalego w czasie obciazenia wywoluje wzrost ugie¢ plyt z rdze-
niem lepkosprezystym,

— maksymalne warto$ci naprezen krytycznych w warstwach plyt dwustronnie
utwierdzonych i $ciskanych promieniowo na brzegu wewngtrznym sa bardzo
wysokie,

— najnizsza, podstawowa warto§¢ czegsto$ci drgan wilasnych ptyt dwustronnie
utwierdzonych przesuwnie, niezaleznie od warto$ci ich parametréw materia-
towych i geometrycznych, odpowiada obrotowosymetrycznej postaci drgan
gietnych,

— plyta rozciagana promieniowo na brzegu wewngtrznym traci stateczno$¢
w postaci silnie pofalowanej obwodowo m = 7+12:
~ liczba m fal wyboczenia i warto$ci odpowiadajacych im krytycznych

obciazen statycznych rosna ze wzrostem sztywnosci plyty,
~ minimalne wartos$ci obcigzen krytycznych ptyt dwustronnie utwierdzonych

lub podpartych przegubowo sa poréwnywalne.

9.2. Kierunki kontynuacji badan numerycznych statecznosci
tréojwarstwowych plyt pierscieniowych

Bezposredni, mozliwy kierunek prowadzenia dalszych badan statecznos$ci
tréjwarstwowych ptyt pierscieniowych wynika z zaobserwowanych réznic wartosci
obciazen krytycznych modeli MRS i MES ptyt z rdzeniem grubym (rozdziat 8
pracy). Wyniki obliczen prowadzone metoda elementéw skonczonych modeli
badanych plyt, w tym szczegdlnie plyt z cienkimi oktadzinami i rdzeniem o wyzszej
warto$ci modutu Kirchhoffa, sygnalizuja mozliwos¢ wystgpowania innych niz
quasi-eulerowskich form wyboczenia. Ich szczegélowe zbadanie dla réznych

przypadkéw ptyt z rdzeniem grubym wymagaloby rozwinigcia otrzymanego
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rozwiazania wykorzystujacego metodg réznic skonczonych do nowej efektywnej
jego postaci wyrazonej zmodyfikowana forma uktadu réwnan rézniczkowych
opisujacych ugigcia ptyty z grubym rdzeniem, ktérego deformacj¢ poprzeczna
opisywatby ogdlniejszy hiperboliczny lub paraboliczny zwiazek nieliniowy.
Otrzymanie nowego rozwigzania numerycznego istotnie zwigkszytoby uniwersalno$¢
rozwiazania zaproponowanego w pracy i zakres poznania zagadnienia.

Oczywistym, koniecznym uzupetnieniem podj¢tych badan jest uwzglednienie
wplywu réwniez obciazen termicznych dziatajacych na reologiczna strukture
plyty, rozwiazujac problem dla liniowych, a takze nieliniowych poprzecznych
Zmian temperatury.

Inne mozliwe kierunki kontynuacji badan pier$cieniowych ptyt o strukturze
warstwowej, przektadkowej, wynikaja z rosnacych zainteresowan okreslonymi
dziedzinami nauki, np. dotyczacymi zagadnien termodynamicznych, elektrody-
namicznych, a takze rozwijanych obecnie magnetosprezystych [3], [119].

Ciagle ro$nie réwniez znaczenie idei aktywnego sterowania ,,pracg”’ elementu
konstrukcyjnego, traktowanego jak tzw. konstrukcja inteligentna, ktdra jest np.
inteligentna ptyta z wbudowanymi czy roztozonymi na jej powierzchni czujnikami,
elementami wykonawczymi (np. piezoelektrykami, materiatami z pamigcig
ksztattu), elementami uktadu sterowania, zasilania, zwigkszajacymi np. efektyw-
no$¢ tlumienia drgan [3], [108]. Poprawe efektu thumienia drgan moze spetnia¢
takze elektroreologiczny czy magnetoreologiczny material rdzenia plyty, ktérego
lepkie wiasciwosci uaktywnia dziatanie pola elektrycznego czy magnetycznego.
Przyktadowymi, wybranymi pracami prezentujacymi rozwigzania zagadnienia
drgan ptyt pier§cieniowych wzbogaconych o wymienione elementy sa publikacje
[107], [120]. Stosunkowo mato skomplikowana modyfikacja przedstawionych
w pracy zwiazkéw fizycznych lepkosprezystego materiatu rdzenia do opisu
zwiazkow dla tzw. cieczy elektroreologicznej pozwolitaby na szybkie uzyskanie
rozwigzan dla pokrewnej struktury ptyty i tego samego zagadnienia statecznosci.

Kierunek kontynuacji badan stanéw krytycznych analizowanych ptyt moze
wyznacza¢ roéwniez ztozona z wielu pierScieniowych elementéw poprzeczna
struktura plyty. Ptyte taka okreSla si¢ mianem ptyty wielopierscieniowej. Na rosnace,
praktyczne, inzynierskie zainteresowanie takim elementem konstrukcyjnym,

zwracaja uwage autorzy pracy [24].
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Summary

Dynamic stability of three-layered annular plates
with viscoelastic core

The solution of the layered, in this work three-layered, annular plates leading
to the evaluation of their critical loads is very often limited to the solution of the
special case of plates with the axially-symmetrical form of buckling. The possibility
of the loss of plate stability, particularly for plates loaded on the outer perimeter,
in the form of several or even a dozen or so circumferential waves corresponding
to the minimal value of plate critical load requires realization of the complex,
general solution of the problem with using the numeric methods. The solution
based on the approximate methods: orthogonalization and discretization with
finite differences for three-layered plate structure composed of geometrically
nonlinear, thin outer layers and soft, thicker core with viscoelastic properties is
presented in this work. Obtained values of critical, static loads of plates and the
time histories of maximum plate deflections are the results of calculations. The
critical values of time, load and deflection, which determine the dynamic response
of examined plate have been denoted for the accepted criterion of the loss of plate
dynamic stability. The detailed analysis of plates critical behaviours have been
conducted for various plate parameters, like: geometrical, material, connected
with the load and initial shape imperfections. Among other things, one can take
notice of the observed cases of decrease in the values of critical, dynamic loads
below the values of critical static loads of plates.

The results of calculations of plate models built by means of finite element
method using the ABAQUS system complement the leaded analysis. The mean of
FEM model building has been presented. The division of material properties in
plate transverse structure and different participation of component layers (facings
and core) in carrying the normal and shearing loads have been included in modelling.
The exemplary FEM calculations confirm the results obtained using the finite
difference method but some changes in the buckling forms of FEM plate models
have been observed. The importance of stress analysis in complex evaluation of
examined plates has been noticed. Comparing the calculation results of two methods:

finite difference and finite element for plates with various core thickness, the
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comments on calculations for plates with thick core have been presented. Results
show the consistency of values of critical loads for plates with medium core
thickness. The differences are observed for plates with thick core. The existence
of the other than global forms of buckling with lower values of critical loads for
plates with thick core has been indicated.

The final remarks and conclusions in the recapitulation of work create the
practical view of stability behaviours of analysed plates. The whole of undertaken
investigations, which are presented in this work, could be the important comple-

ment to continually studying problems of plate stability.
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