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Stowo wstepne od autorow

Pierwsza czg$¢ podrecznika jest przeznaczona dla studentéw wszystkich kierunkéw
konstrukcyjnych i technologicznych, wydzialéw mechanicznych wyzszych szkét
technicznych.

Ze wzgledu na pierwszy kontakt studentdw z problemami wytrzymatosci
materialow i konstrukcji dobierano zadania stosunkowo proste.

Omoéwiono metodyke i metody rozwiazywania zadan. Duzy nacisk potozono na
precyzyjne sformulowanie tresci zadan. Wiele zadan zostalo rozwigzanych z bardzo
szczeg6towym opisem rozwigzan na przyktadach liczbowych.

Autorzy uwazaja, ze najprostszag drogag do nauczenia si¢ poprawnego
rozwigzywania zadan przez studentdw jest samodzielne ich rozwiazywanie, dlatego
zamiescili w zbiorze zadan duzg liczb¢ zadan do samodzielnego rozwiazania, podajac
koncowe wyniki rozwiazania.

Autorzy planuja wydanie drugiej czg¢sci zbioru zadan z wytrzymatosci materiatow
przeznaczonego gléwnie dla studentéw kierunkéw konstrukcyjnych. Przewiduje sig¢
zamieszczenie w nim zadan bardziej zlozonych, w tym zwlaszcza z wytrzymatosci
zlozonej, belek, ram i tukéw statycznie niewyznaczalnych, pityt i powlok oraz
statecznosci konstrukcji.



1. NAPREZENIA I ODKSZTALCENIA W PRECIE
ROZCIAGANYM (SCISKANYM)

1.1. Wprowadzenie. Podstawowe oznaczenia, wzory i definicje

Rozpatrzmy bardzo prosty przypadek prgta o srednicy d (z ang. diameter)
o dlugosci [ (length) zamocowanego przegubowo na gérnym koncu i obcigzonego sitg
skupiong F' (force) na dolnym koncu (rys. 1.1), przylozona w srodku cigzkosci przekroju
poprzecznego.

Rys. 1.1

Dla uproszczenia ci¢gzar wlasny preta pominiemy. Wtedy w dowolnym przekroju
poprzecznym preta dziala wewngtrzna sita normalna N (normal force) réwna sile
obciazajacej F, co wynika z réwnowagi sit dzialajacych na wydzielona czes$é preta,
pokazanych na rys. 1.2



Rys. 1.2

Zgodnie z zasada de Saint-Venanta, w przekrojach poprzecznych prgta dostatecznie
odlegtych od punktéw przylozenia sit skupionych (w rozpatrywanym przypadku — w
przekrojach odlegtych o co najmniej 1,5 d od koncéw preta) rozklad naprezen
normalnych o (prostopadtych do przekroju poprzecznego) mozna przyjaé jako
réwnomierny. Napr¢zenia normalne o oblicza si¢ wtedy ze wzoru

6=X, (1.1)

gdzie A (z ang. area) jest polem powierzchni przekroju poprzecznego pre¢ta. Dla preta
o przekroju kotowym

_nd’
4

A

W wytrzymalosci materialéw najczg¢sciej stosowang jednostka napr¢zenia jest
megapaskal [MPa], czyli meganiuton na metr kwadratowy

1MPa=1M—12V=106 Nz =1 Nz.
m m mm

Na skutek sit rozciagajacych dziatajacych na pret o dlugosci [ nastgpuje przyrost
jego dhugosci Al. Zgodnie z prawem Hooke’a przyrost dtugosci 4/ mozna obliczy¢ ze
wzoru

n=M_o (1.2)
EA E
gdzie E jest modulem Younga (stala sprezysta materialu preta). Po wprowadzeniu

oznaczenia,

e=%, (1.3)

ktore jest odksztalceniem wzglgdnym w kierunku osi preta, wzér (1.2) mozna zapisaé
W postaci

£= (1.4)

S
o



Jest to liniowa zaleznos¢ migdzy odksztalceniem i napr¢zeniem, zwana prawem
Hooke’a.

W trakcie rozciagania rozpatrywanego preta rosnie jego dlugo$¢ natomiast maleje
jego srednica. Zmiana $rednicy, w granicach stosowalnosci prawa Hooke’a, zalezy od

stalej materialowej v, nazywanej najczg¢sciej liczba lub wspétczynnikiem Poissona.
Wielkosc¢ ta jest definiowana jako

v=—;’, (1.5)

Ad
gdzie €, = e jest wzglednym odksztalceniem w kierunku poprzecznym (prostopadiym
do osi preta).

Ze wzoru (1.5) wynika, ze

€ =—VE=—-V

) (1.6)
a zmiana wymiaru Srednicy pregta
Ad =¢, d=—~v2d.
E

Dla materialéw izotropowych wartos¢ liczby Poissona zawarta jest w przedziale
0<v<0,5. W przypadku stali przyjmuje si¢ v = 0,3.

Warunek bezpiecznego projektowania pretéw rozciagganych ze wzgledu na
wytrzymalos¢ jest nastgpujacy

O, SO

@it

(1.7)

rdop °

gdzie ¢, (czgsto oznaczane przez k,) jest napr¢zeniem dopuszczalnym na rozciaganie

rdop
dla danego materiatu i elementu konstrukcji.
Naprezenie dopuszczalne na rozciaganie jest definiowane jako

o k, =—t=—" (1.8)

rdop = r

gdzie: R, — granica plastycznosci materiatu preta,
R,, — wytrzymalos¢ na rozciaganie,
n;, n, — wspélczynniki bezpieczenstwa (liczby wigksze od jednosci zalezne od
wielu czynnikow).

Wielkosci R,, R, sa wyznaczane w laboratoriach zgodnie z odpowiednimi
Normami. Podane wzory (1.1)+(1.8) sa stuszne dla pryzmatycznych (o stalym przekroju
poprzecznym) pretéw o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego. ‘

W pretach sciskanych wewnetrzna sita normalna N jest ujemna. Przy zalozeniu,
ze pret Sciskany nie ulegnie wyboczeniu (nie przejdzie do innej niz prostoliniowa
postaci rdwnowagi), mozna przy analizie jego napr¢zen i odksztalcen stosowaé wzory
(1.1)+(1.6), natomiast wzory (1.7) i (1.8) przyjmuja postac



fo.c‘max - cdop’
R, R (1.9)
o-cdop = kc =—*t= _C’
LT
gdzie: R, — granica plastycznosci materiatu preta przy sciskaniu,

R, — wytrzymatos¢ materiatu preta na Sciskanie,
n;, n; — wspolczynniki bezpieczenstwa (n; > 1, n, > 1),

o = k, — naprg¢zenia dopuszczalne na sciskanie.

cdop
Dla pretéw poddanych obcigzeniu ciagtemu g réwnoleglemu do osi preta (w precie
pionowym np. ci¢zarowi wlasnemu) sila normalna N, napr¢zenie o, odksztalcenie &
1 przemieszczenie u s3 funkcja wspolrzednej x, okreslajacej polozenie rozpatrywanego
przekroju poprzecznego.

W tym przypadku odksztalcenia wzgledne &x) i przemieszczenia u(x) przekrojow
zwiazane s3 zaleznos$cia

_du

£E=—. 1.10
I (1.10)

W pretach sila normalna N jest sila wewngtrzng prostopadla do przekroju
poprzecznego preta. Aby obliczy¢ sit¢ normalng N w dowolnym przekroju preta, nalezy
dla ,,odcigtej myslowo” czesci preta napisa¢ sumg rzutéw sit na o$ preta. W sumie
rzutéw sit uwzgledniamy sil¢ N oraz wszystkie sily zewngtrzne (czynne i bierne)
dzialajace po jednej stronie rozpatrywanego przekroju. Sita normalna jest dodatnia, gdy
jej zwrot jest na zewnatrz rozpatrywanego przekroju, czyli gdy pret w rozpatrywanym
przekroju jest rozciagany (rys. 1.2).

1.2. Przyklady obliczen pojedynczych pretow rozciaganych
i/lub $ciskanych

Zadanie 1.1. Pret stalowy o module sprezystosci, E = 2-10° MPa, dlugosci [ = 1 m i polu
powierzchni przekroju poprzecznego A = 10m’ jest rozciagany sita F = 10 kN.
Obliczy¢ wartos¢ napr¢zen o dziatajacych w precie, odksztalcenie wzgledne € preta oraz
przyrost dlugosci Al. Cigzar wlasny preta pominac.

Rozwigzanie. Sila normalna N w rozpatrywanym precie ma stalg wartos¢ we
wszystkich przekrojach i wynosi

N=F=10kN=10"2MN.

Napre¢zenie normalne

2
o=N_10"MN _ 00 MPa.
A 107 m?

Odksztalcenie wzgledne



o0 10OMPa g\
E 2-10MPa

Przyrost dtugosci preta
Al=¢-1=5-10"-1m= 0,5 mm.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze przy stosunkowo duzych napr¢zeniach (o = 100 MPa) od-
ksztalcenia preta stalowego sg bardzo mate.

Przyrost dtugosci Al stanowi zaledwie 0,05% dtugosci poczatkowej preta. Okaze sig¢
to bardzo istotne przy okreslaniu przemieszczen we¢zléw kratownic lub ukladow
pretowych.

Zadanie 1.2. Pr¢t o skokowo zmiennym polu powierzchni przekroju poprzecznego jest
zamocowany na gérnym koncu i obcigzony jak pokazano na rys. 1.3. Narysowac
wykresy sit normalnych N i napr¢zen normalnych o oraz obliczy¢ zmiang dlugosci preta
Al Cigzar wlasny preta pominaC. Przyjaé, ze czgsci Sciskanej prgta wyboczenie nie
zagraza.

Dane:

L =2a,1,=3a, l;=a=02m; A =4-10"*m?, A, =A;=8-10"*m?;

Fg =10kN,F. =80kN,F, = 20kN,

E=2-10°MPa.

10



Rozwigzanie. Pret trzeba podzieli€ na trzy przedzialy. Granice przedziatéw to:
poczatek preta, zmiana pola powierzchni przekroju poprzecznego, punkt przytozenia sity
oraz koniec prg¢ta. Rozpatrywany pret jest pretem tréjprzedzialowym, a granicami
przedzialéw sa przekroje A, B, C, D. Przyjmijmy poczatek osi x w punkcie A i skierujmy
ja do dotu wzdluz osi preta. Reakcje R, oblicza si¢ z sumy rzutéw na o$ x wszystkich sit

dziatajacych na caty pret (rys. 1.4).
) F.=>-R,~F,+F.—F, =0,
R, =—Fy+F —F,.

Po podstawieniu danych otrzymano
R, =50kN.

Na rysunku 1.4 pokazano czg¢sci preta odcigte przekrojami w przedziatach pierwszym
(0 x<2a),drugim (2a < x<5a)i trzecim (5a < x < 6a) oraz wykresy sit normalnych N

1 napr¢zen normalnych o

0 NN, @ O _[MPa]
Q
=O=ki THF 9
3 ‘ﬁ
xz=2a s
. g
r —+— 3
i T E=e
. N, Z ks
. 2 _ ks
* < X-=3a o
= I —
| ||' - L =
| z'"g xD=6a§ Q
B
F, Yy KO A
Rys. 1.4

Zwroty sit normalnych N,,N,,N,nalezy rysowa¢ zawsze od przekroju, tzn. zaklada¢

dodatnie wartosci sit normalnych. Z definicji sit normalnych wynika, ze:
N, =R, =50kN dla 0<x<2ag;

11



Ujemna warto$¢ sity N, oznacza, ze pret w przedziale trzecim jest Sciskany.

Napr¢zenia normalne obliczone zgodnie ze wzorem (1.1) wynosza

_ N, _ _50kN _50-10°MN

o =—L= = =125 MPa,
A 4-10%m 4-107m?
o, =22 =75 MPa
A2
N
03 =—2>=-25MPa.
A3

Zmiang¢ dlugosci calego preta oblicza si¢ jako sum¢ zmiany dlugosci jego przedziatléow
(aby mozna korzysta¢ ze wzoru (1.2) wielkosci N; 1 A; musza by¢ wielkosciami
statymi)

Nl'll +N212+N3l3 =N1'2a+N2'3a+N3'a=

Al = Al +Al, + Al =
EA, EA, EA,  EA EA,  EA,

_ 2;161 N 301'520 + "g“ = 0,250 mm + 0,225 mm — 0,025 mm = 0,45 mm.

Wartos¢ Al > 0 oznacza, ze pret jako calos¢ wydtuzyt si¢ (pierwsze dwa przedziaty preta
wydluzyly sig, a trzeci ulegl skréceniu o 0,025 mm) .

Zadanie 1.3. Obliczy¢ najmniejsza $rednicg preta, obciazonego jak pokazano na rys. 1.5,
aby zapewni¢ bezpieczng jego pracg¢ ze wzgledu na wytrzymalo$é materiatu. Cig¢zar
wlasny preta pomina¢. Dane liczbowe: F; = 20 kN, F, = 50 kN, 6,4, = 150 MPa,
E =2-10°MPa, v = 0,3. Po obliczeniu i przyjeciu wymiaru $rednicy obliczyé jej zmiang
spowodowang obciazeniem preta.

12



Rozwigzanie. Przy stalej $rednicy pr¢ta maksymalne naprezenie rozciagajace
wystepuje w przedziale, w ktérym dziata maksymalna sila normalna. W rozpatrywanym
precie maksymalna sita normalna N, dziala w przedziale 0 < x < /1 wynosi

N =F +F, =T70kN .
Maksymalne napr¢zenia rozciagajace

Nmax — 4Nmax

Grmax A - ndZ .

Z warunku (1.7) otrzymano

4Nmax < crdop ’
ndZ
a zatem
-3
4-70-10" MN 00244 m.
70 1dop 7 -150 MPa

Przyjeto pret o Srednicy d = 0,025 m = 25 mm, gdyz prety o takiej srednicy produ-
kowane sg przez huty. Dla pr¢ta o takiej srednicy naprezenia rozciagajace wynosza:
w przedziale 0 < x </

-3
g = Ninax _ 4Nmzalx _ 4K +2F2) _ 4-70-10 M12V —142.6 MPa:
A m d 7 -(0,025 m)
w przedziale [ < x <3
. . _3
o = N, _4F, _4-50-10"MN - 1019 MPa

" A m? (0,025m)?

1 sa mniejsze od napr¢zenia dopuszczalnego na rozciaganie Gy, = 150 MPa. Zmiang
srednicy Ad mozna w rozpatrywanych przedziatach preta obliczy¢ ze wzoru (1.6)

Ad=e,-a’=—v2-d,
E

a zatem w rozpatrywanych przedziatach

ady =—03228MPA (035 m =~ 0,53-107 m = — 0,0053 mm,
210°MPa

Ady = 0322 MP2 605 m =~ 038107 m = — 0,0038 mm.
210° MPa

Jak wida¢, zmiana (zmniejszenie) Srednicy preta jest tak mala, ze trzeba uzy¢ bardzo
precyzyjnych przyrzadéw pomiarowych, aby ja zmierzy¢.

13



Zadanie 1.4. Dla pre¢ta o skokowo zmiennych srednicach, obciazonego jak pokazano
na rys. 1.6, sporzadzi¢ wykresy sil normalnych, obliczy¢ s$rednice d;, d,, d;
oraz skrocenie odcinka AB. Dane liczbowe: F; = F, = 2kN, F; = 1,5kN,

O raop =k, =120MPa, Gy, =k, =80 MPa, I, =02m, [, =03m, l; =0,25m,

E =2-10° MPa. Cigzar wlasny preta pominag.

Rys. 1.6

Rozwiagzanie. Rozpatrywany pret jest tréjprzedziatowy o dlugosciach przedziatow
I}, 1,, I . Sity normalne dzialajace w poszczegdlnych przedziatach obliczono z réwnan

roOwnowagi sit dzialajacych na odcigte myslowo elementy preta pokazane na rys. 1.7. Na
rysunku tym pokazano rowniez wykres sit normalnych.

14



0 N=-2N g NIKN]
N, S
- x=l
F
_&—}____.
N,
xp=li+l;
= —4kN
N, "
+
F, N,=1,5kN
v, ¥
Rys. 1.7
Przedziat 0<x </
_Hh_ 4
1 A ﬂdlz
Z warunku wytrzymatosci na $ciskanie
\6]‘ % chop b4
’Gl’ = 4‘N1\ = O cdop >
nd]Z P
otrzymano
N 2107
d, > 4, | =\/4 e lU" MY 2610,
70 cjop 7 -80 MPa

Przedzial [, < x<I, +1,

N, =—F, — F, =— 4kN,

15



Z warunku wytrzymatosci na Sciskanie otrzymano

=7,98-10"m.

i 4'N2 \[4 4.10° MN
2= o 780 MPa

Przedzial | +1, 2 x5l +L,+14

N, = F; =15kN,
g, = L —4N§ .
A3 TCd3

W przedziale tym sila normalna jest dodatnia, czyli w tym przedziale prgt jest roz-

ciagany.
Z warunku wytrzymatosci na rozciaganie

6,<0C

rdop °

otrzymano
4 .15-1073

dy > Ny = flo-l0" MY _ oo9.100m.
70 14op 7-120 MPa

W praktyce inzynierskiej prawdopodobnie przyj¢to by nast¢pujace srednice preta:
d, =5,7Tmm,
d, =8,0mm,
d; =4,0mm.

Nalezy zwréci€ uwagg, ze przyjete srednice sa wigksze od obliczonych, aby nieréwnosci
0,/<6.4,, [0,|<0

cdop > cdop 1 O3 <O, byly spetnione.

Zmiana dlugosci odcinka AB preta wynosi

. — — . . . _3 .
A12=N2 [, =4( F-F)-l __ 4-4-10°"MN -0,3m e 40 L S — D

EA, Emd3 2-10° MPa - x(8 10 m)*

Réwnowage preta zapewnia reakcja dzialajaca w przekroju przechodzacym przez
punkt B

Zadanie 1.5. W wiszacym pionowo precie pryzmatycznym obliczy¢ w przekroju
poprzecznym preta okreslonym wspétrzedng x (rys. 1.8): site¢ normalng N(x), napre¢zenie
normalne ofx), odksztalcenie wzgledne &x), przemieszczenie pionowe u(x) wywolane
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jego cigzarem wiasnym. Pret o polu powierzchni przekroju poprzecznego A = const
i dtugosci [ (rys. 1.8) jest wykonany z materiatu 0 module sprezystosci E i ggstosci p .

NN
=
N N(x)
X X
Rys. 1.8

Rozwigzanie. Cigzar wlasciwy materiatu prgta y=p- g . Cigzar odcigtej (dolnej)
czesci preta o objetosci V(x) = A(l — x) wynosi

G(x)=V(x) y=Apg(l-x)

Sita normalna w przekroju preta okreslonym wspéirzgdna x jest rowna
N(x) = G(x) =A-p-g(l-x).

Napr¢zenie normalne w tym przekroju wynosi

o(x)= %) gl —x).

Odksztalcenie wzgledne

G(X) ~Ps

e(x)=——1-= =

[ —x).
Przemieszczenie u(x) oblicza si¢ z réwnania (1.10)

du
l-
I E( x),

2
u(x) = Ipfg(l—x)dx=pfg(lx—%)+C.

Z warunku brzegowego u(0) = 0 wynika, ze stala catkowania C = 0, a zatem

12 66%5 0
BIBLIOTEKA PL "



Najwigksze napr¢zenie o 1 odksztalcenie € wystgpuja w przekroju poprzecznym
okreslonym wsp6irzgdna x = 0 1 wynosza:

Grmax = pgl’
8max = p—gl
E

Maksymalnego przemieszczenia doznaje dolny koniec preta (x = ) i przemieszczenie to
wynosi

pgl’
N=Al=P8"_
u(l) T

Sit¢ normalng w rozpatrywanym prgcie mozna obliczy¢ w inny sposob, wychodzac
z rbwnowagi sit elementu preta o dtugosci dx (rys. 1.9)

N(x)
N(x)+dN(x)
Rys. 1.9

D F,=-N(x)+dG(x)+ N(x)+dN(x) =0,

dN (x) =-dG(x),

dG(x)=7v-dV(x)=7Y-A-dx =pgAdx,

dN(x)=—p- g - Adx,

dN(x) _
i

_p.g.A,

N(x) = j(—pgA)dx,

N(x)=—pgA-x+C.

Z warunku brzegowego (N),.,= N(]) = 0 otrzymano

18



C=pgAl
a zatem
N(x)=pgA (I -x).

W pretach obcigzonych sitami zewngtrznymi F; i cigzarem wlasnym, skutki dziatania
tych obciazen w postaci napr¢zen, odksztalcen i przemieszczen mozna obliczaé, stosujac
zasad¢ superpozycji. Zasad¢ superpozycji, zwang zasada niezaleznosci dzialania
obciazen, wolno stosowac dla uktadéw liniowo spr¢zystych (liniowa zalezno$¢ migdzy o
i & oraz dla malych przemieszczen (liniowa zalezno$¢ migdzy € i u). Zasada
superpozycji pozwala zamiast lacznego badania kilku obciazen, bada¢ oddzielnie
dzialanie kazdego z tych obciazen, a otrzymane wyniki rozwigzania tych samych
wielkosci w tym samym punkcie sumowac algebraicznie. Na przyklad naprg¢zenie
w precie wywolane sila zewngtrzng F i cigzarem wiasnym G wynosi 6 =6, +0; .

1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.6. Dla pr¢ta o wymiarach:

L,=3m, l,=1m, l;=15m,

A =2-10"m?, A, =A,=4-10"m?,

obcigzonego sitami: F, =10kN, F, =45kN, F;=5kN, jak pokazano na rys. 1.10,

obliczy¢: sity 1 napr¢zenia normalne w poszczegdlnych przedziatach, zmiang¢ dlugosci
preta Al Modut sprezystoéci preta E =2-10° MPa. Cigzar whasny preta pominaé.

Fi

A

< i7"
oY
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ODPOWIEDZ:
N, =R=30kN, N, =40 kN, N5 =-S5 kN,

0-1 = ISOMPa, 0-2 = 100 MPa, 0-3 = —'12,5 MPa,
Al =2,66 mm.

Zadanie 1.7. Obliczy¢ pola powierzchni przekroju poprzecznego oraz zmiang dtugosci
preta obcigzonego w sposéb pokazany narys. 1.11.
Dane: F; =15kN,F, =30kN,

(o}

rdo,

=k, =150 MPa, G4, = k. =100 MPa,

Lh=1m,,=0,2m,
E =10’ MPa.

F

1
o~ : A,
14

Rys. 1.11

ODPOWIEDZ: A =10"m?, A, =15-10"*m?, Al=13mm.

Zadanie 1.8. Obliczy¢ dlugosci wiszacego pionowo drutu stalowego (rys. 1.12), przy
ktérych naprgzenie wywotane cigzarem wiasnym drutu:

= osiagnie granic¢ proporcjonalnosci,

= spowoduje zerwanie drutu.
Dane materiatlowe drutu:

= cigzar wlasciwy ¥ =0,0785 MQX ,

m

* modut sprezystoéci E =2-10° MPa,

= granica proporcjonalnosci o ,,,, = 200 MPa,

* wytrzymalosci na rozciaganie R,, = 470 MPa.

20



Jaki bedzie wzgledny € i bezwzgledny Al przyrost dlugosci drutu przy napr¢zeniu
maksymalnym réwnym granicy proporcjonalnosci?

é Nmax
AN

A=const

Rys. 1.12

ODPOWIEDZ: N, =A-1-y, ©

prop = lprop’Y ’

o
l ., =—22 =2548m,

prop —

Y
L, =2n 5087 m,
' 4
(o2
gProp - Zop = 0,001,
1
Alprop = u(lpmp) = Eeprl)plprop =1,274 m.

Zadanie 1.9. Zawieszony pionowo dwuprzedzialowy pret, zamocowany na gérnym
koncu, jest obcigzony silg F oraz cigzarem wiasnym (rys. 1.13). Obliczy¢ napr¢zenia
w przekrojach A, B 1 C oraz przyrost dtugosci pre¢ta, majac dane:

L=3m, I,=1m,
A =10"*m?,
A, =24, =2-10"m?,

F=10kN, y=00785 2
m

E =2-10° MPa.
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|
|
i
Bl
|
i
i
L |
A,/ : ~
:
A M
F
Rys. 1.13
ODPOWIEDZ:
F
O-A =_=100MPa,
A
, F
o'p=—+1,y=100,24 MPa,
A
a"3=i+ﬁlly=50,12MPa,
A A
F A
o =—+(—1I +1 = 50,2 MPa,
C A, (A2  +0h)y

. 2
a=1Fh 13hy
2 EA, 2 E

22
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2. PLASKIE UKLADY PRETOWE STATYCZNIE
WYZNACZALNE

2.1. Przyklady obliczen ukladow pretowych statycznie
wyznaczalnych

Zadanie 2.1. Dwa dwuprzegubowe prety o osiach do siebie prostopadlych sa obciazone
w wezle C pionowa silg F (rys. 2.1). Pret AC tworzy z poziomem kat o. Obliczy¢ pola
powierzchni przekroju poprzecznego pretéw wykonanych z tego samego materiatu, przy
napre¢zeniach dopuszczalnych na rozciaganie ©,,,, =k, .

=150 MPa.

Dane liczbowe: F =60kN, a=30° 0,4,

Rozwigzanie

Rys. 2.2

Z réwnowagi sit dziatajacych w wezle C (rys. 2.2) otrzymano nast¢pujace rownania:

ZFx = —N,cosa+ N,sina =0,
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D F,=N,sino.+ N,cosa—F =0.
Po ich rozwigzaniu wyznaczono sity normalne w pretach

N,=Fsinaq,
N, = Fcosa.

Napre¢zenia normalne, stale na catej dtugosci odpowiedniego preta, wynosza

N, Fsina
(51 == 5
A A
= N, Fcosa
2 - - .
A2 AZ
Naprezenia te musza by¢ nie wigksze niz G, , a zatem
Fi .
sin O < s 4 B Fsina
A rdop 1 ’
1 Grdop
Fcosa Fcosa
SO =>4, 2 ;
A2 Grdop

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano

S 60-10°>MN -0,5

> =2-10"*m?,
150 MPa
. _3 .

5 > 60-107°MN -3 =3,46-10"*m>.
150 MPa -2

Ostatecznie przyjeto

A =2,0cm?,

A, =35 em?.

Zadanie 2.2. Wspornik wykonany z dwéch dwuprzegubowych lekkich pretéw
obciazony jest w wezle B pionowa sitg F (rys. 2.3). Dane sa nast¢gpujace wielkosci:
pole powierzchni przekroju poprzecznego prgta poziomego A, i prgta ukosnego A,,
dlugos¢ preta poziomego [, kat & odchylenia od poziomu pr¢ta ukosnego oraz moduty
sprezystosci E, = E, = E materialu pretéw. Znalez¢ przemieszczenie catkowite wezta B.
Rozwiazanie. Aby obliczy¢ zmian¢ dtugosci pretéw wywolang obcigzeniem
(sita F), trzeba najpierw obliczy¢ sily dzialajace w pretach. Na rys. 2.4 pokazano sily

dzialajace na wezel, przy zalozeniu, ze sily normalne dzialajace w pretach sa
rozciagajace (zwroty sit N, 1 N, sa skierowane od wezla B).
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R
=Y

N, Ve

Rys. 2.4
Z réwnan réwnowagi sit (zbiezny ptaski uklad sit)

ZFX = —N,—-N,cosa =0,
Y F,=—-N,sino.— F =0;

otrzymano
N, = Fctga,
F
N, =—,
sino

Znak minus we wzorze na sil¢ N,, oznacza, ze pret ukosny jest Sciskany. Pret poziomy
ulega wydtuzeniu o

_ N, _Flctga
EA,  EA

Pret uko$ny ulega skréceniu o

Al

VLAV S
* EA, EAsina EA,sinocoso,

Na rysunku 2.5 pokazano, jak w przyblizeniu przemiesci si¢ punkt B do B’
Uproszczenie polega na zastapieniu lukoéw, po ktérych przemieszczaja si¢ punkty B,
1 B,, stycznymi do tych tukéw.
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Rys. 2.5

Z rysunku 2.5 widac¢, ze:

El
Uy =AlL= # ctga,

Al

U, =(BK +|LB) = (—2 + Al,ctgar) =
' sin ol
2 3
= . le1 + Flctg OL) _ . I*;l1 1+ A, cos OL).
EA, sin” a.cos o EA, EA, sin” a.cos A

Catkowite przemieszczenie punktu B (odcinek BB') wynosi

BB = J(uw)2 + ()7

Zadanie 2.3. Sztywna lekka (niewazka) belka o dtugosci 3a obcigzona pionowg sitg
F (rys. 2.6) jest zawieszona w punktach B 1 D na dwdéch jednakowych pionowych
pretach. Obliczy¢ pole powierzchni przekroju poprzecznego prgtdw oraz przemie-
szczenie pionowe punktu C belki, majac dane: F = 30 kN, 0,4, =160MPa, | =1 m,

E =2-10° MPa

Rys. 2.6

R oz wiazanie. Sily dzialajace na belk¢ po uwolnieniu od wig¢zéw oraz
przewidywane potozenie belki po odksztatceniu pre¢tdw pokazano na rys. 2.7.
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N1 F N2
D
Sl S D3
: C J
B C > !
;
ul('
Rys. 2.7

Z réwnan rownowagi

Y M,—>N,-3a-F-a=0,
> F, >N +N,-F=0;
otrzymano

N, =%F=10kN,

N, =F—N, =20kN.
Maksymalna sita normalna
N_.. =N, =20kN.

Z warunku wytrzymatosci na rozciaganie

Nmax
Onax = T < GdeP 2
otrzymano
-3
A> Nmax _ 20-10" MN - 1,25.10—4m2 =1,25 sz.
O rdop 160 MPa

Z racji bardzo matych odksztalcen pr¢téw punkty B, C i D doznaja w przyblizeniu

przemieszczen pionowych. Z rys. 2.7 wynikaja nastgpujace zaleznosci

ce =DD :>C'C"=2D'D"=E(Alz—All),

2a 3a 3 3

u, = CC'+C'C"=A] +§(Al2 -Al)= %(All +2Al,).
A zatem

u, =1(Nll+2N21)=(N|+2N2)l.

* 3 EA EA 3EA
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Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano

_(10+2-20)-107 -1
' 3.2.10°-1,25-107*

m=6,67-10"m=0,667 mm.

Zadanie 2.4. W wezle C dwéch dwuprzegubowych pretéw (rys. 2.8) zamontowano
gladki krazek o bardzo matej srednicy, przez ktory przerzucono ling KCL. Do konca L

liny przytozono sil¢ F. Obliczy¢ przemieszczenia wezta C, majac dane: F, [}, a, E, A.

Rys. 2.8

Rozwiazanie. Sily dzialajace w wezle C pokazano na rys. 2.9. Przy gtadkim
krazku sita § jest rOwna sile F.

Rys. 2.9

Z réwnan réwnowagi sit dziatajacych w wezle C

ZFx = Nycosa—F =0,

D F,= N, +N,sina-F =0,

Otrzymano
F
N2 = 5
cosa

N,=F - N,sina = F(1-1ga).

Dhtugosc¢ preta CD
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l
12 = % l .
sino

Przy sztywnosci pretow na rozciaganie EA ich wydtuzenia wynosza

_ NI _Fl(1-1ga)

" EA  EA

_ N, F-, _ 2F

" EA  EAsinocoso,  EAsin20o’

Al

Al

Przemieszczenie wezta C pokazano na rys. 2.10.

- Y
C a’{ ,,,, G C,
02 Uce
~7
Rys. 2.10

Z rysunku wynika, ze dlugo$¢ odcinka CG = ,Al' , natomiast dlugos¢ odcinka
sindl
= —= A
GC,=Al,-CG=Al, —— h .
sSin o
Ostatecznie przemieszczenie pionowe punktu C wynosi

Uy, =CC,=Al,

a przemieszczenie poziome

GC, 2(Al,-Alsina)sina
cosQ sin 20 '

u,=CC =CG+GC =CGcosa+

Zadanie 2.5. Dla ukladu pregtowego z zadania 2.1 wyznaczy¢ sktadowe przemieszczenia
wezla C (rys. 2.1), majac dodatkowe dane: A= 0,5 m, E = 2-10° MPa.

Rozwiagzanie. Sily normalne w pretach oraz pola powierzchni przekrojow
poprzecznych pretdw, przy ktérych naprgzenia w pregtach sa rowne k,, wyznaczono
w zadaniu 2.1.

N, = Fsin30°=60kN-%=30kN,

N, = Fcos30° = 3043 kN,

29



A=2-10"m’
A, =3,46-10"'m’
Dtugosci pretéw wynosza:
e h _ _05m
sin30° 0,5
h_ _05m-2_ 1 3

I e
27 cos30° NE) J_ 3

Przyrosty dlugosci pretéw obliczono z prawa Hooke’a

=1m,

Nl.llzk’.l2— 30kN -1m _0,75.10—3m=0,75mm’

By E 34002 .2.10%m?
m
G V3
Al,=—2"2_"r 2 _ =0,43-10m = 0,43 mm.
27 EA E 8kN 4 2
2 210 .3.46-10"*m
m

Sktadowe: pozioma u,. 1 pionowa u,. przemieszczenia we¢zla C (przy zwrotach osi u, 1 u,
przyjetych jak na rys. 2.11) wyznaczono przy upraszczajacym zalozeniu, ze konce
wydtuzonych pr¢téw przemieszczaja si¢ po stycznych do tukéw (po prostopadtych do
promieni obrotow).

e

u,. = Al cos30°—Al, sin30° = 0,75 mm - g - 0,43 mm- % = 0,43 mm,

V3

u,. = Al;sin30° + Al, cos30° = 0,75 mm - % +0,43mm - 5 0,75 mm.
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Zadanie 2.6. Lekki pret BC o dlugosci ! i sztywnosci na Sciskanie EA jest zamocowany
przegubowo w punkcie B i opiera si¢ koncem C o gladka Sciang, tworzac z nig kat o
W punkcie C dziata na pret pionowa sita F (rys. 2.12). Znalez¢ przemieszczenie pionowe
uy. konca C preta.

\

NANAANRANNRANNNNNN

Rys. 2.12

Rozwiagzanie. Pouwolnieniu od wigzéw na pret dziataja sity pokazane na
rys. 2.13.

Z sumy rzutow sil na o$ pionowa

-F+R;cosa=0,

otrzymano
F
R, = .
cos

Sita normalna w precie

F
cosa

N=-R, =-
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Skrécenie preta

ptM___FL
EA EAcosa

Obnizenie si¢ konca C pregta

Al Fi

u_ = =— )
Y cos o EAcos? o

Zadanie 2.7. Jednorodng sztywna tarcz¢ o ci¢zarze G, majaca ksztatt rOwnoramiennego
tréjkata prostokatnego, zamocowano w punkcie O do nieprzesuwnej podpory
przegubowej, a w punkcie D podwieszono na prg¢cie o kolowym przekroju poprzecznym
(rys. 2.14). Wyznaczy¢: kat o, przy ktérym sila w prgcie bedzie najmniejsza,
najmniejsza dopuszczalng Srednicg¢ preta, skladowe u, 1 u, przemieszczenia punktow B
i D tarczy. Dodatnie zwroty przemieszczen u, i u, przyj¢to jak narys. 2.14.

Dane: G, a, k,, E.

W

NN

HHIHB H I BN

Rys. 2.14

Rozwiazanie.Zréwnania sumy momentéw sit dziatajacych na tarcze (rys. 2.15),
wzgledem punktu O, otrzymano

G-%—Scosoc-a—Ssinoc-a=O

gdzie S - sila oddziatlywania pre¢ta na tarcze.
Z rozwiazania tego rownania wynika, ze

_ G
3(sin ot + cos Q) |
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Minimalng wartos¢ sitly S mozna wyznaczy¢ z warunku maksimum funkcji
y=sina +cos. Z przyréwnania do zera pochodnej funkcji y wzgledem kata &

dy ) .
—— =cosa—sino.=0=sin0.=cos

do

‘ . : n .
wynika, ze maksymalna wartos¢ funkcji w przedziale OSOLSE wystepuje dla kata

a = 45° 1 wynosi V2.
Wtedy sita normalna w pr¢cie DE wynosi

G 2

N=S§ —G

32 6

Napr¢zenie normalne

N _4N _ 4 26 _2/2G6

G:—: = = .
A nd®> mnd* 6 3nd?

Najmniejsza srednica pre¢ta wynikajaca z warunku

22

3nd*

G=k

r

wynosi

4o 226
3mk,

Sktadowe przemieszczenia punktéw B i D wynikaja z rys. 2.15 i dla

Nl _ol_kl ka2
"EA E E E

Al

wynoszg:

Kat obrotu tarczy wzgledem punktu O
e DD' Al _k,
OD a2 E
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Rys. 2.15

2.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 2.8. Sztywna pozioma belka OB o dlugosci 2a jest podparta w punkcie O
na nieprzesuwnej podporze przegubowej, a w punkcie B podwieszona jest na prgcie
o przekroju kotowym. O§ preta tworzy z osig belki kat & W srodku rozpigtosci belki
(punkt C) dziata skierowana do dotu pionowa sita F (rys. 2.16). Pr¢t wykonany jest
z materialu 0 module E i naprg¢zeniach dopuszczalnych na rozciaganie o, . Obliczy¢

srednicg preta i przemieszczenie pionowe punktu B.

ODPOWIEDZ:

iz j—=F
TG 4,p SIN O

4a-6,,
Up=—"""".
' E'sin2a
Zadanie 2.9. Dwa lekkie dwuprzegubowe prety, o osiach wzajemnie prostopadtych, sa
polaczone ze sobg w wezle C. W wezle tym przylozona jest pionowa, skierowana do

dotu sita F. Przekroje poprzeczne pretéw zostaty tak dobrane, ze napr¢zenia w tych
pretach sa rowne naprezeniom dopuszczalnym k, = k. = k. Odleglos¢ wezta C od
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pionowej $ciany wynosi h. Kat odchylenia pr¢ta BC od pionu wynosi & (rys. 2.17).
Obliczy¢ pozioma u,. i pionowa u,. sktadowa przemieszczenia wezla C.
Dane; F, k, h, .

ODPOWIEDZ: u,. =0, u, = ﬂ

E sin 200
Zadanie 2.10. Sztywna jednorodna belka o ci¢zarze G jest podparta na podporze
przegubowej w punkcie D oraz podwieszona na poziomym precie 0 sztywnosci na
rozciaganie FA i dlugosci I. Belka tworzy z pretem kat @ (rys. 2.18). Obliczy¢ sktadowa
pozioma u, i pionowa u, przemieszczenia punktu C.

Belka sztywna

D
Rys. 2.18
ODPOWIEDZ:
U, =1Al =ilctgoc,
) 4EA
Gl
o = T ctg o
4EA

Zadanie 2.11. Dwa prety dwuprzegubowe o sztywnosci na rozciaganie EA tworza
w wezle C kat « (rys. 2.19). Obliczy¢ sktadowe przemieszczenia wezta C, w ktérym
dziata pionowa sita F. Wymiary uktadu podano na rys. 2.19.
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ODPOWIEDZ:

16 Fa
© = 3 A’
_Fa
ye — a

Zadanie 2.12. Sztywna lekka belka o diugosci 3/ jest podwieszona na koncach na dwéch
pretach o dlugosci [ wykonanych z materialu o module sprgzystosci E. Pole powierzchni
przekroju poprzecznego preta 1 wynosi A, a preta 2 — 2A. Belka jest obcigzona pionowa
sifa F' w odlegltosci x od preta 1 (rys. 2.20). Wyznaczy¢, w jakiej odlegtosci x musi by¢
przylozona sila F, aby belka po obciazeniu pozostata pozioma.

Rys. 2.20

ODPOWIEDZ: x=2I.

Zadanie 2.13. Sztywna lekka rama OBCD jest przegubowo zamocowana w punkcie O
1 podwieszona na dwuprzegubowym lekkim precie BK o sztywnosci na rozcigganie EA
(rys. 2.21). Obliczy¢ dopuszczalng warto$¢ sity F przylozonej w punkcie D oraz
sktadowe przemieszczenia punktu D wywotane ta sila.

Dane: a, E, A, k,.
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ODPOWIEDZ:

F

dop

=044k,

k
u, =625

k
u, =125 aE’

b

Rys. 2.21
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ODPOWIEDZ:

_16 Fa

* 3 EA’
Fa
U,=9—-.
: EA

Zadanie 2.12. Sztywna lekka belka o dtugosci 3/ jest podwieszona na koncach na dwéch
pretach o dlugosci / wykonanych z materiatu o module spr¢zystosci E. Pole powierzchni
przekroju poprzecznego pre¢ta 1 wynosi A, a preta 2 — 2A. Belka jest obcigzona pionowa
sita F w odleglosci x od preta 1 (rys. 2.20). Wyznaczy¢, w jakiej odlegltosci x musi by¢
przylozona sila F, aby belka po obciazeniu pozostata pozioma.

ANNAANANNANNNNNNNNINY

Rys. 2.20

ODPOWIEDZ: x =2l

Zadanie 2.13. Sztywna lekka rama OBCD jest przegubowo zamocowana w punkcie O
1 podwieszona na dwuprzegubowym lekkim precie BK o sztywnosci na rozciaganie EA
(rys. 2.21). Obliczy¢ dopuszczalng wartoS¢ sity F przylozonej w punkcie D oraz
sktadowe przemieszczenia punktu D wywolane tg sita.

Dane: g, E, A, k,.
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ODPOWIEDZ:
F,, =04Ak,,

k
U, =625 “E' :

k
up, =125 aE' .

Rys. 2.21
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3. PLASKIE UKLADY PRETOWE STATYCZNIE

NIEWYZNACZALNE

3.1. Wprowadzenie. Metodyka rozwigzywania zadan statycznie

niewyznaczalnych

Rozpatrywane w tym rozdziale statycznie niewyznaczalne konstrukcje sktadaja si¢
z dwuprzegubowych spr¢zyscie odksztalcalnych (rozciaganych lub $ciskanych) pretow
podtrzymujacych nieodksztalcalne (sztywne) elementy konstrukcji, takie jak belki lub
tarcze. Sztywne elementy sa obciagzone czynnymi sitami zewng¢trznymi. W przypadku
braku elementow nieodksztalcalnych prety dwuprzegubowe tworza plaskie statycznie
niewyznaczalne kratownice obcigzone sitami skupionymi przylozonymi w weztach.
Metodyka rozwigzywania tego typu zadan polega na:

38

naniesieniu na rysunek konstrukcji nieobciazonej (nieodksztalconej) ksztaltu
konstrukcji odksztalconej wskutek jej obciazenia. Odksztalcenia elementow
musza by¢ zgodne z wigzami (podporami).

uwolnieniu ciatla nieodksztalcalnego lub/i wybranych we¢ztéw kratownicy od
wigzow. Zwrot sit wewngtrznych w odksztalconych pretach musi by¢ zgodny
z rysunkiem odksztalconego ukladu. W pretach, ktore doznaly wydluzenia,
zwroty sit dziatajacych na przeguby preta trzeba skierowaé na zewnatrz preta —
wzdluz jego osi. Gdy z rysunku odksztalconego ukladu wynika, ze pret ulegt
skréceniu, zwroty sil dziatlajacych na jego przeguby trzeba skierowa¢ do
wnetrza preta. Wopretach dwuprzegubowych (lub w pretach kratownic) sity
dzialajace w przegubach maja kierunek osi preta.

wyznaczeniu statycznej niewyznaczalnosci ukladu. Statyczna niewyzna-
czalnos$¢ ukladu jest réznicag migdzy liczba sktadowych reakcji w podporach
oraz sit normalnych w pretach (RN) a liczba réwnan statyki dla rozpatrywanego
uktadu sit (RS). Zatem stopien niewyznaczalnosci uktadu

n=RN - RS.

Dla ptaskiego dowolnego uktadu sit liczba réwnan statyki RS = 3. Jezeli
po uwolnieniu od wi¢zow ptaskiego uktadu pretowego otrzymano 5 niewia-
domych (RN = 5), to statyczna niewyznaczalnos¢ uktadu

n=RN-RS=5-3=2

czyli uktad jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalny.

zapisaniu réwnan statyki,

zapisaniu n dodatkowych réwnan geometrycznych wynikajacych z geome-
trycznych zalezno$ci migdzy odksztalceniami pretéw. W rozpatrywanych
zadaniach przyje¢to, ze odksztalcenia pregtéw sa sprezyste 1 podlegaja prawu



Hooke’a. Odksztalcenia te w konstrukcjach stalowych (i nie tylko) sa na ogot
bardzo mate, co pozwala wprowadzi¢ pewne uproszczenia przy zapisywaniu
réwnan geometrycznych. Na rysunku odksztalconego ukladu przyjmuje si¢, ze
konce pretow, ktore na skutek odksztatcen doznaja obrotéw, przemieszczaja si¢
nie po tukach lecz po stycznych do tych tukéw, czyli po prostopadtych do
promieni ich obrotéw, podobnie jak przyjmowano w obliczaniu przemieszczen
uktadéw pretowych statycznie wyznaczalnych (rozdziat 2).

" rozwigzaniu otrzymanego pelnego uktadu réwnan i wyznaczeniu sit w pretach
i sit reakcji w podporach. Jezeli z tresci zadania wynika, ze obliczenie reakcji
podpor nie jest wymagane, mozna niektérych réwnan statyki nie pisa¢ lub ich
nie wykorzystywaé w rozwigzaniu zadania.

Po wyznaczeniu sil normalnych w pretach przeprowadza si¢ obliczenia wytrzy-
matosciowe, w tym zwlaszcza oblicza si¢ napr¢zenia. Nalezy rowniez upewni€ sig¢, ze
prety Sciskane nie ulegna wyboczeniu. Obliczenia wytrzymalosciowe przy:

= zadanym obcigzeniu ukladu,

= wlasnosciach wytrzymatosciowych materiatu,

= przyjetych zaleznosciach migdzy polami przekrojéw poprzecznych pretow,

* wymaganych wspéiczynnikach bezpieczenstwa
pozwalaja wyznaczy¢ pola powierzchni przekrojéw poprzecznych pretow ukladu.

Jezeli znane sa pola powierzchni przekrojéw poprzecznych pretéw, wilasnosci
wytrzymatosciowe materialu oraz wymagane wspoétczynniki bezpieczenstwa, mozna
obliczy¢ dopuszczalne wartosci sit dzialajacych na uklad. W zadaniach statycznie
niewyznaczalnych napr¢zenia w prgtach moga by¢ wywotane sitami skupionymi,
obciazeniem ciaglym, przyrostem temperatury lub niedoktadnosciami montazowymi.

3.2. Przyklady obliczen ukladéw pretowych statycznie
niewyznaczalnych

Zadanie 3.1. Pryzmatyczny stup o stalej sztywnosci na rozciaganie (Sciskanie) EA jest
utwierdzony w dwodch nieodksztalcalnych i nieprzesuwnych $cianach (rys. 3.1).
W punktach B i C stup jest obcigzony osiowymi sitami skierowanymi do dotu Fg = 2F
1 F. = F. Dlugosci przedzialéw (odcinkéw migdzy punktami przylozenia reakcji i sit
zewngtrznych) wynosza: [, =1, =2,5a, |, =1z =a, |, =1 =15a.

Obliczy¢ reakcje Rp dzialajaca na stup w punkcie D metodami: myslowych przekrojow
w poszczegllnych przedziatlach oraz superpozycji. Nastgpnie narysowaé wykres sit
normalnych. Cig¢zar wlasny stupa pominac.

39



797

|

i

| EA
Ve
!

|

|

I/

F

=25a

g

w

-2F

=a

L

<

- — — -

=]1,5a

l;

//%//4

Rys. 3.1

Rozwiazanie. Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne. Poniewaz sity
zewngtrzne 2F i F dzialaja do dotu, wigc jest oczywiste, ze reakcje Ry 1 Rp beda
skierowane ku gorze (rys. 3.2). Przyjmijmy o$ x wzdhuz osi stupa o poczatku w punkcie
0 i dodatnim zwrocie do dotlu. Z sumy rzutéw sil na o§ x otrzymujemy réwnanie
z dwiema niewiadomymi Rpi Rp.

> F,=-R,+2F +F -R, =0.

Reakcj¢ Rp mozna wyznaczy¢, korzystajac z warunku wynikajacego z odksztalcenia
stupa, a mianowicie ze dlugos¢ catego stupa nie moze ulec zmianie

Al =0.

Warunek ten przy zastosowaniu metody myslowych przekrojéw w trzech rozpatry-
wanych przedziatach stupa przyjmuje postac:

N111+N212+N313 -

Al = Al +AL + Al = =
EA EA EA

gdzie

N,=-R, +3F, N,=-R,+F, N;=-Rj

sq sitami normalnymi w przedziatach odpowiednio o dlugosciach: [; = 2,5a, I, = a,
I3 = 1,5a. Po podstawieniu N; i [; do warunku 4/ = 0 otrzymano réwnanie

(-R, +3F)25a (R, + F)a , CRp)-15a _
EA EA EA

0

z ktérego wynika, ze

RD = 1,7F
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Metoda superpozycji polega na obliczeniu skutkéw wywolanych przez kazda sile
rozpatrywanego uktadu sit oddzielnie, a nast¢pnie na ich zsumowaniu. W rozpa-
trywanym zadaniu przyjmiemy, ze stlup pozostaje utwierdzony na goérze i bedziemy
oblicza¢ jego skrécenia lub wydluzenie wywotane kolejno przez sity Rp, F i 2F
(rys. 3.2). Suma tych odksztalcen zgodnie z warunkiem 4! = 0 musi by¢ réwna zeru.

Zasada superpozycji
of Ro ‘Zasada myslowych 77 7y vz
i . przekrojow i ; ! {
AR VAR N A
P ! ! ! ! ! L[S !
i I ' ! ! i o] ]|
= i i ! ! e ] !
ol ! Ny i NN |
| S I |
. 2F\‘ 264 1 ST l
i ! » i !
i | | |
S W WO T |
4, ! ! ! .r i d |
",,. | | | | | | |
- D! D! D! D! D! i |
IRD RD fRD tRD 1RD

Rys. 3.2

Z metody superpozycji wynika zatem, ze (rys. 3.2)

-R, -5a N F -35a 5 2F -25a
EA EA EA

0

skad otrzymuje si¢ Rp = 1,7F.
Sity normalne w poszczeg6lnych przedzialach wynosza:
N,=-R, +3F =13F dla 0<x<2.5a,

N,=-R,+F=-0,7F dla 25a<x<35a,
N,=-R,=-17F dla 3,5<x<5a.

Wykres tych sit pokazano narys. 3.3
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Zadanie 3.2. Prostokatna sztywna jednorodna tarcza o wymiarach ax2a jest obcigzona
w Srodku cigzkosci sita F. Tarcza w punkcie O jest podparta na podporze przegubowej
nieprzesuwnej i utrzymywana jest w réwnowadze przez dwa jednakowe pregty dwu-
przegubowe zamocowane do tarczy w punktach B i D (rys. 3.4).

Majac dane: F, a, I, E, A, obliczy¢ reakcje w podporze O, sily 1 napr¢zenia normalne
w pretach oraz przemieszczenia punktéw C i D.

Rys. 3.4

Rozwiazanie. Odksztalcony uktad pokazano na rys. 3.5.
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Rys. 3.5

Z rysunku 3.5 wynika, ze pret 1 (poziomy) wydhluzyt si¢ o Al,, a prgt 2 (pionowy)
skrocit si¢ o Al,. A zatem pret 1 jest rozciagany, a pret 2 jest Sciskany. Przemieszczenia

punktéw B i D przyjeto nie po tukach odpowiednio o promieniach OB i OD, lecz po
stycznych do tych tukéw.

d a a
S,
-0
B
C o
F
ROx 9) § ' 1D X
iROy |S2
Rys. 3.6

Po uwolnieniu od wi¢zéw (rys. 3.6) zwroty sit S, 1 §, musza by¢ zgodne z odksztal-
ceniami przyj¢tymi na rysunku ze wzgledu na zgodnos¢ zwrotéw sit i odksztalcen. Pret 1
wydluzyt sig, czyli jest rozciagany sila S;, a pret 2 skrocit si¢ — musial by¢ Sciskany
sita §,. Zwroty reakcji R,,, R,, mozna przyjmowa¢ dowolnie. Obliczenia (znaki +
lub —) wykaza ich rzeczywiste zwroty.

Okreslenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci uktadu. Liczba nieznanych sit
dzialajacych na uktad wynosi RN =4 (R ,R,,S,,S,). Liczba réwnan réwnowagi dla

ox " oy?

plaskiego dowolnego ukiadu sit RS =3 (Z F, =0, ZF y =0, ZM ,=0).

Uktad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny, poniewaz

43



n=RN-RS=4-3=1

Roéwnania statyki maja postac

) D F, =R, -5 =0,

2) Y F,=R,—F+$,=0,

3 Y M,=S5,-a+5,-2a~F-a=0.

Réwnanie geometryczne wynikajace z rys. 3.5 (patrz tréjkaty OBB’ i ODD’)

_AL AL
a 2a

189

Po podstawieniu zaleznosci wynikajacych z prawa Hooke’a

_Sd =l

Al 1 ’ - ’
EA EA

Al

rOwnanie geometryczne przyjmuje postac

SIS,
aEA  2aEA

skad otrzymano czwarte rOwnanie

4) a:%g.

Z réwnan 3) 1 4) obliczono S, 1 S,

S,=1F,
5
2
S2 =§F

Nastepnie z rownan 1) 1 2) wyznaczono R, i R,

1
Rox = Sl =z F’
3
. |
Roy = ‘g F.
Napr¢zenia normalne w pretach
/W S naprezenie rozciagajace
A A 54 3 AL
N, S5 2 F ST
0, =—==——==——— —naprezenie Sciskajace.
A, A, 5 A
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Poniewaz pret 2 jest sciskany, sita normalna i napr¢zenie normalne sa ujemne. Wymiary
preta 2 musza by¢ tak dobrane, aby nie ulegt on wyboczeniu.
Z rys 3.5 wida¢, ze przemieszczenie punktu D jest w przyblizeniu przemieszczeniem

pionowym skierowanym do dotu réwnym skréceniu Al, preta 2

~ _\Nzy-z__zFl
up =|AL| =0 = =—Spr

Przemieszczenie punku C

_I5a |up| _~/5 2F1 _J5FI

2
Valal 2 a

e =CC=ja +(2] = 24 T 4 SEA 10EA’

Zadanie 3.3. Lekka nieodksztalcalna pozioma belka o dlugosci 2a jest podwieszona na
trzech pretach wykonanych z tego samego materiatu, o module sprezystosci E (rys. 3.7).
Pr¢t nr 2 lezacy na osi symetrii ukladu ma dlugos¢ I i pole powierzchni przekroju
poprzecznego 2A. Pozostale dwa prety (nr 1 1 nr 3) tworza z poziomem kat &, a ich pola
powierzchni przekroju poprzecznego wynosza A. Uklad obcigzony jest dwiema
pionowymi sitami F przylozonymi do koncéw belki. Obliczy¢ napr¢zenia w pretach.
Dane: F, E, A, |, a,

Rys. 3.7

Rozwiazanie. Uklad po odksztalceniu pr¢tdéw pokazano na rys. 3.8. Nalezy
zwréci¢ uwage na to, ze uklad ma symetryczng budowg 1 jest symetrycznie obcigzony.

Rys. 3.8
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Z rysunku (3.8) wynika, ze

BB'=CC'=DD'=Al,
BB, =DD, = Al = AL,

a zatem

Al
sin o

= Al

Poniewaz wszystkie prety ulegly wydluzeniu, tzn. ze wszystkie prety s3 rozciagane.
Zatem po uwolnieniu belki od wigzéw zwroty sil dziatajacych na belk¢ nalezy przyjac,
jak pokazano na rys. 3.9.

Rys. 3.9

Po wykorzystaniu symetrii, pozostaje tylko jedno réwnanie statyki z dwiema
niewiadomymi

D F, =25 sina+S,-2F =0.

Drugie rOwnanie to réwnanie geometryczne

Al = Al sinaq,
w ktorym
S, .l
Al = sin & ,
EA
Al, = 54 :
E2A

Z réwnania geometrycznego otrzymano
S, .

S, ="2sin’ o
2

Po podstawieniu S, do réwnania réwnowagi wyznaczono

2F
S, =——,
> l+sin’a

46



a z réwnania geometrycznego

g = Fsin’a
' l+sin’a’

Napre¢zenia w pretach wynosza:

N, S, Fsin’ o
Gl :(53 :—=—=4.§——’
A A A(+sin” o)
N S F
24 2A A(+sin’a)’

2

Sa to naprezenia rozciagajace, przy czym O, 2 O,

_ F
A(l+sin’ o)

Z_Gmax

Dla a = 90° napr¢zenia G, osiagaja swa najmniejsza wartos¢, a napre¢zenia G, i O3 SwWq
najwicksza wartos¢ i woéwczas

F
O, 202=0'3:‘274‘.

W przypadku gdy a = 90°, napre¢zenia we wszystkich pretach osiagng jednoczesnie
wartosci dopuszczalne. Jest to przypadek optymalnego zaprojektowania prgtéow, gdyz
konstrukcja jest wtedy najlzejsza. Z warunku

F
j,z‘g £ Grdop ’

otrzymano

A—F

2Grd0p

Zadanie 3.4. Sztywng bardzo lekka belk¢ postanowiono zawiesi¢ na trzech pionowych
pretach o dlugosciach [/, polu powierzchni przekroju poprzecznego A i1 module
sprezystosci E. Po wykonaniu pr¢téw okazalo si¢, ze jeden z nich jest minimalnie
krétszy i ma dtugos¢ I — 6. Po zawieszeniu belki na dwéch pretach jednakowej dugoscei,
zamontowano wewngtrzny (krétszy o J) pret nr 2, naprezajac konstrukcje (rys. 3.11).
Obliczy¢ wartosci sit w pretach po zmontowaniu konstrukcji oraz znalezé kat ¢
odchylenia belki od poziomu, jezeli odlegtosci migdzy pretami wynosza

B'C'=2a,

L\l

|

aQ
>

=da.
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Rys. 3.10

Rozwiazanie. Przyjgto wstgpnie, ze potozenie belki po zmontowaniu (B’D’) jest
takie, jak pokazano na rys. 3.11.

<
, I 2}
B /——————q; e |
3l > 3
B 2a a .
Rys. 3.11

Z rysunku 3.11 wynika, ze prety nr 1 1 3 po zmontowaniu bgda Sciskane, natomiast pret
nr 2 bedzie rozciagany. Dlatego zwroty sil przyje¢to tak, jak pokazano na rys. 3.12.

Rys. 3.12

Do dyspozycji mamy dwa rOwnania rOwnowagi sit
Y F,=-8+5,-5,=0,

Y M,=S,-3a-5,-a=0, =8§,=35,

wiec

S, =-S5, +5, =28,

W réwnaniach tych wystgpuja trzy niewiadome, czyli zadanie jest jednokrotnie
statycznie niewyznaczalne. ROwnanie geometryczne wynikajace z rys. 3.11 mozna
zapisa¢ w postaci
_O0-AL-Al,  AL-A]
2a 3a

180

bl
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gdzie

All = Sl.l’
EA
pl =50 8,01
. EA EA

(powyzej przyjeto, ze | -8 =1, gdyz djest duzo mniejsze od /)
_S
' EA

A zatem

S S oSk _Si

3(6
EA EA FA EA

B

Po wykorzystaniu rOwnan réwnowagi otrzymano

S5 38 _SI\_,(280_Si
EA EA EA EA)’

stad:

_33%,
14 1
s,=2% g4,
14 1
_6085,

14 1

S,

S
Dodatnie wartosci sit S; swiadczg o tym, ze przyjete wstgpnie zwroty sil przewidziano

wilasciwie. Sily normalne w pretach wynosza:

398

N, =—8, =———FA,
14 1
9%
N =S = — 5
272 141
N, =-8, =—3§EA.

14 1
Kat odchylenia belki od poziomu po zmontowaniu uktadu

Al —Al (5,-S5))-1 _L§
3a 3EAa 14a

b=180=

Zadanie 3.5. Obliczy¢ napr¢zenia w pretach oraz przemieszczenie punktu D
nieodksztalcalnej belki obcigzonej w punkcie C pionowa sita F. Prety o dlugosci /, polu
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powierzchni przekroju poprzecznego A i1 module sprezystosci materialu E tworza
z poziomem kat & (rys. 3.13)

%

Rys. 3.13

Rozwigzanie. Na skutek obcigzenia sila F belka BD dozna minimalnego obrotu
wokoét punktu B. Punkt D belki przemiesci si¢ w dét (po prostopadiej do promienia

obrotu BD = 2a), jak pokazano na rys. 3.14. Prety wydtuza si¢ o Al,i Al,.

Rys. 3.14

Z rysunku 3.14 wynika, ze oba prety wydluza si¢ o taka sama wielkos¢. Réwnanie
geometryczne ma zatem posta¢ Al = Al,, skad wynika, ze

= i §,=S,.

Po uwolnieniu od wigzéw sily dzialajace na belk¢ pokazano na rys. 3.15.
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Rys. 3.15

Z sumy momentow sit wzgledem punktu B, otrzymano
2S,sino-2a—F-a=0,
skad

F

By =— .
4sin

Naprg¢zenia w pretach wynosza

S, F

. =X_ 4Asina.

0,=0

Przemieszczenie pionowe punktu D

A, SI _  FI

u~=DD' = = = )
b sinot  EAsina.  4EAsin® o

Zadanie 3.6. Jednorodna nieodksztalcalna tarcza prostokatna o cigzarze G jest
utrzymywana w plaszczyznie pionowej przez cztery prgty w sposéb pokazany na
rys. 3.16. Obliczy¢ sity w pretach oraz obnizenie si¢ tarczy wywolane jej cigzarem,
w przypadku gdy prety dolne tworza z pionem kat & = 30°, a prety gérne — kat = 60°.
Wszystkie prgty wykonano z tego samego materialtu o module spre¢zystosci E. Pole
powierzchni przekroju poprzecznego pretdw gérnych wynosi A, a dolnych 2A. Przyjaé,
ze pretom sciskanym wyboczenie nie zagraza. Wymiary konstrukcji pokazano na
rysunku 3.16.
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Rys. 3.16

Rozwiazanie. Polozenie uktadu po odksztatceniu pretéw pokazano na rys. 3.17.

a a a ?\ BB,=al,
AI,JA___L___E al, Bi_)\%’l
B AN | Al s EAY NG
’B/z l oy § //
-~ I " /
! /
\ .
\\ 1 ’/ /
\\ Il ,I
\ /, /
\ G / /
\\ a l o I/ C /’

X | | i A
\ ! / CC=al, /1
D l C / i
— e T - - - ’ / o i
— oy

D’ i c N

C

Rys. 3.17

Dlugosci pretéw

hef=% -8 _2B3,
' 7 sinp sin60° 3

L=l,=——=—2% -2
> % sina  sin30° '
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Z symetrii uktadu (budowy i obcigzenia)

Al =Al,=S,=8,,
Al,=Al,=S,=S5,.

Tarcza uwolniona od wi¢zéw jest pokazana na rys. 3.18. Zwroty sit w pretach przyjeto
zgodnie z ich odksztalceniami (rys. 3.17).

A Y B
S, E S,=S,
B | B
' X
G
S3 Y S4=Sa
D c
Rys. 3.18

Réwnanie réwnowagi sit

ZF.V = 2S,cos f+2S,cosa—G =0.

Réwnanie geometryczne (dla nieodksztalcalnej tarczy)
BB'=CC,,

gdzie

g2
_B_B'= Al2 = 2 ’ 3 ‘ = 4\/5 Sza = 4\/’3_Sla
cosP EA 3 EA 3EA ’

oo B _ 23 S,a _24/38,a _
cosal 3 EA 3EA

Z réwnania geometrycznego obliczono S§3 = 2§,. Ostatecznie z rdwnania rOwnowagi
1 réwnania geometrycznego otrzymano

S, = 1=L’
1+2\@
S, =8, = akF )
1+2ﬁ
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Obnizenie tarczy rowne przemieszczeniu np. naroznika B wynosi

H_4\/§ S,a_ 4\/5 %
3 EA 3(1+2/3) EA’

Zadanie 3.7. Obliczy¢ napr¢zenia w czterech pionowych pretach, na ktérych
zawieszona jest nieodksztalcalna belka obciazona sila F. Pola powierzchni przekrojow
poprzecznych pretéw wykonanych z tego samego materiatlu podano na rys. 3.19.

S SIS, GASI PSS IS PO SIS SIS PP
E.2A
oY EA

Rys. 3.19

Rozwiazanie. Liczba niewiadomych LN = 4 (sily w pretach). Liczba réwnan
rownowagi LR = 2 (réwnanie sumy rzutdw sil na o$§ pozioma jest spelnione
tozsamosciowo). Statyczna niewyznaczalnos¢ uktadu

n=IN-LR=4-2=2.

Jedna z mozliwych wersji polozenia belki po odksztalceniu pretéw pokazano na
rys. 3.20. Przyjeto, ze pret 1 doznat skrécenia, a pozostale prety wydtuzyly sie.

A <1g” <)c” J)p”
=1 ]p\\ B \c Mb
B 3 r
g C' <
D,
Rys. 3.20

Linig przerywana zaznaczono potozenie belki przed odksztalceniem pre¢téw, linig
A’D’ — potozenie belki po ich odksztalceniu. Punkty A’D”D’ wyznaczaja tréjkat
prostokatny. Sily dzialajace na belk¢ po uwolnieniu od wi¢z6w pokazano na
rys. 3.21.
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Rys. 3.21
Réwnania réwnowagi
> F,=-5+5,+8,+8,-F=0,
ZMD = §,3a-98,-2a—-5;-a=0.

Dwa réwnania geometryczne (wynikajace z podobienstwa tréjkatéw) sa nastgpujace

Al +Al, Al +Al

3a a
Al +AlL, AL+ Al
2a a .

w réwnaniach tych

M=&K
E2A
_Sl
EA’
M=§A
EA
S8
E2A

Al

4

Po podstawieniach i przeksztalceniach otrzymano uklad czterech réwnan z czterema
niewiadomymi

-5,+5,+8;+S8,=F,

38,-25, -85 =0,

25,+6S,-S, =0,

S, +45,-25; =0,

z ktérego wyznaczono wartosci sit dzialajacych w pretach
8

S,=—F,
57
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5

S, =—F,
2 57
5,145
57
s,=20F
57

Dodatnie wartosci sil S; §wiadcza o tym, ze przyjety punkt obrotu belki rzeczywiscie
lezy w przedziale AB. Sity normalne dziatajace w pretach

8 5 14 46
N=-8=-—F, Ny=—F, Ny=—F, Ny=—F.
T sy T s R s T sy
Napr¢zenia normalne w pretach
N, 4 F
0’1 =——=——
2A 57T A
N, S F
0-2 —t S e
A 5T7TA
N, 14 F
0'3 Sr—— S,
A 57TA
N, 23F
Oy=—r=——.
2A 57 A

Najwigksze napr¢zenia wyst¢puja w precie nr 4. Pret nr 1 jest Sciskany (ujemna sita
normalna i ujemne napre¢zenie).

Zadanie 3.8. Dwie nieodksztalcalne belki AC i CE polaczone przegubowo w punkcie
C 1 podparte na przesuwnych podporach przegubowych w punktach A i E podwieszono
dodatkowo na trzech pretach, jak pokazano na rys. 3.22. Uklad obciazono pionowa silg
F przytozona w przegubie C. Obliczy¢ pola powierzchni przekroju poprzecznego pretéw
(A 1 2A), majac dane: F = 60 kN, k, = 150 MPa. Prgty wykonano z tego samego
materiatu o module sprezystosci E.

L
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R oz wiagzanie. Po uwzglgdnieniu symetrycznej budowy i symetrycznego
obciazenia, uklad po odksztalceniu przyjmie potozenie pokazane na rys. 3.23.
Uwolnienie uktadu od wi¢z6w zgodne z rys. 3.23 przedstawia rys. 3.24.

C AL LSS,
EA EA
“ E,2A .

Rys. 3.24

Ze wzgledu na: uklad sit rownolegtych, symetri¢ uktadu (S; = S;, Rg= R,) oraz przegub
w punkcie C do dyspozycji mamy dwa réwnania réwnowagi:
" sumg rzutéw sii na o§ pionowa

Y F,=2R, +25,+8,-F =0,

* sum¢ momentéw wzgledem punktu C dla belki AC lub belki CE

ZMC:RA-2a+Sl~a=O:>RA=—%Sl.

Brakujace réwnanie to réwnanie geometryczne o postaci

AL _ AL
2a a’

z ktérego otrzymano

S, =4S,.

Po podstawieniu R, i S, do réwnania otrzymanego z Z F, obliczono §,

-



=S5, +25,+4S,=F,
S,=<F.
5

Z pozostalych rownan wyznaczono sity

4
Sz-_—gF,
1
R,=—F
A0

Sity normalne w prgtach

N =§,= 1 F,
5
4
N2 = SZ = g F
Napre¢zenia normalne w pretach 11 2
W 1F
A SA°
N, 2F
O,=—>=—-.
2A 5A
Z warunku bezpiecznego projektowania
Gmax =62 =z£ Skr
SA

otrzymano minimalne pole powierzchni przekroju poprzecznego pretéw 113
a=2E
5k,

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano

-3
A22-6O-10 MN

=1,6-10*m? =1,6 cm?,
5-150 MPa

A, =2A=32cm’.

Zadanie 3.9. Nieodksztalcalna jednorodna tarcza prostokatna o ci¢zarze G i wymiarach
ax4a jest zamocowana jak pokazano na rys. 3.25. Wszystkie prety wykonano z tego
samego materialu o module sprezystosci E. Pola powierzchni przekrojéw poprzecznych
pretow nr 1 i 2 s3 jednakowe (A; = A, = A), a preta nr 3 — A3 = 2A. Dhugos¢ preta nr 1
l; = a. Jakie musza by¢ dlugosci pozostatych pretow, aby sily we wszystkich pretach
mialy taka sama warto$¢ bezwzgledna? Wyznaczy¢ te sily i kat obrotu tarczy po
odksztalceniu prgtow.
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(5%

EA N I

S i . =

0 D
E,A S
“ B
N
l,=a 2a a a
YG
Rys. 3.25

Rozwiazanie. Uklad po odksztalceniu pokazano na rys. 3.26 (dla czytelnosci
rysunku odksztalcenia pretow sa przesadnie duze).

Rys. 3.26

Na rysunku 3.27 pokazano sily dzialajace na tarcz¢ po uwolnieniu od wigzow zgodnie
zrys. 3.26.

Rys. 3.27

Poniewaz skladowe reakcji w punkcie O zgodnie z trescia zadania nas nie interesuja,
ograniczymy si¢ tylko do jednego réwnania réwnowagi, a mianowicie

> M,=S,-a+S,-3a+S,-4a-G-2a=0.
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Zadanie jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalne, dwa réwnania geometryczne
wynikajace z rys. 3.26, majq postac

AL _ AL
a 3a’
AL _ AL
a 4a’
gdzie:
ay=Sh
EA
ny= S
EA
Al =h
E2A

Przyjmijmy zgodnie z trescia zadania, ze S; = S; = S; =S, [; = a. Wtedy z rOwnan
geometrycznych wynikaja dlugosci pretéow nr 2 i 3 [, = 3a, I; = 8a. Z réwnania
rOwnowagi wyznaczono sil¢

S=1G.
4

Tangens kata obrotu tarczy

woo b _S3a_S _ G
8 30 T3aEA EA 4EA

skad

@ =arct, G
S 4EA

. : . o G
Kat ¢ jest bardzo maty, wigc mozna przyjac, ze Q=1g¢p = 1A

Zadanie 3.10. Miedzy nieodksztalcalnymi $cianami umieszczono pr¢t o skokowo
zmiennym polu powierzchni przekroju poprzecznego A=A i1 A,=2A (rys. 3.28).
Obliczy¢ dopuszczalny przyrost temperatury AT > 0 na calej dlugosci preta dla
nastepujacych danych: I; = [, I, = 3] modut sprezystosci E =2-10°’MPa, wspétczynnik

r : . s 1 . . .
rozszerzalnosci termicznej a=1,2-10 > X’ naprezenie dopuszczalne na sciskanie (przy

zalozeniu, ze pre¢towi nie grozi wyboczenie) k. =80 MPa.
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7 A
-

1 l 31

|
|
l
i
o
|
l
I
|
I
I
|
!
!
!
|
!
!
|
o
xj\\\*
X

Rys. 3.28

Rozwiazanie. Reakcje R $cian muszg zlikwidowaé¢ wydluzenie preta
spowodowane przyrostem temperatury, czyli

Rl R3]

T L lIAT =0,
EA E2A
skad
8

Sita normalna

N=-R= —% EAQAT.

Maksymalne co do wartosci bezwzglednej napr¢zenie Sciskajace wystepuje w czgsci
preta o mniejszym polu powierzchni przekroju poprzecznego A=A

IN| 8

o =—=—FoAT .
A 5

C

max

Naprezenie to musi by¢ co najwyzej rowne naprezeniu dopuszczalnemu na Sciskanie
8

— E0AT <k, .

5

Z warunku tego wynika, ze

ATmax = § kC ¢
8 Eal

Po podstawieniu danych liczbowych

5 80

AT, ==.
8 2.10°-12-107

max

=20,83K.

Zadanie 3.11. Obliczy¢ napr¢zenia, jakie powstana w pretach podpierajacych lekka
nieodksztatcalng belk¢ po podgrzaniu preta 1 0 AT = 40 K.
Pozostate dane:

* modut sprezystosci E=2-10" MPa,

= wspétczynnik rozszerzalnosci termicznej o = 1,2-10° 1/K,
» dhlugosé¢pretal I;=1=0,5m,
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= pole powierzchni przekroju poprzecznego pretéw A = 3,14 cm’,
= kat pochylenia preta 2 B = 60° (rys. 3.29).

Rys. 3.29

Rozwiagzanie. Gdyby pret 1 nie byl potaczony z belka, jego wydluzenie
spowodowane przyrostem temperatury o AT wyniosto by

Al =al AT.

Oddziatlywanie polaczonej z pretem sztywnej belki spowoduje powstanie w precie 1 sity
sciskajacej S; 1 skrocenie preta o dlugosci swobodnej [ + Alp=1 o Al = ﬂ
Ostatecznie, uklad po podgrzaniu preta 1 przyjmie potozenie pokazane na rys. 3.30.

-

B Bl
_* ,1 f C D
< B \V 7
1N\
B - DN D,
l | 21
B
wr
Rys. 3.30

Sily dzialajace na belk¢ po uwolnieniu od wigzéw (zwroty sit w pretach zgodne
z odksztalceniami pretow wywotanymi tymi sitami) pokazano na rys. 3.31.

R Cx

Rys. 3.31

Zgodnie z trescig zadania do obliczenia sit w pretach wystarczy napisa¢ tylko jedno
réwnanie statyki

Y M =S, -1-8,sinp-21=0.
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Réwnanie geometryczne (uklad jednokrotnie statycznie niewyznaczalny) wynikajace
z rys. 3.30, czyli z podobienstwa tréjkatéw CBB' i1 CDD’, ma postac¢

AL —Al DD
a 2a
gdzie
pp'=2h
sin 3
Réwnanie geometryczne po przeksztalceniach przyjmuje postac
l
2 . 0

2(oAT — by _“sinB

FA" FEAsinf
czyli

2S, sin’p+S, = 20 E A ATsin’p.

Po rozwiazaniu ukladu réwnan

S, —28,sinB =0,
2S,sin’B+S, =20E-A-ATsin” B
otrzymano
_ 4EAQATsin’ B
" 1+4sin’P
5, - 2EA0LAT s3in2[3
1+4sin” B

Sity normalne i napr¢zenia normalne w pretach wynosza

N1=_Sla N2=—S2’

oo M _ 4E0AT sin” B
.

A 1+4sin’ B
5 —_N.__2EaATsin’B
? A 1+4sin’ B

W przypadku gdy A;= A, = A napr¢zenia nie zaleza od pola powierzchni przekroju
poprzecznego pre¢tow. Dla danych liczbowych podanych w tresci zadania

o, = 69,3 MPa,
0-2 = —40,0MPa.
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Zadanie 3.12. Obliczy¢ napr¢zenia w prgtach po zmontowaniu uktadu, jezeli pret 1
zostal wykonany za krétki o 0 = 0,2 mm. Pozostale dane liczbowe E, A, I, S
jak w zadaniu 3.11.

Rys. 3.32

Rozwigzanie. Uklad po zmontowaniu pokazano na rys. 3.33.

g

Rys. 3.33

Sity dziatajace na belk¢ po uwolnieniu od wigzéw pokazano na rys. 3.34.
Réwnanie réwnowagi

D M. =-S§1+S,sinp-2/ =0,
S, =28,sinf

Rys. 3.34

Rownanie geometryczne wynikajace z rys. 3.33

5-Al, DD
l 21

4

gdzie:
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_sSit
EA’

oAb _ S
sinB  EAsin’f

Al

po przeksztalceniach przyjmuje posta¢

S,

S,
20-—L)y=—"2_
( EA) EAsin* B

Rozwiazanie uktadu dwéch réwnan (réwnowagi i geometrycznego) daje

.3
) i = A SR
I 1+4sin’B

)
SZ=N2=2EA§-L_B3—.
I 1+4sin’P

Napr¢zenia w pr¢tach po zmontowaniu uktadu

-3
0, = 4E£-—S‘“—_/’;— = 57,8 MPa,
[ 1+4sin’ g
. 3
o,=26S L8 _s34mpa
I 1+4sin” g

Gdyby za krétki o O pret nr 1 podgrzano o AT = 40 K, wtedy zgodnie z zasada
superpozycji i wynikami otrzymanymi w zadaniach 3.11 i 3.12 naprezenia w pretach
zmaleja do

0, =—69,3MPa +578 MPa =-11,5MPa,
0, =—40,0 MPa + 33,4 MPa = - 6,6 MPa.

Zadanie 3.13. W tulej¢ o dlugosci / wlozono $rubg¢ nagwintowana na catej dlugosci
gwintem o skoku 4 i calos¢ skrgcono nakretka (rys. 3.35). Po skasowaniu wzdluznego
luzu nakretkg obrécono jeszcze o kat o [deg], co spowodowalo wystapienie napigcia
w zlaczu (Sciskanie tulei i rozciaganie sruby). Tak uformowane ztacze obciazono osiowa
sita rozciagajaca F. Okresli¢ stan napr¢zenia w Srubie i w tulei przed obciazeniem zlacza
sita F i po obciazeniu, przy nastepujacych danych:

= sztywnos¢ Sruby na rozciaganie — E A,

= sztywnos¢ tulei na Sciskanie — E, A,.
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ruba

Tuleja

Nakretka

Rys. 3.35

Rozwiazanie. Gdyby nie bylo tulei, to nakretka obrécona o kat a przyblizylaby si¢
do tba sruby o

§=-2 .1
360

Istnienie tulei spowoduje skrécenie jej o |Al,[ i wydluzenie rdzenia sruby o Al .

F
) Sruba
41
1 | Tuleja
L EfAt
. |
"
- Og A
i / Al ol
111 I e IR
) R o 7
e axa of -
IO Ny = 2
loj-A, :
Rys. 3.36

Zwiazek migdzy podanymi wyzej odksztalceniami jest nastepujacy
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AL|+AL =8
lub po wykorzystaniu prawa Hooke’a

o/, 0, _3

E E |

Z réwnania réwnowagi sit dzialajacych na myslowo odcigta cz¢sé ztacza (rys. 3.36)
otrzymano

F+0,A-0,A =0,

gdzie

c,=-o,|

Po rozwiazaniu uktadu réwnan

-0,E. +0.E, =EE, §
l

0, A +0A =F

otrzymano

o, = L EA +F)
E A +EA, l

C,=— —E——(— EA -F)
EA+EA |

Otrzymane wyniki dotyczace naprezen sa wazne dla 6, <0, czylidla F =F, <E A, ? ‘

Gdy sita F jest wigksza od F,, wéwczas migdzy tbem Sruby i tuleja pojawia si¢ luz
i calq sil¢ F przenosi sruba (rdzen Sruby).

Napr¢zenia w napigtym zlaczu przed przytozeniem sily F to napr¢zenia przy F = 0,
czyli

oo EEA 8_ EEA (a ﬁ)

* EA+EA I EA+EA 360 1
EEA, o h

(360 IJ

‘" EA+EA

Ostatnie dwa wzory dla szczegélnego przypadku E. =E =E 1 A =A =A przyjmujg
postac

o _h
o,=——E—,
720 1
L
720 1
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Zadanie 3.14. Nieodksztalcalng tarcz¢ prostokatng o wymiarach ax2a zawieszono na
czterech jednakowych pretach o dlugosci /, module sprezystosci E i polu powierzchni
przekroju poprzecznego A. Tarcz¢ obcigzono pionowa sita F w narozu D (rys. 3.37).
Obliczy¢: przemieszczenia narozy tarczy, jej kat obrotu oraz sity w pretach.

Rys. 3.37

Rozwigazanie. Liczba niewiadomych (sity w pretach) — RN = 4. Liczba réwnan
statyki (ptaski dowolny uklad sil) — RS = 3.
Statyczna niewyznaczalnos¢ ukladu

n=RN-RS=4-3=1.

Polozenie tarczy po odksztalceniu prgtéw zostanie okreslone przez sktadowe u,, 1 u,,
przemieszczenia naroza 0 (poczatku uktadu wspétrzednych xy) oraz przez kat obrotu
tarczy @ (rys. 3.38).

Przy upraszczajacym zalozeniu (stusznym dla maltych przemieszczen), ze przemie-
szczenia wywotane obrotem przyjmujemy po stycznej do tuku (prostopadie do
poczatkowego promienia obrotu), z rys. 3.38 wynikaja nast¢pujace zaleznosci:

uxB = uxo - a(p’

Up=Uy,,

uxc = uxo’

Uc=u,+2ao,

uxD = uxC - a(P = uxo - a(p’

Uyp=ug+2a@=u,+2a@,

Al =u,,

Al,=u,,

Al =u g, Al =u,.
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.l
S S—"
uo| |0 T c’
T bl
B o
Y, 'F
Rys. 3.38

Po wykorzystaniu prawa Hooke’a otrzymano

S|l
L=y,

EA 7

L

EA

S,]

a=ux3 =uxo _a(p’
%=uw =u,, +2aQ.

gdzie dla malego kata ¢
¢ =180.

Na rysunku 3.39 pokazano sily dzialajace na tarcz¢ po uwolnieniu od wigzéw

Rys. 3.39

Zwroty wszystkich sit §; dzialajacych na tarcz¢ narysowano w kierunku od weztéw,
poniewaz zgodnie z rys. 3.39 wszystkie prety ulegly wydluzeniu. R6wnania réwnowagi

sa nastepujace:
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D F,=-5,-8,=0,

D> F,=-§-5,+F=0,
> M,=-S,-a+S,2a—F-2a=0.

Po wyznaczeniu, wynikajacych z prawa Hooke’a, sit S; i podstawieniu ich do réwnan

rOwnowagi mamy trzy réwnania o postaci

[

l

-,

l

—2u,,+a@=0,

2u,+2a@= EI-,
: EA

—u. +2u._ +5a p=2—.
x0 yo (p EA

W wyniku rozwiazania tego uktadu réwnan otrzymano:

Nastepnie znaleziono przemieszczenia pozostatych

U, =0,2£l—,
EA
u,= O,lfl—,
Y EA
Fl
=0,4——.
? aEA
w pretach:
uxB = —O,Zil,
EA
Fl
u,p=01—,
yB EA
Fl
u,=02—,
xC EA
Fl
=0,9—,
"y =
Fl
=-0,2—,
Yab EA
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-, -2, —ap) =0,

A U, +%(uw +2a@)—-F =0,

fil —a(p)-a+%(uyo+2a(p)-2a—F-2a—F-2a=0.

Po uporzadkowaniu otrzymano trzy réwnania z trzema niewiadomymi u,,,u,,1 @

naroznikéw tarczy oraz sily



Fl
uyD = O’Q—EA_;
$,=01F, S,=02F,S;=-0,2F, §4,=09F.
Z obliczen wynika, ze sila w precie 3 jest ujemna, co oznacza, ze pret 3 jest Sciskany
(pret ulegt skréceniu).

3.3. Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 3.15. Obliczy¢ pole powierzchni A przekroju poprzecznego pretéw podtrzy-
mujacych nieodksztalcalng belk¢ obciazona jak pokazano na rys. 3.40.

Dane liczbowe: F=40kN, [1=06m, E=2-10°MPa, a=30°, a=1m,
O vdop =k, = 150 MPa.

Rys. 3.40

ODPOWIEDZ: A > 0,81 cm®.

Zadanie 3.16. Obliczy¢ maksymalne (co do wartosci bezwzglednej) napr¢zenie w precie
przedstawionym na rys. 3.41 po podgrzaniu go o AT = 50 K. Pozostate dane liczbowe:
E=10°MPa, a=1210"1/K, §=02mm, [=0,5m, A =4cm’.

Rys. 3.41

ODPOWIEDZ: |o] = 23—?(2(1 -1-AT - 8) =533 MPa.

Zadanie 3.17. Obliczy¢ napre¢zenia w pretach o dlugosei [, module sprgzystosci E i polu
powierzchni przekroju A, zamocowanych do koncéw sztywnej lekkiej belki o dlugosci
3a (rys. 3.42) po podgrzaniu preta 2 0 A7) Wspélczynnik rozszerzalnosci termicznej .
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Ui 2728

7 EA

~

Belka lekka i sztywna

Rys. 3.42

ODPOWIEDZ: o, = — 0,4EQAT, 0, =— 0,2EaAT.

Zadanie 3.18. Obliczy¢ sity w pretach podtrzymujacych sztywna belke o dlugosci 2a,
obciazona jak na rysunku 3.43. Dane: F, E, A, |, «.

ISP IS SIS IV,

ODPOWIEDZ:
F
=S = —>5
2(1+sin” o)
e Fsin’a
27 21+sina)’

Zadanie 3.19. Przekroje koncowe sSciskanego osiowa sila F stupa zelbetowego
(rys. 3.44) zblizaja si¢ réwnomiernie. Stosunek moduléw sprezystosci zbrojenia (stali) E;

1 betonu E, wynosi 5:10. Obliczy¢ stosunek pola przekroju A, betonu do pola
b

przekroju poprzecznego wszystkich pretéw zbrojenia A;, przy ktérym sita Sciskajaca
beton jest réwna sile Sciskajacej zbrojenie.
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" '.~‘:.~' Vg e
e P Lo
enil Suth

Rys. 3.44

ODPOWIEDZ: % =10.

)

Zadanie 3.20. Koniec O sztywnej lekkiej belki o dlugosci 2a jest zamocowany do
przegubowej podpory. Belka OC ma by¢ polaczona z dwoma jednakowymi pretami
o dlugosci [ 1 sztywnosci na rozciaganie EA (rys. 3.45). Po zamontowaniu preta CD,
odchylonego od pionu o kat &, okazato si¢, ze pret KB jest za krétki o d (6 << [). Pret
ten potaczono z belka, napinajac konstrukcj¢. Obliczy¢ napre¢zenia w pretach oraz
zmiany dlugosci pretow po zmontowaniu konstrukcji.

ODPOWIEDZ:
_!_ZE 4cos’ o
"] "1+4costa’’
2
Al = 4cos§x ’
1+4cos“ o
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ES 2cosa

6o, =—(C———),
2 [ "1+4cos’a
2
Al =—=95% 5
1+4cos” o

Zadanie 3.21. Sztywna pozioma belka zawieszona na trzech pionowych prgtach jest
obcigzona w srodku dlugosci sila F, jak pokazano na rys. 3.46. Pr¢t srodkowy ma
skokowo zmienny przekrdj poprzeczny. Obliczy¢ sily normalne w pretach.

% AP/ 7
E

ODPOWIEDZ:
N,=N,=03F,
N, =04F.

Zadanie 3.22. Obliczy¢ sity normalne w dwdéch niewazkich dwuprzegubowych pretach
obcigzonych w wezle C pionowga sila F, przy zalozeniu, ze wyboczenie prgtéw nie
nastapi.

Dane: a, &, B F, A (rys. 3.47).

NNANANNANNNNNNANNNANS

AT IRRTITRTRTTR R R

N\NNNNNN\N
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ODPOWIEDZ:

A
sin ot sin 20+ sin B sin 23

N, =-F— : = ZB. . .
sin o sin 200+ sin Bsin 2

Zadanie 3.23. Wyjasni¢, dlaczego w ukladach pokazanych na rys. 3.48 sily i naprezenia
w pretach sg takie same. Obliczyc te wielkosci.

NN\ A \N
Eal R
EA4 57" a
N
RN
N
IR
ODPOWIEDZ:
F
N=——5—,
1+cos” o
F 2
N, = cosS 3(X ,
14+ cos o
F
o, =——75 7,
A(l+cos )
Fcos’a

C,=—————.
> A(l+cos’q)

Q

Belka lekka,

Ssztywna

NN
A
E_‘i@’ a
Fy
Rys. 3.48
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4. TROJKIERUNKOWY STAN NAPREZENIA
I ODKSZTALCENIA

4.1. Wprowadzenie. Podstawowe oznaczenia i wzory

Uogélnione prawo Hooke’a dla tréjkierunkowego stanu naprgzenia sprezystego
ciala izotropowego obcigzonego napr¢zeniami gidéwnymi o, 0,1 0, ma postac

1
g, =E(cx—vcy—vcz),
— 1 4
£, —E(cy—voz—vox), 4.1

1
€, =—(0,-V0o,—V0)).
E * ’

z : "(GX
Oy i Oy
o 4 =
X,
GZ
Rys. 4.1
Wzgledna zmiana objgtosci prostopadtoscianu o objetosci V)
AV
—— &8, +E, 48, (4.2)

0

Ograniczenie odksztalcen obcigzonego ciala w pewnym kierunku powoduje w nim
zmiang¢ stanu naprezenia. Przy rozwigzywaniu zadan z tej tematyki trzeba ustalic,
ktére z napr¢zenoc,,c,,0, i odksztalcen € ,€ ,€, sa znane. Wielkosci nieznane nalezy
obliczy¢, korzystajac z réwnan réwnowagi, réwnan wynikajacych z narzuconych
ograniczen na odksztalcenia oraz warunkéw brzegowych.
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4.2. Przyklady obliczen elementéow prostopadio$ciennych
i walcowych

Zadanie 4.1. Odksztalcalny prostopadloscian o wymiarach 2axaxa, wykonany
z materialu o module sprezystosci E i liczbie Poissona v, umieszczono bez luzu i wcisku
mi¢dzy nieodksztalcalnymi $cianami (rys. 4.2). Prostopadloscian obciazono réwno-
miernym sciskaniem, przykladajac pionowa sil¢ F do sztywnej ptyty poziomej potozonej
na tym prostopadioscianie. Obliczy¢ napr¢zenia dzialajace na $ciany prostopadtoscianu
oraz jego odksztalcenia wzgledne i zmiang objgtosci.

- z
Osrodek nieodksztatcalny I Piyta sztywna

N\

Rys. 4.2

Rozwiazanie. Napr¢zenie o, na nieobciazonych $cianach prostopadtych do osi x
réwna si¢ zero

o,=0.

Naprezenie o, dzialajace na poziomych $cianach prostopadtych do osi z przyjeto zgodnie
z trescig zadania jako réwnomiernie roztozone i ré6wne

_F
Gz_—ﬁ'

Naprgzenie o, jest nieznane i trzeba je wyznaczy¢ z warunku, ze odksztalcenie ¢,
w kierunku osi y jest réwne zero

g, =%(<5y -vo,-vo,)=0.

Z réwnania tego wynika, ze przy o, = 0

26650
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G, =V0O, =—-V i
y 2z 2a2'

Odksztalcenie wzgledne w kierunku osi x
1
€ = E(G" —VG,—VG,)
po podstawieniu obliczonych napr¢zen otrzymano

v v(l+v)F
g, =——(0,+0,)=——F—.

* E (©,+0,) 2Eq*
Odksztalcenie wzgledne w kierunku dziatania sity F

F1-v?)

€ —i(c —-VG —-VO, )=-—
* EC * ¢ 2Ea*

Przyrost objgtosci prostopadioscianu

F(l-v-2v?)

AV=(£x+ey+e:)V0= D Fa
a

2a° =—%(1—v—2v2).

Dla v = 0,5 przyrost objgtosci A4V = 0, co oznacza, ze material, dla ktérego v = 0,5,
jest niescisliwy.

Zadanie 4.2. Prostopadioscian o wymiarach 2a x a x a wykonany z materialu o module
sprezystosci E i1 liczbie Poissona v wlozono do prostopadiosciennego otworu
wykonanego w nieodksztalcalnym materiale. Po wlozeniu okazalo si¢, ze migdzy
$cianami bocznymi prostopadlo$cianu i otworu jest luz ¢ zar6wno w kierunku osi x,
jak i y (rys. 4.3). Obliczy¢, przy jakiej najmniejszej wartosci cisnienia p,, dzialajacego
w kierunku osi z, zniknie jedna ze szczelin (uzasadnié ktéra), a przy jakiej wartosci p,
znikna obydwie szczeliny. Dane: E, v, a, §.

Rozwiazanie. W poczatkowej fazie, gdy istnieja obie szczeliny:

c,=0,=0,
G, =-p,

1 p
£, =—(0,—-vo,—Vv0,)=V—,
x E( x y z) E

1
ey=E(cy—vcz—vcx)=v%,
Aa=exa=vp—a,

E

Ab=g, -2a=2vE2.
E
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Osrodek nieodksztafcalny ZT p
a sztywna ,
|
Ev LR
2 0 w3 .

Widok bez ptyty

Widok bez plyty

Rys. 4.3

Poniewaz Ab=2Aa, szybciej zostanie skasowana szczelina prostopadia do osi y.
Szczelina ta zniknie, gdy 4b bedzie réwne 6,

Ap=2vPE =5,
E

czyli dla

_E

P= 2va

Po przekroczeniu tego ci$nienia prostopadloscian zacznie naciska¢ na sciany prostopadie
do osi y i wtedy o, # 0. Napr¢zenie o, bedzie rowne zeru, dopoki nie zniknie druga
szczelina (prostopadta do osi x). W momencie likwidacji drugiej szczeliny o, = — p».

Najmniejsza wartos$¢ ci$nienia p,, gdy znikng obie szczeliny, ale o, bedzie jeszcze rowne
zero, mozna wyznaczy¢ z warunkéw odksztalcen

1 )
£, _E(o" -V0,-V0o,) =

_1 _9.
g, —E(—vcx " -Vo,) _Z’
czyli z uktadu réwnan

_Eb
—VO'y +Vp2 —7,

Vo, +V’p, D,
2a
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Z rozwiazania uktadu otrzymano

24V E6 24V
1+v 2va 1+v

P, P

Przy cis$nieniu p, napr¢zenie 0, wynosi

Ed Ebd 2+vV Ed
=—-vp,=—(1- =

Vv — ;
v e T N T T T 2ad4

o

Zadanie 4.3. Walec o Srednicy d i wysokosci h, wykonany z materialu o module
sprezystosci E i liczbie Poissona v, wltozono do walcowego otworu (rys. 4.4) o srednicy
d + 206 (0 << d) wykonanego w nieodksztalcalnym materiale (E,, = o).

Obliczy¢, przy jakiej wartosci cisnienia p Sciskajacego walec wzdluz jego osi walec
wypelni otwér, nie powodujac nacisku na powierzchni¢ boczng otworu. Ile wyniesie
wtedy skrécenie 4h wysokosci walca?

Przy jakim cis$nieniu p nacisk g na powierzchni¢ boczng walca osiagnie warto§¢ g = v -p
1 0 ile skréci si¢ wtedy wysokos¢ walca?

Uwaga! Poniewaz stosowane wzory sg stuszne w zakresie liniowo spr¢zystym przy E

rzedu 10° MPa, wielko$¢ gmusi by¢ rzedu 10'4, a liczba Poissona v z gérnego zakresu

przedzialu 0+0,5.

Rozwigzanie.

Przypadek a)

Zgodnie z trescig zadania nacisk na powierzchni¢ boczna otworu g = 0, a zatem
napr¢zenia o, = 0, = 0. Napre¢zenie normalne w kierunku osi walca (oS z) wynosi

G, =—P1-

Odksztalcenia walca w kierunku promieniowym

€ =l(c —VG,— VO )=2—6,
x = O y J=7
g, ,=¢€ =—VGZ=2—8,
J E d

vp, _ 20
E d’
skad

_2E5
P = o

Skrécenie wysokosci walca
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Widok bez ptyty

Osrodek nieodksztafcalny

Widok bez plyty

Rys. 4.4

Przypadek b)

Z tresci zadania wynika, ze:
6, =0, =-Vp,,

cz = _p 29

€ —l(o —-Vo —vcs)—z—8
X E X y Z d

Po podstawieniach otrzymano:

i(_sz +V2P2 +Vp,) = %8"

E d
_2Ed

P2=g

2
2(1- ;zv s

Ah=¢h =%(cZ —VG, —VG,)h =-;7(—p2 +V’p, +V’p,)h=—

Zadanie 4.4. Walec o Srednicy d, wysokosci h i stalych materialowych E i v zostat
wpasowany suwliwie (bez luzu i wcisku) w otwor w nieodksztatcalnym fundamencie
(rys. 4.5). Nastgpnie podgrzano go réwnomiernie o AT > 0. Wspélczynnik rozsze-
rzalno$ci termicznej materialu walca wynosi & Obliczy¢: naciski g dziatajace na
powierzchni¢ boczna walca, przyrost wysokosci 4h oraz przyrost objetosci AV walca.
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Dane liczbowe: E = 10° MPa, V=%, d=50mm, h = 100 mm, a=1,7.10‘5%’

AT = 20 K.
3
q q.
Ey
a,AT
7
v/
Rys. 4.5

Rozwiagzanie.Z osiowej symetrii wynika, Ze napr¢zenia 0, =0, =—¢..

Goérna podstawa walca jest nieobcigzona, a ci¢zar walca pomija si¢, zatem o, = 0.
Przy nieodksztatcalnym fundamencie

£, =&, =%(ax —-vo,)+a-AT =0,

skad wynika, ze

EoAT
Gx =0 =-—
y 1-v
czyli
EoAT
gq=—0,= ]
1-v

Zmiana wysokosci walca

Ah =£Zh=—;—(cz —vo, —vcy)h+ocATh=2v—bf]h+ocATh=1+—v(xATh.
-V

Zmiana objgtosci walca

2 2
AV=(£X+£y+eZ)VO=%nZ h=(ii’3)“d ’;“AT.

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano

q=51MPa,
Ah = 0,068 mm,
AV =133 mm’.
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Zadanie 4.5. Walec miedziany o $rednicy d i wysokosci 4 umieszczono w walcowym
wglebieniu wykonanym w nieodksztalcalnym materiale. Migdzy powierzchnig boczng
walca i $ciang wglebienia wystepuje luz J (rys 4.6). Obliczy¢, przy jakich wartosciach
napr¢zen Sciskajacych o, naciski na powierzchni¢ boczng walca osiagna wartos¢
q = 0,3 p, gdzie p jest ciSnieniem na powierzchni gornej walca (rys. 4.6). Dla tego stanu

napr¢zenia znalez¢ zmiang wysokosci walca 4h oraz zmiang objgtosci AV.

Dane liczbowe: d = 100 mm, h = 50 mm, = 0,01 mm, E = 10° MPa, v = %

¢d

Osrodek nieodksztafcalny

Rozwiagzanie. Ztresci zadania wynika, Ze:

o,=0,=—-q=-03p,

0'Z=—p,
20
gx=£v=__
: d
£ =T

Warunek ograniczajacy wielkos¢ wzglednego odksztatcenia w kierunku promieniowym

€ =l(c -Vo —vo')—z—8
X E X y b4 d

pozwala obliczy¢ ci$nienie p

_20E
o,-Vo,—Vo, =—

1 1 26E
-03p+=-03p+—p=—r
P3P r3P=—

6E _ . 001-10°

=152 15
F= 100

Naprezenia i odksztalcenia wynosza:

=150 MPa.
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o, =0, =—45 MPa,

o, =—150 MPa,
£x=£y=2—5=0,0002
d
£ —l(a -vo, —Vo )—L(—150+l-45+l45)——00012
CCE R TR Y 08 3 37

Ah=¢,-h=-0,0012-50=- 0,06 mm

2
AV = (&, +€, +£€,)V, = (2-0,0002 - 0,0012)1’% .50 = — 314,16 mm?

4.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 4.6. Plyta o grubosci ¢ jest obciazona cisnieniami p i ¢ w spos6b pokazany na

rys. 4.7. Przy jakim stosunku £wymiar plyty w kierunku dzialania ciSnienia p nie
q

ulegnie zmianie? Obliczy¢ zmiang wymiaru b plyty.
Dane: a, b, E, v, g.

ODPOWIEDZ:
P_y
q

b
Ab=-(1-vH)L,
A=y g

Zadanie 4.7. Walec o srednicy d i wysokosci h, wykonany z materialu o0 module Younga
E, liczbie Poissona v i wspélczynniku rozszerzalnosci termicznej O, umieszczono
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bez luzu 1 wcisku w otworze wykonanym w nieodksztalcalnym materiale. Przy jakim
przyroscie temperatury AT wysokos¢ walca zwigkszy si¢ 0 Ah?
Dane liczbowe: E = 10° MPa,

V=—,
3

h =100 mm,

d = 60 mm,

a=17-107 L ,

i

Ah = 0,1 mm.
ODPOWIEDZ:

AT =12V A _s94k.

1+v oh
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5. NAPREZENIA I ODKSZTALCENIA
W CIENKOSCIENNYCH PIERSCIENIACH
I KRAZKACH

5.1. Wprowadzenie. Podstawowe oznaczenia i wzory

W cienkosciennych pierscieniach kolowych poddanych osiowo symetrycznemu

cisnieniu p{—zjl powstaje w przyblizeniu jednokierunkowy stan napr¢zenia.
m

Naprezenia dzialajace w kierunku obwodowym (rys. 5.1), wyznaczone z warunku
rOwnowagi sil, sa ze wzglgdu na symetri¢ osiowa takie same w kazdym przekroju
poprzecznym, niezaleznie od szerokosci pierscienia i wynosza

g=+F% (5.1)
2g

gdzie:
d — srednica pierscienia,
g — grubos¢ pierscienia.

Rys. 5.1

Znak napre¢zen zalezy od zwrotu cisnienia (znak + dla cisnienia dzialajacego od
srodka na zewnatrz). Odksztalcenie w kierunku promieniowym

d E 2Eg
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Rys. 5.2

W krazku izotropowym o stalej grubosci g, module spre¢zystosci materialu E
i liczbie Poissona v - obciazonym na brzegu réwnomiernym obcigzeniem
promieniowym p [N/m’], panuje jednorodny dwukierunkowy (ptaski) stan naprezenia
(rys. 5.2), tzn. ze we wszystkich punktach i we wszystkich kierunkach w plaszczyznie
krazka napr¢zenia sa takie same i r6wne

6,=06,=06,=0,=p. (5.3)

Z prawa Hooke’a dla plaskiego stanu napr¢zenia wynika, ze odksztalcenie
wzgledne € w ptaszczyznie krazka jest jednakowe we wszystkich kierunkach i wynosi

—1_. _1 4
eE=(1-v) (5.4)

3.2. Przyklady obliczen naprezen i odksztalcen w pierscieniach

Zadanie 5.1. Dwa pierscienie jednakowej szerokosci wykonane z tego samego materiatu
o module sprgzystosci E polaczono na wcisk (rys. 5.3). Obliczy¢, jaka byla réznica
0 = d, — d; wymiar6w srednicy zewngtrznej d, pierscienia wewnetrznego i srednicy
wewnetrzne] d, pierscienia zewngtrznego, jezeli docisk promieniowy migdzy
pierScieniami po wcisku wynosit p [MPa]. Wyznaczy¢ napr¢zenia obwodowe
w pierscieniach po wcisku.

Dane liczbowe: d= 60 mm — $rednica styku pierscieni po wcisku,
b= 10mm — szerokos¢ pierscieni,
g1= 1mm — grubos$¢ pierscienia zewngtrznego,
&= 2mm — grubos¢ pierscienia wewnetrznego,
p= 2MPa
E= 2-10°MPa
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Szukane: J=d, —d, —rdznica $rednic przed wciskiem,
O, — napre¢zenie obwodowe w pierscieniu zewngtrznym,

O, — napre¢zenie obwodowe w pierscieniu wewngtrznym.

)i S ™

Rys. 5.3

Rozwiazanie. Narys. 54 pokazano napr¢zenia O,1 nacisk p dzialajace na potowg
pierscienia zewngtrznego, po wcisku

Z sumy rzutéw sil na o$ y

Y F,=p-b-d-20,-g,-b=0

otrzymano
d

o, =22
28 1

Pierscien wewngtrzny jest sciskany, a zatem

88



Z zaleznosci migdzy odksztalceniami pierscieni wynika, ze
d=d,+Ad,=d, +Ad,.

a zatem

d=d,—d =Ad, - Ad,

gdzie Ad, <0, poniewaz pierscien wewngtrzny jest Sciskany. Zmiany dtugosci $rednic
mozna zapisa¢ w postaci

Ad =gd="d,
E
(0}
Ad,=e,d =2d.

Po wykorzystaniu tych zaleznos$ci otrzymano

5= Ad, - Ad, =%(o-l_o-2)=ip_d _1_+L)

2 g &
s-Pdi(gi+8))
2Eg, g,

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano

o =0,027 mm,
0-1 = 60 MPa,

Zadanie 5.2. Na miedziany krazek o srednicy d i grubosci b nalozono stalowy pierscien
o Srednicy wewngtrznej mniejszej o & od Srednicy krazka. Grubos$¢ pierscienia jest
rowna g<< d, a jego szeroko$¢ réwna grubosci krazka b (rys. 5.5). Okresli¢ stan
naprezenia i odksztalcenia w pierScieniu i krazku po wcisku.

Dane liczbowe: d =100 mm, b = 10 mm, 5= 0,05 mm, Ec,= 10’ MPa, Eg, = 2:10° MPa,

:l, g =2mm.

VCu 3
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Krazek - E.,, v,

Pierscien - E,

Rys. 5.5

R ozwiazanie Warunek dla odksztalcen w kierunku promieniowym krazka
1 pierscienia

AdFe +lAdCu

=0 (1)

W krazku obcigzonym réwnomiernym ciSnieniem promieniowym p powstaje
jednorodny stan napr¢zenia, tzn. ze wartosci naprg¢zen we wszystkich kierunkach
(w plaszczyznie krazka) sa takie same. Przy ci$nieniu skierowanym do srodka krazka
naprgzenia 6, =6, =0, =G, =—p.
A zatem napr¢zenia obwodowe i promieniowe w miedzianym krazku sa réwne
O, =—p . Poniewaz w krazku tym panuje dwukierunkowy stan naprezenia

I-v 1-v
=M0‘ __(_—Cu) p.

Cu Cu
ECu ECu

Z réwnowagi sit dzialajacych na potowe krazka i pierscienia (rys. 5.6) wynika, ze

ECu ’ vCu

9

—Op, 2:8°b-0¢g,-d-b=0
skad
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Zmiany wymiaréw Srednic, tzn. przyrost srednicy pierscienia i zmniejszenie si¢ Srednicy
krazka, wynosza odpowiednio:

2 2
Ore -d:-d "Ocu — pd

AdFe = eFe d = ’
EFe 2EFe ’ g 2EFeg

g, =t -d==07YeIP2,

Cu

Warunek zgodnosci odksztalcen (1) przyjmuje postaé

2 —_—
pd N (1-ve)pd =5

b

2EFeg ECu
skad
g = 2Eq, Fr.85 =338 MPa,
[Ecd +2ER,(1-Ve,)8ld
2E- E
Ccu=—P=~— cufre8d =-38 MPa,
[Ec,d +2Eg,(1-v,)gld
Or, = Eey B0 = 94,94 MPa,
Adg, = Eq,o =0,0475 mm,

Adcu == 2(1 — ch )EFeg5 == 0,0025 mm.

5.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.3. Cienkoscienny pierScien o S$rednicy wewngtrznej o 2 mniejszej od
srednicy d nieodksztalcalnego waltka wecisnigto na ten walek. Obliczy¢ naprezenia
obwodowe w pierscieniu. Dane liczbowe:

E = 10’ MPa — modut sprezystosci materialu pierscienia,

g = 1 mm — grubos¢ scianki pierscienia,

d = 50 mm — srednica walka,

20 =d-d,,=0,05 mm,

d,, — Srednica wewngtrzna pierscienia.

ODPOWIEDZ:
o= 2%5 =100 MPa.

Zadanie 5.4. Na pierscien miedziany o $rednicy d i grubosci g., = 2g natozono suwliwie
(bez luzu 1 wcisku) pierscien stalowy o grubosci gr, = g. Szerokosci pierscieni b
sq jednakowe. Modul sprezystosci miedzi jest Ec,= E, natomiast stali Ep, = 2E.
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Wspotczynniki rozszerzalnosci termicznej o, = 1,4a, o, = o Obliczyé naprezenia
w pierscieniach po podgrzaniu ukladu o AT > 0. Grubo$é g<<d.

ODPOWIEDZ:
0c, =—0,2EaAT,

6., =0,4E0AT.

Zadanie 5.5. W pierscien miedziany o $rednicy wewnetrznej d,, = 100 mm, module
sprezystosci materiatu E., = 10° MPa i grubosci scianki g., = 3 mm, wcisnieto
pierscien stalowy o tej samej szerokosci b i o $rednicy zewnetrznej d, = d,, + 0, gdzie
8 = 0,05mm, Ep,=2-10° MPa i gr.=2 mm. Obliczy¢ napr¢zenia w pierscieniach
i docisk p miedzy pierscieniami po wcisku.

ODPOWIEDZ:

4E.0
Oc, = ——<“— =28,6 MPa,

7 d,
o, =—SErS __ 458 Mpa,

7 d,
2 pilel

p= Oculcu _ | FelgFe 171 MPa.

dW w

Zadanie 5.6. Na pierscien miedziany natozono z wciskiem pierscien stalowy. Tak
zmontowany zestaw pierscieni podgrzano o A7, a nastgpnie poddano zewngtrznemu
promieniowemu $ciskaniu obcigzeniem g[kN/m] (rys. 5.7). Przed wciskiem promien
zewnetrzny pierscienia miedzianego byl wigkszy od promienia wewngtrznego
pierscienia stalowego o
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Wymiary i wlasnosci pierscieni:

= stalowego b, g E; o

* miedzianego by g, E; o
Srednica styku pierscieni po wcisku d = 2r.
Zalozenia:

o0<<r,
gi1<< d, gy<<d,
AT>0, o> 0y

Obliczy¢ naprezenia w pierscieniach.

ODPOWIEDZ:

0
El{Ezbzgz[; +(o, —a,)AT] - qr}

(51 = 5
Ebg, +Eb,g,

)
E, {Elb1 & [; + (o, — o AT+ qr}

Ebg +Eb,g,

o,=-—

Zadanie mozna réwniez rozwigza¢ metoda superpozycji, rozpatrujac trzy przypadki:

= §#0, AT=0, g=0,
"= AT #0, §=0, ¢=0,
= g#0, =0, AT=0.
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6. MOMENTY BEZWEADNOSCI FIGUR PLASKICH

6.1. Wprowadzenie. Podstawowe oznaczenia, definicje i wzory

Rozpatrzmy figur¢ ptaska o dowolnym ksztalcie (rys. 6.1). Przyjmijmy poczatek
uktadu wspoétrzednych y z w dowolnie wybranym punkcie O jej ptaszczyzny

y dA

NY

Rys. 6.1

Charakterystyki przekroju poprzecznego figury plaskiej (pole powierzchni A,
momenty statyczne S,, S, i momenty bezwladnosci I, 1, I.,) sa zdefiniowane przez szes¢
wielkosci opisanych catkami powierzchniowymi:

A= IdA — pole powierzchni,
A

S, = j ydA — moment statyczny wzgledem osi z,
A

S, = Isz — moment statyczny wzgledem osi y,
A

I, = I y*dA — moment bezwtadnosci wzgledem osi z,
A

I, = I z’dA — moment bezwladnosci wzgledem osi y,
A

I, = I yzdA — odsrodkowy (dewiacyjny) moment bezwtadnosci wzgledem osi zi y.
A
Aby obliczy¢ zdefiniowane wyzej wielkosci, musi by¢ okreslony ksztalt i wymiary
figury. Osiowe momenty bezwladnosci I, i I, sa zawsze wigksze od zera.
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Rys. 6.2

Potozenie srodka cigzkosci C takiej figury okreslaja wspétrzedne Y. i Z. mierzone
od osi z1y (rys. 6.2), ktére oblicza si¢ ze wzoréw

r=5

? 6.1)
zZ,=—.
A

Osie uktadu wspétrzednych przechodzace przez srodek cigzkosci C nazywa sig
osiami centralnymi. Na rys. 6.2 pokazano osie centralne z., y. réwnolegle do osi z i y.
Osiami gléwnymi nazywamy dwie wzajemnie prostopadle osie, wzgledem ktérych
odsrodkowy moment bezwtadnosci I, = 0. Jezeli figura ptaska ma o$ symetrii, to 0o
ta jest gléwna osig centralng. Druga gléwna o$ centralna jest do niej prostopadta
i przechodzi przez srodek ci¢zkosci figury. W figurze o dwoch osiach symetrii Srodek
cigzkosci figury lezy na przecigciu si¢ tych osi, a osie te sa gléwnymi osiami
centralnymi. Momenty bezwtadnosci I, I, wzgledem dwéch prostopadtych giéwnych
osi centralnych osiagaja wartosci ekstremalne, tzn. jedna z tych wartosci jest najwigksza,
a druga najmniejsza. Jezeli figura ma wigcej niz dwie osie symetrii, to momenty
bezwladnosci wzgledem wszystkich osi przechodzacych przez srodek cigzkosci majq
takq sama wartos¢ i sg gtéwnymi centralnymi momentami bezwtadnosci.

Wzory Steinera

Momenty bezwladnosci migdzy dwoma osiami réwnolegtymi, z ktérych jedna jest
osig centralng, zwiazane sg zaleznosciami:

I.=1,+A(,),
I,=1,.+A(Z,), (6.2)
I,=1,.+AYZ.

W zagadnieniach skrgcania pretdw wystgpuje pojecie biegunowego momentu
bezwladnosci I, definiowanego jako

I,= [p’dA. (6.3)
F
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Gdy osie z i y sa wzajemnie prostopadle (rys. 6.1), wtedy

I,= j(y2 +2)dA=1,+1,. (6.4)
F

Jednostki: Eola powierzchni [m?], momentéw statycznych [m’], momentéw
bezwtadnosci [m’].
6.2. Przyklady obliczen momentéw bezwladnosci figur ptaskich

Zadanie. 6.1. Obliczy¢ moment bezwtadnosci figury plaskiej o ksztalcie szesciokata
foremnego o boku a wzgledem poziome;j osi centralnej z. (rys. 6.3).

\ Ve
Zc
[&
a
Rys. 6.3
Rozwiazanie.
Ay
ool
L : | ®
h, [ @ ! @ I
£
NP | B PR 1 N
! ] c a
i ¥, & b 7
1 |
b, b, b, b,=a
Rys. 6.4

Jest to proste zadanie, gdyz do jego rozwigzania wystarczy skorzysta¢ z dwéch znanych
wzorOw na momenty bezwtadnosci prostokata wzgledem jego osi centralnej i momentu
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bezwladnosci tréjkata wzgledem osi przechodzacej przez jego podstawe. W tym celu
trzeba podzieli¢ szeSciokat foremny na pig¢ figur, wedtug rys. 6.4.

Cztery tréjkaty prostokatne majq takie same wymiary, a oS z. przechodzi przez
podstawe¢ kazdego z nich. Moment bezwladnosci rozpatrywanego szesciokata
foremnego wzgledem osi z, wynosi

o R
=bphp +4b,h a(~/3a) 42 2 z(ﬁ_ﬁ)a“—ﬁa“

© 12 12 12 12 4 16 16

1

Poniewaz szesciokat foremny ma szeS¢ osi symetrii, kolo bezwiladnosci tego
szesciokata jest punktem, a to oznacza, ze moment bezwladnosci tej figury wzgledem
dowolnej osi przechodzacej przez srodek ci¢zkosci jest taki sam, a zatem

503
=— .

W tym przypadku wszystkie osie centralne s3 osiami gtownymi (7, , =0).

Zadanie 6.2. Wyznaczy¢ gléwne centralne osie bezwladnosci oraz momenty
bezwtadnosci figury plaskiej o ksztalcie pokazanym na rys. 6.5.

Ye Ye

D

3a

8a
N

e et o — — — — « — . — o —— . —

=)
N

Co
IN)

Rys. 6.5

Rozwiazanie. Jedng z gtldwnych centralnych osi bezwtadnosci jest o$ y., poniewaz
jest osig symetrii. Druga gléwna centralna o§ bezwladnosci przechodzi przez $rodek
cigzkosci rozpatrywanej figury i musi by¢ prostopadta do osi y.. Wspé6trzedng Y, srodka
cig¢zkosci obliczymy od przyjetej, jako bazowa, osi z. O$ z mozna przyjmowacé dowolnie,
ale w tym zadaniu korzystne jest przyjac ja jak na rys. 6.5. Do obliczenia wspétrzednej
Y. srodka cigzkosci i do obliczen momentéw bezwladnosci podzielimy rozpatrywang
figur¢ na dwie czgsci: kwadrat o boku 8a x 8a i wycigty z tego kwadratu prostokat 6a X 3a.
Wspétrzedna Y, srodka cigzkosci obliczamy ze wzoru
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DX S —8.s
Cay s A-
gdzie S, jest momentem statycznym wzgledem osi z, natomiast A jest polem powierzchni
przekroju poprzecznego. Znaki minus w ostatnim cztonie wynikaja z wycigcia (ubytku)
figury 2 z figury 1. Moment statyczny figury 1 (kwadratu) wzglegdem osi z jest rowny
zero, poniewaz o$ z przechodzi przez srodek cigzkosci kwadratu 8a x 8a. Moment

statyczny figury 2 oblicza si¢ jako iloczyn jej pola powierzchni i odleglosci jej srodka
cigzkosci od osi z, czyli

S, =6a-3a-%a=27a3

Obliczenie wspoétrzedne; Y,

_0-27a _ 27
T 64a>—18a> 46

Potozenie srodka cig¢zkosci pokazano na rys. 6.6.

Ye

@

@1
.

Rys. 6.6

Momenty bezwladnosci figur wzgledem tej samej osi wolno do siebie dodawac lub od

siebie odejmowac (gdy figura jest wycigta). O$§ z przechodzi przez srodek cigzkosci
figury 11 przez podstawe figury 2.
Zgodnie z podstawowymi wzorami dla momentéw bezwtadnosci prostokatéw mamy

_8a(8a)’ 6a(3a)’ _862 ,
12 3 3

Zgodnie z twierdzeniem Steinera

862, _

I.=1-A®Y,) = 46a (——a) =2715a".

Moment bezwladnosci figury wzgledem osi y,
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_8a(8a)’ _3a(6a)’

=287,3a".
W 12 12

Zadanie 6.3. Obliczy¢ momenty bezwladnosci figury o przekroju pokazanym na rys. 6.7
wzgledem gléwnych centralnych osi bezwtadnosci

[ 7
£
(&)
©
g} _ Zc
o c -
€
o
©O

6 cm
8cm
Rys. 6.7

Rozwiagzanie. Osie y. 1z sa gtdwnymi centralnymi osiami bezwladnosci
rozpatrywanej figury, poniewaz s osiami symetrii wzajemnie prostopadtymi. Moment
bezwtadnosci wzgledem osi y. najprosciej mozna obliczy¢, dzielac figur¢ na 5 figur
prostych (rys. 6.8a) (prostokat i 4 tréjkaty o jednakowych wymiarach)

Rys. 6.8
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Korzystajac ze znanych wzoréw, otrzymujemy

B 2cm-(6cm)3 . 6cm-(4cm)3

ye =164 cm*
12

1 4

Moment bezwladnosci wzglgdem osi z. obliczymy przy podziale figury ptaskiej na trzy
figury proste (prostokat i dwa tréjkaty o takich samych wymiarach) (rys. 6.8b).
Korzystajac ze znanych wzoréw i twierdzenia Steinera, mamy

3 3
zC=6cm (2cm) 42 8cm (6cm) +18cm,6cm.(3cm)2 =
12 36 2

=4 cm* +2(48 cm®* +216 cm*) = 532 em*.

Zadanie 6.4. Obliczy¢ moment bezwladnosci figury pokazanej na rys. 6.9 wzgledem

centralnej osi poziome]j z,
Ye Yc Ye
iz

Ve
r G @ Zc3
¥
T ze
[
& ZC1 Yc
V o Cz, @ Zcz
4
3 | oZ

Rys. 6.9

Rozwiagzanie. Jedna wspélrzegdna potozenia srodka cigzkosci jest znana,
poniewaz wiadomo, ze Srodek ci¢zkosci lezy zawsze na osi symetrii. Druga wspéirz¢dna
Y. liczong od osi z znajdujemy ze wzoru

Y =i_zszi

c A—ZAi’

dzielac figur¢ na 3 figury proste (kwadrat 2r x 2r i dwa péikola)

3 2
- 4r, Tr 4 r

2rr——(=—)+—Qr+——

Y=2r2rr 2(375) 2(r 3n)=(4+n)r3=

¢ nrl 7t 4r*

1+ g)r =1,786r.
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Moment bezwtadnosci pétkola wzgledem jego poziomej osi centralne;j

4 2 2
1P =1 —Ap(fl)2 LA LAy T
3n° 8 2 9w

Moment bezwladnosci catej figury wzgledem jej poziomej osi centralnej z. wynosi

2
I=1"—® 419 = 2@y L, 2r(Y. = r)? —{011 4 L(YC—:—’)Z}L
) T

4 4

2
+[0,11r4+%(2r Y+~—)} +4r*(1,786r —r)> - 0,11r* ———(1786 ——) %

+0,11r* +—(2r 1786r+§—) =1,53r%.

Zadanie 6.5. Na rys.6.10 pokazano przekrdj poprzeczny szyny kolejowej posredniej
wraz z przyblizonymi jej wymiarami podanymi w milimetrach. Obliczy¢ moment
bezwladnosci przekroju poprzecznego tej szyny wzgledem centralnej osi poziome;j z..

52

3
S I
1
D 1@ Oy
) 1 B¢ ~ Z>
40 10 40
Rys. 6.10

Rozwigzanie. Obliczenie wspétrzednej $rodka cigzkosci C od osi z
2
2-40-7-3,5+2:0,5-40-9-10+10-88-44+52-20-98+40-6- 111+2i(~«6+108)
Y. = 37

c

2
2:40-7+2-0,5-40-9+10-88+52-20+40- 6+2”—Z—

=571 mm.

Obliczenie momentu bezwtadnosci I, przekroju poprzecznego szyny wzgledem giéwne;j
osi centralnej z.. Moment ten obliczono jako sum¢ momentéw bezwladnosci prostych
elementéw sktadowych przekroju poprzecznego (prostokatéw, tréjkatéw, pétkola)
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wzgledem ich poziomych osi centralnych, a nast¢pnie przeniesieniu tych momentéw do
osi centralnej z. calej figury, zgodnie ze wzorem Steinera

gdzie a; jest odlegtoscia migdzy osia centralng z.; i-tej figury i osia z. calego przekroju
poprzecznego.

3
=5t +10-88(13,1)% +

. 3 . 3
1@:2[40127 +40.7(53,6)2}+2[4(;69 +0,5-40-9(46,1)% |+

6>

. 3 .
6 +40-6(53,9)2+O,11-64+—§—(56,9—6+%—6-)2 .
JT

3
Al 20(40,9)% +

=573-10*mm* =573 cm*

Przedostatni skladnik sumy 0,11-6* to moment bezwtadnosci pétkola (dwéch éwiartek
kota) wzgledem jego osi centralnej. Przedstawiona metoda obliczen jest ogélna i moze
by¢ zastosowana praktycznie do obliczeh momentéw bezwtadnosci figur o dowolnych
ksztattach.

Zadanie 6.6. Wyznaczy¢ kierunki gtéwnych centralnych osi bezwtadnosci i obliczy¢
wartosci gléwnych centralnych momentéw bezwtadnosci dla figury w ksztalcie tréjkata
prostokatnego o podstawie b = 3a i wysokosci h = 6a (rys. 6.11).

Yook Y
‘.\‘
\
y j Yo
‘.
\v
\.
\¢
S \
Il \ Zca
= \ Y
cY A Yoz
R
N \
I \
> \
\ z
Z-=a ) -
b=3a
Rys. 6.11

Rozwigzanie.

7 o bh> 3a(6a)’ _

. 54a*,
12 12

102



hb’>  6a(3a)’

L= = =13,5a%,
T 12 12
21.2 2 2
;= b°h _ (3a)“(6a) ~13.54%.
¥24 24
3 3
I = bh _ 3a(6a) _184%,
=36 36
3 3
;= hb _ 6a(3a) =4,5a4,

Y36 36
Ie=1,-AY:Zo=135a* -9a% -a-2a =-4,54%,

zcye

4
ch(—zc) = —Izcyc =4,5a
21 - fr

goam Hoe__ Acdsa) 2

I,,—-1, 45a"-18a" 3
2 = 33,69°,
a =16°51".

I.+1,, I,
lefz Z 2 Yy i‘/( Z 2 Yy )2+(Izcyc)2

4 4 4, 4

g e = “;4’5“ +\/(18“ 24’5“ )2 +(-4,50*)? =11,254* +811a* =19,36a*,

4 4 4
Iyee = Imn =11.25a* —8,11a* =3 14a*.

Sprawdzenie:

L + 1o =1936a* +3,14a* =22,5a" = [ +1 .

max

Wyznaczenie glownych centralnych momentéw bezwladnosci metodg wykreslng
(rys. 6.12 — Koto Mohra dla momentéw bezwladnosci).

I zc,ych
\}7 cg A @
Ikzﬁaﬂ
o 20 El 1 max zw{ yc
0 I,,,;,,\IYC 20 Lz
Izc’yc \/.

Rys. 6.12
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Zadanie 6.7. Dla figury ptaskiej zacienionej na rys. 6.13 wyznaczy¢ kierunki gtéwnych
centralnych osi bezwladnosci oraz gtldwne centralne momenty bezwtadnosci

Ao yb_ Scm Ye
07'9,/%6*0.9 T
iz ‘\-\. §
~ ZC
=
4 S
O 4
2cm 6cm 2cm B
Rys. 6.13
Rozwiagzanie.
6:6-3+2-3-15+2-3-45 108+9+27 144
Yc= = = =3cm
6-6+2-3+2-3 48
6-6-5+2-3-1+2-3-9 180+6+54 240
Z, = = ==—=5cm
48 48 48
3 3
y0=6(162) +2{31§ +6-42}=108+2(2+96)=108+4+192=304cm4
.23
1 =283 _2.8.9-144 cm?

zC
tg(2a)=tg(r -2)
=0+2-3-4(-15)+2-3(-4)15=-72 cm*

21 _
T, . Nl Y
I—1, 304-144

1 zcyc

Wyznaczmy kat 2w przedziale 0<20.<7
200 =138°
o =69°

Wtedy kat o jest odmierzony od osi z. w kierunku trygonometrycznym (przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara) do osi, wzgledem ktérej moment bezwtadnosci osiaga wartos¢
maksymalna. '
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I +1 Jz —1
=2 ¥ 4 (Zc—yc)2+(1 )2
gul?;& 9 9 zcye
; =144;304+‘/(144‘304)2+(_72)2

I =224-107,6=116,4 cm®

Rozwiazanie metoda wykreslng

=224+107,6 = 331,6 cm*

&
\
I zc,yc é:;} IYC’ IYC: (-zc)
- Y
~ Lo,
W{b@\ =
\O( IyC d, max -
0 I
min \_{G Z
Lgi=—T2
L 1 ze,yc
Rys. 6.14

Jezeli w tym zadaniu kat 2@ wyznaczymy z
200 =—42°,

pierwszej Cwiartki ujemnej, wtedy

a =— 21°, ale kat ten nalezy odmierzac od osi y., poniewaz I, > 1. .

6.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadania 6.8a+6.8h. Dla figur ptaskich pokazanych na rys. 6.15a+6.15h obliczyé

wspolrzedne srodka cigzkosci oraz momenty
centralnych osi bezwladnosci.

Zadanie 6.8a

Ye

<
\

Rys. 6.15a

bezwladnosci wzglgdem gléwnych
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ODPOWIEDZ: I, =1, = ga“.

Zadanie 6.8b
3a
e
S
Zz
C ol Ze
i~
~
a
Rys. 6.15b
ODPOWIEDZ: Y, =—%, I,=854", I, =25a".
Zadanie 6.8c
ﬂl}’c
2 \
AZ
AC 1 > Z

Rys. 6.15¢

ODPOWIEDZ: ¥, =—0,5a, I,=169,25a%, I, =160,22a*, I =16925a".

106



Zadanie 6.8d

Rys. 6.15d

ODPOWIEDZ: Y, = g%b =0,098p, I,=0.281b", I_=0,267b", I =0281b"

Zadanie 6.8e

3em

$ye

-+
|

lem

3cm

i

i |lem

5 o
; z

6¢cm

Iem

Rys. 6.15¢

ODPOWIEDZ: Y, =2cm, I, =36cm®, I, =20,5cm".

Zadanie 6.8f

2r
! N
N 0

2r
Y,

Rys. 6.15f
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ODPOWIEDZ: ¥, =0,404r, I, =208r", I, =39,7r".

Zadanie 6.8g

§ %c
3 -
Rys. 6.15g
ODPOWIEDZ: I, =570 cm®, I, =676 cm*.
Zadanie 6.8h
3a
Y
=
Zc
8] i
= 3
v 4
7a
Rys. 6.15h

ODPOWIEDZ: Y, = %a, I1,=225a*, I,=754%, I, =43a".
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7. CZYSTE I TECHNOLOGICZNE SCINANIE

7.1. Czyste Scinanie

Rozpatrzmy element prostokatny o wymiarach a X b i grubosci ¢t wykonany
z materialu izotropowego o module sprezystosci (Younga) E i liczbie Poissona V.
Przyjmijmy, ze w przekrojach a X ¢t 1 b X t rozpatrywanego elementu (rys. 7.1) dziataja
roOwnomiernie rozlozone napr¢zenia styczne 7.

Py

L

! .

oo |
. b it
= \\: 1 Eyv 'r/

,: i'

I R

Rys. 7.1

Rownowaga takiego elementu jest mozliwa tylko wtedy, gdy naprg¢zenia 7 we
wszystkich przekrojach maja takie same wartosci i zwroty pokazane na rys. 7.1 lub
wszystkie zwroty przeciwne. Jezeli unieruchomimy lewg krawedZ rozpatrywanego
elementu (rys. 7.2), to jego odksztalcenie charakteryzuje kat % zwany katem
odksztalcenia postaciowego. Kat ten (liczony w radianach) jest wprost proporcjonalny
do wartos$ci napr¢zenia 7 1 mozna go obliczy¢ ze wzoru

=— 7.1
=5 (7.1)

nazywanego prawem Hooke’a dla scinania. Litera G oznaczono modul odksztalcenia
postaciowego (Kirchhoffa), ktory zalezy od modutu sprezystosci E i liczby Poissona v

_E
T 2(1+V)’

(7.2)

Dla stali przyjmuje si¢:
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E =2,06-10° MPa,
v =0,3,

G =8-10* MPa.

Rys. 7.2

7.2. Scinanie technologiczne

Scinanie charakteryzuje si¢ tym, ze w przekrojach réwnoleglych do kierunku
dziatlania obcigzenia dzialaja napr¢zenia styczne 7. Przy S$cinaniu technologicznym
przyjmuje si¢, ze napr¢zenia 7 sa rOwnomiernie rozlozone w calym rozpatrywanym
przekroju. Jezeli pole powierzchni Scinanego przekroju poprzecznego wynosi A,, to sita
wewngetrzna T $cinajaca ten przekrdj wynosi

T=A71 (7.3)

W zastosowaniach inzynierskich rozpatrywane sa najczg¢sciej dwa przypadki
zagadnien:

= obliczenie sitly, przy ktérej nastapi $Scigcie materialu w rozpatrywanym

przekroju,

= obliczenie obcigzenia lub pola powierzchni przekroju Scinanego, przy ktérych

element bedzie pracowal bezpiecznie, przy przyjetym wspéiczynniku
bezpieczenstwa.

Pierwszy przypadek dotyczy np. obliczenia obciazen dla wykrojnikéw, drugi —
obliczen wytrzymalosciowych elementdw nosnych oraz potaczen sworzniowych,
srubowych, nitowanych i spawanych. Wytrzymatos¢ materialu na Scinanie, wyznaczona
w laboratorium wytrzymatosci materiatléw, oznacza si¢ symbolem R, [MPa]. Napr¢zenie
dopuszczalne na Scinanie

k, =—, (7.4)
gdzie n jest wspéiczynnikiem bezpieczenstwa (n > 1). Z hipotezy Hubera wynika, ze
V3

kt = —3_kr = 0,58](,, (75)

gdzie k, jest napr¢zeniem dopuszczalnym na rozciaganie. Rozpatrzmy plaskownik
o przekroju b X ¢t Scinany sila F (rys. 7.3)
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Rys. 7.3

Aby plaskownik ten zostal przecigty (zniszczony), sita F musi spetnia¢ warunek
F>A,-R, =b-t-R,. (7.6)
Jezeli ptaskownik ma pracowac bezpiecznie, to

F _F &

T=Z=E_kt (7.7)

Z ostatniej nierdwnosci, przy znanym napr¢zeniu dopuszczalnym na S$cinanie

!

k, =—"-, mozna wyznaczy¢ jedng z wielkosci F, b, t lub A,, wcze$niej przyjmujac
n

pozostale. W wyniku otrzymujemy:

F_A ,_A 78
F<Ak, Az, 1= b="r. (7.8)

t

Przy obliczeniach wytrzymalo$ciowych potaczen nitowych, spawanych i Scisle
pasowanych potaczen sworzniowych i wpustowych pomija si¢ wystgpowanie tarcia
migdzy czg¢sciami taczonymi.

7.3. Przyklady obliczen wytrzymalo$ciowych na $cinanie
technologiczne

Zadanie 7.1. Wyznaczy¢ lini¢ dziatania sity F oraz obliczy¢ wielkos¢ tej sity potrzebnag
do wycigcia z blachy o grubosci t = 4 mm tréjkata prostokatnego o dlugosci bokow
a=30mm, b =40mm i ¢c = 50 mm (rys. 7.4). Wytrzymato$¢ materialu blachy na
Scinanie R, = 380 MPa.
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Blacha  Wykrojnik (stempel)

Podstawa wykrojnika
z otworem trojkgtnym

A/ /ii/iii//iizz/izz8

y [}
Blacha

s C

et ¢
J’ct -
z

Foos S —

Rys. 7.4

Rozwiagzanie. Sila F dzialajaca na wykrojnik, potrzebna do wycigcia z blachy
tréjkata prostokatnego o podanych wymiarach musi wynosic¢

F>ARi=(a+b+c)t-R =30+40+50)4-10 m 23&)HPEX-4824MV

m

Aby obciazenie scinajace bylo rdwnomierne na calym obwodzie wycinanego tréjkata,
linia dzialania sity F musi przechodzi¢ przez srodek cig¢zkosci obwodu tréjkata, czyli
przez punkt C o wspoétrzednych y. i z. (rys. 7.4)

__30-15+0+30-13

Ye = T30+ 40+ 50
__ 0+40-20+50-20
¢ 30+ 40+ 50

=10 mm,

=15mm

Zadanie 7.2. Pr¢t o srednicy d = 20 mm jest zakonczony tbem o S$rednicy D = 25 mm
1 wysokosci & = 10 mm. Napr¢zenia dopuszczalne dla materiatu preta odpowiednio
na rozciaganie, Scinanie i docisk wynosza: k,= 110 MPa, k, = 65 MPa i k; = 180 MPa.
Pret rozciagany jest sita F = 31,4 kN (rys. 7.5). Sprawdzi¢, czy naprezenia dzmlamce
w precie s3 mniejsze od dopuszczalnych.
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Rys. 7.5

Rozwiazanie. Sila normalna rozciagajaca pret N = F wywoluje napr¢zenie

N 4N _4-314-10°MN

S S = % =100 MPa,
A m 7-(0,02)°m

r

ktore jest mniejsze od dopuszczalnego k, = 110 MPa. Napr¢zenia od $cinania i docisku
dzialajace na teb sworznia pokazano na rys. 7.6.

Rys. 7.6

Pole powierzchni przekroju scinanego A, = mdh, a sila $cinajaca T = F. Napr¢zenia
scinajace dzialajace w tym przekroju wynosza
T F _ 314-10°MN

T=—= = 5 =50 MPa
A, mh  7(0,02)(0,01)m

sa mniejsze od dopuszczalnych na Scinanie k, = 65 MPa.
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Docisk migdzy tbem sworznia i plyta jest na powierzchni pierScienia o S$rednicy
zewngetrznej D 1 wewngtrznej d. Pole powierzchni docisku A, =g(D2 —d*). Naprezenia
wywolane dociskiem wynosza

F _ 4F  4.314-10°MN
A, m(D*-d*)  7{(0,025)% - (0,02)* 1 m

o, = 5 =1778 MPa

1 sa mniejsze od napr¢zen dopuszczalnych na docisk k; = 180 MPa. Z przeprowadzo-
nych obliczen wynika, Zze Srednica prgta i leb preta zostaly zaprojektowane jako
bezpieczne dla podanej wartosci sity F.

Zadanie 7.3. Dzwignia o wymiarach pokazanych na rys. 7.7 zostala osadzona na
wale o srednicy d. Obrét dzwigni wzgledem watu zostal uniemozliwiony przez
prostopadtoscienny wpust o wymiarach b x h x a, gdzie a jest dlugoscia wpustu.
Obliczy¢ naprezenia Scinajace wpust oraz napr¢zenia wywotane dociskiem dzwigni do
wpustu.

Watek

Rys. 7.7
Rozwigzanie.Z sumy momentdw sit wzgledem punktu 0 wynika, ze sila $cinajaca
dzialajaca na wpust wynosi

_2F-1
=

T

Pole powierzchni przekroju $cinanego wpust

A =ab.
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Naprezenie scinajace wpust

T _2F

A abd

Pole powierzchni docisku (rys. 7.8)

h
Ad =da E 5
Napre¢zenie na docisk
K T _aF
1A, A, dah’

Rys. 7.8

Przy danych wielkosciach: F, [, d, a, k, i k; — mozna z nieréwnosci
_2F

abd
oraz

4F]
c,=—— <k
" dah T

T

obliczy¢ wymiary b i h wpustu.

Zadanie 7.4. Dwa plaskowniki o grubosci ¢, = 9 mm i szerokosci b = 170 mm
polaczono poprzez nitowanie dwiema nakladkami o tej samej szerokosci b i grubosci
t, = 6 mm. Do polaczenia uzyto 12 nitéw o Srednicy 16 mm, rozmieszczonych
w spos6b pokazany na rys. 7.9. Odleglos¢ pierwszego rzgdu nitéw od styku
ptaskownikow i odleglosci osi nita od brzegu naktadek e = 20 mm. Wymiar a mozna
przyjac, np. a = 2e.
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-9
)

Rys. 7.9

ZYacze rozciagane jest silqg F' = 120 kN. Obliczy¢: naprezenia rozciagajace w przekrojach
A-A, B-B i C-C ptaskownika, naprg¢zenia $cinajace w nitach oraz naprg¢zenia wywotane
dociskiem mig¢dzy nitem a ptaskownikiem.

Rozwiazanie. W polaczeniach nitowanych przyjmuje si¢, ze kazdy nit (o tej same;j
srednicy) przejmuje taka samg czgs$¢ sity obcigzajacej. W rozpatrywanym przypadku
po jednej stronie zlacza znajduje si¢ szes¢ nitdw, a zatem sila Scinajaca przypadajaca

na jeden nit wynosi ngF . Przy zniszczeniu zlacza (wysunigciu si¢ jednego

z plaskownikéw) kazdy z nitdw ulega scigciu w dwoch przekrojach czyli nity sa
dwucigte. Pole powierzchni przekroju poprzecznego $cinane w jednym nicie

2 2
Aop T’ _md®
4 2

Napre¢zenia scinajace w nitach

T F _120-10°MN

T=—= = = >— =49,7 MPa.
A 3md 37(0,016)“m

Trzeba réwniez sprawdzi¢ naprezenia $cinajace w plaskowniku przy rzedzie nitow
w przekroju C-C (rys. 7.10).
Pole powierzchni przekrojéw $cinanych w ptaskowniku przez jeden nit
Ar=2-e- .
Naprezenie Scinajace w ptaskowniku
F

T 6 F _ 120-10°MN

T = = = =
Ay 2et;  12et;  12(0,02)(0,009) m?

= 55,6 MPa.
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Przekroje $cinane
w pfaskowniku

Rys. 7.10

Przy obliczaniu napr¢zen na docisk migdzy nitem i ptaskownikiem, pole powierzchni

docisku przyjmuje si¢ Ayj=d-t,, a nie Endt, (ze wzgledu na nieréwnomierny rozktad

tych napr¢zen). Naprezenia dociskowe

Oy

T A, 6dt; 6(0,016)(0,009) m>

F 120-10° MN

=138,9 MPa .

Naprezenia rozciagajace w plaskowniku:

w przekroju C-C
N =3T = %F = 60 kN — sita normalna,

Ac = (b=3d)t, = (170 - 48)9-10°m?* =1,098 10> m?,
Nco  60-10°MN
Ac  1,098-107m?

Op = = 54,6 MPa;

w przekroju B-B
5
Ny =ST =—F =100 kN,
Ag =(b-2d)t, =(170-32)9-107° =1,242-107 m?,

Ny _100-10°MN

o8 = A, T Tama0mr M
w przekroju A-A

N, =120 kN,

A, =(b-d)t, =1386-10m?,

o, = 86,6 MPa.

117



Naprezenia rozciagajace w naktadkach
= przekr6j C-C

No =F =120kN,
Ac =(b—3d)2t, =1,464-10° m?,

_120-10°MN _
1,464-107m?>

O 82,0 MPa,

= przekréj B-B
Ng =3T=%F=60kN,

Ag = (b—-2d)2t, =1,656-10"m?,

1073
Og = 60-10 ZINZ =36,2 MPa;
1,656-10"m
= przekr6j A-A
1

Ny=T=—F =204V,

Ay =(b—d)2t, =1848-107m?,
_ 20-10°MN
1,848-107° m?

Oy =10,8 MPa.

Ostatecznie ustalono, ze maksymalne napr¢zenia rozciagajace wystepuja w przekroju
A-A plaskownika i wynosza O, ., =86,6 MPa. Maksymalne napr¢zenia Scinajace
wystepuja w plaskowniku ($cinanie ptaskownika przez nity — patrz rys. 7.10) i wynosza
Toax = 99,6 MPa.Napre¢zenia dociskowe migdzy nitami i plaskownikiem wynosza

0, =138,9 MPa. Sprawdzi¢ stan napr¢zenia w naktadce.

Zadanie 7.5. Obliczy¢ szerokos¢ b stalowego ptaskownika o grubosci ¢ oraz dlugosci
dwéch spoin pachwinowych, ktérymi ptaskownik ten zostal przyspawany do blachy
weztowej, jezeli ptaskownik obciazono sita rozciagajaca F (rys. 7.11).

Dane: F, t, k,, k, — gdzie k, jest napr¢zeniem dopuszczalnym na rozciaganie ptaskownika,
a k, jest napr¢zeniem dopuszczalnym na Scinanie spoin.
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Przekroj spoiny

b

DAMMININ =l

AN Y

/
D)
R0

]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
e

Rozwigzanie.Z warunku wytrzymatosci ptaskownika na rozciaganie

Rys. 7.11

c, = cL I <k,
A bt
wynika, ze
bt
tk,

Scigcie spoin nastgpuje wzdtuz ich najmniejszej grubosci g = 0,7¢. Pole powierzchni
przekrojéw $cinanych spoiny sita T = F wynosi

A =2-07t-1=14¢-1
Z warunku wytrzymatosci spoin na $cinanie

T F

= <k
A L4
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otrzymujemy

l2 il :
1,4k,

Rzeczywista dlugos¢ spoiny powinna by¢ powigkszona o dwa tzw. kratery (nie-
przetopiony poczatek i koniec spoiny). Dlugos¢ krateréw przyjmuje si¢ na ogét jako
1,5g, stad wynika, ze rzeczywista dtugos¢ spoiny

I,=1+2(15g)=1l+2t.

Zadanie 7.6. Pr¢t kratownicy o przekroju katownika nieréwnoramiennego (rys. 7.12)
zostal przyspawany do blach weztowych. Obliczy¢ dlugosci /; i [, spoin pachwinowych,
o takiej samej grubosci, aby wypadkowa sit w spoinach dzialala wzdluz centralnej osi
podiuzne;j preta.
Dane: g, b, t — wymiary przekroju poprzecznego preta,

F — maksymalna sila rozciagajaca pret,

k. — naprezenie dopuszczalne na rozciaganie preta,

k, — naprezenie dopuszczalne na Scinanie spoin.

e
t
AL
2 //“*
= % —0—C -~
Yrrs ///////////><§ ,
AUIIIIIINIINIININNNG
b
Blacha weztowa
Katownik
/@ii__\_/7
o~ i VR
= | = -
2| = | =
=~ i R
— i
\_2 | /
|
F
Rys. 7.12

R ozwiazanie. Polozenie srodka cigzkosci przekroju poprzecznego preta jest
okreslone wzorem
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_ b +at- t_2
20a+b-1)
Oznaczmy sile scinajaca w spoinie o dlugosci /; przez T;, a w spoinie o dlugosci

I, — przez T,. Aby wypadkowa sit T i T, spetniata warunki zadania, musi by¢ spelnione
roOwnanie wynikajace z sumy momentow sit

T,-b=F-e
skad
e
Tz — ; F.
Z warunku rOwnowagi sit otrzymano
I,+T,=F,

zzF—nzéifR

Aby napr¢zenia $cinajace w spoinach nie przekroczyly napre¢zen dopuszczalnych, musza
by¢ spetnione nieréwnosci

_T, _ (b-eF _
YA bl 07"
_12__ eF

<

r,=-t=—%" <k,
A, b-l,-0,7t

z ktorych otrzymano dtugosci spoin
I > (b-e)F ,
0,7btk,
L2
© 0,7btk,

Ponadto musi by¢ spelniony warunek wytrzymatosci preta na rozcigganie

F

6, =——<k
(a+b-1)

re
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8. ZGINANIE BELEK, RAM I LUKOW

8.1. Wprowadzenie. Podstawowe oznaczenia, definicje, wzory
i rOwnania

W belkach oraz ptaskich ramach i tukach obcigzonych w ich ptaszczyznie sitami
skupionymi F, obcigzeniami ciaglymi g i momentami skupionymi M, wyst¢puja trzy sity
wewngtrzne: sita normalna N — prostopadta do rozpatrywanego przekroju poprzecznego,
sita $cinajaca (tnaca) T — styczna do rozpatrywanego przekroju oraz moment zginajacy
M,. Dodatnie zwroty tych sit sq przyjmowane zazwyczaj takie, jak pokazano na rys. 8.1.
Znakami + zaznaczono rozciagana strong¢ belki.

T>Ot M. >0 M,>0
N>0 N>0 .
T>0 ++F+++++

Rys. 8.1

W belkach, w ktérych wszystkie obcigzenia zewngtrzne (czynne i bierne) sa
prostopadte do osi belki, sita normalna N = 0. Sila tnagca T w belkach, ramach 1 tukach
jest zwigzana z momentem zginajacym M, nast¢pujacymi zaleznosciami:

aM  (x) .
T(x)=—2— —dlabelek i ram,
%
dM (@) ) .
T(p)= do dla tukéw kotowych o promieniu r.
14

Sity wewngtrzne N, T i M, wyznacza si¢ z réwnan réwnowagi sit dla odcigtej
,myslowym” przekrojem czg¢sci belki, ramy lub tuku (rys. 8.2).
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Wartosci sit N, T i1 M, otrzymuje si¢ takie same, niezaleznie od tego czy rozpatruje
si¢ lewa, czy prawa odcigta czgsS¢ elementu. W ogolnym przypadku sity wewngtrzne
w belkach, ramach i tukach sa funkcjami wspoéirzednych x, y lub ¢ okreslajacych
potozenie przekroju (rys. 8.2). Jezeli na jakims odcinku rozpatrywanej belki, ramy lub
tuku sity wewnetrzne 7 i N sa rOwne zero, wowczas moment zginajacy ma stala wartos¢
(M, = const) i wtedy na tym odcinku (w tym przedziale) wystepuje czyste zginanie.

Szczegotowy przebieg zmiennosci sit wewnetrznych zostanie oméwiony w rozwia-
zywanych zadaniach. Gléwnym celem sporzadzania sit wewngtrznych jest znalezienie
najbardziej wyt¢zonego przekroju belki, ramy lub tuku (w belkach na ogét jest to
przekrdj, w ktérym wystgpuje moment zginajacy o najwigkszej wartosci bezwzglednej).
W ramach i tukach trzeba bra¢ pod uwage napr¢zenia pochodzace od momentu
zginajacego 1 sily normalnej dzialajacych w tym samym przekroju poprzecznym.
W elementach o przekrojach poprzecznych zwartych (grubosciennych) napre¢zen
stycznych 7od sity tnacej T na og6t nie oblicza si¢, jako wielkosci pomijalnie matych.

Moment zginajacy M, wywoluje w rozpatrywanym przekroju belki, ramy lub tuku
napr¢zenia normalne o, czyli naprgzenia prostopadle do przekroju poprzecznego.
Zmiana tych napr¢zen wzdluz wysokosci przekroju poprzecznego jest liniowa, co
wynika ze wzoru:

Mg

ng—l—zc.y’ (8.1)
w ktorym: M, jest momentem zginajacym dzialajacym w przekroju x tx - jest
wspolrzedng mierzona wzdluz osi belki); . jest momentem bezwtadnosci przekroju
poprzecznego belki wzgledem gléwnej osi centralnej z. (przechodzacej przez srodek
cigzkosci rozpatrywanego przekroju poprzecznego) prostopadiej do plaszczyzny
zginania, y jest wspolrzgdna okreslajaca potozenie punktéw przekroju poprzecznego
mierzong od osi Z..

Przy przyjetym znaku minus we wzorze na o, oS y skierowana jest do gory.
Napr¢zenia o, sa rowne zero dla y =0, czyli na osi z. zwanej 0sig oboj¢tng zginania.
W belkach o stalym przekroju poprzecznym najwigksze co do wartosci bezwzgledne;j
naprezenia od zginania wystgpuja w przekroju, w ktérym dziala najwigkszy co do
wartosci bezwzglednej moment zginajacy w punkcie | ymax‘ tego przekroju, najbardziej

oddalonym od osi oboj¢tnej zginania — od osi z..
Wielkos¢

W=_—zx (8.2)

nazywa si¢ wskaznikiem przekroju poprzecznego na zginanie. Zginany element prgtowy
konstrukcji (belka, rama, tuk) bedzie zaprojektowany bezpiecznie na zginanie, jezeli
bedzie spetniony warunek

o} = m <k, (8.3)
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w ktorym k, jest naprezeniem dopuszczalnym na zginanie dla materiatu prgta. W ramach
1 lukach oprécz napr¢zen pochodzacych od momentu zginajacego nie wolno zapominaé
o napre¢zeniach od sity normalnej, poniewaz w wielu przypadkach naprg¢zenia te moga
by¢ znaczne. Wypadkowe wartosci bezwzgledne naprezen od M, i N oblicza si¢ ze
wZzoru

o, =’0Mg +0Nl (8.4)
Naprezenia od M, i N musza by¢ liczone w tym samym punkcie przekroju
poprzecznego. Wolno je dodawac (odejmowac) algebraicznie, poniewaz sg to napr¢zenia
normalne o takim samym kierunku dzialania i zgodnych lub przeciwnych zwrotach. Przy
projektowaniu elementéw konstrukcji trzeba napr¢zenia o, obliczy¢ w tym punkcie
elementu, w ktorym te napr¢zenia powoduja najwigksze wyt¢zenie materiatu. Dla
elementow wykonanych z materiatu o k, = k. trzeba znalez¢ najwigksza co do wartosci
bezwzglednej wartos¢ napr¢zen wypadkowych, czyli G;,max.
Roéwnanie rézniczkowe ugig¢cia podluznej osi belki ma postaé
2
EIZC% =-M,(x), (8.5)
w ktorym w = w(x) jest funkcjq ugigcia osi belki. Powyzsze rdwnanie zapisano dla osi w
skierowanej do dotu. Aby rozwigzac to rownanie dla belek jednoprzedziatlowych, trzeba:
= zapisa¢ wzor na M, dla przekroju x,
= podstawi¢ ten wzér do réwnania rézniczkowego ugigcia belki,
= dwukrotnie scalkowac obie strony réwnania, dopisujac po kazdym catkowaniu
stalg catkowania po prawej stronie znaku réwnosci,
= okreslic dwa warunki brzegowe wynikajace z podparcia belki,
= z warunkow brzegowych wyznaczy¢ stale catkowania i podstawi¢ do
otrzymanej funkcji ugigcia w(x),

L, d
= jezeli interesuje nas kat ugigcia osi belki, trzeba obliczy¢ pochodna Ew
Z interpretacji fizycznej pochodnej funkcji wiadomo, ze dla bardzo matych
ugi¢¢ pochodna ‘f_i:} opisuje funkcje¢ kata ugigcia 0(x) osi belki.

Ugigcia belek wieloprzedzialowych o EI,. = const w sposob analityczny wyznacza si¢
metoda Clebscha, ktéra spetnia warunki ciaglosci funkcji ugigcia na granicy
przedzialéw. Dzigki temu liczba stalych catkowania, niezaleznie od liczby przedziatéw,
redukuje si¢ do dwéch. Warunki metody Clebscha zostang omdéwione przy rozwia-
zywaniu przyktadéw liczbowych. Réwnanie rézniczkowe ugigcia belek moze byc
rOwniez wykorzystane do rozwigzywania belek statycznie niewyznaczalnych, w ktorych
liczba niewiadomych reakcji jest wigksza od liczby réwnan statyki.
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8.2. Wykresy sit wewnetrznych w belkach, ramach i tukach

8.2.1. Przyktady obliczen sit wewnetrznych w belkach, ramach i tukach

Zadanie 8.1. Sporzadzi¢ wykresy sil tnacych i momentéw zginajacych wystepujacych
w belce obciagzonej w sposéb pokazany na rys. 8.3.

o T N

Rys. 8.3

Rozwiazanie. Przyjmijmy poczatek osi wspolrzednych x na lewym koncu belki
(punkt 0). Analizowang belk¢ dzielimy na dwa przedziaty.

RNt

Rys. 8.4

Poczatkiem pierwszego przedziatu jest lewy koniec belki (x = 0), a jego koncem (x = 2)
jest zmiana obcigzenia. Koniec przedzialu pierwszego w punkcie A jest poczatkiem
przedzialu drugiego. W rozpatrywanej belce koniec przedziatu drugiego pokrywa si¢
z prawym koncem belki. W przedziale drugim ( 2/ < x <3/) nie ma zmiany obcigzenia

zewngtrznego. Z przedzialu pierwszego 0< x <2/ odetnijmy myslowym przekrojem
czgs¢ belki o dlugosci x (rys. 8.4). Z sumy rzutéw sil na os pionowa wynika, ze sila
tnaca

T=F—qx=;ql—qx,

natomiast z sumy momentéw wzgledem osi prostopadlej do plaszczyzny rysunku
(ptaszczyzny zginania belki) przechodzacej przez srodek cigzkosci rozpatrywanego
przekroju poprzecznego otrzymano

: X :
§ Z 2 2

Zapisany wyzej wzOr na sil¢ tnaca mozna otrzymac jako pochodna M, wzgl¢dem
zmiennej x
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am,
dx

Przejdzmy do wyznaczenia sit wewngtrznych w drugim przedziale belki 2/ < x < 3.
Lewa czgs¢ belki odcigta myslowym przekrojem zawartym w tym przedziale pokazano
narys. 8.5.

T =

3
=F—qgx="—¢qgl—qgx.
q 2q q

3qr
2 M= M,
o C
F=%q/ 2l E T
X
Rys. 8.5
Z réwnan réwnowagi otrzymano
T=F-2 l—g -2 l——l l
q 261 q 2(1’ . 1
1
3 ——ql*="qgl* -~
Mg=F-x=q-21(x—l)—Mo=§qlx—2ql(X"l) 2ql 2ql 2qlx.
Pochodna
M
§ =—lql=T
dx 2

zaleznosci. W oparciu o wzory na T i M,
8.6)-

potwierdza poprawno$¢ otrzymanych wyzej
sporzadzono wykresy sit wewngtrznych (rys-

Mymex=9aF/8 |

¥

[ 1
o x=15" /
qr/

Rys- 8.6
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Z otrzymanych wzoréw i wykres6w wynika, Ze:

sita tnaca T dla x =0 jest rowna poprzecznej sile F = %ql,

zmiana sity T w pierwszym przedziale (0 < x <) jest liniowa — taka zmiana
wystepuje w przedziatach obciazonych réwnomiernie roztozonym obciazeniem
ciaglym (g = const);

w drugim przedziale (2] < x<3l) sita tnaca jest stata zgodnie z otrzymanym
wzorem,

moment zginajacy w pierwszym przedziale zmienia si¢ wedlug paraboli
drugiego stopnia — taka zmiana ma miejsce, gdy g = const,

ekstrema momentu zginajacego wystepuja w przekrojach, w ktérych sita tnaca

am
T = £=0,
dx
w rozpatrywanym zadaniu maksymalny moment zginajacy wystepuje
w przekroju x = %l (przedzial pierwszy) i wynosi M, . = %ql 2

uskok na wykresie momentu gnacego jest réwny przylozonemu w tym
. : 3
przekroju momentowi M, = qu 2

moment zginajacy w przekrojux = 3/jest rOwny momentowi utwierdzenia
w punkcie B. Warto zwréci¢ uwage, ze w tym zadaniu sporzadzenie wykresow
T i M, nie wymagato obliczenia reakcji Rg 1 Mg w punkcie B, czyli w miejscu
utwierdzenia belki.

Sposéb obliczenia M, .. (W przedziale pierwszym)

3 3
Tzaql—qx0=02>x0=51,

M

g max

2
—(Mg) , =§ql-gl—g(§lj =2412_

o=t 27 20 2\ 2 8

Zadanie 8.2. Belka podparta na dwéch podporach przegubowych jest obcigzona
w sposob pokazany na rys. 8.7. Wykona¢ wykresy sil tnacych i momentéw zginajacych
dla tej belki.
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Rozwiagzanie.

Przedzial pierwszy 0 < x <3/

Czes¢ belki odcigta myslowym przekrojem x zawartym w tym przedziale pokazano na
rys. 8.8.

Rys. 8.8

Z podobienstwa trojkatow (rys. 8.8) wynika, ze

4q
==
q. 3
Sita O, bedaca wypadkowa obcigzenia trojkatnego na odcinku x wynosi
1 2q9 ,
=—q, Xx=—2Xx".
C=5ax=y

Sita tnaca w przekroju okreslonym wspétrzedna x

T=-0,= —Eixz.

31
Moment zginajacy w przekroju x
1 2 3
M,=-0,-—x=——¢gx".
8 X 3 9 q
Sprawdzenie
aM

g _ 2 2 2 5
T 3 5 qx 3 gx” =T.
Przedzial drugi 3/ < x<11/

Wyznaczenie sil wewnetrznych w tym przedziale wymaga obliczenia reakcji Ry,
Sktadowa pozioma R,, reakcji R, jest rGwna zero, poniewaz jest jedyna sila pozioma.
Sktadowa pionowa Ry, najlepiej obliczy¢ z sumy momentéw sit wzgl¢dem punktu B .dla
calej belki (rys. 8.7).
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RAy-81—Q-(8l+3l%)—q-8l-4l+MO =0,

Q=%3l-4q=6ql,
Ry, - 81—6ql - 91 —32g1> + 6q1° =0,
R,, =10qgl.

Lewa czeg$¢ belki odcigta myslowym przekrojem x zawartym w przedziale drugim
pokazano na rys. 8.9.

Rys. 8.9

Wzory na sil¢ tnaca i moment zginajacy w drugim przedziale

T=-0+R,, —q(x-3l)="ql - gx,

1
M,=-0(x-2)+ RAy(x—3l)—Eq(x—3l)2 =
=—6ql(x—21)+10gl(x - 3I) - —;—q(x 30?2 =2ql(2x-91) - %q(x - 31)>.

Przedzial trzeci 11/ < x <12/

W tym przedziale latwiej jest otrzyma¢ wzory dla T i M, rozpatrujac fragment belki

lezacy po prawej stronie rozpatrywanego przekroju (rys. 8.10). Z réwnan réwnowagi dla
tej czesci belki wynika, ze:

T=0

_ _ 2
M,=-M,=-06ql

M.=
Mg(» 0 6(7/2
T
121-x
Rys. 8.10
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Wzory dla T'i M, zestawiono w tabeli 8.1.

Tabela 8.1
Przedziat T M,
<x<
0<x<3l __249. Mgz_gqxa
31 9
3I<x<11l T =7gl —gx 1
A M, =2ql(2x—9l)—5q(x—3l)2
1< x<121 - T=0 M, =—6ql’

Wykresy sit wewng¢trznych przedstawiono na rys. 8.11.
Maksymalne co do wartosci bezwzglgdnej wartosci momentéw ‘M g‘ = 6ql° wystepuja
w przekroju x =3/ oraz w trzecim przedziale (11 <x<12]).

Lokalne ekstremum momentu wystgpuje w przekroju x =7/, poniewaz w tym przekroju
T =1

T4
4ql ‘>
+
‘ T A
o
6q/
\ i
Mg A |
2qu ‘
5 x=3I E T x=1f x=121 x
(E} x=7 L
=)\ || 69F
6ql2 ]
Rys. 8.11

Zadanie 8.3. Belka o catkowitej dtugosci 5! jest podparta i obcigzona w sposob podany
narys. 8.12.
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Narysowa¢ wykres momentéw zginajacych bez obliczania reakcji podpér i bez
zapisywania wzor6w na momenty zginajace w poszczegélnych przedziatach belki.

Rozwiazanie Moment zginajacy w punkcie 0 (poczatek belki) wynosi
(M,),, =0. Moment zginajacy w punkcie A (x = [) obliczono z sumy momentow sit

dziatajacych po lewej stronie belki
1 1 1

M), =—§%l'§l=—gqlz-

W przedziale, w ktorym dziala obcigzenie g o rozkladzie tréjkatnym, moment M,
zmienia si¢ wedlug krzywej 3. stopnia.

W  punkcie B(x =2l)w belce wystgpuje przegub, ktéry nie przenosi momentu
zginajacego, a zatem

(Mg ).r=21 = O

Na odcinku AC belki nie dziala zadne obciazenie i wtedy moment zginajacy zmienia si¢
liniowo (wykres M, przechodzi przez zero w punkcie B). Z lewej strony punktu C

(x” =4/) moment zginajacy wynosi

1
M)y == 2My) e = gqlz-

Z prawej strony punktu C moment ten wzrasta skokowo do wartosci
M), =M My=tqr+lor=1or
( g)x+=41 =( g)x—=4, + M, "5‘1 +gq —Eq .
Na nieobcigzonym odcinku CD moment zginajacy M, zmienia si¢ liniowo, przy czym
kat nachylenia prostej musi by¢ taki sam jak na odcinku AC. Moment zginajacy

w punkcie D wynosi

1 1 2
(M) s =—3(M ) + M, = —3(—gq12) +gq12 = 5qlz.

2
(M g) x=5| = gmax = 5 qlz
Mg

1
29I

O.
1 - =)
Lp| A

Krzywa trzeciego
stopnia

Rys. 8.13
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Wykres M,, pokazany na rys. 8.13, narysowano na podstawie warto$ci momentow
obliczonych dla x=0, x=I, x=4l1 x=5] oraz w oparciu o znajomos$¢ przebiegu
funkcji M, w odpowiednich przedziatach.

Zadanie 8.4. Narysowa¢ wykresy sit wewngtrznych, tzn. sil normalnych, sit tnacych oraz
momentéw zginajacych dla ramy zamocowanej i obciazonej jak pokazano na rys. 8.14.

| 9%

q B 2l
al D
AR N
— oy
M | o+
H +
+ ¥
+ +
+ I -
+ o
q, + *
+ +
- +
H +
+ ;
Hi +
M +
+
+
x R #|lK x
O /
M
K RKy
Rys. 8.14

Rozwigzanie Zréwnan robwnowagi ramy obliczono reakcje utwierdzenia
w punkcie K

> F,=0=R, —% g-3l=—-=gql,

ZF =0=>R, =0,

Y M, =0=>M, =—;—q-3l-§-3l=3qlz.

Znakami plus na rys. 8.14 zaznaczono umownie ,,dolne” wiékna ramy. Pozwalajq one na
przyjecie dodatnich zwrotéw momentow zginajacych w poszczegdlnych elementach
ramy zgodnie z umowa zilustrowang na rys. 8.1. Wzory na sily wewngtrzne N, T'i M,
wynikaja z réwnan réwnowagi sit dla myslowo odcigtych czesci ramy pokazanych na
rys. 8.15.

Wartos¢ obciazenia g, wynika z podobienistwa trjkatow

4, ¢ q
B e e
R TE TR
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q 4
~— ‘\ N2
e
+++++++ 7
+ X R
¥ s
~
+ =
+
q +
1 : 2
¢ T, + Ty
=g + " =
+ + +
+ + ~ +
+ I +
+.= +
0 + +
+ + +
+ + +
+ I +
+ +
+ + R
0 0 -
My
Ry,
Rys. 8.15

Przedziat 0< y, <3/

N, =0,
_ 1 gy
L= ="

1 1 qy;

M. == a3 s DL

n T I NN T e

Przedzial 0 < x <2

1 3

N,=——¢q-3l=——¢gl

2 2q 2‘1
T,

=0

1 1 3 .,
M =-Lga.ly=_2g
2= 97707 59

Przedziat 0< y, <3/
N,=-R,, =0,

3
T3 =—ka =—2—ql,
, 3 3
M=M+R,Q3l-y,)=3ql _541(31‘)’2) =§ql()’z -D.

Wykresy sit wewngtrznych przedstawiono na rys. 8.16.
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a) b) c)

3ql/2 3q/2 .3‘7’2 /2

3ql/2
0=

:7 1l \

A+t

* Krzywa
1 3-go stopnia

..........

< s,
o S,

/ "
s 1Y
L ]

y

R g_ L0

T
:
2
B G U N G e
+H++F A+t

+
[+
i +
4
%
+
+
+
*

+ o+
+ o+

A

7
M =3q/2

gmax

Rys. 8.16

Ujemne wartos$ci sit wewngtrznych sa rysowane po stronie wewngtrznej (zaznaczonej
krzyzykami), a dodatnie po stronie zewngtrzne;.

Zadanie 8.5. Rama symetrycznej budowy jest symetrycznie obcigzona, jak pokazano na
rys. 8.17. Dla ramy tej zapisa¢ wzory na sily wewngtrzne N, T i M, oraz narysowaé
wykresy tych sil.

$r ! l !
q q i q
T i L~
++++++++++++-'r++++++++++++ L)
X B + (I
2 H [ I:’.
e + i + |
+ | +::
+ i +-———
| + + | }— _£
o ; .
Z 7
R, Re=R,

Rys. 8.17

Rozwiazanie W ramach symetrycznej budowy z symetrycznym obciazeniem,
symetryczne sa: reakcje podpor, wykresy sit normalnych N i wykresy momentéw
zginajacych M,, natomiast antysymetryczny jest wykres sit tnacych 7. Wynika to z zasady
akcji 1 reakcji. W zwiagzku z tym, aby narysowac¢ wykresy sit wewngtrznych, wystarczy
przeanalizowac potowe konstrukcji. ~

W rozpatrywanym przypadku reakcje podpdr R, i R, sa réwne i wynosza

R, =R, =ql.
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Wzory dla sit wewngtrznych w poszczegdlnych przedzialach, wynikajace z réwnan
réwnowagi sit dzialajacych na myslowo odcigte czg¢sci ramy, maja posta¢ podana nizej.

Przedziat 0< y < %l

N,=-R, =—ql,
T, =qy,
2
_ y _qy
Mo =ayy="5

Przedzial 0 < x <!

3. 3
N,=q=1==g¢l,
2 q2 2‘1
T,=R,—gx=¢q(l - x),
3. 3l x 9 gx’
M, =R -x+q=l-——gx===ql* + qlx—*—.
g2 = o ATAR TS TR TR,
Przedziat [ < x < 2/
3
I,=R —ql=ql—ql =0,
3, 3l I, 13
M, =Rx+q=1-——ql(x——-)=—"ql’
o =RXFTa I A=) =y

Wykresy sit wewngtrznych

M =quz.

g max 8
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+

3ql/2

9)

|
“/0s symetrii

227N
4 N
i Y
[ '

N

ql

3ql/2

+
ql
syetri
O

s

@
Y

- Wykresu

3, O antysy

S
‘

—i
1 7
0y s
p-

Na osi symetrii uktadu 7'= 0.

Zadanie 8.6. Rama symetrycznej budowy jest obciazona antysymetrycznie w sposob
pokazany na rys. 8.19. Narysowa¢ wykresy sit normalnych N, sit tnacych T oraz
momentéw zginajacych M,, uwzgledniajac antysymetri¢ obciazenia.
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+++4++H+

Py

+
+
+
+
+
+
+
+
+
F
ES
+
+
+
+
+
+
+

+

+++ 4+t +

LTI
!

N
-~

Rys. 8.19

Rozwiazanie. Przy symetrycznej budowie ramy i antysymetrycznym obcigzeniu
reakcje R, 1 R, musza by¢ rOéwniez antysymetryczne, tzn. Ze muszg mie¢ te same

wartoscl, ale przeciwne zwroty.

Z sumy momentow sil wzgledem punktu K mozna obliczy¢ reakcj¢ R,

Ro-21+2qlé—Mo=0

M, ql 3 1
sy B P L
0Ty g 1T RTTd

Z sumy rzutéw na o$ y wynika, ze
Rk = RO = ql,

co wynika réwniez z antysymetrii obcigzenia.

Wzory dla sit wewnetrznych dla lewej potowy ramy.

Przedziat 0< y </

N,=-R, =—ql,
T,=F-qy=q(-y),
2 2
— @ _ qy
Mo =Br="y mab=y

Przedziat 0< x <1

N,=F —ql=0,
T2 :Ro :ql,
2
M, =R0x+Fl—qlé=%+qlx.

Przy symetrycznej budowie i antysymetrycznym obciazeniu wykres sil tnacych jest
symetryczny, a wykresy sit normalnych i momentéw zginajacych sa antysymetryczne.
Na osi symetrii uktadu obcigzonego antysymetrycznie N = 0i M, = 0O (ale lewostronna
1 prawostronna granica funkcji M, dla x = [ w tym zadaniu nie jest réwna zero).
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Wykresy sit wewngtrznych przedstawiaja rys. 8.20a, b, c.

a)

_c_)é.anty_;ymetrii

Rys. 8.20

Maksymalny dodatni moment zginajacy jest rowny bezwzglednej wartosci minimalnego
ujemnego momentu zginajacego

3 2 3 2
M, . =—ql"=-—ql

Uskok na wykresie momentéw zginajacych jest réwny przylozonemu momentowi
skupionemu M, = 3gl°.

138



M, :quz +

=3ql*.
> q

3
~2ql
54

Maksymalne naprezenia zginajace w ramach oblicza si¢ z tych samych wzoréw co
w belkach

M
_' gmaxl '_
- ymax—

| M ] e
8 Imax I*c

o
w

Nalezy pamigta¢, ze w ramach i lukach oprécz napr¢zen od momentéw zginajacych
wystepuja naprezenia od sit normalnych.

Zadanie 8.7. Sporzadzi¢ wykres sit wewngtrznych N, T'i M, dla ramotuku, obcigzonego
jak pokazano na rys. 8.21.

++++H++++

+ X +|| =

+ +

+ +

~ |1t +
+ +

+= +

F_i I+ H
+ +

<0 T
+

&

Rys. 8.21

Rozwigzanie. Wzory dla sit wewngtrznych w poszczegdlnych przedziatach.
Przedziat 0<y <r

N, =0,
T,=F,
M, =Fy,.

Przedzial 0<x<r

N,=F,
T,=0,
M =F-r.
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Przedziat 0<y,<r

N3 =O,
T3 =_F,
M, =F(r—y,).

Przedziat 0<¢@<m

Rys. 8.22

Wzory na sity wewngtrzne w przedziale 0 < ¢ < Tmozna otrzymac¢ z réwnan rownowagi

sit dziatajacych na myslowo odcigte czesci konstrukcji (lewg lub prawa) pokazane na
rys. 8.22a lub 8.22b.

D F,=0=N,~Fsinp=0,

N, =Fsing;

ZF"" =0=>T,+Fcosp=0,

T, =—Fcosg;

D Mp=0=>M,,+Frsinp=0,
M., =—Frsing.

Wykresy sit wewngtrznych pokazano na rys. 8.23.
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Zadanie 8.8. Zakrzywiony pret o wymiarach i obcigzeniu podanym na rys. 8.24 jest
utwierdzony na dolnym konicu. Poda¢ wzory dla sit wewnetrznych N, T i M,, narysowa¢
ich wykresy 1 znalez¢ maksymalng warto$¢ momentu zginajacego.

X
P g
F=2qr O dB~
+ ]
+|
~| o+
+ &
+
+
+
My=qr (~+
+
+
+
+ 1
% |
+
+ K|
+ e
+ Z
# 5
HI |
# %
+ i
+ \
K + '

&

%%-»
R
R K

Rys. 8.24

Rozwiazanie Reakcje w utwierdzeniu, wynikajace z réwnan réwnowagi,
Wynosza:

R, =qr,
R, = 0,
M, = 2,5qr2.

Pret trzeba podzieli¢ na trzy przedzialy: 0>2¢@<n, 0<y<r i r<y<3r. Wzory na
sity wewnetrzne w poszczegdlnych przedziatach podano nizej.
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Przedziat 0<o@<m

Rys. 8.25

Z sumy rzutdw sit na o$ styczng i normalng do luku w rozpatrywanym przekroju
otrzymano:

N, =—2grsin g,
T, =—2qrcos¢.

Wz6r na moment zginajacy M, otrzymano z sumy momentow wzgledem punktu §

— o 2
M, ==2qr-rsing=—2qr"sing.
Sprawdzenie:
am ,
T, = = —2qrcos .
rdg

Przedzial 0< y<r

N, =0,
T, =2qr—qy,

qy’
1‘4g2 = 2qry - 7

Przedziat r < y <3r

N, =0,
T, =2qr—qy,
2
M, =2qry—%+qr2.
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Wykresy sit wewngtrznych

Rys. 8.26
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Ekstremalne warto$ci momentéw zginajacych wystgpuja w przekrojach, w ktérych
sita tnaca jest rowna zero. W rozpatrywanym zadaniu takie przekroje wyst¢puja:

w przedziale 0 <@ <7 dla @, =§ oraz w przedziale r<y<3r dla T =2qr—-qy, =0,
czylidla y, =2r.

W przekroju @, =g moment zginajacy jest rtéwny (M, ) , =-— 2gr?, a jego wartosc¢

%—E
bezwzgledna ‘M % « = 2q7°,
s
W przekroju yy=2r
2

i jest to w analizowanym zadaniu maksymalny moment zginajacy.

8.2.2. Zadania do samodzielnego rozwiqzania

Zadanie 8.9. Dla belek o wymiarach, obciazeniach i podparciu, jak pokazano na
rysunkach 8.27a=f:
= obliczy¢ reakcje podpor,
= zapisa¢ wzory na sily tnace i momenty zginajace w poszczegélnych
przedziatach,
= nparysowac wykresy sit tnacych i momentéw zginajacych,
» poda¢ maksymalna, co do wartosci bezwzglednej, wartoS¢ momentu
zginajacego.
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Rys. 8.27

ODPOWIEDZ:
M M
R,=—2 R =—"201 M =15qgl°
a) A 2[ D 21 £ max q
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T M,
T )
A B c D

1,5M,
| S = | R
i 2l x
g B%Mo -0,5M,,9_ °
Rys. 8.28a
b) R,=2F, R,=-F, M, =3FL
Ty  2F
& F (T
LTI eI o ™
A B C D
3FI
Mg“ 2F1 Mé'
g p X "
A B e o
_FI
Rys. 8.28b
3
©) Ry =Rc =3l My =4l
Ty
20— 4
. a (T
BlI|iT &
ArE aTTic 5
..q[
-2ql
Mg
1,5q12 1 5q12 .......
A -
B C x
A — s —
-0,5qI° / -
Rys. 8.28¢

max

d R,=R,=¢ql, M =%qlz.
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) (T
.
ﬁ ””mh\ D
C x
B “QqEmm
-ql E ]T
|
- | Mg,0=1,5q"
A B BE D__’
Rys. 8.28d
e) R,=25ql, M,=-2qI°, M, =45q.
Ty 25q
%’ ql WL
A T, x
x,=31 I E _3q1
| Mg,,,.=4,5q"
4qr° '
b2 it .
1 Mg,.'
Mg +
A Aﬁ X
a1 o
_2q[2 _Qy
Rys. 8.28e
f) R,=10gl, R =4ql, My=-6ql", M, =10ql".
TA 10«}1
A e cC D E

IHIIllllllllll!lllllllllllllllll_{i—fﬂl_mmw
-2ql

-4ql

&) }sqf

Mg
1 OqlZA i .
T Mas
(:‘q:z2 i 1 o {Mg;
2qA 1{«m I D
2 Parabola—""
_6q
Rys. 8.28f
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Zadanie 8.10. Dla belek o wymiarach, obcigzeniu i podparciu, jak pokazano na
rys. 8.29a+c, narysowaC wykresy momentow zginajacych M, — bez obliczania reakcji
podpér. Poda¢ maksymalna, co do wartosci bezwzglednej, wartos¢ momentu

zginajacego.

ODPOWIEDZ:
|
a) lMg max = qu ’
| R
b) Mgmangqﬂl ’

) M, =iql2
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a) Mg 0,25qF

l X
31
Parabola
-0,5qP b
b) AM
g
Qo
3 %H 31/ 4] x
—
2 e e,
_qol .,-__-----_---_-_l ——————— Krzywa 3. stopnia
6
c) qr’ § Mg

Rys. 8.30

8.3. Obliczanie naprezen W belkach, ramach i tukach

Zadanie 8.11. Belka o teowym przekroju poprzecznym jest podparta przegubowo na
koncach i obciazona w spos6b pokazany na rys. 8.31. Sporzadzi¢ wykresy sit tnacych
i momentéw zginajacych M,. Nastgpnie obliczy¢ wskaznik wytrzymatosci przekroju
poprzecznego belki na zginanie oraz najwigksze co do wartosci bezwzglgdnej naprgzenia
rozciagajace i $ciskajace.

Rys. 8.31

Rozwiazanie. Z ré6wnan réwnowag;i sit wyznaczono reakcje podporowe

ZF:'X=0:>R01=O’
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> M, =0= R, -5-3ql-3,5-2qI" +2,5¢* =0
R, =24l,

> M,=0=>R,-51-2,5qI" +2qI’ ~3ql-15¢1 =0

R, =ql

Sprawdzenie:

> F,=0=R, —3ql+R, =291 -3ql+ql =0

Wzory na sity tnace i momenty zginajace w trzech przedziatach belki maja postac:

0<x<3l

T, =R, —qx=2ql—qx,
gx’ gx’

Mgl =R0y-x—7=2qlx——2—;

31<x<4l
T,=R,, —3ql=2ql -3ql=—ql,
M, =R, -x—q-31(x—15]) - M, = 2qlx - 3qlx+4,5q1" - 2qI* = 2,5qI” — qlx,

4

41 < x <5l

T, =-R, =—ql,
M, =R, (5] — x) = ql(5] - x).

Wzory te wynikaja z rdwnan réwnowagi dla odcigtych myslowo (w odpowiednich
przedziatach) czgsci belki (rys. 8.32). Sily tnace wyznacza si¢ z sumy rzutéw sit na o$
prostopadia do osi belki, a momenty zginajace — z sumy momentéw sit wzgledem osi
prostopadlych do ptaszczyzny zginania belki przechodzacych przez srodek cigezkosci
rozpatrywanego przekroju.

2
q M=2ql

Rys. 8.32

Poprawnos$¢ wzoréw mozna sprawdzi¢ zaleznoscig T = ——*% .
X

Wykresy T'1 M, (rys. 8 33).
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Rys. 8.33

Obliczenie maksymalnego momentu zginajacego
M
T,=—5-=2ql—gx,=0
dx

xo=2l

2
M) =201 22T~ g2

fyC
2a
i
@
3 1
o i
Il 5 i
4 3
=, C’: "
ci B
)
3 | Z
I Yo
S 3
~ -z

Oi
6a

Rys. 8.34

Obliczenie wspoétrzednej Y. sSrodka cigzkosci przekroju poprzecznego belki.
Wspétrzedna y. jest osia symetrii przekroju poprzecznego belki, a zatem S$rodek
cigzkosci lezy na tej osi, wigc wspélrzgdna pozioma Srodka cigzkosci Z. = 0.
Wspoéirzedna pionowa Y, odmierzong od osi z (rys. 8.34) oblicza si¢ ze wzoru
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Y =Zszi
c zAi’

w ktérym:

ZS ;jest momentem statycznym przekroju poprzecznego belki wzgledem osi z,
réwnym sumie momentéw statycznych figur sktadowych;

ZA,. jest polem powierzchni rozpatrywanego przekroju rOwnym sumie p6l powierzchni
figur sktadowych.

Przy obliczaniu wspélrz¢gdnej Y, a nastgpnie momentu bezwladnosci przekroju

poprzecznego teownika podzielono go na dwa prostokaty, oznaczone na rys. 8.34 jako
prostokaty 1 i1 2 o polach powierzchni odpowiednio A; 1 A,

1 1
_ A-Y, +AY, 6a-2a-§-2a+2a-6a(2a+5-6a)

) = =3a.
A+A 6a-2a+2a-6a

Moment bezwtadnosci rozpatrywanego teownika wzglgdem poziomej centralnej gtéwne;j
osi bezwladnosci z. (prostopadiej do plaszczyzny zginania), mozna obliczy¢ dwoma
sposobami. Spos6b pierwszy ogolny jest stosowany przy dowolnym ksztalcie przekroju
poprzecznego. Polega on na zsumowaniu momentow bezwladnosci figur sktadowych
przekroju wzgledem osi centralnej catego przekroju poprzecznego

n
[ZC = Z(lzci £3 AiYC%i)’
i=1

gdzie: I, — moment bezwladnosci i-tej figury sktadowej wzglgdem jej osi centralnej z,;
réwnolegtej do osi z,,
A;— pole powierzchni i-tej figury,
Y — odlegtos¢ migdzy osiami z.;1 z. (patrz wzor Steinera).
Dla rozpatrywanego przekroju poprzecznego

_ 6a(2a)’

+6a-2a(2a)’ + +2a-6a(5a-3a)* =136a".

2a(6a)’
c 2
W rozpatrywanym przypadku skorzystamy z drugiego sposobu, ktéry mozna stosowac
do figur, w ktérych wystepuje jedna o§ pozioma przechodzaca przez podstawy lub
srodki cigzkosci wszystkich prostych figur sktadowych (prostokat, tréjkat, kolo,
péikole).
W teowniku taka osig jest o$ z;, ktéra przechodzi przez podstawy obu prostokatow,
wtedy

_ 6a(2a)’ N 2a(6a)’

Izl 3

=160a".

Moment bezwtadnosci calej figury wzgledem osi z. oblicza si¢ ze wzoru Steinera

I, =1,-A(Y, -2a)* =160a" —24a* - a* =136a".
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Wskaznik wytrzymatosci przekroju poprzecznego belki na zginanie (rys. 8.34)

4
W= te 13627 o050

Sa

max

Obliczenie naprgzen.
Napre¢zenia przy zginaniu ptaskim belek oblicza si¢ ze wzoru

Mg
c,(y) == ¥

zc

Powyzszy wzoér obowiazuje, gdy oS y skierowana jest do goéry, a dodatni moment
zginajacy powoduje rozciaganie dolnych wildkien belki. Obliczmy naprgzenia
w przekroju B (x = 2[), w ktérym wystepuje maksymalny moment zginajacy
M =2ql°.

g max

2 2
(Og8)y=sa =~ 24! 7 oa = 0,0735—‘11—3— (napr¢zenie sciskajace),
136a a
2
(agB)y=_3a = é‘él (—3a) =0,0441— ql (naprg¢zenia rozciagajace).
a

Obliczmy jeszcze napr¢zenia dziatajace po lewej stronie przekroju G(x~ =4l), w ktérym
dziala moment zginajacy M, = —15ql 2,

W gérnych widknach tego przekroju (y = 5a) napr¢zenie wynosi

- 2 2
(__1@ ()()551‘11
136a a’

a w dolnych (y = - 3a)

(O-gG )y:Sa ==

2
M( 3a )_—00331‘”

(0,6) =30 =—
L 135q* a3

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze maksymalne co do wartosci bezwzgledne]
naprezenia dziataja we wi6knach gérnych (y =5a) przekroju okreslonego wspéirzedng
x =2l 1 wynosza

M 2
| |ma" =0,0735£.
%4 a’

|(0gB ) y=Sa

Najwigksze napr¢zenia rozciagajace dziataja we widknach gérnych (y=5a) przekroju

x~ =4I, gdzie lewostronna granica M, =—1,5g! 2 WYynosza
12
(G y6)ymsa = 0,0551%7.
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Z warunkéw bezpiecznego projektowania mamy

2
007359% <k,
a

2
005517 <k .
- a
Z nieréwnosci tych mozna obliczy¢ tylko jedna wielkoS¢, np. qq.p, gdy dane sa pozostate
wielkosci [, a, k., k, lub wymiar a, gdy dane sa wielkosci g, [, k,, k.. W przypadku

€ s Ny
gdy k, =k, =k wystarczy rozpatrzy¢ tylko nier6wnos¢ pierwsza.

Przyktadowe obliczenia liczbowe.
1) Dane: [=0,5m,a=2cm, k.= 150 MPa, k, =120 MPa

. < ke’ _150-10°kPa(2-107m)’ _ . kN
' 0,073512 0,0735(0,5 m)> ~m
" ka' _12010°kPa2:107m)* _ o kN
70,0551/ 0,0551(0,5 m)? " m

Jako obciazenie dopuszczalne nalezy przyja¢ mniejsze z obciazen g, 1 q;, czyli
Gaop < 65,3 kN/m

wowczas spelnione bgda obie nierdwnosci.
2) Dane: [ =0,5m, q =80 kN/m, k, = k. =k =150 MPa

o] = |M;|/max = 23‘12123 =0,07351§s1<
,2a4 a
3 MN

> [0,0735-80-10
g% 3/0’0735‘1’ _3 m_ 0,5 m)? =0,0214 m = 21,4 mm.
k 150 MPa

Zadanie 8.12. Obliczy¢ pole powierzchni przekroju poprzecznego belki z zadania 8.1
dla dwoch réznych ksztattéw przekroju:

= prostokat o szerokosci b i wysokosci h = 2b,

= dwuteownik walcowany produkowany przez huty.
Dane liczbowe: g =16 kN/m, I =1m, k, =120 MPa.

Maksymalny moment zginajacy belke jest podany na rys. 8.6 i wynosi:
M, = %qlz = % : 16’%’(1 m)* =18 kNm =18-107> MNm.

Warunek projektowania belek zginanych na wytrzymatos¢ ma postac:

=M_8maisk

G g max W g
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Z warunku tego wynika, ze

Mgwax _18-10° MNm

kg 120 MPa

W > =1,5-10"*m> =150 cm®,

Wskaznik wytrzymatosci na zginanie dla belki o przekroju prostokatnym jest okreslony
wzorem

2 2
o bbby _2
6 6 3

b3

Wymiar b obliczamy z warunku

W, = §b3 >150 cm’

b2 3"4—§p—cm = 6,08 cm.

Po przyjeciu b = 6,1 cm pole powierzchni przekroju poprzecznego belki wynosi
A =b-h=2b* =261 cm)* =744 cm*.

Aby zaprojektowac belke o przekroju dwuteownika normalnego walcowanego, trzeba
skorzysta¢ z tablic do projektowania konstrukcji stalowych. Po odnalezieniu tablicy
z danymi dotyczacymi dwuteownikéw normalnych trzeba w niej znalez¢ dwuteownik,
ktéry ma wskaznik wytrzymatosci na zginanie najblizszy wigkszy od 150 cm’.
W tablicy, z ktérej korzystano, byt to wskaznik réwny 161 cm’. Jest to wskaznik na
zginanie dwuteownika 1180 o wysokosci 2 = 180 mm i szerokosci pétek s = 82 mm. Pole
powierzchni przekroju poprzecznego tego dwuteownika podane jest w tablicy i wynosi

A, =279 cm?.

Poréwnujac to pole powierzchni z polem powierzchni przekroju prostokatnego
A =744 cm?, widzimy, ze pole powierzchni przekroju dwuteownika jest 74,4 : 27,9 = 2,67

razy mniejsze od przekroju prostokatnego, co oznacza, ze belka dwuteowa bgdzie 2,67
razy lzejsza. Maksymalne naprg¢zenia w belce dwuteowej beda réwne

18107 MNm

£MX T 161-10 0 m>

=112 MPa < k, =120 MPa.

Zadanie 8.13. Obliczy¢ maksymalne napr¢zenia w ramie podpartej i obciazonej jak
pokazano na rys. 8.35, majac dane:

q — obciazenie ciagle,

I — dlugosci elementow,

W — wskaznik wytrzymatosci na zginanie,

A — pole powierzchni przekroju poprzecznego.
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F-ql/4 |

Rys. 8.35

Rozwigzanie Wykresy momentdw zginajacych i sit normalnych pokazano
narys. 8.36.

Rys. 8.36

Maksymalne naprg¢zenie wystgpuje w elemencie pionowym w bezposrednim sgsiedztwie
naroza ramy (punkt C). Maksymalne napr¢zenia od zginania wynosza:

M g’

£ max

o max = rkar
§ w 4w

W tym samym przekroju naprgzenia od rozciagania (od silty normalnej) sa réwne

Gr =1_V. :3—ql. )

A 4A
Po stronie rozciaganej pre¢ta pionowego, zaznaczonej na wykresie M, plusami,
napr¢zenia Opmax 1 O, maja ten sam kierunek i zwrot, wigc mozemy je dodad
algebraicznie.

2 2
Opax =Ogmax O, = q! + g = g 1+ 3W).
4W 4A 4w Al

Wielkosé o jest bardzo czgsto wielkoscia mala w poréwnaniu z jednoscia.

Gdy E< 0,01 naprgzenia o, mozna w obliczeniach wytrzymalosciowych pominag.
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Dla przekroju poprzecznego z dwiema osiami symetrii rozklad napr¢zen wzdluz
wysokosci przekroju C pokazano na rys. 8.37.

cymaxz 0-gmax+ Gr

Rys. 8.37

8.4. Obliczanie ugi¢¢ belek

8.4.1. Przyktady wyznaczania funkcji ugiecia belek jedno
i wieloprzedziatowych

Zadanie 8.14. Belka o sztywnosci na zginanie EI i dlugosci /, podparta przegubowo na
koncach, jest obcigzona réwnomiernie rozlozonym obcigzeniem g oraz momentem

: 1 i ; -
skupionym M, =quzw sposéb pokazany na rys. 8.38. Wyznaczy¢ funkcj¢ ugigcia

oraz funkcj¢ kata ugigcia osi belki, a nastg¢pnie katy ugigcia przy podporach 8,, 6 oraz
ugi¢cie maksymalne (strzaltke ugigcia) f.

R @
)

! %

B

Rys. 8.38

Rozwigzanie. Narys. 8.39 pokazano belk¢ uwolniong od wigzéw z przyjetymi
ukladami osi wspétrzednych x, y oraz x, w, gdzie w=w(x) jest funkcja ugigcia osi
belki.
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Rys. 8.39

Z sumy momentow sit wzgledem punktu B belki

RA_v1+M0_CI'l'é=0

wyznaczono sktadowa pionowa reakcji w punkcie A

_al_M,_ql_ql_gl

Yool 2 4 4

Pozostatych reakcji nie trzeba wyznaczac, aby rozwiaza¢ zadanie.
Dla przyj¢tego na rys. 8.39 uktadu wspéirzednych réwnanie rézniczkowe ugigtej osi
belki ma postac

2
Eld_w =-M (x).
dxz 8

Moment zginajacy belk¢ w przekroju x (rys. 8.40) wynika z sumy momentéw sit
wzgledem osi prostopadiej do plaszczyzny rysunku i przechodzacej przez Srodek
ci¢zkosci rozpatrywanego przekroju poprzecznego (punkt C).

7 q
M, - Z_ M,(x)
RAX=0 f A C\
™
Ra=& v
Rys. 8.40

2

1 5, 1 qx
M, (x)=—ql" +—qlx——.
(%) FRAIRIVE

Po podstawieniu do roéwnania rdzniczkowego linii ugigcia belki wzoru na M,(x)
otrzymano

2 2
dw =—lqlz ——l—qlx+£.

El~—
d* 47 4 2
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Scatkowanie obu stron tego réwnania daje

El —=——qgl'x——qlx"+—qgx” +C,.
dx 4q 8q 6q 1

Po nastgpnym scatkowaniu 1 podzieleniu przez EI otrzymano funkcje ugigcia belki

1 1 5, 1 3 1 4
= (——gl’x* - gl +—gx* +Cx+C,).
w(x) EI( g7 21 T T 2)

Stale catkowania wyznacza si¢ z nastgpujacych warunkéw brzegowych
w=0 dla x=0,

w=0 dla x=1L

Z pierwszego warunku brzegowego otrzymano

C2 = O,

a z drugiego

et

1
+—qgl*+ChH=0
YCR YL A

1,1 4
—(——ql
EI ( 8 4
skad

1
C, =—ql’.

173 q

Po podstawieniu statych catkowania funkcja w(x) ma postac¢

1 1 ) 1 3 1 4 1 3
= —(—=ql®x* - —gl® +—qx* + —ql’%).
Wix) EI( 8q ¥ 24qx 24qx 8q %)

Pochodna tej funkcji, czyli funkcja kata ugi¢cia @(x) osi belki, jest nastepujaca
dw _ 1

1 » 1 -, 1 3. 1 3
O(x)=—= ——ql°x——qlx” +—qgx” +—=ql’).
W= T T F e g Hgal)

Katy ugiec belki przy podporach wynosza:

ql’
9. =0(0)=2"_,
4 =6(00) e

1 1 3 1 3 1 3 1 3 q13
0. =0()=—(——qgl’ ——ql* +—ql® + —ql*y=——9"_
p =00 =y al —gal +cal +oal) =10

Dodatnie wartosci katéw O otrzymuje si¢ przy obrocie osi belki w kierunku ruchu
wskazéwek zegara.
Maksymalne ugigcie belki wystapi w przekroju x = x,, w ktérym pochodna

dw
E = G(XO) =0

1 | 1 ., 1 5 1 4
0 =—(——ql°x,——qlx; + —qgx, + —qgl’)=0.
(X) El ( 461 Xo 8‘] Xo 6qxo 8q )
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Aby wyznaczy¢ x,, trzeba rozwigzac réwnanie 3. stopnia
4x, —3x; —6x,+31=0,

wynikajace z warunku 6(x,) =0.
Z rozwiazania tego rOwnania otrzymano

x, =0,4591
Maksymalne ugigcie belki

ql* gl
f =w(0,459]) = —E;—(— 0,0263 - 0,0040 + 0,0018 + 0,0574) = 0,029—ET.

Zadanie 8.15. Belka o dlugosci / i sztywnosci na zginanie EI jest utwierdzona na
lewym koncu w nieodksztalcalnej $cianie. Na prawym swobodnym koncu belka jest

) ) 1
obcigzona pionowg sila F skierowang do géry oraz momentem skupionym M, = EFI

o zwrocie zgodnym z ruchem wskazéwek zegara (rys. 8.41). Wyznaczy¢ funkcje
ugi¢cia osi belki w(x) oraz maksymalne co do wartosci bezwzglednej ugigcie belki
1 kat ugigcia belki.

Rys. 8.41

Rozwigzanie. Reakcje Ry, Ryy, My W miejscu utwierdzenia oblicza si¢ z réwnan
rownowagi belki uwolnionej od wigzéw (rys. 8. 42).

> F,=>R,+F=0 =R, =-F,
1
YM,=>M,+M,-Fl=0 =M, =Fl-M,=_Fl
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Moment zginajacy M,(x) w przekroju x, gdzie 0<x</, otrzymuje si¢ z sumy
momentéw sit wzgledem punktu C dla odcigtej czgsci belki (rys. 8.43).

M, /E,I 5 M,
R Ax A x \5
Ray| VT
Rys. 8.43

1
Mg(x)=MA+RAyx=§Fl—Fx,

Réwnanie rézniczkowe linii ugigcia osi belki dla uktadu wspétrzednych x, w przyjetego
jak narys. 8.42, ma postaé

d’w
EIl 7 -M , (x).

2

Po podstawieniu momentu zginajacego M,(x) réwnanie to przyjmuje posta¢ nastgpujaca

d’*w 1

El— =——FIl+Fx.
2

dx

Réwnanie to mozna rozwigza¢ metoda kolejnych catkowan. Po pierwszym scatkowaniu
otrzymano

Eld—w=—lF1x+1Fx2+cl,
dc« 2 2

a po drugim

Elw(x) = —% Fix* + é Fx’ +Cix+C,.

Ostatecznie mamy
w(x)—i(—lex2 +1Fx3 +Cx+C,)
El 4 6 G

State calkowania C, i1 C, wyznacza si¢ z warunkéw brzegowych odpowiadajacych
utwierdzeniu belki w punkcie A, czyli

)—=0 dla x=0,
dx

2) w=0 dla x=0.

Z pierwszego warunku brzegowego otrzymano C, = 0, a z drugiego C, = 0.
Funkcj¢ ugigcia osi belki mozna zapisac jak nizej
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Fx’

12E1

w(x) = (2x-3I).

Pochodna funkcji ugigcia, czyli funkcja kata ugigcia osi belki ma postac

dw Fx
0(xX)=—=—1(x-1).
T A
Kat ugigcia prawego konca belki
dw
O =0()=(—),4 =0,
g =06() = ( dx)""

co oznacza, ze funkcja ugig¢cia w(x) ma w punkcie x = [ ekstremum o wartosci

2 3
Fl 213 =— Fl

w(l) = .
12EI 12EI

Jest to, co do wartosci bezwzglednej, najwigksze ugigcie f belki skierowane do gory
(przeciwnie do dodatniego zwrotu osi w). Ekstremum kata ugigcia belki wystepuje
46 M, (%)

w przekroju, w ktorym — = —
¢ . ? dx EI

=0, czyli w przekroju, w ktérym M, (x) =0

lFl—Fx0=O:>x0=1l.
2 2

A zatem

! FI
0, =0(-)=——7—.
asr =90 =gy
W przyjetym ukladzie wspétrzgdnych x, w ujemne wartosci kata 0 nalezy odmierza¢ od
osi x w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Wykres funkcji ugigcia belki oraz kat ugi¢cia w przekroju x = 2 pokazano na rys. 8.44.

-
i e(l)=0/
» B
A X
w(0)=0 -
0-015 12 k pE
_Fr
o(/2)=-gz,
Rys. 8.44

Zadanie 8.16. Belka wspornikowa o dlugosci 3/ i sztywnos$ci na zginanie EI
jest utwierdzona na prawym koncu. Na lewym swobodnym koncu belka jest obciazona
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sila pionowa F skierowana w dét. W odleglosci / od lewego konca na belk¢ dziata para
sit o momencie M, i zwrocie zgodnym z ruchem wskazéwek zegara (rys. 8.45).

Wyznaczy¢ funkcje ugigcia w i kata ugigcia 0= % osi belki oraz ugigcia 1 katy ugieé

w punktach A i B belki, stosujac metod¢ Clebscha.

Rys. 8.45

Rozwiagzanie Analizowana belka jest belka dwuprzedzialowa, o dlugosci
przedzialéw [ i 2I. Zgodnie z warunkami metody Clebscha moment zginajacy w I 1 II
przedziale belki ma postac

— 0
M,(x)=—F-x +M,(x-1) "
Réwnanie rézniczkowe linii ugigcia belki dla wspétrzednych x, w (rys. 8.45) ma postaé

d*w

El
dx’®

=M ,(x).

Po podstawieniu M,(x) otrzymano

d*w 0
Bl =F-x —M,(x-1I) \”.

Scatkowanie réwnania zgodnie z warunkami metody Clebscha daje
aw 1 _,

El——=—Fx +C\| —My(x-1).

Po drugim scatkowaniu otrzymano

Elw=_F.2@+C,-x+C) —1M°(x—1)2| .
6 ) m

Warunki brzegowe w miejscu utwierdzenia belki (x = 3/) wystgpuja w przedziale II i sg
nastgpujace:

1) ﬂ=0 dla x=3l,
dx
2D)w=0 dla x=3L

Z pierwszego warunku brzegowego
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%F12+C1—M0-2l=0

otrzymano

C,=2M, —%Fﬂ :

Drugi warunek brzegowy daje

%Fﬁ +C3l+Cy—2Ml* =0,

C, =2Ml? O mP Mg+ 2L F = aM 2 +9FD,
2 0 7 0 7 0

Funkcje ugigcia 1 kata ugigcia maja postac:

= lFx3+2Molx—21~"12x—4M012+9Fl3/ —1M0(x—1)2[ ,
EI|6 2 12 u
_dW_ 1 2 9 2
9_3;_[51% +2M,l~ Fl I—Mo(x—l)j"}

Ugigcia i katy ugige¢ belki w punktach A i B wynosza [punkt A (x = 0) jest w przedziale I,
punkt B (x=1[) lezy na granicy przedziatéw I i II].

1

—(—4M L +9FI%),
EI( 0 )

WA=

1 9
0, =—(2M.l -2 FI),
4 EI( L) )

W =$(— 2M I +%F13),

1 2
6, =—02M,l —-4FIl").
2 EI( d )

Warunki metody Clebscha zastosowane przy rozwigzaniu zadania:
* w wyrazeniu na moment gnacy moment skupiony M, pomnozono przez rami¢
x —1 podniesione do potggi zerowej,
= stale calkowania dopisano w przedziale I,
= catlkowano ,bez otwierania nawiasOw” (wyrazenia w nawiasach traktowano
jako zmienna),
» poczatek ukladu wspétrzednych przyjmuje si¢ zawsze w lewym skrajnym
przekroju belki.
Warunki brzegowe, ugigcia i katy ugi¢¢ wyznaczano w przekrojach, w ktérych znajduja
si¢ punkty A, B1 C.

Zadanie 8.17. Jednokrotnie statycznie niewyznaczalna belka o dtugosci 3/ 1 sztywnosci
na zginanie EI jest podparta i obciazona, jak pokazano na rys. 8.46. Wyznaczy¢ funkcj¢
ugiecia w(x) i kata ugigcia 0(x) osi belki oraz kat ugigcia 0, przy podporze A i ugigcie
w punkcie B belki.
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Rys. 8.46

R ozwiazanie Liczba warunkéw brzegowych w belkach statycznie
niewyznaczalnych jest rOwna sumie liczby stalych catkowania réwnania rézniczkowego
linii ugigcia belki oraz krotnosci statycznej niewyznaczalnosci belki. Rownanie
rézniczkowe linii ugigcia jest réwnaniem drugiego rzg¢du dlatego w rozwiazaniu
wystepuja dwie stale catkowania. W analizowanej belce mamy trzy warunki brzegowe

1) w=0 dla x=0,
2y w=0 dla x=3l,

3) @=0 dla x=3L
dx

Te trzy warunki brzegowe pozwalaja obliczy¢ dwie stale catkowania oraz jedna z reakcji
statycznie niewyznaczalnych (w zadaniu jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym).
Najtatwiej jest rozwigzac to zadanie, przyjmujac za wielkos¢ statycznie niewyznaczalng
reakcj¢ Ry w podporze A. Poniewaz belka jest dwuprzedzialowa, do rozwiazania zadania
zastosowano metod¢ Clebscha. Czgsciowo uwolniong od wi¢zéw belk¢ z warunkiem
metody Clebscha dotyczacym przedluzenia obcigzenia ciaglego do konca belki
pokazano na rys. 8.47.

Rys. 8.47

Wz6r na moment zginajacy w przedziatach I (0<x<2l) i I (2/<x<3l) zgodnie
z warunkami metody Clebscha ma posta¢ nastgpujaca

2 2
M, (x)=R,x-Z | +3-2)
) Ax 2 lI 2 lII

Rozwiazywanie réwnania rézniczkowego metoda kolejnych catkowan (zgodnie z warunkami
metody Clebscha) bez otwierania nawiaséw daje
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2 3 _97\3
P E N Y WP R (N
dx 2 6 , 6 "
3 4 _214
Eiw=-R, =R, +%_ 1cxvc, ~23201
6 24 , 24 |

Z podanych wyzej warunkéw brzegowych otrzymano C, = 0 oraz uklad dwéch réwnan
algebraicznych z niewiadomymi R, 1 C,

3 4
o 21 a8l

A

4
+c-3-2 o,

6 24 : 24
ql’ 412713 ql’
~R, +C —-1-=0.

6 6

Po rozwiazaniu tych réwnan otrzymano

29

R, =—ql,
A 27q
3
c =9
2

Funkcje w(x) i 0(x) = % spelniajace warunki brzegowe belki majq postac

3 4 3 ot
oy = L| 29018 ax* gl x| gx-20* |
EIl 162 24 2 |1 24 |”

2 3 3 _An3
2 )__[ 2991x>  gx* gl | gx-21° ]

EI 54 6 2|1 6 |”

Kat ugigcia belki przy podporze A (x = 0, przedziat I)

3
8, =6(0)= k3

Ugigcie belki w punkcie B (x =

20) na styku przedziatéw I i II mozna obliczaé
z przedziatu I lub II

3 4 3 .
El 162 24 2 81EI

8.4.2. Zadania do samodzielnego rozwiqzania

Zadanie 8.18. Obliczy¢ ugigcia i katy ugie¢ w przekrojach x=0;

belki obcigzonej 1 podpartej jak pokazano na rys. 8.48.
Dane: | — dlugos¢ belki, EI — sztywnos¢ belki na zginanie,
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2
M,= . - momenty skupione dzialajace w miejscach podpor.

ODPOWIEDZ:
w(0) =0,
4
W(l[):iﬂ’
4~ 2048 EI
4
W= 2
2" 384 EI'’
4
W(El)z_ﬁﬂ
4 6144 EI,
w(l)=0,
3
0(0) = 5 ql
96 EI’
3
=2
4~ 256 EI
3
otn=—t &
2 192 EI
3
oln-_Ba
4 768 EI
1 ql’
0()=——"1—.
® 32 EI
1 1 8 4
—f— I’ +—gx* +—ql’x
( 32q g g e

—(—— ilx+1x+il)
A TR c

Zadania 8.19(a+d). Wyznaczy¢ funkcje ugigcia oraz ugigcia i katy ugie¢ swobodnego
konca belek, obciazonych jak pokazano na rys. 8.49(a+d).
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Rys. 8.49d
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ODPOWIEDZ DO ZADANIA 8.19a:

w(x) = —q—(—l4 +203x = 2Ix% + x4,
24EI

4
ql
=w(0) = — ,
wa=wl)=-2 o
3
ql
8, = 60(0) = .
4 =00) 12EI

ODPOWIEDZ DO ZADANIA 8.19b:

2

qx ) 2
w(x)=——@l" -4ix+ x°),
) 24EI( X+ x)

wp =w(l) =0,

ql’
12EI°

0, =6()=—

ODPOWIEDZ DO ZADANIA 8.19c:

5 3 4
w(x)=i(+q0x _%l x+qol ),
EI 120!/ 24 30
4014
w, =w(0) = ,
4 =w0) 30EI
QO13
0, =060)= .
4 =90) 24EI

ODPOWIEDZ DO ZADANIA 8.19d:

x2
w(x) = 2% _ 2013 —101%x + x*),
120EIl

11g,0*
Wy =wil) = 123351’

‘1013
0, =0()=>".
s =9() S El

Zadanie 8.20. Belka o dlugosci 2/ i sztywnosci na zginanie EI jest podparta na koncach
na dwéch podporach przegubowych. W srodku rozpigtosci belka jest obciazona pionowa
sila F skierowana do dotu oraz momentem skupionym M, = 2FI, jak pokazano na

rys. 8.50.
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Rys. 8.50

Stosujac metod¢ Clebscha, wyznaczyc¢:

funkcje ugigcia osi belki,
katy ugi¢¢ w punktach A, B1 C,
maksymalne ugigcie belki.

ODPOWIEDZ:
L “xt = l
dx EI| 4 12 |

_\3
peie e dgte Tl LD e
EIl 47 127, 6

5 FI*
12 EI’
FI’

E;
1 FP

e — = =" &

12 EI'’
5, 55 FP
Fw (D=0

P 21) +2(x 1)

)
)

AT

B—

Zadanie 8.21. Belka wspornikowa o dlugosci 3/ i sztywno$ci na zginanie EI jest

obciazona i1 podparta jak pokazano na rys. 8.51. Stosujac metod¢ Clebscha, wyznaczy¢
funkcje ugigcia w(x) osi belki.

Rys. 8.51
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ODPOWIEDZ:

4 il 20 o2
wiym | L ez 2 pn | gx-21)* glr(x-21)%| |

1

Zadanie 8.22. Belka o dlugosci 3/ i sztywnosci na zginanie EI podparta jest i obcigzona
jak pokazano na rys. 8.52. Stosujac metod¢ Clebscha, wyznaczy¢ funkcje ugigcia osi

belki oraz ugigcie belki w przekrojach x =1 i x =3l

F=qi

Rys. 8.52
ODPOWIEDZ:
3 4 _And
Wzi _qlx +q)c‘ _q(x=12I) _5ql(x_21)3 ’
EI| 12 24| 24 12 .
ql’
w(l) =- ,
== um
4
.l L
3 EI

Zadanie 8.23. Dwukrotnie niewyznaczalna belka o dtugosci 3/ i sztywnosci na zginanie
EI jest podparta i obcigzona jak pokazano na rys. 8.53.
Stosujac metod¢ Clebscha wyznaczyc¢:

= reakcje podpér A i B,

= funkcje ugigcia osi belki,

= ugigcie belki pod sifg F.

Rys. 8.53
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ODPOWIEDZ:

R,=——F, R,=2F,
20 40
3 2 A3
w= | X P23 o g 2200
EI| 40 40| 240 " 6 |,
W = w( )_£F_l3
¢ 240 EI

8.5. Zginanie ukosne

Zadanie 8.24. Belka o przekroju w ksztalcie rOwnoramiennego tréjkata prostokatnego
(rys. 8.54) podparta przegubowo na koncach, jest obciazona pionowa sita F przylozona

w odleglosci %l od lewego konca belki. Sila F jest przylozona w s$rodku ci¢zkosci

przekroju poprzecznego. Obliczy¢ napr¢zenia od zginania dzialajace w punktach A, B
i D przekroju belki, w ktérym dziala maksymalny moment zginajacy M =2Fl.

max
8 9

Dane: F, [, a.

Y=
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Rozwiazanie. Rozpatrywany przekrdj poprzeczny ma jedng o$ symetrii (0§ u,. na
rys. 8.54). O$ ta jest zatem jedna z gléwnych centralnych osi bezwladnosci. Druga
gléwna centralna o§ bezwladnosci musi by¢ prostopadta do osi u. i przechodzi¢ przez
srodek cigzkosci C przekroju poprzecznego. Jest to o$ v, (rys. 8.54). Gléwne centralne
momenty bezwladnosci wynosza:

A

a2 (72‘1)3 &

] = 2 = _4
% 36 72°
a2 a2 3
I, =2-2 2 ‘3! =&,
e 12 24

. ) 2 ;
Wektor maksymalnego momentu zginajacego w przekroju x=§l (pod sila F) ma

kierunek poziomy (rys. 8.54) i wynosi M = %F L.

g max

Jego skladowe wzgledem giéwnych centralnych osi bezwtadnosci u. i v, sa sobie rowne
1 wynosza:

M, =M, =£M max =£F1.

¢ ¢ 2 1 9
Napre¢zenia zginajace w punktach A, B i D zostang wyznaczone metoda superpozycji.
Naprezenia pochodzace od momentu zginajacego M, wynosza:

.M,
G, = VC.CA=72J§4F1_gaJ§=§£31’
I, 9* 3 2  3a
. _ M, 142 12\2Fl1a/2 _ 8FI
GBzoDz— . — = — m — =———§-
I, 3 2 9* 3 2 3a

Moment M, wywoluje nastgpujace naprezenia:

o, =0,

.M, 1—

o M 1 B=24~/54Fl.laﬁ=§ﬂ,
Iuc 2 9a 2 3a3
" 8 Fl

O-D—_O-B—_‘g_3.

Naprezenia wypadkowe od momentu zginajacego M, ., w punktach A, Bi D wynosza:
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. _16 FI

GA=0"A+GA— 3
a
o, = b, =S B g
B BB 3a 3d ’
GDzo'D+d'D=—§ﬂ—§ﬂ=—16F1.
34 3d° 3a’

Poniewaz napr¢zenia w punktach C (Srodek cigzkosci) i B sa rOwne zero, os oboj¢tna
zginania przechodzi przez punkty C1i B.

Zadanie 8.25. Belka wspornikowa o dlugosci / jest obcigzona na swobodnym koncu
pionowa sila F. Przekrdj poprzeczny belki jest katownikiem o wymiarach podanych
na rys. 8.55. Sita F jest przylozona w Srodku sit poprzecznych (punkt S), aby nie
powodowata skrecania belki. Obliczy¢ dopuszczalne wartosci F, i F, sily F odpowiednio
przy najkorzystniejszym 1 najmniej korzystnym ustawieniu katownika.

Dane liczbowe: a=2cm, | =2m, k, =100 MPa.

l} yC
a
B D
A
\, Ue
\ >
\u ¢/./
3 \, e
i X C,/'/.l\soo ZC
Fl -
E G
' S m‘
A H
3a
Rys. 8.55

Rozwiagzanie Momenty bezwladnosci przekroju poprzecznego wzgledem osi
centralnych z., y.:
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_25 63 4.1

I, =136 cm®,
c 3 9 3
93 .43
I, = : 3.2 — =64 cm”,
I, =[0+Q2-8)(=DM]+[0+(4-2)2(-2)]=—-48 cm*,
4
Iy oy=—1,, =—48cm’.
IZC:.VCA
[cm*]
(0]
1|I/C =40cm*

Rys. 8.56

Z kota Mohra dla momentéw bezwladnosci (rys. 8.56) wynika, ze giéwne centralne
momenty bezwtadnos$ci dla osi u. i v. obréconych w stosunku do osi z., y. w kierunku
trygonometrycznym o kat @, = 26,6° wynosza:

Iuc = Ima_x = 160 Cm4,

k, =l =4 cm®,

1
5 S
= o~
i o~
I 1S
> =
3
=
0 ~
o )
k-
O
N
YU
Rys. 8.57
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Dla ustawienia katownika jak pokazano na rys. 8.57a

Oy =0 ———I—F"ll-v <k
max -~ “YgB ™ Ji B = "g»

Uc

gdzie vV, jest odlegloscia punktu B od osi U i wynosi v = 5,37 cm.

Z podanej nieréwnosci, po podstawieniu danych liczbowych, otrzymuje si¢ maksymalng

wartos¢ sity F

kN
-8 4 3
; x 160107 .m*.100-10° =

Fi: e P L El,49kN

l-vg 2m-537-102m

Dla ustawienia katownika jak pokazano na rys. 8.57b

-F, -1
£ max =|Tz_|'uASkg’

Ve

gdzie uy = 3,13 cm.
Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:

kN
-8 4 5

F,=—cf = - = 0,64 kN.
l-u, 2m-3,13-107m

I

Sita F, jest ponad dwukrotnie mniejsza od sity F,. Poniewaz sitly F, i F, przechodza
przez srodek sil poprzecznych rozpatrywanego przekroju i dziataja w kierunkach
rownoleglych do osi gléwnych, wigc wywotuja tylko zginanie belki w plaszczyznach

rownolegtych odpowiednio do osi v, 1 u..
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9. SKRECANIE PRETOW

9.1. Wprowadzenie

Czyste skrgcanie pretow wystgpuje wtedy gdy na pret dziataja rOwnowazace sig
pary sil w plaszczyznach prostopadlych do osi pre¢ta. Obciazenia i reakcje dziatajace na
pret skrecany przedstawia si¢ w postaci momentow tych par sit.

Rys. 9.1

Czesto prety skregcane majg przekroje poprzeczne kolowe, sg to prety pelne badz
niejednokrotnie drazone (rys. 9.1).

9.1.1. Podstawowe wzory dla pretow skrecanych o przekroju kotowym

Moment M, dziatajacy w rozpatrywanym przekroju poprzecznym preta nazywany
jest momentem skrgcajacym. Moment ten powoduje wystapienie w tym przekroju
naprezen stycznych okreslonych wzorem

M
(p)=—"p, 9.1
Iy

gdzie 7(p) jest prostopadle do promienia p (rys. 9.2),

Iy — biegunowy moment bezwladnosci przekroju poprzecznego preta.
4

Dla przekroju kotowego pelnego I, = 7?2

, natomiast dla walu wydrazonego

o przekroju poprzecznym pierscieniowym

10=1@%§52, 9.2)
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p — odleglos¢ naprgzenia 7(p) od srodka przekroju poprzecznego (OSpS%

Rys. 9.2

Rozklad napr¢zen 7 w przekroju poprzecznym preta pokazano na rys. 9.2.
Maksymalne, co do wartosci bezwzglednej, napr¢zenia od skr¢cania wystgpuja
w przekroju, w ktérym dziala maksymalny moment skr¢cajacy. Napr¢zenia te wystepuja

w punktach lezacych na obwodzie zewne¢trznym przekroju, tzn. dla p,,, =%dz.
Napr¢zenia maksymalne oblicza si¢ ze wzoru

IMS |max
7 e = : 93)
max WO
gdzie:
1 nd’
Wy=—"-,W,= 16 dla preta o przekroju kotowym peinym,
P max
4 _ 44
W, = n(d—d‘”) — dla pretéw wydrazonych.

16d,

Warunek bezpiecznego projektowania pretow skrecanych ze wzgledu na wytrzy-
malosc¢ jest nastgpujacy

Iz =%Sk (9.4)
S | max WO s>

gdzie k; sa napr¢zeniami dopuszczalnymi na skrgcanie. Przekroje poprzeczne preta

w wyniku skr¢cania obracaja si¢ wzglegdem siebie o pewien kat ¢, nazywany katem
skrecenia. Wz6r na kat skrecenia preta ma postac

M
= 5 9-5
¢ J—deIO 9.5)
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M
dla —= =const

IO
M
=— 9.6
¢ Gl, (9.6)
gdzie G= 20V jest modulem odksztalcenia postaciowego (zwanym réwniez
+V
modulem Kirchhoffa).

Po podstawieniu danych liczbowych M [MNm], G[MPal], Io[m4] kat @ otrzymuje
si¢ w radianach. Kat skrecenia dla 1 m dlugosci preta nosi nazwg jednostkowego kata
skrecenia, oznaczany jest symbolem € 1 wynosi
¢ M, rad

[=Gl, T ©.7)

Wielkos¢ Gl jest nazywana sztywnoscig preta na skrecanie.

9.1.2. Podstawowe wzory dla cienkosciennych pretow skrecanych o profilu
zamknigtym (wzory Bredta)

W cienkosciennych pretach o profilu zamknigtym (rys. 9.3) skrgcanych momentem
M; przyjmuje si¢, ze napr¢zenia skr¢cajace sa réwnomiernie rozlozone na grubosci
scianki. Wartosci tych napre¢zen zaleza w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do
grubosci Jd scianki.

Rys. 9.3

W cienkosciennych prgtach o profilu zamknigtym napre¢zenia 7, wywolane
momentem skrgcajacym M, oblicza si¢ ze wzoru

M

T.= S s 98
* 24, -6 ©8)

gdzie A; jest polem powierzchni ograniczonej na przekroju poprzecznym preta linig
srodkowa $cianki (patrz pole zacienione na rys. 9.3). Kierunek naprezen 7, jest zawsze
styczny do linii srodkowej $cianki. Jezeli na calej dlugosci prgta przekrdj poprzeczny
preta jest jednakowy, to maksymalne co wartosci bezwzglednej napr¢zenia od skrgcania
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wystepuja w przekroju poprzecznym preta, w ktorym lM s‘ =|M ol ., — W miejscu gdzie

$cianka preta jest najciensza (8=49_, ). Naprezenia te oblicza si¢ z pierwszego wzoru
Bredta

_ |M3|max
o =245 ©.9)

Przy bezpiecznym projektowaniu skr¢canych prgtéw cienkosciennych o profilu
zamknig¢tym na skrg¢canie musi by¢ spetniona nieréwnos¢

'M‘max <k (9.10)
2.6 . 7 '

Sr - min

Jednostkowy kat skrgcenia € omawianych pr¢téw oblicza si¢ z drugiego wzoru
Bredta

M ds

S

4GAL 16(s)’

(9.11)

gdzie wspétrzedna s mierzona jest wzdluz linii srodkowej przekroju scianki preta

(rys. 9.3), 4 — oznacza calk¢ po obwodzie zamknigtym.

9.1.3. Podstawowe wzory dla cienkosciennych pretow skrecanych o profilu
otwartym

| W cienkosciennych pretach o profilu otwartym (rys. 9.4) skrgcanych momentem M;
napre¢zenia od skrecania sa naprg¢zeniami stycznymi i rozkltadaja si¢ liniowo na grubosci
scianek, przyjmujac wartosci zerowe w srodku grubosci (rys. 9.4).
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W pretach cienkosciennych o przekroju otwartym przyjmuje si¢, ze w trakcie
skrecania kat obrotu @ calego przekroju preta jest réwny katowi obrotu 6; przekroju
poprzecznego i-tej Scianki, tzn.

0=6=0,=6,=..=6,=..=6,, (9.12)

1 n

gdzie n — liczba Scianek.
Po oznaczeniu sztywnosci preta na skrgcanie przez C, a sztywnosci na skrecanie
poszczegdblnych Scianek przez C; mamy:

0=—»t=—x, (9.13)

z czego wynika, ze momenty skrgcajace przejmowane przez poszczegélne scianki
Wynosza

M.=—C—"M : 9.14)
C

Dla przekrojéw poprzecznych, dla ktérych J; < ls_(i)’ przyjmuje sig, ze

C= lGs,.és;:‘ , (9.15)
natomiast
C=»C, (9.16)
i=1
M, =)M,. (9.17)

Naprezenia 7 dzialajace we ,,widknach” zewngtrznych poszczegdlnych scianek
oblicza si¢ ze wzoru

T, = 31(;;— (9.18)
S$;i0;

Pret bezpiecznie pracuje na skrgcanie ze wzgledu na wytrzymatos¢ materiatu, gdy
Tl <k, (9.19)

Jednostkowy kat skrecenia preta @ oblicza si¢ ze wzoru

9=MS =Ms,- [rad
C G m

]. (9.20)

W przypadku dhlugich pretéw czgsto zada si¢, aby 0<0, . Warunek ten nosi

dop
nazwe¢ warunku ograniczonej sztywnosci.
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9.2. Prety o przekroju kotowym

9.2.1. Przyktady obliczen

Zadanie 9.1. Wspornikowy pret o przekroju poprzecznym kolowym utwierdzony na
prawym koncu, jest obcigzony dwiema parami sil dzialajacymi w plaszczyznach
prostopadlych do osi prgta w sposéb widoczny na rys. 9.5.

X+~
>

Rys. 9.5

Dane dotyczace wymiaréw konstrukcji, wielkosci obciazajacych ja sit oraz wlasnosci
materialowych preta sa nastgpujace: [, =12m, I, =18m, a, =08 m, a,=16m,
F,=200N, F,=300N, E=2-10°MPa, v=03, k, =90 MPa.

Wykona¢ wykres momentéw skrecajacych Mg, obliczy¢ srednice d; i d, oraz kat
skrecenia @ calego preta.

Rozwiagzanie Lewy koniec prgta jest obciazony momentem pary
sit F; o wartosci M,=F,-a,. W przekroju B (x=1) preta przylozona jest para sit

o momencie rOwnym M, = F,a,. Schematycznie obciazenie pr¢ta momentami Myi1 Mp

pokazano na rys. 9.6, M — reakcyjny moment podporowy.

My
o {1
T 9 - _._% ________ _4‘;-;. -—-—»x
KY,
Z
L
Rys. 9.6

Z réwnania réwnowagi momentow sit wzgledem osi watu otrzymano
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Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:

My=F -a =200N-0,8m=160 Nm,

Mg=F,-a,=300N -1,6 m =480 Nm,

Mg =Mg—-M, =480 Nm—160 Nm =320 Nm.

Moment skrgcajacy M, dzialajacy w precie w przedziale 0<x </, oraz moment
skrecajacy M, dzialajacy w przedziale [, < x<I[ +I[, oblicza si¢ z r6wnan réwnowagi

sit dla myslowo odcigtych czgsci preta (rys. 9.7).

a)
M, Mg, Mo ,Msz
— Mo . ~ {
G—=)- ;
X
x
Rys. 9.7
Z rysunku 9.7 wynika, ze:
Wykres momentow skrecajacych przedstawia rys. 9.8.
Ms [Nm]
160
o
NT L, I+, X
0
-320

Rys. 9.8
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Maksymalne napr¢zenia styczne w I przedziale prgta wywolane momentem skregcajacym
M, oblicza si¢ ze wzoru
Mg, _ My

T —=p
1 max 1 max
101 WOI

2

’ 4
gdzie [ = 7;‘;‘ jest biegunowym momentem bezwladnosci przekroju poprzecznego

preta o srednicy d,

Pimax = %dl jest promieniem przekroju,

I nd; . — - :

W, =—%=—L jest wskaznikiem wytrzymato$ci przekroju poprzecznego prg¢ta na
1 max

skrecanie.

Przy projektowaniu pretow skrecanych maksymalne naprezenia musza by¢ co najwyzej
réwne napre¢zeniom dopuszczalnym na skr¢canie k. Srednice d; pre¢ta w przedziale
0 < x </, projektuje si¢ z warunku

M 16M
Tlmax = = 6 3Sl Sks9
Woi 7

z ktérego wynika, ze

=2,09-10"2m = 20,9 mm.

p >3\/16MSI _ | 16-160 Nm
> =

s 790100
m

Mozna przyjaé, ze dy = 21 mm.
W podobny sposéb oblicza si¢ Srednic¢ d, preta (w przedziale [, <x <[ +1,). Jednak

ze wzgledu na ujemne wartosci My, 1 Tma bierze si¢ ich wartosci bezwzgledne

_ M| _16 M s,|
™ Wo,  md)

/16 M :
d, >3 | 52|= 16 320N'1’:/ =2,63-107%m.
s 3 7-90-100

m

|T2|

Srednic¢ d, mozna przyja¢ réwna d, = 27 mm. Kat skrecenia calego preta jest rOwny
sumie katéw skrecenia pregta w przedziatach o dlugosciach /i [,

= + = 5
=0+, Gl,, G,
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gdzie G = 5 lE jest modulem sprezystosci postaciowej (modut Kirchhoffa). Po

+V)
podstawieniu danych liczbowych otrzymano:

5
G=210MPa _ 5 10*MPa=7,69-10"Pa,
2(1+023)
4 -2 4
32 32
4 <2 <4
102 _ ﬂ'd?_ _ 7[(2,7 10 m) =5,22-10_8m4,
32 32
9= s xm L2m % (_320NN m-L8m 0131 rad 0,143 rad =
7,69-10‘0—2-1,91-10‘8m“ 7,69-10‘0——2-5,22-10"3m4
m m

=-0,012 rad =-0°41".

Zadanie 9.2. Maszyna napgdzana jest przez silnik elektryczny. Na wal napgdowy
maszyny, przy n =1910 obr/min, przekazywana jest moc P = 54,4 KM. Zaprojektowaé

bezpieczne srednice walu drazonego o stosunku Srednicy wewngtrznej do zewngtrznej

d

;li = E Naprezenie dopuszczalne materialu watu na skr¢canie k; = 60 MPa.
Z

Rozwiazanie. Moment skrgcajacy Mg [Nm], jakim obciazony jest wal wykonujacy
n [obr / min] i przenoszacy moc P[kW], jest okreslony wzorem

PlkW ]

M ¢[Nm]=9550————,
n [obr /min]

Wiadomo, ze

1 KM =0,735kW,

zatem moc, jaka przenosi wal, wyrazona w kW wynosi
P=54,4 KM =54,4-0,735 kW =40 kW,

czyli w omawianym przypadku moment skrecajacy wat

Mg = 9550—29_ N = 200 Nm.
1910

Wskaznik wytrzymalosci na skrgcanie przekroju poprzecznego watu drazonego

3

4 4
I, wdi-dty ™Md:—(Gd)]
1 d, 16d, 16d,

2
Maksymalne napr¢zenie wywotane skr¢caniem musi by¢ mniejsze i co najwyzej rOwne
napr¢zeniu dopuszczalnemu k;

W, = =0,1344.
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M Mg

Frn, = = <k,
"W, 013442
d123\/ Mg _ 200 Nm —=292.107m
0134k; 3 0,134-60-10° =
m
3.3

w Z

d ==d. ==-292-102m=219-10"2m.
4 4

Ostatecznie przyj¢to d, = 30 mm, d,, = 22,5 mm. Przy tak dobranych wartosciach srednic

. : d, 3 . - : . "y . )
spelniony jest warunek —* = —, a jednoczesnie przyj¢ta wielkos¢ Srednicy zewng¢trzne;j
d, = 30 mm jest nieco wigksza od obliczonej (d, = 30 mm > 29,2 mm).

Dla przyjetych srednic

W, =3,624-10°m’,
Toax = 55,2 MPa <k =60 MPa.

Zadanie 9.3. Na wale drazonym zamocowane sa trzy kota (rys. 9.9), oznaczone
numerami 1, 2 i 3. Kolem napg¢dzajacym jest kolo nr 2, ktére przenosi moc

| B 1
P, = 132 kW. Kolo nr 1 przejmuje 3 tej mocy, tzn. B =§P2 =44 kW, a koto nr 3

2
pozostala moc P, =P, —F = ng =88 kW. Obliczy¢ momenty skrgcajace dziatajace

na wal w miejscu kot przy obrotach watu n=1400 obr/min. Nast¢pnie wykonaé wykres
momentéw skrecajacych i obliczy¢ srednic¢ zewngtrzng d, i wewngtrzng d,, watu przy

: .od, 2 . s : .
stosunku Srednic d—” =§. Napr¢zenia dopuszczalne materialu walu na skrgcanie

<

k, =90 MPa.

Rozwigzanie. Obliczenie momentow dzialajacych na kota
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44 [kW]

M ,[Nm] = 9550 L [————1=9550 — =300 Nm,
n ob r/mm 1400 [obr/ min]
M, =3M, =900 Nm,
2

W wale obcigzonym momentami M; M, i M; (rys. 9.10) wartoSci momentéw
skrecajacych My, dziatajacych na wat migdzy kotami nr 1 i nr 2 oraz My, dziatajacych
mi¢dzy kotami nr 2 i nr 3 obliczono nizej

M, M, M,
~~ WA P A ~ W4
e
™ ~ N N
Rys. 9.10

Mg, = M, =300 Nm,
Ms2 =M1_M2 =300—900=_600Nm.

Wykres momentéw skrecajacych przedstawia rys. 9.11.

Mg [Nm]
S0 TSI X
1 2/1TMH 3
-600
Rys. 9.11
M| =|Mg,|=600 Nm.

Maksymalne co do wartosci bezwzglednej naprezenie od skrecania
M
I»rsl —_ ‘___S‘_mﬂ_ < ks
max W()
gdzie
a2 4
nd; — (- dz)"]

W, = 3 =01576d>
16dz

M|

0,1576d>
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[ M
01576k, 0,1576-90-10°

m
Ostatecznie mozna przyjac d,= 36 mm i d,, = 24 mm, co powoduje, ze

Iz, .. =816 MPa<k,=90 MPa.

Zadanie 9.4. Przeanalizowa¢, co zmieni si¢ w zadaniu poprzednim, jezeli przy tych
samych danych kotem napgdzajacym bedzie koto nr 3.
Rozwiazanie.Z tresci zadania wynika, ze:

P, =132 kW,
P =§P3 = 44 kW,
P, = P,— P = (132—44) kW =88 kW.

Momenty obrotowe dziatajace na poszczegdlne kota

M, = 955028 [Nm] = 9550—22_ Nm = 300 Nm,
n 1400

M, =3M, =900 Nm.

Momenty skrecajace wat
migdzy kotami nr 11 nr 2

mi¢dzy kotami nr 2 i nr 3

Wykres momentéw skrecajacych (rys. 9.12).

Ms[Nm]

900

> ([T :

1 2 3

Rys. 9.12

Maksymalny moment skrgcajacy wat
Mg .« =900 Nm.
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Wskaznik wytrzymalosci na skrgcanie przekroju poprzecznego watu drazonego (patrz
zadanie poprzednie)

W, =0,1576d’.
Warunek projektowania ze wzglgdu na wytrzymatosé

s = s o IOy _gg.q08 X
Wo  01576d° [m’] m

daje

3
d, 23— 20m = =399-10"m,
0,1576-90-10

2

d,==d,=2,66-10"m.

Ostatecznie mozna przyjac

d,'=4-10*m = 40 mm

d,'=2,7-10"%*m =27 mm,

co daje maksymalne napr¢zenia T, wigksze o okoto 0.5% od napre¢zen dopuszczalnych
W, =9,958-10°m?,

Tmax = 90,38 MPa =90 MPa =k,.

Tak male przekroczenie napr¢zen dopuszczalnych jest dozwolone przez Normy.
Gdy d_=40 mm, d,, = 26,5 mm, 1, < 90 MPa

> “max
Stosunek cigzaru G, walu z tego zadania do ci¢zaru G, walu z zadania poprzedniego
wynosi

G _ A _d)-@,) @40’ -@N* _ .,
G A d?-d,?  G6*-24* T

czyli wat z niniejszego zadania jest o okoto 20% cigzszy. Z obliczen widac, ze kolejnos¢
rozmieszczenia nap¢dzanych két na wale ma istotny wplyw na cigzar watu.

Zadanie 9.5. Watl o dlugos¢ 2!/ i $rednicy zewngtrznej d, jest na dtugosci /, liczac od
lewego konca, watem drazonym o $rednicy wewnetrznej d,, (rys. 9.13). Prawy koniec
walu jest utwierdzony. Wyznaczy¢, przy jakim stosunku wartosci momentow
obcigzajacych Mp/M, (rys. 9.13) maksymalne napre¢zenia skr¢cajace w obu przedziatach

2
walu beda, co do wartosci bezwzglednej, réwne. Dane: [, d,, dw=§dz, G - modut

odksztalcenia postaciowego i k, — napr¢zenia dopuszczalne na skrg¢canie. Rozpatrzy¢
dwa przypadki, gdy M, 1 Mp maja zgodne i przeciwne zwroty.
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<

S
SN

>
le
I
L
I
L
b
I
I
||
=J°E|'
na,'b‘é
i
i
[
i
i
|
[
|
|

_____________ d /
7 /¥ Ve, 2
I-1 -1
&
d,_ | |
Rys. 9.13

Rozwigzanie. Wskaznik wytrzymalo$ci na skregcanie przekroju watu drazonego

. 2
_md!—dt) M GAI] 65 g
16d. 16d, 81 16

WOI

Wskaznik wytrzymatlosci na skrgcanie przekroju watu petnego

Pt
Wy =—%.
2= e
Jezeli momenty M, i Mp maja zgodne zwroty, wtedy maksymalne napr¢zenia wynosza:
., M, 8116

L i — = M, — wczesSci drazonej watu,
W, 6smd’ wEREER

o MM, 16(M, + M)

53 o e — w cze¢sci walu pelnego.
02 z

Z por6wnania napr¢zen T's,=T's, otrzymano

81

—M, =M, +My,
65 A A B
czyli
ﬂ=E=0246.
M, 5

Gdy momenty M, 1 Mp maja przeciwne zwroty, wtedy najwigksze co do wartosci
bezwzgl¢dnej napre¢zenia, odpowiednio w przedziatach pierwszym i drugim wynosza
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o= Ma_ 81-16|M |

Wo  65md?
M —Mp| _16M,—M,
Woo md? '

Z

["s2| =

Jezeli wartosci bezwzgledne tych napr¢zen sa jednakowe, to
81M ,|=65M , — M|

Aby mozna bylo speini¢ warunek réwnosci bezwzglednych wartosci maksymalnych
napr¢zen, momenty skrecajace Mg, = My i Mg, = My — Mg musza by¢ réznych znakow,
z czego wynika, ze powyzsza zalezno$¢ po opuszczeniu znakéw wartosci bezwzgled-
nych trzeba zapisac¢ nastgpujaco:

co daje
My 146 06
M, 65

Zadanie 9.6. Pr¢t o dlugosci 2/ i stalej Srednicy zewngtrznej d, ma wydrazenie w prawe]
polowie, o $rednicy d,. Pret jest utwierdzony prawym koncem i obcigzony dwoma
momentami M, i Mp jak pokazano na rys. 9.14. Obliczyé, przy jakich wartosciach
momentéw M, i Mz we wszystkich przekrojach poprzecznych prgta zostana osiagnigte
jednoczesnie napre¢zenia dopuszczalne na skrgcanie k,. Po przeprowadzeniu obliczen
narysowa¢ wykresy momentow skrecajacych i poda¢ wartosci kata skrecenia calego

preta. Dane: | =1 m, d, = 50 mm, d,,= 40 mm, k,= 60 MPa, G = 8-10*MPa.

M, I Mg 1
o N N 7
A .).-._._.__-_~.~._.§.§_';} __________________ C {H
\, ——————————————— A\, /
]/ U y I/d %
|
I1-1

Rys. 9.14

Rozwigazanie Moment skr¢gcajacy w przedziale 0< x <[ jest réwny Mg, = M,,
a w przedziale drugim [ < x <2/
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Mg,=M,-M,.

Bezwzgledne wartosci maksymalnych naprezen skrecajacych odpowiednio w przedziale
112 wynosza
M 4
il =
01
o, =4
o W
gdzie:
nd;
16 °
nd! -d})
Wo, =——.
16d

Z

Wo =

Z tresci zadania wynika, ze "c,]m = ]‘c2

=k,

Ma| M, M| i
- =k .
WOl W02

Rozpatrzmy dalej dwa przypadki.

W przypadku pierwszym zal6zmy, ze momenty skrecajace My; i Ms, sa jednakowego
znaku. Wtedy z wyzej zapisanej zaleznosci wynika, ze

&=ks =>M, =Wk,
01
IWAW;M =k, > My =M, —-Wypk, =W, —Wp,)k,.
02

Po podstawieniu danych liczbowych mamy:

3
L 2,454-107m>,
16

Wor =
Wy, =1,449-107m’,

M, =Wy -k, =2,454-10m> -60- 1035]% =1,472 kNm,
m

Mg = Wy, =Wk, =(2,454-10"m> —1,449-10°m?)- 60-10° ’dg = 0,603 kNm,

m
Mg =M, =1472 kNm,

Gly, Glyp Gd, Wy Wy, Gd, 8-10*MPa-50-10"m
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W drugim przypadku zakladamy, ze momenty skrgcajace My, i My, sa ré6znych znakéw
(np. Mg, >0, Ms,<0), wtedy

M—A—=ks :>MA =W01ks’

WO]
-M

_M_Arizks > Mg =M, +Wyk, =Wy +Wy)k,.
02

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymano:
M , =1,472 kNm,
o3 kN

m2

Mg =(2,454-107 m> +1,449-10°m>)60-1 = 2,342 kNm,

Mg, =M, —Mp =1472 kNm — 2,342 kNm = — 0,869 kNm,
_ Mgl Mgl _ 2
Gl Gl, d,G

?, (ks _ks)=0°

Wykresy momentow skre¢cajacych pokazano na rys. 9.15.
a)

M [kNm]
1.472

0.869

b)
M [kNm]
1.472

0 l le

-0.869

Rys. 9.15

Zadanie 9.7. Pret o dlugosci 4/ i stalej Srednicy zewngtrznej d, jest wydrazony na
dtugosci [, liczac od lewego konca preta. Srednica wydrazenia d,, = 0,8 d,. Konce preta
sa utwierdzone w nieodksztalcalnych Scianach (rys. 9.16). W odlegtosci ! od lewego
konca pregt obciazono momentem M, pary sit dzialajacej w plaszczyznie prostopadiej do
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osi preta. Znalez¢ dopuszczalng warto§¢ momentu My oraz kat obrotu przekroju
poprzecznego preta w potowie jego dtugosci.
Dane: [ = 1 m, d, = 50 mm, d,, = 40 mm, G = 8 -10* MPa, k, = 60 MPa.

W/ MB 7
Z A 4
3| 7 I N| %
3 - '_‘;{_‘_@ """""""" S eV
%
7/ \/ 31 Z
Rys. 9.16
Rozwigzanie.
MA MB MC
______ - h
A A I tor
i L/ 31 AN A
Rys. 9.17

Na rys. 9.17 pokazano pr¢t po uwolnieniu go od wigzéw. Suma momentow sit wzglgdem
osi x preta daje rownanie

M,~M,+M_=0.

W réwnaniu tym niewiadomymi s3 momenty utwierdzenia M, i M¢ — jest to zadanie
jednokrotnie statycznie niewyznaczalne.

Drugie réwnanie wynika z zalezno$ci mi¢dzy odksztalceniami.

W omawianym przypadku konce pre¢ta sa utwierdzone w nieodksztalcalnych $cianach,

a wi¢c nie moga dozna¢ obrotu, co oznacza, ze kat skrgcenia calego preta jest réwny
zeru.

Myl M3l
Gl, GlI,

O=0Q,5 +Ppc = =0,

tu M, =M, wprzedziale, dla ktérego 0 < x <1,

My, =M,—-M, wprzedziale, gdy | <x<4l.

n(d;! -d})
101= s
32
nd?
I, =—=.
2 3

Wiedzac, ze w omawianym przypadku d,, = 0,8 4,
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M4
Iy =251 - (W)“]—’”’z [1-G)*1= 059041,

Z réwnania wynikajacego ze zwiazku mig¢dzy katami skrgcen (z warunkéw dotyczacych
odksztalcen)

M, +(MA—MB)-3I__
G-0,59041, G =1,

otrzymuje si¢

M, =0,639M 4,

a z sumy momentéw sit zewnetrznych wzgledem osi preta (z réwnania réwnowagi)
M-=Mg—-M, =0361M;.

Maksymalne bezwzgledne wartosci naprezen w rozpatrywanych przedziatach wynosza

M| M4 _0639m,

Pl = W, W W,
01 01 01

lTl =|M52|=|MA—MBI=O,361MB

s Woo Woo Woz ,
gdzie:

_2, 2 _ m;
Woi = d, Iy, Z )
m:;

W02 =-—lgz'.

Po podstawieniu do wzoréw na 7 wskaznikéw wytrzymatosci otrzymano

Hmax = 0,5004 74> :
160,361MB MB

|12|max =———M3 1,838—E
Z Z

Widaé, ze wigksze naprezenia skrgcajace wystgpuja w pierwszym przedziale, gdzie pret
jest wydrazony. Z warunku bezpiecznego projektowania

M
5,512 ;""” <k,

b4

wiec
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3 60.106%-(50-10‘3;1:)3
< ks -d; _ m

< = =1360 Nm.
Bdop = 5512 5512

Kat obrotu przekroju poprzecznego preta w potowie jego dtugosci wynosi
M2 0,722M gl 32-0,722-1360 Nm -1 m

¢_
Gl Gl 78-10* .106%(50-10"3m)4
m

=0,02 rad

Zadanie 9.8. Cienkoscienna rura kotowa o $rednicy linii srodkowej $cianek d = 2r
i grubosci Scianki: & — na odcinku /; i 2 na odcinku o dlugosci I, jest utwierdzona
obustronnie w nieodksztatcalnych $cianach (rys. 9.18). W miejscu zmiany grubosci
scianki rura obcigzona jest momentem M, pochodzacym od pary sil dzialajacej
w plaszczyznie prostopadiej do osi rury. Wyznaczy¢ dlugosc¢ [, przy ktérej maksymalne
napr¢zenia na calej dlugosci rury bedaq réwne napr¢zeniom dopuszczalnym na
$cinanie k,. Przyjmujac, ze 29 << d, zadanie rozwiaza¢ dwiema metodami:

= wzorami Bredta,

= wzorami dla watéw drazonych.

A
)
i

Rys. 9.18

Rozwiazanie. Moment skr¢gcajacy w przedziale 0 < x <[ jest réwny Mg = M,,
natomiast w przedziale /[, <x</, +1, jest téwny Mg, = — M. Po uwolnieniu rury od
wigzOw z réwnania rOwnowagi mamy

M, +M.-M,=0=>M,=M,-M,.

Rozwigzanie oparte na wzorach Bredta
Maksymalne bezwzglgdne wartosci napr¢zen skrgcajacych, wynikajace ze wzoru Bredta
WYnosza
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— lMSll _ M, _
|Tl|ma"—2A 5 24,6 "
Sr sr

Almax oA 25 24,286

gdzie A; jest polem powierzchni ograniczonym przez lini¢ $rodkowa przekroju
2
poprzecznego scianki rury A, = 757 = 2r?, czyli polem kota o srednicy d (rys. 9.18).

sr —
Z zaleznosci tych oraz z tresci zadania ]‘cl]max = l— Tz‘m wynika
My, _ M,
24,6 24,258
czyli M. =2M ,.
Wykorzystujac powyzszy zwigzek w réwnaniu réwnowagi, otrzymano:

1
2

Z drugiego wzoru Bredta kat skrecenia @ cienkosciennego preta o przekroju kotowym
o d, =d =2ri grubosci & ma postaé

(p=6-l=M+.lz éz Ms'3l
4G(A,)* V& 26mr

Przyréwnajmy do siebie katy obrotéw obu stykajacych si¢ ze soba czg¢sci rury
’(pAB’ = ’(pBC‘

M-l =}_ Ml |
26m38 | 26m326|
czyli

Mq-1,=2M,-1.

Po podstawieniu M, = %Mo iM,= %Mo otrzymano [, =1, = %l.

Rozwiazanie metoda oparta na wzorach dla waléw drazonych

M
|Tllmax = ' SI| =ﬁ=kt’
WOl WOl
|72|max = lMszl = ﬁ = kt,
W02 W02
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gdzie:

2
W,, = Iy _ @Qrrd)-r” _ 21r29,
r r
2
I QRO
or r

Wymaga si¢, aby bezwzgledne wartosci napr¢zen w obu przedzialach rury byty
jednakowe, wiegc:

MA _ MC

WOI W02 ,
MA _ MC

225 An3S’

stad wynika, ze
M.=2M,.
Po podstawieniu do réwnania réwnowagi M . =2M , mamy:

1

MA=§M0,
2
M.=—M,.

Z poréwnania katéw obrotu przekroju poprzecznego obu stykajacych si¢ czesci watu
rury w miejscu zmiany grubosci Scianki (lub z warunku, Ze kat skre¢cenia calej rury jest
rOwny zeru) mamy:

MA'll _ Mc'lz

GI,, Gl,, ’

1 2

EMOII EMO‘I2 ]
o= 5 ==l =—

G2nr’d  G4nr’d 2

Z obydwu metod otrzymano takie same wyniki:

l
llzlz'—_a, |
MOmax
M, 3 2
Tomax = = =k, >M =67r°dk,.
S oms 2m2s omax

W przypadku rur cienko$ciennych skrgcanych rozkiad napr¢zen stycznych 7 jest na
grubosci Scianki w przyblizeniu rOwnomierny, wigc napr¢zenie dopuszczalne materialu
na skrecanie przyjmuje si¢ réwne napr¢zeniu dopuszczalnemu na Scinanie k, =k, .
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9.2.2. Zadania do samodzielnego rozwiqzania

Zadanie 9.9. Pr¢t o skokowo zmiennej $rednicy, wykonany z dwoch materiatéw, jest
utwierdzony na obu koncach w nieodksztalcalnych $cianach (rys. 9.19).

Mo G2’ k52

G1'ks1 [
Y Ly o

AN\
4
(bid;
B
TINN

~
~
~

Rys. 9.19

Czgs$¢ preta o Srednicy d; i dlugosci /; zostala wykonana z materialu o module
sprezystosci postaciowej G; i o napr¢zeniach dopuszczalnych na skrgcanie k. Druga
czg¢s¢ preta o Srednicy d; i dlugosci [, jest z materialu o module G, i napr¢zeniach
dopuszczalnych k. Pregt w miejscu zmiany Srednicy obcigzono para sit (dzialajaca
w plaszczyznie prostopadlej do osi preta) o momencie My. Wyznaczy¢, dla jakiego
stosunku [,/l; bezwzgledne wartosci napr¢zen maksymalnych w obu przedziatach
(O0<x<Il i [, <x<Il +l)réwnoczesnie s3 réwne odpowiednim napr¢zeniom

dopuszczalnym kg 1 k.

ODPOWIEDZ:
L, _Gyk,d,
l,  Gky,d,

Zadanie 9.10. Element wytoczony z jednego kawalka stali przyspawano do
nieodksztalcalnej sciany i obcigzono momentami M, i Mp (rys. 9.20).

Rys. 9.20

Okresli¢, przy jakim stosunku M,/Mp maksymalne naprezenia skrecajace w obu
czgsciach (czgsci AB oraz BC) na calej dlugosci elementu bedq co do wartosci
bezwzglednej rowne napre¢zeniom dopuszczalnym. ‘
Dane: d, 8=i, L, k, =k,
16

Rozpatrzy¢ dwa przypadki:

* momenty M, i M maja zgodne zwroty,

= momenty M, i My maja zwroty przeciwne.
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ODPOWIEDZ:

. ' : 1
dla momentéw M, i M, o zgodnych zwrotach % =1, M;=M, = Emfks ,
A
) R : M, 1 5
dla momentéw M, i M, o przeciwnych zwrotach o 3, M, =Eﬂd k.
A

Przy obliczeniach dotyczacych cienkosciennej rury mozna wykorzysta¢ wzory Bredta.

Zadanie 9.11. Cienkoscienna rura o dlugosci 4/, na odcinku 3/ od lewego konca ma
grubo$é scianki &, a na pozostalej dlugosci I — grubosé scianki wynosi 2. Sredni
promien rury (promien srodkowej warstwy scianek) wynosi r. Rura obciazona jest w
srodku dlugosci parg sit dziatajacq w plaszczyznie prostopadlej do jej osi. Moment tej
pary jest rowny M,. Rura jest przyspawana na obu koncach do dwoch pionowych
nieodksztalcalnych $cian (rys. 9.21). Wyznaczy¢ momenty utwierdzenia M, i M,
narysowa¢ wykres momentéw skrecajacych oraz obliczy¢ maksymalne co do wartosci
bezwzgl¢dnej napr¢zenia.

Dane: My, I, r, 6, G.

ODPOWIEDZ:

3 4
M,=—M,, My, =—M,.
A 7 0 D 7 0

Wykres momentéw skrecajacych.

Rys. 9.22
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Maksymalne napr¢zenia wystepuja w przedziale dla 2/ < x <3l i wynosza

2 M
Mmax = ’786’ =7 nr208'

Zadanie 9.12. Cienkoscienna rura o dlugosci 2/ z obu stron utwierdzona w nieod-
ksztalcalnych Scianach jest obciazona w potowie dlugosci momentem M, (rys. 9.23).
Lewa potowa rury ma grubos¢ $cianki &, a prawa 26, Sredni promien rury wynosi r,
przy czym 23 << r. Modut spr¢zystosci materiatu G = const, a naprgzenie dopuszczalne
na skrecanie k; = k,. Obliczy¢ dopuszczalng wartoS¢ momentu M, a nastgpnie dla tego
obciazenia kat obrotu przekroju poprzecznego w srodku dltugosci rury.

)

>

|

!

!

(os] I'I

i

|

!

..|+

ol
2r

ODPOWIEDZ:

M oyop = %‘ltr3k,,

Myl k1
6nGr’d 16G8

(Px=1

Zadanie 9.13. Pr¢t o skokowo zmiennej $rednicy jest utwierdzony koncami
w nieodksztalcalnych scianach. Prawa czgs¢ CK (rys. 9.24) preta o dlugosci / ma

srednic¢ d, a lewa o dlugosci 3/ — ma Srednice %d. W polowie dlugosci (x = 2[) pret

obcigzony jest momentem M, (rys. 9.24). Wykona¢ wykres momentéw skrecajacych
oraz obliczy¢ dopuszczalng warto§¢ momentu M, przy nastgpujacych danych: [/ =1,2 m,

d=0,02m, E=2,065-10°MPa, v=029, k, =90 MPa.

\\\\\;\\‘
b
MHINNN
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0.752M, |

21 41 X

; RilliiTE
~0.248M,

Rys. 9.25

ODPOWIEDZ:
MOde = 570 Nm

Przy tym obciazeniu maksymalna (co do wartosci bezwzglednej) wartos¢ naprezenia
wystepujacego w przedziale CK preta wynosi

lrslmax = |TCK| = |_ 9O|MPa = kS :

9.3. Prety cienkoscienne o przekrojach zamknietych lub otwartych
9.3.1. Przyktady obliczen

Zadanie 9.14. Cienkoscienny pret o profilu zamkni¢tym, pokazanym na rys. 9.26, jest
obcigzony stalym momentem skrgcajacym Mg Obliczy¢ maksymalne napr¢zenia
wywotane skr¢caniem oraz kat skrecenia preta o dtugosci L. Dane: | = 3 m, & = 2 mm,

& =3 mm, &=4mm, G =8-10* MPa, a=§, Mj = 500 Nm, R = 80 mm.

Rys. 9.26

Rozwiazanie. Maksymalne napr¢zenie wystgpuje w najcienszej sciance. Oblicza
si¢ je z pierwszego wzoru Bredta.

T . = _Ms
e 2Asr : 51 ’
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gdzie A, =§7tR2 jest polem powierzchni ograniczonym linia Srodkowa przekrojow
scianek (linig dzielacg grubosci scianek na potowy). Po podstawieniu danych liczbowych

_4Mg  4-500-10° MNm

T = - = 49,74 MPa.
™ aR?6,  m(80-107°m)?-2-107m

Kat skr¢cenia preta uzyskano z drugiego wzoru Bredta

(0___0_1___ MSI 5 éz—MSl___(B_.fﬂ.*._ﬂ.):
4G(A, ) 1 6 4G(%7sz)2 o, 46, &,

-6
_ 500-10°MNm -3 m (§9+7r_80+%)50,06 rad =3°28'

4-8-104MPa[%7:(80-10‘3m)2]2 2 43

Zadanie 9.15. Pr¢t cienkoscienny o profilu otwartym, widoczny na rys. 9. 27, na calej
swej dlugosci skregcany jest momentem skrgcajacym M. Obliczy¢ naprg¢zenia we
wszystkich $ciankach pre¢ta oraz znalez¢ jednostkowy kat skrecenia 6.

Dane: Mg= 50 Nm, G=8-10'MPa, k, = 90 MPa, R = 80 mm, &, = 2 mm, & = 3 mm,

o =4 mm.

Rys. 9.27

s, =R,
T

SZ =ZR,

s; =R.

Sztywnosci na skrecanie kolejnych scianek:
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G =§GR53 =%8-104 10°X80-10m 2-102m)* =17,07 N,

m
C, lG”R(S2 ~Lg.10. 106£—80 102 m (3-10m)*® = 45,24 Nm?,
3 4 3 m? 4
1

e 5GR533 =8.C, =136,56 Nm?.

Sztywnos¢ calego preta na skrgcanie

C=) C, =(17,07+4524+136,56) Nm" = 198,87 Nm”.

i=1

Momenty skrecajace poszczegolne Scianki prgta wynosza:

Mg =Simrg = 129 50 N = 4,29 Nim,
C 198,84
C 198,84
C 198,84
Sprawdzenie

D Mg =(4,29+1138+34,33) Nm =50 Nm = M.
Napre¢zenia maksymalne w poszczegdlnych Sciankach:

_3Mg  3-4,29-10°MNm

r = = = 40,22 MPa,
'TS62 80-107°m (21073 m)?
. . _6
= 3M522 3 UIBAOCMNm o
S2§2

% .80-103m (3-1073m)?

106 .
- 3M323 _ 3 34_,33 10 A/{i\’mz .
S,62  80-107m (4-102m)

Maksymalne naprg¢zenia skrgcajace wystgpuja w zewngtrznych widknach przekroju
poprzecznego najgrubszej scianki i sa mniejsze od naprezen dopuszczalnych

Tmax = 73 = 80,46 MPa < k, =90 MPa.
Jednostkowy kat skrecenia preta wynosi

9=Ms= 50 Nm —0255?-‘-1-=025 180 deg

deg
C 19887 Nm? m T m

=143—=
m
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Zadanie 9.16. Dwa prety cienkoscienne o takich samych wymiarach sa wykonane z tego
samego materialu, przy czym jeden z pr¢téw ma profil tréjkatny zamknigty (rys. 9.28a),
a drugi taki sam profil, ale otwarty (rys. 9 28b).

a)

b)

Rys. 9.28

Kazdy z pretow jest poddany skrgcaniu momentem Mg = const. Obliczy¢ dopuszczalne
wartoSci momentéw M, i M, i odpowiadajace tym momentom jednostkowe katy
skrecenia 0, 1 6.

Dane: a = 60 mm, &, =3 mm, 8, =4mm, 8, =5mm, G=8-10* MPa, k, =80 MPa .
Rozwiagzanie.

a) Obliczenia pre¢ta o profilu zamknigtym (wzorami Bredta)

< _ MSZdop =%
max < Taxdop =305 = o
$r“min

Mg, < MSZdop . 2As'r51kn

7
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4
J—

M 2,0p =27(60-10‘3m)2(3-10~3m) 80.- 106'1’1v 7482 Nm

(60 1073m)? =1,559-10>m

M SZdop dS M SZdop

V) = B SN
“or " 4GA2 16 4GAZ (5 5 53)

_ _ 7482 Nm 3 (80,60, @) 0.0449 ™
4-8-10*-10°Nm (1,559-1073m> 3 4 m

b) Obliczenia preta o profilu otwartym.
Szerokosci kolejnych scianek wynosza

5| =5, =53 =a=60mm.
Sztywnosci scianek na skrgcanie:

C, =1Gas? =§-8-1o4 1052 (60102 m)(3-10m)® = 432 Nm?,

3 m
G, = %Ga&f =102,4 Nm?,

= %Gadi =200 Nm*.

Sztywnos¢ catego preta na skrecanie

3
C=) C.=C +C, +C, =(432+102,4 + 200) Nm?* =345,6 Nm?
i 1 2 3
i=l

Momenty skre¢cajace kolejne poszczegdlne Scianki preta:

C 43,2
My ="M = 3456 Ms = 0125Ms,
@

Mgy =-2M s =0296M,

Mg, = %Ms =0,579M .

Najwigksze napr¢zenia skrgcajace wystepuja w Sciance o najwigkszej grubosci

_ 3MS3 _ 3'0s579MSOdop = = 6 N
Tmax - 2 3 3 5 — Ks =80-10 -
aod; 60-10"m (5-10 m) m

Z tej nierownosci obliczono
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60-10>m (5-10>m)> - 80- 106—N7

_ m” _
MSOdop = 3.0579 =69,0 Nm,
M o4 69,0 Nm rad
6,,, =6 = P -2 =0,2 )
Oop ZTOMX T € 3456 Nm? m

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze:

Mo _ 7482 _ 1 84
Mg, 690 77
Oomes — 02 _ 4 454
Orme  0,0449

Whniosek z przeprowadzonych obliczen: prety o profilu otwartym przenosza duzo
mniejsze momenty skregcajace przy jednoczesnym wystgpowaniu duzych katow

skrecenia.

Zadanie 9.17. Cienkoscienny pret o przekroju poprzecznym tréjkomorowym
(rys. 9.29) jest obciazony momentem skrgcajacym Ms=2.10—2MNm.Wymiary

przekroju poprzecznego: a=10"'m, § =2-10"m, §,=4-10"m, §,=5-10"m.

Modut odksztatcenia postaciowego materiatu preta G =8-10° MPa.

Obliczy¢: C - sztywnos¢ preta na skrecanie,
6 - jednostkowy kat skrecenia,

M;; — momenty skre¢cajace dzialajace na poszczegdlne komory (i = 1, 2, 3),
Tmax — Naksymalne napr¢zenie (podaé, w ktdrej sciance wystepuje).

E =
Oy {'_'—'_-'g; —————— "'_"_('; '''''''''''' i 63ts
[T W) o Tk
A | | S N | — 4+ _J;
ol ol C o D
‘ = a . 2a ° 3a ©
Rys. 9.29

Rozwiazanie.
Pola powierzchni komor ograniczone liniami srodkowymi scian

A. =a’>=10"m?,

1sr
A, =2a*=2-10"m?,
A, =3-107m?.

3sr

Sztywnos¢ komér 1 calego preta na skregcanie
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¢ = 4G(Ay,)* _ 4-8-10°MPa (107 m?)’ =32-MPa-m4=0’278MPa_m4,
a ,a 2a 10 N 107 +2-10'1 50+ 25+40
g 6 4 2.107 4.107° 5-107
_4-8-10°MPa 2-10°m”)* _ 128 MPa-m*
| 2-10-‘+2-1o-1+2-10—l 100+ 50+ 40
2-10°  4-10°  5-107
C, = 4-8-_104MPa-(_31-10_2m2_)12 _ 288 MPa-m* _ 1405 MPa-m",
10 310" 4-10 50+75+80
2107 4107 5107

C=C,+C,+C; =(0,278+ 0,674 +1,405) MPa-m* = 2,357 MPa-m* = 2,357 MNm>.

C, =0,674 MPa-m*,

Jednostkowy kat skrecenia

-2
g M. _2:10 MNn21 42410794 _ 24398
C 2357 MNm m m

Momenty skrgcajace przypadajace na poszczeg6lne komory

M, = %Mx =0,118M, =2,36-10" MNm,

m, =Gy 20674
C 02357

_Cipy - 1405
C ° 2357

M, =0286M_, =572-10" MNm.

M., M, =0,596M,=1192-10"MNm.

Sprawdzenie:
M +M_,+M,=(236+572+1192)-10°MNm=20-10"MNm=2-10>MNm=M

Obliczenie napr¢zen w poszczegdlnych $ciankach preta

M 2,36-10" MNm
Tayg =Ty = —L—=—2" = 23,6 MPa
ARG T A8y 21072 m2 51073 m
.M, M., 2,36-10 MNm 5,72-107 MNm
GB —

24,0, 2A,.0, 2-10°2m?-2-10°m 2-2-102m>-2-10°
= 59 MPa - 71,5 MPa = —12.5 MPa,

M 107
Tpy =——SL = 2’3_62 1(2) MN”; =29,5 MPa,
1073
rop = Mo ST2A0CMNm oo n,

B 245404 ©2.2:102m? 51073 m
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M, My _ 572:10°MNm  1192:10°MNm  _
24,6, 243,60, 2-2:1072m*-2-107°m  2-3-107%m*-2-107°m
=71,5 MPa —99,3 MPa = 27,8 MPa,

Trc

-3
_— Mgy _ 5,722102 MNm3 _ 1575 MPa,
24,40, 2-2:-1072m?*-4-107m
M, 11,92 107> MNm
Py = iy B =39,7 MPa,
BT T A8 2:3-102m2 54107 m
-3
- My __ 1L92:10°MNm 0 o0,

T 24,0, 2-3-102m?-4-107m

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze najwigksze napr¢zenia wystgpuja w Sciance
DC i wynosza 7., =49,67 MPa.

9.3.2. Zadania do samodzielnego rozwiqzania

Zadanie 9. 18. Obliczy¢, przy jakiej wartosci momentu skrgcajacego Mj, cienkoscienny
pret o przekroju poprzecznym ceowym (rys. 9.30) i dlugosci ! skrgci si¢ o kat
¢, = 3deg; nastgpnie wyznaczy¢ maksymalne napr¢zenia wystgpujace w precie.

Dane: 6, =5mm, 6,=3 mm, 0&;=4 mm, s;=s53=50mm, s,=60 mm,

G=8-10°MPa, | =3m.

210



ODPOWIEDZ:

Mg =515 Nm,
7. =7 MPa.

max —

Zadanie 9.19. Obliczy¢ maksymalne napr¢zenia oraz jednostkowy kat skrgcenia preta
cienkosciennego o profilu zamknigtym pokazanym na rys. 9.31. Pret jest obciazony
stalym momentem skr¢cajacym M;.

Dane: R =60 mm, 8, =2 mm, 8, =3 mm, &, =4 mm, M, =500 Nm, G=28-10*MPa.

p——]

=" = ——

ODPOWIEDZ:

Tmax = 44,2 MPa,
rad

6=0,0149 —.
m

Zadanie 9.20. Obliczy¢ maksymalne napr¢zenia w Sciankach cienkosciennego preta
skrecanego o profilu otwartym obcigzonego momentem skrecajacym M, =50 Nm.

Przekroj poprzeczny preta pokazano na rys. 9.32.
Dane: R =60 mm, & =2mm, 8, =3mm, & =4mm, G=8-10'MPa.

Rys. 9.32

ODPOWIEDZ: 7; = 43,7 MPa, 7, = 65,5 MPa, 7,= 87,4 MPa.
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Maksymalne naprg¢zenia wystgpuja w najgrubszej sciance. Rozklad napre¢zen na grubosci
scianki jest liniowy.
Zadanie 9.21. Cienkoscienna rura o przekroju poprzecznym pokazanym na rys. 9.33,

jest skregcana momentem M, = 1kNm. Wyznaczy¢ maksymalne napr¢zenia oraz

jednostkowy kat skrecenia. Dane: r = 25,47 mm, & =3 mm & = 6 mm, G =8-10*MPa.

ODPOWIEDZ:

Tmax = 81,8 MPa,
rad

8=0,03—.
m

Zadanie 9.22. Rur¢ z zadania 9.21 rozcigto wzdluz tworzacej, jak pokazano na
rys. 9.34 i obciazono ja momentem skr¢cajacym M, = 100 Nm. Pozostate dane przyjac

jak w zadaniu 8.21. Obliczy¢ 7. i €dla tej rury.
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ODPOWIEDZ:

.. =926 MPa,
9=0193 "4
m

Zadanie 9.23. Cienkoscienny pret o profilu zamknigtym, w ktérym linie sSrodkowe Scian
przekroju poprzecznego tworza tréjkat réwnoboczny o boku a=4-102m (rys. 9.35),
jest skrgcany momentem M, =200 Nm=2- 10~ MNm. Pret wykonano ze stali

o module odksztalcenia postaciowego G =8-10°MPa i naprezeniach dopuszczalnych
na skrecanie k, =80 MPa. Grubosci $cian preta wynosza: 8, =2-10"m, 8,=3-10"m

i 8,=4-10"m. Obliczy¢ maksymalne naprezenia 7, oraz jednostkowy kat skrecenia

d )
preta 6 [1]. Sprawdzi¢, czy T,.x S§ mniejsze od k.
m

ODPOWIEDZ:

T, =722 MPa, 6=0,0564 %.

Zadanie 9.24. Cienkoscienny pret o profilu otwartym, w ktérym linie srodkowe
$cian przekroju poprzecznego tworza tréjkat réwnoboczny o boku a = 200, gdzie o
jest gruboscia najcienszej $cianki, jest skr¢gcany momentem skrgcajacym M. Pret
jest wykonany z materialu o module Kirchhoffa G. Grubosci $cian pr¢ta wynosza:
0 1=0, 6 =1501 & = 20 (rys. 9.36). Obliczyé: sztywno$¢ preta na skrecanie,

d
maksymalne napr¢zenia 7,,, oraz jednostkowy kat skrecenia 8 [i].
m
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ODPOWIEDZ:

C =825G6*,

F -4 M,
165 8%
_— 2 MS
165 G&*
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