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Wstep

Autor niniejszego tekstu rozpoczynal studia matematyczne w 1973 r. na
Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Y.odzkiego. Kurs Ana-
lizy w ramach I roku studiow wychodzil od aksjomatyki liczb rzeczywistych
i wspierany byl przez réwnoleglte kursy Podstaw Logiki i Teorii Mnogosci
oraz Algebry, w znacznej mierze abstrakcyjnej. Wprawdzie od strony nazw
kurséw niewiele sie w ciaggu minionych ponad 40 lat zmienito, ale zmienili sie
studenci. Dokladniej — absolwenci szkét srednich dysponuja obecnie zupelnie
odmiennym bagazem doswiadczen i umiejetnodci oraz nawykow myslenia,
co mozna nazwaé¢ w skrocie ,wiedza”’. Po wielu zmianach podstawy progra-
mowej w szkotach $rednich, po zmianie koncepcji egzaminéw maturalnych
i tego, jak nalezy rozumieé egzamin ,zdany”, mozemy zachwycaé sie coraz
lepszymi wynikami uzyskiwanymi przez mtodziez w kolejnych testach — lub
niepokoi¢ coraz czedciej obserwowanym brakiem umiejetnosci myslenia abs-
trakcyjnego, czy tez po prostu logicznego myslenia. Wyktadowcy starajacy
sie przedstawi¢ studentom 1-2 roku podstawy myslenia matematycznego
zderzajg sie — po stronie poczatkujacych studentéw — z problemami posta-
ci: co rozni definicje od twierdzenia? co takiego zawiera dowdd, ze ma by¢
uznany za uzasadnienie akurat tego, a nie innego twierdzenia? Na czym
polega rozumowanie, czyli kolejne zdania i wzory prowadzace od wypisa-
nych wczedniej zalozen do sformutowanej nizej tezy? Co to znaczy, ze jakies
twierdzenie jest wnioskiem z innego?

Zatrzymajmy sie przy uproszczonym opisie dos¢ powszechnego, natural-
nego dualizmu zwigzanego z nauczaniem matematyki. Podejscie praktycz-
ne, wtasciwe dla studiéw inzynierskich, zaktada uzyskanie jak najszybszej
umiejetnosci wykonywania poprawnych obliczen stuzacych rozwiazywaniu
konkretnych, coraz bardziej skomplikowanych probleméw. Podejscie bar-
dziej teoretyczne, wtasciwe dla matematyki jako kierunku studiéw, stara sie



rozwija¢ umiejetnos¢ analizy grup podobnych zagadnien dla rozpoznawania
istotnych analogii i wybér twierdzen stopniowo prowadzacych do rozwig-
zania. Pierwsza droga wymaga zapamietania wielu konkretnych sposobdéw
postepowania — przyktadéw i éwiczen, druga — wielu twierdzen wraz z prak-
tycznym zakresem ich stosowalnosci.

W prezentowanym czytelnikowi tekscie staram sie przedstawi¢ w mozli-
wie spojny i prosty sposéb podejscie zdecydowanie teoretyczne, choé istot-
ng czes¢ kursu stanowia rozwazania i oszacowania dotyczace praktycznej
(czyli takze — przyblizonej) obliczalno$ci wprowadzanych stopniowo pojeé.
Uprzedzam, ze czytelnik nie znajdzie tu jednak aksjomatycznej konstrukcji
zbioru liczb rzeczywistych. W istocie, przyjmujac za punkt wyjscia wie-
dze ,szkolng” w zakresie podstawowych dziatan na liczbach rzeczywistych,
ograniczamy sie do sformutowania jedynie trzech aksjomatéw zwiazanych
z relacja porzadku x < y dla z,y € R — reszta zajmuje si¢ przeciez kazdy
rownolegly kurs Algebry. Pozwala to na stopniowe wprowadzanie niezbedne-
go w matematyce poziomu precyzji, a celem takiej koncepcji jest obnizenie
bariery abstrakcji, jaka dla absolwenta szkoty $redniej stanowi niewypowie-
dziana regula: zapomnijcie o wszystkim, czego sie do tej pory dowiedzieliscie
o liczbach — Matematyka zaczyna sie dopiero teraz.

Wybrane, wyréznione w teksécie aksjomaty (wsréd nich aksjomat ciaglo-
$ci) pozwalaja na stopniowe, precyzyjne wprowadzanie klasycznego zbioru
pojeé¢ wchodzacych w sktad podstaw Analizy obejmujacego kresy supA, inf A
zbioréw A C R, potege a’ liczby a > 0 o dowolnym wyktadniku rzeczywi-
stym b, ciagi liczbowe (a,, )nen i ich granice lim,, a,,, granice gorne lim sup,, a,
i dolne liminf,, a,, itd.

Zaktadam, ze z wyjatkiem samego zbioru R poczatkujacy student znaj-
dzie w prezentowanym tekécie definicje wszystkich kolejno wprowadzanych
poje¢ — jednoznaczne i mozliwie proste, odpowiadajace na pytanie: co to
jest? jak to rozpoznaé, sprawdzi¢, wyznaczy¢? Czytelnik bardziej zaawan-
sowany zauwazy, ze to nieco ,karkotomne” zadanie staram si¢ realizowaé
poprzez celowy wybor — sposréd dostepnych (réwnowaznych!) definicji wy-
bieram takie, ktérych treéé i wbudowanie w logiczna strukture kursu wiaza
sie z minimalnym bagazem przygotowan. Czytelnik bardziej krytyczny oce-
ni, czy uzyskany efekt jest wart wysitku i cho¢ w czesci jest zgodny z dekla-
rowanym zamiarem.

Zatrzymalem sie przy definicjach, gdyz ich znajomosé postrzegam jako
filar wszelkiego matematycznego rozumowania, a podstawowym, niestety,
problemem studenta na przeciegtnym egzaminie jest proba wyjasnienia, co

znaczg symbole i nazwy, ktérych uzywa. Kolejnym filarem sa oczywiscie
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twierdzenia — formulowane w wersji zgodnej z logiczng struktura wyktadu —
niekoniecznie najbardziej ogolnej. Od prezentowanych w tekscie twierdzen
(oraz stwierdzen mniejszej rangi, wnioskéw i lematéw) oczekujemy weryfi-
kowalnosci zalozen, oraz tego, by postulowana teza stanowita jednostkowy
wazny wynik lub — by byla mozliwa do zastosowania w przyktadach i ko-
lejnych, powigzanych logicznie twierdzeniach. Wymaganie, by definicje oraz
podstawowy zestaw twierdzen zostaly trwale zapamigtane przez studenta —
wraz z logicznymi powigzaniami przyswojonych pojeé¢ — jest zapewne staro-
Swieckie i w swiecie Internetu i przy aktualnie obowigzujacych koncepcjach
metodycznych wydaje sie calkowicie nierealistyczne. No c6z, nie kazdy stu-
dent matematyki zostaje matematykiem. Zainteresowani znajda w tekscie
takze dowody twierdzen — wszystkich klasycznych i tych trudniejszych. Po-
miniete zostaly — wlasciwe dla Algebry dowody Twierdzen 1 [I0.64
o rozkladzie: wielomianu na czynniki (st. 1-2), a funkcji wymiernej na utam-
ki proste. Wyjatek stanowi takze sformutowane w ostatnim rozdziale twier-
dzenie o istnieniu i jednoznacznosci miary Lebesgue’a (na prostej
i na plaszczyznie), ktérego pelna wersja powinna sie pojawi¢ w bardziej
zaawansowanym kursie Teorit miary ¢ catki. Brak dowodu twierdzenia nie
przeszkadza, by korzystaé ze stosownej definicji i — w szczegdlnosci — by
wyznacza¢ miare konkretnych, waznych w analizie zbioréw.

Proponujac realny wyktad Analizy I oparty na przygotowanym tekscie
zakladam $wiadoma i doéé rozlegla redukcje liczby dowoddéw prezentowa-
nych w ramach wyktadu twierdzen. Dla odmiany, zdecydowanie odradzam
pomijanie poszczegdlnych twierdzen — zarowno ich tresé jak i konsekwencje
dajace odpowiedzi na pojawiajace sie wczesniej pytania oraz nadajace kie-
runek dalszym rozdzialom stanowia siatke powigzan, na ktérej zbudowana
jest Matematyka, w szczegllnosci Analiza, réwniez ta bardziej zaawanso-
wana. Wybrane, bardziej elementarne lub wzorcowe dowody sa oczywiscie
potrzebne juz na poczatku nauki — jezeli moga byé¢ ,zrozumiane”, przy-
swojone przez poczatkujacego studenta. Zakladam, ze material wyktadowy
kursu Analizy jest niezbedny w ciggu calego okresu nauki, a po osiggnie-
ciu wyzszego poziomu kultury matematycznej student kolejnych lat bedzie
mégt (i potrzebowal) wrécié do poznanego wstepnie materialu, by odszukaé
szczegbly rozumowania, ktére na I roku niekoniecznie byto dla niego czytel-
ne. Niektoére, szczegdlnie proste dowody pojawiaja w tekscie jako ¢wiczenia
do samodzielnego wykonania (i sprawdzenia w ramach ¢wiczen).

Prezentowany tu kurs Analizy I ogranicza sie do wybranej grupy te-
matéw obejmujacych ciagi, szeregi i tzw. analize funkcji 1 zmiennej rze-
czywistej. Czytelnika szukajacego piekna i szerokiego spojrzenia na analize
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zachecam do przestudiowania pozycji [4] oraz podanej tam bardzo rozleglej

bibliografii. Za stosunkowo bliskie i inspirujace uwazam podejscie zawarte

w [2].

Wazniejsze réznice w stosunku do klasycznych podrecznikéw Analizy

— oprocz wspomnianej juz redukcji aksjomatyki — sprowadzaja sie¢ w zasa-

dzie do istotnej zmiany kolejnosci i nieco odmiennego rozlozenia akcentéw.

W szczegdlnoscei:

Rozdzial 1 zawiera dwie wyodrebnione wtasnosci zbioru liczb dodat-
nich i nakazuje je traktowaé jako aksjomaty. Jest to proba zreduko-
wania — do dwu — standardowych, znanych wlasnosci algebraicznych
relacji mniejszosci (i wiekszosci); przy okazji pojawia sie pytanie o to,
czy zbiér RT C R jest jedynym podzbiorem o wyréznionych wlasno-
$ciach. Dodatkowy aksjomat cigglosci oznacza istnienie kreséw dol-
nych — ale tylko w odniesieniu do poétprostych ograniczonych z dotu.
Dla liczb naturalnych formulujemy charakteryzujaca je zasade induk-
¢ji, a dla liczb rzeczywistych definiujemy rozwinigcie dziesietne. Jest to
podstawowy, wykorzystywany w dalszych rozdzialach przyktad ciggu
i jednoczesnie szeregu.

Szczegdlowa konstrukeja potegi o dowolnym wyktadniku rzeczywistym
zawiera dowodd istnienia pierwiastka n—go stopnia i stanowi w rozdzia-
le @ gléwne praktyczne zastosowanie kreséw (gérnych i dolnych).

Pojecia ciagu i granicy od samego poczatku korzystaja z przyktadow,
bedacych w istocie szeregami; rozdzial Bl zawiera przedstawienie liczby
Eulera e jako granice kazdego z ciagéw (1+2)" 137, 4, dlan € N.

Rozdziat @] wprowadza granice gérna i dolna — z wykorzystaniem kre-
sow, bez odniesien do zdefiniowanego pdézniej pojecia punktu skupie-
nia; kulminacja rozdziatu jest oczywiscie twierdzenie Bolzano—Weier-
strassa, ale takze — wlasnos$ci ogdlnej funkcji wyktadniczej i wzdér

e® = lim,, (1+ Z)".

Szeregi pojawiaja sie w rozdziale [l jako w szczegdlny sposdb zapisa-
ne ciggi liczbowe; wladciwe dla szeregéw specyficzne metody badania
zbiezno$ci rozszerzamy o przeksztalcenie Abela i kryterium Dirichle-
ta; badajac szeregi bezwzglednie zbiezne wyprowadzamy rozwiniecie
funkcji ¥ dla x € R w szereg potegowy, a dla ogdlnych szeregdw
potegowych ustalamy pojecie przedzialu zbieznosci.

Rozdziat [0 korzysta z pojecia cigglosci funkcji (w oparciu o ciago-
wa definicje Heinego) i opisuje wynikajace stad wlasnosci — w tym
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zwigzang z monotonicznodcia cigglo$é funkcji odwrotnych; przeglad
funkcji elementarnych, uzupelniony o jednoznaczng charakteryzacje
funkcji sinus i kosinus, prowadzi do wzoréw rozwijajacych te funkcje
w szereg; wykazujemy ciaglos¢ kazdej funkcji bedacej sumag szeregu
potegowego (w przedziale zbieznosci).

Granice funkcji pojawiaja sie w rozdziale [71 sa poprzedzone wprowa-
dzeniem do topologii obejmujacym zbiory otwarte i domkniete oraz
F, i Gg, co pozwala dalej rozwazaé zbiory punktéw nieciaglosci do-
wolnej funkcji; badanie granic (wlasciwych i niewlasciwych) rozszerza
sie na asymptoty; rozdzial konczy konstrukcja funkcji monotonicznych
o dowolnym przeliczalnym zbiorze punktéw niecigglosci.

Pochodna funkcji badana jest w rozdziale [§, gdzie w pierwszej kolej-
nosci pokazujemy rézniczkowalnosé kazdej funkcji rozwijalnej w sze-
reg potegowy; wlasnosci pochodnej sprawdzamy korzystajac z pojecia
funkcji przyrostowych, a Scisty zwiazek rézniczkowalnosci z monoto-
niczno$cig pozwala na uzyskanie wstepnej wersji wzoru Stirlinga; ba-
danie funkcji obejmuje zestaw twierdzen zwiazanych z wypuktodcia,
oraz prowadzi do klasycznych regut de L’Hopitala wyznaczania granic

wyrazen nieoznaczonych.

Dla funkcji n—krotnie rézniczkowalnych definiujemy w rozdziale @ wie-
lomian Taylora — z resztg w postaci Lagrange’a; nieco odmienne meto-
dy potwierdzaja zbiezno$é¢ szeregu dwumianowego — rozwiniecia funk-
cji potegowej (1 + z)® dla |z| < 1,a € R\ Z. Obliczenia numeryczne
i préby oceny btedéw przyblizen pojawiaja sie w tekscie wielokrot-
nie, a w rozdziale [9 zostaly dodatkowo zebrane i wyodrebnione; wy-
rozniamy podstawowe metody numerycznego rézniczkowania funkcji,
a szczegdlowo omoéwione metody Picarda i Newtona stosuje sie do
przyblizonego rozwigzywania réwnan.

Zdefiniowana w rozdziale [[0] catka Riemanna korzysta z sum Darboux
pomijajacych wartosci funkcji w punktach podziatu, co upraszcza nie-
ktore dowody; zestaw podstawowych twierdzen rachunku calkowego
uzupelnia wzér Taylora z reszta calkowa. Zastosowania catek obej-
muja wzory definiujace pole, objetos¢ figur geometrycznych i dlugo$é
tuku; wyprowadzamy wzor Wallisa i wyznaczamy stata we wzorze Stir-
linga oraz wartosé¢ calki Poissona (niewlasciwej) — formulujemy takze
catkowe kryterium zbieznosci szeregu. Rozdziat konczy przeglad pod-
stawowych metod wyznaczania catek nieoznaczonych.
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e Rozdzial [Tlotwieraja definicje o—cial i zbioréw borelowskich (genero-
wanych przez przedzialy) oraz miar. Wprowadzenie miary Lebesgue’a
— jednoznaczne, bez dowodu istnienia — ustala precyzyjny zwiazek cal-
ki Riemanna z polem, czyli miara zbioru w R?; z kolei pojecie miary na
prostej R pozwala na sformutowanie i dowdd twierdzenia Lebesgue’a
charakteryzujacego funkcje catkowalne w sensie Riemanna. Koncowy
podrozdzial zawiera szczegdtowy opis trzech podstawowych metod cal-
kowania numerycznego.

Prezentowany tekst zawiera takze minimalny wstep do analizy nume-
rycznej, w oparciu o dostepne oprogramowanie pozwalajace na wykonywanie
obliczen z ustalona dokltadnoscia. W miare pojawiania si¢ kolejnych pojeé
i wielkoci — takich jak v/2,e, ZneN#,w,ln@),Qﬁ itp. — podawane sg
metody ich przyblizonego wyznaczania, wraz z oceng dokladnosci i poréw-
naniem tempa zbieznosci dostepnych metod. Wszystkie tego typu zadania
zostaly zebrane w rozdziale

Zycze przyjemnej, uwaznej lektury
Grzegorz Andrzejczak
t.6d7 — Sokolniki, styczen 2019






Rozdziat 1

Co wiemy o liczbach
rzeczywistych?

W obrebie dzialu matematyki zwanego Analizg traktujemy pojecie liczby
rzeczywistej jako znane, a zbidér wszystkich liczb rzeczywistych oznacza-
my zwyczajowo symbolem R. Zakladamy zatem, ze czytelnik (czytelniczka,
shuchacz/-ka) zna podstawowe dzialania i ich wlasnosci: dodawanie i odej-

mowanie oraz mnozenie i dzielenie.

1.1 Aksjomaty dla relacji porzadku w R

Nieréwnosci nie sa skomplikowanym pojeciem i nie zamierzamy wymysla¢
nowego, lepszego, czy ,bardziej zaawansowanego” sposobu poréwnywania
liczb rzeczywistych. Poniewaz jednak nieréwnosci pelnia w czesci kursu
oznaczonej jako Analiza I wyjatkowo wazng role, skupiamy sie na nich,
aby to znane pojecie opisa¢ w nieco inny sposob.

Poréwnanie dowolnej liczby rzeczywistej z liczba 0 prowadzi natychmiast
do wyrodznienia liczb dodatnich czyli wiekszych od zera. Dla zbioru liczb do-
datnich Rt = {z € R; z > 0} zatrzymamy si¢ przy dwu raczej oczywistych

wlasnosciach:

ORD 1. Dla kazdego # € R mamy z € R*, albo —x € RT,
albo x=0.
ORD 2. Jedliz,y e RT tox +y € RT i 2y € RT.
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Oczywiscie, w takim samym stopniu wyrdzniony jest zbior liczb ujem-
nych, ale w jego przypadku zwiazek z dodawaniem i mnozeniem nie jest
réwnie prosty.

Bedziemy traktowa¢ witasnosci ORD 1-ORD 2 jako aksjomaty, czyli
podstawowe wlasnosci niewymagajace dowodu. Dlaczego akurat te? Glow-
nym powodem jest to, ze nie odwolujac sie do pojecia nieréwnosci pozwalaja
wyprowadzi¢ wszystkie inne elementarne wlasnosci tej relacji — poczawszy
od definicji. Wyrézniamy zatem zbiér RT C R speliajacy warunki ORD
1-ORD 2 i przyjmujemy

Definicja 1.1.1. Dla dowolnej liczby x € R wartoscia bezwzgledna (lub
modulem) nazywamy liczbe 0, gdy © = 0, a dla © # 0 te sposrod liczb
x,—x, ktéra nalezy do zbioru RY. Wartosé bezwzgledng liczby x oznaczamy
symbolem |x|.

Definicja 1.1.2. Dia dowolnych x,y € R mowimy, ze liczba x jest mniejsza
od y, co zapisujemy jako x < vy, jesliy—x € RT. Liczba x jest wigksza od v,
co zapisujemy jako x > vy, jesli x —y € RT.

Oczywiscie, nierownos¢ = > y jest réwnowazna y < x. Powszechnie
stosowane sg takze oznaczenia

r<y=(x<y lub xz=y) xzy=(x>y lub x =y).

Stwierdzenie 1.1.1 (Postawowe wlasnosci relacji mniejszosci). Dla dowol-
nych liczb x,y € R zachodzi dokladnie jedna z mozliwosci: x =y, albo x < vy,
albo y < x. Ponadto

()z<y i y<z= x<z, (przechodniosc¢)

(i) r<y=z+2<y+zdazeR,

(i) z<y i 2>0=22<yz i 2<Y
Dowdéd. Sprawdzenie tego, ze podane wyzej wlasnosci (znane — nic nowego)
daja sie wyprowadzi¢ z ORD 1-ORD 2, z wykorzystaniem podstawowych
wtasnosci dziatan, jest pouczajacym przykiadem metody wykorzystywanej
w matematyce: precyzujemy definicje, sprawdzamy, ze ich konsekwencje sa
zgodne z intuicja (lub wezesniejsza wiedza), by w koncu dotrzeé do proble-
matyki, w ktérej sama intuicja lub tzw. zdrowy rozsadek nie wystarczaja.
Pozostawiamy szczegély czytelnikowi (... 1 wykladowcey). O

Cwiczenie 1.1.1. Wyprowadzi¢ z (i) wlasnoé¢ z <y = —y < —z, a z (iii)
Wlasnoéé()<x<y:>0<§<%.
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Podzial liczb rzeczywistych na dodatnie (nalezace do R™), liczbe 0 i licz-
by ujemne formalizuje funkcja signum (znak), ktéra kazdej liczbie x € R
przypisuje warto$é¢ sgn(z) € {1,0,—1} okre$lona wg prostej reguty

1 dlaz>0
sgn(x) = 0 gdyxz=0 (1.1)
-1 dlaz<0.

Stwierdzenie 1.1.2. (i) Dia dowolnego x € R, |z| = sgn(zx)x.

(ii) Dla dowolnych liczb x,y € R prawdziwa jest réwno$é |xy| = |x||y|,
oraz tzw. nieréwnosé trojkata
< .
| +y| <[] + [yl 0

W dalszej czesci wyktadu, korzystajac z nieréwnosci, bedziemy odwoly-
wacé sie raczej do powszechnie przyjetych, wyszczegdlnionych w Stwierdze-
niach [LTT] 1 [CT2] wlasnosci, niz — bezposrednio — do Definicji [LT.2]

Uwaga 1.1.1. Uwazny i krytyczny czytelnik zauwazyt zapewne, ze wpraw-
dzie zbior liczb dodatnich pozwala zdefiniowaé relacje wiekszosci i mniej-
szosci, ale sam powstal z wykorzystaniem takiej wtasnie relacji — jako zbiér
liczb x > 0. Postawmy zatem problem: czy jest prawda, ze zbiér RT jest je-
dynym podzbiorem P C R scharakteryzowanym przez wlasnosci analogiczne
do ORD 1-ORD 2, a wiec takim, ze

1. Dla kazdego x € R mamy x € P, albo —x € P, albo x=0, oraz
2. Jesliz,ye P,tox+ye Pizye P?

Szukajac odpowiedzi zauwazamy, ze z wtasnosci 1.—2. wynika, iz dla
dowolnej liczby rzeczywistej x # 0, jedna z liczb x, —z nalezy do P, a zatem
kwadrat 22 = 2 - = (=) - (—) jest iloczynem dwu liczb z P i, jako taki,
w kazdym przypadku nalezy do P. Jedli zatem zgodzimy sie, ze kazda liczba
dodatnia y € RT jest kwadratem liczby VY, to dochodzimy do wniosku,
ze P zawiera wszystkie liczby dodatnie. Z 1. wynika, ze liczby ujemne sa
poza P, a wiec P = R™ jest zbiorem wszystkich liczb dodatnich.

Przedstawione tu rozumowanie korzysta z zatozenia, ze dla kazdej liczby
dodatniej z istnieje liczba \/x. W matematyce szkolnej jest to uznany fakt,
ale jego oczywistosé zaburza choéby pytanie: ile, tak naprawde, wynosi /27

Sprébujmy zawiesi¢, odtozyé wspomniane zalozenie, tzn. nie korzystaj-
my z niego, dopoki nie zostanie udowodnione. Co nam pozostaje? Nie zna-
jac doktadnie postaci zbioru P, wiemy, ze 1 € P, skoro liczba 1 jest swoim
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witasnym kwadratem. Z 2. wynika zatem, ze P zawiera wszystkie liczby na-
turalne — kazda jest skonczona suma jedynek. Z kolei dla dowolnej liczby
wymiernej postaci 7+, gdzie m i n sa liczbami naturalnymi, mozemy skorzy-
sta¢ z implikacji

@-n:mePﬁmeR

n n

gdyz z przypuszczenia, Ze moze by¢ inaczej, a wigc —7> € P, wynikataby

sprzecznos¢ —m € P. Podsumowujac, stwierdzamy, ze kazdy zbiér P spel-
niajacy warunki 1.—2. zawiera wszystkie dodatnie liczby wymierne. Do pel-
nego sukcesu — wszystkich liczb dodatnich — brakuje nie tak wiele, ale widaé
tez, ze niekoniecznie chodzi tu o potencjalnie mozliwy ,brak pierwiastkow”,
skoro wiemy juz, ze np. 2,3,5 € P, mimo ze nie badaliSmy pierwiastkow
z tych liczb. Rozwiazaniem bedzie sformutowany nieco pdzniej tzw. aksjo-
mat cigglosci, pozwalajacy na wypelnianie liczbami rzeczywistymi luk wy-

stepujacych pomiedzy liczbami wymiernymi.

Cwiczenie 1.1.2. Znalez¢ (np. w Internecie) dowolny dowdd faktu, ze nie
ma liczby wymiernej, ktérej kwadrat jest réwny 2. Sprawdzi¢ poprawnosé
rozumowania.

Przyjmujemy klasyczne oznaczenia przedziatow skoriczonych
(a,b) ={zr €eR; a<z<b}, [a,b)={reR; a<z<b} itd.

— otwartych, otwarto-domknietych itp. — dla dowolnych liczb a < b, oraz
nieskonczonych otwartych

(a,00) ={z e R; a<zx}, (—o00,a)={reR;z<a}
i domknietych
[a,00) ={zx €R; a <z}, (—o0,a]={zreR; z<a},

dla dowolnego a € R. Przedzial nazywamy (jednostronnie) domknietym,
jesli zawiera wskazany koniec — jako liczbe, odpowiednio, najmniejsza lub
najwieksza. Przedzial jest otwarty, jesli nie zawiera swych koncow.

Uzyte tu symbole nieskonczonosci nie sg liczbami i nie wystepuja w cha-
rakteryzujacych przedzialy nieréwnosciach. Oznaczenie

(—o0,00) =R

jest wprawdzie nieco ekstrawaganckie, pozwala jednak traktowaé caly zbiér
R jako specyficzny nieskonczony przedzial.
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Cwiczenie 1.1.3. Sprawdzi¢, ze przedzial (a,b) jest zbiorem niepustym
wtedy i tylko wtedy, gdy a < b. Co wiadomo o liczbie ¢ = “T*b?

Sygnalizowana wczesniej, dodatkowa wlasnoéé relacji mniejszosci <, zwa-

na aksjomatem ciggto$ci, moze by¢ teraz sformutowana w postaci

ORD 3. Kazdy niepusty i rézny od R podzbiér A C R taki, ze
dla dowolnych liczb z € Aiy € R,

r<y=—=ye€A,

jest przedzialem nieograniczonym postaci A = [a,00) lub A =
(a,0), dla pewnej liczby rzeczywistej a.

Koncowa posta¢ zbioru A oznacza, ze istnieje liczba a € R taka, ze A
zawiera wszystkie liczby x > a i nie zawiera zadnej liczby y < a. To, czy
A jest przedzialem domknietym, czy nie, zalezy od tego, czy a € A, czyli —
czy w zbiorze A istnieje liczba najmniejsza.

Cwiczenie 1.1.4. Sformulowaé analogiczna wlasnosé charakteryzujaca zbio-
ry postaci (—oo, a) lub (—o0, a]. Sprawdzié¢ réwnowazno$é¢ obu wlasnosci.

Przyjmujemy aksjomat ciagtoéci ORD 3 bez dowodu, jako aksjomat.
Wykorzystamy go w pierwszej kolejnoéci do uscislenia wzajemnych relacji
pomiedzy liczbami rzeczywistymi, a liczbami naturalnymi.

1.2 Indukcja

Przypominamy, ze zbior liczb naturalnych, oznaczany jako N, jest Scisle zwig-
zany z nastepujaca klasyczng wlasnoscia.
Zasada indukcji. Kazdy podzbiér S C N spelniajacy warunki

e 1 €S, oraz
e s+1€5, jesli tylko s € 5, czyli Vsess+1€ S,

jest réwny N, a wiec zawiera wszystkie liczby naturalne.
W kontekscie badania liczb rzeczywistych, wazny jest dla nas takze

Whniosek 1.2.1. Zbior liczb naturalnych N jest najmniejszym zbiorem liczb
rzeczywistych X C R, zawierajgcym liczbe 1 1 spelniajgcym warunek

r+1e X dla wszystkich x € X.
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Precyzujemy, ze najmniejszy sposrdd zbioréw o pewnej wiasnosci zawie-
ra sie w kazdym zbiorze majacym dang wlasnos¢ i sam rowniez te wlasnoéé
posiada. Zbiér najmniejszy, jesli istnieje, jest dokladnie jeden [Wstep do
LiTM].

Dowdd. Jedli X jest dowolnym podzbiorem w R o wlasnosciach podanych
we wniosku, to zbiér S = X NN spelnia warunki zasady indukcji i — wobec
tego — jest rowny N. Stad N = X NN C X, co byto do okazania. O

W bardziej abstrakcyjnym podejsciu, ktére staramy sie¢ w prezentowa-
nym kursie ogranicza¢ do niezbednego minimum, zasada indukcji oraz sfor-
mulowana wyzej jednoznaczna charakteryzacja zbioru N sa podstawa defi-
nicji, czyli precyzyjnego wyjasnienia: co to sq liczby naturalne?

Cwiczenie 1.2.1. Sprawdzié, ze zbiér liczb catkowitych
Z:=Nu{0}u{-n; ne N} CR

jest najmniejszym podzbiorem liczb rzeczywistych zawierajacym jedynke
i takim, ze x +y,z —y € Z dla dowolnych liczb z,y € Z.

Zbiér liczb wymiernych Q C R, utworzony z wszystkich utamkow posta-
ci g, dla p € Z,q € N, jest podobnie najmniejszym podzbiorem, w ktérym
wykonalne jest takze mnozenie i dzielenie przez liczby rézne od 0.

Symbol C nie oznacza liczb catkowitych lecz wiaze sie z nieco bardziej
zaawansowanym pojeciem liczb zespolonych. Liczby zespolone wykraczaja
poza R i nie daja si¢ poréwnywacé — relacja < nie jest dla nich zdefiniowana.

Zasada indukcji pozwala uzasadnié (czyli udowodnié!) nastepujaca pro-
sta wlasnos¢ zbioréw skonczonych.

Stwierdzenie 1.2.2. Kaidy skoniczony, niepusty podzbior A liczb rzeczywi-
stych zawiera liczbe najwiekszq (nazywang maksimum) i liczbe najmniejszq
(minimum zbioru,).

Przyjmujemy klasyczne oznaczenia max A dla maksimum i min A dla
manimum zbioru A.

Dowdd. Nalezy pokazaé, ze dla kazdego n € N wyrdznione elementy istnieja
w kazdym zbiorze n—elementowym B C R. Dla n = 1 jest to oczywiste.
Dla ustalonego n, jesli badana wtasnosé¢ przystuguje wszystkim zbiorom
n—elementowym, a zbiér A C R ma n + 1 elementéw, to ustalajac dowolny
element a € A stwierdzamy, ze n—elementowy zbiér B = A\ {a} zawiera,
z zalozenia, liczby max B i min B. Jedli ¢ < max B, to liczha maxB € B
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jest najwieksza w calym zbiorze A, jesli zas a > max B, to max A = a.
W analogiczny sposéb wykazujemy, ze mniejsza (niewigksza) z liczb a, min B
jest najmniejsza liczba w zbiorze A. WykazaliSmy tym samym, ze badana
wlasnos$é przystuguje wszystkim zbiorom (n + 1)—elementowym. Na mocy
zasady indukcji — maksimum i minimum istnieja w kazdym skonczonym
zbiorze liczb rzeczywistych. O

Jako klasyczny, wazny przyktad zastosowania zasady indukcji podajemy

Twierdzenie 1.2.3 (Wz6r dwumianowy Newtona). Dla dowolnych liczb
rzeczywistych a,b € R i dowolnej liczby naturalnej n € N, zachodzi rownosé

(a+0b)" = z”: <Z> a™kpk, (1.2)

k=0

w ktorej wspotczynniki Newtona (Z) WYZNACZONe Sq¢ 26 POMOCG WZ0TU

n n! nn—1)---(n—k+1)
= = 1.
(k) (n = k)TH! i (13)
dlaneN ik < n. 0

Przyklad 1.2.1. Jesli liczby a1, ...,a, > —1 sa tego samego znaku, to
(I+a)(1+a2) - (1+ap) =14 (a1 +...+ay). (1.4)

Istotnie, dla n = 1 nieréwnos¢ jest rownoscia, natomiast jesli zachodzi nie-
réwnosé (1 +aq)--- (1 +ay) > 1+ by, gdzie b, = a1 + ...+ ay,, to

(I+ar) - (T4+a) (I +an1) = (1 +b) 1+ ans1) =1+ by + any.
Whniosek 1.2.4. Dila a > —1 i dowolnego n € N

(1+a)" >1+na. n

.. 1 jeszcze jeden klasyczny przyktad jako

Cwiczenie 1.2.2. Dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

1
1+2+3+...+n:@. (1.5)



8 ROZDZIAL 1. CO WIEMY O LICZBACH RZECZYWISTYCH?

1.3 Konsekwencje aksjomatu ciggtosci

Wracamy do nieréwnosci i liczb naturalnych. Istota podanego nizej twierdze-
nia sprowadza sie do stwierdzenia faktu, ze dowolnie duze liczby rzeczywiste
(np. opisujace odleglosci miedzygalaktyczne) sa osiagalne za pomoca liczb

naturalnych, a wiec w drodze skonczonej liczby operacji ,dodawania 1”7, na-
1

tomiast dowolnie matle odlegtosci mozna mierzy¢ za pomoca liczb postaci -,

powstalych z 1 przez podzial na dostatecznie duzo réwnych czesci.

Twierdzenie 1.3.1. (i) Nie istnieje liczba rzeczywista M taka, ze M > n,
dla wszystkich liczb naturalnych n.

(ii) Jesli liczba m > 0 jest mniejsza niz kazda liczba postaci %, dlan € N,
to m = 0.

Dowdd. Gdyby w R istniala liczba wicksza od wszystkich liczb naturalnych,
to zbior
Z ={M € R; n < M dla wszystkich n € N}

bytby niepusty i spelnial zalozenia ORD 3, a wiec bylby przedzialem nie-
skonczonym o poczatku a € R. Nalezaca do Z liczba a—i—% bytaby zatem
wieksza od kazdej liczby naturalnej, podczas gdy dla nienalezacej do Z licz-
by a—% istniataby wieksza od niej liczba N € N. Wynikaja stad nieréwnosci

1 1
a—5<N<atgz<N+l,

z ktérych ostatnia zaprzecza przynaleznosci a—l—% € Z. Do sprzecznodci
doprowadzito przypuszczenie, ze Z jest zbiorem niepustym.

Wilasnosé (ii) wynika bezposrednio z (i) — nieréwnos$¢ m > 0 oznaczalaby,
ze liczba % jest wieksza od wszystkich liczb naturalnych. U

Pierwsza, do$é¢ oczywista konsekwencja udowodnionego twierdzenia jest
mozliwosé zdefiniowania funkcji czesé calkowita |-]. Dla kazdej liczby rze-
czywistej x> 1, zbidr liczb naturalnych ograniczonych (z géry) przez x, czyli
{n € N; n < z} jest niepustym zbiorem skonczonym, a wiec ma element
maksymalny, najwiekszy, ktéry oznaczamy jako |x] = max{n € N; n < z}.
Dla dowolnych liczb rzeczywistych korzystamy z liczb catkowitych Z i przyj-
mujemy

|z] :=max{ne€Z; n<z}. (1.6)
Jest to jedyna liczba catkowita taka, ze

|lz] <z < |z]+1 lub, réwnowaznie, = —1< |z] < z. (1.7)
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Cwiczenie 1.3.1. Sprawdzié¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zbi6r nie-
skonczony {n € Z; n < x} zawiera element najwiekszy. Wykazaé réwnosé

lx+m] =|z]+m dladowolnego m € Zix € R.

Traktujac czesé catkowita |z | liczby z jako jej ,przyblizenie z doklad-
noscig do 1”7 (jedno z mozliwych), mozemy z latwoscia skonstruowaé roz-
winiecie dziesietne (L9) liczby rzeczywistej. Dla ustalonej, dowolnej liczby
x € R, korzystajac z nieréwnosci 0 < z — |x] < 1, przyjmujemy

ar=[10( — [2))) € {0.1,....9},  @1:=a) + ;.

co zgodnie z ([L7) oznacza nieréwnosci

. . 1

0<10(z — |z]) —a1 <1, awiectakze 0<z—x1 < 10

Jesli zalozymy, ze cyfry ap € {0,1,...,9} oraz liczby xp < x sa juz zdefi-
niowane (wskazane) dla k < n, przy czym spelnione sa zaleznosci

1 . Qn,
O<x—xn<ﬁ i xn:xn,l—f—ﬁ, (1.8)

gdzie korzystamy takze z oznaczenia zo = |z, to kladac

an+1
Uit 1= LlOnJrl(-T _ CCn)Ja Tp+l = Ty + _10nntrl’

skutecznie rozszerzamy definicje ar i xx na k = n + 1. Na mocy zasady
indukcji stwierdzamy, ze zaleznosci (LL8]), podobnie jak réwnosé

ay

sg prawdziwe dla wszystkich n € N.

Definicja 1.3.1. Dla kazdego n € N réwno$é (L9) nazywamy rozwinieciem
dziesietnym liczby © € R — z dokiadnos$cig do n cyfr po przecinku.

Uprzedzajac stosowne definicje, przedstawiliSmy tym samym dowolna
liczbe rzeczywista x jako granice x = lim,, x,, ciagu (zy, )nen ztozonego z liczb
wymiernych, oraz jako sume nieskoficzonego szeregu x = || + > 07 1g%-

Mozliwosé przyblizania dowolnej liczby rzeczywistej x przez wskazane
wyzej liczby wymierne postaci z,, prowadzi do waznej wtasnosci liczb wy-
miernych.

Whiosek 1.3.2. Kazdy niepusty przedzial (xz,y) liczb rzeczywistych zawiera
nieskonczenie wiele liczb wymiernych.
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Dowdd. Jedli przedzial (z,y) jest niepusty, to z < y i przedzial zawiera
swéj érodek z = mT”, przy czym (z,y) = (z—¢,z+¢), dla e = 55 > 0.
Zgodnie z (L)), liczba wymierna z, stanowiaca n—te rozwiniecie dziesietne
liczby z miesci sie w przedziale (z,y), gdy tylko 10% < &. Ma to miejsce
wtedy, gdy 10" > %,
pozwala zredukowaé¢ do warunku 14 9n>1. Zatem z, € (2,y) dla n>1=.
Wykazali$my, ze przedzial otwarty (x,y) zawiera przynajmniej jedna liczbe

co wynikajaca z Wniosku [L2.4] nieréwnosé 10" > 1+ 9n

wymierna aj = z,. Zasada indukcji pozwala zdefiniowaé¢ w przedziale (x,y)
ciag réznych liczb wymiernych (a,)nen takich, ze a, € (x,a,—1) dla n>2.
O

Cwiczenie 1.3.2. Zastapienie w przedstawionej wyzej konstrukeji liczby 10
przez liczbe 2 prowadzi do rozwiniecia binarnego dowolnej liczby x. W tym
przypadku znalezienie kolejnej cyfry a,, € {0, 1} rozwiniecia oznacza spraw-
dzenie pojedynczego warunku:

0 gdy 2™z —2,-1) <1
|1 gdy 2%z —xp_1) > 1.

Korzystajac z podanej reguty, znalezé piec¢ kolejnych cyfr rozwiniecia binar-
nego liczby = = /2. Jaka jest dokladnoéé¢ uzyskanego przyblizenia?



Rozdziat 2

Na kresach

W poprzednim podrozdziale pojawilo sie kilka poje¢ wymagajacych precy-
zyjnych definicji.

2.1 Kresy zbioru: gérny i dolny

Definicja 2.1.1. Dowolny niepusty podzbiér A C R nazywamy ograniczo-
nym z gory, jesli istnieje liczba M taka, zZe wszystkie liczby a € A spelniajg
nierownosé¢ a < M. Kazda liczba M o takiej wlasnosci jest ograniczeniem
gérnym zbioru A.

Zbior A C R nazywamy ograniczonym z dohu, jesli istnieje liczba m € R
taka, zZe wszystkie liczby a € A spelniajg nieréwno$é a > m; liczba m jest
wowczas ograniczeniem dolnym zbioru A. Za ograniczony wwazamy kazdy
zbior ograniczony z dotu @ z gory. Zbior, dla ktérego nie istnieje stosowne
ograniczenie nazywamy oczywiscie nieograniczonym (z dotu lub z gory).

Cwiczenie 2.1.1. Zachecamy czytelnika do samodzielnego sprawdzenia, ze
niepusty zbiér A C R jest nieograniczony z géry wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej liczby M € R istnieje w A liczba a > M. Sformulowac i sprawdzié
analogiczna charakteryzacje zbiorow nieograniczonych z dotu.

Podane nizej twierdzenie jest czesto uwazane za alternatywna, réwno-
wazng forme aksjomatu cigglosci ORD 3 i stanowi podstawe dla wprowa-
dzenia poje¢ kreséw zbiorow.

Twierdzenie 2.1.1. W zbiorze ograniczern gornych

SA)={M eR;a< M dlaac A} (2.1)
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dowolnego zbioru A C R ograniczonego z gory istnieje liczba najmniejsza.
Jesli zbior A jest ograniczony z dolu, to w zbiorze ograniczen dolnych

Z(A)={meR; a>m dlaac A} (2.2)
istnieje liczba najwieksza.

Dowdéd. Zgodnie z przyjetym aksjomatem ciaglosci, istnieje liczba M4 € R
taka, ze zbiér S(A) jest przedzialem nieograniczonym o poczatku M 4. Przy-
puszczenie, ze liczba M4 nie jest ograniczeniem gérnym i My ¢ S(A),
implikuje istnienie w A liczby a > M 4. Oznacza to wzajemnie sprzeczne
wlasnodci liczby M’ = %(M A+ a) > My. Bylaby to zatem liczba nalezaca
do zbioru §(A4), niebedaca ograniczeniem gérnym — sprzecznosc.
Analogiczny dow6d wlasnosci zbioru ograniczen dolnych Z(A) pozosta-
wiamy czytelnikowi. U

Definicja 2.1.2. Kresem gérnym zbioru A C R ograniczonego z géry na-
zywamy liczbe
sup A = minS(A) (2.3)

bedgcq najmniejszym ograniczeniem gornym zbioru A. Kresem dolnym zbio-
ru ograniczonego z dotu A C R nazywamy liczbe

inf A =minZ(A) (2.4)
bedgcq najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru A.

Tradycyjnie przyjmujemy takze oznaczenie sup A = oo dla zbioru A
nieograniczonego z géry, oraz inf A = —oo dla zbioru A nieograniczonego
z dotu.

Twierdzenie 2.1.2 (Podstawowe nieréwnosci dla kreséw). Dla dowolnego
niepustego zbioru A CR zachodzi nieréuwno$é inf A < sup A. Jesli AC BCR,
to

inf B<infA <supA <supB.

Dowdd. Jedli A # 0, to wybierajac dowolny element a € A stwierdzamy
nieréwnosci
infA<a<supd

wynikajace z przynaleznosci kreséw do wlasciwego ze zbioréw Z(A),S(A).
Jedli A jest podzbiorem ograniczonego z géry zbioru B, to liczba sup B
nalezy do zbioru S(A) — jako jedno z ograniczen zbioru A; stad nieréwnosé
sup A < sup B. Analogiczne rozumowanie dotyczy kreséw dolnych. O
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Uwaga 2.1.1. Jedli zbiér A C R zawiera liczbe najwickszg, to jest ona
kresem gérnym zbioru. W tym przypadku sup A = max A. Analogicznie,
inf A = min A, o ile w zbiorze A istnieje liczba najmniejsza. W szczegdlnosci,
taka sytuacja zachodzi w przypadku, gdy zbior A jest skonczony (i niepusty).

Dla zbioréw nieskonczonych skonczone wartosci kreséw charakteryzuje

Twierdzenie 2.1.3. Liczba M € R jest kresem gornym zbioru A C R wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest ograniczemiem gérnym zbioru A, a dla kazdej liczby
M’ < M istnieje element a € A taki, ze a > M'. Tzn.

M =sup A <— (VaeAa <M i Vespdaeaa > M—zs).

Ograniczenie dolne m € R zbioru A C R jest kresem dolnym wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby m' > m istnieje element a € A taki,
Zea <m, tan.

m:ian<:>(VaeAa>m i V5>03aeAa<m+€). .

Przyklad 2.1.1. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x € R, podana w poprzed-
nim podrozdziale konstrukcja rozwiniecia dziesietnego prowadzi w szczegdl-
nosci do zbioru {x,; n € N}, ktérego kresem gérnym jest liczba x. Uzasad-
niajace to nieréwnosci

1

x—ﬁ<xn<x dlan € N,

wynikaja z (L8]). Analogiczne nieréwnosci

1 1

dowodza, ze x jest takze kresem dolnym zbioru {z,, + 10%; n € N}.

Nastepujace twierdzenie uogdlnia powyzsze obserwacje i formalizuje moz-
liwoé¢ wyznaczania kreséw sup B i inf B dowolnych nieskonczonych zbiorow
B C R, z wykorzystaniem specyficznych podzbiorow A C B lub ogdlniej
zbiorow wspotkoncowych, co precyzuje ponizsze

Twierdzenie 2.1.4 (Kryterium poréwnawcze dla kreséw). Niech A, BCR
bedg niepustymi zbiorami.

(i) Nierowno$é sup A < sup B zachodzi, jesli dla kazdej liczby a € A
zbior B zawiera liczbe b, takq zZe a < b, tzn.

VacaTben a < b = sup A <sup B. (2.5)
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(ii) (ACB i VpepTaea b < a) = sup A = sup B.
(iii) Nierdwnosé inf A > inf B zachodzi, jesli dla kazdej liczby a € A
zbior B zawiera liczbe b, takq zZe a > b, tzn.

VacaTbep a 2 b = inf A > inf B. (2.6)
(iv) (ACB i Vpepdaea b> a) = inf A = inf B.

Dowdd. (i) Jedli sup B = oo, nieréwnosé sup A < sup B jest oczywista. Za-
16zmy zatem, ze zbiér B jest ograniczony z géry. Z warunku stanowiacego
lewa strone implikacji (Z3]) wynika, ze kazda liczba M € S(B) jest takze
ograniczeniem gérnym zbioru A, a wiec zachodzi inkluzja S(B) C S(A).
W szczegdlnosci, dla najmniejszych elementéw w obu zbiorach wynika stad
nieréwnos¢ sup B > sup A.

Wilasnos$é (ii) jest prostym wnioskiem z (i), skoro z inkluzji A C B
wynika nieréwno$é¢ sup A < sup B, a z drugiej czesci zalozenia — nieréwnosé
przeciwna sup B < sup A.

(iii) Mozemy zalozy¢, ze zbiér B jest ograniczony z dotu. Przy podanym
zalozeniu kazda liczba m € Z(B) jest takze ograniczeniem dolnym zbioru A,
a wiec Z(B) C Z(A). W szczegblnoscei, dla najwiekszych elementéw w obu
zbiorach wynika stad nieréwnosé¢ inf B < inf A.

Jak wyzej, wlasnosé (iv) wynika bezposrednio z (iii). O

Pojecia kresu dolnego i gérnego (i ich wlasnosci) pozwalaja na nastepu-
jaca charakteryzacje przedzialéw liczb rzeczywistych.

Twierdzenie 2.1.5. Dowolny podzbiér A C R jest przedziatem wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnia warunek

Vabea a < b= [a,b] C A. (2.7)

Zbior A jest wowczas przedziatem lewostronnie domknietym, gdy inf A € A,
a prawostronnie domknietym, gdy sup A € A.

Dowdd. Jest oczywiste, ze kazdy przedzial ma wlasnosé 2771 Niech zbiér
A C R spelnia podany wyzej warunek. Checemy pokazaé, ze A jest jednym
z przedzialéw zdefiniowanych w R — mozemy zalozyé, ze A # (). Przyjmijmy
m = inf A1 M = sup A — dopuszczajac przy tym, dla wygody i uproszczenia
notacji, wielkosci m = —oo oraz M = oco. Zauwazmy, ze A zawiera przedzial
(m, M). Istotnie, dla dowolnej liczby = € (m, M) z nier6wnosci > inf A
wynika istnienie a € A takiego, ze a < x, natomiast z nieréwnosci x < sup A
— istnienie b € A takiego, ze b > x. Stad
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x € [a,b] C A dla dowolnego = € (m, M).

Poniewaz réznica A\ (m, M) ogranicza sie co najwyzej do liczb m, M € R,
zbiér A jest jednym z przedzialéw o takich wtasnie koncach. U

2.2 Pierwiastki i potega o wyktadniku wymiernym

Korzystajac z faktu, iz aksjomat ciagltosci gwarantuje istnienie kresow wszel-
kich ograniczonych zbioréw w R, wykazemy teraz istnienie i jednoznacznosé
pierwiastka {/a dowolnego stopnia naturalnego n > 2 z liczby a > 0.

Twierdzenie 2.2.1 (O pierwiastkowaniu). Dla dowolnej liczby rzeczywistej
nieujemnej a > 0 oraz dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 kres gorny

x =sup{z > 0; 2" <a} (2.8)
jest jedynq liczbg nieujemng, dla ktorej zachodzi réwno$é x™ = a.

Definicja 2.2.1. Dlan > 2 i a > 0, jedyng liczbe nieujemng x € R takq,
ze 2" = a, nazywamy pierwiastkiem n—go stopnia z liczby a © oznaczamy

x = {/a.

W czesci dowodu dotyczacej jednoznacznosci skorzystamy z pomocniczej
wlasnosci oznaczajacej Scista monotonicznos$é operacji potegowania.

Lemat 2.2.2. Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x>y i dowol-
nego n €N,

n

< ne

0<z"—y g —y). (2.9)

Dowéd. 7 tozsamosci x" —y" = (2" 1+ ... +y" 1) (z —y) wynika mono-
tonicznosé x™ > y", dla kazdego n, a zatem takze oszacowanie

xnfl +xn72 y +.. 4z yn72 _I_ynfl < nwnfl
dla pierwszego z czynnikéw. O

Dowdd Twierdzenia 2221l Przypadek a = 0 nie wymaga dowodu. Dla usta-
lonych n > 2 i a > 0, zauwazmy, ze zbior Z = {z > 0; 2" < a} jest
niepusty i ograniczony z géry przez liczbe max{1,a}. Istotnie, jesli a < 1,
to kazda liczba z € Z spelnia warunek 2" < 1 = 1", wiec z < 1, zgodnie
z Lematem W przypadku, gdy 1<a, a wiec takze a <a", nieréwnosci
2" <a<a" implikuja z < a. Dla dowodu, ze szukanym pierwiastkiem x jest
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kres gorny zbioru Z, zgodnie ze wzorem (2.8]), wykazemy w pierwszej kolej-
nosci nierownosé ™ < a. Gdyby zachodzita nieréwnoé¢ przeciwna ™ > a,
to przyjmujac

n __ —1)z™
ho= T "% 0 pray cgym oz h = PZDTFa
nxnfl

>0,

nwnfl

n

otrzymalibyémy dla y := x— h nieréwnosé y" > 2" —na" 'h = a, zgodnie z

[239). Poniewaz y < sup Z, istnieje liczba z € Z, taka ze y < z, a to oznacza
nieréwnosci y" < 2" < a — sprzecznosc.

Do kolejnej sprzecznosci prowadzi przypuszczenie, ze £ < a. Istotnie,
dla g € [0, 1] prawdziwe jest oszacowanie

n(n — 1):671—2 2

! 5 g+ ... +g"<a"+g-M,

(z+g)" =" +na""lg +

gdzie M = na™ ! + @x"d 4+ ... + 1. W szczegdlnosci, przyjmujac

a—

g = min{l, £}, otrzymalibyémy (z+¢)" < 2" + SEM = a, co stoi

w sprzecznosci z (2.8]).

WykazaliSmy zatem, ze liczba = sup Z spelnia rownanie 2" = a. Jed-
noznacznosé¢ rozwigzania w zbiorze liczb nieujemnych wynika bezposrednio
z monotonicznosci operacji potegowania (o wyktadniku naturalnym). O

Nieco mniej znana wlasnosé pierwiastka przywolujemy za [2].
Stwierdzenie 2.2.3. (i) Dian € N i dowolnych liczb rzeczywistych a,b > 0,

[ ¥/a = Vb < {fla—b].

(ii) Jeslia > 1, to {/a —1 < &L

n

zachodzi nierownosé

Dowdd. Oznaczmy ¢ = {/aid = {/b. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy
zatozy¢ a < b, czyli ¢ < d. Ze wzoru dwumianowego Newtona (tw. [L23)])
mamy zatem

"= ((c—d)+d)" > (c—d)"+d"

Stada —b=c"—d" > (c—d)" = ({/a— V/b)", co koniczy dowdd (i).
Dla dowodu drugiej z nieréwnosci potézmy /a = 1 + a,, co prowadzi

do nieréwnosci a = (1 +a,)" > 1+ n-ay. Stad a, < 4. 0

Konstrukcja pierwiastka {/a stanowi podstawe dla definicji funkcji wy-
kladniczej a® — w pierwszej kolejnosci dla wykladnika = bedacego liczba
wymierna.
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Definicja 2.2.2. Potega ulamkowa liczby dodatniej a € R o wykladniku
wymiernym q = 7+ € Q, gdzie m € Z in € N, nazywamy liczbe

vam dlam > 0,

an =41 dla m =0, (2.10)
1

Cwiczenie 2.2.1. Sprawdzi¢ poprawnosé definicji — dla @ > 0 i dowolnych
liczb naturalnych m, n zachodzi réwnos$é {/a™ = ({/a)™, przy czym wielkosé
ta zalezy tylko od wartosci liczby wymiernej 7.

7 elementarnych wlasnosci poteg o wyktadniku catkowitym wynika
Whiosek 2.2.4. (i) Potega ulamkowa jest funkcjg monotoniczng, tzn.

aP? <al dlaa>11iwymiernych p < q, oraz

aP < b dla0<a<biliczby dodatniej p € Q.

(ii) Dla a,b > 0 i dowolnych liczb wymiernych p,q € Q zachodzq réwno-

)

sct
aPtd = P . ad, (ab)p —aP . W (ap)q = a?,

przy czym a”t =

ISHI

Dowod. Cwiczenie. O

2.3 Potega o wyktadniku rzeczywistym

Definicja 2.3.1. Dia dowolnej liczby rzeczywistej a > 0, potega liczby a
o wykladniku rzeczywistym = € R nazywamy liczbe

az_{sup{aqeR;qEQiq<w} gdy a>1

2.11
(=)= gdy a < 1. (2.11)

Korzystajac z monotonicznosci (Wniosek Z2Z74(i)) tatwo sprawdzié, ze
wzér (ZI1]) rozszerza definicje potegi a? dla ¢ wymiernych, a wlasnosé mo-
notoniczno$ci mozemy natychmiast uogoélni¢ na przypadek dowolnych wy-
ktadnikow.

Stwierdzenie 2.3.1. Dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y, niech a,b € R

oznaczajq dowolne liczby dodatnie. Jesli x < y, to
a®* <d’ dla a>1, natomiast a® >da’ dla 0<a<l1l  (2.12)

Jesli a < b, to
a® <b* dla x>0, natomiast a® >0b0" dla z <O0. (2.13)
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Poza wypisana lista znalazly sie oczywiste przypadki 1 =a®=1.

Dowdd. Dla liczb x < y wybierzmy dowolna liczbe wymierna ¢ € (z,vy)
i zalézmy, ze podstawa a spelnia nieréwnosé¢ a > 1. Bezposrednio z definicji
potegi a¥ wynika nierownosé¢ a? < a¥. Z drugiej strony, jesli p < x jest
liczba wymierna, to nieréwno$¢ p < ¢ implikuje a? < a?. Oznacza to, ze
liczba a? jest ograniczeniem gérnym zbioru {a?; p < x}, a zatem a® < af.
Aby uzyskaé stad ostra nieréwnos$é¢ pomiedzy a* i a¥, wystarczy w przedziale
(z,y) wybra¢ dwie liczby wymierne ¢; < 3. Wéwcezas

a® <a?' <a® < av.

Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze dla a € (0, 1) — zgodnie z (2.I1])
— udowodniona wyzej wlasnoéé¢ poteg o podstawie b = a~! > 1 implikuje
nieréwnos$é a® > a¥ i konczy dowod (2I12]).

Przystepujac do dowodu nieréwnosci ([2.13]), zauwazmy, ze z udowodnio-
nej juz czesci twierdzenia wynikaja nieréwnosci

a® <a®=1" dlaa<1, oraz 1*=0<b® dlal<b,

w przypadku = > 0, oraz analogiczne, przeciwne nieréwnosci dla = < 0.
Potwierdza to nieréwnosci: a* < b* — dla x > 0, oraz a® > b* — dla z < 0,
w ogdlniejszej sytuacji, gdy a <1 <bluba <1<b,

Rozwazmy teraz przypadek 1 < a < b, czyli 3 > 1. Dla & > 0 ustalamy
dodatnia liczbe wymierng p < x. Korzystajac z faktu, iz dla dowolnego
wymiernego ¢ < z mamy b? < b*, wykazemy nieréwnosé

a® < (b/la)P b”. (2.14)
Istotnie, z Wniosku 222.4)(ii) wynikaja réwnosci % = (%)q ial= qu. Je-
$li g < p, to a? < aP < Wbm. Dla p < g < x nieréwnosé ([ZI4) wynika
z oszacowania (b/a)? > (b/a)P. Udowodniona nieréwnosé¢ zawiera ogranicze-

nie gérne dla zbioru {a?; ¢ < x}, a zatem

a® <

b < b,

1
(b/a)?
skoro wyrazenie w mianowniku jest wieksze niz 1. Dla z < 0 i dowolnego
wymiernego ¢ < x, mamy oszacowanie

e (o by
a wiee b% < (2)%a® < a”.

Przypadek 0 < a < b < 1 jest réwnowazny z 1 < b~ < a~! i pozostaje
do sprawdzenia dla czytelnika. O
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Uwazny czytelnik zauwazyt zapewne, ze nie korzystaliémy do tej po-
ry z ,oczywistej” zaleznosci pomiedzy a” i a=*. Whrew swej oczywistosci,
rownoéé a=* = a% pojawi sie dopiero wraz z podstawowymi algebraicznymi
wlasno$ciami potegi o wyktadniku rzeczywistym — analogicznymi do sformu-
towanych we Wniosku [2.2.4((ii). Stosowne twierdzenie wykazujemy w jednym
z kolejnych podrozdzialéw, wraz z lematem (czyli pomocniczym twierdze-
niem) umozliwiajacym efektywne wyznaczanie wartosci potegi jako granice
ciggow. Jako wstepny wynik pozwalajacy na przyblizanie wielkosci a® pre-
zentujemy w tym miejscu oczywisty

Whniosek 2.3.2. Dla a > 1 oraz dowolnej liczby rzeczywistej x @ liczb wy-
miernych p,p’ € Q takich, ze p < x < p', zachodzi nieréwnosé

!
a? <a® <a?. 0

Ze Stwierdzenia 23T wynika takze oszacowanie wartosci potegi a® w za-
leznosci od podstawy a ~ 1.

Whniosek 2.3.3. Jesli liczby dodatnie a,x,e € R spelniajg, dla pewnej liczby
catkowitej m, nieréwnosci x < m, € < %, oraz

l—e<a<

1—¢
to wowczas

1—me<a® < (2.15)

1—me’

Dowéd. Monotoniczno$é zawarta we wzorach (212)—(2I3]) prowadzi do nie-
rownosci

1-e)m<(1-e)* <a®< (1i5)x<(1i6)m.

Z Wniosku [[24] wynikaja nieréwnosci (1 — &)™ > 1 — me. Stad — teza. O



Rozdziat 3

Ciggiem do granicy

Zaprezentowany w poprzednim podrozdziale sposéb wykorzystania pojeé
kresu gornego i dolnego pozwala szybko stwierdzi¢ istnienie badanych, inte-
resujacych nas wielkosci. Nie prowadzi to jednak na ogot do prostych, efek-
tywnych metod ich wyznaczania. Jesli np. za przyblizenie liczby x = 2Vv2
z doktadnoscia do £ = 0,00001 uznamy dowolna liczbe y — ,znana”’, kto-
ra potrafimy wyliczy¢ i taka, ze |z — y| < g, to od efektywnego schematu
obliczeniowego mozemy wymagaé, by w kolejnych n € N krokach, dla do-
puszczalnego bledu g, > 0, prowadzit do ,wyliczalnej” wielkosci y,, — coraz
blizszej szukanej liczbie x. Wprowadzona tu numeracja krokéw ma zwiazek
z Twierdzeniem [L3]i korzysta z mozliwosci przyblizania zaréwno dowolnie
duzych jak i dowolnie matych liczb za pomoca wielko$ci pochodzacych od
liczb naturalnych.

3.1 Ciagi liczbowe

Definicja 3.1.1. Ciagiem liczbowym a = (ay)nen nazywaé bedziemy do-
wolng funkcje okreslong na zbiorze liczb naturalnych @ przypisujoce kazdej
liczbie naturalnej n liczbe a, € R, zwang takze n—tym wyrazem ciagu lub

wyrazem o indeksie n.

Uwaga 3.1.1. Pojecie funkcji jest wprowadzane w ramach kursu z Podstaw
Logiki © Teorit Mnogo$ci. Precyzujemy w tym miejscu, ze sposéb, w jaki
wielko$¢ a(n) = a, odpowiada indeksowi n € N, kodowany jest w posta-
ci uporzadkowanej pary (n,a,), a sama funkcja a jest formalnie zbiorem
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wszystkich takich par — po jednej dla kazdego n € N. Wyrazy ciagu mo-
(="
cos(n)
w sposéb niejawny, z wykorzystaniem zasady indukcji. Wzgledy praktyczne

ga byé podane jawnym wzorem, np. a, = dla n € N, lub opisane

sprawiaja, ze wygodnie jest czasem rozpoczaé indeksowanie wyrazéw ciagu
zaczynajac od n =0 lub n > 1.

Przykltad 3.1.1. Formuta
F,=n dlane{0,1}, F,=F,1+F, s dlan>2 (3.1)

definiuje klasyczny cigg Fibonacciego (F,)n>0 0 wyrazach 0,1,1,2,3,5,...
Korzystajac z indukcji (¢wiczenie!) mozemy udowodnié¢ wzér

(R () mnzo 2

Poniewaz |%| = 0,618..., drugi sktadnik (podzielony przez \/5) jest co
do wartosci bezwzglednej mniejszy niz 0,5. Wynika stad, ze F), jest liczba
caltkowita najblizsza pierwszemu ze skladnikéw wzoru [B:2), czyli jest czescia
catkowita

F, =

2

G

2

1 1+Vh\n 1) 1 (1++/By\n

AR IR TRty { G ay

liczby o % wiekszej.

Cwiczenie 3.1.1. 7Z pomocy np. Maximy lub Maple wyznaczy¢ liczby rze-

czywiste %(#)n dla n < 20 — z dokladnoscia do 15 cyfr po przecinku.
Ciag liczbowy a wyznacza swdj zbidr wartosci {an,; n € N}, przy czym,

uogolniajac pojecia kresu gérnego i dolnego, przyjmujemy

Definicja 3.1.2. Cigg liczbowy (ap)nen nazywamy ograniczonym z goéry
lub z dotu, jesli wskazang wlasnosé ograniczonosci ma zbior wartosci ciggu.
Dla dowolnego ciggu (ay)nen liczb rzeczywistych, wielkosci

sup a, :=sup{an; n € N} i infa, :=inf{a,; n € N}
n n
nazywamy odpowiednio kresem gérnym ¢ kresem dolnym rozwazanego ciggu.
Zgodnie z wczesniejszymi definicjami — dla zbioréw — mamy

Whiosek 3.1.1. Dia dowolnego ograniczonego ciggu (an)neny w R

(i) Liczba M ograniczajaca cigg z gory, a wiec taka, Ze M > ay, dla
n € N, jest kresem gornym ciggu wtedy 1@ tylko wtedy, gdy dla kaidego € > 0
istnieje indeks k € N taki, Ze a > M — ¢.
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(ii) Liczba m ograniczajgca cigg z dolu, a wiec taka, ze m < ay, dla
n € N, jest kresem dolnym ciggu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0
istnieje indeks k € N taki, Ze a, < m + €. U

Przypominamy, ze istnienie opisanych wyzej kresow — dla ciagéw ogra-
niczonych — wynika z aksjomatu ciaglodci, natomiast zapis sup,, a, = oo,
lub inf,, a,, = —o0, oznacza brak ograniczonosci.

Cwiczenie 3.1.2. Wyznaczy¢ kresy ciagéw (%)nEN i ((—1)”"771)%1\1.

Definicja 3.1.3. Cligg liczbowy (an)nen nazywamy monotonicznym, jesli
jest niemalejacy, tzn.
an < Ay, dlan < m,

lub nierosnacy, tzn.
ap =2 Gy dlan < m.

Od ciggu $cisle monotonicznego wymaga sie, by byl rosnacy lub malejacy,
co znaczg nierownos$ci ostre w podanych wyzej warunkach.

7 zasady indukcji wynika natychmiast

Stwierdzenie 3.1.2. Dla dowolnego ciggu liczbowego a = (an)nen

(i) a jest ciggiem niemalejgcym <= a, < an41 dla wszystkich n € N,
oraz

(ii) a jest ciggiem nierosngeym <= a, > apy1 dla wszystkichn € N. O

Przyktad 3.1.2. (i) Ciag rosnacy a, = Y ¢, %Q jest ograniczony. Istotnie,

dla ¢ > 1 zachodzi nieréwnos¢ %Q < (i_ll)l. = ﬁ — % Stad oszacowanie

“"<1+<1_%)+”'+<ni1_%):2_l<2

dla kazdego n € N.
(ii) Ciag rosnacy a, = Zign% jest nieograniczony, gdyz dla kazdego n
postaci n = 2F, k € N, prawdziwe jest oszacowanie

1 1 1 1 1 1 1 1
an:1+§+<§+z)+(g+6+?+§)+...+(m+...+2—k)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
>1+§+(Z+Z)+(§+§+§+§>+...+(2—k+...+2—k>
:14_14_%4_%4_ +£:1+E
2 4 8 7 2k 2

W przypadku zbioréw nieograniczonych elementarna obserwacja zano-
towana w Cwiczeniu 21Tl w naturalny sposéb wiaze sie z monotonicznoscia
ciagow.
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Whniosek 3.1.3. Niepusty zbior A C R jest nieograniczony z gory wtedy
i tylko wtedy, gdy w A istnieje rosngcy cigg liczbowy (an)nen taki, Ze ap, > n
dla n € N.

Zbior A jest nieograniczony z dotu wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera wy-
razy malejgcego ciggu liczbowego (ap)nen o wlasnosci a,, < —n dla n € N.

Dowdd. W kazdym nieograniczonym z gory zbiorze A C R istniejg liczby
wigksze niz 1. Wybierajac jedna z nich jako aj, mozemy dalsza konstrukcje
oprzeé¢ na zasadzie indukcji. Jesli zatem ustalone sg juz wyrazy ar € A dla
k < n, takie ze ap > k dla wszystkich ki a; < ap41 dla k < n, w kolejnym
kroku korzystamy z nieograniczonosci zbioru i wybieramy a,11 € A jako
dowolny element spelniajacy nier6wno$é a,41 > max{n,a,}.

Dla zbioru nieograniczonego z dotu konstrukcja ciagu przebiega analo-
gicznie. U

3.2 Granica ciagu

Definicja 3.2.1. Wiasnosé W (z) opisana przez dowolng funkcje zdanio-
wq okre$long dla liczb x € R przystuguje prawie wszystkim wyrazom ciggu
(an)nen, jesli istnieje liczba k € N taka, ze W (a,) =PRAWDA, dla wszyst-
kich wyrazéw ciggu o indeksach n > k, czyli — dla prawie wszystkich n € N.

W zaleznosci od kontekstu, méwimy takze, ze prawie wszystkie wyrazy
ciagu maja wlasno$¢ W(x) lub — spelniaja warunek W (z).

Definicja 3.2.2. Cigg liczbowy (an)nen jest zbiezny, jesli istnieje liczba
g € R, ktorg nazywamy granica ciagu, taka Ze dla kazdej liczby € > 0 prawie
wszystkie wyrazy ciggu mieszczq sie w przedziale (g — €, + €).

Ciag (an)nen nazywamy rozbieznym, jesli nie jest zbieiny.

Granice ciagu zbieznego (a,,) oznaczamy symbolem lim,, a,, lub lim,, oay,.

Zgodnie z definicja réwnoéé g = lim,, a,,, czyli zbieznosé ciagu do liczby g,
oznacza

Ves0Tken |an — g < e dla wszystkich n > k. (3.3)

Dla ciagu (an)nen zbieznego do granicy g powszechnie przyjety jest takze
zapis

anp — g, gdy n— oo,

co odczytujemy: a, dgzy do liczby g, gdy n dgZy do nieskonczonos$ci. Pod-
kreslamy, ze to wyrazy ciagu (a nie sam ciag) daza do wartosci granicznej.
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Przyktad 3.2.1. limn% = lim,, % = 0. Ciag ((—1)")nen jest rozbiezny.

Uwaga 3.2.1. Ciagi zbiezne i ich granice bywaja — nawet w tekstach mate-
matycznych — definiowane w sposéb niejawny lub domyslny. Jak rozumieé
np. kazdy z zapiséw

R (3.4)
4 3 5 7 9 11 7 ’
T 2 2 4 4 6 6 8 8

. = ... ..., ?

2 13355 779 (3:5)

W istocie, wzdr Leibniza B4) i wzor Wallisa (B3] oznaczaja zbieznosé
ciaggow o wyrazach bedacych skonczonymi sumami, badz iloczynami

I e
k=0 k=1
Nieco wigkszy problem przysparza precyzyjny opis réwnosci

Jlevievis = ”2“5 (3.6)

1 1
- _ +¢i
1 2

1+

k 2k T

2% T
2% —1 2k+1 2

L

gdzie liczba stojaca po prawej stronie, nazywana zfotq proporcjq, pojawita

sie juz przy ciagu Fibonacciego (F))nen (por. (32) i jest dodatnim pier-

2 _x—1=0. Pierwsza z réwnoéci dotyczy zbieznosci

wiastkiem réwnania x
ciagu (an)neny 0 wyrazach a; = 11 apy1 = /1 + a, dla n € N, natomiast
druga — ciagu (b, )neny 0 wyrazach by = 1i b, = 1+ i dlan € N, a zatem
(udowodnié!)
Fnia
by = ?’<mneN

n

Cwiczenie 3.2.1. Wyznaczy¢ (np. z pomoca Maximy lub Maple) przybli-
zone wartosci pierwszych 100 wyrazéw kazdego z ciagéw ([B.4)—(B.7) i poréw-
na¢ je na osi liczbowej (na wykresie) z podana wyzej wartoscia graniczna.
W kazdym przypadku wyznaczy¢ najmniejszy blad uzyskanego ciagu przy-
blizen.

Bezposrednio z definicji wynika dos¢ oczywiste

Stwierdzenie 3.2.1. Nastepujgce wiasnosci ciggow sq¢ rownowaine:
(i) limy, a, = g,
(ii) limy,(a, —g) =0,
(iii) limy, |a, —g| = 0. a
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Istnienie granicy ciagu nie zalezy od poczatkowych wyrazéw ciagu, a usu-
niecie lub dolaczenie skoficzonej, dowolnie duzej liczby wyrazéw ciagu (i zwia-
zana z tym zmiana numeracji) ani nie zmienia granicy ciagu zbieznego, ani
nie moze zmienic¢ ciaggu rozbieznego na zbiezny. Wtasnos¢ ta zapisana pre-
cyzyjnie przyjmuje postaé

Stwierdzenie 3.2.2. Dla dowolnej liczby naturalnej m zbiezno$é ciggu
(an)nen jest rownowazna zbieznosci ciggu (am4n)nen. Jesli dowolny z roz-
wazanych ciggow jest zbiezny, to wszystkie majg te samq granice

lién At = lirrln . (3.8)
Dowéd. Cwiczenie. O

Zauwazmy, ze ograniczonos¢ jest podstawowym warunkiem koniecznym
zbieznosci ciggow.

Twierdzenie 3.2.3. KaZdy cigg zbiezny jest ograniczony. Cigg zbieiny ma
dokladnie jedng granice.

Dowdd. Jesli ciag (a,) jest zbiezny do liczby g, to, biorac € = 1, stwierdzamy
istnienie liczby k£ € N takiej, ze g—1 < a,, < g+1 dlan > k. Dla wszystkich
n € N prawdziwe sa zatem nieréwnosci m < a, < M, gdzie

m = min{ay,...,ak_1,9g — 1} 1 M =max{ai,...,ap_1,9+ 1},

co oznacza ograniczono$é¢ ciagu. Przypuszczenie, ze nieréwnosci (B3) za-
chodza dla liczby g oraz dla ¢’ # g, prowadzi do sprzecznosci. Jesli bowiem
przyjmiemy & = ‘9;25” > 0, to dla prawie wszystkich n powinny zachodzié
obie nieréwnosci: |a, — g| < €1 |a, — ¢'| < e, a to implikowaloby sprzeczna
z definicja € nieréwnosé

9 =gl <lg = anl +lan — ¢'| < 2e. 0

W przypadku ciagdéw ograniczonych warunkiem dostatecznym zbieznosci
jest monotonicznosc.

Twierdzenie 3.2.4. Cigg monotoniczny jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ograniczony. Dla ciggu (a,) niemalejgcego lim,, a,, = sup,, a,, na-
tomiast dla ciggu nierosngcego limy, a,, = inf,, a,.
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Dowdéd. Niech (ap)nen bedzie dowolnym niemalejacym, ograniczonym cia-
giem liczbowym. Oznaczmy przez g=sup,, a, < oo kres gorny ciagu. Z Wnio-
sku BIT)i) wiemy, ze dla dowolnej liczby € > 0 istnieje liczba k € N taka,
ze g — € < ag, a poniewaz ciag jest niemalejacy,

g—e<ap<a,<g dlawszgystkich n > k.

Zgodnie z definicjg granicy, oznacza to zbieznosé ciagu i réwnoéé limy, a,, =g.
Dowdd zbieznosci ograniczonego ciagu nierosnacego przebiega analogicznie.
O

Cwiczenie 3.2.2. W przypadku, gdy kres gérny M zbioru ograniczonego
A C R nie nalezy do A, skonstruowaé¢ w A ciag rosngcy zbiezny do M.
Analogicznie, jedli liczba m = inf A nie nalezy do zbioru A, wykazaé, ze m
jest granicg zawartego w A ciagu malejgcego.

3.3 Wazne przyktady

Przyktad 3.3.1. Ciag (zp)nen, w ktérym z; = 2, a dla wszystkich n za-
chodzi réwnosé
Ty 1

=—+4+ — 3.9
Ln+1 9 + T (3.9)
jest poprawne zdefiniowany na mocy zasady indukcji. Istotnie, ze wzoru
B3) wynika, ze dla kazdego n, jedli x, > 0, to takze x,41 > 0, przy czym

w mianowniku nie wystepuje nigdy liczba 0. Tozsamosé

2
9 x5, 1 Tp 12
= — _ = - >
T =4 Tt 2+(2 xn) 2

dowodzi, ze ciag (r,) jest ograniczony z dotu przez liczbe /2. Kolejna toz-

samosé )
2 —xy,

<0
2x,

Ip4+l — Tp =

dowodzi, ze rozwazany ciag jest malejacy. Wynika stad zbiezno$¢ ciagu, przy
czym granica xg = lim, x,, ma wlasnos¢ x% > 2. 7 Twierdzen [3.4.1H3.4.5]
ponizej wynika, ze zachodzi réwnos¢ xg = 3 + xio, a wiec zg = /2.

Cwiczenie 3.3.1. Korzystajac z zaleznosci z1 — V2 < % oraz

0<$n+1—\/§=(xn_\/§)2< ! (zn — V2)?,
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wykaza¢ za pomoca indukcji nieréwnosé

V2

0<3cn—\/§<22n—_1 dla n € N.

Wywnioskowaé stad, ze |z5 — /2| < 0,000000001. Wyznaczy¢ liczbe xs.

Klasycznym przykladem ciagu monotonicznego jest ciag poteg (a")nen
dla a > 0.

Stwierdzenie 3.3.1 (Ciag geometryczny). Dla a € (—1,1] istnieje granica

. 0 dlaac(—1,1)
lima™ = T .1
e { 1 dlaa=1. (3.10)

W pozostalych przypadkach cigg poteg liczby a jest rozbieiny. Ponadto, dla
la] < 1 cigg sum (31 a')nen jest zbieiny i

n
.1
lim} a' = —. (3.11)

1=0

Dowdéd. Pomijajac oczywiste przypadki a=0, 1, mozemy dla a € (0,1) roz-
wazy¢ liczbe b= %—1 >0. Zgodnie z Wnioskiem [[2Z 4l mamy (1+b)" > 1+4nb,
a zatem

1—a
a">21+nb>n .
a
Wynikajaca stad nieréwnos¢ a" < % - % implikuje zbiezno$¢ badanego

ciagu do 0. Przy okazji otrzymali$émy takze nieograniczono$é ciagu ((%n)neN,
co oznacza rozbieznosé ciggu potegowego o podstawie wiekszej niz 1. Przy-
padek liczb a € (—1,0) i ogdlniej a < 0 jest teraz wnioskiem ze Stwierdze-
nia 32711

Réwnosé ([BIT]) wynika z tozsamosci

"o 1 —gntt
St et
=0 —a
a zatem lim,, ‘ S at — ﬁ = lim,, 1;\@’"“ —0. O

Kolejny przyktad jest na tyle istotny, ze sformutujemy go jako

Twierdzenie 3.3.2. Cigg o wyrazie ogélnym
1 n
en:(l—i——) dla n € N,
n

jest rosnacy i zbieiny do granicy e € [2,3].
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Definicja 3.3.1. Liczbe e = lim,, (1 + 1)" nazywamy liczbg Eulera.

Symbol e jest oznaczeniem liczby Eulera powszechnie przyjetym w nie-
mal calej matematyce. Dopuszczalnym, alternatywnym oznaczeniem jest E.

Dowdéd Twierdzenia [3.32 Dla dowodu monotonicznoéci ciagu (e,) korzy-
stamy ze wzoru dwumianowego Newtona (Twierdzenie [[2.3)) i, przeksztal-
cajac wyraz ogollny, otrzymujemy

L (n) 1 n w=nn-—1--n—k+1)1
enzz@m:”ﬁz o 7

k=0 k=2

:2+§(1—%)---(1—E)H. (3.12)

n

Oznaczajac przez b, j, poszczegélne sktadniki powyzszej sumy, dla 2<k<n,

poréwnujemy

= (1-2) (- 20
1 k—1y 1
<(1_n+1)"'<1_n+1)ﬂzb”“’k

dlak < n.Zatem epr1—€n = > p_o(bpt1,6—bn k) +bnrint1 > 0, co dowodzi,

ze badany ciag jest rosnacy.
Z uzyskanej wyzej postaci ([B12)) wynika oszacowanie e, < 2+ >}, %,
a zatem pozostaje wykazaé¢ ograniczonosé ciagu o wyrazie ogélnym
1 1 1 1
sn:2+—+—+...+m:2—. (3.13)

2 " 3l £k

W tym celu poréwnujemy poszczegbdlne mianowniki z potegami liczby 2,

—2+1+ ! +...+ !
R T P S T PO
1 1 1 1
24—+ —+ ...+ —— =3 — — 3.14
< +2+2-2+ +2-2---2 on’ (3:.14)
co potwierdza zbieznos¢ badanego ciagu i konczy dowdd. O

Przy okazji wykazali$émy takze zbieznosé ciagu (s,). W dalszej czesci
biezacego podrozdzialu udowodnimy, ze i w tym przypadku granica jest
liczba Eulera e.
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3.4 Wotasnosci granic

Twierdzenie 3.4.1 (Elementarne wlasnosci granic). Jesli cigg (an)nen jest
zbieiny, to

(i) limy(c- ap +b) = c¢-lim, a, + b, dla b,c € R,

(ii) lim, |a,| = |lim,, a,|, oraz

(iii) lim, %/a, = ¥lm,a, dla kazdego m € N, jesli wyrazy ciggu sq
nieujemne.
Jesli limy, a,, # 0 @ wszystkie wyrazy ciggu (a,) sq niezerowe, to

1 1

(iv) limy, = e

W szczegolnosci, kazdy z podanych wyzej ciggow jest zbiezny.
Dowdd. Wlasnosei (i)—(ii) wynikaja bezposrednio z zaleznosci
e an —cgl =l lan —g| i [lan] —lgl| <lan —gl,

gdzie g = lim,, a,,, co pozostawiamy do sprawdzenia czytelnikowi.
Wiasno$é (iii) jest prostym wnioskiem ze Stwierdzenia [Z2.3] Istotnie,
jesli dla wszystkich n > k zachodzi nier6wnosé |a,, — g| < €™, gdzie g > 0,

| %an — /31 < {flan—gl <.

Zgodnie z (ii) oraz z zalozeniem przyjetym w (iv) liczba [g| > 0 jest

to wowczas

granica ciagu wartosci bezwzglednych (|a,|). Dla dowodu (iii) wykazemy
w pierwszej kolejnosci, ze ciag (|a,|) jest ograniczony z dotu przez liczbe

\ \
dla pewnego k € N przedzial (|g| — ¢, | g| + ¢) zawiera wszystkie liczby |ay|

dodatnia. Istotnie, jesli przyjaé¢ ¢ = 5!, to ze zbieznosci ciagu wynika, ze
o indeksach n > k. Zatem |a,| > % dla n > k i, ogélnie,

lan| = m = min (Ja1], ..., |ag_1], >0 dlaneN.

19y

Zbiezno$é ciagu odwrotnosci do liczby é wynika teraz z oszacowania

— 1
___‘—‘g a"‘ lan — gl
an - g m - |g| O

Poréwnywanie wyrazéw ciggdéw jest klasyczng metoda obliczeniows uta-
twiajaca rozstrzygniecie, czy badany ciag jest zbiezny i ewentualne wyzna-
czanie granic. Bezposrednio z definicji wyprowadzamy kolejng elementarng
wlasnosé oraz klasyczne, podstawowe twierdzenie o takim wtasnie przezna-
czeniu.
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Stwierdzenie 3.4.2 (Monotoniczno$é granic). Jesli wyrazy ciggow zbiez-
nych a = (ap)nen 1 b = (bp)nen spelniaje nieréwnosé a, < b, dla prawie
wszystkich n, to takze

lima, <limb,.

n n

W szczegolnosci, jesli wyrazy ciggu b sqg nieujemne, to limy, b, > 0.
Dowdéd. Cwiczenie. O

Twierdzenie 3.4.3 (O trzech ciagach). Niech a = (ay),b= (b,) i ¢ = (¢p)
bedq ciggami rzeczywistymi o wyrazach spelniajgcych nieréwnosci

an < by, < ¢, dla prawie wszystkich n € N.

Jesli ciggi a i ¢ sq zbiezne i majg wspolng granice g = limy, a, = lim, ¢,, to

cigg b jest takze zbieiny i ma te samq granice lim, b, = g.

Dowdd. Zgodnie z Definicja[3.2.21zbieznosé ciggdw a i ¢ do tej samej granicy
g oznacza, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieja liczby kg, k. € N takie, ze

an € (g—¢e,9+¢) dlan>k, 1 c,€(g—¢e,9+e) dlan> k.
Jesli zatem n > k := max{k,, k.}, to prawdziwe sa nieré6wnosci
g—e<a,<b,<c,<g+e,
co oznacza zbieznos¢ lim, b, = g. O
Stad wazny, szczegdlny przypadek jako

Whiosek 3.4.4. Cigg (ay,) jest zbieiny (do liczby 0), jesli istnieje zbiezny
do zera cigg (by) taki, zZe dla pewnego M > 0 i prawie wszystkich n zachodzi
nierownosé

lan| < M - by,. ]
Przyklad 3.4.1. Nieréwnosé |20 | < L dla n > 2, implikuje zbiei-

n+cos(n?) n—1-
nosé¢ badanego ciagu do 0.

Twierdzenie 3.4.5 (Algebraiczne wlasnosci granic). Niech (ay,) i (by,) bedg
dowolnymi ciggami zbieznymi. Wowczas
(i) limy,(a, + b,) = lim, a,, + lim,, b,, oraz
(ii) limy,(ay, - by) = lim, ay, - limy, by,.
Jesli limy, b, # 0 i wszystkie wyrazy ciggu (by,) sq niezerowe, to takze

an __ lim,an

(i) lim,, = Tl
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Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenia g = lim, a,,, h = lim,, b,,. Dla dowodu ad-
dytywnoéci granicy, czyli wlasnosci (i), korzystamy bezposrednio z definicji
granicy i stwierdzamy, ze dla dowolnego £ >0 prawie wszystkie wyrazy obu
ciaggdéw spetniaja nieréwnosci |a, —g| <5 i |b,—h|< 5. Istnieje zatem liczba
keN taka, ze

€

[(@n +ba) = (9 + W) < lan =gl + Ibw — bl < 5 + =

:(—:7

a to oznacza zbiezno$é ciagu sum i réwnosé granic w (i).
Dowéd wlasnosci (ii) korzysta z tozsamosci anb, — g - h = (an, — g)b, +
g(b, — h). Wynikajace stad nieréwnosci

0< |anbn —9- h| < |an - g|sup |bn| + |g||bn - h|
n

pozwalaja skorzystaé¢ z twierdzenia o trzech ciagach, przy czym zbieznosé
do 0 ciagu o wyrazie ogélnym postaci |a,, — g|M + |g||b, — h| wynika kolejno
ze Stwierdzenia B.2.I|(iii), Twierdzenia B.4.1)(i) i wykazanej wyzej addytyw-
noéci granicy.

Ostatnia wlasnosé, dotyczaca ciggu utworzonego z ilorazéw ‘;—Z Q- i
i).

wynika wprost z Twierdzenia B.4I](iii) i wykazanej wyzej wlasnosci (i O

3.5 Wazne przyktady — cd.

Przykitad 3.5.1. Korzystajac ze zbieznosci ciggu ((1—1—%)")”61\; definiujacego
liczbe Eulera e, wyznaczymy granice

(i) lirlgn (1 - %)n = é, oraz
(i) lim (1 - %)n —1.

Poniewaz 1 — % =(1+ ﬁ)_l, wyTazy plerwszego z ciggéw spelniajg zalez-

nosé .
(1—%)": ”;1(1+ni1)(n " dlans1,
t . _
a zatem liﬁn(l—%)nz hlrnn”T1 nil:i.

lim,, (14 727)

Stad lim, (1 — -5)" = lim, (1 — 2)" -lim,, (1 + )" =1 -¢.
Przyktad 3.5.2. Jedli wyraz ogdlny a, = i”) clagu a = (ap)nen jest

(n

[\

ilorazem wielomianéw, gdzie

P(zx)= bpx®+bg_ 12" T biz+by i Qz)= arl+e_127 4. Hez+e,
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dla x € R, przy czym by # 01 ¢; # 0, to w przypadku, gdy wielomiany sa
tego samego stopnia k = [, stwierdzamy, ze

e

n Cl— N
n at+EL+.+ 9

Zbadaé zbiezno$¢ ciagu (ay), gdy wielomiany P i ) maja rézne stopnie.
Stopien wielomianu bedziemy oznaczaé¢ symbolem deg, a zatem deg P = k,
degQ =I.

Przyktad 3.5.3. Zbieznosé ciagu (vVn2 +n — vn2 — n),cy 1 jego granice
ustalimy, korzystajac z przeksztalcenia

p) 2 _ (P4n)—(n*—n)

_ _ 2
- 2 2_, 1 1
VAR T i

Zatem badany ciag jest zbiezny i lim, (vVn? +n —v/n2 —n) = 1.

Zgodnie z zapowiedzig wracamy do liczby Eulera.

Twierdzenie 3.5.1. Liczba Eulera e jest granicg ciggu o wyrazie ogélnym
Sn = Yor—o 7, ten.

lim Z = lim ( l>n =e. (3.15)

Dowdd. Wiemy juz, ze (1 + %)" < Xh—o % < 3 — dla dowodu réwnosci
granic skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach, przy czym korzystaé
bedziemy z oznaczen przyjetych w dowodzie Twierdzenia [3.3.2] Zauwazmy,
ze 7 oszacowania ([[4]) i wzoru (LA]) wynikaja nieréwnosci

k— k— k—1)k
(1_%)”(1__Zi>21_(%+”'+_ﬁi>:1_i7ﬁg‘
dla n € N. Stad otrzymujemy

W= (1) (- )

k=0

—
\_/
oy
N—
==

> (1-

1 & 1 3
E > Sp — )
— 2!
 2n = (k—2)! 2n

?T‘|p—l

czyli s, — % < e, < Sy, dla wszystkich n € N. O

Ciag (sn)nen pozwala przyblizaé liczbe Eulera e z duzo wieksza doklad-
nodcia (jest szybeiej zbiezny) niz clag ((1+ L)) en.
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Whniosek 3.5.2. Dia kazdego n € N zachodzi nieréwnosé

0< Zn:1< 1 (3.16)
e — Ty . .
k:ok! n-n!

Dowéd. Dla ciagu (s, )nen takiego jak w TwierdzeniuB.5.1li dowolnych liczb
naturalnych m > n prawdziwa jest nieréwnosé

1 ( n 1 n n 1 )< 1 n+2
n+1)! o (n+2)mnl (n+1)!n+1

sm—sné(

n+2

Poniewaz (7’;:'12)2 < %, otrzymujemy stad s,, < s, + ﬁ —dlam > n, a wiec
dla wszystkich m € N. Pozostaje skorzystac¢ z faktu, ze lim,, s, = e. U

Cwiczenie 3.5.1. Wyliczy¢ s10 i poréwnaé oszacowanie ([BI8) z faktyczna
wartoscia btedu uzyskanego przyblizenia liczby e. Dla jakiego n blad przy-
blizenia jest mniejszy niz 10~1°? Dla jakiego n blad jest mniejszy niz 10750
i przynajmniej 50 poczatkowych cyfr uzyskanego rozwinigcia dziesigtnego
liczby e jest doktadne?

Kolejny przykltad rowniez wymaga precyzyjnego oszacowania.

Przyktad 3.5.4. Przyjmujac /n =1+ a,, gdzie a, > 0, otrzymujemy

—1
n=(1+a,)" >1+na,+ <Z>a% > %ai.
Stad a, < \/% dla n > 1, a zatem
lim {/n = 1. (3.17)
n

Z nieréwnodei (1 + 1)" < 3 wynika oszacowanie a, > 1 dla n > 3, a zatem
zbiezno$é ciggu {/n do 1 jest raczej wolna.

Whniosek 3.5.3. Dla dowolnej liczby a > 0
lim {/a = 1. (3.18)
n

Dowéd. Cwiczenie. Rozwazy¢ osobno przypadkia > 110 < a < 1. O



Rozdziat 4

Miedzy granica dolng i gorna

Wiemy juz, ze istnienie granicy wymaga, by badany ciag byl ograniczony.
W przypadku ograniczonego ciagu liczb rzeczywistych zastapienie poda-
nych w Twierdzeniu warunkéw charakteryzujacych kresy — przez stab-
sze, zachodzace dla prawie wszystkich wyrazow ciggu, prowadzi do waznych
w analizie pojeé¢ granicy gornej i dolnej ciagu, ktérych istnienie wynika bez-
poérednio z przyjetego przez nas aksjomatu cigglodci i nie wymaga zadnych
dodatkowych zaltozen.

Godzac sie na nieskonczone wartosci przypisywane kresom gérnym lub
dolnym (wczesniej), czy granicom gérnym lub dolnym (za chwile), decy-
dujemy sie zarazem na to, by rozszerzy¢ zbiér liczb rzeczywistych o dwie
nieskonczono$ci +oo nie bedace liczbami i przyjacé

R = {-o0} URU {o0}. (4.1)
Poniewaz pojecie liczby rzeczywistej nie podlega zmianie, elementy zbioru

R bedziemy ogdlnie nazywaé wielkosciami. Zbiér R rozwazamy wraz z 1oz-
szerzona (cho¢ znana wczesniej) relacja porzqdku

Vaeer —00 < & < 00

i z czesciowym rozszerzeniem dodawania wykluczajacym operacje —0o+00.
Rozszerzajac dzialanie mnozenia, wykluczamy operacje 0 - 00 ze wzgledu
na jej nieokreslony (zalezny od kontekstu) wynik.
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4.1 Granice: dolna i gérna

Niech a = (an)nen bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych. Przyjmij-
my oznaczenia

S(a) = {M € R; a, < M dla prawie wszystkich n € N} (4.2)
<

I(a) ={m € R; m < a, dla prawie wszystkich n € N}. (4.3)

Definicja 4.1.1. Dla dowolnego ciggu liczbowego a = (ap)neN
(i) granica gérna nazywamy kres dolny liczb ograniczajgcych z gory pra-
wie wszystkie wyrazy ciggu, czyli wielkosé

infS(a) € R, jesli S(a) # 0

00 gdy S(a) =10, (44)

limsup a,, := {
n

(ii) granica dolna nazywamy kres gorny liczb ograniczajgcych z dolu pra-
wie wszystkie wyrazy ciggu, czyli wielkosé

supZ(a) € &, jesli T(a) # 0

—00 gdy Z(a) = 0. (45)

lim inf a,, := {

n
Zbiory S(a) i Z(a) bedziemy nazywaé zbiorem ograniczer gérnych i,
odpowiednio, ograniczer dolnych (prawie wszystkich) wyrazéw ciagu a. Do-
datkowym uzasadnieniem dla wprowadzonych poje¢ jest pomocnicze twier-
dzenie charakteryzujace liczby bedace ograniczeniami prawie wszystkich wy-

razéw ciggu.

Lemat 4.1.1. (i) Zbior S(a) jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy cigg a
jest ograniczony z gory. Jesli S(a) # 0, wéwczas zbidor S(a) zawiera wszyst-
kie liczby rzeczywiste i jest rowny R, albo jest przedziatem nieograniczonym
o0 poczgtku lim sup,, an,.

(ii) Zbior Z(a) jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy cigg a jest ogra-
niczony z dotu. Jesli Z(a) # 0, to Z(a) = R, albo Z(a) jest przedzialem
nieograniczonym o koncu liminf, a,,.

Dowdd. Jesli zbiér S(a) jest niepusty i zawiera liczbe M, a wiec istnieje
indeks k € N taki, ze a,, < M dla wszystkich n > k, to zachodzi nier6wnosé

ap, < max{ay,...,ap_1,M} dlanéeN,

a to oznacza, ze badany ciag jest ograniczony z géry. Z kolei, dla ciagu
ograniczonego z gory, zbiér S(a) jest niepusty, gdyz zawiera liczbe sup,, a,.
Pozostaje zauwazy¢, ze z ([L.2) wynika nastepujaca wlasnosé

MeS(a) i M<M = M e S(a),
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dzieki czemu postaé¢ zbioru S(a) opisuje aksjomat ciaglosci. Analogiczna
wlasnosé

mé¢Z(a) i m<m' = m'¢IZI(a),
dowodzi, ze dopelnienie R\ Z(a) jest przedzialem [m,, c0) lub (m,, co), lub
jednym ze zbioréw (), R. Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze wla-

snosé Z(a) # 0 oznacza — jak w pierwszej czesci dowodu — istnienie stosow-
nego ograniczenia ciagu a (z dotu). U

Przyklad 4.1.1. Wyznaczy¢ granice gorne i dolne dla kazdego z ciagdéw

a = ((=1)")nen, b = (n)nen, ¢ = ((=1)"n)nen, d = (n + (=1)"n)nen.
Czytelnos¢ podanej wyzej definicji wymaga, by wskazaé uktad wlasnosci

charakteryzujacy wprowadzone pojecia. Wstepna charakteryzacja wynika

bezposérednio z Lematu ELT.1

Whniosek 4.1.2. Dla dowolnych liczb m, M € R prawdziwe sq implikacje

limsupa, <M = JpenVpzr an <M 1
n
JeenVnzk an <M = limsupa, <M, czyli
n
limsup a, > M = VpenIn>k an > M,
n

oraz

m<liminf a, = JpenVizr m<a, ¢
n
JrenVisk m<a, = m<liminfa,, czyli
n

m>liminf a,, = Viendnzr m>a,.
n

Skonczone wartoéci granic gornych lub dolnych charakteryzuje

Twierdzenie 4.1.3. Dia dowolnego ciggu liczb rzeczywistych (an)nen :

(i) limsup,, a, = M € R wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ¢ > 0
przedzial (M — e, M + €) zawiera nieskoriczenie wiele wyrazéw ciggu (an),
natomiast tylko skonczona liczba wyrazéw ciggu ma wlasnosé a, > M + ¢;

(ii) liminf, a, = m € R wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego € > 0
przedzial (m — e,m + €) zawiera nieskoriczenie wiele wyrazéw ciggu (ay),
natomiast tylko skonczona liczba wyrazow ciggu ma wlasnosé a, < m — ¢.

Przyktad 4.1.2. Sprawdzié, ze dla clagu a = ((=1)"(1 4+ 1)),en liczby
M =11im = —1 maja wlasnosci sformutowane w twierdzeniu. Wyznaczy¢
zbiory ograniczen S(a) i Z(a).
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Dowéd Twierdzenia[{.1.3 Jesli kres dolny M, =inf S(a) jest skonczony, to
z Lematu BT wynika, ze dla dowolnej liczby dodatniej € > 0 rdznica
M,—¢e <M, nie nalezy do S(a), a zbiér {n € N; M, —¢c < a,} jest nie-
skoficzony. Z drugiej strony, skoro M+ 5 € S(a), istnieje liczba k € N taka,
ze ap < Mg+ § < Mg+e dlan > k. Wnioskujemy stad, ze zachodzi inkluzja

{n>k My—e<apn} C{neN; M, —e<a, < M,+¢e},

a zatem zbiér stojacy po prawej stronie jest nieskonczony — i liczba M,,
czyli granica gérna ciagu a, spelnia warunki podane w (i).

Dla zakonczenia dowodu pierwszej z tez twierdzenia zalézmy teraz, ze
liczba M spelnia oba warunki zwiazane z dowolnym ¢ > 0. Z (£2)) i z wa-
runku dotyczacego przedziatu (M — e, M + ¢) wynika, ze liczba M — ¢ nie
nalezy do S(a), a wiec M —e < M,. Z drugiego z warunku wynika, ze liczba
M + € nalezy do S(a), a wiec M, < M + . Wobec dowolnosci £ oznacza to
réwnos¢ M = M,.

Dowéd opisanej w (ii) charakteryzacji granicy dolnej przebiega w pelni
analogicznie i jest pozostawiony czytelnikowi jako ¢éwiczenie. U

7 podanej wyzej charakteryzacji pojecia granic tatwo wyprowadzié¢

Whiosek 4.1.4 (Wlasnosci granic gérnych i dolnych: I). Dowolny cigg licz-
bowy a = (an)nen jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jego granice —
dolna i gorna — sq skonczone. Wowczas obie granice zawierajg sie w prze-
dziale [inf,, a,,sup,, a,],

inf a,, < liminf a,, < limsupa, < supa,.
n n n n

Dla dowolnego ciggu a zachodzg rownosci:
(i) limsup,(—ay) = —liminf, a,, oraz
(ii) dla dowolnych liczb b,c € R, jesli b > 0, to

limsup(b - ap+ ¢) = blimsupa,+c¢ ¢ liminf(b-a,+ ¢) = bliminf a,+ c.
n n n n
Dowéd. Cwiczenie. Podkreslamy, ze réwnosci (i)-(ii) zachodza takze dla
nieskonczonych wartosci granic. O

Whiosek 4.1.5 (Wlasnosci granic gérnych i dolnych: II). Niech (ay,) @ (by)
bedg dowolnymi ciggami liczb rzeczywistych.
(i) Jesli dla prawie wszystkich n zachodzi nieréwnosé ay, < by, to

limsupa, <limsupb, ¢ liminfa, <liminfb,.
n n n n
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(ii) Kazda z nieréwnosci

limsup(a, + b,) <limsupa, + limsupb,, oraz (4.6)
limninf (an +by) > limninf an + 1imn inf by, (4.7)

jest spetniona, jesli w podanej sumie granic przynajmniej jeden sktadnik jest
wielkoscig skoniczong (liczbg). Obie nierdwnosci mogq bycé zastgpione przez
rownosci, jesli przynajmmniej jeden z ciggéw jest zbiezny.

Cwiczenie 4.1.1. Znalezé dwa ciagi liczb rzeczywistych, dla ktérych nie-
réwnosci wskazane w punkcie (ii) sa ostre i nie moga by¢ zastapione przez
réwnosc.

Dowdd Wniosku [f.1.5 7 definicji rozwazanych zbioréw wynikaja oczywiste
inkluzje S(b) C S(a) oraz Z(a) CZ(b). Wlasnosé (i) jest zatem konsekwencja
podstawowych nieréwnosci dla kreséw (Twierdzenie 2.1.2]).

W dowodzie nieréwnosci (0] ograniczymy sie do przypadku, gdy gra-
nice gérne M, = limsup,, a,, i My = limsup,, b, sa skonczone; niech a + b
oznacza ciag sum (a, + by)nen. Ustalmy dowolna liczbe dodatnia € > 0.
Z Twierdzenia (i) wynika, ze prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa
niewieksze niz M, + €, a prawie wszystkie wyrazy ciagu (b,) — niewieksze
niz My + ¢. Jesli dla n > k, zachodzi nieréwno$é¢ a,, < M, +¢,adlan >k
— nierownosé¢ b, < My + ¢, gdzie kq, kp sa pewnymi liczbami naturalnymi,
to dla n > k := max{k,, kp} obie nier6éwnosci sa prawdziwe. Wnioskujemy
stad, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosé¢ a,, + b, < M, + My + 2¢,
a wiec liczba M, + My, + 2¢ nalezy do zbioru S(a + b), co daje nieréwnosé

inf S(a+b) < My + My, + 2¢.

Wobec dowolnosci € otrzymujemy stad inf S(a + b) < M, + Mp, czyli nie-
réwnosé (4.0).

Przypadek, gdy jeden ze skladnikéw i suma granic po prawej stronie
wzoru sa réwne oo nie wymaga dowodu. Inaczej jest w przypadku, gdy po
prawej stronie wystepuje wielko$¢ —oo — stosowny dowdd pojawi sie nizej
w odniesieniu do uogdélnionego pojecia nieskonczonych granic ciagdéw.

Nieréwnosé¢ (£7)) mozna udowodni¢ w sposéb analogiczny, ale wyni-
ka ona takze z wykazanej juz nieréwnosci dla granic géornych i z Wnio-
sku T4 (ii). Sprawdzenie tego faktu pozostawiamy czytelnikowi.

Jedli o ciagu b zalozyé, ze jest zbiezny, to korzystajac z nieréwnosci (4.0))
dla ciagéw a' = (a, + by) 1 b = (=by), otrzymujemy



4.1. GRANICE: DOLNA I GORNA 39

limsup(al, + ¥),) < limsup(a, + by,) + limsup(—by,),
n n n

czyli

lim sup a,, < limsup(a, + b,) — lim b,,,
n n n
co oznacza nieréwnos$¢ przeciwna do (4.0]). O

Twierdzenie .3l nie wskazuje sposobu wyznaczania granic (dolnej i gér-
nej), pozwala jednak na potwierdzenie, ze ,odgadnieta” liczba jest taka gra-
nicag. Kolejne twierdzenie podaje efektywny sposéb wyznaczania wartosci
kazdej z granic — nie tylko skonczonych.

Twierdzenie 4.1.6. Niech a = (ap)nen bedzie dowolnym ciggiem liczb
rzeczywistych. Jesli cigg a jest ograniczony z gory, to

lim sup a,, :i%f (sup{an; n > k}). (4.8)
n
W przypadku ciggu ograniczonego z dotu zachodzi rownosé

liminf a,, =sup (inf{a,; n > k}). (4.9)
" k

Uwaga 4.1.1. Powyzsze wzory uzasadniaja przyjete oznaczenia — zgodnie
z Twierdzeniem [3.2.4] zbiezno$é ciggdédw monotonicznych wystepujacych po
prawej stronie implikuje réwnoéci

limsup a, = lilgn sup{a,; n >k} i liminfa, = lilgninf{an; n > k}.
n n

Przyjete zalozenia dotyczace ograniczono$ci sa konieczne, by wyrazenia sto-
jace po prawej stronie réwnosci ([AL8)—([49) mialy sens jako, odpowiednio,
kres dolny i kres gorny wskazanych ciggow liczbowych.

Dowdd Twierdzenia[{.1.6 Oznaczmy by, := sup{a,; n > k} dla dowolnego
k € N, co oznacza a, < by dla n > k, a wiec by, € S(a). Z Twierdze-
nia 2. T4)(iii) wynika zatem nieréwno$¢ infy by > inf S(a).

Dla wykazania nieréwnosci przeciwnej rozwazmy dowolna liczbe M € S(a).
Istnieje zatem liczba k € N taka, ze a, < M dla wszystkich n > k, a to
oznacza nier6wno$é by, < M. Z Twierdzenia [ZT.4iv) wnioskujemy réwnosé
kreséw dolnych zbioréw {by; k € N} i S(a).

W analogiczny sposéb stwierdzamy, ze kazda z liczb ¢, = inf{a,; n > k}
nalezy do zbioru Z(a), dla k € N, przy czym kres gérny zbioru {cx; k € N}
jest réwny supZ(a). O
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Korzystajac z poje¢ granicy gérnej i granicy dolnej mozemy podaé pod-
stawowy warunek konieczny i dostateczny istnienia granicy ciggu.

Twierdzenie 4.1.7. [O réwnosci granic] Ograniczony cigg liczbowy (ay)nen
jest zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi réwno$é

liminf a,, = limsup a,,. (4.10)
n n

Wspolna wartosé obu granic — gornej i dolnej — jest wowczas jedyng granicg
ciqQgu.

Dowdd. Granica ciagu zbieznego spelnia — z definicji — wszystkie warunki
podane w Twierdzeniu[.T.3], a wiec jest jednoczesnie granica dolng i granica
gbrng ciggu.

Zalézmy zatem, ze ciag (a,) jest ograniczony i spelnia warunek (ZI0),
a liczba g oznacza wspoélna wartos¢ obu poréwnywanych granic. Zgodnie
z cytowanym twierdzeniem, dla kazdego ¢ > 0 tylko skonczona liczba wyra-
zO6w ciagu spelnia nieréwnosci a,, > g+¢ i, podobnie, tylko skonczona liczba
wyrazow spelnia nieréwnosci a,, < g—e. Tym samym dla prawie wszystkich
n otrzymujemy g — € < a,, < g + €, co oznacza zbiezno$¢ ciagu i réwnosé

lim, a, = g. O

4.2 Granice niewtasciwe

Réwnosé (EI0) podpowiada mozliwosé rozszerzenia definicji granicy ciagu
a = (an)nen 1 dopuszezenie mozliwych granic nieskoriczonych, obejmujacych
wykluczajace sie wzajemnie przypadki, gdy Z(a) = R lub S(a) = R.

Definicja 4.2.1. Cigg a = (ap)nen nazywamy rozbieznym do oo (do plus
nieskoriczonosci), co zapisujemy jako limy, a,, = oo, jesli spelnia warunek

Vier an > M dla prawie wszystkich n € N. (4.11)

Cigg a jest rozbiezny do —oo (do minus nieskonczonosci), co zapisujemy
jako lim,, a,, = —o0, jesh

Viner an <m  dla prawie wszystkich n € N. (4.12)
W opisanej wyzej sytuacji nieskonczone wartosci granic nazywamy granica-

mi niewlasciwymi. Mowimy takze, ze wyrazy ciggu daza do £oo i uiywamy
2apisu a, — oo albo a, — —oo, gdy n — oo.
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Whniosek 4.2.1. Ciggi rozbiezne do nieskonczono$ci charakteryzujg wla-

snosci

lima, = oo <= liminfa, = limsupa, = oo
n n n

lima, = —oc0 <= liminf a,, = limsupa, = —oc0 0
n n n

Twierdzenie 4.2.2 (Wlasnosci granic niewlasciwych). Dla dowolnego cig-
gu liczbowego a = (an)nen 0 wyrazach niezerowych ma miejsce réwnowaz-
nosé 1

(i) lign w 0 <~ lign lan| = oo.
W przypadku, gdy cigg a jest rozbieiny do oo, prawdziwe sq rownosci

(ii) liTan(—an) = —00,

(iii) lim(ay, + by) = oo,
jesli (by)nen jest dowolnym ciggiem ograniczonym z dolu, oraz

(iv) lign(an - bp) = 00,
jesli dla pewnej liczby § > 0 nieréwnos$é b, > § zachodzi dla prawie wszyst-

kich n € N.

Dowéd. Wtasnosé (i) wynika z oczywistej rownowaznosci warunkéw
1
Ves03kenVnzk ‘a—‘ < € <= Vu>03kennzk [an] > M,
n

w ktérej liczba M odpowiada odwrotnosci liczby € i odwrotnie. Analogiczne
poréwnanie warunkéw rozbieznosci do oo dowodzi réwnosci (ii).

Jedli liczba m € R jest ograniczeniem dolnym ciagu (b, )nen, to, wybie-
rajac dla dowolnego M € R indeks k£ € N taki, ze a,, > M —m dlan > k,

otrzymujemy nieréwnosci
ap, + by > M + (b, —m) > M dla wszystkich n > k.

Wobec dowolnosci M oznacza to rozbiezno$¢ ciagu sum do plus nieskonczo-
nosdci.

W przypadku (iv), jesli nieréwnosé b, > § > 0 zachodzi dla n > ky,
to biorac dowolna liczbe dodatnia M € R i wybierajac indeks k, taki, ze
an > % dla n > k,, otrzymujemy nieréwnosci

bn
5

co koniczy dowod. U

ap by >M-— > M dlan > max{ky, kp},

Whiosek 4.2.3. (i) lim,a” =00 i lim,a ™™ =0 dlaa>1, oraz

(i) Timy n® = oo dla a> 0,
0 dlaa<0.
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Dowdd. (i) Z wlasnosci (B.J0) wynika zbieznosé

lim — =lima™" = lim (=)" =0,
noq n noq
a zatem takze lim,, a" = oo.

(i) Jesli a € N, wlasno$é lim, n® = oo wynika z Twierdzenia E22(iv)
i moze by¢ takze sprawdzona bezposrednio z definicji. Dla wyktadnika rze-
czywistego a > 1 i czedci calkowitej [a] € N réwnosé lim, nl*) = oo oznacza,
ze dla dowolnej liczby M € R istnieje m € N takie, ze nl® > M, jesli n > m.
7 monotonicznosci potegi wynika wéwezas nieréwno$é n® > nld > M dla
n = m.

W przypadku, gdy a € (0,1), istnieje liczba k € N taka, ze a > % Dla
dowolnej liczby M > 0, nier6wnosci n > ¥/n > M spelnione sa, jesli tylko
n > M*. Wykazali$my tym samym, ze lim, n® = oo dla a > 0.

Istnienie granicy réwnej 0 dla a < 0 wynika teraz z Twierdzenia22((i).

O

Przyklad 4.2.1. Kontynuujemy badanie granic ciagéw o wyrazach ogélnych
postaci a, = %, gdzie P i () sg ustalonymi wielomianami stopnia odp.
kil (Przyklad B5.2). Przyjmujemy, ze znana juz jest granica lim, a,, = 0
w przypadku, gdy k£ < [, a do wyznaczenia pozostaje granica niewlasciwa
ciagu przy zalozeniu k > [, co w szczegdlnosci obejmuje przyktad dowolnego
wielomianu P stopnia k € N, gdy @ = 1.

Zauwazmy, ze dowolny wielomian P stopnia k > 0, dla ktérego wspot-
czynnik przy najwyzszej potedze wynosi by = 1, spelnia nieréwnosé

P(n):nk<1+bk7_1+...+%) >nk(1—|bﬁl—‘”—...—@) >0,
dla wszystkich n > |bg_1| + ... + |bo|. W przypadku, gdy réwniez wielo-
mian ) ma wspolczynnik ¢; = 1, wynika stad, ze dla prawie wszystkich
n € N wyrazy ciagu a,, = % sg dodatnie. W potaczeniu z réwnowazno-
Scia opisang w Twierdzeniu[d.2.2](i) oznacza to istnienie granicy niewlasciwej
lim,, a,, = co. W ogélnym przypadku zachodzi réwnosé

P(n) b,

lim —+ = — - dy k=degP >1=d .
ITILHQ(TZ) sgn(Cl) oo, gdy eg P > eg ()

4.3 Podciagi

Wzajemny zwiazek pojeé¢ granicy dolnej i gérnej oraz pojecia granicy jest
duzo glebszy i kieruje nasza uwage w strone podciggow zbieznych.
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Definicja 4.3.1. Dia dowolnego ciggu liczbowego a = (ap)nen i@ dowolnego
rosngcego ciggu liczb naturalnych m = (my)ren, wybrane z ciggu a wyrazy
o indeksach (numerach) my, tworzq podciag (am, )ken ciggu a, czyli funkcje
bedacy zlozeniem aom: k — a(m(k)) funkcji a i m.

Zgodnie z przedstawionym nizej twierdzeniem, zaréwno granica gorna
jak i granica dolna ciagu sa granicami (w sensie mocnym, czyli bez przy-
miotnika) — jednak niekoniecznie ,calego” ciagu, tylko pewnych szczegél-
nych podciagéw.

Twierdzenie 4.3.1 (O podciagach). Niech a = (a,) bedzie dowolnym ogra-
niczonym ciggiem liczb rzeczywistych. Wowczas:
(i) Dla dowolnego podciggu (ap, )nen ciggu a zachodzq nieréwnosci

liminf a,, < liminf ap, <limsupay, <limsupa,.
n n n n
Jesli zatem podcigg jest ciggiem zbieznym, to jego granica lim, ap, nalezy
do przedzialu [liminf,, a,,limsup,, a,].
(ii) Ograniczony, rozbieiny cigg a zawiera przynajmniej dwa podciggi
zbiezne (ay, )nen oraz (ap, )nen takie, Ze

liminfa, =limag, ¢ lima;, =limsupa,.
n n n n

Jako wniosek otrzymujemy stad klasyczne, wazne twierdzenie.

Whniosek 4.3.2 (Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa). Kazdy ograniczony
ciqg liczbowy zawiera podcigg zbieiny. U

Definicja 4.3.2. Liczbe g nazywamy punktem skupienia ciagu (an)nen,
jezeli istnieje podciqg (Gm,, )nen 2zbieiny do g.

Whniosek 4.3.3. Granica gorna limsup,, a,, dowolnego ograniczonego cig-
gu (an)nen jest najwiekszym, a granica dolna liminf, a, — najmniejszym
punktem skupienia. ]

Dowéd Twierdzenia[{.3.11 Dowodu nieréwnosci stanowiacych wlasnosé (i)
ograniczymy do granic gérnych — wykazemy inkluzje S(a) C S(ay), w ktérej
ap = (ap, )nen oznacza dowolny podciag w a, natomiast poréwnywane sa
zbiory wystepujace w definicji granic gérnych. Jesli zatem M € S(a) jest
dowolna liczba o wlasnosci ([£2), to dla pewnego k € N wszystkie wyrazy
ciagu o indeksach n > k spelniaja nieréwnosé¢ a,, < M. Dotyczy to takze
wyrazoéw ap, o indeksach h, > k, a poniewaz ciag (h,) jest rosnacy, prawie
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wszystkie jego wyrazy maja te wlasnosé, czyli M € S(ay). Przechodzac do
kreséw dolnych otrzymujemy
lim sup ap,,, = inf S(ap,) < inf S(a) = limsup ay,.
n n

Dowodd analogicznej wiasnosci dla granic dolnych pozostawiamy czytelniko-
wi, ktéry moze tez skorzystacé z zaleznosci sformutowanej we Wniosku [T4(ii).

Zgodnie z podana w Twierdzeniu[L.1.3[(i) charakteryzacja granicy gornej
M, = limsup,, a,, dla kazdej liczby ¢ > 0 zbiér indekséw

{neN; a, € (M, —e, M, +¢l]} (4.13)

jest nieskonczony. W przypadku podzbioréw liczb naturalnych, nieskonczo-
nosé¢ oznacza nieograniczonos$¢ [Wstep do LiTM], a zatem dla kazdego € > 0
zbiér (L13]) zawiera liczby dowolnie duze, co zapisujemy formalnie jako wia-
snosé

VrenTdsen (s > 1) 1as € (Mg — e, M, + €]. (4.14)

Mozemy teraz wskazaé podciag (a;, ), konstruujac rosnacy ciag liczb natu-
ralnych (I,)neny w taki sposéb, by a;, € (M, —1, M,+1], a kolejne wyrazy
spelnialy warunek

1 1
by > 11 i Ma——<aln<Ma+—,
n n

dla n» > 1. Opisana w ten sposéb indukcyjna definicja podciagu zapewnia
prawdziwo$¢ nierownosci

1 1
M, - —<a,, <M, + — dla wszystkich m > n,
n n

co oznacza zbieznos¢ podciagu i réwnosé¢ lim, a;, = M,. Jak poprzednio,
konstrukcje podciagu zbieznego do granicy dolnej pozostawiamy czytelni-
kowi. ]

Cwiczenie 4.3.1. Sprawdzi¢, ze ciag monotoniczny jest ograniczony, jesli
zawiera przynajmniej 1 podciag ograniczony. O zbieznosci ciagu monoto-
nicznego decyduje zatem zbieznosé pojedynczego (dowolnego) podciagu.

Z Twierdzenia .17 oraz Twierdzenia [£3.1](ii) wynika

Whniosek 4.3.4. Ograniczony cigg liczb rzeczywistych jest zbieiny wtedy
1 tylko wtedy, gdy wszystkie jego podciqgi zbiezne majq te samqg granice. U
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Definicja 4.3.3. Dla dowolnych ciggow a = (an)nen ¢ b = (bp)nen kazdy
ciqgg ¢ = (Cp)nen utworzony z wyrazéw obu ciggow, zawierajgcy a i b jako
swoje podciqgi bedziemy nazywaé mieszaning ciagéw a i b. Dokladniej, niech

para zbiorow
Ny = {px; k €N}, No={q; k €N} (4.15)

bedzie dowolnym rozkladem zbioru liczb naturalnych N = Ny U Na na dwa
zbiory rozlgezne i nieskoniczone, przy czym (pr)ken @ (Qr)keNn S@ rosngcy-
mi ciggami liczb naturalnych. Mieszaning ciagdéw a i b wyznaczong przez
rozklad (N7, No) nazywaé bedziemy cigg ¢ taki, Ze

= N
cn:{ak’ gdyn =pi € N1, oraz (4.16)

bk, gdyn = qr € Na.

Stwierdzenie 4.3.5. Jesli cigg ¢ = (¢p)nen jest mieszaning ciggéw a i b,
o granicach g = lim, a,, 1 h = lim,, b,,, to wszystkie punkty skupienia ciggu

¢ ograniczajq sie do zbioru {g,h}.

Dowdd. Dowolny podciag ¢, = (¢, Jnen, jesli jest zbiezny, ma jako grani-
ce tylko jedna z dwu mozliwosci: g lub h. Istotnie, jesli podciag ¢, zawiera
nieskonczenie wiele wyrazow ciagu a, to zawiera takze taki podciag, ktéry
jest jednoczesnie podciagiem ciagu a — i jego granica musi by¢ liczba g.
Szczegbdlowe uzasadnienie przedstawionego tu rozumowania i sprawdzenie,
ze w przeciwnym przypadku granica jest liczba h, pozostawiamy czytelni-
kowi. O

Whniosek 4.3.6. Mieszanina dwu ciggow zbieznych do tej samej granicy g
jest rowniez ciggiem zbiezZnym do g.

Dowdd (bezposredni). Jesli lim, a,, = g = lim,, by, to dla dowolnego ¢ > 0
istnieja indeksy ng4, ny, € N takie, ze |a, —g| < edlan > n,i|b,—g| < e dla

n > ny. Dla ciagu ¢ bedacego mieszanina ([{I6]) wzgledem rozkladu (£I5),
oznacza to nierownosci

lep, —gl <e dlan>n, 1 |eg, —gl<e dlan>n,.
Stad |¢, —g| < € dla n > max{p,,, ¢n, }, a zatem — wobec dowolnosci liczby
€ > 0 — ciag c jest zbiezny do g. O
Przyktad 4.3.1. Ciag
(()10120123012340 )
q _=

1717272727373737374°4°4°4°4°5
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zawiera wszystkie liczby wymierne z przedziatu [0,1] (kazda — nieskoncze-
nie wiele razy). Wiedzac, ze kolejne wystapienia w ciagu ¢ liczby 0 = %
odpowiadaja wyrazom qru+1), dla k € N, mozemy wyrazy ciagu opisa¢ za
pomoca wzoru ’

n — HELL k1) _ (k1) +2)

—2—, el mo = <n< == dlakeN.

qn = 2

Dla kazdej liczby rzeczywistej x € [0, 1] istnieje podciag (g, ) zbiezny do x.
Co wiecej, kazdy cigg liczb wymiernych zawartych w przedziale [0, 1] jest
podciagiem ciggu gq.

Uwaga 4.3.1. Wskazany w Definicji B3] rosnacy ciag indekséw (1, )nen
dgzy do oco. Jesli za m przyjaé¢ dowolny ciag liczb naturalnych rozbiezny do
plus nieskonczonodci, czyli taki, ze lim, m, = oo, to ciag (am,, )nen moze-
my uwazaé za uogdlniony podcigg ciagu a. Udowodnione nizej twierdzenie
uzasadnia alternatywne, czesto stosowane oznaczenie dla granic ciggdw

lim a, = lima,,
n—oo n

w ktérym granica po n dgzgcym do nieskoriczonosci oznacza wspolng war-
toé¢ wszystkich granic lim,, a,,, , niezalezna od ciagu indekséw m,, — oco.

Twierdzenie 4.3.7. Dla kazdego ciggu liczbowego zbieznego (an)nen @ do-
wolnego ciggu liczb naturalnych m = (my)nen dazacego do 0o, ciqg (am,, )nen
jest zbiezny i zachodzi rownosé

lim a,,, = lima,.
n n

Dowdd. Niech g = lim,, a,,. Dla dowolnego € > 0 istnieje indeks k, € N taki,
ze |a, — g| < e dlan > k,. Z rozbieznosci ciagu m wynika istnienie indeksu
k., € N takiego, ze dla wszystkich n > k,, zachodzi nieréwnos$¢ m,, > kg,
a zatem

lam, —g| <e, jesli tylko n > ky,. U

Zachecamy czytelnika do sprawdzenia, czy podana w twierdzeniu réow-
nos¢ zachodzi takze dla granic niewlasciwych.

Whrew pozorom, operacje korzystajace z ciagéw rozbieznych w kontro-
lowany sposéb, czyli majacych granice niewtadciwe, nie sa bezprzedmiotowe
i mogg prowadzi¢ do waznych skoriczonych wynikow, o czym $wiadczy np.

Twierdzenie 4.3.8. Dla dowolnego ciggu liczbowego (an)nen Tozbieinego
do oo zachodzq rownosci
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. 1 \an
lim (1 + a) =e, oraz (4.17)
. 1y 1

Dowdd. Ciag dazacy do oo ma prawie wszystkie wyrazy wieksze niz 1;
bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zatem zatozyé¢ nierownosé a, > 1 dla
wszystkich n. Przyjmujac m,, = |a,| dla n € N, konstruujemy rozbiezny
do oo ciag liczb naturalnych spelniajacy warunek

my, <a, <m,+1 daneN.

Korzystajac z monotonicznosci potegi o wyktadniku rzeczywistym opisanej
w Stwierdzeniu 23] otrzymujemy zatem nieréwnosci

(1+ mn1+ 1)mn <(1+ ai)an <(1+ i)mnﬂ,

n mnp

czyli
sl ) )T ()T ()

Z Twierdzenia B:3.211 Twierdzenia 3.7 dla ciagéw (my,) i (my, + 1) wynika,
ze skrajne wyrazy w powyzszej nierownosci daza do wspdlnej granicy —

liczby e.
W dowodzie istnienia granicy ([@I8]) korzystamy z analogicznych nieréw-
nosci

1 1 \mn 1\an 1 mn+1 1
(1—m—n>(1—m—n) < (1—5) < (1—mn+1> (Hm—n)-
Ostateczna konkluzja wynika w obu przypadkach z Twierdzenia o 3 ciagach.

O

4.4 Ciagi Cauchy’ego

Definicja[3.2.2]1 twierdzenia charakteryzujace granice ciggu jako liczbe spel-
niajacg pewne warunki zakladaja, ze wielko$¢ g = lim, a, jest w jakims
sensie znana, a przynajmniej przewidujemy jej wartos¢. W sytuacji, gdy
nie mamy ,kandydatki” na granice ciagu, szczegdlnie wazna okazuje sie we-
wnetrzna charakteryzacja zbieznosci, pochodzaca od Cauchy’ego.

Definicja 4.4.1. Cigg liczb rzeczywistych (an)nen jest ciagiem Cauchy’ego
lub spetnia warunek Cauchy’ego, jesli dla kazdej liczby € > 0 istnieje k € N
takie, Ze

lam — an| < e dla wszystkich m,n > k.
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Cwiczenie 4.4.1. Na to, by ciag (a,) byl ciagiem Cauchy’ego potrzeba
i wystarcza, by spelnial pozornie stabszy warunek

Ves0Tken |an - CLk| <e dlan>k. (419)

Twierdzenie 4.4.1. Dowolny ciqg liczbowy a = (an)nen jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy jest ciggiem Cauchy’ego.

Dowadd. Jedli ciag a jest zbiezny do liczby g, to dla kazdego € > 0 istnieje
indeks k € N taki, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosc |a, —g| < 5.
Dla dowolnych liczb naturalnych m,n > k mamy zatem

|am_an|<|am_g|+|g_an|<6’

co oznacza ze a jest ciggiem Cauchy’ego i potwierdza, ze jest to warunek
konieczny zbieznosci.

Zal6zmy teraz, ze ciag a spelnia warunek Cauchy’ego w (pozornie) stab-
szej postaci ([£19). Biorac € =1, stwierdzamy ograniczono$¢ ciggu — w ta-
ki sam sposéb, jak w dowodzie ograniczonosci ciagu zbieznego (Twierdze-
nie B23)). Zgodnie z Twierdzeniem ELT.7], wystarczy wykazaé réwnosé gra-
nicy dolnej i granicy gérnej ciagu. Z zalozenia, dla dowolnego € > 0 istnieje
indeks k € N taki, ze

ap —e < ap <ap+e dlan>k.
7 Wniosku .1.2] wynikajg zatem nieréwnosci

ar — € < liminfa, <limsupa, < arp +¢
n n

oraz ) o
0 < limsup a,, — liminf a,, < 2¢.
n n

Wobec dowolnosci € > 0 oznacza to réwnosé liminf,, a,, = lim sup,, a,,, czyli
zbieznos¢ badanego ciagu. O

Pierwszym zastosowaniem ciagéw Cauchy’ego jest dla nas nastepujacy,
pomocniczy wynik, uzupetniajacy konstrukcje potegi o wyktadniku rzeczy-
wistym (por. Definicja [Z3T]) o jawny wzér — w postaci granicy.

Lemat 4.4.2. Jesli liczba a jest dodatnia, zas x jest dowolng liczbg rzeczy-
wistq, to dla kazdego ciggu (pp)nen zloZonego z liczb wymiernych i zbieznego
do x cigg poteg (aP)nen jest zbieiny i zachodzi réwnosé

lim aP” = a”.
n
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Dowdd. Niech a>1. Zgodnie z zalozeniem rozwazmy dowolny ciag p, €Q,
n € N, zbiezny do z € R. Zbieznos$¢ implikuje ograniczonosé¢ p, < M dla
n € N i pewnej liczby naturalnej M. Poniewaz p jest ciagiem Cauchy’ego,
dla kazdego k € N istnieje n, € N takie, ze |pp, — pn,| < %, dla wszystkich
n > ni. W zaleznoSci od tego, ktéra z liczb p,, p,, jest wigksza, prawdziwe
jest oszacowanie

. . B a,p"k (apn*pnk _ 1) M 1 Ma’ —1
|a? _apk‘_{apn(apnkpn_l)}ga @k 1) <e ko’

gdzie korzystamy z wlasnosci potegi o wykladniku wymiernym (wn. 224
oraz ze Stwierdzenia 2Z2Z3|(ii). Z uzyskanej nieréwnosci wynika, ze potegi aP»
tworzg dla n € N ciag Cauchy’ego, a zatem istnieje granica g = lim,, a?".

Aby wykazaé réowno$é g = a®, wybierzmy w ciagu (p,)nen podciag
(P )nen taki, ze dla kazdego n € N zachodzi nier6wnosé |p,, —z| < +. Na
mocy Wniosku prawdziwa jest implikacja

1 1

1 1 1 1
pmn ——<r< pmn + - = a/pmn*n < al‘ < a/panrn
n n

dla wszystkich n € N, przy czym skrajne ciagi maja te sama granice

1 . .
lim a?™n =% = lim o™ /lim {/a = g, i
n n n
SR .
lim a?™ % = lim a?™ - lim ¥a = g.
n n n

Roéwnosé g = a® wynika zatem z twierdzenia o trzech ciagach.
Dla a = 1 teza lematu jest oczywista. W przypadku, gdy a € (0,1),
korzystamy z wykazanej wyzej réownoéci granic dla b = a~!. Otrzymujemy

liTan aPr = 1i71En b~Pr =p77 = qa”. O

4.5 Funkcja wyktadnicza — wtasnosci

Korzystajac z Lematu mozemy teraz zakonczy¢ proces definiowania
i badania wtasnosci potegi o dodatniej podstawie i dowolnym wyktadniku
rzeczywistym. Podstawowym problemem byto stopniowe rozszerzanie zbioru
dopuszczalnych wyktadnikow — poczawszy od liczb naturalnych, poprzez
liczby catkowite i wymierne, az do dowolnych wartosci rzeczywistych.

Definicja 4.5.1. Dla dowolnej liczby a > 0 funkcje, ktora dowolnej liczbie
x € R przypisuje wartosé potegi a® € R, nazywamy funkcja wykladnicza
o podstawie a.
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Rysunek 4.1: Funkcje wyktadnicze dla réznych podstaw

Niejako przy okazji otrzymalismy takze funkcje potegowe, postaci % dla
x> 0,a € R. Zajmiemy sie nimi dokladniej w podrozdzialach 10321

Twierdzenie 4.5.1 (O potegowaniu). Dla a,b > 0 i dowolnych liczb rze-
czywistych x,y zachodzqg rownosci

AtV = . aY, (ab)* =a® - b* i (a®)Y = a™v. (4.20)

Dowdd. Dla z,y € R ustalmy ciagi liczb wymiernych (pp)nen 1 (¢n)nen
takie, ze x = lim,, p,, i y = lim,, ¢,,. Korzystajac z Wniosku Z2.4] i udowod-
nionego wyzej lematu, otrzymujemy réwnosci

a*¥ = lim a’" T = lim (a™ - a™) = a” - @Y,
n n

ore (ab)® =lim(ab)’* = lim (aP" - bP") = a” - b",
n n
dla dowolnych a,b > 0.
Dla dowodu ostatniej z rownosci zauwazmy, ze jest ona prawdziwa, gdy
=0 1lub y =0, oraz w przypadku x = p € Q, gdyz wéwczas

(@?)¥ = lim(a?)™ = lim o™ = V. (4.21)
n n

Rozwazajac teraz dowolne x,y € R rézne od 0, przyjmujemy a > 1 i zakla-
damy dodatkowo (ograniczajac si¢ ewentualne do stosownych podciagéw),
ze dla kazdego n € N zachodza nieréwnosci
1

<x<pn+g 1 gn—

1
<Y< gn+—.
n

S|
S|

Pn —

dla n € N. Ze zbieznosci ciagéw wnioskujemy, ze dla prawie wszystkich n
liczby p, + % iqy,=* % maja ten sam znak co, odpowiednio, x i y. Mnozac
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oszacowanie dla x przez y, w zaleznosci od znaku liczby y otrzymujemy

zatem nieréwnosci

)
)

co mozemy w jednolity sposob zapisa¢ w postaci

(Pn —

n (pn + L)y, gdy y >0, albo
(pn + 1

(Pn— )y, gdy y <0,

VAN/AN

Y
Ty

VAN

S=3=

Y
Y

( n — Sgr;(y))y <y < (pn + Sgr;L&)y

Takie same, zalezne od znaku y, czynniki pojawiaja sie, je$li strony nie-
1 1

réwnoéci aP~7) < a® < a®Pt) podniesé do potegi y i skorzystaé ze

Stwierdzenia 223l Wobec réwnoscei ([21) wynika stad

sgn(y)

_ sgn(y)
Pn n )y < (aa:)y < a(pn+ Py )y

a(

)

i konsekwentnie, zaleznie od wspdlnego znaku z i liczb p,, + %,

P B =25 (o) ¢ B (an+ )
dla prawie wszystkich n € N. Zgodnie z Lematem 432 z twierdzenia
o trzech ciagach otrzymujemy teze a™¥ = (a*)¥ — o ile a > 1.

Poniewaz pozostal nam dowéd w przypadku 0 < a < 1, skorzystamy

z udowodnionej wczedniej réwnosci a” - (é)z =1, a wiec

LY qaasoizer (4.22)
(

Mamy zatem

co koniczy dowod. U

Przedstawiony tu proces konstrukcji funkcji wyktadniczej o dowolnej
podstawie @ > 0 zamyka klasyczne twierdzenie charakteryzujace funkcje
wykladnicza, ktorej podstawa jest liczba Fulera e.

Twierdzenie 4.5.2. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi rownosé

e =lim (1+ %)" (4.23)
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Dowdéd. Rozwazmy przypadek x > 0. Z wlasnosci (£20) wynika tozsamosé

(1+ %)n = (1+ %)W — ((1 + i)an)m

dzie a = (2 jest ciagiem rozbieznym do co. W przypadku, gdy x <0,
&) r/neN

dla a, = (&

I mamy z kolei

(15 = (-5

przy czym zgodnie z Twierdzeniem A3.8] lim,, (1 + %)a" = ™!, Poniewaz

)nGN

przypadek x = 0 jest oczywisty, réwnosé¢ ([{23) wynika z udowodnionego
nizej ogolniejszego Stwierdzenia 541 O

Whiosek 4.5.3. ¢ > 1+ z dla v € R. Dla dowolnego n € N prawdziwa
jest nieréwnosé

> (1+2)" geslix>—n. (4.24)
n
Dowdd. Z Wniosku [L24] wynikaja nieréwnosci
(1+ %)n >14+z, jesliz> —n,

dla kazdej liczby naturalnej n. Ustalajac dowolne x € R i przechodzac do
granicy otrzymujemy stad nieréwnosc e* > 1+ x. Jesli tym razem ustalimy
n € N, to dla z > —n z nieréwnosci

. . n
wynika relacja e” > (14 £)" > 0. O

Cwiczenie 4.5.1. Poréwnaé¢ na wspélnym wykresie funkcje wystepujace
w nieréwnosci ([@24]) — dla réznych wartosci liczby n € N.

Stwierdzenie 4.5.4. Dla dowolnego zbieznego ciggu liczbowego b = (by, )nen
1 dowolnej liczby rzeczywistej x,

(i) jesli lim, b, >0, to lim,b," = (lim,b,)", oraz

(ii) jesli x>0, lim,, b, =0 i wyrazy ciggu b sq nieujemne, to lim, b,* =0.

Dowdd. Ze wzgledu na tozsamosé a=% = a%c i wlasnosé (iv) podana w Twier-

dzeniu B 4.1], mozemy ograniczy¢ sie w dowodzie do przypadku x > 0. Jesli
lim,, b, = g > 0, to istnieje indeks k;, € N taki, ze nieréwnos¢ b,, > 0 zacho-
dzi dla n > kj, a zatem poprawnie zdefiniowany jest ciag poteg (b,%)n>k,
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i mozna bada¢ jego zbieznosé. Z algebraicznych wlasnosci potegi wynika
tozsamosé )
x
b,* —g* =4g" ((—") — 1) , dlan >k,
g

w ktérej podstawy potegi tworza ciag ¢ = (bjn)n%b zbiezny do liczby 1.
Dla dowodu (i) oznaczamy m = |z| + 1 € N i rozwazamy dowolna liczbe
e € (0, %) 7 wtasnoéci lim,, ¢, = 1 wynika istnienie indeksu k > k;, takiego,
ze |en, — 1| < g, dlan > k. Stad takze

1
l—e<ce, <l+e< —,
1—¢

1
—me’
nieréwnosé¢ ta pozwala na bezposredni dowdd zbieznosci ¢,* — 1 (z Defini-
cji BZ2 - ¢éwiczenie), zamiast tego skorzystamy jednak z Wniosku LT4Yi),

co prowadzi do nieréwnosci

a wiec, zgodnie z Wnioskiem 233, 1 —me < ¢,* < 7 Wprawdzie

1
1 —me <liminf¢,” < limsupc,” <
n n 1 —me

prawdziwej dla kazdej, dostatecznie malej liczby € > 0. Oznacza to réwnosé

xT

granic liminf, ¢,* = limsup,, ¢,* i w konsekwencji zbieznos¢ lim,, ¢,* = 1.

Stad
b, \T
lim(b,* — ¢* :gzlim<—n —1):0,
m(ba” —g") = g"lim ( (')

co konezy dowdd wlasnosci (i). W przypadku opisanym w (ii), gdy lim,, b, =0,
dla dowolnego € > 0 rozwazamy liczbe ¢/ = e > 0. Ze zbieznofci ciagu do 0
wynika istnienie indeksu k € N takiego, ze 0 < b, < &’ dla n > k. Wowczas
takze 0 < b,” < ¥ = ¢, co oznacza zbieznosé b,* — 0. O

Udowodniona wyzej wlasno$¢ oznacza, ze potega o wykltadniku rzeczywi-
stym jestciggla wzgledem podstawy. Temat cigglosci jest szczegdtowo opisany
w dalszych podrozdziatach dotyczacych funkcji.



Rozdziat 5

Do szeregul!

5.1 Szeregi liczbowe

Posréd ciggdéw badanych w poprzednich podrozdziatach tatwo wyrdznic te,
ktorych wyrazy sa sumami coraz wiekszej liczby mniej lub bardziej podob-
nych sktadnikéw. Stad

Definicja 5.1.1. Dla dowolnego ciggu liczbowego a = (ap)nen, cigg sum
czesciowych Y a = (3 ap)nen 0 wyrazach

n
Zan:Zak:al—i—...—i—an,
k=1

dla n € N, nazywamy szeregiem (liczbowym) o wyrazach a,,n € N. Jesli

ciqg sum czeSciowych jest zbieiny, szereg nazywamy zbieznym, a liczbe

[e.e] n
Zanzli};nZanzli};nZakER (5.1)
n=1 k=1

nazywamy suma szeregu. Istnienie stosownej granicy niewlasciwej dla szere-
gu zapisujemy zgodnie z przyjetym wyzej oznaczeniem jako Y o> | an = £00.

Zbieznosé szeregu (> an)nen nie jest nowym pojeciem i nie wymaga
odrebnej definicji. Whbrew utartemu, ale ktopotliwemu zwyczajowi, propo-
nujemy odrebne (choé¢ podobne) oznaczenia dla sumy szeregu i dla samego
szeregu — niezaleznie od jego zbieznosci.

Uwaga 5.1.1. Szereg liczbowy jest inng forma zapisu ciagu. Kazdy ciag
liczbowy = = (2, )nen moze by¢ jednoznacznie zinterpretowany jako szereg
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(n)nen = (X0 an)nen, gdzie a1 = 1 1 a = zp — 21 dla n > 2. Jesli sa
zbiezne, cigg i odpowiadajacy mu szereg maja te sama granice

nlLr%o Ty = hm Ty = Z Qnp-

Spojrzenie na ciagi jako na szeregi, w ktorych o zbieznoéci i ewentualnej
granicy (sumie) decyduja przyrosty pomiedzy kolejnymi wyrazami ciagu,
przyniosto wiele waznych metod badawczych i obliczeniowych. Podstawowe
koncepcje specyficzne dla szeregéw stanowia tres¢ biezacego podrozdziatu.

Przyktad 5.1.1. Szeregi ktore zbadalismy do tej pory:

(i) @ = =] + 32021 g+ — rozwinigcie dziesigtne dowolnej liczby x € R;

ii 1 — szereg harmoniczny, rozbiezny do oo;

( ) (Z TL)TLEN g y) y 9

(iii) (X #)nEN — szereg harmoniczny stopnia 2, zbiezny;

(iv) 14+ ZZO pat = 1% — szereg geometryczny, zbiezny dla a € (—1,1);
1+ = e — szereg zbiezny do liczby Eulera.

( ) n= 1 nl g Yy y

Uwaga 5.1.2. Przyklady wystepujace w Analizie sygnalizuja potrzebe do-
puszczenia do rozwazan szeregdéw i ciagow okreslonych dla indekséw na-
turalnych lub ogélniej ze zbioru N U {0} poczawszy od pewnej wartosci
poczatkowej m > 0. Proponujemy oznaczenia

(@n)nzm, (D)o OTAZ Y an= ) an (5.2)

n=m
odpowiednio dla ciagu o wskazanym zbiorze indekséw, dla szeregu ztozonego
z sum czeSciowych Y 7_ ar,n > m, i dla granicy (czyli sumy szeregu)
w przypadku, gdy szereg jest zbiezny.

Przyktad 5.1.2. Szereg (> ﬁ)n>2 jest zbiezny i

(e 9]

S o Y (- D)

n=2
Inaczej niz granice ciagdéw, sumy szeregdw zaleza od wszystkich sktad-
nikéw.
Stwierdzenie 5.1.1. Dla m > m/ szereg (Zan) .. Jest zbieiny wtedy
1 tylko wtedy, gdy zbieiny jest szereq (Zan)n>m,, przy czym

m—1

o o0
Z ap = Z an—l—Zan.
n=m’'

n=m’' n=m O
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Whniosek 5.1.2. Jesli szereg Y a jest zbiezny, to lim, > 5o, ar = 0. U

Poniewaz zbieznos¢ szeregu nie zalezy od ,,punktu startowego”, w twier-
dzeniach dotyczacych zbieznosci mozemy (i bedziemy) ograniczaé¢ sie do
klasycznego zakresu indekséw n € N lub, w szczegdlnych przypadkach tzw.
szeregow potegowych, n = 0.

Niektore z poznanych witasnosci granic ciagéw maja swoje naturalne
konsekwencje dla szeregow.

Stwierdzenie 5.1.3 (Liniowos$¢). Jesli szeregi (3 an)nen @ (3 bn)nen s@
zbiezne, to dla dowolnych liczb o, € R szereg (3 (aan + by))
zbiezny i zachodzi réwnosé

i(aan + (b,) = aian —i—ﬁibn.
n=1

n=1 n=1

neN jest

Dowdd. Teza wynika z oczywistych réwnosci dla sum czeéciowych
n n n
Z(aak—i—ﬁbk) :aZak—i—ﬁZbk, dlan € N,
k=1 k=1 k=1

oraz z prostych algebraicznych wtasnosci granic (tw. B-AIN(i) i B45(i)). O

Stwierdzenie 5.1.4 (Laczno$é sumy szeregu). Jesli szereg (Y ap)nen jest
zbiezny, to dla dowolnego rosngcego ciggu liczb naturalnych m = (my)nen
szereg (- by )nen 0 wyrazach

mi Mn+1
bi=> ar, bup1= Y, ap dlaneN,
k=1 k=mn—+1

jest takze zbiezny i zachodzi rownosé sum Y 02 by =Y 02 ap.

W zapisie mniej formalnym suma szeregu (3 by, )neny wynosi

o0
> b = (a1+ - Famy)F(@mepat - A my) - A (@1 F O, )

n=1

Dowdd. Dla szeregu (3 ap)nen = (Sn)nen Opisanego poprzez zbiezny ciag
sum czesciowych, sumy czeSciowe szeregu (3 by, )nen,

k=1

stanowia podciag (Sm, Jnen — zbiezny na mocy Twierdzenia E3T[(1). O

(2

Gp = Sm,, dlaneN,

k=1
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Uwaga 5.1.3. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, co wida¢ na przy-
ktadzie rozbieznego szeregu (>(—1)"),en. OczywiScie, z rozbieznosci sze-
regu otrzymanego z (Y an)nen po odpowiednim pogrupowaniu skladnikéw
wynika rozbieznosé¢ wyjsciowego szeregu.

()™

Przyktad 5.1.3. Szereg anharmoniczny (Y ) pen Jest zbiezny. Istot-

nie, nieréwnosci

Son < S2p + (ﬁ—ﬁ) = S2n+42 = S2nt1 —ﬁ
< S2p+1 = S2n—1 — (%—ﬁ) < S2p-—1

dla n € N dowodza, ze sumy czesciowe o indeksach parzystych tworza ciag
rosnacy (Son)nen ograniczony z gory przez kazdy z wyrazéw ciagu male-
jacego (S2n—1)nen. Z definicji kresu gérnego g = sup,, s2, wynika, ze dla
kazdego € > 0 istnieje liczba k € N taka, ze g — e < s9, < g, jesli tyl-
ko n > k. Zastepujac ewentualnie k przez K = max{k, 2_15} i korzystajac
7 16Wnosci Sop41 = Son + ﬁ, otrzymujemy dla n > K

g—¢e < Sy < Sopy1 < g+ <g-+e,

2n+1

_1\n—1
ot

Powtarzajac przedstawione wyzej rozumowanie otrzymujemy

gdzie ﬁ < % < e. Zatem granica lim,, s,, istnieje i Y o2 ;

Stwierdzenie 5.1.5 (Kryterium Leibniza). Szereg naprzemienny czyli sze-
reg (3 (=1)"Ya,)nen, taki ze a, > 0 dla n € N, jest zbieiny, jesli cigg
(an)nen jest monotonicznie zbiezny do liczby 0. W takim przypadku zacho-
dzi nierownosé

n

o
‘ Z(—l)k_lak. — Z(—l)k_lak‘ <apt1 dlaneN. (5.3)
k=1 k=1

Dowod. Podobnie jak w dowodzie zbieznosci szeregu anharmonicznego spraw-
dzamy, ze ciag parzystych sum czeSciowych (Sox)ren jest rosnacy, a ciag
sum nieparzystych — malejacy, przy czym wspolna wartos¢ g = supy, Sor =
infy, sop_1 jest suma szeregu. Z nieréwnosci sof < g < Sopy1 < Sor—1 dla k € N
wynikaja oszacowania btedu

0 <sop—1—9 < Sop—1—2k = a2k 1 0 <g—sop < Sopq1— 52k = Aokt1-]

Uwaga 5.1.4. Zaréwno rozbiezno$é szeregu harmonicznego (> %)nGN jak
(_1)n—1

n
Whniosek — oceniane sg jako wolne. Korzystajac z komputera mozna

i zbiezno$é szeregu anharmonicznego (> Jnen do liczby In(2) — por.
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sprawdzi¢, ze suma 1 mld = 1000000000 sktadnikéw kazdego z szeregdw
daje w przyblizeniu liczby
109 109 (_1)71—1
— ~ 21,30048150235 —_—
> : > —%

n=1 n=1

~ 0,69314718006

przy czym pierwsza z sum bardziej przypomina liczbe In(10%) = 20,7232658...
niz nieskonczono$é, a druga jest zgodna z In(2) = 0,69314718055... na za-
ledwie (az?) 9-ciu kolejnych cyfrach rozwiniecia dziesietnego. Wprawdzie
dowdd kryterium Leibniza korzysta z mozliwosci laczenia w pary sasiednich
wyrazow szeregu o roznych znakach, co redukuje o potowe liczbe sktadnikéw
i przyspiesza w pewnej mierze obliczenia numeryczne, ale nie poprawia to
uzyskanej doktadnodci.

Dla poréwnania proponujemy skorzystaé¢ z nieréwnosci ([3.16]) i wskazaé
liczbe sktadnikéw wystarczajacych do wyznaczenia z podobng doktadnoscia
liczby e.

Przyktad 5.1.4. Korzystajac z tacznosci (Stwierdzenie B.1.4]) mozemy cza-
sami przyspieszy¢ zbieznosé szeregu naprzemiennego. Proponowana metoda
polega na podziale co drugiego z wyrazéw szeregu i rozwazeniu szeregu o wy-
a2n—1 a2n+1

2

razach postaci b, = 5= —ag, +

e ay e
St S
n=1 n=1

Dla szeregu anharmonicznego wyznaczamy

dla neN, przy czym oba szeregi sa
zbiezne i

b — 1 1 L 1 B 1
" 22n—1) 2n 22n+1) (2n—1)2n(2n+1)’
co daje réwnosé s = %—i— %23 + 3,}1—.5 + ﬁ +... . Dla oceny tempa zbieznosci

otrzymanego szeregu mozemy skorzysta¢ z nieréwnosci

by =

4n?—1 2n 1 1 1
@n-1)%202n+1)? = @n—12@nt1)? Z((Qn—1)2 a (2n—|—1)2)

dla n € N, z ktérej wynikaja oszacowania

1 1 1
Z by, = lim Z be < lim 7 ((2n+1)2_(2m+1)2):4(2n+1)2’

k=n+1 k=n+1

oraz

—+Zbk<3 % Zbk—i- 1) (5.4)
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Otrzymane w ten sposéb oszacowanie liczby s przez skonczona sume pozwala
istotnie ograniczy¢ liczbe sktadnikéw. Blad mniejszy niz e = 10~ otrzymu-
jemy juz wtedy, gdy m < e, a wiec dla n > 7906 (dla oryginalnego
szeregu anharmonicznego potrzeba bylo n = 10? sktadnikéw). Okazuje sie,
ze przy okazji dostaliSmy duzo lepsze przyblizenie sumy s i jest nim wyra-
zenie B, = % + > b + m stojace po prawej stronie nieréwnosci
(E4). Istotnie, nieréwnosci

b 1 >L>i( 1 _ 1 )
" 2m(An2—1) 7 83 T 16\n(n+1) (n+1)(n+2)

dla n € N prowadza do oszacowania ) 22, | by > T co w pola-

1
n+1)(n+2)°
czeniu z (B.4]) daje

1 1 _ 8n+7 1 1
Bn=5 < q@nr? ~ er)m) 6@ )2 (i) (nT2) <~ 2@nt)2(n+2) <~ &3

Wiynikajace stad oszacowanie btedu przyblizenia s ~ B,,,

( Zbk—i— e +1)) s<8—ig, (5.5)

pozwala uzyskaé¢ blad |B,, — 3\ < e dla n > 500 sktadnikéw.

O tym, ze blad otrzymanego przyblizenia jest jeszcze mniejszy, mozna
. , . . __ aon a2n+2
si¢ przekona¢, rozwazajac szereg o wyrazach ¢, = % —ag, 1+ =5 dla
n € N, przy czym oba szeregi sg zbiezne i

Z(—l)”_lan =a -5 - Z Cn-
n=1 n=1

Dla szeregu anharmonicznego mamy

1 1 1 1
S gl TAmtD)  dn(nrDEnt D)
B 2n +1 - 2n +1 _1(1 1 )
Cdn(n+1)(4n? +4n+1) " 16n2(n+1)2 16\n2  (n+1)2/’
co prowadzi do oszacowania
1
s> C :_—Z k_i—f—l)Q dla n € N, (56)
a wiec C), < s < By, gdzie
1 1 1 1 1
B,-Ch=1—-+-—...— —
v 23 2n+2(2n+1)+4(2n+1)2
1+1 1-1— +1 ! + ! + !
2 3 77 2n 2n+1 4(n+1) 16(n+1)?
1

16(n + 1)2(2n + 1)2 = 6ant’
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Kazde z wyrazen B,, i C), przybliza zatem sume s szeregu anharmonicznego
z dokladnoécia € = 1077, jedli tylko 64n* > 10°, tzn. dla n > 63. Latwy
do policzenia $rodek A,, = %(Bn—}—C’n) przedziatu [C,, B,] przybliza sume s
z co najmniej dwukrotnie mniejszym bledem. Zatem |A,—s| < ﬁ;, co jest
wielkoscia mniejsza niz € dla n>53. Obliczenia numeryczne wykonane dla

n 1 1
Ap = +;bk+74(2n+1)2(1_78(n+1)2)
n 1
- _;C’“_ 6(n +

B=lw N

.

1 1)2 2(2n +1)2

pokazuja, ze faktyczny btad |A, —In(2)| dla n = 53 wynosi ok. 1,74 - 10711,
a jest mniejszy od € = 1079 juz dla n > 24.

5.2 Kryteria zbieznoSci

Podstawowy zestaw kryteriow zbieznosci szeregéw zawiera

Twierdzenie 5.2.1. Niech (ay,)nen bedzie dowolnym ciggiem liczbowym.
(i) Warunek konieczny: Jesli szereg (3 an)nen jest zbiezny, to lim,, a,, =0.

(ii) Warunek Cauchy’ego: Szereg (3 an)nen jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej liczby € > 0 istnieje indeks m taki, Ze

n
‘ Z ak‘ < e dla wszystkich n > m.
k=m

(iii) Zbiezno$¢ bezwzgledna: Jesli szereg (3 |an|)nen jest zbieiny, to
zbiezny jest tez szereg (3 an)nen-

(iv) Ograniczono$é: Jesli prawie wszystkie wyrazy ciggu (ay) s¢ nieujem-
ne, to szereg (3 an)nen jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony.

Dowdd. (i) Poniewaz sumy czedciowe s, = Y p_; ax, n € N, wiaze zaleznosé
an=35n—5n—1 dla n > 1, ze zbieznosci szeregu wynika istnienie granicy
lima,, =lims, —lims,_1 = 0.
n n n

Zgodnie z Twierdzeniem [.4.T] zastosowanym do ciggu sum czesSciowych
Sp = Y.p—q 0k, n € N, warunkiem réwnowaznym zbieznosci szeregu jest
to, by dla kazdego £ > 0 istniala liczba — nazwijmy ja m’ € N — taka,
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ze |sp — spy| < g, jesli tylko n > m/. Dla zakonczenia dowodu wlasnosci
(i) przyjmujemy m = m’ + 1, co daje réwnowazny warunek, w ktérym
Sp = Sm/ = ZZ:m ag.-

Opisane w warunku Cauchy’ego sumy spelniaja nierownosé

n

n
} > ak‘ < axl,
k=m k=m

z ktérej wnioskujemy wilasnosé (iii) méwiaca, ze zbieznosé szeregu (> ap, )nen
wynika ze zbieznodci szeregu wartosci bezwzglednych.

Kryterium ograniczonosci (iv) dla szeregéw o wyrazach nieujemnych jest
prostym wnioskiem z Twierdzenia [3.2.4] o zbieznosci ciaggéw monotonicz-
nych. U

Mimo swej prostoty, kryterium ograniczonosci pozwala na uzyskanie
waznych, niebanalnych wynikéw, o czym $wiadczy

Stwierdzenie 5.2.2. Szereg harmoniczny stopnia a € R

()

jest zbiezny dla a > 1 i rozbiezny do oo, gdy a < 1.

Dowdd. Niech s oznacza ciag sum czedciowych s, = > ), kia, dla n € N.
Zauwazmy, ze dla a > 1 podciag (s2n_1)nen jest ograniczony, co wynika

z nieréwnosci

82"—1=1+(%+1>+(1+...+i)+...+(;+...+71 )

30) T \qa 70 (2n—1)a (2 —1)a
1 1 1 1 1 1
<1+ (ﬁ—i_@) + (4—a+—|—E) + ...+ (W‘f“i‘m)
2 4 2n71 1
:1+§+E+"'+(2n—l)a<1_21—d<oo’

dla a > 1. Stad — ograniczonos$¢ szeregu (por. ¢w. [L3.1).
W przypadku a < 1 ma miejsce oszacowanie z dotu

1 1
sp>1l4+=4...+—,
2 n
co dowodzi nieograniczonosci badanego szeregu. O

Szeregi, ktorych zbieznoéé wynika z kryterium zbieznoéci bezwzglednej
(iii), zastuguja, jak sie niebawem przekonamy, na szczegblna uwage i wyr6z-
nienie. Stad
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Definicja 5.2.1. Szereg (3 an)nen nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli
szereg wartosci bezwzglednych (3 |an|)nen jest zbiezny. Szereg (3 an)nen
jest warunkowo zbiezny, jesli jest zbieiny, ale nie — bezwzglednie zbiezny.

Z polaczenia kryteriéw (iii)—(iv) z Twierdzenia B.2.1] otrzymujemy

Whniosek 5.2.3. Szereg (3 an)nen jest bezwzglednie zbieiny <= szereg
(3" |an|)nen jest ograniczony. Kazdy szereg bezwzglednie zbieiny jest zbiez-
ny. [

Whniosek 5.2.4 (Kryterium poréwnawcze). Jesli wyrazy ciggow (ap)nen
oraz (bn)nen spetniaje warunek

0 < |an| < b, dla prawie wszystkich n € N,

to szereg (- an)nen jest bezwzglednie zbieiny, o ile szereq (3 bn)nen jest
zbiezny. [

Przyktad 5.2.1. Szereg (> %)n o Jest zbiezny dla kazdej liczby x 7z prze-
dziatu [-1,1), a rozbiezny, gdy = = 1 lub |z| > 1. Istotnie, zbieznos¢ dla

|z| < 1 wynika z kryterium poréwnawczego i nieréwnosci
" n
‘—‘ <l|zl*, dlaneN,
n

natomiast przypadki x = 1 (szereg harmoniczny — rozbiezny) i x = —1
(szereg anharmoniczny — zbiezny) zostaly juz wyzej zbadane.

W przypadku, gdy |z| > 1, mozemy skorzysta¢ z Wniosku [L24] co daje
|z|™ > 14+ n(|z] — 1), a wiec

n
=] > fal 1> 0.
n

Badany szereg nie spelnia zatem warunku koniecznego zbieznosci.

Przedstawione w przykladzie rozumowanie dla |z| < 1 ma zastosowa-
nie dla dowolnych szeregéw o wyrazach ograniczonych, a wiec niekoniecz-
nie zbieznych. Stad koncepcje bardziej szczegdétowych kryteriéw pordwnaw-
czych.

Twierdzenie 5.2.5 (Kryterium d’Alemberta). Szereg liczbowy o wyrazach
niezerowych (an)nen jest zbieiny bezwzglednie, jesli granica gorna ciggu ilo-
razow wyrazow sgsiednich spelnia nieréuwnosé

lim sup ’“"*1’ <1, (5.7)
n a/n
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tzn. jesli istnieje indeks k € N ¢ liczba dodatnia r < 1 taka, Ze

]
an

<r  dla wszystkich n > k. (5.8)

Jesli natomiast istnieje v > 1 takie, Ze |aZ—:1‘ > r dla wszystkich n > k,

czyli

liminf‘anﬂ‘ > 1, (5.9)
n an

to szereg (> an)nen jest rozbieziny.

Whniosek 5.2.6. Jesli w kryterium d’Alemberta istnieje granica (skornczona

lub niewlasciwa) g = lim,, |a2;rl ‘, to szereg jest zbiezny bezwzglednie, gdy
g <1, a rozbiezny w przypadku, gdy g > 1. O

Laczac kryterium d’Alemberta z warunkiem koniecznym zbieznosci otrzy-
mujemy takze

Gn+41
an,

Whniosek 5.2.7. Jesli limsup‘ } <1, to lima, = 0. ]
n n

Dowdd Twierdzenia [5.2.3 Twierdzenie podaje warunek dostateczny bez-
wzglednej zbieznosci badanego szeregu — w dwu réwnowaznych sformuto-
waniach odwolujacych sie bezposrednio do definicji granicy gérnej. Réwno-
waznosé wynika zatem np. z Wniosku T2l Zalézmy, ze ciag (a,)nen spelnia
warunek (B.8]). Zachodzi wéwcezas nieréwnosé |ag11| < 7|ag|, a zatem takze
|akt2| < rlagii| < 7%|ag| i ogblnie

lantk| < 7"ag| dlaneN,
co sprawdzamy korzystajac z zasady indukcji. Otrzymana nieréwnosé

nloxl

dlan >k
e an

lan| < r

oznacza, ze badany szereg spelnia kryterium poréwnawcze — wzgledem sze-
regu geometrycznego o ilorazie r — a wiec jest zbiezny.

Nieréwnosé¢ (0.9) implikuje rozbieznosé szeregu, ktéry w tym przypadku
nie spelnia koniecznego kryterium zbieznosci: |a,ir| = r"|ag| > |ax| dla
n > k. O

Udowodnione w poprzednim podrozdziale, dos¢ oczywiste kryterium Le-
ibniza dla szeregéw naprzemiennych doczekalto sie kilku istotnych uogélnien,
ktorych wspoélna cecha jest to, ze dotycza szeregdw niekoniecznie bezwzgled-
nie zbieznych, a ich wspdlna podstawa jest
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Lemat 5.2.8 (Przeksztalcenie Abela). Dla dowolnych dwu ciggéw liczbo-

wych (ap)nen @ (bp)nen oraz liczb naturalnych m < n zachodzi réwno$é

i akbk = ( i ak>bn+( nil ak) (bnfl—bn)ﬂ-( niz ak>(bn,2—bn,1)+ -
k k

k=m k=m =m =m
m—+1
+ ( Z ak) (bm+1_bm+2) + am(bm_berl)
k=m

oraz nierowno$é
n
| > akbi| < Am(lbul + a1 =bal + [bn-2—bn 1] + - + [bm—bms1]),
k=m
(5.10)
gdzie A,, = sup {‘ Zzl:/m agl; m' > m} O

Twierdzenie 5.2.9 (Kryterium Dirichleta). Szereg (3 anbn)nen jest zbiez-
ny, jesli szereg (3 an)nen jest ograniczony, a cigg (by)nen jest monotonicz-
nie zbiezny do 0.

Dowdd. Przyjmijmy, dla ustalenia uwagi, ze (b, )nen jest ciagiem nierosna-
cym zbieznym do 0, co pociaga za soba nieréwnosci b, > 0 dla n € N. Jesli
istnieje liczba C' > 0 taka, ze | > p_; ax| < C dla wszystkich n € N, to
7 ograniczenia

m/ m/ m—1
| Z ax| = }Zak - Z aiy| <2C  dla dowolnych m' > m
k=m k=1 k=1

i nieréwnosci Abela (5.I0) otrzymujemy
| abi| <2C (o + (bu1=ba) + .+ (b —bmy1)) = 2C - by
k=m

dla n > m. Zgodnie z Twierdzeniem [5.2.11(ii) szereg iloczynéw jest zbiezny.
U

Cwiczenie 5.2.1. Sprawdzi¢, ze zalozenie monotonicznej zbieznosci ciggu
(bn)neny mozna ostabié, jesli oprocz zbieznosci lim,, b, = 0 zalozyé¢ takze
zbieznosé szeregu (- |by, — byy1|)nen.

Przyktad 5.2.2. Szereg (3 %)%N przypomina szereg anharmoniczny,

jest jednak bardziej nieregularny. Aby skorzysta¢ z kryterium Dirichleta
zauwazmy, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

1 1 . o1
cos (n + 5) = cos(n) cos (5) F sin(n) sin (5),
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a zatem cos (n — 3) — cos (n+ 3) = 2sin(n) sin (3). Wynika stad ograniczo-
nosé

|sin(1) +sin(2) + ... +sin(n)| = 281111(1)‘008 (z) —cos (n+ %)‘ < 1
2

N[ —

sin(3)

sin(n)
n
ny warunkowo, co wynika z elementarnej obserwacji, ze w kazdej tréjce liczb

szeregu (D sin(n))nen i zbieznosé szeregu (Y Jnen. Jest to szereg zbiez-

postaci ]sin (3k — 2)|,|sin(3k — 1)] i |sin(3k)|, k € N, przynajmniej jedna
przekracza . Istotnie, zbiér Z rozw1@zan nieréwnosci —3 < sin(x) < % jest

suma przedz1alow postaci [~§ +mm, § +m7| dla m € Z. Poniewaz kazdy
z przedzialéw ma diugos¢ § ~ 1,05 < 2, zawiera co najwyzej dwie sposrod
liczb 3k — 2,3k — 1,3k — dla danego k € N. Pozostale liczby z rozwazanej

tréjki (przynajmniej jedna) nie moga nalezeé¢ do Z, gdyz kolejny przedzial,

dla m — 1 lub m + 1, jest odlegly od m—go o %’r > 2. Szereg warto$ci

bezwzglednych spelnia zatem nieréwnosci

3n . n . . n
|sin(k))| |sin(3k — 2))| |sin(3k —1))| |sm 3k: 11
;;1 k _kzl( 3k—2 | sk—1 ) 2;2 3k
dla n € N —1i jest nieograniczony.

Cwiczenie 5.2.2. Sporzadzi¢ (z pomoca np. Maximy lub Maple) wykres

funkeji f(z) = 302, M dla z € (—1,7). Poréwnaé¢ z wykresami sum

czesciowych n = 3,6, 10 skladmkow.

5.3 Rozwinigcie e* w szereg

Bezsprzecznie za najwazniejszy w Analizie uwaza sie szereg liczbowy za-
lezny od parametru z € R i nazywany rozwinieciem funkcji wykladniczej
o podstawie e.

Twierdzenie 5.3.1. Dla kazdej liczby rzeczywistej x szereg (> xn—?)n>0 jest
zbiezny i zachodzi réwnosé

Z a;_ =¢e*  dla wszystkich x € R. (5.11)

Dowdd. Zgodnie z kryterium d’Alemberta, réwnosé
"t pl x
lim —— =lim—— =0 dlI 0
lfrln(n—i—l)!x” Wl az#0,

potwierdza zbieznos¢ badanego szeregu dla wszystkich = € R.
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Ustalmy dowolne = > 0. Dla dowodu zbieznosci szeregu (> %)n20 do

¢ = lim, (1 + £)" skorzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona (L2
i analogicznej do (BI2) tozsamosci

(1+%)”:1+x+(1_1)”;_'2+ +(1_%),.,(1_n7—11>%,

w ktérej wszystkie sktadniki sa nieujemne. Stad, dla ustalonego m € N,

1+x+...+(1—1)---(1—m_l)%g(1+%)"<i%,
: k=0

n n

jesli tylko n > m. Wszystkie trzy poréwnywane ciagi sa zbiezne, a wiec
przechodzac do granicy wzgledem n i korzystajac z monotonicznoéci granic
(Stwierdzenie B.4.2)), otrzymujemy

777/3j -
Z? s \Zk'

Dla niemalejacego ciagu sum cze$ciowych oznacza to réwnosé ([IT).
Wzmacniajac zalozenie do = > 0, wykazemy teraz zbiezno$¢ szeregu
o wyrazach =2 ) do liczby e™® = lim,, (1 — £)". Dowdd opiera si¢ na in-
nych oszacowanlach, gdyz ciag sum czesSciowych nie jest w tym przypadku
monotoniczny. Dla dowolnej ustalonej liczby m € N oraz dla n > 2m+1

oznaczuy przez s;’ sume

s™ = (1—2) +(1—l)2—7 (1—(1—%)§)+...
2m

() (1=2) - (-2 o (1- (-2 )

grupujaca w pary sasiednie skladniki wielomianu (1—%)" do stopnia 2m-+1

wtacznie. Poniewaz pozostate skladniki — analogicznie pogrupowane — sa
nieujemne, o ile x < 2m+1 < n, ustalamy odpowiednio duze m € N, co daje
nieréwnosé s7' < (1— %) prawdziwa dla wszystkich n > 2m+1. Poréwnujac

granice obu ciaggdw, otrzymujemy zatem

2m+1 (—CC)k

Z = lims,' <e *, jesli2m+1> z. (5.12)
n

k=0 ’

Oszacowanie wielkoséci e~ z géry otrzymamy, wychodzac od wykorzystane-
go wyzej wzoru dwumianowego Newtona dla wielomian (1—£)", przy czym
tym razem grupujemy w pary skladniki zawierajace —z?*~1 i 2% 2k < n
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Przy ustalonym zalozeniu n > 2m+1 > z, suma sktadnikow do stopnia 2m
wlacznie wynosi

S 1y <1_(1_%)g)_(1_%)(1_§)§_f (-(-55)- .
(= (a-2) e a2 (;;m_‘ll)! (1-(-220) 5

o1 . . . 3 ;. n
przy czym pozostate skladniki sa dodatnie. Z nieréwnosci (1 — 2)" < S

prawdziwej dla wszystkich n > 2m+1 wynika nieréwnos¢ dla granic wzgle-
dem n,

2

“ ()

e ' < lignSfL” = Z 1
k=0 :

jesli 2m+1 > x. (5.13)

Poniewaz wykazaliémy wczesniej zbieznosé szeregu, oba podciagi — ztozone
z sum czesciowych parzystej badz nieparzystej liczby sktadnikéw — sg zbiezne
do tej samej granicy. Z nieréwnosci (B12)—(E13) otrzymujemy

n=0

co oznacza rownoscé i konczy dowdd. O

n n

—x = (_:C)
<e <) :

n!

n=0

5.4 Szeregi potegowe

Sygnalizowana w kryterium d’Alemberta (tw. 23] efektywno$é poréwny-
wania badanego szeregu z szeregiem geometrycznym pozwala na wyrdznienie
waznej klasy szeregéow zaleznych od parametru.

Definicja 5.4.1. Dla dowolnego ciggu liczbowego a = (an)n>0 @ dowolnej
liczby rzeczywistej x szereg > a(x) = (3 anz™)n>0 nazywamy szeregiem
potegowym zmiennej x € R o wspoélezynnikach z a.

W przypadku zbadanego wyzej szeregu potegowego zbieznego do e*,
gltowny ciezar dowodu dotyczyl wyznaczenia sumy szeregu, natomiast zbiez-
nos¢ byta prosta konsekwencja jednego z kryteriéw. Kwestie zbieznosci do-
wolnego szeregu potegowego precyzuje

Twierdzenie 5.4.1 (O zbieznosci szeregu potegowego). Dla dowolnego sze-
regu potegowego Y a(x) o wspdlezynnikach tworzqcych cigg liczbowy (an)n>0,
zachodzi doktadnie jeden z przypadkow:
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(1) Szereg (- anx™)n>0 jest bezwzglednie zbieiny dla wszystkich x € R,
(ii) Istnieje liczba p > 0 taka, Ze rozwazany szereg jest bezwzglednie zbiez-
ny dla x € (—p, p) i rozbiezny, gdy |x| > p.
(iii) Szereg jest rozbieiny dla wszystkich x # 0.
Zbior Z(a) = {x € R; szereg > a(x) jest zbieiny} stanowi przedzial.

Dla dowodu wykorzystamy nastepujacy

Lemat 5.4.2. Jesli szereg Y a(x) jest zbieiny dla pewnego ¢ # 0, to jest
bezwzglednie zbiezny dla wszystkich x z przedzialu (—|c|,|c]).

Dowdd. 7 zalozenia zbieznosci szeregu (3 anc”)n>0 wynika zbieznosé do
0, a wiec takze ograniczonos$¢ wyrazéw ciagu. Istnieje zatem liczba M > 0
taka, ze |a,c"| < M, dla wszystkich n > 0. Dla dowolnej liczby = spelniajacej
warunek |z| < |c| 1 dowolnego n € N zachodza nieréwnosci

|ana"| = |anc”| \c < Md",

gdzie ¢ = }%| < 1. Zbieznos¢ szeregu wynika z kryterium pordéwnawczego.
O

Dowdd Twierdzenia[5.4.1 Odrzucajac przypadek (iii), mozemy zalozy¢, ze
istnieja liczby ¢ # 0, dla ktérej szereg > a(c) jest zbiezny, a wiec Z(a) # {0}.
Jesli zbior Z(a) jest ograniczony, to kres gérny

p=sup{lc|; szereg (Y anc”) _ jest zbiezny}

spelnia warunek opisany jako przypadek (ii). Istotnie — dla dowolnej liczby
x takiej, ze |z| < p, w przedziale (|z|,p) istnieje liczba |c| dla pewnego
¢ € Z(a), a z Lematu wynika zbieznosé szeregu > a(x). Jesli zbior
Z(a) jest nieograniczony, to dla kazdego = € R istnieje liczba ¢ € Z(a) taka,
ze |c| > |x|. Zgodnie z udowodnionym lematem oznacza to zbieznosé¢ szeregu
> a(x). Wykazaliémy tym samym, ze zbiér Z(a) jest przedzialem o koncach
+p. Nie znamy odpowiedzi na pytanie o ewentualng zbieznos¢ w punktach
T = p,—p. U

Definicja 5.4.2. Dla szeregu potegowego > a(x) o dowolnych wspdlczynni-
kach tworzqcych cigg liczbowy a = (an)n>0, wielkosé¢ p = p(a) > 0 (liczbe
lub symbol oo € R) nazywamy promieniem zbieznoéci szeregu., jesli szereg
jest zbiezny dla wszystkich x € (—p,p), a rozbiezny — dla x poza domknie-
tym przedzialem o koticach —p i p. Przedzial Z(a) nazywamy przedziatem
zbieznosci szeregu.
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Promien zbieznosci szeregu potegowego Y a(x) jest réwny oo, gdy sze-
reg jest zbiezny dla wszystkich x € R. Wartos¢ p = 0 charakteryzuje szeregi
rozbiezne dla kazdego x # 0. W sprzyjajacych warunkach (jakich?) wiel-
kosé p(a) mozna wyznaczy¢ w oparciu o kryterium d’Alemberta. Bardziej
efektywne cho¢ trudniejsze obliczeniowo narzedzie udostepnia

Twierdzenie 5.4.3 (Kryterium zbieznosci Cauchy’ego). Dla dowolnego
szerequ liczbowego (3 an)nen niech r oznacza wielkosé limsup,, ¥/]a,| € R.
Wowczas

(i) szereg jest bezwzglednie zbiezny, jesli r < 1, natomiast

(ii) szereg jest rozbiezny, gdy r > 1.

Dowdd. Zgodnie z Wnioskiem [£1.2] z nieréwnosci r < 1 wynika, ze jesli za
R wzia¢ dowolna ustalona liczbe z przedziatu (r, 1), to dla prawie wszystkich
n € N zachodzi nieréwnosé¢ {/|a,| < R < 1. Istnieje zatem indeks k € N
taki, ze

la,| < R™ dlan>k

i zbieznos$é szeregu wynika natychmiast z kryterium poréwnawczego.

Jedli r > 1, to z cytowanego wyzej wniosku wynika, zgodnie z definicja
granicy gérnej, ze zbiér indekséw {n € N; /[a,] > 1} jest nieskoficzony,
a ciag (an)nen nie moze byé zbiezny do liczby 0. O

Whniosek 5.4.4 (Promien zbieznoéci). Wielkosé r=limsup,, {/]a,| jedno-
znacznie okresla promier zbieznosci p szerequ potegowego (> anx™)nen wg
requly

(i) p= o0, gdy r =0,

(i) p=1, gdy 0 < r < 00, oraz

(iii) p=0, gdy r = 0.

QAn4-1
an

rzq ciqg zbieiny, to jego granica jest réwna r.

Jesli ilorazy | | sq poprawnie okreslone dla prawie wszystkich n € N i two-

Dowéd. Réwnosé limsup,, ¥/[a,x"| = r|z| implikuje zbieznosé lub rozbiez-
nos$é szeregu potegowego, zaleznie od tego, czy r|z| < 1, czy tez r|z| > 1.
Wtasnoéé ta jednoznacznie wigze wartos¢ promienia zbieznosci p z odwrot-
noscig %, w sposéb opisany w punktach (i)—(iii). Jesli istnieje granica ciagu
ilorazéw lim,, \%\ =7 €R, to z kryterium d’Alemberta wynika, ze liczba
% (lub 00) jest promieniem zbieznosci p szeregu. Réwnosé r = r/ wynika
w tym przypadku z jednoznacznosci wielkosci p. U
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Przyklad 5.4.1. Promien zbieznosci szeregu potegowego ( "T;ﬁn)n o Jest

rowny p = é Wielko$é te tatwiej wyznaczy¢ korzystajac z kryterium d’Alem-
berta, z granicy
n+ 1" pl n+1)" 1\n
lim¢ - — :limu :lim(l—i——) =e.
n (n+1)! n»  n onn n n
Zgodnie z Wnioskiem 5. 44] wynika stad réwnosé lim sup % =e.

Bardziej precyzyjny opis zachowania szeregu na krancach przedziatu
zbieznosci, a wiec dla z = j:%, wymaga skorzystania z wyprowadzonego
w podrozdziale B3| wzoru Stirlinga (I0.46]), z ktérego wynika warunkowa

11

zbieznos¢ w lewym i rozbieznos¢ w prawym koncu przedziatu [—¢, 2).

5.5 Co jeszcze wynika z bezwzglednej zbieznosci?

W skrécie, odpowiedz brzmi: przemiennos$¢ sumy szeregu i mozliwosé mno-
zenia dwu szeregéw wyraz po wyrazie. A teraz szczegély...
Na poczatek pomocnicza wlasno$é, przydatna takze dla badania szere-

gbéw zbieznych warunkowo.

Lemat 5.5.1. Dowolny szereg liczbowy (3~ ap)nen jest bezwzglednie zbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy zbieiny sq szeregi (3 a; nen i (3 a )nen, gdzie

+ _

a, = max{a,,0} i a, =max{—a,,0} dlanéeN, (5.14)

n

czyli an, = a;f dla wyrazéw niewjemnych, za$ a, = —a,, dla wyrazéw niedo-
datnich.

Dowdd. Jedli szereg (3 an)nen jest bezwzglednie zbiezny, to kazdy z bada-
nych szeregéw jest ograniczony przez sume > o> |a,|, a wiec zbiezny. Z kolei
z zalozenia, ze oba szeregi sa zbiezne (i Stwierdzenia[B.1.3]) wynika zbieznosé
szeregu o wyrazach |a,| = a7 + a, dlan € N. O

Definicja 5.5.1. Cigg liczb naturalnych (ry)nen nezywamy permutacja
zbioru liczb naturalnych N, jesli kazda liczba naturalna wystepuje w ciggu

doktadnie 1 raz.

Twierdzenie 5.5.2 (Przemienno$é). Jesli szereg (3 apn)nen jest bezwzgled-
nie zbiezny, to dla kazdej permutacji r = (rp)nen zbioru N szereg (> aTn)neN
jest rowniez bezwzglednie zbiezny i zachodzi rowno$é sum

o0

oS
=,
n=1

n=1
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Zwracamy uwage czytelnika na fakt, iz odpowiadajace obu szeregom
ciggi sum czesciowych sg zdecydowanie rézne.

Dowod. Zalézmy na poczatek, ze wszystkie wyrazy badanego ciagu sa nie-

ujemne. Dla dowolnego n € N przyjmijmy R,, = max{ri,...,r,}. Poniewaz
sktadniki sa nieujemne, z inkluzji {ry,...,r,} € {1,2,..., R,} wynika nie-
rownosé

n R, 9]

SUIES ST P

i=1 k=1 k=1

Oznacza to ograniczonosé, a wiec takze zbieznosé szeregu poddanego per-
mutacji — i prowadzi do nieréwnoéci

[e.e] o0
Zam < Z ag.
i=1 k=1

Aby uzyskaé¢ nieréwnosé przeciwna (i réwnosé sum) wystarczy dla kazdego
n € N przyjaé¢ L, = max{i € N; r; < n}. Implikacja

n Ly 00
{17"'7n}C{r17---7an}:>Zak<Zarigzari
k=1 i=1 i=1

dowodzi réwnosci sum obu szeregéw.

W ogélnym przypadku szeregu bezwzglednie zbieznego (3 ap)neny mo-
zemy udowodniong juz przemienno$é¢ zastosowaé do szeregéw (3 a, )nen
i (3" a,, )nen. Dla dowolnej ustalonej permutacji r zbioru N mamy zatem
rownosci

[ 00 00 00 [e9) [
_ + - _ + - _
Ea,«n—gam—gar”—gan—gan—gan.

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

O

Uwaga 5.5.1. Udowodniona wyzej niezaleznosé sumy szeregu od kolejnosci
wyrazow nie zachodzi dla szeregéw warunkowo zbieznych. W szczegdélnosci,
zmieniajac kolejno$¢ wyrazéw szeregu Leibniza 1 — % + % — i + ... moz-
na uzyskaé¢ szereg rozbiezny lub zbiezny do dowolnej, z gory danej liczby

rzeczywistej.

Twierdzenie 5.5.3 (Iloczyn szeregéw). Jesli (3 an)nen @ (3 bn)nen sa
dowolnymi szeregami bezwzglednie zbieznymi, to szereg, ktérego wyrazami sq
tloczyny a;b; dlai,j € N, ustawione w dowolnej kolejnosci, jest bezwzglednie
zbiezny do sumy rownej Yy oo ap - Y ey by.
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W ramach kursu Podstaw Logiki © Teorii Mnogosci dowiadujemy sie,
ze produkt kartezjanski N x N, czyli zbior wszystkich par (i,7), takich, ze
1,7 € N, jest przeliczalny.

Dowdd. Dla danych szeregéw bezwzglednie zbieznych (3~ an)nen 1 (3 by )nen,
wybieramy ustawienie iloczynéw a;b; w ciag (dy)nen, taki sposob, by dla
kazdego n € N wyrazy di,...,d,2 obejmowaly wszystkie iloczyny postaci
a;b; dla i,j < n. Wystarczy zacza¢ od d; = a1by dla n = 1 i, korzystajac
z zasady indukeji, jako kolejne 2n + 1 wyrazéw od dy,2 11 do d(,y1)2 przyjac
dowolnie uporzadkowane iloczyny

a1bpy1s -5 Anbpi1, Gnp1bngt, Gng1bn, - oo any1by.

Bezwzgledna zbieznosé szeregu (3 dy,)neny wynika z ograniczonosci

’I’L2 oo

Do ldil <7 ldi| = ZZ!azb \ —Z!az! Z!b | <D lail - > byl
k=1 i=1 j=1

k=1 i=1j=1

dla wszystkich n € N. Skoro szereg jest zbiezny, do wyznaczenia jego sumy
wystarczy dowolny podciag sum czesciowych, np.

Zn: iz ibj:zn:ai'zn:bj—)iai’ibj dla n — oo,
h=1 =1j=1 =1 j=l =1 =1

gdzie granica ciggu iloczynéw jest rowna iloczynowi granic. Fakt, iz zbiez-
nos¢ szeregu i jego suma nie zaleza od kolejnosci sktadnikéw, wynika z po-
przedniego twierdzenia. O

Przemiennosé sktadnikéw szeregu bezwzglednie zbieznego zostala sfor-
mutowana i udowodniona dla ciagéw o indeksach naturalnych, ale jest oczy-
wiscie prawdziwa dla ogdlniejszych szeregéw postaci (3 an)n>m, gdy m > 0.
W przypadku zdefiniowanego nizej iloczynu szeregow celowo rozwazamy cia-
gi, w ktorych zbior indekséw zawiera liczbe 0. Konwencja ta utatwia zapis
i ma silny zwiazek z formalng operacja mnozenia szeregéw potegowych,
od ktorej oczekujemy, by

(a0+a1x+a2x2+a3x3+... )(b0+b1x+ng2+b3x3+... )
= a0b0+(a0b1 +a1b0)x+(a0b2+a1b1 +a2b0)x2+(a0b3+ R +a3b0)x3+. ..

Definicja 5.5.2. Iloczynem Cauchy’ego szeregéw (3 an)n>0 ¢ (O bn)n>0
nazywamy szereg (3 ¢p)n>0, w ktorym

= Zaibn_i dlan >0
i=0
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Wykorzystujac odmienny niz w Twierdzeniu 53] porzadek wyrazéw
(jaki?) i korzystajac z tacznosci (Stwierdzenie B.1.4]) otrzymujemy

Whniosek 5.5.4. Iloczyn Cauchy’ego szeregow zbieznych bezwzglednie jest
bezwzglednie zbiezny, a jego suma jest iloczynem sum poszczegolnych szere-

gow. ]

Uwaga 5.5.2. Mozna wykazaé (F. Martens), ze do zbieznosci iloczynu Cau-
chy’ego wystarczy, by jeden z szeregéw byt bezwzglednie zbiezny — a drugi
zbiezny. Réwniez w takiej sytuacji suma otrzymanego szeregu jest iloczynem

poszczegdlnych sum.

Cwiczenie 5.5.1. Wyznaczy¢ (tzn. obliczy¢) iloczyn Cauchy’ego szeregéw
stanowiacych rozwiniecie poteg e® oraz €Y dla z,y € R.



Rozdziat 6

Funkcje z elementarza

W biezacym podrozdziale dokonczymy proces konstruowania tzw. funkcji
elementarnych, oraz wykazemy miedzy innymi, ze funkcje elementarne sa
ciggle — i zobaczymy, co z tego wynika.

6.1 Oznaczenia i terminologia

Definicja 6.1.1. Funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej nazywamy kaz-

dg funkcje f: X — R, okreslong na dowolnym podzbiorze X C R. Funk-

cja f jest réznowartosciowa, jesli f(x)# f(2') dla dowolnych réznych liczb

z, 7 € X.

Zbior X nazywamy dziedzina funkcji f: X — R, natomiast zbior

fIX]={f(z) eR; z € X} (6.1)

jest obrazem funkcji f. Funkcje f nazywamy ograniczong, jesli jej obraz jest

zbiorem ograniczonym. Liczby

inf f:=inf f[X] ¢ supf :=supf[X]
nazywamy, odpowiednio, kresem dolnym 4 kresem gérnym funkcji f.

W ramach biezacego kursu bedziemy sie postugiwaé skrocong nazwa

funkcja zmiennej rzeczywistej. Przyjmujemy takze, ze zapis
f: X =Y, gdzieY CR,

oznacza dowolna funkcje f: X — R, ktérej wartosci mieszcza sie w ustalo-
nym zbiorze Y, czyli taka, ze f[X] C Y.
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Definicja 6.1.2. Funkcja tozsamosciowa [ub identycznoscia na podzbiorze
X CR nazywamy funkcje idx: X — R takq, Ze idx(x) =x dla wszystkich
reX.

Wykonywanie opisanych nizej formalnych operacji na funkcjach moze
w efekcie doprowadzi¢ do funkcji, ktorej dziedzina jest zbiorem pustym.
Dla wygody przyjmujemy, ze zapis g: ) — R oznacza poprawnie okreslong
funkcje pustg g = 0.

Uwaga 6.1.1. Zgodnie z kursem Podstaw Logiki i Teorii Mnogosci, funkcja
f: X — R jest formalnie relacjg, czyli zbiorem par f={(z, f(x)); z€ X}
w R? spelniajacym okreglone, niezbyt skomplikowane warunki (jakie?). Ma
to te zalete, ze pozwala na jednoznaczne ustalenie dziedziny funkcji w taki
sposob, ze réwnosé¢ f = g dwu funkcji f: X — Rig: X’ — R oznacza réw-
nos¢ dziedzin X = X' oraz te same wartosci f(x) = g(x) dla wszystkich x
ze wspoélnej dziedziny. Zachowujac koncepcje réwnosci funkcji, w dalszym
ciagu kursu nie bedziemy szerzej korzysta¢ z mozliwosci utozsamienia funk-
cji ze zbiorem par.

W doéé¢ czesto spotykanej sytuacji, gdy rozwazana funkcja nie ma na-
zwy wlasnej (takiej, jak np. sinus, czyli sin), a dostepny jest wzér opisuja-
cy jej wartosci, dopiero wskazanie dziedziny tworzy funkcje. W tym sensie
zapis symboliczny f: X — R bedziemy uwazaé za réwnowazny z opisem
postaci: f(z) dla z € X, lub np. f(a) dla a € X, jesli tylko symbol uzyty
do oznaczenia zmiennej (w tym przypadku x lub a) nie ma w aktualnym
kontekécie odrebnego, ustalonego wezeéniej znaczenia. Alternatywnym, sze-
roko stosowanym sposobem deklarowania (definiowania) funkcji jest takze
zapis postaci

Xsz— f(z)eR,

zawierajacy z reguly wzor opisujacy wartosci f(x) definiowanej funkcji.

Przyktad 6.1.1. Sam wzér 22 — 3sin(x) + 2 nie jest funkcja, natomiast po-
zwala na zdefiniowanie wielu funkcji, np 22 —3sin(z)+2 dla z € (-2, 3]. Réw-
noéé g(z) = x?—3sin(x)+2, dlax € (-2, 3], definiuje funkcje g: (-2,3] — R
(i nadaje jej nazwe) lub jest fragmentem definicji funkcji g o dziedzinie za-
wierajacej wskazany przedzial.

Definicja 6.1.3. Obcieciem (lub ograniczeniem) funkcji zmiennej rzeczy-
wistej f: X — R do dowolnego (niepustego) podzbioru X' C X nazywamy
funkcje flx: X' — R takq, ze flx/(x) = f(x) dla x € X'. Obraz funkcji
flx’ nazywamy obrazem zbioru X' wzgledem funkcji f i oznaczamy f[X'].
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Obcigcie identycznosei idx do zbioru X’ C X jest identycznoscia id x .

Definicja 6.1.4. Dla dowolnego zbioru Y C R przeciwobrazem Y wzgledem
funkcji f: X — R nazywamy zbior

Y ={zeX; f(z) eY}. (6.2)

Zlozeniem lub superpozycja funkcji f z funkcjg g: Y — R nazywamy funkcje
zmiennej rzeczywistej go f: f~YY — R, okreslong wzorem

(go f)(z) =g(f(x)) (6.3)

dla © € X takich, ze f(x) € Y. Funkcje g nazywamy odwrotna do f, jesli
Y = f[X], a zloZenie g o f = idx jest identycznoscig.

Podkreslamy, ze funkcja go f jest ztozeniem funkcji f z funkcja g, w ta-
kiej wtasnie kolejnosci. Funkcje odwrotna do f, jesli istnieje, oznaczamy
symbolem f~!: f[X] — R.

Twierdzenie 6.1.1 (O funkcji odwrotnej). Funkcja zmiennej rzeczywi-

stej f jest odwracalna (tzn. posiada funkcjg odwrotng) wtedy i tylko wtedy,

gdy jest rozZnowartosciowa. Dla dowolnej réznowarto$ciowej funkcji f: X —R
(i) funkcje odwrotng f~' jednoznacznie charakteryzuje relacja

iy =z <=y=fx) dareXiye fIX];

ii) zachodzi rownosé f o f~1 = idsiyx), a zatem f jest takie funkcjg
J1X]
odwrotng do f~4, ten. (f71)~1 = f.

Dowdéd. Réwnosé go f = idx dla pewnej funkeji g: f[X] — R oznacza, ze
g(f(z))== dla z€ X. Dla dowolnych z,2’ € X, z réwnosci f(x)= f(z') wy-
nika zatem réwnos¢ argumentow, a to oznacza réoznowartosciowo$é funkeji f
jako warunek konieczny odwracalnoéci. Przy zalozeniu, ze f jest funkcjg roz-
nowartosciowa, kazdy element y € f[X] mozna w dokladnie jeden sposéb
przedstawi¢ w postaci y = f(z) dla z € X, a zatem wzor

gly) =z dla y= f(zx) € f[X] (6.4)

jest poprawna definicja funkcji g: f[X] — R, odwrotnej do f. Jest to takze
potwierdzenie réwnowaznosci sformutowanej w punkcie (i). Z (6.4) wynika
réznowartosciowos$é funkeji g, a zatem — po podstawieniu x = ¢g(y) do réw-
nosci ¢g(f(z)) = x — mozemy wykorzystaé¢ implikacje

9(Flaw)) = 9) = faw)) =y dlay e fIX]

i wywnioskowa¢ stad réwnos¢ f o g = idyx]. Funkcja f jest odwrotna
do g=f~1, gdyz z (64) wynika takze réwnos¢ X = g[f[X]]. O
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Przyktad 6.1.2. Funkcja \/z dla 2 >0, oraz funkcja 22 dla x>0, sa wzajem-

nie odwrotne. Ogolniej, dla kazdego wyktadnika rzeczywistego m >0 potegi

o wyktadniku m oraz % wyznaczajg wzajemnie odwrotne funkcje
flx)=2™ oraz g(z)= 2 dla x> 0.

Jedli wyktadnik m jest ujemny, opisane wyzej potegi definiuja wzajemnie

odwrotne funkcje okreslone na dziedzinie liczb dodatnich.

Przyktad 6.1.3. Jesli n = 2k — 1 € N jest liczbg nieparzysta, to funkcja "
dla z € R jest réznowartosciowa, a wiec posiada funkcje odwrotna. Poniewaz
jednak pierwiastek {/z definiowaliémy wylacznie dla argumentéw nieujem-
nych, wypada rozszerzy¢ dotychczasowa definicje i przyjaé¢ dodatkowo

*Yr=—""—-z dlaxr<0keN. (6.5)

6.2 Ciggtos¢ funkgcji

Podstawowe wlasnosci granic zebrane w Twierdzeniu B.4.1] dotycza zbiezno-
$ci ciagéw otrzymanych z danego ciagu zbieznego (a,) w wyniku zastoso-
wania elementarnych operacji, takich, jak wyznaczenie wartosci bezwzgled-
nych, odwrotnosci lub pierwiastka. Badanie zbieznosci analogicznych ciagdéw
postaci (f(an))nen, gdzie f jest ustalona funkcja zmiennej rzeczywistej, pro-
wadzi do okreslenia pojecia ciagtodci funkcji.

Definicja 6.2.1. Funkcja zmiennej rzeczywistej f: X — R jest ciagla
w punkcie zg € X, jesli dla kazdego ciggu (xy,)nen 2bieznego do xq i zloZone-
go z liczb nalezgcych do X cigg (f(xn))nen jest zbiezny i zachodzi réwnosé

li7£nf(xn) = f(xo).

Funkcje f uznajemy za ciagla, jesli jest ciggla w kazdym punkcie swojej
dziedziny.

Funkcja f: X — R jest ciagla na zbiorze X' C X, jesli obciecie f|x
jest funkcjqg cigglq.

Sformutowana wyzej definicja ciagtosci zwana jest definicjg Heinego, dla
odroznienia od formalnie rownowaznego podejscia przedstawionego w roz-
dziale [1i zwigzanego z nazwiskiem Cauchy’ego.

Uwaga 6.2.1. Ewentualna ciggloéé funkcji f w punkcie xg € X nie ma nic
wspdlnego z ciaglodcia f na zbiorze jednopunktowym X' = {z¢} C X. Ta
druga jest wlasnoscia trywialng, przystugujaca zgodnie z powyzsza definicja
kazdej funkcji.
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Bezposrednio z definicji wynika, ze cigglo§é funkeji f na zbiorze X' po-
cigga za soba ciggloéé na kazdym podzbiorze X” C X'. Funkcja stala jest
ciggta niezaleznie od dziedziny, podobnie jak funkcja tozsamosciowa idp .

Przyktad 6.2.1. Funkcja sgn(z) dla € R, o wartosciach wynikajacych ze zna-

ku zmiennej x nie jest ciggla w punkcie x = 0, co przejawia sie w tym, ze np.

(=n~
n

(—=1)™ jest rozbiezny.

Przyktad 6.2.2. Funkcja g(z) = 2 dla z € R\ {0}, jest ciagta(!). Whasciwie

dlatego, ze jej dziedzina nie zawiera punktu 0. Nie istnieje jednak rozsze-

dla ciagu ( Jnen zbieznego do 0, ciag o wyrazie ogdlnym sgn (%) =

rzenie g do funkcji ciaglej na calej prostej R, a wiec takiej, ktorej obciecie
byltoby réwne %, dla x # 0.

Stwierdzenie 6.2.1. Kazdy wielomian postaci f(x) = ag+a1x+...+apz®

dla x €R 7 ustalonego k€N, gdzie wspolczynniki ag,aq, ..., ar s¢ dowolnymi

liczbami rzeczywistymi, jest funkcjq cigglq na calej prostej rzeczywistej R.
Kazda funkcja wymierna, bedgca ilorazem dwu funkcji wielomianowych

P i@, a wiec postaci f(x) = ng dla x € R\ Q™ {0}, jest ciggla. W szcze-

gdlnosci, funkcja f jest ciggla w dowolnym przedziale (a,b) C R, w ktérym

wielomian Q) nie ma miejsc zerowych.

Dowdd. Cwiczenie. Skorzystaé z elementarnych i algebraicznych wlasnosci
granic (Twierdzenie B.4]i Twierdzenie B.4.5]). O

Wtasnoéé ujeta w sformutowanym wyzej stwierdzeniu rozszerza si¢ na do-
wolne operacje algebraiczne na funkcjach cigglych i przyjmuje nastepujaca
postac:

Twierdzenie 6.2.2. Niech f oraz g bedg dowolnymi funkcjami zmiennej
rzeczywistej okreslonymi na tej samej dziedzinie X C R. Jesli obie funkcje
sq ciggle (w xo€ X ), to ciggla (w xq) jest takzZe kazda kombinacja liniowa,
czyli funkcja postaci

af +bg: X 2 x+—— af(x) +bg(x) € R (6.6)

dla a,b € R, oraz iloczyn
f-9: X 32— f(x)g9(x) € R. (6.7)
Jesli funkcja g nie jest stala i réwna 0, to iloraz f/g lub 5 okreslony wzorem

foy_ fl@) -1
E(x) = 5@ dla x € X \ g {0}, (6.8)
jest funkcjq ciggla o dziedzinie {x € X; g(x) # 0}. Jesli g(xo) # 0, to

funkcja 5 jest ciggta w xg.
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Dowdéd. Dla dowolnego ciagu (z,)nen w X zbieznego do liczby zp € X
zachodzg réwnosci

lim(af + bg)(zn) = lim (af (xn) + bg(xn)) = af(zo) + by(wo),  oraz

lim(f - g) () = lim (F(za)g(xn)) = f(x0)a(z0).

W przypadku ilorazu funkcji ciagltych wystarczy zauwazy¢, ze jesli xg i wszyst-
kie wyrazy x,, naleza do zbioru {z € X; g(z) # 0}, to spelnione sa zalozenia
Twierdzenia [B.4.5(iii), a wiec takze

ng nog(w,)  g(wo) O

Klase funkcji cigglych w istotny sposob rozszerza mozliwosé dowolnego
laczenia operacji algebraicznych ze skladaniem funkcji.

Twierdzenie 6.2.3 (Ciaglo$¢ zlozenia). Dla dowolnych funkcji zmiennej
rzeczywistej: f: X — R cigglej w zg € X, oraz g: Y — R — okreslonej
i cigglej w f(xo) €Y, zlozenie go f: f~1Y — R jest funkcjq ciggle w xo.
Jesli f i g sq funkcjami cigglymi, to g o f rowniez.

Dowdd. Jesli wyrazy ciagu zbieznego (z,)nen oraz granica zg = lim, x,
naleza do zbioru f71Y, to ciag (f(zn))nen jest zawarty w Y i zbieiny
do lim,, f(zy) = f(x0). Zachodzi réwnosé

hTang(f(xn)) = g(liTan f(xn)) = g(f(%)) O

1
Przyktad 6.2.3. Funkcja g(x) = esin@ dla x € R\ {km; k € Z} jest
ciaglta. Korzystajac np. z Maximy lub Maple naszkicowa¢ wykres funkcji
i sprawdzi¢, czy istnieje ,naturalne” rozszerzenie funkcji g na cata prosta R.

Cwiczenie 6.2.1. Zbadaé ciaglodé czesci calkowitej, czyli funkeji [z] dla
x € R.

Jak wida¢, ciagto$¢ funkcji na poszczegdlnych przedziatach tworzacych
dziedzine nie implikuje cigglosci. Wazne wyjatki od tej ,reguly” obejmu-
ja sytuacje, w ktorych warunek cigglosci spelniony jest na pokrywajacej
dziedzine rodzinie przedzialéw otwartych lub — domknietych o wspdlnych
koncach.

Twierdzenie 6.2.4. Dla dowolnej funkcji zmiennej rzeczywistej f: X — R
1 dowolnego xg € X, kazda z ponizszych wlasnosci jest rownowazna cigglosci
f wxg.
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(i) Istnieje € >0 takie, Ze ograniczenie funkcji f do przekroju zbioru X
i przedzialu (zo—e,zo+e) jest ciggle w xo.

(ii) Oba ograniczenia funkcji f —lewostronne do zbioru {x € X; = < x¢},
oraz prawostronne — do zbioru {x € X; x > xo} sq ciggle w xy.

Dowdd. Réwnowaznosé ciagtosci (w ) 1 wlasnosci (i) wynika bezposrednio
z poréwnania definicji granicy ciagu i Definicji G211

Konieczno$é ciaglodci (w xg) obu wskazanych w (ii) ograniczen funkcji f
jest oczywista. Wykazemy, ze jest to takze warunek dostateczny, implikujacy
ciagtoé¢ f w z¢. Dla poréwnania — zrobimy to na 2 sposoby.

Dowdéd wprost. Zalézmy ciggtoéé funkeji f w xg na kazdym ze zbioréow
{reX; x<zo}i{reX; x>0} irozwazmy dowolny ciag (zp)neny W X
zbiezny do zg. Jesli prawie wszystkie wyrazy ciagu sa zawarte w jednym
ze wskazanych zbioréw, to réwnosé lim,, f(z,) = f(z¢) wynika z ciaglosci
odpowiedniego ograniczenia funkcji. Jedli natomiast oba zbiory

Ni={neN;z,<zo} 1 Nao={neN;z, >0}

sa nieskonczone, to istnieja jednoznacznie okreslone rosnace ciagi liczb na-
turalnych p i ¢ takie, ze Ny = {pn; n € N} i Ny = {gqn; n € N}, a ciag
(n)nen jest mieszaning podciagéw (xp, Jnen 1 (24, )nen. Ciaglosé w x¢ obu
wyréznionych ograniczen funkcji f oznacza istnienie i réwno$é granic

lim f(z,,) = f(xo) = lim f(zq,).

Z Wniosku wynika zbieznosé ciagu (f(z,))nen, bedacego mieszaning
dwu podciagéw zbieznych do tej samej granicy f(xg).

Dowdd nie wprost. Zatézmy, ze funkcja f nie jest ciagla w zg. Zgod-
nie z Definicja[6.2.T] w X istnieje ciag (2, )nen zbiezny do g i taki, ze liczba
f(xg) nie jest granica ciagu (f(zy)nen. To z kolei oznacza, ze dla pewnego
e >0zbior N ={n e N; |f(z,) — f(xo)| > €} jest nieskonczony. Przynaj-
mniej jeden ze zbioréw

Ni={neN;z,<zo}NN lub No={neN;z,>z}NN

jest zatem nieskonczony, a w ciagu (x, )neny mozna wybraé podciag (T, JneN
zawarty w jednym ze zbioréw X N (—oo,xg), X N (z9,0), dla ktérego ciag
wartoéci funkeji nie jest zbiezny do f(xp). Wynika stad, ze przynajmniej
jedno z ograniczen funkcji f jest funkcja nieciagla w xg. O

W istocie ciaglo$é nie zalezy od wartosci funkcji w catej jej dziedzi-
nie, lecz jest wlasnoscia lokalng i np. ciaglo$¢ w zg moze byé sprawdzona
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(potwierdzona lub odrzucona) poprzez badanie ciagéw zbieznych, ograniczo-
nych do dowolnie matego otoczenia (zog—e,x9+¢). W szczegblnosci, dowolna
funkcja okreslona na zbiorze X CR jest ciagta w kazdym punkcie izolowa-
nym xg € X, czyli takim, ze dla pewnego € >0 przekrdj X N (zg—e,x0+¢)
jest zbiorem jednopunktowym {xo}.

Druga z wtasnosci charakteryzujacych ciagtosé funkcji w punkcie umoz-
liwia ,sklejanie” w sytuacji, gdy definicja funkcji zawiera odrebne formu-
ly (wzory) na poszczegélnych przedzialach domknietych sumujacych sie
do dziedziny.

Definicja 6.2.2. Funkcje zmiennej rzeczywistej f: X — R nazywamy le-
wostronnie ciaglta w punkcie xo € X, jesl ciggle w xg jest lewostronne
ograniczenie funkeji — do zbioru {z € X; x < xz¢}. Prawostronna ciaglosé¢ f
w punkcie xg oznacza cigglosé w xy prawostronnego ograniczenia funkcji f
— do zbioru {x € X; x> x0}.

Whniosek 6.2.5. Funkcja zmiennej rzeczywistej f: X — R jest ciggla w punk-
cie xg € X wtedy i tylko wtedy, gdy jest lewostronnie @ prawostronnie ciggla
w xQ. Ol

Uwaga 6.2.2. Uwazny czytelnik zauwazyl zapewne, ze mozliwe i natural-
ne jest jeszcze jedno ,rozdzielenie” warunku ciggloéci — wedlug wartosci
badanej funkcji. Jesli dla dowolnego € > prawie wszystkie wyrazy ciagu
(f(zn))nen mieszcza sie w przedziale (f(zg) — €, 00), oznacza to pélcigglosé
z gory, a jesli f(x,) < f(xo) + ¢ dla prawie wszystkich n € N, funkcja jest
potciggla z dotu w xg. W odrdznieniu od jednostronnej ciaglosci specyficz-
nej dla funkcji (jednej) zmiennej rzeczywistej, pojecie pélciaglodci dotyczy
bardziej ogdlnych funkcji rzeczywistych i pojawi sie dalszej czesci kursu.

Przyktad 6.2.4. Funkcja Va2 — 4 dlax € (—oo, —2]U[2, 0), jest ciagla, mi-
mo iz nie jest okreslona na przedziale (—2,2). W tym przypadku rozszerzenie
do funkcji ciaglej na R jest oczywiscie mozliwe, ale wymaga dodatkowego

wzoru, np.
Y 2?2 —4 dlaz € (—o0, -2
)0 dla z € [-2,0]
9() = 2?2 -2z dlaz€|0,2]
2?2 —4 dlaz € [2,00).

Ciaglos¢ kazdego z podanych fragmentéw funkcji jest znana. Pozostaje spraw-
dzi¢ poprawnosé definicji — w punktach ,potaczen” x € {—2,0,2}.
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Sprawdzenia ciagtoéci badanych funkcji mozna czesto uprosci¢ odwotu-
jac sie do znanych zaleznosci pomiedzy wielkosciami |z — y| i |f(x) — f(y)],
gdzie f: X — R, a x,y € X.

Definicja 6.2.3. Warunkiem Cauchy’ego dla funkcji f: X — R w punk-
cie xg nazywamy wlasnosé

Vs>05|<5>ovzcex(|5C —x0| <6 = |f(7) — f(wo)| < 5)- (6.9)

Oznacza to, ze dla dowolnego € > 0 istnieje liczba § > 0 o tej wlasnosci,
Ze nierowno$é |f(z) — f(xo)| < € zachodzi dla wszystkich © € X takich,
Ze | — xo| <.

Warunek Cauchy’ego uwazany jest za podstawe alternatywnej definicji
ciggtosci funkcji, co precyzyjnie ujmuje

Twierdzenie 6.2.6 (Ciaglo$¢ w sensie Cauchy’ego). Funkcja zmiennej rze-
czywistej f: X — R jest ciggla w punkcie xog € X wtedy 1 tylko wtedy, gdy

spetnia warunek Cauchy’ego w xg.

Dowdd. Niech f: X — R bedzie dowolng funkcja zmiennej rzeczywiste;j.
Dla dowolnego xy € X udowodnimy, ze z warunku Cauchy’ego ([69) wynika
ciagtosé. Jesli (xy, )nen jest dowolnym ciagiem w X zbieznym do xg, ae > 0 —
dowolna liczba dodatnia, to liczba 6 > 0, ktérej istnienie zapewnia warunek
Cauchy’ego, pozwala wyrézni¢ w ciagu (x,) wyrazy lezace w przedziale
(g — 0,20+ 0). Ze zbieznosci ciagu wynika istnienie indeksu k& € N takiego,
ze |r, — xo| < 9, a zatem takze |f(z,) — f(zo)| < € dla n > k. Wobec
dowolnosci € > 0 oznacza to zbieznosé f(x,) — f(xg) i ciagltoéé funkcji f
W .

Implikacje przeciwna udowodnimy nie wprost. Zatézmy, ze dla funkcji f
istnieje liczba e > 0 zaprzeczajaca warunkowi Cauchy’ego ([69). Oznacza to,
ze dla kazdej liczby 0 > 0, np. dla kazdej liczby postaci d,, = %, gdzie n € N,
istnieje z, € X takie, ze |z, — x| < dp, a mimo to |f(z,) — f(xo)| > e.
Tak skonstruowany ciag (z,)neny w X dazy do xg, natomiast ciag wartosci
funkcji nie dazy do liczby f(z9). Wykazaliémy zatem, ze brak spelnienia
warunku Cauchy’ego implikuje nieciagtosé funkcji f w . O

Whniosek 6.2.7. Funkcja f: X — R jest prawostronnie ciggla w xg € X
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnia warunek

Ves03550Vaex (2o <z <z0+d = |f(x) — f(20)| < €), (6.10)
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natomiast warunek
Ves03550Vzex (20 —0 <x <m0 = | f(2) — f(20)| <€), (6.11)
jest rownowazny lewostronnej ciggtosci f w xg. ]

Cwiczenie 6.2.2. Wykazaé, ze para warunkéw (GI0)-(BII) jest réwno-
wazna warunkowi Cauchy’ego. Prowadzi to do prostszego dowodu Wnio-
sku [6.2.5]

Dla funkcji cigglych okreslonych na ograniczonym przedziale domknie-
tym wtasnos¢ ciagtosci Cauchy’ego moze by¢ istotnie wzmocniona.

Definicja 6.2.4. Funkcja zmiennej rzeczywistej f: X — R jest jednostaj-
nie ciagta, jesli spetnia warunek

v€>OE|6>va,yEX ‘.%' - y’ <0= ‘f(.%') - f(y)‘ <e. (6'12)

Cwiczenie 6.2.3. Wykaza¢, ze kazda funkcja jednostajnie ciggla jest ciagla.
Sprawdzié¢, ze funkcja ciggta 22 dla = € R nie jest jednostajnie ciggla.

Twierdzenie 6.2.8 (Heinego). Funkcja f: [a,b] — R okreslona i ciggla na
przedziale domknietym jest jednostajnie ciggla.

Dowdd. Zakladajac, ze f nie jest funkcja jednostajnie ciagla, otrzymujemy
zaprzeczenie warunku ([6.I2]), a zatem dla pewnego € > 0 i dowolnej liczby
n €N (czyli —dlaé = %) istnieja liczby x,,y, € |a,b] takie, ze

1
|Tn — ynl| < - i |f(xn)— flyn)| =2 e dlaneN. (6.13)

Z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa (wn. [£3.2]) wynika istnienie podciagu
zbieznego (z, Jnen. Podciag (Y, Jnen jest wowcezas zbiezny do tej samej gra-
nicy ¢ := lim,, xg, = lim, yx, € [a,b], a wlasnosé¢ ([GI3]) zaprzecza ciaglosci
funkcji w punkcie ¢. ]

6.3 Wotasnosci funkcji ciggtych

Analiza matematyczna dostarcza wiele dowodéw na to, jak waznym, funda-
mentalnym pojeciem jest ciagtosé funkceji. Jako pierwszy z nich podajemy

Twierdzenie 6.3.1 (Wtasno$é Darboux). Dowolna funkcja zmiennej rze-
czywistej f: X — R ciggla na przedziale domknietym [a,b] C X i taka,
ze f(a) # f(b), przyjmuje na zbiorze [a, b] wszystkie wartosci posrednie, tzn.
dla dowolnej liczby y zawartej miedzy f(a) i f(b) istnieje liczba ¢ € [a, b
taka, ze f(c) =y.



84 ROZDZIAL 6. FUNKCJE Z ELEMENTARZA

Dowadd. Zastepujac ewentualnie funkcje f przez — f, a y przez —y, mozemy
zalozy¢ nieréwnosé f(a) < y < f(b); przyjmijmy a1 = a i by = b. Na mocy
zasady indukcji istnieja dwa ciagi monotoniczne (an)nen 1 (bn)nen, takie ze

p < Gpt1 < ... <bpy1 <b, dlaneN,

przy czym

dla n € N. Istotnie, majac juz wyrazy a, < b, spelniajace (614 dla pew-
nego n € N, wystarczy przyjaé

b b
Ant1 = G, bn+1=an; =, jeélif(an;r n)<ya albo
an + b . .fQntb
Apy1 = 712 =, bpg1 = by, Jeﬂlf( n2 n)3>y

Skonstruowane ciagi sa ograniczone, a wiec zbiezne, a zgodnie z (6.14]) maja
te sama granice ¢ = lim,, a,, = lim,, b, € [a,b], taka ze f(c) = y. O

Wtasno$¢ Darboux jest podstawa dla sformulowania elementarnej me-
tody potowienia, czyli algorytmu przyblizonego wyznaczania miejsc zero-
wych funkcji, czyli rozwiazywania réwnan postaci f(x) = 0 (a wiec takze
f(x) —y =0) w przypadku, gdy f jest funkcja ciagla.

Algorytm potowienia

ZaloZenia: Funkcja zmiennej rzeczywistej f jest ciagla na przedziale [a, b],
przy czym f(a)f(b) < 0.

Cel: Przyblizona wartos¢ miejsca zerowego xq € [a, b], czyli jednej z liczb
takich, ze f(z¢) = 0, z zadana dokladnoscia € > 0.

do {
c <= (atb)/2
if (f(c)f(a) > 0)
a<-c
else
b <- ¢
} while (b-a > eps)

Wynik: c.
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Przyktad 6.3.1. Liczba /2 jest miejscem zerowym funkcji ciaglej z2 — 2
dlax € [1,2]. Na koncach przedziatu funkcja zmienia znak, a zatem algorytm
polowienia ma zastosowanie. Zbieznos¢ algorytmu nie jest oszalamiajaca,
a dokltadnosé e = 0.000000001 (por. Cwiczenie B3.1) uzyskamy dopiero po
30 iteracjach.

Kolejng wlasnos$é mozna uwazaé za uzupelnienie Twierdzenia [6.3.1] ma
ona jednak samodzielny, odrebny charakter.

Stwierdzenie 6.3.2. Dla dowolnej cigglej funkcji zmiennej rzeczywistej f
na przedziale domknietym [a,b] C R i dowolnej liczby ¢ nalezgcej do obrazu
funkcji przeciwobraz, czyli zbior Z. := {x € [a,b]; f(x) = ¢} zawiera liczbe
nagmniejszq i liczbe najwiekszq.

Dowéd. Oznaczmy M = sup Z. € [a,b]. Z definicji kresu gérnego wynika,
ze dla kazdego n € N istnieje liczba z,, € Z. taka, ze M — % <z, < M.
Stad M = lim, z,, i f(M) = lim,, f(z,) = ¢, a zatem M € Z.. Dowdd dla
kresu dolnego m = inf Z, jest analogiczny. O

Whniosek 6.3.3. Jesli funkcja zmiennej rzeczywistej f okreslona na dowol-
nym przedziale J C R jest ciggla, to obraz f[J] réwniez jest przedzialem.

Dowdd. Zgodnie z charakteryzacjg przedzialéw zawartg w Twierdzeniu[Z 1.5
wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych a,b € f[J] obraz f[J]| zawiera prze-
dzial [a, b] — zakladamy, bez zmniejszenia ogdlnosci, ze a < b. Jako nalezace
do obrazu funkcji f, liczby a i b sa postaci a = f(z),b = f(y), dla pew-
nych z,y € J. Z Twierdzenia wynika, ze dla kazdej liczby ¢ € |a, b],
w przedziale o koficach x,y istnieje z € J takie, ze ¢ = f(z) € f[J]. O

Twierdzenie 6.3.4 (Weierstrassa). Dla dowolnej funkcji zmiennej rzeczy-
wistej f: X — R cigglej na przedziale domknietym |a,b] C X istniejg w tym
przedziale zaréwno warto$é maksymalna max(f) jak i warto$¢ minimalna
min(f) funkcji. W szczegdlnosci, funkcja fliqy jest ograniczona i

) = min(f)
) = max()

inf{f(x); = € [a,b]} = f(2
sup{f(2); = € [a,b]} = f(2"

dla pewnych liczb ', " € [a,b], a obraz f[[a,b]] jest skoriczonym przedzia-
tem domknietym [f(z'), f(x™)].

Dowod. Podstawa dla dowodu jest Wniosek[4d.3.2] czyli twierdzenie Bolzano—
Weierstrassa. Gdyby funkcja f|, nie byta ograniczona, to w przedziale
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[a, b] istnialby ciag — a w nim podciag zbiezny (z,)nen — taki, ze dla kaz-
dego n zachodzilaby nieréwnos¢ |f(x,)| > n. Rozbieznosé ciagu (f(xn))nen
zaprzeczalaby ciaglodcei funkeji. Niech zatem m = inf{f(z); = € [a,b]} € R.
Z definicji kresu dolnego wynika istnienie w przedziale [a, b] ciagu (z,,)nen
takiego, ze

1
m<f(xn)<m+ﬁ dlan € N.

Ciaglos¢ funkcji f zapewnia, ze dla dowolnego podciagu zbieznego (z,, Jnen,
zachodzi réwnos$é f(lim, xy, ) = m, przy czym ' := lim, x, € [a,b], Ana-
logiczny dowdd dla kresu gérnego pozostawiamy czytelnikowi. U

Definicja 6.3.1. Liczbe 2’ € (a,b) bedziemy nazywad punktem lokalnego

minimumfunkcji f: [a,b] — R, jesli istnieje § > 0 takie, Ze
(' =8,2'+6) C [a,b] i f(2') =inf{f(z);|x — 2’| < d}.
Liczba " € (a,b) jest punktem lokalnego maksimum funkcji f, jesli
(2" =6,2"46) C [a,b] i f(2") =sup{f(x);|x —2"| < &}

dla pewnego 6 > 0. Wartosci f(x') i f(2") sq, odpowiednio, lokalnym mini-
mum 4 lokalnym maksimum funkcji.

Jedli w przedziale [a, b] funkcja ciagla f osiaga lokalne minimum w jed-
nym tylko punkcie iy € (a,b), to przyblizona warto$¢ punktu minimum —
z dowolna dokladno$cia — mozna znalez¢ za pomocy algorytmu podobnego

# ~ 1.618034 oznacza zlotq liczbe

do metody potowienia. Niech w =
spelniajaca rownoéé 1 = % + ﬁ (por. Uwage B.2]). Sformulowany nizej
algorytm zlotego podziatu korzysta z faktu, iz dla dowolnej liczby z > 0 ma
r x x x
:C:;—'—ﬁ:(E—'—F)—'—E’
znany z podziatu kazdej z krawedzi foremnego pieciokata gwiazdzistego. Jesli

miejsce rozktad

podzial ten zastosowaé do przedziatu [a, b] i przyja¢ d = a+ b*T“, c=b— b:}—a,
to dla liczb a < ¢ < d < b zachodza réwnosci

b—a=w(d—a)=wb—c)=w?(lc—a)=w?(d->b) =w(d-c).

W kolejnych krokach algorytm zastepuje czworke liczb (a,c,d,b) € [a,b]
przez analogiczna — w jednym z przedzialéw [a, d] lub [c, b], ktérego dlugosé
zmniejsza si¢ zawsze w tym samym stosunku w, a jeden z punktéw wewnetrz-
nych podzialu pozostaje niezmieniony. Zastapienie funkcji f przez —f pro-
wadzi do metody zlotego podzialu, czyli algorytmu wyznaczania maksimum.
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Algorytm ztotego podziatu

Zalozenia: Funkcja zmiennej rzeczywistej f jest ciagla na przedziale [a, b].
Przynajmniej w jednym z punktéw d = a + b_T“ lubec=10b— b;—a warto$é f
jest mniejsza niz min{ f(a), f(b)}.

Cel: Przyblizona warto$¢ zp, € (a,b) miejsca minimum funkeji f(x)

dla z € [a,b] z zadana doktadnoscia € > 0.

do {
if (f(c)<f(d) {
b <-d
d <- ¢
c <- a+(b-d)
} else {
a<-c
c <-d
d <- b-(c-a)
}

} while (b-a > eps)

Wynik: “T*'b.

W kazdym z krokéw liczba min{f(c), f(d)} jest mniejsza od kazdej
z liczb f(a), f(b), a wiec minimum osiagane jest zawsze w jednym z punk-
téw przedziatu (a,b). Zbieznosé jest wolniejsza niz w algorytmie polowienia
— poniewaz w'® & 123 > 100, kazde kolejne 2 cyfry dokladnosci wymagaja
ok. 10 krokow iteracji.

Cwiczenie 6.3.1. Korzystajac np z Maximy lub Maple wyznaczyé miejsce
maksimum funkcji sin(z) — 5 dla z € [0, 2]. Ile krokéw potrzeba, by uzyskac
doktadnogé 10757

Uwaga 6.3.1. Poniewaz obliczenia komputerowe wykonywane na liczbach
rzeczywistych nie sq dokladne i ograniczaja si¢ z reguly do kilkunastu
cyfr rozwiniecia dziesietnego, zwiazany z tym blqgd zaokrggleri kumuluje sie
w trakcie wielokrotnych iteracji. Z tego powodu faktyczna realizacja algo-
rytmu ztotego podziatu zastepuje za kazdym razem dwie instrukcje wyzna-
czajace ¢ 1 d przez Wzoryc:b—bfTa id:a+b77a.

6.4 Przykfady funkcji elementarnych

Definicja 6.4.1. Funkcja potegowa o wykladniku rzeczywistym a € R\ Z
(niebedgcym liczbg calkowitq) nazywamy funkcje x —— x% okreslong dla
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argumentow x € (0,00). W przypadku wykladnika a > 0, za dziedzine funkcji
potegowej x® przyjmujemy przedzial domkniety [0, 00)

0.5 ~ T
y -

Rysunek 6.1: Funkcje potegowe dla réznych wyktadnikdw

Oczywiscie, funkcja potegowa o wykladniku a = n € N jest okreslona
na calej prostej rzeczywistej R, a w przypadku a € Z \ N — na zbiorze
R\ {0}. Dziedzing R ma takze funkcja pierwiastek stopnia nieparzystego
2k—1 rozszerzona zgodnie ze wzorem (G.0]).

Stwierdzenie 6.4.1. Funkcje potegowe sq ciggle w calej swej dziedzinie.

Dowdd. Sformulowanie zawarte w Stwierdzeniu 5.4 oznacza ciaglo$é na
zbiorze [0,00) kazdej funkcji potegowej o wykladniku dodatnim. Z tozsa-
modci 7% = x—la dla z > 0 wynika ciaglosé na przedziale (0,00) potegi
o wyktadniku ujemnym.

Ciagltos¢ rozszerzonego na R pierwiastka stopnia nieparzystego wynika

z Twierdzenia [6.2.4](ii). O

Stwierdzenie 6.4.2. Przy dowolnej podstawie a > 0, funkcja wyktadni-
cza a”® dla x € R jest ciggla.

Dowdéd. Mozemy skorzystaé¢ z udowodnionych juz wlasnosci (£20]) i powté-
rzy¢ gléwny schemat oszacowan uzyty w dowodzie LematulL 4.2l Ze wzgledu
na tozsamo$¢ ()" = L wystarczy wykaza¢ ciaglo$¢ funkeji wykladnicze;]
o podstawie a > 1. Niech (zy)nen bedzie dowolnym ciagiem liczbowym
zbieznym. Jesli x¢g = lim,, x,, to dla dowolnej liczby k € N istnieje np € N
takie, ze |z, — x| < % dla n > ng. Oznaczajac przez M € R dowolne
ograniczenie gorne ciagu (z,)nen, otrzymujemy, zaleznie od znaku réznicy
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T, — To, nieréwnosci

. a® (a0 — 1) ML ma—1
‘az _aﬂb‘o’ = {axn(axoxn _ 1) } Sa (ak - 1) <a Tv

dlan > ny, zgodnie z oszacowaniem podanym w Stwierdzeniu 2.2.3((ii). Stad

la® — a®™| < ¢, jedli tylko k > oM=L

= n = ng. O

Wstepna liste ciagtych funkcji elementarnych zamykaja sinus i kosinus.
Funkcje sinus i kosinus, sin(x) i cos(x), dla z € R, uznajemy za zdefinio-
wane w szkole $redniej, a wiec ,znane”. Wiemy zatem, ze spelnione sg m.in.

zaleznodci

sin(x — y) = sin(x) cos(y) — cos(x)sin(y) i (6.15)
cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y) (6.16)

dla z,y € R, niezaleznie od tego, czy miara obu katéow = i y wyrazana
jest w stopniach, czy w radianach. Ustalenie dla argumentéw funkcji try-
gonometrycznych miary lukowej oznacza, ze argument x € [0, 27| kazdej
z funkcji jest ,dtugodcia tuku na okregu o promieniu 1, na ktérym oparty
jest opisywany przez z kat.” Efektem takiego wyboru jednostki miary jest
nieréwnosé

sin(z) <z < tg(z) dlaze (0, g), (6.17)

majaca swoje intuicyjne uzasadnienie w postaci Rysunku

11

tgx

sin x

1

Rysunek 6.2: Geometryczna interpretacja relacji (G.17)
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Stwierdzenie 6.4.3. Funkcje trygonometryczne sin,cos: R — [—1,1] sq
ciggle.
sin cos

Funkcje tg = oo i ctg = 3> sq ciggle tam, gdzie sq okreslone. Obrazem

obu funkcji jest caly zbior liczb rzeczywistych R.

Dowadd. Ciaglosé funkeji sin i cos wynika np. z tozsamosci
. . o (TY T4y
sin(x) — sin(y) = 2sin (—2 ) CoS (—2 ), dla z,y € R,

znanej ze szkoly éredniej. Istotnie, korzystajac z nieréwnosci |sin(z)| < |z|
oraz | cos(z)| < 1, dostajemy oszacowanie

r—y
2

[sin(z) - sin(y)| < 2| —~| = |z — yl. (6.18)
z ktorego wynika cigglosé¢ funkcji sinus. Ciggloéé funkeji kosinus jest kon-
sekwencjg tozsamosci cos(z) = sin(z + §) dla x € R. Ciagtoé¢ funkcji tan-

sin(x)

gens, tg(z) = cos(z) dla x takich, ze cos(z) # 0, jest konsekwencja Twier-

dzenia [6.2.2] podobnie jak cigglo$é funkeji kotangens. Wyznaczenie obrazu
funkcji tg pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. U

Cwiczenie 6.4.1. Wykazaé¢ zaleznoéé
3sin(z) — 4sin(z)® = sin(3z) dla z € R.

Znalez¢ analogiczna zalezno$é pomiedzy wielkosciami cos(z) i cos(3x).

Uwaga 6.4.1. Podobnie jak w przypadku funkcji wykladniczej, czy tez po-
tegi o wyktadniku rzeczywistym ciaglo$é funkcji trygonometrycznych po-
zwala na wyznaczanie przyblizonych wartosci funkeji sinus i kosinus (i ich
ilorazéw). W czasach ,,przed-komputerowych” umozliwiato to przygotowa-
nie i druk stosownych tablic — bardziej doktadnych dla nawigacji i geodezji
lub mniej doktadnych — dla inzynieréw. Réwniez w ramach kursu Analizy I,
dopdki nie dysponujemy innymi metodami obliczeniowymi, pozostaje nam
przypomnie¢ kilka wzoréw znanych z elementarnej trygonometrii.

Cwiczenie 6.4.2. (i) Korzystajac z réwnosci sin(30°) = %, sprawdzié, ze

— V2
sin( 15°) = Vo-v2
4
(ii) Wiedzac, ze przekatne pieciokata foremnego dziela sie w proporcjach
opisanych przez zloty podzial, wykazaé¢ réwnosé
V5 —1
T

sin(18°) =
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(iii) Wyprowadzi¢ stad jawny wzér na sin( 3°). Wyznaczy¢ przyblizona war-

to$¢ z = sin(1°) = sin ({&5) z dokladnoscia do 107!, rozwigzujac metoda
polowienia réwnanie 3z — 423 = sin(3°).

(iv) Oszacowac liczbe m wykorzystujac nieréwnosé sin( 1°) < g5 < tg(1°).

6.5 Funkcje monotoniczne i do nich odwrotne

Definicja 6.5.1. Funkcje zmiennej rzeczywistej f: X — R nazywamy Scisle
monotoniczna, jesli jest

(i) rosnaca, tzn f(z) < f(y) dla dowolnych z,y € X takich, ze x < y,
albo

(ii) malejaca, tzn f(x) > f(y) dla dowolnych x,y € X takich, ze x < y.
Funkcja f jest monotoniczna, jesli jest

(") niemalejaca, tzn. jesli f(x) < f(y) dla x <y lub

T <

(i") nierosnaca, tzn. jesli f(x) > f(y) dla Y.

Uwaga 6.5.1. Implikacje definiujace funkcje $cisle monotoniczne sg w isto-

cie réwnowaznosciami. Dowolna funkcja rosnaca f ma wlasnoéé
r<y<= f(z)< f(y) dlaz,yeX.
Zaskakujacy zwiazek miedzy monotonicznoscia i ciagloscia opisuje

Stwierdzenie 6.5.1. Dla dowolnej $cisle monotonicznej funkcji f: J — R
okreslonej na dowolnym przedziale J C R funkcja odwrotna f=': f[J] — R
jest ciggla. Funkcja f jest ciggla, jesli obraz f[J] jest przedzialem.

Dowdd. Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze f jest funkcja rosnaca. Przypusémy,
ze dla pewnego yo = f(zo) € f[J] funkcja f~! nie jest ciagta w yo. Zgodnie
z Definicja [0.2.1] oznacza to, ze w zbiorze f[J] istnieje ciag (yn)nen zbiezny
do yo, ale taki, ze xg nie jest granica ciagu (z,)nen utworzonego z punktéw
z, = f~Yyn) € J dla n € N. Niezaleznie od tego, czy ciag (o, )nen jest
rozbiezny, czy tez zbiezny do innej liczby, brak zbieznosci do xg oznacza
istnienie liczby € > 0 takiej, ze nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu lezy poza
przedzialem (xzo — €, 29 + €). Skoro zatem zbiér

{neN; |zp—zo|>e} = {nEN; 2, <z0—c}U{NEN; 2,>20+c} = N UNT

jest nieskonczony, ta sama wtlasnosé przystuguje przynajmniej jednemu ze
zbioréw N~ i NT. Jedlin € N~ # 0, to xg — € € [z, 10) C J, a zatem

Yn = flzn) < flzog—e) < f(wg) =yo dlane N~
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i analogicznie
Yn = f(xn) > f(xo+¢) > f(wg) =yo dlan € NT,

jesli tylko zbiér Nt jest niepusty. Gdyby choé jedna z podanych tu nie-
réwnosci zachodzita dla nieskonczenie wielu n, to odpowiedni podciag ciagu
(Yn)nen prowadzilby w granicy do sprzecznosci postaci yo < f(xzo —¢) < yo
lub yo > f(zo+¢€) > yo. Sprzecznosé pojawia sie z zalozenia braku ciaglosci
funkcji odwrotnej do f. Zatem f~! jest funkcja ciagta.

Przypadek funkcji f malejacej wynika z udowodnionego juz lematu za-
stosowanego dla funkcji rosnacej — f, do ktérej odwrotna jest funkcja f~1(—y)
dla ye (~f)lJ].

Dla dowodu drugiej czesci tezy wystarczy zauwazyé, ze jesli dziedzina
funkeji écisle monotonicznej f~1: f[J] — R jest przedzialem, to z udowod-
nionej juz tezy wynika ciggloéé funkeji f odwrotnej do f~1. O

Jako wazny wniosek wyprowadzimy stad

Twierdzenie 6.5.2 (O ciaglosci funkcji odwrotnej). Niech J C R bedzie
dowolnym przedziatem, a f: J — R dowolng, okre$long na J réznowar-
tosciowq funkcjq cigglq. Wowczas funkcja odwrotna f=': f[J] — R jest
ciggta. Co wiecej, funkcje f i f=1 sq $cisle monotoniczne, a zbior f[J] jest
rowniez przedziatem.

Aby z ciaglo$ci i réznowartosciowosci f wywnioskowaé, ze jest to funkcja
$cisle monotoniczna, skorzystamy jeszcze z pomocniczej wlasnosci majacej
swe zrodto w Twierdzeniu [6.3.]

Lemat 6.5.3. Jesli funkcja f: J — R jest ciggla i réznowartos$ciowa, to
(i) dla dowolnych liczb a,b,c € J takich, ze a<b<c,

f@)<fB)<fl©)  abo  fla)>f()>f(c), o
(i) dla dowolnych liczb a,b,c,d € J takich, Ze a<b<c<d,
fla)<fb)<fle)<f(d)  albo  f(a)>[f(b)>[f(c)>f(d),
co oznacza, ze doktadnie jedna ze wskazanych mozliwosci jest prawdziwa.

Dowdéd. Rozwazmy na poczatek dowolna trojke liczb a <b<c w J. Zaldézmy,

ze f(a) < f(c). Gdyby f(b) < f(a), to dla liczby f(a) € (f(b), f(c)) z wia-
snosci Darboux wynikatoby istnienie liczby o’ € [b, ¢] takiej, ze f(a’) = f(a),
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przy czym a < a' — sprzeczno$é. Do sprzecznosci prowadzi takze przypusz-
czenie, ze f(c) < f(b), gdyz woéwcezas dla liczby f(c) € (f(a), f(b)) istnialoby
d € (a,b) takie, ze ¢ < ci f(d) = f(e). Zatem f(a) < f(b) < f(co),
czyli f(a) < f(b) < f(c). W przypadku f(a) > f(c) dowdd nieréwnosci
f(a)> f(b)> f(c) przebiega analogicznie.

Whybierajac sposrod liczb a, b, ¢, d trojki a <b< cib< c<d zauwazamy, ze
wynikajace z wykazanej wyzej alternatywy opcje dotyczace uktadu nieréw-
nosci sa zgodne, jako jednoznacznie wyznaczone przez nieréwnosé¢ pomiedzy
liczbami f(b) i f(c). Oznacza to jedna z dwu mozliwych par zaleznosci:

fla)<fb)<fle)i

F(a)> F(b)> f(c) i .

Dowdd Twierdzenia [6.5.2 Jesli f nie jest funkcja Scisle monotoniczna, to
istnieja liczby @1, e, 23,24 € J takie, ze x1 <xo 1 f(x1) < f(22), oraz x3<x4
i f(xs) > f(xa). Zbidr {x1, 2, v3, 24} zawiera 3 lub 4 liczby. Lemat
gwarantuje, ze nie istnieje opcja, w ktorej relacje f(x1) < f(z2) 1 f(x3) >
f(x4) wystepuja jednoczesnie. Sprzecznosé dowodzi Scistej monotonicznosci

funkcji réznowartosciowej i ciagtej f.
Ze Stwierdzenia [6.5.1 wynika teraz ciagtoéé funkcji f=1: f[J] — R, przy
czym $Scista monotonicznosé funkeji odwrotnej zawarta jest w Uwadze
]

Mozemy teraz rozszerzy¢ liste funkcji elementarnych o funkcje odwrotne
— do funkcji wyktadniczej oraz do funkcji trygonometrycznych.

Definicja 6.5.2. Dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej a # 1 loga-
rytmem o podstawie a nazywamy funkcje log,: (0,00) — R odwrotng do
funkcji wykladniczej o® dla © € R. Logarytm o podstawie a = e (liczba
Eulera) nazywamy logarytmem naturalnym 4 oznaczamy In.

O istnieniu funkcji log, decyduje $cista monotonicznoéé¢ funkeji wyktad-
niczej o podstawie a # 1. Dziedzing funkcji odwrotnej jest przedzial J C R
bedacy obrazem funkcji wyktadniczej z — a®. Jesli a > 1, to z wtasnosci

Veer a® >0, oraz liTan a"=oc0 i 1i71;n a " =0,

(por. Wniosek .2.3]) wynika réwnosé J = (0, 00). Ten sam zbiér jest obra-
zem funkcji wykladniczej (1)* =a* dlaz € R.
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Whiosek 6.5.4. Funkcja log, jest ciggla i rosngca dla a > 1 a malejgca,
gdy 0 < a < 1. Zachodzq rownosci

log,(z) = iigi; dla x > 0, (6.19)

In(z’y%) = bIn(x) 4+ cIn(y) dla z,y >0 i dowolnych b,c € R.  (6.20)
Dowdd. Cwiczenie. O

Wiemy, ze funkcja sin przyjmuje na przedziale (0, 7) wartosci dodatnie.
7 tozsamosci

cos(y) — cos(z) = —2sin (y ; x) sin (w ;L y)

wynika, ze kosinus jest na przedziale [0, 7] funkcja malejaca. Zatem sin(x) =
—cos (x4 %) jest dla x € [-7, 5] funkcja rosnaca. Analogiczna tozsamosé
sin(y)  sin(z) sin(y

T 202
tg(y) — tg(y) = cos(y)  cos(w) - cos(z) ;)Sx;)

dowodzi, ze tangens jest funkcja rosnaca na przedziale (—73, 5). Stad

Definicja 6.5.3. Funkcje cyklometryczne, czyli odwrotne funkcje trygono-

metryczne
arcsin = (sin ][,%7%])71: -1,1] =R 4 (6.21)
arc cos = (cos |[0,,T])*1: [—1,1] = R, oraz (6.22)
arctg = (tg ][_%7%])_1: R—R (6.23)

nazywamy odpowiednio: arcus sinus, arcus cosinus i arcus tangens.
Whniosek 6.5.5. Funkcje cyklometryczne sq ciggle i zachodzi réwnosc

arcsin(x) + arccos(x) = g dla x € [-1,1]. (6.24)

Dowod. Cwiczenie. O

6.6 Funkcje trygonometryczne — nieco dokfadniej

Poniewaz szkolna definicja funkcji sinus i kosinus korzysta z miary (dlugo-
$ci) tuku, a wiec wielkosci, dla ktérej nie mamy w tym momencie precyzyjnej
definicji, potraktujemy sformutowane w podrozdziale wlasnosci ([6.15)-
6117) jak aksjomaty. Niech zatem s: R — R i c¢: R — R beda dowolna
ustalong para funkcji spetniajacych warunki
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SC 1. s(x—y) = s(x)c(y) —c(@)s(y), c(z—y) = c(x)c(y)+s(x)s(y) dla
x,yER,
SC 2.0 < zc(x) < s(z) <x dlaz € (0,1).

Wykazemy, ze dla kazdego = € R zachodza réwnosci s(x) = sin(z) i ¢(x) =
cos(x).

Lemat 6.6.1. Funkcje s i ¢ majg nastepujgce wltasnosci

(i) s(=2) = =s(2), c(~2) = c(x) i

(i) s(w)? + e(@)? = 1,
dla wszystkich x € R, oraz

(iii) s(z) —s(y) = 25(:”—59)0(%3) i c(x) —c(y)= —28(:”—59)8(%3) dla
z,y € R.

Wilasno$¢ sformutowana w (i) oznacza, ze s jest funkcja nieparzystq, a c
— funkcja parzystq.

Dowdéd. Z warunku SC 1, poréwnujac prawe strony dla par (z,0) oraz (0, z),
otrzymujemy réwnosci

s(0—z) = s(0)c(z) —c(0)s(z) = —(s(x)e(0)—c(z)s(0)) = —s(z—0) i
c(0—x) = ¢(0)c(z)+5(0)s(z) = c(x)e(0)+s(x)s(0) = ¢(x—0),

co oznacza potwierdzenie wlasnosci (i). Z kolei dla z = y réwnosci podane
w SC 1 redukuja si¢ do s(0) = 0 oraz c(x)? + s(x)? = ¢(0) dla x € R, przy
czym ostatnia z réwnosci rozwazana dla x = 0 oznacza zaleznoscé

Z dwu mozliwosci: ¢(0) = 0 lub ¢(0) = 1, pierwsza musimy odrzucié, gdyz
prowadzitaby do tozsamosci c(z)? + s(z)? = 0 dla 2 € R, a ze wzgledu na
warunek SC 2 funkcje s i ¢ nie moga byé¢ tozsamoéciowo réwne 0. Wyni-
kajaca stad réwnosé ¢(0) = 1 konczy takze dow6d wiasnosci (i), czyli tzw.
jedynki trygonometryczney.

Wilasno$¢ (iii) sprowadza si¢ do tozsamosci

s(55 = 18) — s (55 - Y) = 2s()e(*Y),
oraz analogicznej — dla réznicy c¢(x) — ¢(y). O

Lemat 6.6.2. (i) Funkcje s i ¢ sq ciggle na R.
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(i) Istnieje liczba pi € [2,4] taka, Ze s(pi) = s(0) = 0 i s(z) > 0 dla
x € (0,pi), natomiast ¢ jest w przedziale [0, pi] funkcjg malejacq od ¢(0) = 1

poprzez c(%5) = 0 do c(pi) = —1.
(i) s(2) = /2 ¢(2) = /2D giq 2 € [0, pi.

Dowdd. Wobec nieparzystosci funkcji s, nieréwnosé s(x) < z zawarta w (ii)
implikuje wlasnosé |s(z)| = s(|z]) < |z| dla |z| < 1, a poniewaz |s(z)| < 1,
wynika stad nieréwnosé

|s(z)| < |z| dlazeR.
Podobnie jak w (€8], z Lematu [6.6.1](ii) otrzymujemy oszacowania
s(zx) —s()| < le—yl 1 (@) —cy)| <|lz—yl dazyeR,

a zatem — ciaglto$é obu badanych funkcji. Z wtasnosci SC 1, dla y = —x,
wynikajg zaleznosci

s(2z) = 2s(zx)c(x) 1 c(2x) = c(x)? — s(x)* = 2c(x)?* — 1 (6.25)

dla x € R. Z kolei wykazana wyzej ciagtos¢ pozwala zauwazy¢, ze nie-
réownoé¢ 0 < zc(z) < s(z) dla € (0,1), prawdziwa w szczegdlnosci dla
z=1-1 n €N, implikuje nieréwnos¢ 0<¢(1) <s(1). Poniewaz jednocze-
énie ¢(2) =¢(1)?—5(1)?<0, funkcja ¢ przyjmuje warto$é 0 na przynajmniej
jednym z koncéw przedzialu domknietego [1,2] lub zmienia w tym prze-
dziale znak (z + na —). Z wlasnosci Darboux (Twierdzenie [6.3.1]) wynika
istnienie liczby x¢ € [1,2] takiej, ze c¢(x¢) =0. Dla pi := 2z € [2,4] mamy
réwnosé
s(pi) = 2s(xp)e(xg) = 0.

Zauwazmy, ze o jest jedynym miejscem zerowym funkcji ¢ w przedziale
[1,2]. Istotnie, przypu$émy, ze c(x1)=c(x2)=0 dla dwu liczb spelniajacych
nieréwno$¢ 1 < 1 < w2 < 2. Poniewaz z réwnosci ¢(1) = 0 wynikaloby
¢(2) = —1, co wyklucza przypadek x1 = 1,29 = 2, z SC 1 otrzymujemy

c(rg —x1) =0, przy czym 0 < x9 —x1 < 1,

a to pozostaje w sprzecznosci z SC 2. Liczba %i = x¢ jest zatem jedynym
miejscem zerowym funkcji ¢ w calym przedziale [0, 2.
7 drugiej strony, z SC 2 wynika nier6wnosé

s(z) = 28(%)6(%) >0 dlaze€(0,2),
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gdyz oba czynniki sa wowczas dodatnie. Jesli w kolejnym przedziale [2,4)
funkcja s nie ma miejsc zerowych, to — jako funkcja ciaggla — s nie zmienia
znaku w calym przedziale (0,4), a liczba pi = 4 jest najmniejszym dodatnim
miejscem zerowym. Dla odmiany, istnienie jakiegokolwiek miejsca zerowego
x3 € [2,4) funkcji s implikuje réwnos¢ ¢(%) = 0, czyli % = xg i x3 = pi.
Zatem takze i w tym przypadku na calym przedziale (0, pi) funkcja s ma ten
sam znak — jest dodatnia. Monotonicznos¢ funkeji ¢ potwierdza wynikajaca
z Lematu [6.6.T)(iii) nieréwnosé

c(x) — c(y):QS(y ; x)s(x;—y) >0

dla dowolnych x < y zawartych w przedziale [0, pi]. Réwnosé ¢(pi) = —1
wynika teraz z jedynki trygonometrycznej i faktu, ze c(pi) < c(%i) jest
liczba ujemna.

Wzory poléwkowe podane w (iii) stanowia jedyne nieujemne rozwiazania
réwnan c(z) = 26(%)2 —-1=1- 25(%)2. O

Twierdzenie 6.6.3 (O jednoznacznosci funkcji sin i cos). Funkcje sinus
1 kosinus sq jedynqg parg funkcji zmiennej rzeczywistej okreslonych na catej
prostej rzeczywistej R i majgcych wiasnosci SC 1 — SC 2.

Dowdd. Zatdézmy, ze para funkcji zmiennej rzeczywistej s i ¢ spelnia warunki
SC 1 -SC 2, a zatem ma wlasno$ci opisane w Lemacie [0.6.1]1 Lemacie [6.6.2
Wychodzac od wiasnosci s(pi) =0=sin(m) i ¢(pi) =—1=cos(m), wykazemy
rownosci

s(pi-x) =sin(mz) 1 c¢(pi-x) = cos(mz), (6.26)

w pierwszej kolejnosci dla dowolnych liczb postaci x = 2%, gdzie k€Z,neN.

I. Przypadek =z = 2% sprawdzamy dla n = 1, korzystajac ze wzoréw po-
léwkowych (iii) podanych w Lemacie W ten sam sposéb sprawdzamy
krok indukcyjny:

e R (-

i podobnie S(QEL) = sin (57 ), jesli tylko C(Qp_ril) = cos (g7

I1I. W przypadku x = Qﬁn dla k € N, dowdd réwnosdci jest takze indukeyj-

ny i korzysta ze zgodnych wzoréw na wartosci kazdej z funkcji dla sumy k
réwnych sktadnikéw. Réwnosci rozciagaja sie na dowolne k € Z ze wzgledu
na parzysto$é¢ funkcji ¢ i nieparzysto$é¢ funkcji s.
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ITI. Dla dowolnego x € R ciag przyblizen (x,)nen z rozwiniecia binar-
nego liczby z sktada sie z liczb opisanej wyzej postaci. Zatem z ciaglosci

rozwazanych funkcji otrzymujemy réownosci
¢(pi-x) = lime(pi-x,) = limcos(7 - x,,) = cos(mx)
n n

i analogicznie s(pi-x) = sin(mz).

IV. Aby wykazaé¢ rownosé pi = 7 i zakonczyé dowdd, skorzystamy z nie-
réwnosci SC 2 zapisanej w postaci 0 < ¢(z) < @ < 1dlaz e (0,1). Dla
dostatecznie matych x > 0 otrzymujemy

c(pi-x) < M =Z. sin(mz) <Z  oraz cos(mz) < i
pi-z pi T pi m

W granicy, np. dla ciagu z,, = %, n € N, wynikaja stad nieréwnoéci

T . pi
0)=1<— 0)=1<—,
c(0) o i cos(0) -
czyli pi = 7, co bylo do okazania. U

Udowodniona wyzej jednoznaczna, aksjomatyczna charakteryzacja pary
funkcji sin i cos podpowiada odpowiedz na pytanie o matematyczny sens
liczby 7.

Definicja 6.6.1. Liczbg m nazywamy najmniejsze dodatnie miejsce zerowe

funkcji sinus.

Rozumowanie przedstawione wyzej wykorzystuje elementy zaczerpnigte
z wielu Zrédel. Odmienne podejscia, zawarte np. w [5], wlaczaja do ukta-
du aksjomatow zaleznosci odwolujace sie do pochodnych i nie mogty by¢
uwzglednione w aktualnym kontekscie.

6.7 Szeregi potegowe jako funkcje

Poznalidémy wczeéniej szereg potegowy opisujacy funkcje wyktadnicza e® dla
x € R. Ze wzoru (5.11)) wynika zatem réwnosé

o~ In(a)" ,

a® = q*™@) = nz:% — ¢ dla a > 0. (6.27)

Z kolei Twierdzenie jednoznacznie charakteryzuje funkcje sinus

i kosinus jako jedyne spelniajace warunki (6.15)-(617)). Korzystajac z Wnio-

skuB.5.4] o iloczynie Cauchy’ego szeregéw bezwzglednie zbieznych, mozemy

zatem przedstawi¢ dla kazdej z tych dwu funkcji jej rozwiniecie w postaci
szeregu potegowego.
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Twierdzenie 6.7.1 (Rozwiniecie w szereg funkcji sin i cos). Dla kazdego
x € R zachodzq réownosci

o0 x2n+1

sin(z) = nz::()(—l)"m, oraz (6.28)
o) xQn

cos(z) = Y _(—1)" an (6.29)
n=0 '

Dowdéd. Z kryterium d’Alemberta (tw. B.2.5]) wynika, ze oba szeregi pote-
gowe wystepujace w (6.28)—([6.29) maja nieskonczony promien zbieznosci
i sg bezwzglednie zbiezne dla kazdego x € R. Zgodnie z Twierdzeniem
wystarczy sprawdzié, ze funkcje

00 (L‘2n+1 00 xQn
s(x) = -t c(x) = —1)" dla x € R
=S = S
spelniaja warunki SC 1-SC 2. Z Whniosku (5.5.4] otrzymujemy
i Zn: L2+ ot - y2(n—k)
Py 2/<: 1)l (2n — 2k)!
i Z 2n+1 2+ 2k
(2n —l— 1)! 2k+1
n= 0
oraz 2k 2(n—k)+1
n —
= (2n — 2k +1)!

i 2n+n'zn:

<2”22:‘ 1) 2y 22kt 1
k=0

Zatem s(x)c(y) — c(z)s(y) =

2n+1\ opi1 on—ok 2n+1\ o on_okt1
_Z 2n+1)2<<2k+1>x Y ok )7 Y
-y m@” —y) = s@ - y).
n=0 :

Sprawdzenie analogicznego warunku dla ¢(x—y) pozostawiamy czytelnikowi.
Dla dowodu nieréwnosci s(x) < z, gdy 0 < x < 1, grupujemy — zgodnie
ze Stwierdzeniem [B.1.4] — pary sasiednich wyrazéw szeregu o przeciwnych
znakach, co daje
3 .5 7.9

00 4k
v st = (gr=57) + (=) + - :kz::l (Zk)!(%_zllcil) >0
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dla z € (0,1). W podobny sposéb szacujemy réznice

0 x2n+1 1 oo 1 x2n+1
_ =S (1) ) =S (=)l .9
(@) = we@) = 3 (1" o (g~ 1) = XV gy
s 4k 4k — 2
= 41: 1'( _4; 1>>0
k:l( - 1! T +
dla z € (0,1). O

Z kryterium Leibniza i nier6wnosci (5.3]) otrzymujemy

Whiosek 6.7.2. Dla n € N i dowolnego x € [—1,1] zachodzq nieréwnosci

n—1 k .2+ 2n+1 n—1 k .2k 2n
-1 —1
‘sin(x)—z ( 2]2 xl T ‘ < \Qx] I 1 ‘COS((L’)_ ( Q)k:f ‘ < ’;U‘ '
= (2k+1)! (2n+1)! = (2k)! (2n)!
O

Cwiczenie 6.7.1. Sprawdzi¢ nieréwnosci

7 < o < 23 5
T — % + 135 — s0m0 < sin(@) <z -G 443

8

—_
(=]

dla z € [0, 1] i poréwnaé¢ wykresy rozwazanych funkcji. Wiedzac, ze rozwia-
zaniem réwnania sin(z) = 1 jest z = T wyznaczy¢ (z dokladnoscig do 1079)
i poréwnaé pierwiastki rownan wielomianowych odpowiadajacych podanym
wyzej sumom czedciowym szeregu. Oceni¢ doktadno$é uzyskanych przybli-
zen liczby .

Opisane wyzej przyktadowe rozwiniecia funkcji w szereg potegowy do-
tyczyly specyficznych funkcji ciagltych. W istocie, ciaglos¢ stanowi warunek
konieczny rozwijalnosci funkcji w szereg potegowy.

Twierdzenie 6.7.3 (Ciaglo$¢ sumy szeregu potegowego). (i) Suma szeregu
potegowego > a(x) o niezerowym promieniu zbieznosci p jest funkcja ciggla

f(z) = i apz”™  dla x € (—p,p).
n=0

(ii) (Twierdzenie Abela). Jesli p < oo i szereg Y a(x) jest zbiezny w punk-
cie koricowym xo=—p lub xo=p przedzialu zbieznosci, to suma f(x) szeregqu
potegowego jest takze funkcjq ciagla (jednostronnie) w .
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Dowdd. Niech e bedzie liczba dodatnia. Dla dowolnej liczby zg z przedziatu
(—p, p) wykazemy, ze funkcja f dla |x| < p spelnia warunek Cauchy’ego (6.9))
w punkcie zg. W tym celu ustalmy dowolna liczbe r taka, ze |zo| < r < p.
Ze zbieznosci szeregu (> |an|r™)nen wynika istnienie liczby m € N takiej,
ze Y32 lak|r® < 5. Poniewaz wielomian f,(z) = Sy agak dlaz € R
jest funkcja ciagla, istnieje liczba dodatnia § < r — |z¢| taka, ze prawdziwa
jest implikacja

€
o= 0] < 6 = |f(e) = fnlao)| < =
7 nieréwnosci tréjkata wynikaja zatem nieréwnosci

[f (@)= f ()| <|f(x)=fm(@)| + [fm(2) = fm(20)] +0Lfm(wo)—f(wo)|

oo oo

€ g
<3 lallal+ 2+ 3 lanllzol* <2 lagl+5 <=
k=m k=m

k=m

(6.30)

dla z € (29 — 6,20 + §), a to konczy dowdd wlasnosei (i).

(ii)* Zakladajac zbieznosé¢ szeregu (3 cp)nen dla ¢, = anxj, n € N,
gdzie zg € {—p, p} jest jednym z koncéw przedziatu zbieznosci szeregu po-
tegowego, rozwazamy funkcje

o
g(t) = f(zo-t) = Z et dlat € [0,1].
n=0
Ze zbieznosci szeregu (Y ¢p)nen 1 Twierdzenia B270(ii) wynika istnienie
liczby m € N takiej, ze | > p_,, cx| < § dla wszystkich liczb naturalnych
n > m. Korzystajac z nieréwnosci Abela (5.10) otrzymujemy oszacowanie
‘Zzzm cktk‘ < §t™ prawdziwe dla ¢t € [0,1] i dowolnego n > m, a wigc

takze (w granicy)
> 5
1Yt < 5 dlatelo1]
k=m

Pozwala to na analogiczne do (6.30]) oszacowanie réznicy g(t)—g(1), co kon-

czy dowdd lewostronnej ciaglosci g w koncu przedziatu. Ztozenie f(z)= g(%)

jest zatem funkcja ciagla w calym przedziale zbieznosci. O

W kolejnych rozdziatach kursu, korzystajac z pojecia rézniczkowalno-
$ci, poznamy takze warunki dostateczne na to, by dana funkcja posiadata
rozwiniecie w szereg potegowy. W szczegdlnosci poznamy takze rozwiniecia
w szereg potegowy wiekszosci funkcji elementarnych.



Rozdziat 7

Ciggtos¢ wg Cauchy’ego

W ramach dotychczasowego wykladu pojecie ciaglodci funkeji (w punkcie)
zostalo wprowadzone w Definicji[6.2.1] z wykorzystaniem ciagdéw zbieznych —
i bylo intensywnie wykorzystywane w kolejnych podrozdziatach. Jest to tzw.
definicja Heinego ciggtoéci. Wstepnie poznalismy tez podejécie pochodzace
od Cauchy’ego, obejmujace wlasnosé Cauchy’ego ([GI) i Twierdzenie
Planujac przeniesienie uwagi czytelnika na znaczenie i mozliwoéci tkwiace
w podejsciu Cauchy’ego, prezentujemy podstawowa réznice obu réwnowaz-
nych koncepcji — jedna korzysta ze zbioréw domknietych, druga — z otwar-
tych. Czas na szczegoty.

7.1 Nieco topologii

Ciagi zbiezne sa podstawa do wyrdznienia na prostej rzeczywistej R zbioréw
domknietych, ktérych szczegdlnym przykladem sg domkniete przedziaty.

Definicja 7.1.1. Podzbior X C R jest domkniety, jesli granica kazdego
ciggu zbieznego (xp)nen 0 wyrazach x, € X dla n € N, réwniez nalezy do
zbioru X.

A teraz spojrzenie ,z drugiej strony” — obejmujace przedzialy otwarte:

Definicja 7.1.2. Dla dowolnego podzbioru X C R liczbe x € X nazywamy
punktem wewnetrznym, jesli dla pewnego ¢ > 0 zbior (x — ¢,z + ¢) zawiera
ste w X. Zbior V. C R jest otwarty, gdy kazda liczba x € V' jest punktem
wewnetrznym — zawiera sie w V. wraz z pewnym przedzialem (x — ¢,z + ¢),
¢ > 0, zwanym otoczeniem x w V.
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Zbiér punktéw wewnetrznych dowolnego przedzialu J C R jest prze-
dziatem otwartym J° C J o tych samych koncach. Przedzial J° nazywac
bedziemy takze wnetrzem przedziatu J.

Ewentualne watpliwosci co do istnienia zwigzku pomiedzy otwartoscig
a domknietoscia zbioréw rozwiewa

Stwierdzenie 7.1.1. Podzbior X C R jest domkniety wtedy i tylko wtedy,
gdy jego dopelnienie R\ X jest zbiorem otwartym.

Dowdd. Zaltézmy, ze zbiér R\ X nie jest otwarty, a zatem istnieje punkt
x ¢ X taki, ze dla kazdego ¢ > 0 przedzial (z — ¢,z + ¢) nie jest podzbio-
rem dopelnienia R \ X. Wynika stad, ze dla kazdego n € N w przekroju
XN (z— %,x—i—%) # () mozna wybraé¢ punkt z,, € X, odlegly od x o mniej
niz % Utworzony w ten sposéb ciag (z,,)nen jest zbiezny do x, a to oznacza,
ze zbiér X nie jest domkniety — nie zawiera granicy ciagu (z,)nen. Wyka-
zalidmy tym samym, ze z domknieto$ci X wynika otwartos¢ dopelnienia.
Dowdd implikacji przeciwnej pozostawiamy czytelnikowi. O

7 faktu, ze cze$¢ wspolna dwu otoczen punktu jest otoczeniem, otrzy-
mujemy

Whiosek 7.1.2. Przekrdj (czesé wspdlna) skoriczonej liczby zbioréw otwar-
tych jest zbiorem otwartym, a suma skonczonej liczby zbiorow domknietych
jest domknieta.

Suma dowolnej rodziny zbioréw otwartych w R jest zbiorem otwartym.
Przekroj dowolnej rodziny zbiorow domknietych jest domkniety. U

Nieco bardziej skomplikowane typy zbioréw, majace — jak zobaczymy
w kolejnym podrozdziale — zwiazek z ciagtoscia funkcji, wyrdznia

Definicja 7.1.3. Zbior X C R jest typu Gy, jesli jest przekrojem przeliczal-
nej rodziny zbiorow otwartych. X jest typu F,, jesli jest sumaq przeliczalnej
rodziny zbiorow domknietych.

Oczywidcie, dopelnienia zbioru typu Gjs jest zbiorem typu F, i odwrot-
nie.
Cwiczenie 7.1.1. Sprawdzi¢, ze kazdy przedzial (otwarty, domkniety, ot-
warto-domkniety, zbiér jednopunktowy) jest jednoczesnie typu Gs i typu Fy.

Uwaga 7.1.1. Rodzine g wszystkich podzbioréw otwartych prostej rzeczy-
wistej R nazywamy naturalng topologig w R — stad nazwa biezacego pod-
rozdziatu. Oprécz zbiorow otwartych, wyréznione wyzej zbiory domkniete
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oraz zbiory Gs i zbiory F, wchodza w sktad rodziny Br zbioréw borelow-
skich (Definicja [T.1.3]), obejmujacej praktycznie wszystkie konstruowalne
podzbiory w R, czyli mozliwe do uzyskania w wyniku przeliczalnej liczby
operacji mnogosciowych.

Zbior Q liczb wymiernych jest typu F,, gdyz jest przeliczalna suma
zbioréw jednopunktowych. Jako wazny, nieoczywisty fakt, wykazemy teraz

Twierdzenie 7.1.3 (Zbiér Q nie jest Gs). Nie istnieje cigg zbioréw otwar-
tych w R, ktorych przekrojem bytby zbior Q wszystkich liczb wymiernych.

Dowdéd. Rozwazmy dowolny ciag zbioréw otwartych U, C R, n € N, za-
wierajacych zbior liczb wymiernych Q, oraz ciag liczbowy (¢ )nen zlozony
ze wszystkich liczb wymiernych. Wykazemy, ze przekrdj zbioréw otwartych
Vo = Up \ {qn}, dla n € N, jest niepusty, co oznacza, ze przekrdj (,en Un
jest (zawsze) istotnie wigkszy niz zbiér Q.

Korzystamy z faktu, ze kazdy niepusty przedzial otwarty zawiera nie-
skonczenie wiele liczb wymiernych, a zatem dla kazdego n € N i dowolnych
liczb a < b przekrdéj

(a,6) N Vi D (a,0) NQ\ {gn}

jest zbiorem niepustym. Poniewaz jest to zbiér otwarty, zawiera niepusty
przedzial otwarty oraz np. o potowe mniejszy przedzial domkniety. Wycho-
dzac od dowolnych ustalonych a < b mozemy zatem wskazaé liczby a; < by
takie, ze

[al, bl] C (a, b) NnVi.

Zatézmy, ze wybraliSmy juz zstepujacy ciag przedzialéw domknietych
[ak, bx] C (a,b) N VI N...N TV, (7.1)

gdzie aj < by, dla k <n i pewnej liczby naturalnej n > 2. Korzystajac z zasady
indukcji i wybierajac liczby a, < b, w ten sposdb, by przedzial domkniety
[an, by] zawieral sie w przekroju (an1, by ) N Vi, uzyskujemy nieskonczony,
zstepujacy ciag przedzialéw spelniajacych warunek (Z.I]).

Niejako ,,przy okazji” otrzymaliémy dwa ograniczone ciagi monotonicz-
ne, rosnacy ciag (an)nen 1 malejacy (by)nen, ktorych prawie wszystkie wy-
razy, a wiec takze granice, odpowiednio « i 3, zawieraja sie w kazdym z wy-
roznionych przedziatéw domknietych. Stad inkluzja

[, 8] C (a,b)NViN...NV, dla wszystkich n € N,
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a poniewaz przekrdj zbioréw V, nie zawiera liczb wymiernych, oba ciagi
majg t¢ samg granice a = 3. WykazaliSmy nie tylko, ze przekréj (,,cn Va
jest niepusty, ale takze, ze jest gesty — zawiera punkty kazdego otwartego
przedzialu na prostej. U

Udowodniona wyzej wlasnosé prostej R jest szczegdlnym przypadkiem
tzw. Twierdzenia Baire’a o kategoriach, prezentowanego w ramach kursu
Topologii Metrycznej.

Strukture dowolnego zbioru otwartego na prostej R wyjasnia

Twierdzenie 7.1.4 (O zbiorach otwartych w R). Kazdy zbior otwarty
V C R jest sumqg co najwyzej przeliczalnej liczby rozlgeznych przedziatow
otwartych.

Dowaod. Dla dowodu skorzystamy z charakteryzacji przedzialéw zawartej
w Twierdzeniu 2.1.5l Dla dowolnego punktu x € V' zauwazmy, ze suma

Vo =J{(a,0) C V; 2 € (a,0)}

wszystkich przedzialéw otwartych zawartych w V i zawierajacych x jest
maksymalnym przedzialem otwartym o tej wlasnosci. Istotnie, dla dowol-
nych dwu liczb ¢ < d w V, istnieja zawierajace = przedzialy (a;,b;), 1 = 1,2,
takie, ze ¢ € (a1,b1) 1 d € (az,b2). Wéwczas przedzial (a,b) o koncach
a = min{ay,as} i b = max{by, by} zawiera [c, d], a poniewaz jest suma prze-
dzialéw (a;,b;), i = 1,2, zawiera sie w zbiorze V,. Zgodnie z cytowanym
twierdzeniem, V, jest przedzialem — otwartym, jako suma zbioréw otwar-
tych, maksymalnym — z konstrukeji. Z maksymalnosci zbioru V;;, dla kazdego
x € V, wynika z kolei wlasnosé

VinVy#0 =V, =V, dazyecV,

przy czym V = [J,cy Ve. Wystarczy teraz w kazdym ze zbioréw rodziny
V = {V,; x € V} wybraé liczbe wymierna (Wniosek [[L3.2]), aby stwierdzié,
ze zbiér V jest co najwyzej przeliczalny. O
Uwaga 7.1.2. Prosty przyktad U = UneN(—%, _n+r1) U UTLGN(%H7 %) po-
kazuje, ze przedzialy sktadajace sie na dany zbiér otwarty nie zawsze mozna
ponumerowaé zgodnie z ich naturalna kolejnosciag na prostej.

Sumy zbioréw otwartych, niekoniecznie roztacznych, pojawiaja sie cze-
sto w Analizie w kontekscie pokryé, w sytuacji, gdy kazdy element danego
zbioru X posiada otoczenie o specyficznej wlasnosci.
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Definicja 7.1.4. Rodzina zbioréw otwartych U C Tr stanow: pokrycie
(dokl. pokrycie otwarte) zbioru X C R, jesli X C YU = U{U; U € U}.

Twierdzenie 7.1.5 (Heine’'go—Borela). Niech X CR bedzie dowolnym zbio-
rem domknietym i ograniczonym. Wowczas kazde pokrycie otwarte U C TR
zbioru X zawiera skoniczony podzbior {Uy, ..., Uy}, czyli skohczone podpo-
krycie takie, ze X C Ui, U;.

Dowdd. Rozwazmy na poczatek przypadek, gdy X = [a, b] jest ograniczo-
nym przedzialem domknietym, a U jego dowolnym otwartym pokryciem.
Zbioér Y zlozony z tych punktéw x € [a,b], dla ktérych przedzial [a,z] ma
skoniczone podpokrycie w U, zawiera a i, jako niepusty, posiada kres goérny
c=supY < b. Dla punktu c istnieje zawierajacy go zbior U € U — otwarty,
a wiec taki, ze (¢ —e,c+¢) C U dla pewnego ¢ > 0. Z definicji ¢ jako
kresu gérnego wynika istnienie w przedziale (¢ — ¢, ] liczby = € Y, dla kt6-
rej przedzial [a, z] posiada skonczone podpokrycie zbiorami Uy, ..., U, € U.
Wynika stad skoniczone podpokrycie

la,c+e)CcULU...UU, UU

i przypuszczenie, ze ¢ < b prowadziloby do sprzecznosci postaci ¢ < supY.
Zatem c¢ = b i caly przedzial [a,b] ma podpokrycie {Uy,...,U,,U} C U.
Jesli teraz zbiér X jest dowolnym zbiorem domknietym i ograniczonym,
a wiec zawartym w pewnym przedziale [a,b], to kazde pokrycie otwarte U
zbioru X rozszerza sie do rodziny U U{R\ X} bedacej otwartym pokryciem
przedziatu [a,b]. Zgodnie z udowodnionym juz przypadkiem szczegdlnym
twierdzenia, istnieje skonczony podzbiér {Uy,...,U,} C U, taki ze

[a,b] CULU...UU, U (R\ X).

Stad otrzymujemy X C Uy U...UU,. U

Twierdzenie Heinego—Borela bywa uwazane za rownowazne sformutowa-
nemu we Wniosku [4.3.2] twierdzeniu Bolzano—Weierstrassa.

Cwiczenie 7.1.2. Korzystajac z Twierdzenia [ T4|(ii) zredukowaé pokrycie
U do przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych {U,; n € N} C U. Zakladajac,
ze zadna z sum Ui U. . .UU, nie pokrywa X, przedstawi¢ alternatywny dowédd
Twierdzenia
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7.2 Punkty nieciagtosci

Przechodzac do badania niecigglosci funkcji zmiennej rzeczywistej, skorzy-
stamy z warunku Cauchy’ego (6.9). Zaprzeczenie tego warunku, a wiec brak
ciaglosci funkcji f: X — R w punkcie z € X, wyrdznia x jako punkt niecig-
gtosci funkcji. Oznacza to wlasnosé

FesVss0Fy |z —yl <6 1 [f(2) - fly)l > e (7.2)
i stanowi podstawe do pomiaru ewentualnego ,stopnia niecigglosci” funkcji.

Definicja 7.2.1. Dla dowolnej funkcji zmiennej rzeczywistej f: X — R
1 dowolnego © € X wielkosé

wy(x) = (isggsup{\f(y) —f@); yzeXnN(x—6x+0)} (7.3)
nazywamy oscylacja funkcji f w punkcie x.
Cwiczenie 7.2.1. Wyznaczyé oscylacje funkeji sgn w punkcie z = 0.

Twierdzenie 7.2.1. Niech f: X — R bedzie dowolng funkcjg zmiennej
rzeczywistes.

(i) Funkcja f jest ciggla w x € X <= wy(x) =0.

(ii) Jesli dziedzina X funkcji f jest przedzialem, to zbior Ny wszystkich
punktow niecigglosci funkcji f jest typu Fj, tzn. jest sumq przeliczalnej
rodziny zbiorow domknietych.

Dowdd. Jesli funkcja f ma w punkcie z € X oscylacje wy(xz) = 0, to dla
kazdego £ > 0 istnieje d > 0 takie, ze

sup {|f(y) = f(2); y,z € XN (z—dz+0)} <e.

W szezegélnosed, |f(x) — f(y)| < e, jesli tylko |z — y| < §, a wiec funkcja
f jest ciagta w z. Jeli natomiast oscylacja funkcji f w x jest dodatnia
(lub nieskoficzona) i wy(x) > ¢ > 0, to dla kazdej liczby d > 0 istniejg
y,z € X N (x— 4§,z +9) takie, ze | f(y) — f(z)| > c. Nieréwnos¢ trojkata

1f () = f@)[+[f(x) = F(2) > |f(y) = f(2)] > ¢

wyklucza mozliwosé, by oba sktadniki |f(y) — f(z)| 1 |f(x) — f(2)| byly
mniejsze niz §. Tym samym spelniony jest warunek niecigglosci (Z2) dla
e=5>0.

2
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Dla dowodu (ii) rozwazmy najpierw przypadek X = R, gdy dziedzina
funkcji f jest cata prosta rzeczywista. Wystarczy wykazaé, ze kazdy ze zbio-
16w Dy, = {x; we(x) > %}, n € N, jest w tym przypadku domkniety lub — ze
jego dopelnienie jest zbiorem otwartym. Zalézmy zatem, ze liczba x( spel-
niajaca warunek wy(zg) < % jest dowolnym punktem dopelnienia R\ D,
dla pewnego n € N. Zgodnie z (T3] istnieja liczby 0, ¢ > 0 takie, ze

If(y) = f(z)]| <ec< % dla wszystkich y, z € (xg — d, 29 + 9).
Poniewaz dla kazdej liczby = z przedzialu (zg — g, o + g) zachodzi inkluzja
(=%, +3) C (g — 6,20 + 9),

otrzymujemy stad sup {|f(y) — f(2)|; v,z € (z — g,:c + g)} < ¢, a wiec

wr(z) <e< i dlaze (zg— g,xo + %)
Zatem (xg — g, T + g) CR\D,, a to dowodzi otwartosci dopelnienia zbio-
ru D,,.

W ogélnym przypadku, gdy X jest przedzialem, niech J D X bedzie
przedziatem domknietym o tych samych koncach. Jesli rozszerzy¢ f do funk-
cji f¢: R — R rownej 0 poza X, to poza J funkcja f€ jest ciagta, a jej pe-
ten zbiér punktéw nieciggtosci Nye jest zbiorem Fi, réwnym U, oy Dn C J.
Jak wiemy, cigglosé funkcji f¢ w jakim$ punkcie pociaga za soba ciaglosé
f = f°|x. Wynika stad inkluzja Ny C Ny dla zbioru Ny C X punktéw nie-
ciaglodci funkcji f, przy czym réznica ogranicza si¢ ewentualnie do koncow
przedziatu J. Pozostaje zauwazy¢, ze usunigcie ze zbioru Ny pojedynczego
punktu lub pary punktéw daje zbiér F,,, co wynika z przedstawionego nizej
lematu. O

Lemat 7.2.2. Réznica dowolnego zbioru A C R typu F, i zbioru jedno-

punktowego {x} jest zbiorem F,.

Dowdd. Poniewaz {z} = Nen(z — 7,2 + 1), dla zbioréw domknietych Ay,
n € N, dajacych w sumie zbiér A zachodzi réwnosé

A\ {z} = U (Ap\(z—f,2+4)) dlanéeN,
keN

a zatem zbior A\ {x} jest suma przeliczalnej rodziny zbioréw domknietych
postaci 4, \ (z — £,z + 1) dlan,k € N. O

7 Twierdzenia [[.1.3] wynika
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Whniosek 7.2.3. Nie istnieje funkcja f: R — R, dla ktorej punkty niecig-

glosci tworzq zbior liczb niewymiernych R\ Q. ]

Funkcje, dla ktérych zbior punktéw nieciagtosci jest rowny Q, czy tez
jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, pojawia sie w kolejnym podrozdziale
i w Przykladzie [[5.11

Uwaga 7.2.1. W dalszym ciagu kursu bedziemy si¢ stopniowo ograniczaé
do badania funkcji zmiennej rzeczywistej okreslonych na dowolnym prze-
dziale w R. Ograniczenie to jest pozorne, skoro dla kazdej funkcji zmiennej
rzeczywistej f: X — R mozemy rozwazac jej standardowe rozszerzenie

f(z) dlaze X

0 dla z ¢ X. (74)

f©“R—R, gdzie f[fx)= {
Badajac tak rozszerzong funkcje nie tracimy wtasnosci oryginatu, a unika-
my ,zaskoczen” takich jak ciaglto$é funkcji x — % — por. Przyktad -
czy tez funkcji tangens. Dopiero préba rozszerzenia funkcji poza jej natural-
ng dziedzine ujawnia intuicyjnie postrzegang nieciaglos¢. Jesli dziedzina X
funkcji f jest zbiorem ograniczonym zawartym w przedziale J, za standardo-
we rozszerzenie bedziemy uwazaé takze funkcje f€|s, co pozwala ograniczaé
badanie wtasnosci f do dowolnego przedzialu poza ktorym ,nie dzieje sie
nic ciekawego”.

7.3 Granice funkgcji

Niewielka modyfikacja warunkéw Cauchy’ego (610)—(GI1]) prowadzi do waz-
nych pojeé¢ granic prawo— i lewostronnych, zwanych ogélnie jednostronnymi
— w punkcie niekoniecznie nalezacym do dziedziny.

Definicja 7.3.1. Liczbe g € R nazywamy granica prawostronng funkcji
f: X — R wpunkcie t € R takim, zZe zbior X zawiera przedzial (t,t+c) dla
pewnego ¢ > 0, jesli spetniony jest warunek

Ves0dss0Va (t <z <t+d = |f(z) —g| <e). (7.5)
Jesli X zawiera przedzial (t — c,t) dla pewnego ¢ > 0, spelnienie warunku
\V/E>OE|(5>O\V/CE (t —i<z<t= |f(:C) - g| < 5) (76)

oznacza, Ze g jest granica lewostronng funkcji f w punkcie t.
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Granice jednostronne funkcji f w punkcie ¢ € R, jedli istnieja, oznaczamy
odpowiednio

ftH) = lim f(z) i f(t7)= lim f(x), (7.7)

r—tt T—t—

gdzie znak 4+ okresla z ktdrej strony zmienna x € X dgzy do t.

Definicja 7.3.2. Liczba g € R jest granica lim, ¢ f(x) funkcji f: X — R
w punkcie t € R, jesli istniejg obie granice jednostronne i zachodzi rowno$é

lim f(z)=g¢= lim f(x).

x—t~ z—tt

Whniosek 7.3.1. Jesli dla pewnego ¢ > 0 przedzialy (t — c,t) i (t,t + ¢)
zawierajg sie w dziedzinie funkcji f, to granica funkcji lim,_, f(x) istnieje
1 jest rowna g € R wtedy 1 tylko wtedy, gdy

V€>035>0V$¢t (t —d<z<t+d= |f($) — g| < 6). 0

Whniosek 7.3.2. (i) Funkcja f okreslona na przedziale J C R jest ciggla
w punkcie wewnetrznym t€ J wtedy i tylko wtedy, gdy lim, ., f(x)= f(t).
(ii) Funkcja f jest prawostronnie ciggla w punkcie t € J, jesli t nie jest
prawym konicem przedzialu i lim,_;+ f(x)= f(t); funkcja jest lewostronnie
ciggla w t, gdy t nie jest lewym koricem przedzialu i lim,_;— f(x)= f(t).

Dowdd. Cwiczenie. Dowéd wymaga przypomnienia Definicji i Wnio-
sku 627, oraz poréwnania warunkéw (G.I0)—(6I1]) ze sktadajacymi sie na
definicje granic jednostronnych warunkami (Z5)—(Z6]). Minimalny poziom
zrozumienia tematu, oczekiwany od czytelnika przekraczajacego wtasnie set-
na strone skryptu, powinien pozwoli¢ na samodzielne uzasadnienie kazdej
z tez dowodzonego wniosku. O

Przyktad 7.3.1. Dla funkcji sgn obie granice jednostronne w xy =0 istnieja i

lim sgn(z) =1, lim sgn(x) = —1.

i sgn() =1, Tim sgn(a)

Zmieniajac wartos¢ sgn(0) = 0 na +1 mozna otrzymaé funkcje prawo- lub

lewostronnie ciagla. Zadna zmiana wartosci funkcji w 0 nie usuwa niecig-

glosci, ktorej przyczyna jest brak wspolnej wartosci granic jednostronnych.
Funkcja Dirichleta x: R — R taka, ze

_J 1T dlareQ
M@_{Ode¢Q (78)

nie ma zadnej z granic jednostronnych.
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O ile w poprzednim podrozdziale zajmowalismy sie charakteryzacja cato-
sci zbioru Ny punktéw niecigglodci dowolnej funkceji f, najblizszym naszym
celem jest rozpoznanie mozliwosci wprowadzenia naturalnej korekty funkcji
i rozszerzenia f do funkcji ciaglej — przynajmniej jednostronnie.
sin(x) sin(x)

€T €T
dla x # 0 jest ciagla na zbiorze R\ {0}, a z wlasnoséci (6I7)) wynikaja

nieréwnosci cos(z) < % <1ldlaze(0,7). Zatem

Przyktad 7.3.2. Wykazemy, ze lim, . = 1. Istotnie, funkcja

.%'2

2

dlaz € (0, §). Istnienie granicy w x = 0 oznacza, ze badana funkcja posiada

sin(z) <1 —cos(z) = 2sin (E)Q <

0<1-—
x 2

jednoznaczne rozszerzenie do funkcji ciagltej na R. Fakt ten wynika takze
z rozwiniecia funkcji sinus w szereg, co daje

sin(z) 2?2 ot
Cwiczenie 7.3.1. Wykazaé, ze dla kazdej pary liczb naturalnych m i n
funkcja ;Z:ll dla x ¢ {—1,1} ma granice
" -1 n
im =—.
z—1gx™—1 m
Rozstrzygnaé¢ problem istnienia granicy w punkcie x = —1.

Za granice jednostronne wypada takze uznac¢ granice w nieskonczonosci.

Definicja 7.3.3. Liczbe g € R nazywamy granicg funkcji f: X — R w nie-
skoficzonosci oo, co zapisujemy lim,_.o f(z) = g, jesli zbior X zawiera
przedzial (¢,00) dla pewnego ¢ € R i spelniony jest warunek

Ves0ImerVe (M <z = [f(z) — g] < ). (7.9)

Jesli X zawiera przedzial (—oo,c) dla pewnego ¢ € R, spelnienie warunku
Ves0TmerVz (2 <m = |f(z) — g| < ¢) (7.10)

oznacza, ze g jest granica funkeji f w minus nieskonczonosci —oo, co zapi-
sujemy jako lim,_._~ f(z) = g,

Oczywiscie — zadna ze zdefiniowanych wyzej granic nie zalezy od wyste-
pujacej w definicji liczby c.

Decyzja, by do opisu granic funkcji wybraé¢ postaé¢ Cauchy’ego stosow-
nych definicji nie oznacza, ze zamierzamy catkowicie zrezygnowaé z podej-
$cia clagowego, rozwijanego we wezedniejszych rozdziatach skryptu. Swiad-
czy o tym



112 ROZDZIAE 7. CIAGEOSC WG CAUCHY’EGO

Stwierdzenie 7.3.3 (Réwnowaznosé definicji Cauchy’ego i Heinego dla gra-
nic). Niech f: X — R bedzie dowolng funkcjq zmiennej rzeczywistej.

(i) Jesli X D (t,t + ¢) dla pewnego ¢ > 0, to lim, .+ f(z) =g wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnosé lim, f(x,)=g zachodzi dla kazdego ciggu (zy)nen
w zbiorze {x € X; t < x} zbieznego do t, czyli

D) <~ (Vnean>t 1 hrrznx”:t _— hrrznf(x”):g)'

(i) Jesli X D (t — ¢, t) dla pewnego ¢ > 0, to lim,_,,— f(x) =g wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnosé lim,, f(x,)=g zachodzi dla kazdego ciggu (x,)nen
w zbiorze {x € X; x <t} zbieznego do t, czyli

Q) — (Vnean<t 1 hrrznx”:t _— hrrznf(x”):g)'

(iii) Jesli X D (¢, 00) dla pewnego ¢ € R, tolim, .o f(x)=g wtedy i tylko
wtedy, gdy rownosé limy, f(x,)=g zachodzi dla kazdego ciggu (zp)neny w X
rozbieznego do oo, czyli

(C9) < (Vpenzn€X i lignxn:oo = lignf(xn):g).

(iv) Jesli X D (—o0,c) dla pewnego ¢ € R, to lim,_._ f(z) =g wtedy
i tylko wtedy, gdy réownosé lim,, f(x,)=g zachodzi dla kazdego ciggu (x,)nen
w X rozbieznego do —oo, czyli

(CI0) <= (VneaneX 1 liTrlnxn:—oo — 1i£nf($n)=g).

Dowdéd. Ograniczamy sie do przypadku (iii), czyli do charakteryzacji granicy
funkcji w oo.

—> Zalézmy, ze istnieje granica g = lim, o f(2) 1 rozwazmy w X
dowolny ciag (zy)nen rozbiezny do co. Ustalmy dowolne € > 0. Z zalozenia
o istnieniu granicy funkcji wynika, ze istnieje liczba M € R taka, ze dla
x > M zachodzi nieréwnos¢ |f(x) — g| < e. Zgodnie z ([@IT]), istnieje indeks
m € N taki, ze x,, > M, a wiec takze |f(z,) —g| < &, dla wszystkich n > m.
Wobec dowolnoéci € > 0 oznacza to zbieznos¢ lim, f(z,) = g.

<= Dowdd nie wprost. Zaprzeczenie warunku (9] oznacza, ze istnieje
liczba € > 0 taka, ze dla kazdego M € R, w szczegdlnosci dla M =n € N,
w zbiorze X mozna wskazaé liczbe x, > n, dla ktérej |f(z,) — g > e.
Whioskujemy stad, ze z,, — oo, natomiast f(z,) - g.

Dowéd pozostatych réwnowaznosci przebiega wedlug tego samego sche-
matu, przy czym specyfika przypadkéw (i)—(ii) zastala juz wezesniej zawarta
w dowodzie Twierdzenia Uzupelnienie brakujacych szczegdéléw pozo-
stawiamy czytelnikowi jako éwiczenie. U
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Pomocniczy charakter ma takze kolejne twierdzenie, ktére czesciowo
upraszcza problem istnienia i sposéb obliczania granic w nieskonczonosci.

Lemat 7.3.4. Dla dowolnej funkcji f: (c,00) — R oraz liczb a,b zachodzq
rownosci
lim, o f(az +b), jeslia >0,
lim f(x) =< lim;—_ f(az +b), jeslia <0, oraz

T—00 . 1
llmx_,OJr f (E) 5

przy czym granica lim, o f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
kazda z pozostalych granic.

Dowdd. Proste ¢wiczenie. W przypadku ostatniej tozsamosci zauwazamy, ze
funkcja f(1) jest okreslona dla 0 < ¢ < max{c,1}~'. Warunek |f(z)—g| <
dla z > M > 0 jest wéwczas réwnowazny warunkowi |f(1) — g| < e dla
0<t< 4. O

Whniosek 7.3.5. (i) Dla dowolnej liczby a > 1 istniejqg granice

lim a® = lim ¢ " = lim a % = 0. (7.11)
T——00 T—00 r—0+t

(i) Jeslia >0, to lim =% =0.
Tr—00

Dowdd. Funkcja a™* dla x € R jest malejaca, jesli a > 1. Z nieréwnosci
z > |z| wynika zatem 0 < a=% < a~l*) — i warunek Cauchy’ego (Z3)
zbieznosci funkcji a™* — 0 wynika z Wniosku B2.3)i). Istotnie, jesli € > 0
im € N sg takie, ze a™" < € dla n > m, to dla wszystkich x > m zachodza
takze nieréwnosci |x| > m 10 < a™* < e. Pozostale granice sktadajace sie
na wlasnosé¢ (i) wynikaja z Lematu [[.3.4]

Dowdéd wlasnosci (ii) przebiega analogicznie i korzysta z Wniosku [2.3)(ii)
oraz monotonicznoéci funkcji potegowej. O

Z Twierdzenia 3.8 otrzymujemy

Whniosek 7.3.6. Zachodzqg rownosci

Jim (1+%)x —e= lim_ (1+%)m (7.12)
lim (1- i)x —e 1. (7.13)

Dowdd. Wyjasnienia wymaga jedynie druga z réwnosci (I2]), otrzymana
z ((13]) w wyniku zastapienia & — oo przez —r — —o0. O
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Twierdzenie 7.3.7. Funkcja (1+ x)% dla x € (—1,0) U (0,00) ma granice

lim (1 + z)s =e, (7.14)
Tim (1+2)> =1. (7.15)

Tym samym wskazang wyzej funkcje mozna (jednoznacznie) rozszerzyé
do funkcji ciaglej na przedziale (—1, 00). Stad takze
1
Whiosek 7.3.8. lim (1+—)"=1. O
x

z—0t
Dowdd Twierdzenia [7.53.7 Z Lematu [[3.41 (TI12) wynikaja réwnosci

1 1
T T

lim (1+2)s =e= lim (1+x)=,

z—0t x—0~
co dowodzi istnienia granicy w z = 0. Dla zbadania granicy w co oznaczmy
przez n, = |xz] € N czesé calkowita dowolnej liczby rzeczywistej x > 0.
7 nieréwnosci n, < x < n, + 1 wynika oszacowanie

1<(l+2)F <(Q+z)w < W2+ny, daz>0. (7.16)

Przyjmujac /2 + n, = 1 + a, podobnie jak w Przyktadzie B.5.4], otrzymu-
jemy nieréwnosci 2 +n, = (1 +a)™ > 1+ ("5)a®. Stad

ny+ 1> N (g — 1)@2 - (g +1)(ng — 2)@2 N (ng +1)(z — 2)@2

2 2 2 ’

a zatem a’ < % dla z > 2, co sprowadza nieréwno$¢ (Z16) do postaci
0<(1+a)r —1<,/-25 <e,
jesli tylko = > 2 + E% — dla dowolnego ¢ > 0. O

Cwiczenie 7.3.2. Sformulowaé i wykazaé¢ podstawowe wlasnosci granic
funkcji zmiennej rzeczywistej analogiczne do zawartych w Twierdzeniu[6.2.2

7.4 Granice niewfasciwe i asymptoty

Uogolniajac Definicje [[3THTL3.2] przyjmujemy

Definicja 7.4.1. Funkcja f: X — R ma w punkcie t takim, Ze zbior X
zawiera przedzial (t,t+ c) dla pewnego ¢ > 0, granice prawostronng niewla-

Sciwag réwna oo, co zapisujemy lim,_,,+ f(x) = oo, jesli

VrerIs>0Veex (t <r<t+o= f(z)> M) (7.17)
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Jesli X zawiera przedzial (t—c,t) dla pewnego ¢ > 0, spelnienie warunku
VM€R36>O\V/x€X(t —i<zr<t= f(x)> M) (7.18)

oznacza, zZe funkcja f ma w punkcie t € X granica lewostronna niewtadciwa
réwna oo, co zapisujemy lim, ,,— f(z) = oo.

Granica niewlasciwa prawo- lub lewostronna funkcji f rowna jest —oo,
jesli oo jest odpowiedniq granicg niewtasciwg funkcji — f.

Cwiczenie 7.4.1. Sformulowaé warunki typu Heinego charakteryzujace ist-
nienie granic niewlasciwych poprzez ciagi, oraz wykazaé ich réwnowaznosé
z warunkami typu Cauchy’ego podanymi w definicji.

Zgodnie z przyjeta wczesniej konwencja, jesli X zawiera podzbiér postaci
(t —c,t) U (t,t + ¢) dla pewnego ¢ > 0, przyjmujemy

Definicja 7.4.2. Funkcja zmiennej rzeczywistej f: X — R ma w punkcie
t € R, granice niewlasciwa lim,_; f(z) = +oo (tzn. +oo lub —0), jesli
istniejq 1 sq rowne obie jednostronne granice niewlasciwe

lim f(z) = lim f(x)= +oo.

T—t— z—tt
Whniosek 7.4.1. Jesli dla pewnego ¢ > 0 dziedzina X funkcji f zawiera
przedzialy (t — c,t) i (t,t + ¢), to granica niewla$ciwa funkcji lim, ¢ f(x)
istnieje 1 jest rowna oo, wtedy i tylko wtedy, gdy

Vrr>036>0V 0t (t—5<$<t+5:>f(:6) >M). 0

Przyktad 7.4.1. Klasyczny przyktad granic niewtasciwych pochodzi od
funkcji f(x) = %n, dla x # 0, n € N. W zaleznosdci od parzystosci wy-
ktadnika mamy

1
im —— = oo, oraz
z—0 ="
z—0— p2ntl z—0+ x2ntl

W trakcie wyznaczania granic niewlasciwych mozemy korzystac z wszel-
kich, znanych i stosowanych dla ciagéw, metod upraszczajacych obliczanie
granic. Zachecajac czytelnika do przypomnienia i sformutowania poznanych
regut w wersji wtadciwej dla granic funkcji, proponujemy
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Stwierdzenie 7.4.2. Dla dowolnej funkcji zmiennej rzeczywistej f i dowol-
nego t € R zachodzq rownosci

lim f(x)= lim f(t+¢) @ lim f(z)= lim f(t—c), (7.19)

r—tt c—0t T—t— c—0+

obejmujqce zarowno granice skoriczone jaok i granice niewlasSciwe. W kazdej
z rownosci istniente dowolnej ze stron jest rownowazine istnieniu drugiej
1 pocigga za sobg rownosSé granic. O

Tozsamosci ([Z19) stanowia dodatkowe uzasadnienie dla wprowadzonych
w ([Z7Z) skréconych oznaczefi granic postaci f(t1) i f(t7).
Przyktad 7.4.2. Wnioski [T.3.6H7.3.8] mozemy teraz uzupeini¢ o kolejna,
ostatnig juz granice niewtasciwg

lim 1+ i)x — 0. (7.20)

r——1"
Istotnie, zgodnie ze Stwierdzeniem [[.4.2] rozwazana granica jest rowna
1 —1—c c —(14c¢) 1\ 1+4c
li 1 = i =1l 1+-
c—l>ron+( * —1—c) c—l>r(§l+(1+c) c—l>%l+< + c)

Stosunkowo najmniej interesujace zachowanie funkcji opisuja granice

niewlasciwe w nieskorczonosci.

Definicja 7.4.3. Funkcja f: X — R, ktorej dziedzina X zawiera przedzial
(c,00) dla pewnego ¢ > 0, ma w nieskoriczonosci oo granice niewlasciwa
réwng 0o, co zapisujemy lim, o f(x) = oo, jesli

VMGRHNGRVJ;GX (1‘ >N — f(.%') > M) (7.21)
Jesli X zawiera przedzial (—oo, ¢) dla pewnego ¢ > 0, spelnienie warunku
vMeRaNeszeX (1‘ <N — f(x) > M) (7.22)

oznacza, ze funkcja f ma w —oo granica niewlasciwa rdwng oo, co zapisu-
gemy lim, . f(z) = oco.

Granica niewlasciwa funkcji f w plus lub minus nieskoriczonosci réwna
jest —oo, jesli oo jest odpowiedniq granicq niewla$ciwg funkcji —f.

Cwiczenie 7.4.2. Sprawdzi¢, ze metody przeksztalcania granic stanowiace
teze Lematu [.3.4] maja zastosowanie (tzn. sa prawdziwe) takze dla granic
niewlasciwych.
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Przyktad 7.4.3. Wartosci graniczne dowolnych funkeji wymiernych postaci
gg%, dla z € R\ Q'{0}, znamy w wersji ciggowej — dla ciagu (%)%N.
Metody i przeksztalcenia wykorzystane w Przykladach 1 2.1 pozo-

staja w mocy, dzieki czemu — w zaleznosci od stopni wielomianéw P i @) —

otrzymujemy granice niewtadciwe funkcji
gdy k <1
lim

, gdy k=1 (7.23)
Tr—00 Tr——00 Cy
(@) Q@) sgn (l(’:—’;) 00, gdy k >,

Pa) . Pl |9

gdzie k =deg P > 01il = deg@ > 0, natomiast by i ¢; sa wspdlczynnikami
przy najwyzszych potegach zmiennej x w kazdym z wielomianow.
Granice niewladciwe i poznane wczesniej granice funkcji w nieskonczo-

noéci taczy wspolna interpretacja geometryczna.

Definicja 7.4.4. (i) Prostg y = b, b € R, nazywamy asymptota pozioma
funkcji f, jezeli
lim f(z)=5b b lim f(z)="o.

r——0Q0 Tr—0Q0
(ii) Prostq x = ¢, ¢ € R, nazywamy asymptota pionowa funkcji f, jesli
spetniony jest przynajmniej jeden z warunkow

lim f(z) =200 b lim f(z)= too.

T—c™ z—ct
(iii) Prosta o réwnaniu y = ax + b, a # 0, dla © € R jest asymptota
ukosna funkcji f, jesli
lim (f(z)—az—0b)=0 b lm (f(z)—azx—0b) =0.

T——00 T—00

Asymptotyczne wlasnosci funkeji o nieograniczonej dziedzinie moga by¢
odmienne w +0o0 i w —oo. Bardziej precyzyjna terminologia pozwala mowié
— w zgodzie z Definicja [[.4.4]— o asymptocie (poziomej albo ukosnej) w +oo
oraz w —oo. Znajdywanie asymptot ukosnych utatwia

Stwierdzenie 7.4.3. Funkcja rzeczywista f okreslona na przedziale (c,00),
dla pewnego ¢ € R, ma asymptote ukosng w oo wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejq skonczone granice

a= lim @) #0 i b= lim (f(z)— ax). (7.24)

r—o0 T—00
Jesli obie granice istniejq, asymptotq ukosng (w oo) jest prosta o réwnaniu
y=ax+bxelR.

Istnienie analogicznych granic w —oo jest rownowazne istnieniu asymp-
toty ukosnej w —oo.
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Dowdéd. Dla danej liczby a # 0, istnienie drugiej z granic (Z.24]) pociaga za
sobg réwnos$¢ lim, .o (f(x) —ax —b) = 0, a ta oznacza istnienie asymptoty.
7 drugiej strony, jesli zatozymy, ze prosta y = ax + b,z € R, jest asymptota
ukosna funkcji f w oo, to istnieje granica

lim M = lim (_f(x) —xax —b

T—00 I T—00

b
+a—|——) =0+a+0,
x

pozwalajaca wyznaczy¢ wspotczynnik kierunkowy prostej. Wowcezas wspol-
czynnik b wyznaczamy jako granice lim, . (f(z) — ax).
Przypadek asymptoty i granic w —oo jest w pelni analogiczny. U

Przyktad 7.4.4. Dla funkcji Vo2 +x + 1+ z, z € R, wyznaczamy granice

w nieskonczonoéci. Otrzymujemy

lim (v$2+$+1+x): lim x(\/1+l+i2+1) = 400,
ree L—00 r

oraz
lim (Va?+z+1+2)= lim vl
T——00 zo—o /12t x4+ 1—u
= lim o1+ %) _ 2
E O -
Badana funkcja ma zatem asymptote pozioma y = —% w —00, natomiast

rozstrzygniecie, czy ma tez asymptote ukosna, wymaga obliczenia granic
Va? 1 / 1 1
a = lim AT +x:lim< 1+——|——2+1):2,
T—00 x T—00 X x

r+1
b= lim (Vz?+z+1—2z)= lim
x—’oo( ) r=00 /2 x4+ 14

oraz

14 = 1
= Jim L 2
Tr—0Q0
I+2+2+1

WykazaliSsmy, ze prosta o réwnaniu y = 2x + %, z € R, jest asymptota
ukosna badanej funkcji w 4o00.

Cwiczenie 7.4.3. 7 pomocy np. Maximy lub Maple sporzadzi¢ wykres za-
wierajacy obok badanej funkcji takze obie znalezione asymptoty.
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Whniosek 7.4.4. Dla dowolnych wielomianéw P i @ stopni k = deg P

1l = deg @ funkcja wymierna Sgg, dla © ¢ Q~{0}, ma asymptote uko-

$nq (obustronng — w +o00) wtedy i tylko wtedy, gdy k = 1+ 1. Wspélczynniki
a,b € R asymptoty sq jedynqg parg liczb, dla ktérych zachodzi toZzsamosé

P(z) = (ax +b)Q(z) + R(x), = € R, (7.25)
gdzie R jest wielomianem stopnia mniejszeqo niz [.

Dowdd. 7 réwnosci (23] wynika, ze granica

P(x)
r—+00 xQ(m)

a =

jest skonczona tylko wtedy, gdy £ < [ + 1, a jest rézna od 0 i réwna %5;,
wylacznie w przypadku, gdy k = [+ 1. W takim przypadku rozklad (T.25])
wynika ze znanego z Algebry algorytmu dzielenia wielomianéw. Wowczas
: _ R(x)
B (Q(;g) v -b) = lim Q)

co dowodzi, ze, czes¢ liniowa ilorazu o) opisuje réwnanie dwustronnej
asymptoty ukosne;j. O

Rysunek 7.1: Asymptoty pionowe i ukos$ne

Przyktad 7.4.5. Funkcja f(x) = 2 — 4 — dla z # £1 (Rys. [L1)

x2—-1
ma asymptote ukosna y = x i dwie asymptoty pionowe x = —1ix = 1.
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7.5 Funkcje monotoniczne

W biezacym podrozdziale skupiamy sie na granicach funkcji monotonicz-
nych, ktérych wyznaczanie utatwia

Lemat 7.5.1. Dla dowolnej funkcji niemalejgcej f okreslonej na przedziale
otwartym (a,b) C R zachodzq rownosci

lim_ f(z) =inf f[(a,b)] i zhj?f f(z) =sup f[(a,b)]. (7.26)

r—a

Jesli funkcja f jest nierosngca, to

lim_ f(z) =sup f[(a,b)] i lirg f(z) =inf f[(a,b)]. (7.27)
Dowdd. Jesli m € R jest kresem dolnym zbioru f[(a,b)], to dla kazdego
e > 0 w przedziale (a,b) istnieje liczba z. taka, ze m < f(z.) < m + e.
Wynikajaca stad implikacja

a<r<z. = 0< f(z)—m<e

dowodzi, ze m jest granica prawostronng f w punkcie a.
W przypadku, gdy inf f[(a,b)] = —oc, dla kazdego m € R istnieje liczba
Tm € (a,b), taka ze f(x,,) < m. Analogiczna do powyzszej implikacja

a<z<xym = flr)<m

dowodzi, ze granicg prawostronng f w punkcie a jest —oo.

Dowdd analogicznych réownosci dla granicy lewostronnej w b pozosta-
wiamy czytelnikowi. Z kolei przypadek funkcji nierosnacej sprowadza do
poprzedniego zastapienie funkcji f przez —f. O

Twierdzenie 7.5.2. Niech f: J — R bedzie dowolng funkcjqg niemalejgcg
okreslong na przedziale J C R.

(i) W kazdym punkcie wewnetrznym t € J istniejg obie granice jedno-
stronne, przy czym

f(z1) < lim f(z) < f(t) < lim f(z) < f(z2) (7.28)

T—t— r—tt

dla dowolnych x1,x9 € J takich, ze x1 < t < x9. W kaZdym z nalezgcych do
J koricow przedzialu zachodzi analogiczna nieréwnos$é pomiedzy f(t) i odpo-
wiedniq granicqg jednostronng.

(ii) Funkcja f ma co najwyzej przeliczalng liczbe punktéw niecigglosci.

Sformutowanie tezy dla funkcji nierosnacej pozostawiamy czytelnikowi.
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Dowad. (i) Dla dowolnego ¢ € J z Lematu [L.5.] wynikaja zaleznosci
lim+ flz) =inf{f(x); z e Jiz >t} > f(t),
r—1

jesli t nie jest prawym koncem przedzialu J, oraz

lir? fz) =sup{f(z); z e Jix <t} < f(t),
e
jesli t nie jest lewym koficem. Dla ¢ € J° otrzymujemy stad (Z.28]).

(ii) Z udowodnionej juz czesci twierdzenia wynika, ze — z dokladnoscia
do koncow przedziatu — punkty nieciaglosci tworza zbior Ny tych punk-
tow wewnetrznych t € J, w ktérych granice jednostronne funkcji sa rozne.
Wybierajac dla kazdego takiego wewnetrznego punktu niecigglosci ¢ liczbe
wymierng
q € (lim f(z), lim f(z))

T—t— z—tt

z wlasnosci (Z.28]) wnioskujemy, ze ¢; < ¢, dla punktéw nieciaglosci ¢ < 7.
Przyporzadkowanie
Nist—q €Q

ustala rownolicznos¢ zbioru Ny z podzbiorem zbioru liczb wymiernych. [

Przyktad 7.5.1. Kazdy przeliczalny zbior Z C R jest zbiorem punktow
nieciggltosci pewnej funkcji niemalejacej. Aby skonstruowaé taka wlasnie
funkcje, ustalmy ciag (zp)nen zlozony ze wszystkich elementéw zbioru Z
i rozwazmy dowolny szereg zbiezny (3 ay)nen 0 wyrazach dodatnich.

Dla dowolnego = € R przyjmijmy oznaczenie Z, = {n € N; z, < z}.
Pomiedzy wyrdznionymi zbiorami indekséw zachodzg tatwe do sprawdzenia

zaleznodci

Z-=JZe={neN; zn<a}Cc Zi=() Z. (7.29)

<t >t

Whnioskujemy stad, ze funkcja f: R — R okreslona wzorem

fl@)=> a, dlazeR, (7.30)
neEZy

jest niemalejaca i ma nieciagltosci doktadnie w punktach zbioru Z. Istotnie,

z (T29) wynika réwnosé

lim f(z)= > f(x) dla teR.

r=t nez,
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oraz prawostronna ciagtosé funkcji, lim,_;+ f(z) = f(t), przy czym

0 dlat ¢ Z

I\ Zy- =
e\ 2 {{n}, gdy t =z, € Z.

Zatem lim, ;- f(x) = f(t) <= t ¢ Z.

Proponujemy czytelnikowi sprawdzenie, ze funkcja f jest Scisle monoto-
niczna, a wiec rosnaca, wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Z jest gesty w tym
sensie, ze kazdy niepusty przedzial otwarty zawiera punkty nalezace do Z.

Przyktad 7.5.2 (Funkcja Cantora—Lebesgue’a). Dla dowolnej liczby natu-
ralnej m > 2, jedna z konsekwencji aksjomatu ciaggltosci jest mozliwos¢ roz-

winiecia kazdej liczby rzeczywistej © w szereg potegowy

z = |z] +Z%, gdzie an € {0,1,...,m—1} dlaneN.  (7.31)
neN

Przy oznaczeniu Q,, = {¢ € Q; m"q € Z dla pewnego n € N}, rozklad
[C31) jest jednoznaczny dla kazdego = € R\ Qy,. Mozna pokazaé, ze dla
liczb x € Q,, istnieje doktadnie jeden szereg opisanej wyzej postaci zawiera-
jacy nieskonczenie wiele sktadnikow réznych od 0. Korzystajac ze wskazanej
w ten sposob jednoznacznosci rozwiniecia binarnego liczb, rozwazmy funkcje

f:10,1]—1[0,1] taka, ze

FO)=0 1 f(Y =y (732

neN neN

gdzie zaktadamy, ze zbiér {n; a, = 1} jest nieskonczony.

1 1

Rysunek 7.2: Dwa spojrzenia na krzywa Cantora—Lebesgue’a
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Funkcja f jest $ciSle monotoniczna i ciagta w koncach przedziatu oraz
w punktach = ¢ Qa, a kazda liczba postaci ¢ = -, <, 55 € (0,1) N Q2 jest
jej punktem nieciggtosci. Doktadniej, jesli ar = 1, a wiec

a 1 an,
= it =2 ZQn

n<k n<k n>k

to

lim f(z) = Zi%ﬂi Z2a"+z3n: flg) = lim f(z),

+
=4 n<k n>k =4

przy czym lim,_ .+ f(x) —lim,_, - f(z) = 3% Jak z tego wynika, zdefinio-
wana w (32]) funkcja rosnaca jest na przedziale [0, 1] — poza wspdlnym,
przeliczalnym zbiorem punktéw nieciaglosci — identyczna z funkcja skon-
struowana w poprzednim przyktadzie, dla ciagu

11 3 1 3 5 7 1
Z = (5 237?7?7?7?7?7?7"') (733)
i szeregu o sumie rownej 1 i wyrazach

11 1 1 1 1 1 1
a= (g ?7?7?7?7?73_37?7"') (734)
czyli z, = &j} ia,= 3%,” gdy 271 <n<2min =214k dla k<2m 1,
meN.
Zgodnie ze Stwierdzeniem [6.5.1l funkcja f posiada ciggla funkcje odwrot-

na ¢ = f~! okreélona na obrazie
F10,11 = [0, 1]\ J (f(zn), lim_f(x)],

neN z—>zn

gdzie dtugosci poszezegdlnych przedzialéw tworza ciag (C34).
Rysunek[[2zawiera szkic wykresu funkcji f oraz funkeji ¢: [0, 1] — [0, 1]
rozszerzonej w ten sposob, by

o(t) =2, dla te][f(z), lim f(z)], neN.

T—znT

Definicja 7.5.1. Skonstruowana wyzej, monotoniczna i ciggla funkcja ¢
nost nazwe funkcji Cantora—Lebesgue’a. Zbior domkniety

=[0,29\ U (f(zn) hmf())

neN z—>zn

nazywamy zbiorem Cantora.



Rozdziat 8

Jak podejs¢ do pochodnej?

8.1 Pochodne

Pojecie pochodnej, jak wiele fundamentalnych poje¢ matematyki, ma swe
zrédlo w fizyce, gdzie proces pomiaru predkosci (pojazdu, czastki, planety)
wymaga poréwnania drogi przebytej przez badany obiekt do czasu obserwa-
cji. Jesli droge s(t) przebyta przez obiekt traktujemy jako funkcje czasu ¢,

s(t+A)—s(t)
A

to Srednia predko$é obiektu w czasie [t, t+ A] wynosi , a skracanie

czasu pomiaru A — 0 prowadzi do pojecia predkosci chwilowej.

Definicja 8.1.1. Dla dowolnej funkcji rzeczywistej f okreslonej na prze-
dziale J C R i dowolnego punktu wewnetrznego t € J mowimy, Ze funkcja f
jest rozniczkowalna w punkcie t, jesli istnieje granica

F0) — 1 F@ =)

x—t x—t

(8.1)

Liczbe f'(t) nazywamy wéwczas pochodna funkeji f w punkcie t. Ulamek

w jest ilorazem réznicowym funkcji f wzgledem x,t € J.
Funkcje f uznajemy za rozniczkowalng w punkcie t € J bedgeym dowol-

nym z koncow przedziatu, jesli istnieje pochodna jednostronna

/ EERT f(x)_f(t) / EERT f(x)_f(t)
o) = mlg?f x—t b f1(t) = zligfl+ x—t (82)
odpowiednio, lewostronna lub prawostronna

Dla uproszczenia, pochodne (jednostronne) w konicach przedziatu, jesli
istnieja, oznaczamy takze jako f(t).
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Uwaga 8.1.1. Zaréwno istnienie pochodnej jak i sama wartosé¢ f/(t) sa
wlasnosciami lokalnymi i o ile zaleza od wartosci funkcji f na dowolnym
otoczeniu J N (t — ¢, t + ¢) dla ¢ > 0, to od samego otoczenia nie zaleza.

Definicja 8.1.2. Funkcje f: J — R nazywamy rézniczkowalna, jesli jest
rozniczkowalna w kazdym punkcie swej dziedziny. Pochodna funkcji réznicz-
kowalnej f nazywamy funkcje f'(x) dla x € J, f': J — R.

Przyktad 8.1.1. Funkcja stala ma pochodng réwng 0, natomiast id’ = 1.
Ogdlniej, jesli f jest dowolna funkcja liniowa, f(z) = ax + b dla x € R
i ustalonych a,b € R, to
b) — (at+b —t
(az +b) (a+):a(az ):a dla x #t,

x—t x—t

a wiec pochodna f'(t) istnieje w kazdym punkcie ¢ € R i jest stalym wspdi-
czynnikiem nachylenia prostej w R? opisanej réwnaniem y = f(z),z € R.

Uwaga 8.1.2. Jak si¢ przekonamy w jednym z kolejnych podrozdziatow,
funkcja stala jest jedyna, ktorej pochodna jest tozsamos$ciowo réwna zeru
(por. Twierdzenie R3.7)(i)). Wynika stad cze$ciowa odwracalno$é operacji
rézniczkowania: funkcje rézniczkowalne f,g: J — R, dla ktérych f/ = ¢/, sa
rowne, jesli sa rowne przynajmniej w jednym punkcie ¢t € J.

Poniewaz funkcja liniowa jest réwnaniem prostej w R?, szukajac pro-

stej najblizszej wykresowi badanej funkcji f, w otoczeniu punktu z = t,
otrzymujemy

Twierdzenie 8.1.1 (Geometryczna interpretacja pochodnej). Kazda funk-
cja f: J — R ciggla w punkcie t € J jest rozniczkowalna w t wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje prosta o réwnaniu y(x) = ax + b, x € R, dla ktdrej

i 7 @) — (az +b)

T—t x—t

= 0. (8.3)

Jesli wskazana wyzej granica istnieje, szukana prosta jest dokladnie jedna,
a jej wspolczynnik kierunkowy a = f'(t) jest pochodng funkcji f.

Dowdd. Niech f bedzie dowolna funkcjg rzeczywista ciagta w ¢. Skonczona
warto$é granicy wystepujacej w ([83]) wymaga, by granica licznika w z =t
bylo 0, co daje réwnosé¢ f(t) — (at +b) = 0, a wiec b = f(t) — at. Badany
iloraz redukuje sie zatem do

fl@) = (ax+b)  flx) = f(O) —alz—t)  flz)=[f(t)

= = — Qa
r—1 x—1 x—1

co sprowadza warunek (B3] do definicji liczby a jako pochodnej f'(¢). O
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Uwaga 8.1.3. Interpretacja warunku (83]) w terminach odleglosci oznacza,
ze dla dowolnej liczby € > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze

|f(z) — (ax +b)| <elz—t| dlazeJn(t—0,t+9),

co oznacza, ze przyblizenie funkcji f szukang funkcja liniowa w otoczeniu
punktu rézniczkowalnosci ¢ jest relatywnie tym lepsze, im mniejsza jest od-
legtosé |x — t|.

Definicja 8.1.3. Dla dowolnej funkcji f rézniczkowalnej w punkcie t, pro-
stg o réwnaniu y(z) = f'(t)(x —t) + f(t) nazywamy styczna do (wykresu)
funkcji f.

Przyktad 8.1.2. W przypadku funkcji potegowej f(x) = z" dla = € R,
n € N, przeksztalcenie ilorazu réznicowego
no_4n —t n—1 t72t L tn72 tnfl
B L e o T s o + ) dlax £ 1,

x—t x—1

pozwala wyznaczyé pochodng f/(x) = nz" ! dla z € R.
Przyktad 8.1.3. Funkcja f(z) = /z dla > 0 ma pochodna w kazdym

punkcie ¢ > 0. Istotnie, z tozsamosci

VE-VE_(E-VDWEEVD
z—t (-t (Vz+Vt) e+t

wynika, ze f'(t) = 2[ dla 2 > 0. Pochodna funkcji pierwiastek w t = 0 nie

dla x > 0,

istnieje.

Zgodnie z Wnioskiem [T.3.2] pochodna f’(t) istnieje wtedy i tylko wtedy,
f@)—f1t) ) (t)

ciagtej w t € J. Wynika bt@d

gdy iloraz réznicowy okreslony dla = # t rozszerza sie do funkcji

Stwierdzenie 8.1.2 (Lemat Carathéodory’ego). Funkcja f: J — R jest
rozniczkowalna w punkcie t € J wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
ft:J — R ciggla wt itaka, zZe

fl@)—ft)=(x—1t)fe(z) dlaze] (8.4)
Jesli warunek ten jest spelniony, wéowczas f'(t) = fi(t).

Dowdd. Jedli istnieje pochodna f/(t), mozemy zdefiniowaé funkcje f; przyj-
mujac
@O qla 2 € )\ {t},

fi(z) = { f/( ) dla x =t.
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Cigglos¢ funkcji f; wynika z Wniosku [[L3.2] Z drugiej strony, jesli istnieje
funkcja f; spelniajaca (84) i ciagta w punkcie ¢ € J, to dla = # t mamy

O~ ) — 50wz,
a zatem f'(t) = fi(t). -

Definicja 8.1.4. Dla kazdego t € J funkcje fi: J — R, cigglg wt i spelnia-
jacq warunek 84 bedziemy nazywad funkcja przyrostowa dla f w punkcie t.

Funkcje przyrostowe wyrdzniamy, poniewaz majg istotne znaczenie tech-
niczne: pelnia wazna, pomocnicza role w dowodach wtasnosci pochodnych
i operacji rozniczkowania.

Pierwsza konsekwencja istnienia pochodnej w punkcie ¢ jest cigglosé
i wskazana nizej forma monotonicznoéci.

Whiosek 8.1.3. (i) Warunek konieczny rézniczkowalnosci: Funkcja f:J —R
rézniczkowalna w t € J jest w tym punkcie ciggla.

(i) Jesli f'(t) > 0, to istnieje liczba § >0 taka, Ze dla x € J zachodzq
implikacje

t—d <z <t= f(z)<f(t), t<x<t+d= f(t)<f(x).

(iii) Jesli f'(t) <0, to istnieje liczba 6 >0 taka, Ze dla x € J zachodzq
implikacje

t—d <z <t= f(x)>f(t), t<az <t+0= f(t)>f(x).

Wiasnosci (i)—(iii) obejmuja takze przypadek, gdy ¢ € J jest jednym
z koncéw przedziatu.

Dowdéd. Z réwnosci ([84) i ciagtosci funkeji f; wynika ciaglo$é w punkcie ¢
funkcji f(x) = f(t)+ (z—t) fi(x) dla = € J. Jesli f/(t) = fi(t) >0, to istnieje
0 >0 takie, ze fy(z) > 0dlaz € JnN (t—9,t+9). Liczby f(z)—f(t) i x—t
maja wowczas ten sam znak, a to potwierdza prawdziwos¢ dowodzonych
implikacji. W przypadku f/(t) = fi(t) < 0, w otoczeniu punktu ¢ liczby
f(z)—f(t) i x—t maja przeciwny znak. O

Uwaga 8.1.4. Jak zwykle w sytuacji, gdy znamy wzér opisujacy badana
funkcje, a nie uznaliémy za stosowne, by funkcje obdarzy¢ nazwa, mozemy
korzysta¢ z alternatywnego oznaczenia pochodnej, np.

d

f'it) = ar

flz) dlateJ (8.5)

r=t
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Mniej precyzyjna notacja % (z) uzywana jest gléwnie do oznaczenia po-
chodnej jako funkcji f’ i powinna by¢ uzupelniana o wigzace zmienng x
wskazanie jej dziedziny, czy tez zakresu zmiennosci.

Przyktad 8.1.4. Dla funkcji sinus pochodna

i — sin(t i —1)/2 t
sin(z) = lim sin(z) = sin(t) = lim sinf(z — 1)/2) cos = L cos(t),
o=t z—t x—t a—t  (x—1)/2 2

dzx
sin(z) _
cos(xz) = —sin(t).

wyznaczamy, korzystajac z istnienia granicy lim, 1. W analogicz-

ny sposéb wyznaczamy pochodna % =t

Przyktad 8.1.5. Wykazemy, ze %b:tem = ¢! dla t € R. Przeksztalcamy
iloraz réznicowy w dowolnym punkcie ¢ € R do postaci

x t tez—t_l

—e ¢
== == - 1
; e " gz —t) dlaxz#t,

(&

gdzie funkcja g(z) = % dla x # 0 posiada ciagle rozszerzenie wynikajace
z rozwiniecia e” w szereg, g(z)=>)_° 22 dla x€R, przy czym g(0)=1.

n=1"npl
1 ;
|,_,In(z) = 7 dlat > 0. Istotnie,

iloraz réznicowy dla funkcji In w punkcie ¢t > 0 wyraza sie wzorem

Przyktad 8.1.6. Zachodzi rownosé %

M ()T = (45T e 00\ 10

7 Twierdzenia [[37 wynika zatem, iz logarytm naturalny ma ciggla funkcje
przyrostowa postaci 1 In (p(21)) dla = > 0, gdzie

()_{e dla z =0,
ATV 0407 dlaze (—1,00)\ {0}

8=

jest funkcje ciggla.

Wiemy juz (Twierdzenie [6.7.3]), ze kazda funkcja bedaca suma szeregu
potegowego jest ciagta w calym przedziale zbieznosci. Korzystajac bezpo-
$rednio z definicji wykazemy, ze jest takze rézniczkowalna wewnatrz.

Twierdzenie 8.1.4 (Pochodna szeregu potegowego). Dla dowolnego szere-
gu potegowego (3 anx™)n>0 0 promieniu zbieinosci p > 0 suma szerequ

flx) = i apz"  dla € (—p,p)
n=0

jest funkcjq rozniczkowalng i zachodzi réwnosé

(e 9]

f,(CC) — Z(n+1)an+lxn dl(l T € (_pap)a
n=0

przy czym p jest takze promieniem zbieinosci szeregu (3 (n+1)an4+12")n>0-



8.1. POCHODNE 129

Dowéd. Niech (ay,)nen bedzie dowolnym ciagiem liczbowym spelniajacym
warunek r := limsup,, {/|a,| < co. Wowczas

limsup {/|na,| = lim {/n - limsup {/|a,| = r,
n n n
. . . . . .. s . 1
co potwierdza, ze oba szeregi maja ten sam promien zbieznosci p = o dla

r > 0, albo p = 0o, gdy r = 0. Korzystajac ze znanych wlasnoéci szeregdéw
zbieznych, dla dowolnych z,t € (—p, p) (x # t) otrzymujemy

— f(t i
w = Z A (2" + 2"t ),
n=0
Lo . _ f@)=f@) oo n
Roéznica gi(z) = ———5— o2 o(n+1)an41t™ jest zatem suma szeregu

g(2) = anp1 ((a"—t")+ (@ =" Dt+. A+ (@—t)t"")  dlaze(—p,p),
n=1

a do udowodnienia pozostaje ciaglto$é lim, ¢ gi(x) = 0 = g(x). Jesli ozna-
czy¢ & = max{|z|,|t|} < p i skorzystaé¢ z [29), to dla poszczegblnych sklad-
nikéw tworzacych funkcje g; mamy oszacowanie

(2™ —t")+ (2" =" Dt A (=) < |z —t|(nt (n—1)+.. . +1)E"

awiec |gi(x)] < |o—t| >0, %|an+l|€n_l — 0 dlax — t. Zbieznos¢ sze-
regu stanowiacego ograniczenie dla |g;(z)| wynika — jak wyzej — z kryterium

Cauchy’ego. O

Whniosek 8.1.5 (Rozwinieciem funkcji In w szereg potegowy). Zachodzi

réownosc
mi+0) =3 0 dawe (-1 (8.6)
n ) = —= ax € (— .
n ) )
n=1
przy czym dla kazdego n € N
n(—1)kl . jesli x € [0,1],
(1 4+2) = > =k < { Pl (8.7)
=1 k m jeSl'L x € (_1,0)
S~ (!
W szczegolnosci, suma szeregu anharmonicznego wynosi ZT =1In(2).

n=1
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Dowdd. Pochodne obu funkcji sg réwne 1%} =3 o(—x)" dla xe(—1,1)
i maja te samg wartos¢ w x = 0. Réwnos$¢ w przedziale otwartym wynika
z Wniosku Poniewaz szereg > 2, % jest zbiezny, mozemy sko-
rzystaé z Twierdzenia Abela (Tw.[673)ii)). Réwnosé¢ ([B6]) dla x = 1 wynika
z ciaglosci obu poréwnywanych funkeji.

Oszacowanie ([B7) dla x € [0,1] wynika z kryterium Leibniza i nieréw-
nosci (B3). W przypadku = € (—1,0) bezposrednie poréwnanie z szeregiem

geometrycznym daje

S AU S T S L
kT k n+1 n+l11—|z
k=n+1 k=n+1 k=n+1 O

Cwiczenie 8.1.1. Wzér ([80) prowadzi takze do szeregu zbieznego, w kté-

rym In(2) = 30°, —4-. Wykazaé oszacowanie
1 =1 2
In(2) — — < — 8.8
w2 < (88)

k=1

dla n € N, co daje blad przyblizenia In(2) ~ ZZ;% ﬁ + 52571, mniejszy niz
107Y dla n > 25 sktadnikéw (por. Przyktad EI4I).

8.2 Wrtasnosci pochodnej

Podane w tytule podrozdziatu wlasnosci dotycza pochodnej jako operacji
rézniczkowania f ~» f’, a nie — pochodnej f’ konkretnej funkcji. Mamy
zatem

Twierdzenie 8.2.1 (Wlasnosci pochodnej). Niech f,g beda dowolnymi
funkcjami okreslonymi na przedziale J C R, rézniczkowalnymi w punkcie
t € J. Wowczas

(i) dla dowolnych liczb a,b funkcja af + bg jest rézniczkowalna wt i

(af +bg)'(t) = af'(t) + bg'(t);
(ii) iloczyn fg jest funkcjq rézniczkowalng w t, przy czym
(f9)'(t) = f'(t)g(t) + f(t)g (1);

(iii) jesli f(x) # 0 w przedziale J. = JN (t — ¢, t+c), dla pewnego ¢ > 0,
to funkcja 1/f: J. — R jest rézniczkowalna w t i zachodzi réwnosé

N0
(7) 0 =7
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Dowaod. Niech f; 1 g; oznaczajg funkcje przyrostowe, odpowiednio dla f i g
w punkcie t. Przy dowolnych a,b € R kombinacja liniowa af; + bg; jest
funkcja przyrostowa dla af + bg, a jej ciagtosé w t dowodzi (i). Dla iloczynu
fg sprawdzamy réwnosé

f@)g(@) — f(t)g(t) = (f(z) — f(t)g(z) + f(t)(9(z) — g(t))
= (z = t)(fe(x)g(x) + f()ge(2))
dlaz € J. Suma fi(x)g(x)+ f(t)g:(z), x € J, jest zatem funkcja przyrostowa
dla fg, a jej ciagtos¢ w t wynika z cigglosci funkcji g.
Przy zalozeniach podanych w (iii), z tozsamosci

11 :_f(x)—f(t):(x_t)ﬂ dla ze J,

flz)  f(t) f(x)f(t) flx)f(t)

oraz ciggltoéci w t funkcji wystepujacych po prawej stronie wnioskujemy

o rézniczkowalnosci funkeji 1/f 1 wyznaczamy wzoér na pochodna. O

Whniosek 8.2.2. lloraz funkcji f,g: J — R rézniczkowalnych wt € J i ta-
kich, ze g(t) # 0, ma pochodng w punkcie t réwng

(L)) = 080 - f/ )

g g(t)?
Dowéd. Cwiczenie. O

Przyktad 8.2.1. Dla funkcji tangens sprawdzamy

d te(x) = cos(t) cos(t) —sin(t)(—sin(t)) 1

@ = =1+ tg*(t).
dx |lz=t cos?(t) cos?(t) +t8°(t)

Liste podstawowych twierdzen dotyczacych rézniczkowalnosci i utatwia-
jacych wyznaczanie pochodnych zamyka

Twierdzenie 8.2.3 (Pochodna zlozenia i funkcji odwrotnej). (i) Niech
f:d —=Rig: K — R bedg funkcjami okreslonymi na przedzialach J, K,
takimi ze f[J] C K, przy czym funkcja f jest rézniczkowalna w t € J,
a funkcja g — w punkcie f(t) € K. Wowczas zloZenie g o f jest funkcjq
rozniczkowalng w t 1

(gof)(t) =g (f) (). (8.9)

(ii) Niech f: J — R bedzie ciggla funkcjg odwracalng, rézniczkowalng
w punkcie t € J. Jedli f'(t) # 0, to funkcja odwrotna f=': f[J] — R jest
rézniczkowalna w f(t) i zachodzi réwnosé

~1y/ b
() () = P (8.10)
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Pozorne wzmocnienie zalozen dotyczacych ciggtosci funkcji odwracalnej
f jest konsekwencja Twierdzen [6.5.1] — [6.5.2

Dowdd. (i) Niech f; i gy oznaczaja funkcje przyrostowe, odpowiednio dla
fig w punktach ¢t i f(t), a wiec takie, ze

fl@) = ft)=(z=t)fe(x) 1 gly)—g(f®t) = (y—ft)gre ()

dla z € J, y € K. Prowadzi to do tozsamosci

9(f(x)) —g(f (1)) = (f(z) = f () gpe(f () = (x=t)gse)(f (2)) fe(=)

dla z € J. Z Lematu Carathéodory’ego wnioskujemy zatem réwnosé¢ (83]).

(ii) Niech K = f[J]. Z zalozenia f’(t) # 0 i z réznowartosciowosci f
wynika, ze funkcja przyrostowa f; taka, ze f(z) — f(t) = (z — t)fi(x) dla
x € J, jest w kazdym punkcie rézna od 0. Réwnosé x—t = (f(x)—f(¢t))/ fi(x)
dla 2= f~!(y) € J implikuje tozsamosé

1
FH) = 1) == )
e =( )ft(ffl(y))
dla y € K, a zatem funkcja f~! jest rézniczkowalna w punkcie f(t) i jej
pochodna wynosi 1 1
@) @) O
Przyklad 8.2.2. %xa = az® ! dla z > 0 i dowolnego wyktadnika a € R.
Istotnie, rézniczkujac funkcje zlozona % = e*™(®) w punkcie = t > 0,
otrzymujemy
d aln(x) aln(t) d a -1
_ = —_— l = ta_ — ta .
dx z:te c dx x:t(a n(z)) t ¢

Dla a > 01t = 0 sprawdzamy bezposrednio z definicji

a4
dx

“ x® 1:{0, gdy a > 1,

2% = lim — = lim 2%
z=0" z—0t T z—07T 0o, gdy a € (0, 1)

Przyklad 8.2.3. Funkcje ciagle

_Jasin(d) daz#0 _ Ja?sin(2) dlaz#0
f(x)_{o daz=0, g(x)_{o dla z =0

maja w punktach z # 0 pochodne réwne

fl(z)=sin(2) — Lcos () oraz ¢(z)=2xsin(L)—cos(L).
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W punkcie z = 0 funkcja f nie jest rézniczkowalna, natomiast

¢'(0) = lim 22 = Jim 2 sin (1) =o.

z—0 ¥ z—0 x

Funkcja g jest rézniczkowalna, ale jej pochodna ¢ nie jest ciggla. Zachecamy
czytelnikéw do sporzadzenia wykreséw obu funkcji i ich pochodnych.

Ze wzoru na pochodna funkcji In (Przyklad BI6]) wynika takze

Whiosek 8.2.4. Dia dowolnej rozniczkowalnej funkcji dodatniej f: J — R,

_roO
xdnum»_ﬂﬂ dlateJ. _

a
dx

Tloraz fT/ nazywany jest czesto pochodng logarytmiczng funkcji f.

Przyktad 8.2.4. (i) Funkcja arcsin(x) dla z € [—1, 1] jest funkcja odwrotna
do funkcji f(z) = sin(z) dla x € [-F,§]. Na mocy Twierdzenia B2Z3ii)
dostajemy

qa
dx

. 1 1 1
. arcsin(z) = ) = cos(arcsm(D) = dlat e (—1,1),

gdzie cos(y) = /1 —sin?(y) > 0, dla y = arcsin(t) € ( — z.3)

(ii) Funkcja arctg(x) dla = € R jest odwrotna do funkeji tangens réwnej
tg(z) dla x € [-5, 5. Zatem

272
ta(x) ! L qlater
— arctg(x) = = a .
dxlz=t s 1/cos?(arctg(t)) 1+¢2
Whniosek 8.2.5. Zachodzi réwnosé
arctg(z) = i (=1" 22t dla x € [1,1] (8.11)
o +1 o ’
przy czym dla kazdego n € N
n k—1 n+1
(-1) 2k—1 T
‘arctg(m) - ,;1 TR ‘ < Ml (8.12)

W szczegdlno$ci prawdziwy jest wzor Leibniza (3.4I)

X (—1)n 1 1 1 1
Z = =l —Z4-— ...
4 Z%%+1 3757779

(_1)n—1
2n—1

Szereg naprzemienny (Y Jnen nazywany jest szeregiem Leibniza.
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Dowdd. Obie funkcje maja te sama warto$¢ w o = 0 i te samg pochod-
na ﬁ = 30 o(—=2%)", a zatem ich réwno$é zapewnia Wniosek
Poniewaz szereg potegowy ma promien zbieznosci réwny 1, prawa stro-
na rozwiniecia ([BIT]) nie jest okreslona dla |z| > 1, a réwnosé zachodzi
w przedziale otwartym (—1,1). W punktach x = +1 badany szereg jest
zbiezny do £ 77 2n2; Mozemy zatem powotaé si¢ na Twierdzenie Abe-
la (tw. E73)ii)) i — korzystajac z ciaglosci obu poréwnywanych funkeji —

rozszerzy¢ réwnosé (8I0)) na przedzial domkniety.
Oszacowanie bledu (8I2) wynika bezposrednio z kryterium Leibniza.
]

Cwiczenie 8.2.1. Stosujac do wzoru Leibniza metode przedstawiona w Przy-
ktadzie B4 wykazaé réwnosci

1 1 > 8
— =148 ) =1
AR Coror e o RN B 2:: (@n—3)[@dn—1)(dn+1)
5 1 1 - 8
=--8 + o)== .
3 (3 5.7 7-9-11 ) 3 = (dn—1)(An+1)(4n+3)
Sprawdzi¢ oszacowania C, < § < By, gdzie B, —C), = W < ﬁ i

8 1 5 8 1
By=1+ Z @R T @z On= 3_2 (4k-1)(4kH)(4k+3)  (4n+3)2
k=1 k=1

dla n € N. Wyznaczy¢ liczbe sktadnikéw potrzebnych dla obliczenia 3 z do-
ktadnoécig do 107Y.

8.3 Konsekwencje rézniczkowalnosci

Rozwazane do tej pory przyktady pokazuja, ze przynajmniej w odniesieniu
do funkcji elementarnych rézniczkowalnosé jest do$é naturalng wlasnoécia.
Pozostajac przy funkcjach ciaglych, okreslonych na dowolnym (niezdegene-
rowanym do punktu) przedziale J, w biezacym podrozdziale bedziemy z re-
guly zaktadac¢ rézniczkowalnosé funkcji wewngtrz dziedziny, czyli w kazdym
punkcie przedzialu otwartego J° C J o tych samych koncach co J.

Przypominajac Definicje [6.3.1] kazdy punkt, w ktérym dana funkcja
ma lokalne minimum lub lokalne maksimum, bedziemy nazywaé¢ punktem
lokalnego ekstremum. Podstawa do wyprowadzenia wielu zaawansowanych
twierdzen jest
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Twierdzenie 8.3.1 (Lemat Fermata). Jesli funkcja f: J — R ma w punk-
cie wewnetrznym t € J ekstremum lokalne i jest w tym punkcie rozniczko-
walna, to f'(t) = 0.

Dowadd. Dla funkcji f rézniczkowalnej w punkcie ¢t € J, zgodnie z Lematem
Carathéodory’ego istnieje funkcja przyrostowa f; taka, ze

flx)—fit)=(z—1t)fi(z) dlazeld

Jedli funkcja f ma w t lokalne minimum, to istnieje liczba § > 0 taka, ze
(t—0,t+0)CJ i f(x)—f(t) <0 dla wszystkich x € (t—0,t+7). Implikuje to
nieréwnosci

filw) 20 dlaxz e (t—46,t) i fi(z)<0 dlaxe (t,t+90)

iz ciaglosci f; w t wynika réwno$é f'(t) = fi(t) = 0. Przypadek lokalnego
minimum sprowadzamy do lokalnego maksimum funkcji —f. O

Definicja 8.3.1. Liczba t € J jest punktem krytycznym funkcji f: J — R,
jesli pochodna f'(t) istnieje i jest réwna 0, albo funkcja f nie jest réznicz-
kowalna w t.

Lemat Fermata podaje klasyczny warunek konieczny, ograniczajacy zbior
potencjalnych, nieznanych punktéw ekstremalnych funkcji f do zbioru punk-
tow krytycznych.

Whniosek 8.3.2. Jezeli funkcja ciggla f: J — R okreslona na skonczonym
przedziale domknietym J C R osigga warto$é maksymalng (lub minimal-
ng) w punkcie t € J, to t jest punktem krytycznym lub jednym z koncow
przedziatu J. O

Przed nami bardziej szczegbélowa analiza rozstrzygajaca, ktére z punk-
téw krytycznych sa punktami ekstremalnymi. Kolejne kroki w tym kierunku
wynikaja z Lematu Fermata.

Twierdzenie 8.3.3 (Rolle’a — rozszerzone). Niech f: [a,b] — R bedzie
dowolng funkcjqg ciggla, rézniczkowalng wewngtrz przedziatu. W przedziale
(a,b) istnieje punkt krytyczny, czyli f'(t) = 0 dla pewnego t € (a,b), jesli
spetniony jest jeden z ponizszych warunkow:

(i) fa) = f(b), lub

(i) pochodne jednostronne f'(a), f'(b) istniejq i f'(a)f'(b) < O.
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Dowdd. Zgodnie z Twierdzeniem Weierstrassa w przedziale [a,b] ist-
nieja liczby tmin, tmax, W ktérych funkcja f przyjmuje odpowiednio wartosé
minimalna f(tpyin) 1 maksymalna f(tmax). Jesli choé jedna z liczb tin, tmax
jest punktem wewnetrznym, z Lematu Fermata wynika, iz jest to punkt kry-
tyczny funkcji f. Jesli natomiast ¢yin, tmax € {a, b} sa koncami przedzialtu,
to w przypadku (i) réwnos$¢ f(tmin) = f(tmax) Oznacza, ze f jest funkcja
stata, a jej pochodna jest 0.

W przypadku (ii), zamieniajac ewentualnie f na —f mozemy zalozy¢,
ze f'(a) < 0 < f/(b). Z Wniosku BI3|(ii)—(iii) wynika istnienie liczb o > a
i 8 < btakich, ze f(a)< f(a)i f(8)< f(b). Tym samym warto$¢ minimalna
funkeji f jest mniejsza niz jej wartosci na koncach przedziatu, a tyi, € (a,b)
jest szukanym punktem krytycznym. O

Twierdzenie B3.3|(ii) byloby oczywiste, gdyby f’ byla funkcja ciagta —
co nie zawsze jest prawda. Zachodzi przy tym ogolniejszy

Whiosek 8.3.4 (Wlasno$¢ Darboux pochodnej). Jesli funkcja f: [a,b] —R
jest rézniczkowalna i f'(a) # f'(b), to dla kazdej wartosci posredniej X ist-
nieje punkt ¢ € (a,b), taki ze f'(c) = .

Dowdd. Cwiczenie. Zbadaé funkcje g(x) = f(z) — Az, dla z € [a, b]. O
Jesli w T'wierdzeniu Rolle’a odrzuci¢ dodatkowe warunki, otrzymujemy

Twierdzenie 8.3.5 (Lagrange’a). Dla kazdej funkcji ciaglej f: [a,b] — R
rézniczkowalnej wewnatrz przedziatu istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, zZe

f) = f(a) = f'(c)(b—a). (8.13)

Dowdd. Funkcja g(x) = f(z) — s(x — a) dla z € [a,b] spelnia wszystkie
zalozenia Twierdzenia Rolle’a, jesli przyjac¢ s = %{J;(a) W punkcie kry-
tycznym ¢ € (a,b), 0 =¢'(c) = f'(c) — s. O

Whniosek 8.3.6. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjq cigglq, rézniczkowalng
w przedziale otwartym (a,b). Jesli istnieje prawostronna granica pochodnej
" w punkcie a, to funkcja f jest rézniczkowalna (jednostronnie) w a i za-
chodzi réownosé

fi(a) = lilrn+ 1 (). (8.14)

r—a

Jesli istnieje granica pochodnej w prawym koncu przedziatu, to granica ta
jest lewostronng pochodng funkcji f, tzn.

fL(b) = lim f'(z). (8.15)

z—b—
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Dowdd. Zalézmy, ze istnieje granica g = lim, .+ f/(x). Jesli (zy,)nen jest
dowolnym ciagiem w przedziale (a,b) zbieznym do a, to dla kazdego n ist-
nieje liczba ¢, € (a,z,) taka, ze

f(xn) - f(a)

Ty — G

= f/(cn)-

Z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze ciag (¢, )nen jest zbiezny do a, co
pociaga za soba zbieznos¢ ciagu ilorazéw rézniczkowych do liczby g — i kon-
czy dowdd réwnoscei ([8I4]). Analogiczne rozumowanie dotyczace zbieznosci
w prawym koncu przedzialu pozostawiamy czytelnikowi. O

Twierdzenie Lagrange’a nazywane jest tez czesto twierdzeniem o warto-
$ci $redniej dla przyrostéw funkeji rézniczkowalnej. Wzér (BI3]) wiaze znak
pochodnej z monotonicznoscia funkcji, co precyzuje

Twierdzenie 8.3.7 (O monotonicznosci). Niech f bedzie dowolng cigglg
funkcjq rzeczywistq okreslong na przedziale J i rozniczkowalng w jego wne-
trzu J°.
(i) Funkcja f jest stala wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) =0 dla z € J°.
(ii) Funkcja f jest mniemalejgca wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) > 0 dla
wszystkich x € J°. Jesli f'(x) > 0 dla kazdego x, to f jest funkcjg rosngcq.
(iii) Funkcja f jest mierosngca wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) < 0 dla
wszystkich x € J°. Jesli f'(x) < 0 dla kazdego x, to f jest funkcjg malejgcg.

Stosujac wlasnosé (i) do réznicy dwu funkcji otrzymujemy wykorzysty-

wany juz wczesniej

Whniosek 8.3.8. Funkcje rézniczkowalne f,g: J — R takie, ze f' = ¢/,
sq rowne na przedziale J wtedy @ tylko wtedy, gdy majq te samq wartosé
f(zo) = g(xo) przynajmniej w jednym punkcie xy € J. O

Dowdd Twierdzenia[8-3.7 Dla dowolnych dwu punktéw x1, 29 € J takich,
ze 11 < T9, zachodzi réwnosé

f(x1) - f(@2) = F(e)(x1 — 72)  dla pewnego ¢ € J°.
W zaleznoéci od znaku pochodnej wynikaja stad nieréwnosci
>0, jesli f' >0,
>0, jesli f'>0,

<0, jedli f/ <0,
<0, jedli f'<O.

f(z1) = f(z2)
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Dla dowodu przeciwnej implikacji wystarczy ograniczyé¢ sie do przypadku
(ii), gdy f jest funkcja niemalejaca, rézniczkowalng w t € J°. Wowczas

/ . f (1‘) — f (t)
— lim 2L
o = i S >
gdyz w kazdym z przypadkéw (x < t lub & > t) znak licznika i mianow-
nika w ilorazie réznicowym jest ten sam. W przypadku funkcji nierosnacej
korzystamy z réwnosci (—f)'(t) = —f/(¢). O

Wynika stad warunek konieczny i dostateczny odwracalnosci funkcji:

Whniosek 8.3.9 (Twierdzenie o odwracalnosci). Funkcja ciggla f: J — R
okreslona na przedziale J C R i rézniczkowalna poza skonczonym zbiorem
punktow Z C J, jest odwracalna witedy 4 tylko wtedy, gdy

(i) pochodna f': J\Z — R ma staly znak, tzn. albo f' > 0, albo f' <0,
oraz

(ii) zbior {x € J\Z; f'(x) = 0} nie ma punktéw wewnetrznych, tzn. nie
istnieje niepusty przedzial otwarty U C J\Z taki, ze, f'|ly = 0.

Przypominamy, ze zgodnie z Twierdzeniem B2.3(ii) funkcja odwrotna
f~1 jest rézmiczkowalna wszedzie tam, gdzie pochodna f’ istnieje i jest nie-
ZETrOwa.

Dowdd. Odwracalnosé¢ funkcji f oznacza jej réoznowartosciowosé, a ta jest
réwnowazna — na mocy Twierdzenia — silnej monotonicznosci. Je-
$li zbiér Z nie zawiera punktéw wewnetrznych przedziatu J, teza wynika
z Twierdzenia B3.7] co pokazemy w pelnej ogdlnosci zakladajac, ze zbior
J?N Z sktada sie z punktéw z; < ... < 2z, k > 0, dzielacych przedzial J na
k + 1 przedzialéw J;, i € {0,1,...,k}. Dla k = 0 niech Jy = J, natomiast
dla k > 1 przyjmujemy

JQZJﬂ(—OO,Zl], J; = [ZZ',ZZ'+1], jesli 1 <@ < k, JkZJﬂ[zk,OO).

Zachodzi réwnosé¢ J = Uf:o Ji, przy czym wewnatrz kazdego z przedzialéw
funkcja f jest rézniczkowalna, a wiec spelnia zalozenia Twierdzenia o mono-
tonicznosci. Kazdy przedzial K C J jest podzbiorem jednego z przedziatéw
Ji, o ile tylko nie zawiera w swym wnetrzu punktéw zbioru J° N Z.

Jesli f jest funkcja rosnaca, to dla kazdego i zachodzi nier6wnosé f'| 7, >0,
a wiec f' > 0 oraz, z tego samego powodu, f’ < 0, jeli f jest funkcja ma-
lejaca. Gdyby istnial przedzial otwarty U taki, ze f’|y = 0, wéwczas ktorys
z przedzialéow J; zawieralby U, a zgodnie z Twierdzeniem B37(i) funkcja
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f, stata na przedziale U, nie bylaby réznowartosciowa. Wykazalidmy tym
samym koniecznosé¢ warunkow (i)—(ii).

Udowodnimy teraz, ze z zalozenia, iz pochodna f’ spelnia warunki (i)—
(i), wynika réznowartosciowosé i odwracalnosé funkeji f. Istotnie, jesli f >0,
z Twierdzenia[83.7|(ii)—(iil) wynika, ze kazde z obcigé f|s,, i < k, jest funkcja
niemalejaca. Wynikajace stad nieréwnosci

f(z21) < flz2) <o < F)

implikuja monotoniczno$é funkcji f na calym przedziale J. Przypusémy,
ze dla pewnych liczb x,y € J zachodzi réwno$¢ f(z) = f(y), przy czym
r < y. Z monotonicznodci wynika, ze f|,,, jest funkcja stala, a pochodna
f jest réwna 0 na niepustym przedziale (x,y). Jest to sprzeczne z zalozona
wlasnoscig (ii), a zatem funkcja f jest réznowartosciowa i odwracalna.
Przypadek f’ < 0 jest w pelni analogiczny. O

Przyktad 8.3.1. Niewielka modyfikacja PrzyktadulR.2. 3 prowadzi do funkcji

x+xsin (L) dlaxz#£0
g(x) = ) f
0 dla x = 0.

Wykresy funkcji i jej pochodnej (Rys. Bl sugeruja silna monotonicznosé

24

0,5

0 T T g T T T A
0,01 0,'02 o.hz 0,b4 0,'05 a,he 0.2)7 o,bs 0,04 006 008 010 012 014 016 018
x x

Rysunek 8.1: Wykres funkcji g i jej pochodnej

funkcji ¢ — no, moze za wyjatkiem otoczenia punktu x = 0,17... Zachecamy
czytelnikéw do sprawdzenia tej hipotezy — przy pomocy Maximy lub Maple
— na odpowiednio powiekszonym rysunku.

Korzystajac z mozliwoéci precyzyjnego okreslenia zachowania funkcji
rozniczkowalnej w otoczeniu lokalnego minimum lub maksimum, uzupet-
niamy Definicje [6.3.1]
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Definicja 8.3.2. Maksimum (lub minimum) lokalne uwaZamy za Sciste,
jesli w pewnym otoczeniu punktu ekstremalnego wartos¢ maksymalna (mi-

nimalna) jest przyjmowana dokladnie w jednym punkcie.

Whniosek 8.3.10 (Warunki dostateczne lokalnego ekstremum). Zaldzmy,
ze f: J — R jest dowolng funkcjq cigglq, rozniczkowalng poza skoriczonym
zbiorem punktow Z C J.

(i) f ma w punkcie krytycznym t minimum lokalne, jesli istnieje 6 >0
takie, ze
0 dia ze(t—0,t) CJI\Z i
0 dla xe€(t,t+9) C J\Z.

(ii) f ma w punkcie krytycznym t maksimum lokalne, jesli dla pewnego
0>0

0 dla xze€((t—=9t) CJI\Z i
0 dla € (tt+d)C J\Z

(iii) Lokalne ekstremum w punkcie t jest Scisle, jesli ponadto nie istnieje
liczba 6 > 0 taka, ze f'|54 = 0 lub f'|(14s) = 0.

Dowdéd. 7 podanych warunkéw wynika, ze w przypadku (i) funkcja f jest
nierosnaca w przedziale (t—d,t] i niemalejaca w przedziale [¢,t+0), na-
tomiast w przypadku (ii) — odwrotnie. Zgodnie z Wnioskiem waru-
nek (iii) zapewnia réznowartosciowosé funkcji f w kazdym z przedzialéw

(t—6,t), (t,t+0) C J. O

Scisty zwigzek sformulowanych wyzej warunkéw dostatecznych — zmiany
znaku f’ w t — oraz konsekwencji istnienia dodatniej lub ujemnej pochodne;j
funkcji f’ uzasadnia celowo$é iteracji pojecia pochodne;j.

Definicja 8.3.3. Funkcja ciggla f: J — R okreslona na przedziale J C R
ma w punkcie t € J druga pochodna lub pochodng rzedu drugiego

1) =)@,

jesli pochodna ' istnieje i w otoczeniu (t —c,t+c)NJ punktu t i jest w tym
punkcie funkcjq rozniczkowalng, dla pewnego ¢ > 0.

Dla zachowania jednolitej terminologii pochodng f’ nazywa sie takze
pierwszq pochodng lub pochodna rzedu pierwszego, a sama funkcje f — po-
chodna rzedu 0.
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Whiosek 8.3.11 (Warunek dostateczny silnego ekstremum II). Jeslit € J°
jest punktem wewnetrznym dziedziny funkcji f i istnieje pochodna f"(t), to

f't)=0 i f"(t) >0= f ma lokalne $ciste minimum, oraz
f't)=0 i f"(t) < 0= f ma lokalne $ciste maksimum

w punkcie t.

Dowdd. TIstnienie drugiej pochodnej f”(t) oznacza w szczegblnosei réznicz-
kowalno$é¢ funkeji f w pewnym przedziale (t—c,t+c). Jesli f'(t) =0, to
zgodnie z Wnioskiem BI3(ii) z wlasnosci f”(t) > 0 wynikaja nieréwnosci

() <0< fly) jesli t—0<z<t<y<t+d

dla pewnego 6 € (0,¢). Funkcja f i punkt krytyczny ¢ spelniaja zatem
warunki dostateczne (i) oraz (iii) wskazane we Wniosku 8310l Analogiczny
uklad warunkéw dostatecznych (i)—(ii) wynika z zatozenia f”(t) < 0. O

Przyktad 8.3.2 (W strone wzoru Stirlinga, wg [5]). Z Twierdzenia B3.7
wyprowadziliémy wczesniej wzor ([8.6]) na rozklad funkcji In(1+ x) w szereg
potegowy. Wynika stad réwnosé

lln(l—i_x):x—i-%g—i-a?

5 +... dlaze(-1,1),

1—=x

przy czym porownanie z szeregiem geometrycznym prowadzi do oszacowania

dla z € (0,1). (8.16)

Cwiczenie 8.3.1. Wyznaczyé pochodne funkcji ¢(z) = $In (1) — 2 oraz

11—z
ce. Wyprowadzi¢ stad nieréwnosci (8I6]), nie odwolujac sie do rozwiniecia

P(z) = 3:—1—3(1%22)—% In (1) dla 2 €0, 1) i sprawdzié, ze sa to funkcje rosna-

W szereg.

Wracajac do przyktadu zauwazamy, ze dla dowolnego n € Ni x =

. s 14z 1 -y - . . p
zachodzi réwnoé¢ =5 = 1+ -, a nieréwnosci (8I6]) przyjmuja postac

_1
2n+1

1<(n+%>ln(1+%><1+1—12(%—n_1i_1>. (8.17)

W uzupetnieniu do Twierdzenia [3.3.2] otrzymalidémy przy okazji

1
Wniosek 8.3.12. Zachodzi nieréownosé (1—1—%)” <e< (1+%)n+2 dlaneN. O
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Znaczenie nieréwnosci ([8I7) jest duzo wieksze, ale wymaga pomystu,
a wlasciwie POMYSLU! Jesli zapiszemy pierwsza z nieréwnosci w postaci

= = : (8.18)

nn+% .e n-+1 nn+% entl

1yn+d 1 1)n+s 1 1)t en
1<(1+5) S (n+1)""2 (n+1)"72 e

. . . ! . . . . , s .
i zauwazymy, ze = (ni—i)U to okazuje sie, ze prawa strona nieréwnosci

1
n+1
(BIR)) jest ilorazem postaci a,y1/ay,, gdzie

1
n"ta

Ay —

dla n € N,

nlen
a sama nieréwnos¢ oznacza, ze ciag (an)nen jest rosnacy. Druga czesé nie-
réwnosci ([817) prowadzi do oszacowania
1

1 nJr% 61_12(%771_“) Ap+1 612(7:-&-1)
1> (14-) 7 = :
n

0
€ Qnp, eT2n

a to oznacza, ze ciag (by)nen 0 wyrazach b, =a,, - eT2r > a, jest malejacy.
Poniewaz iloraz 2—2 dazy do 1, wzajemnie ograniczajace sie ciagi

g <a<...<a,<...<b,<...<by<b

sg zbiezne, a wspolna granica ¢ = lim,, a,, = lim,, b,, spelnia nieréwnosci
1 1
nn+§ nn+§ 1
—-en dlaneN. (8.19)

<c<
nlen nle

Wynika stad wazny wzér opisujacy tzw. asymptotyczne zachowanie funk-
¢ji n! okreslonej w tej chwili tylko dla n € N.

Whniosek 8.3.13 (Wzér Stirlinga). Istnieje dokladnie jedna liczba rzeczy-
wista ¢ > 0 taka, Ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosc

1
71nn+2 6

et (8.20)

n!l=c
eTL

dla pewnego zaleznego od n wykladnika 6 = 6, € (0,1).
Dowdd. 7 ([8.19) wynika, ze iloraz - miesci si¢ w przedziale (1, eﬁ). Stad
On = 12nIn(;-) € (0,1). O

Cwiczenie 8.3.2. Korzystajac z oszacowania ®I9) - dla réznych warto-
$ci n — wyznaczy¢ stala ¢ z dokladnoscia do 5 cyfr po przecinku.

W podrozdziale [04], korzystajac z metod rachunku catkowego, wyzna-
czamy dokladnag wartosé statej ¢ =

5
3
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8.4 Woypuktos¢ funkcji

Dla funkcji f: J — R okreslonej na przedziale J C R i dowolnej pary
punktéw x1,x9 € J (x1 # x2) rozwazamy funkcje liniowa

Tr9 — T Tr — I
L1'171'2(‘T) =

flz1) +

T2 — X1 T2 — I

f(xze) dlazeR,

jedyna, ktérej wykres przechodzi przez punkty (z;, f(x;)), i =1,2.

Definicja 8.4.1. Funkcje f: J — R nazywamy wypukla] w przedziale J,
jesli zachodzi nieréwno$é Ly, ., (x) > f(x) dla kazdej pary punktow zq,x9 € J
(x1 < x2) 1 dowolnego x € (x1,x2). Nierownosci Ly, q,(z) < f(z) dla do-
wolnych x,x1,x9 € J takich, zZe x1 < x < x9, oznaczajq, ze funkcja f jest
wklesta.

Funkcja f jest $cisle wypukla, jesli Ly, ., (x) > f(x), a Scisle wklesta,
jgesli Ly, z,(z) < f(x), dla kazdej trogki liczb 1 < x© < x9 w przedziale J.

Uwaga 8.4.1. Wypuktos¢ funkcji f oznacza, ze dla kazdej pary x1 < w9
wykres funkcji f|i, 2,] lezy ponizej odcinka siecznej o koficach (71, f(z1))
i (z2, f(z2)). Geometryczna interpretacja wypuklosci funkcji jest réwnowaz-
na wypuktosci zbioru {(x,y) € JxR; y > f(x)}. Poniewaz wklestos¢ funkeji
f jest rownowazna wypuktosci funkcji —f, ograniczymy sie w zasadzie do
badania funkcji wypuktych.

Ciekawe i wazne wtasnosci funkeji wypuklych sa w duzej mierze konse-
kwencja nastepujacej, nieco zaskakujacej symetrii

Lemat 8.4.1. Dla f: J — R i dowolnych trzech punktow x1,x9,x3 € J
takich, zZe x1 < xo < x3, warunek wypuklosci f(xa) < Ly, z,(x2) jest réwno-
wazny kazdej z nierownosci:

f(z2)—f(x1) < f(z3)—f(x1) < fles)—f(z2) ., Flz2)=f(21) < flzs)—f(z2)

r2—T1 r3—T1 Tr3—I2 r2—T1 Tr3—I2
(8.21)
Warunek scislej wypuklosci jest rownowazny kazdej z analogicznych nierow-
nosci ostrych.

Podkreslamy, ze trzecia nieréwnosé¢, formalnie wynikajaca z pierwszych
dwu nieréwnosci, jest rownowazna kazdej z nich.

Dowdd. Proste ¢wiczenie. O

W przypadku funkeji rézniczkowalnej zachodzi
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Twierdzenie 8.4.2. Niech f: J — R bedzie dowolng funkcjq ciggle, roz-
niczkowalng we wnetrzu J° przedziatu J. Wowczas

(i) funkcja f jest wypukla w J <= pochodna f' jest niemalejgca w J°,
oraz

(ii) funkcja f jest wklesta w J <= pochodna ' jest nierosngca w J°.
Jesli funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w J°, to

(iii) f" >0 = [ jest wypukla w J,

(iv) [ <0 = [ jest wklesta w J.

Dowdd. (i) Zatézmy, ze pochodna f’ jest funkcja niemalejaca. Dla dowol-
nych x,z1,x9 € J takich, ze 1 < x < x9, istnieja liczby ¢; € (x1,x)
ico € (x,x2) takie, ze

f(z) = f(x1) _ f/(Cl) < f/(C2) < f(z2) — f(2)

Tr — I Tr9 — T

)

gdzie nieréwno$¢ pomiedzy pochodnymi wynika z monotonicznosci f/. Zgod-
nie z Lematem otrzymana nieréwnos$¢ oznacza f(x) < Ly, ().
Zalézmy teraz, ze funkcja f jest wypukta. Dla dowolnych x1, x5 € J ta-
kich, ze x1 < w2, rozwazmy dowolny punkt z z przedziatu (x1, z2). Zalozenie
wypuklosci oznacza nieréwnosci
flx) = flx) _ fla2) = flan) _ flz2) = f(=2)

x X
Tr — I T9 — X1 Tro — T

)

a rozniczkowalnos¢ funkcji f pozwala przejéé do granicy, co daje

flx2)—f(2) 5 [flz2)—f(z1)

f,(xQ) = limxﬂzz_ To—2 To—x1

Y

\Y

Zatem f'(z1) < f'(z2) dla dowolnych z1 < xs.

Wtasno$é (ii) otrzymujemy z udowodnionej wlasnosci (i) dla funkcji —f.
Zgodne z Twierdzeniem R3.7] jesli istnieje druga pochodna f”, jej znak
decyduje o monotonicznosci funkeji f/. Wilasnoscei (iii)—(iv) wynikaja zatem
z (1)—(ii). O

Cwiczenie 8.4.1. Sprawdzié, ze funkcja Va2 + 2 + 1 + 2,z € R, badana
w Przyktadzie [[.44] jest $cisle wypukta.

Uwaga 8.4.2. Zalozenie $cistej monotonicznosci pochodnej f/ prowadzi do
analogicznego twierdzenia, charakteryzujacego funkcje scisle wypukte i écisle
wkleste. Uwazny czytelnik jest zapewne w stanie samodzielnie sformutowaé
i udowodnié alternatywna scistqg wersje twierdzenia. Dodatkows wskazdw-
ka moze by¢ fakt, iz wlasnosci funkcji scisle wypuklych badane sa takze
w kolejnych twierdzeniach biezacego podrozdziatu.



8.4. WYPUKEOSC FUNKCJI 145

Wazne praktyczne znaczenie wypuktosci funkcji opisuje

Twierdzenie 8.4.3 (Podstawowa nieréwnosé dla funkcji wypuklej). Za-
toimy, ze f: J—1R jest dowolng funkcjq wypuktq. Dla kazdego ciggu x; € J,
i<n, i dowolnych nieujemnych wspélczynnikéw a;, takich ze >, a;=1,
zachodzi nieréuwnosé

flarzy + ...+ apzy) < arf(z) + ...+ anf(zp). (8.22)

Dowaod. Poniewaz przypadek n = 1 jest trywialny, zauwazmy, ze dla n = 2
i dowolnych réznych liczb x1,z9 € J punkt x=a12x1+asxs lezy w przedziale
o koncach x i x2, przy czym

ro — & r — X
as =

a) =

xQ_-Tl’ :U2_-T1.

Wynikajaca z Definicji B4 nieréwnosé f(x) < Ly, z,(2) =a1 f (x1)+as f(x2)
jest tozsama z ([822) (dla n = 2).

Przypadek ogélny wynika z zasady indukcji. Istotnie, jesli zalozymy, ze
nieréwno$¢ ([822) zachodzi dla n = k > 2, to dla n = k + 1 dowolne
(k4 1)—elementowe ciagi (zi)i<n 1 (a;)i<n mozemy ,skrécié” przyjmujac

Ak Tr+ak 41Tk 1

oFar Dla otrzymanych w ten sposob ciggdéw

ap = ap+agpr iz) =
k—elementowych mamy

k+1 k—1 k—1
F(Dwm) = F(X aim + ajai) < 3 aif (@) + aj, f (@),
=1 =1 i=1

gdzie ostatni skladnik spelnia nier6wnodé¢ f(x},) < % f (zp)+2H f(2p4n). O
k k

Cwiczenie 8.4.2. Sprawdzi¢ wypuklosé funkcji potegowej z*,z > 0, dla

wyktadnikéw s> 1, oraz funkcji wyktadniczej a®, z € R, dla podstawy a>1.

Wykazaé nieréwnosé

1M xp® < arxy .. apy,,  jesli Zai =11iV,a; 20,
i<

dla dowolnych z1,...,z, > 0. s

Traktujac Twierdzenie [R.4.2] jako uzasadnienie wlaczenia do biezacego
rozdzialu tematu wypuktoéci funkcji, zbadamy teraz doktadniej ciagtosé
i rézniczkowalno$é dowolnych funkcji wypuktych. Pomagaja nam w tym
czytelne analogie z Twierdzeniem [[.5.2] oraz wtasnosci ilorazu réznicowego
funkcji f traktowanego jako funkcje przyrostowa jednej ze zmiennych,

f(z) — f@t)

fi(w) = po— = f.(t) dlaz#tx,te ]

Rozszerzajac Lemat BAT] wykazemy najpierw



146 ROZDZIAE 8. JAK PODEJSC DO POCHODNEJ?

Lemat 8.4.4. Niech f: J — R bedzie dowolng funkcjg wypuklq.
(i) Dla kazdego x € J funkcja przyrostowa f,: J \ {x} — R jest nie-
malejgca — rosnqgca, jesli funkcja f jest scisle wypukta. W kazdym punkcie

wewnetrznym x € J° istniejg pochodne jednostronne, przy czym
L) < fli(z)  dlaxe J.
(ii) Dla dowolnych x1,xo € J, takich Ze x1 < xo, zachodzq nieréwnosci
Jaor < fryy,  (odpow. fy, < fu,) na zbiorze J \ {x1,x2}, oraz

Fi(x) < far(@2) = fao(@1) < fL(x2), jesli f Scisle wypukia, '

gdzie dopuszczamy takze ewentualne nieskoriczone (niewlasciwe) wartosci
pochodnych na koncach przedziatu J.

Dowdéd. (i) Dowdéd monotonicznoscei funkeji f, wymaga sprawdzenia trzech
przypadkéw. Dla tréjki liczb x <z <xo w J, z pierwszej nieréwnosci (8.21)
wynika nieréwnosé fr(z1) < fr(x2), jesli natomiast x1 < x9 < x, to druga
z nieréwnosci B21)) daje f.(z1) < fo(z2). W przypadku, gdy z; <z < x9,
trzecia z nieréwnosci ([B2I)) oznacza f,(z1) < fi(x2). Jesdli funkcja f jest
$cisle wypuktla, wszystkie wykorzystane tu nieréwnosci sa ostre.

Dla z € J? i dowolnych punktéw x1, xo € J, takich ze x1 <x <9, z mono-
tonicznosci funkeji f, (Lemat [[5]]) wynika istnienie skonczonych granic
jednostronnych

fl(z)= lim fu(z1) < fe(x2), oraz

T1—x ™

JL@) < N fules) = ()

To—T
co konczy dow6d wlasnosci (i).
(ii) Dla 1 < g, wlasno$é f,, < f., jest oczywistym wnioskiem z (i)
i sprowadza sie do nieréwnosci f,(z1) < fz(x2) dla x # x1,x9. Zatem
fi(@)=inf{fe, (x); 21<a} <fa,(22)
=faa (1) < sup{fa, (¥); ¥ <a2}=f" (22).

W przypadku funkcji écisle wypuklej f, obie nieréwnosci dotyczace kresow
sa ostre, gdyz

inf{fl“l(x); $1<SC} < le(t) < fxl(x2) < fzz(t) < sup{fm(x); :c<x2}

dla dowolnego punktu t € (1, x2). O
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Whniosek 8.4.5 (Ciaglo$¢ funkcji wypuklej). Funkcja wypukla f: J — R
jest ciggla w przedziale otwartym J° C J. W punktach t € J\ J° (korico-
wych) funkcja f jest ciggla, jezeli istniejq odpowiednie pochodne jednostron-
ne fi(t).

Dowdd. Zalézmy, ze funkcja f jest wypukla. Zgodnie z Lematem R.Z4.4], dla
kazdego punktu wewnetrznego ¢ € J° funkcja przyrostowa fi(x) posiada
w x = t skoficzone granice — prawo- i lewostronna. Z zaleznosci (84]) wynika
zatem roéwnos¢ granic

lim f(z) =lim (f(¢) + (x — t)(z)) = lim f(x),

T—t— r—t z—tt
a to oznacza ciagtoéé¢ funkcji f na J°. Jedli t € J jest lewym konicem prze-
dzialu, ta sama zaleznos$¢ implikuje réwnos¢ f(t) = lim,_,,+ f(z), o ile tylko
istnieje skoficzona granica lim, .+ f;(x) = f/ (t). Analogiczne rozumowanie
wiaze ciagtos¢ funkcji wypuklej f w prawym koncu przedziatu z istnieniem

pochodnej f” (t), co koficzy dowdd. O
7 Lematu [B.4.4] wynika tez kolejna geometryczna wtasnosé¢ funkcji wy-
pukie;j.
1,0 -

0,8
0,6 1
0,4

0,2 -

0,0 -

1,0 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 1.0

Rysunek 8.2: Funkcja scisle wypukla nie wszedzie rézniczkowalna

Stwierdzenie 8.4.6. Wykres dowolnej funkcji wypuktej f: J — R lezy po-
nad kazdqg ze stycznych — w punktach rézniczkowalno$ci. Dla kazdego punktu
te J° wktorym f'(t) < f.(t), zachodzi nieréwnosé f > g, gdzie

() = { )+ @—0f () daw<t,
! fO+@-t)fLt) dlaz>t
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Funkcja scisle wypukla ma z kazdg ze swych stycznych dokladnie 1 punkt
wspolny — punkt stycznosci.

Dowdéd. Dla dowolnych liczb 1 < t < z9 w przedziale J z (823]) wynikaja
nieréwnosci

fe(z1) < L) < fL(t) < felmo).

Stad  f(z1) > f(t) + (z1 = )f2() 1 f(x2) > f(t) + (w2 — 1) f1(2), pray
czym nieréwnosci te sa ostre, jesli funkcja f jest scisle wypukta. U

Liste zwiazanych z ciagloscia wlasnoéci funkcji wypuktych konczy

Twierdzenie 8.4.7 (O rézniczkowalnosci funkcji wypuktlej). Niech f bedzie
dowolng funkcjg wypukle na przedziale J CR.

(i) Pochodna lewostronna f' jest jest funkcjq lewostronnie ciggla na J°,
a pochodna prawostronna f' : J° — R — prawostronnie cigglq. Cigglos¢ po-
chodnych rozszerza sie na te z punktow koncowych przedziatu J, w ktorych
odpowiednia pochodna istnieje. Funkcje f, f' sq niemalejgce, a w przypad-
ku Scistej wypukiosci — rosngce.

(ii) Pochodna f' jest funkcjq ciggla na zbiorze J°\ N, gdzie

N={teJ% fL(t) < fi®)},
a zatem takze na calej swej dziedzinie. Zbior N jest co najwyzej przeliczalny.

Dowdd. 7 LematuB. 4.4l wynika, ze obie pochodne jednostronne sa funkcjami
niemalejacymi. Do wyznaczania granic kazdej z nich ma zatem zastosowanie
Lemat [[L5.1l Aby wykazaé, ze granica lewostronna

lim f (z) =sup{f’ (z); z <t} < f (1)

r—t—

jest réwna f'(t) = sup{fi(x); = <t} dla t € J°, weZzmy dowolny punkt
x<twJ. Z B23) wynika nier6wno$¢ fi(z) < f’(z), a zatem réwnosé
lim, ,,— f' (z) = f.(t) i lewostronna ciaglo$é¢ funkcji f’ sa konsekwencja
Twierdzenia 2.1.4(ii). Dla granicy prawostronnej w ¢t € J°, bedacej kresem
dolnym

lim_f}(z) = inf{f} (2); @ > t} > F1(t) = inf{fy(w); = > ¢},

r—tt

rozwazamy dowolny punkt z € J taki, ze x >t. Z nieréwnosci f;(x)> f! ()
i Twierdzenia ZT4(iv) wynika réwnos$¢ kreséw dolnych.
Dowéd wlasnosci (ii) opiera sie na réwnosciach

fL(t) =sup{fi(2); @ <t} oraz fi(t) =inf{f (x); x>},
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ktore takze sa konsekwencja (823]), a z ktérych wynika, ze N jest wspdlnym
zbiorem punktéw nieciagtodci funkeji f7 i f). Poza N, kazda z pochodnych
jednostronnych jest funkcja ciagla i jest réwna f’. Przeliczalno$é zbioru N
jest konsekwencja Twierdzenia O

Definicja 8.4.2. Punkt wewnetrzny t € J° dziedziny funkcji f: J — R
nazywamy punktem przegiecia, jesli istnieje pochodna f'(t) i dla pewnej
liczby ¢ > 0 takiej, Ze (t —c,t+c) C J, jedna z funkeji fl—cq @ flitetc) Jest
scisle wypukla, a druga Scisle wklesta.

Dodatkowym uzasadnieniem dla podanej tu nazwy jest nastepujaca wy-
nikajaca ze Stwierdzenia [R.4.6] wlasnosé

Whniosek 8.4.8. W otoczeniu punktu przegiecia t wykres funkcji przecina
stycznq przechodzgc w punkcie t na drugg jej strone. O

Przyktad 8.4.1. Punktami przegiecia funkcji sinus sa liczby x = kr dla
k=0,£1,£2,...

Charakteryzacje punktéw przegiecia funkcji rézniczkowalnej zawiera

Twierdzenie 8.4.9. Niech f bedzie dowolng funkcjq rzeczywistq okreslong
1 rozniczkowalng na przedziale otwartym J C R.

(i) [Réwnowaznosé| Liczba t € J jest punktem przegiecia funkcji wtedy
1 tylko wtedy, gdy pochodna f' zmienia wt charakter monotonicznosci, tzn.
istnieje przedzial (t —c,t+c) C J, taki Ze na jednym z przedzialow (t — ¢, t],
[t,t + ¢) pochodna jest funkcjq rosnacq, a na drugim — malejgcq.

(ii) [Warunek konieczny| W punkcie przegiecia t funkcja f' ma Scisle
ekstremum lokalne. Jesli istnieje druga pochodna f"(t), to zachodzi réwnosé
1) =0

(iii) [Warunki dostateczne| Jesli dla pewnego ¢ > 0 funkcja f jest dwu-
krotnie rdzniczkowalna na zbiorze (t — c,t) U (t,t + ¢) C J, przy czym na
jednym z przedziatéw pochodna f" jest dodatnia, a na drugim — wjemna, to t
jest punktem przegiecia funkcji f. W szczegdlnosci, t € J jest punktem prze-
giecia, jesli f"(t) = 0 i istnieje rézna od 0 trzecia pochodna " (t) = (") (t).

Dowdd. Cwiczenie. Poszczegdlne wlasnoéci wynikaja z wezedniejszych twier-
dzen dotyczacych monotonicznosci funkeji i punktéw krytycznych — w za-
stosowaniu do pochodnej f’. O
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8.5 Regufa de L’Hopitala

Jak do tej pory granice funkcji byty przez nas wykorzystywane do wyzna-
czania (i definicji) pochodnej. Odwrotne podejécie wiaze sie z grupa twier-
dzen znanych pod wspdélna nazwa zawarta w tytule biezacego podrozdzia-
hu. Punktem wyjscia jest nastepujace uogdélnienie Twierdzenia Lagrange’a
o wartosci Sredniej.

Twierdzenie 8.5.1 (Cauchy’ego o wartosci Sredniej). Dla dowolnych funk-
cji cigglych f,g: [a,b] — R rdzniczkowalnych w przedziale otwartym (a,b)
istnieje liczba ¢ € (a,b) taka, Ze

g () (f(b) = f(a)) = f'(c)(9(b) = f(a)).

Dowdd. Jedli g(b) = g(a), dowodzona réwnoséé zachodzi dla ¢ takiego, ze
d'(¢) = 0. Twierdzenie Rolle’a mozemy zastosowaé takze w przypadku, gdy
g(b) # g(a), dla funkcji F': [a,b] — R danej wzorem

_ o 5= W —Fl@)

Ple) = e) = J(@) = slyle) — gla), gidie s = LD=T,
Wowcezas F'(a) = 0 = F(b), a wiec dla pewnego ¢ € (a,b) zachodzi réwnosé
F'(¢) =0, czyli sg'(¢) = f'(¢), co bylo do okazania. O

Sygnalizowana grupa twierdzen dotyczy metod wyznaczania granic wy-
razen mieoznaczonych, czyli w pierwszej kolejnosci funkcji postaci x — %,

w punkcie ¢ takim, ze f(t) = g(t) = 0.

Twierdzenie 8.5.2 (Regula de L'Hopitala dla nieoznaczonosci J). (i) Niech
frg: (a,t] = R (a < t) bedg dowolnymi funkcjami cigglymi, rézniczkowal-
nymi w przedziale otwartym (a,t) i takimi, zZe f(t) = 0 = g(t). Jesli po-
chodna ¢'(x) jest rézna od 0 dla x € (a,t) i istnieje granica lewostronna

f'(x)

lim, ;- FIOL skoriczona lub nieskonczona, to takze funkcja 5 ma wt gra-
nice lewostronng i zachodzi rowno$é
/
A COR TN D) (8.24)

a—t— g(x)  a—t ¢'(x)
(i) Jesli funkcje ciagle f,g: [t,b) — R (t < b) takie, zZe f(t) =0 = g(t),
sq rozniczkowalne w przedziale (t,b), przy czym g (x) #0 dla z € (t,b), to
istnienie granicy prawostronnej lim,,_ .+ 7 (x) pocigga za sobg rownoéc’

lim @ = lim ()

ettt g(x)  a—tt ¢'(z)’

a wiec takze istnienie odpowiedniej prawostronnej granicy (skornczonej lub

(8.25)

nieskorczonej) funkcji 5
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Dowad. (i) Niech (x,, )nen bedzie dowolnym ciagiem w przedziale (a, t) zbiez-
nym do t. Dla kazdego n € N z Twierdzenia Cauchy’ego o wartosci $redniej
wynika réwnosé

) _ fle) = 6 _ f(t)

9(@n)  glan) —g(t)  g'(tn)’

gdzie t,, € (xy,t). Skoro x,, — t, to takze t, — ¢ dla n — oo. Réwnosé

([R24) wynika zatem z ciagowej charakteryzacji granicy lewostronnej.

W pelni analogiczny dowdéd wlasnosci (ii) pozostawiamy czytelnikowi.
O

Whniosek 8.5.3. Jesli funkcje f,g: (a,00) — R sq rézniczkowalne i

lim f(z)= lim g(z) =0,

T—00 T—00

przy czym ¢’ (x) # 0 dla x € (a,00), to istnienie granicy lim, g:g; (skoni-
czonej lub nie) pocigga za sobg réwnosé

lim /() = lim J'(z)

z=oo g(x) w0 g'(x)

; (8.26)

a wiec takze istnienie granicy funkcyz . Analogiczna wtasnosé zachodzi dla
granic w —oo.

Dowdd. Dla dowodu mozemy zaltozyé, ze a > 0. Funkcje F(x) = f(%) oraz
G(z) = g() dla 2 € (0,1) maja ciagle rozszerzenia na przedzial [0, 1)

’a
i spelniaja zalozenia Twierdzenia B5.2)(ii), a zatem

o @) P )

200 g(z) | am0t G(x)  wm0t G'(2)

/ 1 2 /
= lim (f)/ = lim / (:C)
70+ —g’(;)/ﬂc2 z=00 g'(x)
Analogiczny dowdd dla granic w —oo pomijamy. O

Kolejna reguta dotyczy granic (jednostronnych) funkcji 1lorazowej , dla
ktorej granica licznika i mianownika jest nieskonczona. Korzystajqc z idei
dowodu zawartej w [2], wystarczy zalozy¢, ze funkcja g ma granice nieskon-
czona.

Twierdzenie 8.5.4 (Reguta de L’'Hopitala dla nieoznaczonoéci ). (i) Jesli
funkcje f,g: (a,t) — R (a < t) sqg rézniczkowalne i lim, - |g(x)| = oo
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przy czym pochodna g ma staly znak, to istnienie granmicy limg,_,,— g:g))
(skoticzonej lub nie) implikuje istnienie granicy funkcji % 1 TOWNoS¢
/
fim L&) g L0 (8.27)
e—t— g(x)  z—t— ¢'(7)

(i) Jesli dziedzing funkcji rozniczkowalnych f, g jest przedzial nieograni-
czony (a,00), przy czym lim, o |g(z)| = 00, a pochodna g’ ma staly znak, to
istnienie granicy lim, o % (skoticzonej lub nie) pocigga za sobg réwnosé

/
lim _f(x) = lim ()
w00 g(x) w0 g'(x)

, (8.28)

a wiec takze istnienie granicy funkcji 5 w nieskonczonosci.

Sformutowanie analogicznej reguly dla granic prawostronnych (oraz gra-
nic w —o0) pozostawiamy czytelnikowi.

Dowdd. Dowodd przeprowadzimy dla obu wariantéw twierdzenia jednocze-
énie. W tym celu przyjmujemy, ze wielko$é¢ t € R oznacza liczbe rzeczywista
t > a w przypadku (i), natomiast w przypadku (ii) ¢ = oo, a granica funkcji
jest takze granica lewostronna. Zamieniajac ewentualnie pare funkcji (f,g)
na (—f,—g), mozemy zalozy¢, ze pochodna ¢ jest dodatnia, a funkcja g
rosnie do +00, co pociaga za soba nieréwnosé¢ g(x) > 0 dla dostatecznie du-
zych x < t. Bez zmniejszania ogélnosci zakladamy zatem, ze g jest funkcja

dodatnia na przedziale (a’,t) C (a,t).
f'(=)

g'(x)"

Zatézmy, ze istnieje skonczona granica ¢ = lim,_,,— Oznacza to, ze

dla dowolnego ¢ > 0 istnieje liczba a; € (d/,t) taka, ze
f'(@)
g'(x)
dla z € (a1,t). Funkcje p. = f—(c—¢)gi¢e = (c+¢)g— f maja w przedzia-
le (a1,t) dodatnie pochodne, co oznacza, ze sa w tym przedziale rosnace.

c—e< <cte eyl (c—e)d(z) < fl(z) < (c+e)g(x)

Poniewaz funkcja g roénie do oo, wlasnosé ta przenosi sie na kazda z funkcji

P2 = e +E€g — 00 1 o =1 +eg — 0

dla x — t~. Wynika stad istnienie liczby as € (a1,t) takiej, ze @a-(x) > 0
i 19e(z) > 0 dla x > a9, co daje nier6wnosé

c—2< %<C+26 dla z € (az,t).
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Z dowolnosci € > 0 otrzymujemy lim,_,,— %
f(x)

Jesli granica lim,_,,— o) jest rowna 400, to dla dowolnego M € R

=C.

istnieje liczba a1 € (d’,t) taka ze

&,’

7 éx; > M, czyli  f'(z) > MJ'(x)

dla z € (a1,t). Funkcja ppr = f — Mg jest zatem w przedziale (aj,t) ro-
snaca, a funkcja w11 = par + g rosnie do co. Wynika stad istnienie liczby
ay € (a1,t) takiej, ze ppr41(z) > 0 dla x > ag, czyli

'583 >M+1 dlaxE(GQ,t),

@) _ o

a to oznacza istnienie granicy niewlasciwej lim,,_,;— %

(=) _
~g'(z)

Dowo6d w przypadku, gdy hm = —00 przebiega analogicznie. O

Przyktad 8.5.1. Reguly de L’Hoépitala pozwalaja wyznaczyé granice

i DD oy gy, REFD

z—0 T T—00 T

=0.

1
x

8=

Stad granice lim, o(z + 1) = e 1 limyoo(x + 1)z = 1 — wyznaczone

wezesnie] w Twierdzeniu [.3.71

Stwierdzenie 8.5.5. Dla dowolnej funkcji wielomianowej P istnieje gra-
nica
lim P(z)e™® =0. (8.29)

T—00

Dowdéd. Réwnosé (B29) wykazujemy, korzystajac z indukeji wzgledem stop-
nia n = deg P wielomianu P — zaczynajac od n = 0, gdy dowodzona wla-
sno$¢ wynika z ([LI1)) dla a = e. Zalézmy zatem, ze granica lim, o, Q(x)e™*
istnieje 1 jest réwna 0 dla kazdego wielomianu @) stopnia n — 1, n € N. Dla

dowolnego wielomianu P stopnia n, stosujac regule de L’Hépitala (828])

otrzymujemy
P P’
fim &) _ gy 2@ g
z—'oo €T z—oo e
gdyz degP’—n—ll—e = e”. O

Uwaga 8.5.1. Inne przypadki nieoznaczonosci obejmuja sytuacje, w kto-
rych istnienie granicy (i sama granica) funkcji bedacej wynikiem dzialania
na parze funkeji (f, g) nie zalezy jednoznacznie od zbieznosci i wartosci gra-
nic f i g. Nieoznaczono$é typu 0 - co dotyczaca granicy iloczynu f(x)g(x),
gdy jedna z funkcji ma w ¢t € R granice réwng 0, a druga +oo, moze byé
sprowadzona do postaci ilorazowej
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_ f@)
1/g(z)’

czyli 0/0 lub oo/oco. Dla nieoznaczonosci typu oo — oo analogiczne prze-

f(x)g(x)

ksztalcenie prowadzi do ilorazu
flz) - g(z) = (1/9(x)) — (1/f(x))

1/(f(z)g(x))

i nieoznaczonosci 0/0. Nieoznaczonosci zwiazane z potegowaniem, a wiec
0°, czy tez rozwazane w Przykladzie B5.1] nieoznaczonosci typu 1% i oo

sprowadza sie do poprzednich poprzez logarytmowanie.

8.6 Pochodne wyzszych rzedéw

Ograniczajac sie do funkcji rzeczywistych okreslonych na dowolnym prze-
dziale J C R, przyjmujemy:

Definicja 8.6.1. Funkcja f: J — R jest klasy C, jesli jest rézniczkowalna
i jej pochodna f': J — R jest funkcjq cigglq.

Dla dowolnej liczby naturalnej k € N przyjmujemy, Ze funkcja f jest
klasy C*t1 jesli f jest klasy C' i jej pochodna f' jest klasy C*.

Zbior wszystkich funkcji klasy C* na przedziale J oznaczamy CF(J).

Dla ujednolicenia terminologii, przez C°(.J) oznacza sie zbiér funkcji cia-
glych na J, czyli funkcji klasy C°. Z drugiej strony, wychodzac od zdefiniowa-
nego wezesniej pojecia (jednokrotnej) rézniczkowalnosci funkeji, wprowadza
sie naturalne, iteracyjne rozszerzenie:

Definicja 8.6.2. (i) Dla k € N, pochodng rzedu k funkcji f € C*(J) nazy-
wamy funkcje f = f', gdy k =1, oraz

fO = (MED gdy k> 2.

(ii) Dla k > 2 funkcje f: JJ — R nazywamy k—krotnie rézniczkowalna,
gdy f € C*1(J) i pochodna f*=1 € CO(J) jest funkcjq rézniczkowalng.
Funkeje f0) = (f(kfl))’ nazywamy wowczas k—tq lub k—krotng pochodng
funkcji f.

(iii) Dla k > 2 funkcja f jest k—krotnie rézniczkowalna w punkcie ¢ € J,
jesli istnieje ¢ > 0 takie, Ze f jest (k—1)—krotnie rézniczkowalna w otoczeniu
J = (t —c,t+c¢)NJ i istnieje pochodna f*)(t) := (f]f,lf_l))’(t).
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Uwaga 8.6.1. Powszechnie uzywane sa oznaczenia f(0) = f, oraz f” = f?
i f" = f® dla drugiej (f-bis) i trzeciej (f-ter) pochodnej. Alternatywnym
oznaczeniem pochodnej rzedu k£ € N jest
dk;
dxk

Poniewaz k—ta pochodna powstaje w wyniku iteracji pochodnej rzedu 1,

flz) = O (8.30)

r=t

zachodzi réwnosé f®) = (... (f')---)', a zatem
(fENO = D qla k1 € N.

Przyktad 8.6.1. (i) Funkcja wykladnicza e® dla = € R jest klasy C* dla
kazdego k € N. Oczywiscie J‘;—kk\m: €0 = el dla kazdego t.
(ii) Funkcje sinus i kosinus sa dowolnie wiele razy rézniczkowalne, przy
czym
sin® D (z) = (=1)" eos(z) i sin®(z) = (=1)"sin(z),
oraz
cos® D (z) = (=1)"sin(z) i cos®?(z) = (—1)" cos(z)

dlazeRineN.

Definicja 8.6.3. Funkcja f: J — R jest klasy C, jesli jest klasy C* dla
kazdej liczby naturalnej k.

Zbior wszystkich funkcji klasy C'°° na przedziale J oznaczamy C°°(J).
Z Twierdzenia wynika,

Whiosek 8.6.1. Dla dowolnego szeregu potegowego (3 anx™)n>0 0 promie-
niu zbieznosci p > 0 i dowolnego xo € R funkcja

oo

Z an(x —x0)" dlax € (xg — p,x0 + p) (8.31)

n=0

jest funkcjg klasy C°.

Dowdd. Funkcja f(z) = Y 0oganz™ dla z € (—p, p) jest funkeja klasy C*°.
Wilasnosé ta przenosi si¢ na sume szeregu ([831)) réwna f(z — xo). O

Definicja 8.6.4. Dla dowolnej funkcji f klasy C*° w otoczeniu punktu

xg €R kazda rownosé postaci
oo

@)= an(x —x0)" dlax € (xo—c,x0+ ), (8.32)

n=0

gdzie ¢ > 0, nazywamy rozwinieciem w szereg potegowy o Srodku xg.
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Whniosek 8.6.2. Jesli funkcja f: J — R ma rozwiniecie w szereg potegowy
o Srodku w punkcie xg € J, to wspolczynniki rozwiniecia opisujg wzory

S (o) 1 d"
n!  nldzn

f(z) dlaneN. (8.33)

r=x0

ap = f(xO)v Ap =

Dowdd. Stosujac k—krotnie Twierdzenie BI.4] otrzymujemy dla k € N

o o0

n+k‘

FO(2) =3 n(n-1)-...- (n—k+1)an(z—z0)" z ) k(o)™
n=k —
Stad f*)(z0) = klay. Dla ap réwnosé (833) jest oczywista. O

Uwaga 8.6.2. 7Z udowodnionego wlasnie wniosku wynika, ze warunkiem
koniecznym na to by funkcja f klasy C'° posiadala rozwiniecie w szereg
potegowy o Srodku w xg jest niezerowy promien zbieznosci szeregu o wspol-
czynnikach danych przez ([833]). Zgodnie z kryterium Cauchy’ego i Wnio-
skiem [.44], oznacza to istnienie skoticzonej granicy limsup,, {/f™ (xq)/n!.

Nie jest to jednak warunek dostateczny.

Twierdzenie 8.6.3. Dla dowolnego a > 1 funkcja ¢: R — R taka, Ze

pla) =40, sl <0 (8.34)
a" =z dlax >0

jest klasy C°; ale nie ma rozwiniecia w szereg potegowy o $rodku w 0.

. ,, 1 _In(a) - . .
Ze wzgledu na tozsamos$¢ a” = =e~ @ =e */(@) mozemy — bez istotne-
go zmniejszenia ogdlnosci — ograniczy¢ sie do przypadku a = e. Skorzystamy
z pomocniczego twierdzenia dotyczacego ciaglodci.

Lemat 8.6.4. Dla dowolnego wielomianu P zmiennej x € R ¢ liczby n € N
zachodzi rownosé

z—0t T
Dowdéd. 7 réwnoscei (829) i Lematu [3:4] wynika istnienie granicy

1

lim —e_% = lim 2" " = 0.
z—0t ™ T—00
P(x) _1

1
Stad wyprowadzamy rownosé¢ lim e = = P(0) lim e v =0. O
z—0+ 2™ z—0+t "
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Dowdd Twierdzenia[8.6.3. Zgodnie z wezedniejszg umowq ustalamy a = e.
Pochodna ¢'(0) wyznaczamy jako wspdlna wartosé granic

1
¢/ (0) = lim —e = =0=¢ (0),

z—0t T
a to oznacza rozniczkowalnosé funkcji ¢ i réwnosé
o (z) = 0, jesli z <0,
= 1
z%e_x dla z > 0.

Korzystajac z zasady indukcji wykazemy, ze dla kazdej liczby n € N po-
chodna ¢(™ jest funkcja ciagla postaci

P ()

o™ (z) = 0, 1 jesli <0, (8.35)
xTne_E dla = > 0,

gdzie P, jest wielomianem. Istotnie, wzor (B30]) opisuje funkcje ciagla, kto-
rej pochodna dla x > 0 wyraza sie¢ wzorem

n aPy () —nPy(z) | Pulz)y _1
" (2) = ( RS + ) ) e

)

co oznacza potwierdzenie wzoru B835) dla P, 11 (z) =22 P! (x)+(1-nz) P, (x).
Rézniczkowalnosé funkeji o™ w z = 0 wynika z Lematu

Funkcja ¢ nie jest rozwijalna w szereg potegowy o srodku w x = 0, gdyz
©™(0) = 0 dla wszystkich n € N. O

8.7 Badanie funkcji

Celem badania funkcji rzeczywistej f: J — R jest rozpoznanie charakte-
rystycznych punktéw zwiazanych z wykresem funkcji, wyznaczenie wartosci
i granic w wyréznionych punktach (takze — w +00), oraz wskazanie przedzia-
16w z jednoznacznie opisanym zachowaniem funkcji. A wszystko to po to,
by méc przygotowaé ,szkic wykresu”, a wiec by w miare doktadnie dowie-
dzie¢ sie — jak badana funkcja wyglada. Mialo to duze znaczenie w czasach
brzed-komputerowych”, ale chcemy tez zwréci¢ uwage czytelnika na to, ze
sam rysunek — bez precyzyjnej analizy — moze myli¢ i sugerowa¢ wtasnosci,
ktorych badana funkcja nie posiada.

Poznany do tej pory zbiér charakterystycznych punktéw i wlasnosci
funkcji obejmuje: - ustalenie dziedziny w sytuacji, gdy znany jest tylko wzor
funkcji lub wtedy, gdy dziedzina opisana jest przez uklad warunkéw (nie-
réwnoscei);
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- miejsca zerowe, punkty krytyczne, wartosci w punktach krytycznych,
wartosci pochodnych w punktach przeciecia wykresu z osiami wspolrzed-
nych;

- punkty nieciaglosci oraz granice w punktach nieciaglosci i na koncach
przedziatu okreslonoéci, asymptoty;

- przedziaty, gdzie funkcja ma staly znak, przedzialy monotonicznosci
funkcji, rézniczkowalnosé;

- przedzialy wypuklosci (lub wklestosci) funkcji, punkty przegiecia i stycz-
ne w punktach przegiecia.

Cwiczenie 8.7.1. Dokonczyé proces badania funkcji f(z)= w"ﬁ—il dla z#£+1,
rozpoczety w Przyktadzie [[45] (Rys. [[1]). Sprawdzi¢ poprawnosé¢ wzoréw

2?(2? - 3) 27 (22 + 3)

@) =y '@ ="Tapy dareR\{-11}

i wyznaczy¢ lokalne ekstrema oraz przedzialy monotonicznoéci, a takze
punkt przegiecia i przedzialy, w ktérych funkcja jest wypukta (ewent. wkle-
sta).

Przyktad 8.7.1. Funkcja wymierna f(z) = T

kich x # H“[ , przy czym jedynym jej miejscem zerowym jest xg = 1.

jest okreslona dla wszyst-

Oznaczmy przez 1 = 12*/_ ~ —1,6181xy = # ~ 0,618 punkty niena-
lezace do dziedziny funkcji, w ktorych f ma asymptoty pionowe. W wyniku

dzielenia wyodrebniamy czesé liniowa, f(z) =x—1+ €O oznacza, ze

x2+z 1’
prosta y = x — 1,z € R, jest asymptota ukosna. Wzory opisujace pochodne
) ot 4223 — 322 + 22 + 1 ) 4(x® — 322 — 1)
) = €Tr) =
(22 + 1z —1)? (22 +z—1)

dla x # x1,x9, pozwalaja nawet na dokladne wyznaczenie miejsc zerowych,
co w praktyce rzadko sie zdarza. Dla przykladu, réwnanie f'(z) = 0 wyréz-
niajace punkty krytyczne mozna sprowadzi¢ do postaci

x2+2x—3+2+i2:0, czyli (:c—i—l)Q—i—Q(x—i—l)—SZO,

a to oznacza, ze suma t = & + - jest pierwiastkiem réwnania t2+2t—-3=0.
Zatem t = —1 + /6 i funkcja f ma dwa punkty krytyczne

x3:—3(1+x/6+ \/3+2\/€), x4=—%(1+\/6— \/3+2x/€),

ktorych przyblizone wartosci wynosza x3 ~ —3,1300 i x4 ~ —0,3195. Miej-
scem zerowym drugiej pochodnej i ewentualnym punktem przegiecia jest

Y/124+4v5 2
= 1~ 3,1038.
e 2 Y12+4v5 +
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Rysunek 8.3: Wykres funkcji wymiernej (w powigkszeniu)

Porzadkowanie i uzupeklianie zebranej juz wiedzy o funkcji f moze np.
przybraé postaé tabeli, w ktérej x3 < 1 < 24 < x9 < xy < x5 (por. Tabe-
la[RB]). Szczegbdlowe wyliczenia wielkosci umieszczonych w tabeli pomijamy

(=o0,23) | w3 | (z3,w1) | (z1,m4) | x4 | (wa,22) | (2,20) | 20 | (xo,25) | @5 | (w5,00)
T - - - FE B et — -1 - o +
f! I\ 0 N-oo | =00 / 0 Ve N\ 3 \ 095 1
Pl e/ 12559 Ncoo | X0 o085 o | _o sl 0| 0 | 246] 0

Tabela 8.1: Badanie funkcji

(tzn. pozostawiamy czytelnikowi). Rysunek zawiera oprdcz fragmentu
wykresu badanej funkcji takze wyrédznione punkty krytyczne i punkt prze-

giecia, oraz asymptoty i cze$é¢ stycznych w wyréznionych punktach.
Przyktad 8.7.2. Sygnalizowali$my wczesniej, ze funkcja g(z) =247 sin (1)
z Przykladu B.3.1] robi wraZenie monotonicznej. Szczegdlowa analiza po-
chodnej

g (x) =1+ 2zsin (%) — cos (%) — 2sin? (%) + 4z sin (%) cos (%)

dla 2 #0, dowodzi, Ze oprécz punktéw krytycznych, dla ktérych sin (5) =0,
1

2k

zlozony z punktéw spelniajacych réwnanie

czyli zp = k € N, istnieje jeszcze drugi ciag postaci yp = 5

1
km—cy) > T

1

sin (i) + 2y, cos (L> =0, czyli tg(ex)= [—

2y
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przy czym 0 < ¢ < 5 dla k € N. Odlegtosci y, — o3, pomiedzy punktami
., w ktérych funkcja g ma lokalne maksimum, a punktami y;, w ktérych g
ma lokalne minimum, sg na tyle mate, ze kolejne bliskie punkty ekstremalne
trudno rozréznié¢ na wykresie (por. Rysunek [B4]). Korzystajac z nieréwnosci

0,052
0,050
0,048
0,046
0,044+
0,042+

0,040

T
0,038 0,040 0,042 0,044 0,046 0,048 0,050 0,052 0,054 0,056
X

Rysunek 8.4: Punkty krytyczne xs, x4 (maksima) i y3,ys (minima)

¢k < tg(ck), mozna uzyskaé oszacowanie ¢ < ﬁ, a zatem

1
2kn((km)? — km — 1)

Y — T <

dla k € N. Zalaczony rysunek pokazuje na wykresie punkty zs ~ 0,053052
i y3 =~ 0,053660 oraz x4 ~ 0,039789 i y4 ~ 0,040043 przy czym

9(13)~0,053052 > g(y3) ~0,053049 i g(x4)~0,0397887 > g(14)~0,0397881.

W kazdym z przedzialéw (zx,yr) 1 (yxt1,2x) funkcja g ma takze punkt
przegiecia.

Cwiczenie 8.7.2. Zbadaé ciaglo$¢ i rézmiczkowalnoéé funkeji okreslonej
wzorem f(z) = |1+ 1|" dla z # 0,—1, f(0) = 1. Wyznaczy¢ minimum oraz
przedziaty wypuklosci. Czy z powigkszonego fragmentu wykresu w otocze-
nia z = 0 mozna odczyta¢ przyblizona wartos¢ pochodnej w = 07

Cwiczenie 8.7.3. Wykres funkcji 2% dla z > 0, rozszerzonej o wartos¢ 0
w x = 0, prezentuje Rysunek B35 Funkcja ma maksimum globalne w x = e.
Wyznaczy¢ przyblizone wartosci pozostatych punktéw charakterystycznych
oraz réwnania prostych stycznych w punktach przegiecia.
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Rysunek 8.5: Badanie funkcji /%

Udowodnic¢*,
réowne 0.

ze wszystkie pochodne badanej funkcji w = 0 istnieja i sa

Cwiczenie 8.7.4. Dla ustalonych liczb a €R i ¢>0 zbadaé funkcje f dana

wzorem
z%sin (|z|~¢) dlaxz € [-1,0)U (0,1
= (e dlaz € [-1,0)U(0,1]

0, gdy x = 0.

W szczegdlnosci wykazaé, ze
(a) f jest ciagta <= a > 0,
(b) f/(0) istnieje <= a > 1,

() f

(d) f’ jest ciagla <= a >1+¢,

(e) f"(0) istnieje <= a > 2 + ¢,

(f) f” jest ograniczona < a > 2 + 2c,

(g) f” jest ciagla <= a > 2+ 2c¢.
Poréwnaé na wspélnym wykresie funkcje dla ustalonego ¢ (np. ¢

jest ograniczona <= a > 1 + ¢,

0,7)

i wybranych wartosci parametru a — uwzgledniajac wyszczegélnione wyzej.

Poréwnaé wykresy pochodnych dla parametru a w poblizu wartos$ci a = 1+c¢

oraz a = 1 + 2c.



Rozdziat 9

Reszta czyli btad

9.1 Wo2z6r Taylora

Tytulowe dla podrozdzialu twierdzenie (wzér) pozwala m.in. uzyskaé wa-
runek dostateczny dla rozwijalnosci w szereg potegowy danej funkcji klasy
C*. Moze to mie¢ wazne konsekwencje teoretyczne, o czym przekonaliSmy
si¢ w przypadku funkcji wyktadniczej oraz funkcji trygonometrycznych. Du-
ze znaczenie praktyczne ma takze skonczona, przyblizona postaé rozwiniecia
w szereg, dostepna dla funkcji o skonczonej klasie gtadkosci C™ i pozwala-
jaca na mozliwie precyzyjna ocene bledu.

Definicja 9.1.1. Dla n € N ¢ dowolnej funkcji f: J — R n—krotnie roz-
niczkowalnej w punkcie t € J, wielomian

n_ f(k)
TVf(z) = Z / k'(t) (z—t)* diazeR (9.1)
k=0 ’

nazywamy wielomianem Taylora n—go stopnia funkcji f w t.

Cwiczenie 9.1.1. Sprawdzi¢, ze wielomian Taylora T}f jest jedynym wie-
lomianem P stopnia nie wiekszego niz n takim, ze

POy = f® ) dlak=0,1,...,n. (9.2)

Wielomian Taylora przybliza funkcje f (i jej wykres) w sposéb podob-
ny do opisanego w Twierdzeniu RI1] gdzie bliska f funkcja liniowa jest
réwnaniem stycznej.
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Twierdzenie 9.1.1 (Peano, o reszcie). Dia n € N i dowolnej funkcji
[+ J — R n—krotnie rézniczkowalnej w punkcie t € J, zachodzi réwnosé

f(@) = Tif (@) + i (2)(x — )", (9-3)
gdzie v J\ {t} — R jest funkcjq takq, ze lim,_ ' (z) = 0.
Dla dowodu wykorzystamy elementarna wtasno$é¢ wielomianéw Taylora:

Lemat 9.1.2. Wielomiany Taylora funkcji f i f' wigze tozsamosé

d
I (2) = T 'f'(x) dlan €N,

jesli funkcja f jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie t € R.
Dowdd. Obie strony sa réwne Z = 1), (x —t)k1 U
k=1

Dowéd Twierdzenia [0 11 7 ([@3]) wynika prosty ilorazowy wzér na funkcje
ri, co umozliwia wyznaczenie granicy lim, ., r}’(z) w oparciu o regute de
L’Hopitala. Zastosowanie Lematu [0.1.21n—1 razy prowadzi do réwnosci

f@)=-Tpf@) _ F@) =T @) @) T (@)
a—t  (x —t)" ey n(x — t)nfl T T o nl(z — )
L@
_}:lir%tn'( T —t —f()(t))—(),

gdzie dopiero istnienie ostatniej z granic potwierdza istnienie wszystkich

wcezesniejszych — i ich réwnosc. O

Definicja 9.1.2. Wzor (@3] nosi nazwe wzoru Taylora z reszta, czyli réz-
nicg R} f(x) := f(x) — T{*f (xz) w postaci Peano.

Bardziej precyzyjna postac¢ reszty R}’ wymaga mocniejszych zatozen.

Twierdzenie 9.1.3 (Wzér Taylora z reszta Lagrange’a). Dla n € N niech
f:J — R bedzie dowolna funkcjg n—krotnie rozniczkowalng. Jesli funkcja
™) jest rézniczkowalna we wnetrzu JO przedzialu J, to dla dowolnych r6z-
nych punktow z,t € J istnieje liczba « € (0,1) taka, Ze

It F (@)

1! n!

f(n+1

fla) = 1)+ e

(x—=t)+ ...+

(—ty + LD gt (9.4)

gdzie ¢ =t + ax —t) jest punktem lezgcym miedzy t i x.
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Twierdzenie pomija trywialny przypadek x = ¢, gdy wzér Taylora (@.4)
redukuje sie do réwnosci f(x) = f(t). Jesli x = ¢t = ¢ jest jednym z koncéw
przedziatu .J, pochodna (1) (¢) nie musi istnie¢.

Dowdd. Ustalmy dowolne t,b € J takie, ze t < b; niech F' oznacza funkcje
f(x)—P(z)—s(z—t)"*! dla z € [t,b], gdzie P = T}*f jest wielomianem
Taylora stopnia n, a liczba s = % jest dobrana w ten sposéb, by
F(b) =0= F(t).

Z Twierdzenia Rolle’a wynika, ze dla pewnej liczby ¢; € (¢,b) zachodzi
réwnosé F'(c1) = 0 = F'(t). Stosujac ponownie Twierdzenie Rolle’a znaj-
dujemy liczbe co € (t,¢1) taka, ze F”(ca) = 0 (przy czym takze F"(t) =0 —
jeslin > 1).

Korzystamy tu z faktu, ze F jest tej samej klasy gltadkosci co funk-
cja f, przy czym, zgodnie z [@2), F®)(t) = 0 dla k < n. Kontynuujac
przedstawione tu rozumowanie, stwierdzamy po n—krokach istnienie licz-
by ¢ = ¢up1 € (t,¢), dla ktére) F(*t(¢) = 0. Poniewaz tak wyso-
ka pochodna wielomianu Taylora P jest juz zerem, otrzymujemy réwnos$é
FeH () = s(n+ 1)1, czyli

f(n+1)(c)

£0) = PO)+ gy

( bh— t)n—i—l'
Ze wzgledu na dowolno$¢ b >t oznacza to koniec dowodu w przypadku x >t.
Analogiczny dowdd dla przypadku x <t pozostawiamy czytelnikowi. U

Przyktad 9.1.1. Otrzymana wyzej posta¢ Lagrange’a reszty we wzorze Tay-
lora pozwala na szybki dowdd rozwiniecia w szereg funkcji wyktadniczej oraz
funkeji sinus i kosinus. Wzér ([@4]) daje oszacowanie

n+1
o zn: x_k‘ e 2l ‘ ev '+(1fz+1)! dla0 <c <z,
= & (n+1)! oy daz<ce<o.

W obu przypadkach zbiezno$¢ reszty do 0 wynika z Wniosku B.27 Za-
uwazmy, ze o ile w przedziale [—1,0] podane wyzej oszacowanie bledu jest
dokladnie takie, jakie wynika z kryterium Leibniza, w przypadku x € (0, 1]
mozemy wskazaé lepsze oszacowanie, niekorzystajace z (nieznanej) warto-
$ci e”. Istotnie, poréwnujac reszte z szeregiem potegowym,

xn—l—l

‘ix_k‘<7(1+ )= o n2
W K (n+1)! n+2 (m+2)2 7/ (n+1)! nt+1’
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otrzymujemy uogélnienie nieréwnosci (B.16]) postaci

n CCk xn—l—l )
QI—ZH‘<n-n! dla z € (0,1] in € N. (9.5)

Cwiczenie 9.1.2. Sprawdzi¢, ze ze wzoru Taylora wynika zbieznos$é pozna-
nych wczesniej szeregdéw opisujacych funkcje trygonometryczne.

Przyktad 9.1.2. Znajac pochodne funkcji logarytmicznej,

dm (=) t(n—1)!

2 —
T n(l+z) ATar

dlan € N,
z tatwoscia otrzymujemy, dla kazdego n € N, wzér Taylora

1 1 1 (=)™, x \ntl
In(1 —x— 2?4t — (S dla z > —1
n(l+z)==x 5% +3x T +n+1(1+c> ax ,
gdzie ¢ = a,x lezy miedzy 0 a x — dla pewnego a,, € (0,1).

Wartosé bezwzgledna reszty Lagrange’a ma postac

(—1)", z e dla z >0,
T”(x):‘n+1(1+c) | L (LY g 1,0
n—Jrl(lf|z|) awx e (—1,0]
Dla z > 0 reszta dazy do 0, jesli x < 1, natomiast dla =z € (—1, 0] odpowied-
ni warunek dostateczny zbieznosci, %ﬂzl <1, spelniony jest, gdy x € [—%, 0].

Ze wzoru Taylora i reszty w postaci Lagrange’a wynika zatem zbieznosé
lim,, 7, (z) — 0 dla z € [—%, 1]. Jest to wynik istotnie stabszy od udowod-
nionego wezesniej rozwiniecia (8.0 w przedziale (—1,1].

Koniczac biezacy podrozdzial podpowiadamy twierdzenie uogdélniajace
rozumowanie, na ktérym oparty zostal dowéd wzoru Taylora (@.4]).

Stwierdzenie 9.1.4 (Uogélnione Twierdzenie Rolle’a). Dla dowolnego n
naturalnego zalézmy, ze funkcja ciggla f: [a,b] — R jest n razy réziniczko-
walna w przedziale otwartym (a,b). Jesli f(x)=0 w n+1 réinych punktach
a<z)<xy< ... <Tp < Db, to istnieje liczba ¢ € (xg,z,) C (a,b), taka Ze
Fi(e) = 0.

Dowdd. Cwiczenie. Wykazaé, korzystajac z klasycznego Twierdzenia Rol-
le’a, ze kazda z pochodnych f*) dla k < n znika w n + 1 — k réznych
punktach. [
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Uwaga 9.1.1. Uogdlnienie wykorzystane we wzorze Taylora dopuszcza do
rozwazan (m+1)—krotne miejsca zerowe dla m € N, czyli punkty x;, dla
ktérych f(z;) = ... = f(x;) = 0. W opisie mozna je interpretowaé
takze jako niemalejgce ciagi liczb, w ktérych wielokrotne miejsce zerowe
oznacza fragment postaci ; = ;41 = ... = Tjtm. Sformutowaé i udowodnié
odpowiednia wersje Twierdzenia Rolle’a.

9.2 Szeregi dwumianowe

Twierdzenie pozwala nam na podjecie problemu rozwiniecia w szereg
potegowy funkcji potegowej z® dla a € R\ N i x > 0. Podobnie jak dla
logarytmu, skonstruujemy rozwiniecie o srodku w 1, czyli dla funkeji (1+z)?,
x > —1. Przez analogie do klasycznego dwumianu Newtona przyjmujemy

Definicja 9.2.1. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a # 0 niebedgcej licz-
bg naturalng i dowolnego n € N wspélczynnikiem dwumianowym a po n

(a)za(a—l)...(a—n+1). (9.6)

nazywamy liczbe

n n!
a

Przyjmujemy takze (3) =1 dla n = 0, jako wspélczynnik a po 0.

Lemat 9.2.1 (Wtasno$ci wspé6tezynnikéw dwumianowych). Dlan € NU{0}
© dowolnego a € R

. a a\a—mn a [a-—1
) <n+1>:<n>n+1:n+1< n )’
. [@ a a+1

@ 1)+ (o20) = (o

<Z>/<nil>‘ = 1, jesli a ¢ NU {0}.

Dowdd. Wtasnosci (i) sa raczej oczywiste — suma podana w (ii) jest zatem

(i) Tim

réwna (14 24)(9) = “5() = (ZE) Zgodnie z (i), granica wskazana
w (i) wynosi lim,, |2£L| = 1. O

Korzystajac z PrzyktaduR22 stwierdzamy, ze funkcje f,(z) = (1+z)?,
a € R, taczy zaleznosé fén) =a(a—1)...(a—n+1)fs—n dlan €N, azatem

z:O(1 + fL‘)a =n (Z)

dla kazdego n. Gtéwnym celem biezacego podrozdziatu jest

a
dx™
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Twierdzenie 9.2.2 (O szeregu dwumianowym). (i) Dla dowolnego wyklad-
nika a € R zachodzi réwnosé
= [a
1+a)" = " .
(1+x) Z (n ", (9.7)
n=0
jesli —1 <z < 1.
(ii) Dla a > 0 réwnosé [@Q.T) zachodzi w przedziale domknietym [—1,1],
a szereq jest zbieiny bezwzglednie.
iii) Jesli a € (—1,0), szere jest w punkcie x = 1 warunkowo
g J p
zbiezny.

Niezaleznie od ewentualnej zbieznosci, szereg potegowy (3 (1) 2" )n>0 na-
zywamy szeregiem dwumianowym o wykladniku a.

Dowdd. W przypadku, gdy @ = 0 lub a € N, réwnoéé¢ ([@.7) redukuje sie
do wzoru Newtona (Twierdzenie [[Z3]) i zachodzi dla wszystkich = € R.
Mozemy zatem wykluczy¢ ten przypadek z rozwazan.

(i) Dla a ¢ NU{0} badany szereg dwumianowy ma wszystkie wspotczyn-
niki niezerowe, a z kryterium d’Alemberta — Wniosek [0.4.4]i Lemat 0.2.T(iii)
— wynika, ze ma promien zbieznosci réwny 1. Tym samym prawa strona
réwnosci (A7) definiuje na przedziale (—1,1) funkcje F,(x) = Y02, (1)z"

klasy C*°. Aby poréwnaé F, i f, skorzystamy ze wzoru Taylora ([@.4]). Dla

a i
n+1)(1+cntl-a

gdzie ¢ = ax lezy miedzy 0 i x. Stad oszacowanie

ra(?) < ‘ (n + 1)

Kolejna konsekwencja spelnienia kryterium d’Alemberta (Wniosek B.2.7])

dowolnego n € Ni z € (—1,00) mamy

ro(z) = ’(1 +xz)* — z”: (Z)xk’ =

k=0

)

" jedli n4+1>a i 0<e<a (9.8)

jest zatem zbieznosé lim,, r, () = 0 dla kazdego a i dowolnego x € (0, 1), co
oznacza rownosc

(1+2)* = Fy(z) dlaze(0,1).

Podobnie jak w Przykladzie Q. 1.2l wzor Taylora z resztg Lagrange’a nie daje
rozszerzenia powyzszej rownosci na caty przedzial zbieznosci. Skorzystamy
zatem z tozsamosci fq(z) = 195 - fu(z) dla z € (—1,1) i wykazemy, ze analo-
giczng wlasnosé maja funkcje Fj,. Istotnie, z poznanych wlasnosci szeregéw
potegowych wynikaja réwnosci
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1+ 0F@) = Y () + (9)a" = Fun@) 9:9)
n=0
(1+2)F) ()= (1+x) i n(i)x”_l = i ((n + 1)(nf‘H) + n(ﬁ))x”
n=0 n=0
- Z ((a — n)(Z) + n(fl))x” = aF,(x)
n=0

dlaz € (—1,1). Aby méc zinterpretowaé otrzymana zalezno$é jako wlasnosé
funkcji In Fy,, potrzebna jest nam jeszcze nierownosé¢ F, > 0 — jak na razie
potwierdzona dla x € [0,1). Wobec tozsamosci ([@.9) mozemy ograniczy¢ sie
do przypadku —1<a<0. Dla takich a i dla £ <0 oraz n €N zauwazamy, ze
(H)a"™ = (—a)(1 —a) (n—l—a)m >0

Mt = . | ,

co potwierdza nieréwnos$é Fy(z) > 0 dla z € (—1,0). Podsumowujac, wyka-
zaliSmy, ze funkcje In(F,(z)) i In(fy(x)) = aln(l 4+ z) dla z € (—1,1) maja
te sama pochodna

d a d
I In(F,(x)) = 57 = dr In(fu(z)) dlaze(-1,1),
a poniewaz maja tez te sama wartos¢ 0 w x = 0, sa réwne — na mocy

Whniosku

(ii)* Dla dowodu bezwzglednej zbieznosci szeregu dwumianowego (@.7)
w koncach przedzialu zbieznosci rozwazymy wstepnie przypadek a € (0,1).
Dla n > 2 zachodzi rownosé

|G = = (D" (),

co w polaczeniu z udowodniona wlasnoscia (i) daje dla z € (—1,1) tozsa-

a(l—a)...(n—1—a)
n!

(o) = Fua) = 3 () a) =1- 3 |
n=0 n=1

Dla z € (0,1) prawdziwe sa zatem nieréwnosci
oo
0> |(®)fz"=1-(1-2)" <1, (9.10)
n=1

z ktérych, po przejsciu do kresu gérnego wzgledem x, wynika ograniczonosé
a
n

cjami, pozostaje prawdziwe dla dowolnego wykladnika a > 0. Poniewaz

sumy szeregu > oo |(¢)] < 1. Rozumowanie to, z niewielkimi modyfika-
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wspotczynniki (7') sa dodatnie dla n < n, := |a] 4+ 1, a dla pozostatych n
naturalnych zachodzi réwnosé (1) = (—=1)"""[(%)|, tozsamosé

(1-2)" = Fo(=x) = > () (=) + (=1 > [(3)|="
k=0 n=nq+1
prowadzi do oszacowania
Sool@" <A -2) + > (" <1+>(§) dlaze(0,1).
n=nq+1 k=0 k=0

Stad — po przejsciu do kresu gérnego wzgledem z — wyprowadzamy ograni-
czono$é sumy szeregu Y o2 [(4)| < 14+23°702 (7). Wynikajaca z Twierdze-
nia[67.3(ii) ciagloéé funkeji F, na przedziale domknietym [—1, 1] uzasadnia
réwnos$é Fy(z) = (1 + x)* takze dla x = +1.

(iii)* Zalézmy, ze a = —b € (—1,0), gdzie b > 0. Wykazemy, ze szereg
naprzemienny (> (_nb))n>0 spetnia kryterium Leibniza. Istotnie, zachodzi
réwnosé
(2) = ()rHEREEE = (17 (),

n n! n
pIrzy czym ‘(njrbl)| = ‘(;Lb)‘Z—j;ll’ < |(;Lb)‘ dlan € N. Aby udowodnié zbieznosé
lim,, (;b) = 0, wystarczy pokazaé, ze ciag odwrotnosci jest rozbiezny do oco.

Rzeczywiscie,
by —1
GO =

1
b
1-0b 1-b 1-0
:(1+T)<1+1—+b)...<1+m)
- +

1 1
21—1—(1—[))( +F +m>
1 1 1
>1+(1—b)(1+§+..+5)ﬁoo dla n — oo,

gdzie pierwsza z nier6wnoéci wynika z (L4]), natomiast druga — z nieréwnosci
k+b<k+1dlak=0,1,...,n—1. Badany szereg jest warunkowo zbiezny,
gdyz lim,_, 1+ (14x)* = oo, a zatem Twierdzenie Abela wyklucza zbieznosé
szeregu

O 1) Dnz0 = (X () (=D)™)nxo0. 0

Whiosek 9.2.3 (Uogdlniony szereg harmoniczny). Zachodzi réwnosé

. 12_!0, . (1—a;(!2—a) . (1—a>(2;a><3—a> L :é (9.11)

dla a > 0, przy czym powyzszy szereq jest zbieiny bezwzglednie. U
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Oczywiscie, dla a € N szereg ([Q.I1)) jest skonczona suma.

Przyklad 9.2.1. Dla wykltadnika a = —% szereg dwumianowy przybiera
szczegbdlng postaé wynikajaca z tozsamosci

() - coptledolicied) | (b on

= (-1

n n! 2nn!
1:2:3.4-...-(2n—1)-(2n) . (2n)!
=(=1) 27nl(2-4- ... 2n) =(=1) 220 ()2

dla n € N. Stad rozwiniecie w szereg potegowy

m Z( )x” dla z € [—1, 1). (9.12)
n=0

Whniosek 9.2.4. Zachodzi réwnosé

in(z) i omn p2ntl +1 x3+1~3 x5+1-3.5 :c7+
arcsim\x )= - =X — s — - — L
—\ n ) (2n+1)22 2 3 2.4 5 246 7

dla x € [—1,1], przy czym dla kazdego n € N

n—1 2%k+1 2n+1 _ g2
‘arc sin(z) — g <k> (2k 1)2219‘ <n> (2n + 1)22n (9.14)

k=0

jesli |x| < 1. W szczegdlnosci, prawdziwy jest wzor

T 1 1-3 1-3-5
— =1 1
5 +2-3+2-4-5+2-4-6-7+ (9.15)

Dowdéd. 7 Przyktadow B2Z4Yi)0.2.1] wiemy, ze

x

d . 2n
aarcsm(x) m Z( )27 dla z € (—1,1).

Poniewaz réwnosé (@I3]) zachodzi dla x = 0, a obie funkcje maja te sama
pochodna, réwnosé w przedziale (—1, 1) wynika z Wniosku[B3.8l Nieréwnosé
(@I4) wyprowadzamy z oszacowania

nol o 2kh o m%ﬂ < a, ok On mznﬂ

‘arcsm(x)_ 2k:+1‘_k:n Mokl Z2n+1| A =g |22’
1

gdzie ap = |(72)] dla k € N. Pozostaje rozszerzy¢ réwnosé na przedzial

domkniety, a do tego wystarczy (bezwzgledna) zbieznos$é szeregu (Q.I5).
7, oszacowania

m o 220+ -
—_— i — dl 0,1) i N
T;)( >(2n+1)22n<aurcsm(3:)<2 a xe€(0,1) i meN,
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wynika ograniczono$é, a wiec takze zbieznosé ciggu

- 2n> 1 - <2n> x2ntl 0
Z —————— =sup Z — € (0,1)} < =
= ( n ) (2n+ 1)22n { =\ n ) (2n+1)22n } 2
dla m € N. Réwnosé¢ ([@.I3) dla |x| = 1 wynika zatem z Twierdzenia Abela.

O

Cwiczenie 9.2.1. Ocenié tempo zbieznoéci szeregu ([@15). Sprawdzié¢ nu-
merycznie, ile potrzeba sktadnikéw, by btad przyblizenia byt mniejszy niz
1073,

9.3 Zastosowania do obliczen numerycznych

Poznalidmy juz kilka ciagéw, przewaznie w postaci szeregdéw, pozwalajacych
na wyznaczanie (z pomoca komputera) liczb takich, jak e, m, czy tez In(2)
lub /2. Obliczenia sa efektywne, jesli pozwalaja uzyskaé przyblizenie szu-
kanej wielkosci z ,dowolna” zadana dokltadnoscia, co w praktyce oznacza
mozliwo$¢ wyznaczenia okreslonej liczby cyfr rozwiniecia dziesietnego danej
liczby — przewaznie w zakresie od 3 do 16-17.

W Przykladzie BI.4 staraliémy sie pokazaé problemy zwigzane z uzy-
skaniem oczekiwanej dokltadnosci, co w zaleznosci od postaci sumowanego
szeregu oznaczalo koniecznoéé wyznaczenia sumy — od n = 10° poprzez
n = 500. az do zaledwie n = 53 skladnikow. Wprawdzie suma szeregu
czyli granica odpowiedniego ciggu byla ta sama, jednak tempo zbieznosci
poszczegdlnych ciagéw bylo inne. Na szczescie, analiza badanych ciagéw po-
zwalala na ocene bledu i uzaleznienie od tego liczby wymaganych dziatan.
Sygnalizujemy, ze oczekiwanie, iz komputer wyliczy granice, jedli pozwoli mu
sie dziatla¢ dostatecznie dlugo, jest btedne, a ocena bledu obliczen i ustalenie
momentu, w ktérym mozna je zakonczy¢ (przerwac) jest waznym aspektem
Analizy Numerycznej. Szersze ujecie tego tematu wykracza poza ramy bie-
zacego kursu.

Przyktad 9.3.1 (... a wladciwie kontrprzyktad). Zakladamy, ze czytelnik
zdazyl sie przekonaé o dziwnie wolnej zbieznosci szeregu (O.15), gdzie suma
czeéciowa szeregu daje btad przyblizenia liczby § mniejszy niz 0,001 dopiero
dla n = 318310 sktadnikéw. Specyficzne zachowanie szeregu wyjasnia udo-
wodnione nizej Stwierdzenie Podane w nim nieréwnosci oznaczaja, ze
w szeregu ([0.I5) reszta, czyli suma 732, 1 7%, jest zawsze przynajmniej
2n razy wieksza niz n—ty wyraz. W szczegdlnoéci — reszta po dodaniu 10°
(miliona) sktadnikéw jest jeszcze 2 - 10° razy wigksza, niz ostatni dodany
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sktadnik. Jesli komus wydaje sie, ze taki szereg nie moze by¢ zbiezny, wy-

jasniamy — moze, skoro jest.

Stwierdzenie 9.3.1. Przyjmijmy oznaczenie ag =1 1

- a3\ 1:3-...-(2n—1)
an = (1) <n2>_2~4-...-(2n) dla n € N.

Dla kazdego n zachodzqg nieréwnosci

n

an T ay an
2 - <oy o+ 1 9.16
"ol T §2k+1 =Cnr T (9.16)

Cwiczenie 9.3.1. Wynikajaca z oszacowania (18] korekta

Gn,

T @k 1y,
2 I§Qk+1+(2n+2) m+1

redukuje btad przyblizenia do co najwyzej % n—tego wyrazu. Sprawdzi¢, ze
poprawiony ciag daje btad mniejszy niz 0,001 dla n > 27, natomiast dopiero
(juz?) dla n > 270963 btad przyblizenia jest mniejszy niz 107Y.

Dowdd Stwierdzenia [.31l Dla n > 0 przeksztalcamy szereg do postaci
2k >

Z 2/54—1 B Z ( 2/<:+1 ) - Z (ar — cry1), (9.17)

=n

gdzie oznaczyliSmy ¢k 1= %Lak, a wugc = (g]z Blgak dla k > 1. Z Twier-
dzenia @2Z2(iii) dla wykladnika @ = —3% (por. Przyklad 2] wiemy, ze
szereg (Y an)n20 jest rozbiezny, mimo iZ wyrazy a, maleja do 0 dlan — co.
Chcac przedstawi¢ szereg ([Q.I7) jako sume szeregu naprzemiennego, powin-
nisémy wykazaé (relatywna) zbieznosé szeregu

ap—c+ay—cy+ax—cz3+...= (Z(_l)kAk)k>07

gdzie Agx = ag, Aokr1 = cxyr1 dla k > 0. W tym celu zastepujemy badany
szereg przez

(ap+a1) —c1+ag—ca+az—cz3+...= (Z(_l)kBk)k;>0'

Lemat 9.3.2. (i) Szereg (Z(—l)kBk;)@o o wyrazach By = ag+ a1 oraz
Bog1=cp @ Bop= ap+1, dla k> 1 spelnia kryterium Leibniza — poczqwszy
od wyrazu Bs.

(i) Szereg (Z(—l)kAk)k>0 jest zbiezny, przy czym zachodzq rownosci

3 = k4, = S (-1)FBy.
3 5 - Z 2
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Dowdd. (i) Bezposrednie poréwnanie parzystych i nieparzystych wyrazéw
badanych ciagéw prowadzi do nieréwnosci ap — ¢ = (2—;_&1—)2 >0dlak>1
oraz

4(k—1k  2k+1 4k* — 6k — 1
Ck_ak+1:ak(( ) =

2%k—1)2  2(k+1) Mo(k+1)(2k+1)2

dla k > 2. Zbieznos¢ By, — 0 wynika ze zbieznosci ap — 0 dla k£ — oc.

(ii) Tozsamosci 327 (—1)F A4y, = S (=1)F By dla m € N pozwalaja
rozciaggnaé uzyskana wyzej zbieznosé¢ na pierwszy z szeregdéw i implikuja
réwnosé sum. Zgodnosé z szeregiem (Q.17]) wynika z twierdzenia o tacznosci

(Stwierdzenie [B.1.4]). O

Dowéd Stwierdzenia [0.3.1] (cd): Udowodniona zbiezno$¢ szeregu naprze-
miennego pozwala na zapisanie reszty (O.I7) w postaci

= (=1)"Ap = a, + (—ck + ag)
St 5 >

k=2n k=n+1
_ Ap1 Qp42 An+3
=t ((2n+1)2 * (2n + 3)? * (2n+5)? +>

_ 1 2n+1 (2n+1)(2n+3)
= an<1+ T T G @) T T e (2] 5) +)

Szukajac oszacowania z gory, otrzymujemy zatem

af 1 ) )
an < kX_ﬁ 2%k+1 < ap (1+ G @) T @8 @nd) T @) @nre) T )

= 1 _1 1 1 1 1 1

co, po odjeciu skladnika konczy dowdd nieréwnoscei ([Q.16]). O

2n+1’

W trakcie dowodu otrzymali$my takze (dla n = 0)

ZQk—l =

Whniosek 9.3.3. Zachodzi réwnosé

mm

Specyficzne, niesprzyjajace obliczeniom wtasnosci szeregéw opisujacych
liczbe § = arcsin(1) raczej wykluczaja ich praktyczne zastosowanie. Dla
odmiany, wewngtrz swego przedzialu zbieznosci szeregi potegowe z reguly

maja dobre wlasnosci numeryczne.
Przyktad 9.3.2. Pochodzacy z rozwiniecia tej samej funkcji szereg
o0

T resin (1) = S % o (2k+1)
6—arcsm(2)—kz:%2k+1 2
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prowadzi do wzoru

1 3 1 3.5 1
+..) (9.18)

+ Y16 T

7T:3<1+3-23 1'5.95

przy czym nieréwnosé (@.I4]) daje oszacowanie

n
Qg —2k an —2n
0<m—3 .9 _In_ 9 dl N.
<7 k;)zk+1 S o+l amne

Blad otrzymanego w ten sposéb przyblizenia liczby 7 jest mniejszy niz 10~
dla n > 12 sktadnikow.

Jeszcze wigksza efektywnosé cechuje szereg (BI1)) bedacy rozwinieciem
funkcji arctg . Zamiast wyznaczania liczby 7 = arctg(1) co, jak wiemy, nie
jest zbyt efektywne, mozna skorzystaé z tozsamosci Machina (1706)

(9.19)

% = 4arctg (é) — arctg (2;9)

Cwiczenie 9.3.2. Dla a = arctg (1), korzystajac ze wzoru

tg(z) + tg(y)

@Y = T tey)”

120

sprawdzi¢, ze tg(4a) = 2,

a nastepnie wyznaczy¢ tg (4a — §).
Cwiczenie 9.3.3. Korzystajac z nieréwnosci (812) oszacowaé dokladnoéé

przyblizenia

T 6 kl 2 )kl
1~ gzk—m%l Z::% 1)2392k-1

Ile sktadnikéw nalezy uwzglednié, by uzyskaé¢ przyblizona wartosé liczby
z bledem mniejszym niz 107127

Przyktad 9.3.3. Aby z pomocg rozwiniecia w szereg funkcji trygonome-
trycznych wyznaczy¢ przyblizenia liczby sin(1), korzystamy z Lematu (.7.2]
co daje

1
2k+1 ’ (2n+1)!

M ]

‘ Sll’l
:0

lub, po wyznaczeniu liczby 7= 5 —1 < \[,

n—1 (_1)167_2]{ 7_2n 1

2h)! < @2n)! < 2o

[sin(1)~
k=0
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Wyznaczanie liczby

) sin(m —2) = 2cos(§ — 1)sin(§ — 1)
sin(2) =
2) {008(2—%):2008(1—%)2—1

pozwala na do$¢ duza swobode wyboru metody pod warunkiem, ze zna-
my juz dostatecznie doktadnie wyznaczona liczbe m. O szybkosci dziatania
(zbieznosci) wybranej metody decyduja wielkosci

_ T 1 — 1
T —2 =1,1415... 5 1—05708...<\/1§
2———04292 <\[7 1———02146 <2\[.

Przyktad 9.3.4. Tozsamosé¢
252,164 /93 54.216 . 36
(31) (5) (5) = =2
24/ \15/ \8 (26 - 32)(34 - 54)29

pozwala wykorzysta¢ wzory

In(2) =2l (1+ ) +4In (1+ &) +3In (1+ 1)

=2l (1-%) -4l (1) —3m (1-})

dla wyznaczenia liczby In(2) z dokladnoscia np. do 12 cyfr po przecinku.
Ktoéry wzor potrzebuje mniej sktadnikow, a daje lepsza doktadnos$é przy tej
samej ich liczbie?

Cwiczenie 9.3.4. Korzystajac z tozsamosci (%)3(%)6(%)9 = 3, wyznaczy¢
In(3). Znalezé analogiczny rozklad na czynniki liczby 5 1 wyznaczy¢ In(5)

z btedem mniejszym niz 1077,
Przyklad 9.3.5. Liczba V2 — ¢V2In(2) pig wyglada na szczegdlnie interesu-
jaca, a do wyznaczenia jej przyblizonej wartosci mozemy skorzystaé z sze-
regu (BI0). Aby oceni¢ wykladnik a = v/2In(2), od ktérego zalezy tempo
zbieznosci szeregu, i ktérego dobre przyblizenie jest podstawa do dalszych
obliczen, zauwazmy, ze oszacowane (B8] dla n = 4 prowadzi do nieréwnosci
(sprawdzid!)
1 1 1 1 2 1 7 1

1 2 —_— — _ = — < —,

@< (3454t 5 <5 530 10 V2
z ktérej wynika ograniczenie v/21n(2) < 1. Nieréwno$é ta, wykazana bez
pomocy komputera, nie jest catkiem banalna, skoro faktyczna wartosé wy-
kladnika wynosi a = 0,980258143468547... Zgodnie z oszacowaniem ([@.3]),
zachodzg nieréwnosci
" a a n ak 1
Z _‘ et =) k;‘ < I
— k! kzok!-ll n-nl- 47+
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co daje blad mniejszy niz 10~° odpowiednio dla n > 12in > 7. Oczywiscie,
majac e wyliczamy 2V2 = @ = ((e%)%)® - w dwu kolejnych operacjach.

9.4 Przyblizone wyznaczanie pochodnych

Zastanéwmy sie nad mozliwoscig wykorzystania definicji pochodnej i wzoru

! _ 1 f(t+h)_f(t)
f(t)—hmT.

h—0
do efektywnego przyblizania warto$ci pochodnej funkcji f: J—R.

Przyktad 9.4.1. Dla funkcji f(z) = sin(e®), z € R, przy pomocy komputera
mozemy wyznaczy¢ wartosci ilorazu réznicowego w t = 0,

oty = T IO o) 4 f”(ah)g, edzic a € (0,1),  (9.20)

wybierajac dla h — 07 wartosci 107,k = 1,2,...,12. Przy standardowym
sposobie zapisu liczb w pamieci komputera z doktadnoscia do ok. 16-17 cyfr
znaczacych (dokladnych), daje to wartosci h i odpowiednio fo(h) ~ f’(0)

rowne
10~1: 0,5206995848425233... 10°7:  0,5403022906858012...
1072: 0,5387540646056066... 1078:  0,5403023028982544...
1073: 0,5401513004701375... 1072 0,5403023584094057...
10~*: 0,5402872432269668... 10710 0,5403022473871032...
107°: 0,5403007999782439... 10~1: 0,5403011371640786...
1076: 0,5403021552385922... 10712: 0,5403455460850636...,

przy czym faktyczna wartoscia pochodnej jest
f'(0) = cos(1) = 0,540302305868...

Zgodnie ze wzorem Taylora (@.20) uzyskana dokladno$é jest liniowa,
tzn. 10—krotne zmniejszenie wartosci kroku h daje kolejna 1 cyfre doktadna
uzyskanego przyblizenia, co ilustruje podkreslenie w tekscie cyfr znacza-
cych. Reguta ta zalamuje sie jednak poczawszy od h = 1077, a przyczyna
jest stopniowy wzrost whudowanego w komputerowy system obliczen bledu
zaokrgglen. Losowy blad ograniczony przez 10716 i pojawiajacy sie w licz-
niku f(h) — f(0) we wzorze ([@20), po podzieleniu przez h = 10~? wzrasta
do poziomu 1077 i zmniejsza faktyczna dokladnos$é przyblizenia. Podobnie
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zachowuje sie ciag przyblizen lewostronnych — dla h < 0. Praktyczne me-
tody zwiekszania dokladnosci, sygnalizowane wczesniej w tekécie, sugeruja
jako potencjalnie lepsza metode obliczen, ktora korzysta ze sredniej

}(f(h) —f(0) | f(=h) —f(O)) _ )= f=h)

2 h + —h 2h

Potwierdzaja to uzyskane wyniki

10~1: 0,5360811163376211... 107°: 0,5403023058236922...
1072: 0,5402602309327320... 107%: 0,5403023058403454...
1073: 0,5403018851325436... 10~7: 0,5403023056738120...
10~%: 0,5403023016609110... 1078: 0,5403023028982544...

Twierdzenie 9.4.1. Niech f: J — R bedzie funkcjq réziniczkowalng. Dla
dowolnego punktu wewnetrznego t € J° ¢ h > 0,
(i) jesli w otoczeniu (t — h,t + h) C J istnieje pochodna f", to

F(t) - f(Hh)z_hf(t_h)‘ < OM;h?, (9.21)

gdzie My = sup{|f"(2)|; & € (t—h, t+R)} i C = b
(ii) jesli w otoczeniu (t—2h,t+2h) C J istnieje pochodna f©®), to

—f(t+2h)+8f(t+h)—8f(t—h)+ f(t—2h

f1(t) = 9%

)‘ < CMshY,  (9.22)

gdzie Ms = sup{|f®)(2)|; = € (t—2h,t+2h)} i stala C nie zalezy od f i h.
Zastosowanie przyblizenia (Q.22]) do funkcji f(z) = sin(e”), x € R, daje

1071: 0,5403571965915938... 10732 0,5403023058687303...
1072: 0,5403023114123624... 107*: 0,5403023058683787...

Dowdd Twierdzenia[9.4.1 Wykazemy nieréwnosé ([9.22), pozostawiajac czy-
telnikowi do sprawdzenia prostsza wersje (O.2I). Ze wzoru Taylora z reszta
Lagrange’a (@.4) w przedziale (t—2h,t+2h) C J wynikaja réwnosci

F(+2R) = F(0)+2F (42 ()0 + L3 U0 pa | 4O ier)
% " (4) (5)
f(t+h) _ f(t)—i—f’(t)h—i—fQ(t)hz—i-f 6(t) h3+f 24(t)h4+f 1(;302)h5
B _ o W2 W3, S04 fOt—c3) ;5
ft=h) = ft)=f'O)h+=5=h g Ty h 1201
F(t=2R) = f()=2f () h+2f" (t)h2 — O3 2D pa_ 4O el s

(9.23)
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gdzie c1,...,cq4 € (0,2h). Aby wyrazenie af(t+2h) + bf(t+h) + cf(t) +
df (t—h) + ef(t—2h) przyblizalo wartos¢ f’(t)h, szukamy wspdlczynnikéw
a,b,c,d, e € R bedacych rozwiazaniem uktadu réwnan

a +b H+c+d He =0

2a +b —d —2e =1
2a +3b  +3d +2e =0
%a -l—%b —%d —%e =0

2 1 1 2, _
Zmnalezione wspoétezynniki prowadza do tozsamosci

T f(t+2h) +2f(t+h) — 2f(t—h) + L f(t—2h) = f'(t)h 5
(= 4f O tter) + fO(tea) = fOt—e3) +4fO) (t—ca)) 15,

z ktorej juz bezposrednio wynika (9.22]). O

W analogiczny sposéb mozemy wyznaczaé¢ przyblizone wartosci drugiej
i dalszych pochodnych.

Twierdzenie 9.4.2. Niech f: J — R bedzie funkcjq rézniczkowalng. Dla
dowolnego punktu wewnetrznego t € J° ¢ h > 0,
(i) jesli w otoczeniu (t — h,t + h) C J istnieje pochodna f9, to

f”(t)— f(t-l—h)-?];gt)-l—f(t—h)‘ <CM4}L2, (924)

gdzie My = sup{|f® (z)|; z € (t—h,t+h)} i C > 0 nie zalezy od f i h;
(i) jesli w otoczeniu (t—2h,t42h) C J istnieje pochodna f©, to

— f(t+2R)+16f (t+h)—30f(t)+16f (t—h)— f(t—2h
1212

) < catght,
(9.25)

Ft) -

gdzie Mg = sup{|f©) (z)|; = € (t—2h,t+2h)} i stala C nie zalezy od f i h.
Dowdd. Proste ¢wiczenie. O

Cwiczenie 9.4.1. Sprawdzi¢ mozliwosé¢ praktycznego zastosowania wzoréw
[O24)—([@258) dla wyznaczania przyblizonych wartosci drugiej pochodnej da-
nej funkcji.
Cwiczenie 9.4.2. Wyznaczy¢ wspélezynniki i oszacowaé blad przyblizen
pochodnej f/(t) korzystajac z wartoSci jednostronnych f(t), f(t+h), f(t+2h)
i f(t+3h).
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9.5 Metody Picarda i Newtona

Biezacy podrozdzial wprowadza dwie metody przyblizonego rozwiazywania
réwnan postaci f(z) = z lub g(z) = 0, gdzie f i g sa danymi funkcjami cia-
gltymi. Wprawdzie réwnania wygladaja na rownowazne i bez trudu mozna
je zapisa¢ w postaci f(x) —x = 0 lub x — cg(z) = z, gdzie ¢ # 0, jed-
nak ze wzgledu na zastosowania i zatozenia dotyczace funkcji bedziemy je
traktowaé jako dwa odrebne problemy.

Definicja 9.5.1. Liczbe t nalezgcq do dziedziny J C R funkcji rzeczywistej
[+ J — R nazywamy punktem statym funkcji f, jesl

f(t) =t

Podstawowe twierdzenie o istnieniu punktéw statych nalezy do obszaru
Analizy, ale nie ma nic wspolnego z rachunkiem rézniczkowym.

Lemat 9.5.1. Funkcja ciggla f: [a,b] — R okreslona na przedziale do-
mknietym i ograniczonym ma punkt staly, jesli f(a), f(b) € [a,b].

Dowdéd. Z zalozenia o funkcji f wynikaja nieréwnosci f(a) > a i f(b) < b,
a zatem funkcja ciagla F(x) = f(z) — z dla x € [a,b] spelnia nieréwnosci
F(a) > 0 > F(b). Z wlasnosci Darboux wynika istnienie punktu ¢ € [a, ]
takiego, ze F(t) = 0. O

Whniosek 9.5.2 (Twierdzenie Brouwera o punkcie statym). Kazda funkcja
ciggla f: [a,b] — [a,b] ma punkt staly. O

Uwaga 9.5.1. Wprawdzie zatozenie sformutowane w Twierdzeniu Brouwera
wydaje si¢ istotnie mocniejsze niz podane w Lemacie [0.5.1] jednak oba twier-
dzenia sa rownowazne. Jedli funkcja ciagla spetnia warunek f(a), f(b) €[a, b,
to dla kresow m = inf{f(z); = € [a,b]} i M = sup{f(x); = € [a,b]} przyj-
mijmy A := min{a,m} i B := max{b, M }. Istnieje wéwczas ciagle rozsze-
rzenie f do funkcji F': [A, B] — [A, B] takiej, ze

f(a), jesli z < a,
F(x) =14 f(z) dlaz € [a,b],
f(b), jeslib < x,

przy czym F(z) =z <= f(z) = =.

Uwaga 9.5.2. W odréznieniu od raczej trywialnego wniosku podanego wy-
zej, pelna wersja twierdzenia Brouwera dotyczy istnienia punktéw stalych
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odwzorowan (funkcji) domknietego kota lub kuli, czy tez domknietej kostki
w siebie i rozciaga sie takze na dowolny wyzszy wymiar. Ogolne twierdzenie
Brouwera jest uwazane za trudne i nie miesci sie w ramach elementarnego

kursu Analizy.

Dla znalezienia punktu stalego funkcji f: [a,b] — R mozemy oczywiscie
wykorzysta¢ metode polowienia — i szukaé¢ przyblizonego rozwigzania réw-
nania f(z) —x = 0. Zalozenie f[a,b] C [a,b] pozwala na wybér innej drogi
i przyblizanie punktu stalego metodq iteracy.

Rysunek 9.1: Metoda Picarda wyznaczania punktu statego

Definicja 9.5.2. Cigg (xn)n>0 nazywamy iterowanym lub ciggiem Picarda
dla funkcji f: [a,b] — [a,b], jesli

Ty = f(zp—1) dlaneN.

Liczbe xog € [a,b] uznajemy za punkt startowy lub poczgtkowy ciggu. Dla
n € N liczba x, = f(--- f(xo) - -+ ) jest n—tq iteracja punktu startowego.

Przyktad 9.5.1. Punkt staly funkeji cos(x), = € R, musi leze¢ w przedziale
[—1,1] = cos[R], a nawet w przedziale [0, 1], skoro cos [[_1 ;) > 0. Wychodzac
od punktu startowego xop = 0,1 otrzymujemy ciag iterowany

z1 = 0,9950... 24 = 0,6550... 27 = 0,7635...
2y = 0,5445... x5 = 0,7925... zg = 0,7224...
x5 = 0,8554... zg = 0,7021... z9 = 0,7502...,
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ktorego zbieznosé nie jest bynajmniej oczywista, a ktorego oscylacyjny cha-
rakter ilustruje rys. Ten sam problem zapisany w postaci

2
= + gcos(:c) dla z € [0,1]

prowadzi do ciagu iteracji (rys. [0.2])

z1 = 0,637... x4 = 0,739085102... z7 = 0,7390851332151629...
xo = 0,7371... x5 = 0,73908513334... zg = 0,7390851332151607...
r3 = 0,739092... x6 = 0,7390851332146... x9 = 0,7390851332151607...,

w ktérym uzyskany blad jest mniejszy niz 10716,

114
104
0.9 4
0.8
0.7 -
0,61
051
0,41
031
024
0,1 4-
0,0
0,14

Rysunek 9.2: Metoda Picarda — efekt modyfikacji funkcji

Podstawy dzialania metody iteracji Picarda zawiera

Stwierdzenie 9.5.3. Dia dowolnej funkcji cigglej f: [a,b]— [a,b], jesli cigg
iterowany (zy)nen jest zbiezny, to granica t =lim, z, € [a,b] jest punktem
statym.

Jesli cigg iterowany jest zbiezny, a nie jest staly (powyzej pewnego in-
deksu) i istnieje pochodna f'(t), to zachodzi nieréunosé —1 < f'(t) < 1.

Dowdd. Jedli t = lim,, z,, to z ciagtosci funkcji wynikaja rownosci
f(t) =lim f(zy,) = limz,41 = t.
n n

Istnienie pochodnej f’(t) pociaga za soba zbieznosé fO—f@n) 1@,

t—xn
a wiec

. |t_xn+1| /
lim ———— = t
im = 1),
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oile t # x,, dla wszystkich n. Przypuszczenie, ze |f'(t)|>c > 1 dla pewnego
¢ € R, oznacza zatem istnienie indeksu m € N takiego, ze [t—rp41| > c|t—zy|
dla n > m. Wynikajace stad nieréwnosci

It — Tomgn| > clt — Tmgn—1| > ... > "t —a| dlaneN
wykluczaja zbieznos¢ x, — t. O

Warunek dostateczny istnienia i jednoznacznosci punktu statego wpro-
wadza

Definicja 9.5.3. Funkcje f: [a,b] — R nazywamy zwezajaca, jesli
[f (@) = f(y)] < |z =yl (9.26)
dla dowolnych réznych liczb x,y € [a,b].
Kazda funkcja zwezajaca jest oczywiscie ciagla.

Stwierdzenie 9.5.4. (i) Funkcja ciggla f: [a,b] — R rézniczkowalna w prze-
dziale (a,b) i taka, ze |f'(z)| < 1 dla z € (a,b), jest funkcjq zwezajgcq.

(i) f: [a,b] — R jest funkcjq zwezajqcq, jesli istnieje podzial dziedziny
funkcji, czyli skoriczony cigg a = pg < p1 < ... < Py = b taki, zZe kazde
k < 'm, jest funkcjg zweZajgcg.

z obcieé f‘[pkq,pk]’

Dowdd. Wtasno$é (i) wynika z Twierdzenia Lagrange’a, skoro z (8I3]) wy-
nika
[f(@) = fW)l = [ ()llz —y| < |z -y

dla x # y i pewnego punktu ¢ € (a,b) lezacego miedzy x i y. Dla dowodu
wlasnosci (ii) zalézmy najpierw, ze p € (a,b) jest punktem, dla ktérego
obciecia flig ) 1 flpy sa funkcjami zwezajacymi. Aby wykaza¢ analogiczna
wlasnosé funkcji f wystarczy sprawdzié nieréwnosé ([@.26]) dla dowolnej pary
x € [a,p) iy € (p,b]. Mamy wéwczas

[f (@) = fy)l < 1f(x) = fI+1F(p) = FW)] < |z —pl+p -yl
=p-2)+y-p=y—v=[z—yl
Przedstawione tu rozumowanie pozwala przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny —
wzgledem liczby m odcinkéw, na ktérych funkcja f jest zwezajaca. O

Opisang wyzej metode iteracji precyzuje — jako algorytm Picarda

Twierdzenie 9.5.5 (Picarda o zbieznosci). Kazda funkcja zwezajgca o dzie-
dzinie [a,b] ma dokladnie jeden punkt staly t € [a,b]. Dla dowolnego punktu
startowego xg € [a,b] cigg iterowany (T, )nen jest zbiezny do t.
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Dowéd. Niech f: [a,b] — [a,b] bedzie funkcja zwezajaca. Jesli ¢,t* € [a, b]
sa punktami stalymi, to przypuszczenie, ze t # t*, prowadzi do sprzecznosci
[t —t*| = |f(t) — f(t")] < |t — t*|. Zatem ¢ jest jedynym punktem stalym
funkcji f.

Ustalmy dowolny punkt startowy zg € [a,b]. Ciag iterowany (x)neN
dla f i g jest zawarty w przedziale [a,b], a wiec ograniczony, natomiast
nieréwnosci

20—t = |f(@n1) = F()] < Jracs — ] dlan €N

oznaczaja, ze ciag odleglosci (|z,, — t|)nen jest nierosnacy. Aby udowodnié
zbiezno$é x, — t wystarczy wykazaé, zgodnie z Wnioskiem 34| ze kaz-
dy zbiezny podciag (xg, )nen jest zbiezny do t. Zaldézmy zatem, ze istnieje
granica lim,, xg, = t*. Z monotonicznosci ciagu odlegtodci wynikaja nierow-
nosci

Thpir — ] < [Tp 1 — 8 < |2k, — 1],

a zatem Twierdzenie B.43] (o trzech ciagach) prowadzi do réwnosci

5 — t] = lim [y, 41 — 1] = lim | F(an,,) — F(O)] = [£(%) — £
Stad t* =t i ostatecznie lim,, x,, = t. O

Wiemy juz, ze o praktycznych mozliwosciach wykorzystania ciagéw zbiez-
nych do przyblizonego wyznaczania granicy decyduje mozliwoéé¢ efektywne-
go oszacowania btedu, czyli réznicy miedzy przyblizana wielkoscig a kolej-
nymi wyrazami ciagu. Stad znaczenie kolejnego wyniku.

Twierdzenie 9.5.6 (Banacha o punkcie stalym). Niech f: [a,b] — [a,]
bedzie funkcjq zwezajgcq spetniajgeq warunek

|f(z) = f(y)| < Lz —y| dla pewnego L < 1 (9.27)
i dowolnych x,y € [a,b]. Wowczas dla kazdego punktu startowego xo € |a, b]
i odpowiadajgcego mu ciggu iterowanego (Ty)nen zachodzi oszacowanie

LTL

on =t < 77

‘.%'0 — f(xo)‘, (9.28)
gdzie t jest punktem statym funkcji f.

Funkcja ciagla f spelnia warunek Lipschitza (Q.27]), jesli jest rézniczko-
walna w przedziale otwartym (a, b) i kres gérny L := sup{|f'(x)]; = € (a,b)}
jest mniejszy niz 1.
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Dowdéd. Warunek Lipschitza ([@.27) prowadzi to do oszacowania
|z, —t| < L"|xg —t| dlaneN.
W szczegdlnosci, dla n = 1, nieréwnosci
|xg —t| < |xg — 21| + |21 — | < |20 — 21| + L|2o — 1]

pozwalaja zastapi¢ nieznana wielko$¢ |zg — t| przez jej ograniczenie z gory
réwne —|zo — 1/, co koficzy dowdd. O

Uwaga 9.5.3. Wzér ([@.28) tlumaczy relatywnie wolna zbiezno$¢ w pierw-
szej czesci Przykladu — wolniejsza, niz wynikajaca z metody potowie-
nia, gdzie w kazdym kroku blad zmniejsza si¢ dwukrotnie, a to odpowiada
statej L = % Najlepsza dokladnosé i najszybsza zbieznosé¢ daje metoda Pi-
carda w przypadku, gdy stata L jest bliska 0, co mozna bylo zaobserwowacé
w drugiej czesci przyktadu.

Dla réwnania postaci g(x) = 0, gdzie g: J — R jest funkcja ciagla okre-
$lona na przedziale J C R, wspomniana wczesniej réwnowazno$¢ problemow
umozliwia poszukiwanie rozwigzania, czyli miejsca zerowego t € J funkcji g,
jako punktu statego dowolnej funkeji postaci f(x) = x — cg(x), gdzie ¢ # 0.
Pozostawiamy przy tym otwarty problem odpowiedniego doboru dziedziny
funkcji f.

Zalbézmy, ze funkcja g ma w otoczeniu punktu ¢ ciagla pochodng, przy
czym ¢'(t) # 0. Z réwnosci f'(z) =1 — ¢g'(x), wynika, ze wybo6r parametru
c = g,—%t) pozwala na dowolnie male ograniczenie wielkosci |f’(x)|, o ile x
przebiega dostatecznie male otoczenie (t — d,t + &) szukanej wielkosci ¢.
Poniewaz nie znamy wartosci pochodnej w szukanym punkcie ¢, skutecznym

rozwiazaniem jest wykorzystanie dostepnych przyblizen.

Definicja 9.5.4 (Metoda stycznych, Newtona). Niech g: [a,b] — R bedzie
funkcjq rozniczkowalng takq, zZe

gdx)#0 i x— 9(x) € [a,b] dla x € [a,b].

Ciagiem Newtona dla funkcji g z punktem startowym xzq € [a,b] nazywamy
cigg iterowany (Tn)nen spelniajocy zaleznosé

dlan € N. (9.29)
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Rysunek 9.3: Metoda stycznych Newtona

Przyktad 9.5.2. Réownosé ([0.29) oznacza, ze dla kazdego n € N liczba z,
oznacza punkt przeciecia osi X i stycznej do wykresu funkcji ¢ w punk-
cie x,_1. Ciag Newtona dla funkcji g(z) = z — cos(x),z € R, z punktem
startowym xo = 0,05 (rys. [@.3) tworza liczby

r1 = 0,953589... x4 = 0,739085133259...
ro = 0,747128... 5 = 0,7390851332151607...
r3 = 0,739099... re = 0,7390851332151607....

Metoda Newtona jest szczegdlnym przypadkiem metody Picarda, a za-
tem stosuja sie do niej twierdzenia o funkcjach zwezajacych. Wazny i prosty
warunek dostateczny zbiezno$ci wynika takze z geometrycznych wlasnosci
funkcji wypuktych. Przy ustalonych w ten sposéb zatozeniach otrzymujemy
algorytm Newtona.

Twierdzenie 9.5.7 (O zbieznosci metody Newtona). Niech g: [a,b] — R
bedzie funkcjq réiniczkowalng i takq, ze g(a) - g(b) < 0 oraz ¢'(x) # 0 dla
x € [a,b]. Jesli funkcja g jest wypukla, to dla kaidego punktu startowego
xg € [a,b] takiego, Ze g(xg) > 0, wyznaczony przez funkcje g cigg Newtona
jest poprawnie zdefiniowany i monotonicznie zbiezny do jedynego miejsca
zerowego t funkcji g.

Jezeli druga pochodna g” istnieje i jest funkcjg ograniczong w przedziale
{z; g(x) >0}, to dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosé

M

b | < ——
= Tl S ]

M
It — z,|? < %|t—xn|2 (9.30)
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gdzie M = sup{|g”(z)|; g(x) > 0} i m = inf{|¢'(x)|; g(x) > 0}.

W szczegdlnosci, za punkt startowy ciagu przyblizen moze by¢ wybrany
jeden z koncéw przedziatu [a, b].

Dowdd. 7 zalozenia i TwierdzeniaBZAT(iii) wynika, ze pochodna ¢’ jest nie-
malejaca i cigglta, a wiec ma staty znak. Dla ustalenia uwagi ograniczymy sie
do przypadku ¢’ > 0, co oznacza takze, ze g jest funkcja $cisle rosngca. Wy-
nikaja stad nieréwnosci g(a) < 0 < g(b), a badana funkcja ma w przedziale
(a,b) dokladnie jedno miejsce zerowe ¢, przy czym g(z) > 0 <=t < z dla
x € [a,b]. Wychodzac od dowolnego punktu startowego xg € (¢,b] i korzy-
stajac z indukcji, definiujemy ciag iterowany (x,)nen taki, ze t < z, < -1
dla wszystkich n € N. Istotnie, majac zdefiniowany punkt x,,_; € [t,b] dla
pewnego n € N, z zalozenia o znaku pochodnej ¢’ wnioskujemy nieréwnosé

9(zn—1)
Tp =Tp1— 5 < Tp_q- 9.31
n n—1 g’(ﬂcn—1) X dn—1 ( )
Z drugiej strony, z wypuktosci funkcji g i Stwierdzenia [B.4.0] dla stycznej
w punkcie x,_1 wynika nieréwnos¢

9(x) > g(wn—1) + (x — 2p1)g (xn-1), jesli z € [a, D],

a wiec g(x,) > 0, co zapewnia poprawnos¢ konstrukeji x,, € [t, b] dla wszyst-
kich n € N. Ciag nierosnacy (z,)nen ograniczony jest zbiezny, a jego granica
x* spelnia réwnos$¢ g(z*) = 0, a wiec z* = t. Pozostawiamy czytelniko-
wi modyfikacje dowodu dla przypadku funkcji wypuklej g $cisle malejacej
(i ¢’ <0), gdy skonstruowany ciag iteracji jest niemalejacy.

Jedli istnieje druga pochodna ¢”, to ze wzoru Taylora wynika réwnosé

/ " (t - xn)Q
0=g(t) =g(xn) + g (xn)(t —24) + g (C)T’
a poniewaz g(x,) = ¢ (xn)(Tn — Tpi1),

g (@n)(t = wnp1) = _g”;) (t —an)?,

gdzie ¢ lezy pomiedzy t i x,,. Oszacowanie ([@.30) wynika z nieréwnosci g >0 —
w tym sposréd przedzialéw [a, t), (t,b], w ktérym znajduje sie zq 1 wszystkie
kolejne wyrazy ciggu Newtona. O

Cwiczenie 9.5.1. Sformulowaé¢ analogiczne twierdzenie dla funkeji wkle-
stych. Czy mozna je wywnioskowaé¢ z Twierdzenia [0.5.71
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Uwaga 9.5.4. Nieréwnosé ([@30) oznacza zbieznosé kwadratowg i impliku-
je realne i szybkie zmniejszanie btedu przyblizenia poczawszy od wyrazu,
w ktorym %H — x| < 1. Jest to widoczne takze w kolejnym przykladzie,
dla funkcji 2% — 3.

P -
o o
T
YT s
o

20 it

01

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Rysunek 9.4: Metoda Newtona dla funkcji 23 — 3

Przyktad 9.5.3. Ciag iterowany (B3) szybko zbiezny do liczby /2 jest
ciggiem Newtona. Réwnie efektywny ciag przyblizen liczby /3,

2 n 1
Tn = —Tp— —
n 3 n—1 %_17

otrzymujemy wychodzac od réwnania g(z) = 23 —3 = 0 dla z € [1,5]. Ciag
Newtona o punkcie startowym xg = 5 i kolejnych wyrazach

1 = 3,3733333333333335... x5 = 1,4437994362362030...
9 = 2,3367671560075760... re = 1,4422512334365250...
rg = 1,7409788292572610... r7 = 1,4422495703093263...
xq = 1,4905758774387161... rg = 1,4422495703074083...

ilustruje nagly wzrost dokladnosci witasciwy dla zbieznosci kwadratowej
(rys.[@4). Oszacowanie ([@.30]) przybiera w tym przypadku postaé

2 V3
xn+1_\7§:M($n_e/§)2<

2
3zz



Rozdziat 10

Cata catka Riemanna

10.1 Konstrukcja

Fizyczna interpretacja pojecia calki odpowiada procesowi wyznaczania dro-
gi przebytej w czasie [a,b] przez badany obiekt (pojazd, czasteczke, pla-
nete itp.), jesli znana jest w tym czasie predkos$¢ obiektu. Ograniczenia
praktyczne pozwalajg zmierzy¢ predko$é w chwilach stanowiacych skonczo-
ny ciag zawarty w przedziale [a,b], a przyblizenie dlugosci przebytej drogi
otrzymujemy sumujac poszczegdlne odcinki, w ktérych droga jest iloczynem
zmierzonej predkosci i czasu pomiedzy kolejnymi pomiarami. Powyzsza ob-
serwacja sugeruje, ze catkowanie powinno by¢ operacja odwrotng do réz-
niczkowania, o czym przekonamy sie w jednym z kolejnych podrozdziatéw.
Kazdy skonczony podzbiér P C [a,b] dzieli przedzial na jednoznacznie
okreslone pod-przedzialy niezawierajace wewnatrz punktéow zbioru P. Dla
wygody 1 jednoznacznosci opisu mozemy konce przedzialu wiaczy¢ do P.

Definicja 10.1.1. Podzialem przedzialu [a,b] C R (a < b) nazywamy kazdy
skoriczony podzbior P zawierajgcy konice a i b przedzialu. Rodzine wszystkich
podzialdw przedzialu [a,b] oznaczamy symbolem Pla,b]. Podzial P' € Pla,b]
nazywamy podpodziatem lub zageszczeniem podzialu P, jesli P C P'.

Ze wzgledu na naturalny porzadek liczb rzeczywistych, dla elementéw
podziatlu P C [a,b] przyjmujemy standardowy, jednoznaczny opis postaci

P={xo,...,xpn}, gdziea=xzo<z <...<zp=0> (10.1)
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Tym samym — kazdej liczbie ¢ € P przyporzadkowujemy jednoznaczny in-
deks (numer), ¢ = x;, i € {0,...,n}, a sam przedzial staje sie suma

[a,b] = [zo,z1| U ... U[zp_1, 2] = U [Xi—1, ]

<n
kolejnych przedzialéw o roztacznym wnetrzu. Liczbe
0(P) = max{x; —x;—1; i <n} >0 (10.2)

nazywamy S$rednicq podziatu. Liczba n € N, czyli pomniejszona o 1 liczba
punktéw jest réwna liczbie przedzialéw, na ktére podzial P dzieli [a, b].

Definicja 10.1.2. Dia dowolnej funkcji ograniczonej f: |a,b] — R i dowol-
nego podzialu P = {xg,...,z,} dziedziny, dolna i odpowiednio gérna suma
Darboux funkcji f wzgledem P nazywamy liczby

L(f,P) = Zmi(f) AP, oraz (10.3)
Uu(f,p)= ZMi(f) AP, (10.4)

gdzie m;(f) =inf{f(z); z € (wi1,z;)} < M;(f) = sup{f(z); z € (i1, 2;)}
oraz NP = x; — x;—1 dla i<n.

Definicje oraz metody wyznaczania catki Riemanna wspiera
Lemat 10.1.1. Niech f bedzie ograniczong funkcjq rzeczywistq na przedzia-
le [a, b].

(i) Dla dowolnego podziatu P przedzialu [a, b,

(ii) Dla dowolnych podzialow P,Q € Pla,b], jesli P C Q, to

0< L(f,Q) — L(f,P) <2m M §(P) i
<U(f,P) = U(f,Q) < 2m M §(P),

gdzie m jest liczbg punktow zbioru Q \ P, a M = sup{|f(x)|; = € (a,b)}.
W szczegolnosci, prawdziwe sq nierownosci

L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U(f, P). (10.5)
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Réznice miedzy suma gérna i suma dolna Darboux funkeji f (wzgledem
tego samego podzialu P) bedziemy oznaczaé¢ symbolem

n

A(f,P):=U(f, P) = L(f,P) = > (Mi(f) = mi(f)) AiP. (10.6)

i=1

Czytelnik z tatwoscia sprawdzi, ze z (I0.5) wynika
Whniosek 10.1.2. 0 < A(f,Q) < A(f, P), jesli P C Q. O

Dowdd Lematu [I017l Wtasno$é (i) wynika z nieréwnosci m;(f) < M;(f)
oraz réownosci M;(—f) = —m;(f), oczywistych dla kazdego przedzialu po-
dziatu P.

Dla dowodu (ii) rozwazmy przypadek, gdy P = {xg,...,z,}, a @ D P
jest zageszczeniem powstalym z P przez dotaczenie pojedynczego punktu
x* € (xg_1, k) dla pewnego k < n. Przy oznaczeniach

M;" =sup{f(z); v € (wp—1,2")} 1 M] =sup{f(z); = € (¢, z)}
réznica gérnych sum Darboux redukuje sie do

U(fv P) - U(fv Q) - Mk(f)(xk - xkfl) - Ml*(.%'* - xkfl) — M:((L‘k — (L‘*)
= (Mi(f) = M) (@* — 2p—1) + (Mi(f) — M) (2 — 2¥),
co daje 0K U(f, P)—U(f,Q)<2M 6(P). W ogbélnym przypadku wystarczy

skorzystac z rozktadu

U(f,P)—U(f,Q) = (U(f’PO)—U(f’Pl)) +...+ (U(fvpm_l)_U(fvpm))

gdzie P=P° C P! Cc...C P™ = Q, a kolejne podzialy réznig sie jednym
punktem. Dowdd analogicznych nieréwnosci dla sum dolnych Darboux wy-
nika z udowodnionej juz wlasnosci (i). O

Definicja 10.1.3. Dla dowolnej ograniczonej funkcji rzeczywistej f okre-
slonej na przedziale [a,b] calka dolna i odpowiednio catka gérna nazywamy
liczby

LY(f) =sup {L(f, P); P€Pla,b]} i UY(f) = inf {U(f, P); PEPla,b]}.
(10.7)

Whniosek 10.1.3. Dla dowolnych podziatow Py, Py przedzialu [a,b] i dowol-
nej funkcji ograniczonej f: a,b] — R zachodzq nieréwnosci

L(f,Pr) < Ly(f) < UG(f) < U(f, Po), (10.8)

a wiec takze

0 <Ub(f) — LE(f) < A(f,P) dla PEPla,b]. (10.9)
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Dowdd. 7 faktu, ze suma P = P; U P, dowolnych dwu podzialéow jest ich
wspolnym zageszczeniem, wynikajg nieréwnosci

L(f, P1) < L(f, P) U(f, P) < U(f, P»),

a zatem kazda z sum gérnych Darboux funkcji f jest ograniczeniem gérnym
dla zbioru sum dolnych. Po przejsciu do kreséw oznacza to ograniczenie

LY(f) <U(f,P,) dlakazdego P, € Pla,b]

i w konsekwencji L.(f) < UY(f), co konczy dowéd nieréwnosci (I0.8).
W przypadku P, = P, = P otrzymujemy stad natychmiast nieréwnosé

(). O

Definicja 10.1.4. Funkcja ograniczona f: [a,b] — R jest calkowalna w sen-

sie Riemanna, jesli jej catki gorna i dolna sqg rowne. Liczbe
b
[ £=1in=uvin (10.10)
a

nazywamy wowczas catka Riemanna funkcji f.
Funkcja zmiennej rzeczywistej f: X — R jest catkowalna w sensie Rie-
manna na przedziale [a,b] C X, jesli catkowalne jest obcigcie f|qp). W takim

przypadku korzystamy takze z uproszczonego oznaczenia

b b
L= G, (10.11)
a liczbe f; f nazywamy calkq Riemanna na przedziale [a, b].

Przyktad 10.1.1 (Podstawowy). Funkcja stata f(x) =h € R dla x € [a, b]
jest catkowalna i f; h = h(b —a). W tym przypadku dla kazdego podziatu
P ={xg,...,x,} przedziatu [a, b] zachodzi réwnosé

L(f,P):U(f,P):Zh(:cl—:cl,l):h(:vn—:co)

<n

Calka Riemanna jest w tym przypadku polem prostokgta o podstawie [a, b]
i wysokosci h.

Znamy juz elementarna fizyczna interpretacje catki jako dlugosci dro-
gi zaleznej od predkosci badanego obiektu. Naturalna interpretacja geome-
tryczna pozwala postrzegaé catke [ ; f jako pole pod wykresem funkcji f > 0.
Precyzyjny opis tej wtasnosci czytelnik znajdzie w rozdziale dotyczacym
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miar, a péki co — zachecamy do naszkicowania rysunku, w ktérym poszcze-
gb6lnym sktadnikom dolnych i gérnych sum Darboux odpowiadaja pola pro-
stokatéw pokrywajacych wykres funkcji (od wewnatrz — z dotu i z zewnatrz
— od gory).

Bezposrednio z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci pozwalajace in-
terpretowaé caltke jako specyficzng metode wyznaczania warto$ci $redniej
badanej funkcji.

Twierdzenie 10.1.4 (O monotonicznosci catki). (i) Dla dowolnej funkcji
f:]a,b] = R calkowalnej w sensie Riemanna zachodzq nieréwnosci

Wif@) 2 € @) < g [ 1 <ol e @h) (1012

(ii) Jesli funkcje f,g: [a,b] — R sq calkowalne i f < g, to

b b
frefs
a a
W szczegdlnosct, f;f}(), jesli f=0.

Dowdd. Wtasnosé (I0.12]) wyprowadzamy z nieréwnosci

inf{f(2); 2 (a,b)}(b-a) < L(f, P) < U(f, P) < sup{f(x); z€ (a,b)}(b-a)

prawdziwej dla kazdego podzialu P przedziatu [a,b]. Z nieréwnosci f < g
wynika zalezno$é L(f, P)< L(g, P)<L%(g), a wiec takze LE(f)<Ll(g). O

Sprawdzanie catkowalnosci funkcji utatwia

Twierdzenie 10.1.5 (Kryterium Riemanna). (i) Funkcja ograniczona f
na przedziale [a,b] jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy,

gdy
inf{A(f, P); P € Pla,b]} =0, (10.13)

tzn., gdy dla kazdej liczby € > 0 istnieje podzial P. taki, ze A(f,P.) < e

(ii) Warunek Riemanna (I0I3)) jest rownowazny istnieniu takiego ciggu
podzialow Py, k € N, Ze limy A(f, Py) = 0. Jesli warunek ten jest spelniony,
to zachodzi réwnosc

b
/ f=NmU(f, Py) = lim L(f, Py). (10.14)
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Dowéd. Dostatecznosé warunku Riemanna podanego w (i) wynika natych-
miast z nieréwnosci (I0.9). Odwrotnie — jesli f jest funkcja calkowalna, a e
dowolng liczba dodatnia, to z definicji kreséw wynika istnienie podzialow
Py, P,€Pla,b] takich, ze L(f, P1)>L5(f)—5 i U(f, P,) <UL(f)+5. Wobec
Lematu [[0.TT] obie nieréwnosci zostaja zachowane dla wspdlnego podpo-
dziatu P = P, U P», a zatem

A(f,P)=U(f,P) = L(f.P) < (UZ()) + §) — (Lo(f) — 5) ==

Warunek A(f, P;) — 0 jest ciagowym odpowiednikiem warunku Rie-
manna. Jesli jest spelniony, to funkcja f jest calkowalna, a réwnosci (I0I4])
— w tym zbieznos¢ ciggdéw — wynikaja z oszacowania

b
/ f<UGP) = LU P+ ML P < [ f+A(R) dakeN
oraz twierdzenia o trzech ciagach. O

Uwazny czytelnik zauwazyl zapewne, ze konstrukcja catki [ (f f nie za-
lezy zupelnie od wartosci f(a), f(b) i wobec tego rozszerza si¢ w oczywisty
sposob na funkcje okreslone na ograniczonym przedziale otwartym (a,b).
Ogodlniejsza obserwacje zawiera

Whniosek 10.1.6. Jesli funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Rie-

') 7 9(2)}

manna, a g: a,b] — R jest dowolng funkcjq takq, Ze zbior {x; f(z

jest skoriczony, to funkcja g jest catkowalna i zachodzi réwnosé f f I
Dowdd. Oznaczmy P’ = {x; f(z) # g(z)}. Jesli podzial P € P[a,b] spelnia
warunek Riemanna A(f, P) < ¢, dla pewnego € > 0, to zgodnie z Wnio-
skiem [[0.1.2] zageszczenie Q = P U P’ spelnia warunek

0<Ag,Q) =A(f,Q) <A(f,P) <e,

gdzie korzystamy z faktu, iz sumy goérne i dolne Darboux nie zaleza od
wartosci funkeji w punktach podziatu. O

Uwaga 10.1.1. Zgodnie z Wnioskiem [[0.T.6l zmiana wartosci funkcji w skon-
czonej liczbie punktéw dziedziny nie wplywa na catkowalnosé. Mozemy za-
tem wilaczyé do rozwazan i badaé catkowalnosé funkeji okreslonych na prze-
dziale — z wytaczeniem dowolnego skornczonego podzbioru, np. nieokreslonej
na koncach przedziatu bedacego dziedzing funkcji.
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Przyktad 10.1.2. Zmiana wartosci funkcji catkowalnej na zbiorze przeliczal-
nym moze prowadzi¢ do funkcji niecatkowalnej w sensie Riemanna. Przy-
ktadem jest funkcja Dirichleta xy dana wzorem (Z8)), dla ktérej U%(x) = 1,
a L%(x) = 0. Funkcja Dirichleta jest — poza przeliczalnym zbiorem QN [a, b]
— réwna calkowalnej funkcji 0.

Przykiad 10.1.3 (Catkowalnosé¢ funkcji idj, ). Dla funkcji tozsamosciowej

id = idjgy: @ — x i dowolnego n € N rozwazamy podzial réwnomierny
b—

o
jest Srednica podzialu. Poniewaz m;(id) = x;—1 1 M;(id) = z;, zachodza

P, ={xo,...,x,} taki ze ; = a + hyi dlai = 0,1,...,n, gdzie h, =
réwnosci
L(id, P,) le 1thn 1 UG, Py) le -

7 zaleimoéci U(id, P,) — L(id, P,) = nh2 = =9 wynika catkowalnosé
funkcji. Wartosé catki Riemanna otrzymujemy np. jako granice ciggu sum

gbérnych
, " , b—a)’n(n+1
U(id, P,) = > (a+ hpi)h, = a(b—a) + ( 3 )l 5 ),
i=1
a zatem f;’ id = % — 7, co zapisujemy raczej w postaci

Jak zwykle, w sytuacji, gdy badana funkcja f opisana jest poprzez jawny
wzér f(x) dla x € [a,b], powszechnie stosowana jest alternatywna notacja,

/abf(x) dr = /abf, (10.15)

wyrdzniajaca zmienna, wzgledem ktérej wyznaczana jest calka.

tym razem w postaci

Uwaga 10.1.2. Czesé autoréow korzysta w definicji sum Darboux z kreséw
funkcji f po przedziatach domknietych. Nie ma to wplywu na catkowalno$é
funkcji, ani na warto$¢ catki Riemanna. Przyjeta wyzej konwencja istot-
nie upraszcza niektére dowody, co uwazny czytelnik zapewne zauwazyt dla
Whiosku [0.T.61i doceni w podrozdziale TT.3]

Nie korzystamy takze z szerzej stosowanych symboli [ Z oraz TZ dla dol-
nej i, odpowiednio, gornej catki Riemanna, ktére zapisuje_my W UProszczony
sposéb jako LY i UP.
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Jezeli wiemy, ze funkcja f jest catkowalna, mamy wzglednie prosty ze-
staw metod wyznaczania (przyblizania) catki Riemanna.

Definicja 10.1.5. Jesli P = {xg,...,x,} jest dowolnym podzialem prze-
dzialu [a,b], to kazdy cigg & = (&1,...,&n) liczb & € (xi—1,2;) dlai < n na-
zywamy wyborem dla podziatu P. Suma Riemanna dla funkcji f: [a,b] — R
wzgledem podzialu P (i wyboru &) nazywamy liczbe

n
i=1
Ogdlniej, za sume Riemanna dla funkcji f wzgledem podziatu P bedziemy
uwazaé kazde wyrazenie postaci

R(f,P) =Y filz; —xi1) € [L(f, P),U(f, P)], (10.17)
i=1

gdzie wspotczynniki f; spelniajq warunek
inf{f(z); v € (xri—1,2:)} < fi <sup{f(z); = € (wi_1,25)} dlai<n.

Sumy Riemanna pojawily si¢ w oryginalnej konstrukcji Riemanna i za-
stepuja nie zawsze tatwe do wyznaczenia kresy gérne i dolne przez posred-
nie warto$ci funkcji f. Wprawdzie klasyczna juz teraz konstrukcja catki
Riemanna wykorzystuje raczej podejscie Darboux, sumy Riemanna maja
ciagle znaczenie jako jedna z metod przyblizonego wyznaczania catki.

Twierdzenie 10.1.7 (Darboux). Niech f: [a,b] — R bedzie dowolng funk-
cjo catkowalng w sensie Riemanna.

(i) Dla dowolnego € > 0 istnieje liczba 6 > 0 taka, Ze dla kaZdego podziatu
P € Pla,b] o Srednicy 6(P) < 4,

b b
/a f(x)de —e < L(f, P) < U(f, P) < / flx)de +e. (10.18)

(ii) Dla kazdego ciggu podzialow Py, € Pla, b,k € N, jesli limy 6(P) = 0,
to dowolne sumy Riemanna funkcji f wzgledem podzialow Py tworzq cigg

zbieiny i
b
lim R(f, Py) = / f(z)da. (10.19)
a
Pelna wersja twierdzenia podaje zbieznosé ciagu sum Riemanna R(f, Py),

k € N, niezaleznie od dokonanych wyboréw, jako warunek konieczny i do-
stateczny catkowalnosci funkcji f.
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Dowdd. Niech f bedzie funkcja catkowalna. Zgodnie z warunkiem Riemanna
(I0.13) dla danego € > 0 istnieje podzial Py taki, ze U(f, Py) —L(f, Py) < §5;
niech m oznacza liczbe przedziatléw podziatu Py. Polézmy

0= gmarr  8dzie M =sup{[f(z)[; = € (a,0)}.

Dla dowolnego podziatu P € Pla,b] o Srednicy mniejszej niz 6 rozwazmy
wspoélne zageszezenie P* = P U Py, co daje

UL P < UGB < L)+ 5 < [ 14

b
i analogicznie L(f, P*) > / f- % Korzystajac z Lematu [O.III(ii) otrzy-
a

mujemy oszacowania
U(f, P)=U(f, P*) + (U(f, P)-U(f, P")) /f+ +2mM (P /f+s

b b
oraz L(f, P)>/ f—5—2mM (5(P)>/ f—e. Wlasnoé¢ (ii) wynika teraz
z (1)1 oczywistejanieréwnoéci L(f, Py) gR(f, P)<U(f,P;) dlakeN. O

10.2 Funkcje catkowalne

Korzystajac z kryterium catkowalnosci sformutowanego jako warunek Rie-

manna (I0.13)-({I0.14) udowodnimy teraz

Twierdzenie 10.2.1 (O catkowalnosci). Dowolna funkcja f: [a,b] — R
jest catkowalna w sensie Riemanna, jezeli

(i) f jest monotoniczna lub
(i) f jest funkcjq ciggla.

Dowdd. Rozwazmy dowolny podzial P = {x,...,x,} € Pla,b]. Calkowal-
nosé funkeji monotonicznych wykazemy w przypadku, gdy funkcja f jest nie-
malejaca. Zachodza woéwczas nieréwnosci f(x;—1) <m;(f) < M;(f) < f(x;)
dla i < n, a wiec

<X (Fl@i) = F@i))6(P) = (f(0) = f(a))3(P).

=1
Roézmica A(f, P,) = U(f, P,) — L(f, P,) dazy zatem do 0, dla dowolnego
ciagu podzialéw o Srednicach spelniajacych warunek lim, 6(P,) = 0. Stad
catkowalnosé f.
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Zalézmy teraz, ze funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b]. Pozwala to
skorzysta¢ z jednostajnej ciagtosci f (Twierdzenie [6.2.8]) i wybraé¢ 6 > 0
takie, ze

ly—2 <3= 1) = f(2)| < 7— dlay,z € a,b).

Niech P = {zy,...,z,} € Pla,b] oznacza dowolny podzial o srednicy mniej-
szej niz 0. Jedli na kazdym z przedzialéw podziatu P funkcja f|,, , ., osiaga
maksimum w punkcie y;, a minimum w z;, to

M;(f) —mi(f) < flyi) — f(zi) <

T—_ dla 7 < n,

i wobec tego prawdziwa jest nieréwnosé

n

A(f, P) < b i u Z(SCZ — St?l',l) =e€.
i=1

7 kryterium Riemanna wnioskujemy o catkowalnosci funkcji f. O

Kolejny wazny, raczej elementarny wynik dotyczy catkowalnosci obciecia
funkcji lub — dla odmiany — sklejenia funkcji catkowalnych.

Twierdzenie 10.2.2. Dia kazdego c € (a,b) funkcja f: [a,b] — R jest cal-
kowalna w sensie Riemanna wtedy 1 tylko wtedy, gdy catkowalna jest kazda

z funkegi fl(q,) @ fliep); ponadto wéwczas

/abf:/aCH/cbf. (10.20)

Dowdd. Kazdy podzial P = {xy,...,x,} przedzialu [a,b] zawierajacy licz-
be ¢ daje sie jednoznacznie przedstawié¢ jako suma P = P'UP" podziatéw
P'={zq,...,21}€Pla,c] i P" = {xp,...,2,} € Plc,b], przy czym k <n jest
jedynym indeksem, dla ktérego xj = c. Przyjmujac oznaczenia f'=f lia,e]
i "= flic,p), 2z oczywistych réwnosci

L(f,P)y=L(f', P)+ L(f",P") i U(f,P)=U(f",P")+U(f",P")
wyprowadzamy tozsamosé¢
A(f,P) = A(f', P + A(f", PT) (10.21)

dla poszczegdlnych réznic ([I0.6) wystepujacych w warunku Riemanna roz-
wazanych funkcji i podzialéow. Dla dowolnego & > 0, z catkowalno$ci funkcji
f wynika istnienie podzialu @ € P[a,b] takiego, ze A(f,Q) < e. Poniewaz
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nier6wno$¢ ta przenosi sie na podzial P = Q U {c}, z [I0.2]) wynika, ze
kazda z funkcji f'i f7 spelnia warunek Riemanna. Jesli natomiast funkcje
fli f7 sa calkowalne, a P' i P" s podziatami takimi, ze A(f!, P!) < <5
i A(fT,P") < £, to A(f,P) < e dla podzialu P = P'U P" — i funkcja f
spelnia warunek Riemanna.

Dla dowodu réwnosci (I0.20]) wystarczy rozwazy¢ dowolne dwa ciagi po-
dziatéw P! €Pla,c] i PT €Ple,b], n€N, dla ktérych oba ciagi (A(f!, PL))nay
i (A(f", PY))nay daza do 0. Wowcezas np. sumy gorne daza do odpowiednich
calek Riemanna z funkcji f, a wiec

/ f=1mU(f,PLUPy) = lim U(f', PL) + im U(f", F}) —/ f+/ 1,
co byto do okazania.

Whniosek 10.2.3. Jesli f: [a,b] — R jest funkcjq calkowalna, to dla dowol-
nego przedzialu [c,d] C [a,b] funkcja fl|.q jest takie catkowalna. O

Dos$é oczywisty — w tym momencie — Wniosek [[0.2.3] pozwala traktowaé
catkowalnos¢ funkcji jako wlasnosé lokalna.

Definicja 10.2.1. Funkcje rzeczywistg f: J — R okreslong na dowolnym
przedziale J C R bedziemy nazywac lokalnie catkowalna, jesli dla kazdego
ograniczonego przedzialu domknietego [a,b] C J obciecie f\[mb] jest funkcjq
catkowalng.

Lokalna catkowalno$¢ ma znaczenie w tych sytuacjach, ktore nie miesz-
czq sie w przyjetej wyzej definicji catki Riemanna. Dotyczy to funkcji okre-
$lonych na nieograniczonym przedziale lub nieograniczonych w sasiedztwie
ktorego$ z koncéw przedziatu. W przypadku, gdy zaréwno dziedzina jak
i zbiér wartosci badanej funkcji sa ograniczone, lokalna catkowalnosé nie
rézni sie od catkowalnosci w zwyklym sensie, o czym zapewnia

Twierdzenie 10.2.4 (O lokalnej catkowalnosci). Niech f: (a,b) — R bedzie
dowolng funkcjq ograniczong okreslong na ograniczonym przedziale otwar-
tym. Jesli f jest lokalnie catkowalna, to jest catkowalna na przedziale do-
mknietym [a,b] i zachodzq réwnosci

/af_all)rzl+/ f= hm/ I (10.22)

Przypominamy, ze — jak zostalo podkreslone w Uwadze [[0.I.1] — brak
zdefiniowanych wartosci funkcji f w koncach przedziatu nie wpltywa na moz-
liwos¢ wyznaczania catki.
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Whniosek 10.2.5. Kazda funkcja f: (a,b) — R ograniczona i ciggla na
przedziale otwartym jest catkowalna w sensie Riemanna. O

Dowdd Twierdzenia[I0.2.7) Istnieje liczba M taka, ze |f(z)| < M dla wszyst-
kich z € (a,b). Dla dowolnego ¢ > 0 ustalmy liczby «, € (a,b) w ten

sposéb, by
€

5M°

Z lokalnej catkowalnoéci funkcji f wynika catkowalno$¢ funkeji g = flia, g,
a zatem istnieje podzial P = {xo,...,z,} € Pla, 3], taki ze A(g, P) < .
Wéwezas zbiér QQ = P U {a, b} jest podzialem przedziatu [a,b], przy czym

a<f i max{a—a,b—pF}<

2 2
A(f,P) < 2M(a —a) + A(g, P) + 2M (b — B) < §+§+§ —.

Wobec dowolnoéci € > 0 oznacza to catkowalnosé funkeji f.
Dla dowolnych liczb «, 5 € (a,b) ze wzoru (I0.20) i nieréwnosci (I0.12])

wynikaja oszacowania

[r=[al=| [ s <nma=ay i | [ ["1]=| [1] < 20-,

a to oznacza istnienie granic i réwnosci (10.22]). O

Z dwu poprzednich twierdzen wynika natychmiast

Whniosek 10.2.6. Funkcja f: [a,b] — R ograniczona i majgca skoriczong
liczbe punktow niecigglosci jest catkowalna w sensie Riemanna. U

Sformutowane wyzej twierdzenia i wnioski pozwalaja stwierdzi¢ catko-
walnosé funkcji f: (a,b) — R, ktora na przedziatach otwartych powstalych
z pewnego skonczonego podziatu dziedziny jest ciagta lub monotoniczna.

Uwaga 10.2.1. Z Twierdzenia [[5.2(ii) wiemy, ze kazda funkcja monoto-
niczna ma co najwyzej przeliczalny zbiér punktéow nieciagtosci, co — zgod-
nie z Twierdzeniem [[0.2T](i) — nie przeszkadza temu, by byla catkowal-
na. Przekonamy sie w podrozdziale [T.4] Ze catkowalna jest kazda funkcja
o przeliczalnym zbiorze punktow nieciggltosci. Pelna charakteryzacja zawar-
ta w Twierdzeniu[[T.4.T]uzaleznia catkowalno$¢ w sensie Riemanna od (mia-
ry) zbioru punktéw nieciaglosci.

Rozszerzajaca rodzine funkcji catkowalnych (w sensie Riemanna) o funk-
cje, ktore powstaja w wyniku standardowych dziatan, skorzystamy z naste-
pujacej, elementarnej wtasnosci kreséow.
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Stwierdzenie 10.2.7. (i) Dla dowolnego ograniczonego, niepustego pod-
zbioru A C R i dowolnej liczby ¢ > 0 zachodzq réwnosci

sup{cx; v € A} =c-supA i sup{—=x; z € A} = —inf A, oraz (10.23)
inf{cr; v € A} =c-infA i inf{—z; x€ A} = —sup A. '

(ii) Niech A, B bedq dowolnymi niepustymi podzbiorami w R. Wowczas
sup A +sup B =sup{z+y; v € A,y € B}, (10.24)
jesli A i B sq ograniczone z gory, natomiast
inf A+inf B=inf{z +y; v € A,y € B}, (10.25)
jesli zbiory A i B sq ograniczone z dolu.

Dowdd. (i) Dla dowolnej liczby ¢ oznaczmy c¢- A = {cx; z € A}. Jedli ¢ > 0,
zachodzg réwnosci Z(c- A) = c¢-Z(A) 1 S(c- A) = ¢- S(A). W przypadku
¢ = —1, dla zbioru —A = (—1)A korzystamy z réwnowaznosci

M e S(—A) < Vaea (—a < M),

a to oznacza Yecqaa > —M, czyli —M € I(A). Wynika stad, ze M jest
najmniejsza liczba w S(—A) wtedy i tylko wtedy, gdy —M = inf A jest naj-
wieksza liczba w Z(A). Zastepujac zbiér A przez — A otrzymujemy ostatnia
z réwnosci (I0.23]).

(ii) Dla dowolnych liczb a € A i b € B zachodza nieréwnosci a < sup A
ib < supB, azatem a + b < sup A 4 sup B. Ostatnia z sum jest zatem
ograniczeniem gérnym zbioru C' := {z+y; € A,y € B}, co oznacza nier6w-
noéé¢ sup C' < sup A + sup B. Dla dowodu nieréwnosci przeciwnej ustalmy
dowolne € > 0. Z charakteryzacji kreséw podanej w Twierdzeniu 2213l wy-
nika istnienie liczb a € A'i b € B takich, ze a >supA — 5 ib>supB — §,
a wiec

supC > a+b>supA+supB +e.
Wobec dowolnosci liczby € > 0 otrzymujemy stad postulowana nieréwnos$é
supC > sup A + sup B, co konczy dowdd réwnosci ([[0.24]). Analogiczna

réwnos$é dla kreséw dolnych wynika z wykazanego w (i) zwiazku pomiedzy
kresami dolnymi i gérnymi. U

Jako wniosek otrzymujemy stad pomocniczy
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Lemat 10.2.8. Dla dowolnego podziatu P réznica (I06]) miedzy sumami
gorng i dolng Darboux wynosi

A(f,P)=> sup{|f(z) = fW)]; z,y € (wim1,m)} - AP.
=1

Dowdd. Jesli P = {xg,...,x,}, to dla kazdego i < n ze Stwierdzenia [0.2.7]
wyprowadzamy réwnosci

M;(f) —mi(f) =sup{f(z); z € (wi—1,2:)} +sup{—f(y); ¥ € (wi-1,2:)}
=sup{f(z) — f(v); 2,y € (wi—1,2:)}.

Poniewaz dla dowolnych x,y mamy

[f (@) = f(y)| = max{f(x) = f(y), f(y) — f(2)},

z kryterium poréwnawczego dla kreséw (Twierdzenie 21.4J(ii)) wynikaja
réwnosci M;(f)—mi(f) = sup{|f(x)—f(y)]; =,y € (xi—1,z;)}dlai <n. O

Twierdzenie 10.2.9. Niech f: [a,b] — R bedzie dowolng funkcjg catkowal-
ng.

(i) Dla kazdego ¢ € R funkcja cf jest calkowalna i f(f cf = cf; I

(ii) Funkcje |f| i f? sq calkowalne, przy czym ‘fé)f‘ < f; |11

Dowdd. (i) Dla dowolnego podzialu P przedziatu [a, b] nieréwnosé
b
L-f.P) <~ [ f<U£.P)

oraz réwnosé¢ A(—f, P) = A(f, P) otrzymujemy z Lematu [[0.T.1](i). Wynika
stad catkowalnosé funkeji —f i réwnosé [*(—f) = — [7 f, czyli przypadek
¢ = —1. Sprawdzenie wlasnosci (i) dla dowolnej stalej ¢ > 0 jest prosta
konsekwencja tozsamosci m;(cf) = em;(f) i M;(cf) = ¢ M;(f) dla kazdego
przedzialu tworzacego podzial P.

(ii) Nieréwnosé tréjkata w postaci || f ()| —|f(y)|| < |f(z)— f(y)| prowa-
dzi zgodnie z Lematem [[0.2.8] do oszacowania A(]|f|, P) < A(f, P), co im-
plikuje catkowalnosé funkeji | f|. Z monotonicznosci catki Riemanna (Twier-
dzenie [[0.T4](ii)) wynikaja nieréwnosci

f4ﬂ<ff<fum

czyli | [2 f| < [P |f]. Z kolei nieréwnosé

(@) = f)?| = f (@) + f)l - |f(2) = fy)] <2M|f(2) = f(y)l,
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gdzie M = sup{|f(x)|; = € (a,b)}, implikuje oszacowanie
A(f?,P) <2MA(f, P),
z ktérego wynika catkowalnoéé funkeji f2. O

Twierdzenie 10.2.10. Niech f,g: [a,b] — R bedg dowolnymi funkcjami
catkowalnych o wspdlnej dziedzinie [a,b] C R.
(i) Funkcje f £ g sq calkowalna w sensie Riemanna i zachodzi réwnosé

/abfj:g:/abfj:/abg. (10.26)

(ii) Punkcja min(f,g)(z) = min{f(x),g(x)} dla = € [a,b] oraz analo-
gicznie zdefiniowana funkcja max(f,g): [a,b] — R jest calkowalna w sensie

Riemanna.
Z wlasnosci (i) oraz z Twierdzenia [[0.2.9(iii) wynika natychmiast wazny

Whniosek 10.2.11. Jesli funkcje f,g: [a,b] — R sq calkowalne, to iloczyn
f - g rowniez jest catkowalny w sensie Riemanna i zachodzi nierdwnos$é

b b
| t9 <suwlsl [ gl a

Dowdd Twierdzenia [II.2Z10. (i) Caltkowalno$¢ funkcji —g pozwala ograni-
czy¢ dowdd tozsamosci ([I0.20) do przypadku sumy f + g dwu funkcji cal-
kowalnych. Niech P = {zy,...,z,} bedzie dowolnym podziatem przedziatu

[a,b]. Dla kazdego i < n stwierdzamy zaleznosé

mi(f) +mi(g) = inf {f(x) + 9(y); 2,y € (wi-1,2:)}
<inf {f(z) +g(x); z € (wi_1,2:)} = mi(f +9),

gdzie pierwsza z réwnosci wynika ze Stwierdzenia [[0.2.7](ii), a nier6wnosé¢ —
z monotonicznosci kresu dolnego (wzgledem zawierania zbioréw). Poniewaz
analogiczna nieréwnosé¢ M;(f) + M;(g) > M;(f + g) zachodzi dla kreséw
gérnych, wynikaja stad oszacowania

L(f,P)+ L(9,P) < L(f +9.P) < U(f+9.P) U(f,P) + U, P) i
0< A(f+9,P) < A(f,P) + Alg, P).

Pozostaje zauwazy¢, ze jesli dla ustalonych ciagéw podzialéw P i P}/, k € N,
ma miejsce zbieznosé A(f, Pl),A(g, Pj/) — 0, to wspdlne zageszczenia
P, = P U P/ potwierdzaja spelnienie kryterium Riemanna

A(f+g,P,) — 0 dla k — oo,
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a z Twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy réwnosé (I0.20) dla sumy.
Wobec Twierdzenia [0.2.9 wynika stad catkowalno$é¢ kazdej z funkeji f2, g2
i (f+9)%— a wiec takze funkcji

fo=3((f+9° == 4.

(i) Z tego samego powodu, co wyzej, tozsamosci

min(f,g)=5(f+g—|f—gl) 1 max(fg)=5(f+g+I[f-gl) (10.27)
implikuja catkowalno$é¢ funkeji min(f, g) i max(f,g). O
Cwiczenie 10.2.1. Sprawdzié¢ tozsamoéci (I0.27).

Twierdzenie 10.2.12 (O wartosci $redniej dla caltki). Dila dowolnej funkcji
f: (a,b) — R ograniczonej i cigglej na przedziale otwartym istnieje liczba
c € (a,b), taka ze

/abf(x) dx = f(c). (10.28)

Jesli ponadto g: [a,b] — R jest dowolng calkowalng funkcjg nieujemna, to
w przedziale otwartym (a,b) istnieje c takie, Ze

b b
| t@g@dz = 1) [ g(a)do. (10.20)

Niestandardowe, stabsze niz przyjmowane na ogoél zalozenie cigglosci
funkcji f bedzie nam potrzebne w podrozdziale [[1.5] dotyczacym aproksy-
magcji calek.

Dowdd. Wlasnosé ([I0.28]) jest oczywistym wnioskiem z (I0.29) — dla funkcji
g = 1. Ograniczajac si¢ zatem do dowodu drugiej rownosci, oznaczmy przez
m =inf(f) i M = sup(f) kresy (skonczone) zbioru f[(a,b)]. Z oszacowania
m < f(x) < M dla z € (a,b) wynikaja nieréwnosci

b b b
m/g</fg<M/g. (10.30)
a a a

W przypadku trywialnym, gdy [ ;’ g = 0, catka z iloczynu fg jest réwna 0
i za ¢ mozemy przyjaé¢ dowolny punkt dziedziny. Zalézmy zatem, ze [ ; g#0,
a iloraz calek C := ["fg/ [°g miesci sie w przedziale [m, M]. Jesli C nie
jest jednym z koncéw przedziatu, wowczas funkcja f ‘(a,b) przyjmuje zar6wno
wartosci mniejsze jak i wieksze od C, a zatem z ciaglosci 1 wlasnoéci Dar-
boux wynika réwnosé¢ C' = f(c) dla pewnego ¢ € (a,b). Pozostaje rozwazy¢
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dwa przypadki skrajne. W pierwszym, gdy C = m jest kresem dolnym
funkcji f 1 f(z) > m dla wszystkich z € (a,b), lewa z nieréwnosci wy-
stepujacych w (I0.30) jest réwnoscia. Dla kazdego przedzialu domknietego
[a, B] C (a,b) Twierdzenie Weierstrassa (tw. [0.3.4]) zapewnia, ze kres dolny &
funkcji f|q,5) — m jest dodatni, a zatem z nieréwnosci

o< ["o< [-mg< [-myg=0

wynika réwnosé | f g = 0. Réwnosé¢ [ (f g = 0 wyprowadzamy ze sformutowa-
nej w ([I0:22)) wlasnosci calek oznaczajacej ciagla zaleznosé od granic cal-
kowania. Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze catka [ (f g znika takze
w przypadku, gdy C' = M. U

10.3 Zwigzek catki z pochodna

Dla danej funkcji catkowalnej f: J — Riliczby ¢ € J formalna definicja cal-
ki Riemanna pozwala rozwazaé¢ wielkos¢ F(z) = [T f, jako funkcje granicy
calkowania, wylacznie dla = € J N (¢,00). Prostym sposobem na usunie-
cie tego ograniczenia — bez zmiany definicji — jest rozszerzenie znaczenia

wprowadzonej do tej pory notacji. Przyjmujemy zatem oznaczenia

/bf(t)dt — —/baf(t)dt dlaa>b i /af(t)dt —0. (1031

Cwiczenie 10.3.1. Sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb a,b, ¢ € R i funkcji f
catkowalnej w przedziale zawierajacym zbior {a,b,c} zachodzi réwnosé

/:f=/abf+/bcf-

Ograniczamy si¢ do funkcji rzeczywistych okreslonych na dowolnym nie-
zdegenerowanym, takze nieograniczonym przedziale J C R. Podstawa dla
badania relacji pomiedzy catkowalnoscia i rézniczkowalnoscig funkeji jest

Twierdzenie 10.3.1 (Podstawowe Twierdzenie Rachunku Catkowego). Dia
dowolnej funkcji lokalnie catkowalnej f: J — R i dowolnego punktu ¢ € J
funkcja

x
F(z) = / f@®)ydt  diaxeJ (10.32)
C
jest ciggla. Funkcja F jest rozniczkowalna w kazdym punkcie x € J, w kto-
rym funkcja f jest ciggla, przy czym
F'(z) = f(x). (10.33)
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Jesli funkcja f jest lewostronnie ciggla wt € J, to F' (x) = f(x), jesli
prawostronnie, to Fy (x) = f(x).

Dowdd. Niech f: J — R bedzie funkcja lokalnie catkowalng. Dla dowolnego
x € J niebedacego prawym koficem przedzialu ustalmy punkt 2’ € J, taki ze
2’ > x, a zatem funkcja f jest calkowalna na przedziale [z, 2] C J. Poniewaz
catkowalnos¢ w sensie Riemanna implikuje ograniczonos¢, istnieje M € R
takie, ze |f(t)] < M dla wszystkich ¢ € [z,2']. Dla dowolnego y € [z, 2]
z nieréwnosci (I0.12]) wynika zatem oszacowanie

Fw) - Fla)l = | [ 1] < My )

a z warunku Cauchy’ego (GI0) otrzymujemy prawostronna ciagtosé funk-
cji F' w punkcie z. Korzystajac z tozsamosci

F(y)—F() 1 (7 N1
T—f(x) = y——x<z/f(t) dt—f(x)x/l dt) = y——xx/(f(t)_f(x))dt’

zatézmy ponadto, ze funkcja f jest prawostronnie cigglta w x. Wéowcezas dla
kazdego ¢ > 0 istnieje liczba ¢ > 0 taka, ze

vte[m,m’} t—r<0= ‘f(t) - f((L‘)’ <g,

a wiec takze
PO=AD g < = [ 1rw-swla <
Yy—x x
dla wszystkich y € (x,2'] spelniajacych warunek y—x < 4. Zgodnie z de-
finicja pochodnej oznacza to istnienie pochodnej prawostronnej i rownosé
Fi(z) = f(a).

Pozostawiamy czytelnikowi przeprowadzenie analogicznego rozumowa-
nia i wykazanie lewostronnej ciagtosci funkcji F' w kazdym punkcie x niebe-
dacym lewym konicem przedziatu J, oraz réwnosci F’ (z) = f(x), jedli tylko
funkcja catkowana f jest lewostronnie ciggta w x. O

Definicja 10.3.1. Funkcje cigglq F': J — R nazywamy pierwotna dla funk-
cji rzeczywistej f: J — R, jesli jest rozniczkowalna we wnetrzu J przedzia-
tu J @ zachodzi réwnos$c

F'(z) = f(z) dlaxeJ°

Przypominamy (Wniosek [B3.6), ze réwnosé F'(z) = f(x) zachodzi takze
w tych koncach przedziatu J, w ktérych funkcja f jest jednostronnie ciagta.
Z Twierdzen B3.7(i) i I3 wynika natychmiast



206 ROZDZIAL 10. CALA CALKA RIEMANNA

Whniosek 10.3.2. (i) Funkcja pierwotna dla f: J — R, jesli istnieje, wy-
znaczona jest jednoznacznie z dokladnosciq do statej — dowolne dwie funkcje
pierwotne funkcji f roznig sie o stalg.

(ii) Kazda funkcja ograniczona f: J — R ciggla w przedziale otwar-
tym J° posiada funkcje pierwotng. Jesli F' jest dowolng funkcjq pierwotng
dla f, to f;f(x)dm = F(b) — F(a) dla dowolnych a,b € J. O

Ostatnia réwnos¢ jest prawdziwa w ogélniejszej sytuacji (przy stabszych
zalozeniach) i stanowi podstawy wzor dla wyznaczania wartosci calek Rie-
manna.

Przyktad 10.3.1. Wzory cos(2z) = 1—2sin?(z), sin?(z) = (1 —cos(2z))
dla = € R, pozwalaja stwierdzi¢, ze jedng z funkcji pierwotnych dla funkcji
sin?(x) jest

F(z)==(x— %sin(Qm)) dla z € R.

N |

Zatem f(;rﬂ sin?(z) do = F(%) - F(0)=1Z.

Sformulowane nizej twierdzenie bywa czesto nazywane (drugim) pod-
stawowym twierdzeniem rachunku catkowego. Proponujemy odrebna nazwe
— stosowana réwnie szeroko, a przy tym jednoznacznie wskazujaca na obu

zastuzonych Autoréw.

Twierdzenie 10.3.3 (Wzér calkowy Newtona—Leibniza). Niech f: JJ — R
bedzie dowolng funkcjq lokalnie catkowalng. Jesli f ma funkcje pierwotng F),
to dla dowolnych a,b € J zachodzi réownosé

/a " )z = F(b) — Fla) (10.34)

Dowdd. Zatézmy, ze F': J — R jest funkcja pierwotna dla f. Ustalmy dowol-
ny niezdegenerowany przedzial [a,b] C J i rozwazmy dowolny jego podzial
P = {x,...,z,}. Dla kazdego ¢ < n, z Twierdzenia Lagrange’a wynika
istnienie liczby &; € (z;-1, ;) takiej, ze

F(zi) = F(zi-1) = F'(&) (@i — zi-1) = f(&) (@i — zi-1),
azatem  m;(f)A;P < F(x;)—F(xi—1) < M;(f)A;P. Stad, po zsumowaniu
otrzymujemy nieréwnosci

L(f,P) < F(b) — F(a) <U(f,P) dla P € Pla,b],

czyli L8 (f) < F(b)—F(a) < UY(f). Z calkowalnodci funkcji f na przedziale
[a, b] wynika réwnosé (I0.34]). O
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W obrebie rachunku catkowego réznice F'(b)—F(a) oznaczamy symbolami
F|b, F(2)|% lub, bardziej precyzyjnie, [F(x)]zzz Zatem przy odpowiednich
zalozeniach zachodzi réwnosé [ (f f=Fp.

7 Twierdzenia[I0.33] czyli ze wzoru Newtona-Leibniza wynikajq proste,
bardzo czesto wykorzystywane w obliczeniach wnioski.

Twierdzenie 10.3.4 (O zamianie zmiennych). Niech f: [a,b] — R bedzie
dowolng funkcjq ciggla, za$ ¢: o, B] — [a,b] funkcja ciggla, réinowarto-
Sciowq i przeksztalcajacq dziedzine na przedzial [a,b]. Jesli funkcja ¢ jest
rozniczkowalna w przedziale (a,b), a jej pochodna jest calkowalna, wowczas

iloczyn (f o )¢’ jest funkcjg calkowalng i zachodzi réwnosé

b ) , 8 ,
L1=], Geoe = [ remldmla 0

Dowad. Jedli F': [a,b] — R jest jedna z funkcji pierwotnych dla f, to zlozenie
F o ¢ jest funkcja pierwotna dla funkeji (F o ) = (f o ¢)¢’. Jako iloczyn
funkcji cigglej i funkcji catkowalnej jest to funkcja catkowalna, a zatem
ze wzoru Newtona—Leibniza wynikaja rownoéci

[oore =) - Flotan = [* 1. (030)
& e(a)

Jedli funkcja ¢ jest rosnaca, a wiec ¢’ > 0, wowcezas p(a) = a i () = b,
a wiec otrzymane wyzej réwnosé jest tozsama z ([0.30]). Jesli natomiast
¢ jest funkcja malejaca, wowcezas ¢’ < 0, przy czym réwnosci p(a) = b
i o(8) = a pociagaja za soba zmiane znaku: f(ff = - f;)p((f)) f. Z zalezno$ci
(I036]) otrzymujemy réwnosci

/abf:—/j(fo@)w’:/j(fo@w_ .

Uwaga 10.3.1. Zamiana zmiennych ¢(z) = —z dla x € [-b, —a], czyli
podstawienie x — —x, prowadzi do réwnosci

—a b
-t = / f(z) d. (10.37)

Ogodlnie, dla dowolnej funkcji calkowalnej f: [a,b] — Ridowolnego podziatu
P ={xy,...,x,} € Pla,b|, punkty t; = —x,_;, i = 0,...,n, tworza podzial
@ przedziatu [—b, —a] i dla kazdego i zachodza réwnosci

max{f(—t); t e (ti—hti)}AiQ = max{f(x); T € (xn—'i7xn—'i-i-1)}An—‘i+1P7
min{ f(—t); t € (ti1,1;)}AQ = min{f(z); = € (Tni» Tnsp1) FAnin P,
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awiec U(fop,Q)=U(f,P)iL(fop,Q) = L(f,P). Wynika stad catkowal-
nosé¢ zlozenia, a réwnosé ([I0L37) pozostaje w mocy bez zalozenia ciaglosci
funkcji calkowanej. Sygnalizujemy, ze takze réwno$é¢ (I0.35) nie wymaga
ciaglodci funkeji f, jednak dowdd w tak ogdlnym przypadku jest istotnie
bardziej skomplikowany.

Cwiczenie 10.3.2. Proponujemy czytelnikowi wykazanie tezy Twierdzenia
o zamianie zmiennych dla dowolnej funkcji catkowalnej f ale dla podstawie-
nia postaci t = ax + 3, gdzie a # 0. A zatem f(ff(a:c + B)dz =7.

Przyktad 10.3.2 (Pole kola). Zgodnie z geometryczna interpretacja catki
obliczymy teraz pole kola o promieniu r > 0, czyli zbioru

{(z,y) € R% 2? +y* <r?} = {(z,y) € R% Jy| < Vi — a2,z € [-r,7]}
jako podwojong warto$é catki [7 vr? — z? dz. Réwnosé (I03T) daje

r 0 r r
/ \/r2—x2dx:/ \/r2—x2dx+/ \/r2—x2dx:2/ Vr2—a?dx,
—r —r 0 0

co jest zgodne z obserwacja, ze potkole sktada sie z dwu réwnych cwiartek.

Pole kazdej éwiartki wyznaczamy korzystajac z podstawienia x = r cos(t),

™

przy czym funkcje kosinus ograniczamy do przedziatu [0, 5], w ktérym jest

funkcja malejaca. Otrzymujemy

/ Vr2—z?dr = /5 \/12 =72 cos?(t) rsin(t) dt = r* /5 sin?(t) dt,
0 0 0

gdzie ostatnig z catek juz znamy — z Przykladu I0.3.1l Jak nalezalo oczeki-

’ . . . T 2 . 2
wac, pole kota o promieniu r wynosi 4 - 7r* = 7.

Twierdzenie 10.3.5 (Calkowanie przez czesci). Niech g, h: [a,b] — R bedg
funkcjami cigglymi, rézniczkowalnymi w przedziale (a,b) i takimi, Ze obie
pochodna ¢ i ' sq calkowalne. Wéwczas

b

b / x=b /
[ g @z = [g@h@)Z - [ @hiadz. (10.38)

a
Dowdd. Funkcja f := gh jest ciaglta i rozniczkowalna w przedziale otwartym,
przy czym

[(@) = g@)l (@) + ¢ (@)h() dlax € (ab).

Poniewaz kazdy ze sktadnikéw powyzszej sumy jest funkcja catkowalng — ja-
ko iloczyn funkcji ciaglej i funkcji catkowalnej, spelnione sa zatozenia Twier-

dzenia [[0.3.3], a zatem
b
[+ g = 6) = (@) = gh:.
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co oznacza rowno$é (I0.38). O

Przyktad 10.3.3. Dla wyznaczanie catki f12 In(z)dr mozemy skorzystaé
z pozornego rozktadu na czynniki In(xz) = In(x) - 1, co zapisujemy w po-
staci

2 1 2
g(x)=In(z), ¢'(z)=5 2 1
/1 In(z) dz = lh’(z)l, ho)s ] = [zIn(x)]] - /1 - cxdr=2In2-1.

Przyktad 10.3.4. Calkujac przez czedci otrzymujemy

LI g(@)=sin(z), ¢ (@)=cos() . z / :
sin”(z) dz = =|—sin(z)cos(x)|?+ [ cos”(z)dx
/0 (z) |fﬂ(z):sin(x), h(x)zcos(z)] [ () cos(z)] & ; ()

=0+ /5 (1 —sin2(:c))dac = g — /5 SiHQ(ﬂf) dx,
0 0

a zatem [o /2 sin?(z) drv = Z, co potwierdza uzyskany juz wezesniej wynik.

Mozliwos¢é catkowania przez czesci pozwala na naturalne uogdlnienie
wzoru Newtona—Leibniza i — dokladny opis reszty we wzorze Taylora.

Twierdzenie 10.3.6 (Wzér Taylora z reszta catkowa). Dla n € N niech
f:J — R bedzie dowolng funkcjq klasy C™. Jesli funkcja f) jest réinicz-
kowalna we wnetrzu J° przedzialu J, a jej pochodna fY jest calkowalna,
to dla dowolnych x,t € J zachodzi rownosé

xT

fa)= O+ LDty 10O gy +/7f(n+1)(7) ()" dr.

n! n!

t (10.39)

Dowéd. Zatézmy, ze f € C1(J), a druga pochodna f” istnieje w przedziale
J? i jest catkowalna. Z réwnosci (I0.34)) otrzymujemy

T @) =), () = £1(7)
F) =1 (t) = / F(r)dr = [ Vo1 i ]

T

— [FO -] 5~ [ £ r-a)dr=f a0+ [ () a-r)dr

t

dla dowolnych z,t € J. Tym samym wykazalismy réwnosé ([0.39]) dla n=1.

Niech S C N oznacza zbiér ztozony z tych liczb n € N, dla ktorych
kazda funkcja f: J — R spelniajaca sformutowane w twierdzeniu zatozenia
— nazwijmy je Z, — oznaczajace klase gladkosci f € C"(J) oraz istnienie
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i calkowalnosé (n+1)—szej pochodnej (™) daje sie przedstawié¢ w postaci
([I039),,. W ramach dowodu indukcyjnego pokazaliémy, ze 1 € S.

Niech teraz n bedzie dowolng liczbg ze zbioru S. Aby wykazaé, ze takze
n+1 € S, rozwazmy dowolng funkcje f € C™*1(J) spelniajaca zalozenia
Z,+1, a wiec taka, ze pochodna f ("+2) jest okreslona w J° i calkowalna. Po-
niewaz f spelnia takze stabsze zalozenia Z,,, dla dowolnych x,t € J zachodzi
réwnosé ([I039),,. Przeksztalcajac catke bedaca ostatnim sktadnikiem wzoru
Taylora otrzymujemy

[E D e rypar |97 fe0 (), g'(r) = F 2 ()
J ol r—T)'dT = h/(T) _ (z—7)" h(T) _ _ (z—r)n !

n! (n+1)!

n+1 n+1
_ [ o) L /<n+2 (z—7)
[ / (7) (n+1)! 7' + / (n+1)! e

D) (¢ . F+2) (7 .
:7(71 - 1()!) (x—t) Jr1—}—/7+ 1()|) (z—7)"dr,

co oznacza, ze zachodzi wzér Taylora (I0.39),41, a wiec zbiér S zawiera
takze liczbe n + 1. Z zasady indukcji wynika réwnoéé¢ S = N, a to konczy
dowdd twierdzenia. O

Cwiczenie 10.3.3. Korzystajac z [0.29, wyprowadzié¢ ze wzoru calkowego
(I039) poznana wczesniej postaé¢ Lagrange’a reszty.

Uwaga 10.3.2. Pamietamy z Przykladu[@.1.2] ze postaé¢ Lagrange’a reszty
we wzorze Taylora dla funkcji In(1 + z),z € (—1, 1], nie gwarantuje zbiez-
noéci dla € (—=1,—3). Dla z = —|z| < 0 dokladna, calkowa posta¢ reszty
R, (z) wynosi

n [T _le=1)" n [P J2)" (] ="

gdzie zastosowali$émy podstawienie t = —7 € [0, |z|]. Korzystajac z nieréw-
nosci ‘gf‘ —t < |z|, ktérej sprawdzenie zostawiamy czytelnikowi, otrzymujemy
oszacowanie

=l Jal" n
[Fa(a)| < [ {5dt = lal”| In(1 — Ja]) |
o 1—t
a zatem lim, R,(x) = 0 dla x € (—1,0]. Faktyczna zbieznos$¢ szeregu jest
jednak nieco lepsza, co pokazalismy we Wniosku R.1.5l

Cwiczenie 10.3.4. Sprawdzi¢, ze calkowa postaé reszty pozwala udowodnié
zbieznos¢ szeregu dwumianowego (@.7) do sumy (1 + z)®.
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10.4 Interpretacje i zastosowania

Wprowadzona w poprzednich trzech podrozdziatach catka Riemanna jest
pojeciem wyraznie bardziej skomplikowanym i bardziej wymagajacym od
czytelnika niz pochodna. Rachunek catkowy, ktérego nauke dopiero rozpo-
czeliSmy, stanowi podstawowe narzedzie dla wielu dzialéw szeroko pojetej
Analizy daleko wykraczajacych poza prezentowang tu elementarng Anali-
ze L

Inaczej niz dla pochodnych, nie ma wzoréw pozwalajacych catkowaé ilo-
czyn czy iloraz funkcji. Sprawia to, ze w przypadku ztozenia funkcji reguta
catkowania przez podstawianie zamienia problem obliczenia jednej catki na
inny, niekoniecznie prostszy. Zanim w podrozdziale przedstawimy ze-
staw sprawdzonych, praktycznych regut obliczeniowych dotyczacych szcze-
gblnych catek, zatrzymamy sie na chwile, by uzasadnié¢ sens czekajacego nas
wysitku i poszukaé¢ odpowiedzi na pytanie: do czego obliczanie calek jest
potrzebne? do czego moze sie przydac¢? — zarowno w sensie praktycznym,
jak i w sensie teoretycznym, w nawiazaniu do kilku wczesniej poruszanych
probleméw.

Zastosowania praktyczne catki — dostepne w tym momencie — nawiazuja
do interpretacji catki jako pola i korzystaja z intuicyjnych pojeé¢ miary w R?
(pole — por. rozdzial [[I]) i w R? (objetoéé) oraz do pojecia dtugoéci tuku.
Pojecia te przyjmuja w pelni precyzyjna posta¢ w kolejnych czesciach kur-
su Analizy, natomiast intuicje pozwalajg nadaé interpretacje wyznaczanym

wielkoéciom i definiujgcym je wzorom.
Definicja 10.4.1. Polem figury plaskiej A C R? ograniczonej wykresami
funkeji calkowalnych f,g: a,b] — R, takich zZe f < g, tzn.
A={(z,y) eR* a<z <D, f(x) <y < g(z)}

nazywamy liczbe area(A) = f;(g —f).
Przyktad 10.4.1. Wyznaczymy pole obszaru A zawartego pomiedzy wy-
kresami parabol y = 22 i y = y/z dla 0 < = < 1. Zgodnie z definicja,

2 3 1 3}1 1

area(A) = /01(\/5 —2%)dx = {gsci ~ 3%

o 3

Cwiczenie 10.4.1. Obliczy¢ pole tréjkata A C R? o podstawie wyznaczonej
przez wierzchotki (0,0) i (a,0) i trzecim wierzchotku postaci (c, h), gdzie
a,h > 0, natomiast ¢ € R jest dowolnym parametrem. W zaleznosci od
¢ podaé¢ funkcje liniowe, ktérych wykres zawiera pozostale boki tréjkata
i ogranicza obszar tréjkata z gory.
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Przyktad 10.4.2. Pole elipsy E = {(x,y) € R?; (z)Q + (%)2 < 1} o pét-

a

osiach dtugosci a,b > 0 obliczamy jako catke

area(F) = /aa 20, /1 — (%)2dx.

Stosujac podstawienie 2 = a cos(t),t € [0, 7], otrzymujemy
™
area(F) = 2b/ asin®(t)dt = wab.
0

Uwaga 10.4.1. Zwracamy uwage czytelnika na fakt, ze podana wyzej de-
finicja nie wprowadza pojec: pole, czy tez figura plaska. Zamiast tego, De-
finicja [0L4.T] ustala i nazywa zwigzek pomiedzy szczegdlnymi podzbiora-
mi A C R?, i odpowiadajacymi im calkami Riemanna. Proponowana de-
finicja jednoznacznie zalezy od polozenia mierzonego zbioru w stosunku
do uktadu wspéhrzednych w R?. Formalna, precyzyjna definicja miary 1—
i 2—wymiarowej (miary Lebesgue’a) pojawia sie w rozdziale [[1i jest rozwi-
jana i uogdlniana w ramach Analizy II-1II oraz w ramach ogoélnego kursu
Teorii miary i catki.

Definicja 10.4.2. Objetoécig figury przestrzennej V. C R? ograniczonej,
zawartej w zbiorze {(x,y,2) € R3; a < o < b, |y|,|2| < ¢} dla pewnych
a,b,c € R, nazywamy liczbe vol(V') = f; area(Vy)dx, gdzie

Vl’:{(yvz)eRQ; (x,y,Z)GV} dlaa<x<b,
jesli funkcja area(Vy),z € [a,b], jest calkowalna.

Przyktad 10.4.3. Objetosé kuli B(r) = {(z,y,2) € R3; 22 +y? + 22 < r?}
o promieniu 7 > 0 wyznaczamy, korzystajac z faktu, ze kazdy ze zbiorow

B(r), ={(y,2) €R%* > + 22 <r? —2?} dlaxe[-rr7]

jest kolem o promieniu v/r2 — z2. Wynika stad réwnosé

T 3 T
vol(B(r)) = / m(r? — z?)dx = W{TQCC - —} = —7r,
-

-r

Whniosek 10.4.1 (Objetosé bryly obrotowej). Dla dowolnej nieujemnej
funkeji calkowalnej f: [a,b] — R objetosé figury przestrzennej

O(f) = {(z,y,2) e R% a <z <b y* + 22 < f(2)*},

ograniczonej powierzchnig otrzymang przez obrot wykresu funkcji f dookota
osi X, jest rowna vol(O(f)) = ﬂf;f(.%’)2d.%'. O
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Definicja 10.4.3. Dlugoécia tuku I' € R? opisanego réwnaniem
={(z ) €R% a <t < b}, (10.40)

gdzie funkcje z,y: [a, b] — R sg réz'niczk;owalne a ich pochodne catkowalne,

nazywamy liczbe len(T f Val(t)? + y(t)?dt.

Przyktad 10.4.4. Wyznaczymy dlugos¢ tuku paraboli, czyli krzywej I' =
{(z,2?) € R% = € [0,1]}. Luk T opisuja funkcje z(t) = t,y(t) = 2, dla
t € [0, 1], a zatem

1
len(T /\/1+4t2dt {\/1+4t2——ln(\/1+4t2 )}0,

gdzie funkcje pierwotna znajdujemy korzystajac z metod opisanych w pod-
rozdziale Otrzymujemy liczbe len(T") = é - W_%Q) ~ 1,47894...
Oczekujemy, ze czytelnik wyznaczy pochodna podanej funkcji i potwierdzi,
ze jest to funkcja pierwotna funkcji podcatkowe;j.

Zgodnie z Twierdzeniem [[0.34] zamiana zmiennych postaci ¢t = ¢(7),
gdzie ¢: [, 3] — R przeksztalca przedzial [a, ] na [a, b], prowadzi do réw-

VR @R = [ o)+ el i
[
/ V(@o e ()2 + (yo p)(r)2dr.

Whniosek 10.4.2. Diugosé tuku krzywej nie zalezy od wyboru parametryzacyi

tuku. Ol
(0.4

Przedstawienie kilku teoretycznych konsekwencyi istnienia (czyli: udanej

nosci

konstrukeji) catki Riemanna rozpoczynamy od pomocniczego twierdzenia,
majacego charakter ¢wiczenia.

Lemat 10.4.3. Dila n € NU {0} zachodzq réwnosci

T2, _1:3-...-@2n=-3)2n-1)m

/0 sin®"(z)de = 2.4-...-(2n—2)(2n) 2 (1041)
LI 244 (2n-2)(2n)
/0 sin? +1(x)dx_3'5-...-(2n—1)(2n+1). (10.42)

Dowdd. Cwiczenie. Stosujac catkowanie przez czeSci wykazaé zaleznosé

w/2 ) n—1 [7/2 ) 5
/ sin"(x)dx = / sin""*(x)dx dlan > 2.
0 0 O

n
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Po podstawieniu x = § —t otrzymujemy te same wartoéci catek funkcji
cos™(x).

Twierdzenie 10.4.4 (Wzér Wallisa). Dla kazdego n € N zachodzq nieréw-
nosct
2214 2n 2n T 224 2n—-2 2n

: < =< —
133 2n—1 2n+1 2 133 2n—1 2n—1’

(10.43)

przy czym oba ciggi iloczyndw dgzq do tej samej granicy 3.

Podana tu posta¢ wzoru Wallisa ([B.5]), zapisywana takze w postaci (10.44)),
zawiera proste oszacowanie tempa zbieznosci i btedu przyblizenia granicznej

wartosci.

Dowdd. Z nieréwnoéci sin® ! (z) < sin**(z) < sin®!(z) dla z € [0, 5]
wynikaja analogiczne wlasnoéci catek (I0.41])-({I0.42]), a zatem
2:4-...-(2n) 1-3-...-2n—1)m _2-4-...-(2n-2)
< - <
3.5-...-2n+1) © 2:4-...-(2n) 2 “3:5-...-(2n—1)

dla n € N. Stad oszacowanie

24..-2n) \2 1 24..-2n) \? 1 2t
(1-3.....(2(717—1)1)) T S 7 < (1.3-...-(27:1)) o S 7 %’ (10.44)

a zbiezno$é¢ oraz rownoéé¢ granic wynika z Twierdzenia o trzech ciagach. [

Uwaga 10.4.2. Tloraz wystepujacy w nieréwnosci ([0.44]) moze by¢ zapisany

w postaci
2.4-...-(2n)  (2-4-...-(20))°
1-3-...-(2n—1) 1-2-...-(2n—1)-(2n)’
co prowadzi do rownosci
22n ! 2
lim ) [T (10.45)

no(2n)V2n V2

bedacej alternatywna forma wzoru Wallisa. Stad juz prosty krok do wyzna-
czenia stalej ¢, ktéra pojawila sie w podrozdziale we wzorze Stirlinga.
Istotnie, korzystajac z opisu n! i (2n)! w postaci (820), otrzymujemy

22n(n!)2 92n., 20+ 0 /61 cen 1 497124_6271 1

= . = —e n _— —

(2n)!V2n cZen (2n)2”+5692n/24"\/% 2c 2c
dla n — oo.

Whniosek 10.4.5. Wartosé stalej ¢ we wzorze Stirlinga [820) wynosi \/LQ?

O
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Dla kazdego n € N istnieje zatem liczba 6 € (0,1), taka, ze zachodzi
réwnosé
n n
11— (2 . 0/12n
n! (e) 2mn - e . (10.46)
Jest to oficjalna wersja Wzoru Stirlinga.

Uwaga 10.4.3. Szukajac wyjasnienia, dlaczego akurat catka nieparzystej
potegi funkcji sin jest liczba wymierna, pozornie niezwiazana z liczba ,
mozemy zastosowaé¢ podstawienie postaci cos(z) = t, czyli * = arccos(t)
dla ¢ € [0,1]. Otrzymujemy réwnosé

221 (n!)?

1 ™2 o\ _
/0 (1 —t)"dt :/0 sin®"(x) sin(z)dz = (2n + 1)!

dla n € N, z ktorej skorzystamy takze w kolejnym podrozdziale.

(10.47)

Cwiczenie 10.4.2. Wyznaczy¢ catke (I047) korzystajac ze wzoru dwumia-
nowego Newtona ([2]). Poréwnaé¢ uzyskane wartosci.

Uwaga 10.4.4. Wzér Wallisa ([I0.43]), jakkolwiek wazny w sensie teoretycz-
nym, nie nadaje sie w tej postaci do wyznaczania przyblizonych wartosci
liczby 7, gdyz jego zbieznos¢ nie rozni sie istotnie od zbieznosci naprze-
miennego szeregu Leibniza. Swiadczy o tym postaé logarytmiczna

T 2 3 4 = 1, /m+1
I (5)=m(3)-m(5)+m(z)- =2 ()™ (=)
ntl
n
zastosowa¢ poznany schemat przyspieszania zbieznosci, co przy odrobinie

gdzie In (=) ~ % dla n € N. Do szeregu logarytméw mozemy oczywiscie

cierpliwoéci prowadzi do wzoréw (dla uproszczenia — w postaci iloczynowe;j)

T2 23.4 43.6 (2n — 2)3- (2n)
<_) —9. .
2 1-3% 3.5 (2n —3)-(2n —1)3
28 2.4 4.6° (2n —2) - (2n)3
3 335 5.7 77 (2n—-13-2n+1) 7

przy czym pierwszy z iloczynéw jest ciagiem rosnacym, a drugi — malejacym.
Latwa do sprawdzenia nieréwnosé

(z—1)3(z+1) (z—1)2(2+2)

z—1)? z+1)2
(z—2)z3 < (z—2)(z+1)2 = V° @+l dla z > 0,

(z—2)z * z(x+2)

pozwala na wyznaczenie poprawionych ciagdéw postaci

(3)2 < () 2440 (2n—2)'(2n)® 1

2 " 1-34 ... (2n=3)42n - 1)* 2n+1’
2 2444 . (2n - 2)4(2n

( ) > (Cn)2 ( ) ( )

2 1.3 ... (2n—3)42n —1)%
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a zatem

(2420 \21 [an—1 _T 24-..(2n) \? 1 o
en=(T5tnty) oy B <5 < (o) my/mdr =t (1048)

lub, zapisane w nieco inny sposéb,

2~4-...-(2n)))2 1 2n+2<f< (12-4~---~(2n) )2 1 20ty

C"+1:<1-3-----(2n71 2ntL V 2n+1 ™ 9 3..-2n-1) ) 2nH1V 2n

(10.49)

Oznacza to zmniejszenie relatywnego btedu przyblizenia do poziomu

by, — Cn 4n? 1
=/ ————-1~— dl N.
Cn 4n? — 1 8n? ane

Czytelnik, ktory dotrwal do tego momentu (chodzi o tzw. czytanie ze zro-

zumieniem), zapewne zauwazyl zaleznosci b, = \/a2,02n11 1 Cn = \/A2n1027,
gdzie

24-...2n) \2 1 . 24....2n) \? 1
d2n = (1-3-...-(2(n7)1)> 2n 1 @2nt1 = (1-3-...-(2(n7)1)> mpr dlanel,

sa kolejnymi wyrazami ciagu zapisanego we wzorze Wallisa ([B5]). Czy zatem

nieréwnosci (I0.48))-({I0.49) nie mozna uzyskaé¢ w prostszy, szybszy sposob?
Alez tak, mozna! Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego naprzemiennego
ciagu zbieznego (an)nen, czyli takiego, ze lim, a, =g € R i

0<agp—1<agms1 <...<g<...<agpt2 < agp dlan € N,

ciagi (bp)nay, (cn)nay otrzymane ze $rednich geometrycznych b, = |/a2,02,1

o102, n € N, sa réwniez zbiezne do tej samej granicy g, przy
czym ¢, < b, dla n € N. Jesli mamy troche szczescia i dodatkowo zachodza

ey

nieréwnosci ¢, < ¢py1 1 bpt1 < by, to ciag (by,)neny maleje, a ciag (¢ )nen

rosnie do wspoélnej granicy. Zatem
O0<cp<epp1<...<g<...<bpy1<b, dlaneN,

a szukanie granicy zaczyna przypominaé algorytm polowienia.
W przypadku wzoru Wallisa monotonicznos¢ poprawionych ciagéw oraz
oszacowania ([0.48])-([I0.49) wynikaja z tatwych do sprawdzenia nieréwnosci

bn—1\2  (@n-13@n+1) Cnt1\2  (20)3(2n42)
( b ) =St > ( o ) = oy > b

prawdziwych dla wszystkich n € N. Ponowne zastosowanie powyzszego sche-
matu postepowania prowadzi do kolejnych dwu ciagdw

1 : / 2n—1
B, = V bncn-‘rl = A2n+1 \4/ % i Cp=Vbye, = azy \4/ 22-‘,—1

i kolejnego nieco lepszego oszacowania Cp, < 5 < By dlan € N. I tak dalej...
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10.5 Catki niewtasciwe

W biezacym podrozdziale nie wprowadzamy nowych pojeé¢. Nie ma tu nowe-
go, innego sposobu catkowania. Jest — nowa nazwa i czedciowo nowy symbol.
Zanim przejdziemy do szczegdtow, rozwazmy

Prayktad 10.5.1. Wlasnoéé e *" = lim, (1- ’”—Tf)n dla z € R, wynikajaca
z Twierdzenia[£5.2] oraz formalne podobienstwo wskazanego tu wielomianu
do funkcji podcatkowej we wzorze ([[0.47]), sugeruja istnienie bardziej Sciste-
go zwiazku pomiedzy funkcja wykladnicza e a opisana poprzez wzor
Wallisa liczba . Istotnie, stosujac podstawienie ¢ = % dla z € [0,/n]
i korzystajac z nieréwnosci [@I5.3]), sprowadzamy caltke do postaci

N

1 1 [vn z2\n 1 2
1—t2"dt:—/ 1-=)d <—/ ~d,
/0( ) /n o ( n) S ¢
czyli ) ) s
2”(77,') no 9
. _/n< > dr, 10.
(2n+1)!\/ﬁ /0 e x (10.50)

przy czym mozemy sie¢ spodziewaé, ze graniczne wartoSci obu wyrazen sa
rowne.

taczac catke Riemanna ze znanym pojeciem granicy funkcji, przyjmu-
Jemy
Definicja 10.5.1. Dla dowolnej funkcji lokalnie calkowalnej f: [a,00) — R,
dla ktorej funkcja F(b) = f(ff(:c)d:c, b > a, ma skoriczong granice w nie-

skoriczonosci, liczbe

/aoof = Jim /abf (10.51)

nazywamy calka niewlasciwa po przedziale nieskoriczonym [a,c0).
Calka niewlasciwa funkcji lokalnie calkowalnej f: (—o0,b] — R po prze-
dziale (—o0, b] nazywamy liczll))@

a——00

f:= lim /bf, (10.52)

—0o0

o ile wskazana granica istnieje.

Cwiczenie 10.5.1. Sprawdzi¢, ze jedli funkcja f: R — R jest lokalnie calko-
walna i dla pewnego ¢ € R istnieja obie calki niewlasciwe z f po przedziatach
(=00, i [e,00), to suma

/_o:of . /_Coof+/:of’ (10.53)

nie zalezy od liczby c € R.
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Wielkosé opisana wzorem (I0.53)), jesli obie calki niewladciwe istnieja,
nazywamy catkq niewlasciwg z funkcji f po R.
Wracajac do nieréwnosci (I0.50]) udowodnimy

Twierdzenie 10.5.1 (Calka Poissona). Calka niewlasciwa z funkcji e~

dla x > 0 istnieje i wynost

/ e dy = ? (10.54)
0

Dowdd. Dla dowodu istnienia calki niewlasciwej z rozwazanej funkcji za-

. S, P . a2 .
uwazmy, ze nieréwnoéé e® > 1+ 22, a wiec e < prowadzi do

1
142

b s b dx 7'('
/Oe xdm</0 1+x2:arctg(b)<§

dla b > 0. Tym samym catka niewlasciwa foooe*"ﬂdx istnieje jako granica

oszacowania

ograniczonej funkcji rosnacej. Przechodzac do granicy we wzorze (II50)
otrzymujemy nieréwnos¢ @ < Jo7 e~ dr.

Aby udowodnié¢ nieréwnos¢ przeciwna skorzystamy ponownie z nierdw-
noéci (), w postaci e > (1—1—%)” > 1422, Wynikajace stad nieréwnosci

562

2 —-n 1

dowodza, ze dla kazdej funkcji wymiernej postaci (1—1—%)7" istnieje jej catka
niewlasciwa, przy czym

o0 2 o xQ —n
/ e dr < / (1+=) do daneN, (10.55)
0 0

n

Pozostaje wyznaczy¢ caltki niewlasciwe
b 2

/OOO (1 + %2>_ndx = blirgo ; (1 + %)_nd:c

bvn gt ot
= 1. _— = _—
Vi [ e =V, e

b—oo

gdzie skorzystaliSémy z podstawienia x = ty/n dla t > 0.
Dla kazdego n € N i dowolnego b > 0 zauwazamy zaleznosé

/b dt /b dt /b t2
— = [ —————dt,
o (L3 Jo (1+e2)ntl "~ Jo (1 +#2)nt]

po czym dla drugiej z calek stosujemy calkowanie przez czesci wybierajac

funkcje g(t) = t i h/'(t) = W, co daje ¢'(t) = 11 h(t) = 2n(1_+1t2)"'

Otrzymujemy réwnoéé

b t2 —t b b dt
/ 2 1dt:[ 2 } +/ o (1 L2\’
o (1+2)nt 2n(1+t2)7lo ~ Jo 2n(1 +t2)"
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a zatem
b dt 1 b dt b
[ = (0 o) [ e+ s
o (142t 2n/ Jo (14+t2)™  2n(1+b%)"

W granicy dla b — oo ostatni sktadnik znika, a znaleziona zalezno$¢ pomie-

dzy calkami niewlasciwymi I, := 5~ (pf%)n przybiera postac¢ I,+1= %In
dla neN, a wiec

1-3-...-(2n—1)
2. 4-...-(2n)

InJrl = Il, gdzie Il = —

W potlaczeniu z (I055]) wynika stad oszacowanie
0, (Qn)' 2n 7r 2 7 1 \/7_r
P da < Ty v/ntd = Y I ,
/oe TS IVl = o e T2 V2 2

gdzie granice dla n — oo wyznaczamy korzystajac ze wzoru Wallisa (I0.45]).
Otrzymana nieréwnosé konczy dowod. O

Uwaga 10.5.1. Funkcja ﬁe*ﬁ/z, r € R, pelni wazng role w obrebie
Rachunku Prawdopodobienstwa jako gestosé standardowego rozkladu nor-
malnego, co w szczegblnosci oznacza réwnosé

o0 1 z2
/ e 2dr =1.
—00 2T

Zachecamy czytelnika, by powyzsza réwno$é wyprowadzil z (I0.54).

Duze znaczenie praktyczne ma korzystajace z pojecia calki niewtasciwej
kolejne kryterium zbieznosci szeregow.

Twierdzenie 10.5.2 (Kryterium catkowe zbieznosci). Niech f: [1,00) — R

bedzie dowolng nieujemng funkcjq nierosngceg. Szereg liczbowy (3 f(n))nen

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje calka niewlasciwa [° f(x)dz.
(i) Jesli szereg jest zbiezny, to dla n € N nieréwnosé

Z fk / f(z)dz (10.56)

k n+1

stanowi oszacowanie n—tej reszty szeregu.
(i) Jesli szereg jest rozbiezny, to cigg rézZnic

do =3 Fk) - /1nf(a:)dx > f(n) dlaneN
k=1

jest nierosnqcy i zbiezny do granicy lim, d,, € [0, f(1)].
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Dowdéd. 7 Twierdzenia [10.12]1 monotonicznosci funkcji f wynikaja nieréw-
nosci

flk+1)< k+1f(x)dﬂc < f(k) dlakeN, (10.57)
k

a wiec takze f(k) < f,f_l f(x)dx dla k > 1. Dla dowolnych liczb naturalnych
m > n > 1, po zsumowaniu sktadnikéw w zakresie n < k < m, otrzymujemy
zaleznosé

n—1

m+1 m m
/ fl)de < S (k) < / f(x)de, (10.58)
n k=n

z ktorej bezposrednio wynikaja nieréwnosci d,+1 > f(m + 1) > 0.

Jesli catka niewlasciwa z f istnieje, to z nieréwnosci (I0.58]) wynika ogra-
niczonosé, a wiec takze zbiezno$é badanego szeregu. Z tej samej nieréwnosci
wynika takze ograniczono$¢ funkeji niemalejacej F'(b) = flb fdlab>1, jesli
tylko szereg (3 f(n))nen jest zbiezny. Nieréwnosé stanowiaca wlasnosé (i)
otrzymujemy z ([058) przez przejscie graniczne dla m — oo, a jesli odrzu-
cimy zalozenie zbieznosci szeregu, to z (IILGT7) otrzymujemy takze

n+1

dw1:%+(ﬂw+0—/

n

f(x)dm) <d, dlaneN,

a to oznacza monotoniczno$é¢ ciagu roznic (d,)nen ograniczonego z goéry
przez dy = f(1). O
Przyktad 10.5.2. Rozbieznosé szeregu harmonicznego (3 %)neN jest zgod-
na z brakiem skonczonej granicy

bd
lim / T~ im In(b) = oo.
b—oo.J1 X b—o0
Z Twierdzenia [[0.5.2(ii) wynika takze, ze dla pewnej liczby v € [0, 1] zacho-
dzi przyblizona réwnosé¢
1+1+1+ +1 In(n) + (10.59)

—4+—4+...+—~1In .

2 3 n s
co potwierdza i precyzuje zauwazone wczesniej wolne tempo wzrostu szeregu
rozbieznego (do oo). Liczba v = 0,57721566490... o powyzszej wlasnosci nosi
nazwe stalej Fulera—Mascheroniego. Zbieznosé ciagu malejacego

1 1 1
'yn:1+§+§+...+——ln(n) — v dlan— o
n
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réwniez trudno zaliczy¢ do szybkich (éwiczenie - sprawdzi¢ doktadnosé przy-
blizenia 100000 = 7). Dokladniejsza analiza réznic

1):_§k

1
’Yn_'Ynflz_ﬂ‘lD( dlan > 1,
n

. . , . 1 11
prowadzi do nieréwnosci 0 < vp—1 — Y < 37 2ok>0 F = STICES YRR zatem

1

1
0<Mm—=7=Y (Ym—Tm+1) < Y, -————===-— dlaneN.
s = 2m(m+1)  2n

Wykazemy, ze poprawiony ciag o wyrazach

! L N In(n) < (10.60)
on o T T T Ty ST '

dla n € N jest rosnacy i szybciej zbiezny do stalej . Istotnie, nieréwnosé

’7n+1—’?n=%<%+nil)—ln<nzl) >0 dlaneN

1+z)

1—x 1%2
wimy x = 2n+1 Liczba v jest zatem suma szeregu v = J1 43,51 (Fnt1 —Fn),

ktorego szybka zbieznosé wynika z nieréwnosci ([8I6]) i oszacowania

otrzymuyamy7 jesli w slabszej niz (8I6]) nieréwnosci In ( podsta-

1,1 1 1 1
0<vy—7m :né;n <§(E+n—+1) —In (1+E)) < n;ﬂ 2n(n—|—1)(2n+1)
1 1 1
:g;n (2n(2n+1) - (2n+1)(2n+2)) S om@mil)

Cwiczenie: poréwnaé¢ (numerycznie) zbiezno$é ciagow (Vn)nen 1 (9n)nen-

Wykorzystane w Definicji [[0.5.] przejécie graniczne mozna wykorzystac
w przypadku funkcji okreslonych ale nieograniczonych na skonczonym prze-
dziale otwartym — przynajmniej z jednej strony, por. Twierdzenie [0.2.41

Definicja 10.5.2. Dia dowolnej funkcji lokalnie calkowalnej f: (a,b] — R,
dla ktorej funkcja F(a) = f f(x)dx, a > a, ma granice prawostronng w a,
liczbe

/ f= hm f (10.61)

a—at

nazywamy caltka niewlasciwa II rodzaju po przedziale (skoriczonym) [a,b].
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Calka niewlasciwa II rodzaju funkcji lokalnie calkowalnej f: [a,b) — R

po przedziale [a,b] nazywamy liczbe

/abf = fm /jf ) (10.62)

o ile wskazana granica istnieje.

Cwiczenie 10.5.2. Sprawdzié, ze jesli funkcja f: (a,b) — R jest lokalnie
catkowalna i dla pewnego ¢ € R istnieja obie calki niewlasciwe z f po
przedziatach [a, c] i [c,b], to suma

/abf = /acf + /be, (10.63)

nie zalezy od liczby ¢ € (a,b).

Wielko$¢ opisana wzorem (I0.63]), jesli obie calki niewlasciwe istnieja,
nazywamy catkq niewtasciwg II rodzaju z funkcji f.

Przyjeta powszechnie konwencja dopuszcza réwnowazny termin catka
jest zbiezna na okreslenie sytuacji, gdy wskazana calka niewlasciwa [ ;’ jest
okreslona (czyli — istnieje).

Uwaga 10.5.2. Przedstawiona tu definicja zawiera potencjalna niejedno-
znaczno$¢: catki niewtasciwe II stopnia korzystaja z tego samego oznaczenia
/ ; f co (zwyktle) calki Riemanna. Jest to dopuszczalne (i poprawne), gdyz
zgodnie z Twierdzeniem [[0.2.4] catka niewlasciwa II rodzaju stanowi uogél-
nienie catki Riemanna, a w przypadku funkcji catkowalnej kazdy ze wzoréow
(I06T)—-([I0.63)) prowadzi do tej samej wartosci. Problem ten nie pojawial sie
przy wezesniejszych caltkach, ktérych ewentualna niewlasciwosé (I rodzaju)
wynikata z uzycia nieskonczonej granicy catkowania.

Przyktad 10.5.3. W przypadku szeregu zbieznego (3 #)neN oszacowanie
([I0356) przybiera postaé

i 1</°°d:c_1
K2 ), 22 n’

k=n+1

wynikajaca takze z nieréwnosci k% < ﬁ —% dla k> 1. Suma szeregu jest

w tym przypadku catka niewtasciwa II rodzaju > 2, #:— olw dx.

Istotnie, ze wzoru (8.6]) wynika rozwiniecie w szereg

n

In(1 — =
n( x):_zx dla z € (0,1),

x n+1

n=0
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przy czym funkcja podcalkowa ma ciagle rozszerzenie na przedziat [—1,1).
Z Twierdzenia 814l wynika, ze suma szeregu F(z) = — > 02, g—;‘ dla |z| <1
jest funkcja pierwotna, a zatem

/JM dr = lim (F(b)— F(0)) = F(1) = — i %
n=1

T b—1—

Hipoteza, ze badana suma szeregu jest réwna %2, zostata udowodniona przez
L. Eulera w 1735 r — ok. 90 lat po sformutowaniu problemu. Autorowi nie
jest znany na tyle elementarny dowdd, by mozna go przedstawi¢ w ramach
kursu Analizy I. Dowéd korzystajacy z calek w R? czytelnik znajdzie w [3].

10.6 Metody wyznaczania funkcji pierwotnych

Zgodnie z Wnioskiem [[0.3.2] dla dowolnej funkcji cigglej f: J — R okreslo-
nej na przedziale J C R o niepustym wnetrzu J¢ i dowolnego punktu ¢ € J
funkcja

F(m):/jf dlax e J

jest funkcja pierwotna, przy czym wszystkie funkcje pierwotne ustalonej
funkcji f réznia sie o stata. Wzér catkowy Newtona—Leibniza (I0.34]) pozwa-
la wyznaczy¢ catke Riemanna | (f f po dowolnym przedziale (a,b) C J, jesli
tylko znana jest przynajmniej jedna funkcja pierwotna. Dotyczy to takze
wprowadzonych w poprzednim podrozdziale catek niewtasciwych. Przyjmu-
jemy

Definicja 10.6.1. Caltka nieoznaczona dowolnej funkcji cigglej f okreslo-
nej na przedziale (niezdegenerowanym) J C R nazywamy rodzine [ f(x)dx
wszystkich funkcji pierwotnych na J.

Jedli F': J — R jest dowolng sposréd funkeji pierwotnych dla f, to row-
no$¢ zbioréw [ f(x)dr = {F+C; C € R}, zapisuje sie tradycyjnie w uprosz-
czony sposob

/f(:c) de =F(z)+C dlaz e J, (10.64)

opisujacy zalezna od parametru C' € R ogdlng postaé funkcji pierwotnej.

Uwaga 10.6.1. Kazda funkcja pierwotna dla f: J — R jest reprezentan-
tem calki nieoznaczonej [ f(z)dx. Korzystajac z terminologii wprowadzonej
w ramach kursu Podstaw Logiki i Teorii Mnogosci, catke nieoznaczona mo-
zemy postrzegaé (czyli — interpretowac) jako klase abstrakeji relacji, w ktérej
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dwie funkcje rozniczkowalne uznajemy za rownowazne, gdy maja te sama
pochodna. Wystepujacy we wzorze (I0.64]) napis ,dla z € J” ustala wspélna
nazwe zmiennej i zakres jej zmiennosci dla wszystkich funkcji reprezentuja-
cych dang catke nieoznaczona.

W odréznieniu od funkeji pierwotnych catka nieoznaczona [ f(x)dx nie
jest funkcja — jest zbiorem funkcji. Z tego powodu nie mozna wyznaczy¢
jej wartosci np. w & = 3, a napis ,,[ f(3) d3” nie ma sensu. Z nieco innego
powodu wyrazenie F'(3) + C' stojace po prawej stronie réwnosci (I0.64]) nie
ma wartosci, dopoki nie ustalimy statej C' i nie wyréznimy w ten sposdb
jednej, konkretnej funkcji pierwotne;j.

Cwiczenie 10.6.1. Sprawdzié, ze calka nieoznaczona wielomianu stopnia n
jest (pewna) rodzing wielomianéw stopnia n + 1.

Najprostsza i zarazem ogdlna regula wyznaczania catek nieoznaczonych
dotyczy funkcji rozwijalnych w szereg i wynika z Twierdzenia 81.4] o po-
chodnej szeregu potegowego.

Twierdzenie 10.6.1 (Calka szeregu potegowego). Dla dowolnego szeregu
potegowego (3 anx™)n>0 0 promieniu zbieinosci p > 0 calka nieoznaczona
z funkcji

= Z anz™  dlax € (—p,p)

jest reprezentowana przez sumy szeregow potegowych

/ dx—znln

o takim samym promieniu zbieznosci. [

Przyktad 10.6.1. Catka nieoznaczona z funkcji %, z € R, wynosi

( 1)n 2n+1

sin(z)
/ P _C+Z(2n+1)(2n+1)

Calkowana funkcja stanowi przyktad funkcji elementarnej, dla ktérej (zad-

na) funkcja pierwotna nie jest funkcja elementarna. Wyznaczy¢ przyblizona
warto$é¢ calki oznaczonej na przedziale [0,10] — jako sume szeregu naprze-

/10 sin(x) gy — i (—1)"102+t
o @ T & nrneetn

miennego

Ile potrzeba sktadnikéw, aby uzyskaé btad przyblizenia mniejszy niz 1027
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W ramach przyjetej wyzej konwencji, z wtasnoéci pochodnych wynika

Twierdzenie 10.6.2 (Wlasnosci calek nieoznaczonych). Niech f i g bedg
dowolnymi funkcjami cigglymi na tym samym przedziale J.
(i) Dla dowolnych liczb a,b € R zachodzi réwnosé zbioréw

/(af(x) +bg(z)) dz = a/f(:c)d:c - b/g(m) dx. (10.65)

(ii) Jesli F jest funkcjq pierwotng dla f, a G — funkcjq pierwotng dla g,
to

/ F(2)G(x) dz = F(2)G(x) - / F(2)g() da. (10.66)

(i) Jesli funkcja ¢: I — J okreslona na przedziale I C R ma ciggla
pochodng, a F jest funkcjq pierwotng dla f, to

[ £e0)¢ @) dt = F(t) + C. (10.67)

Dowdd. Cwiczenie. Réwnoéé (ILGH) oznacza, ze do wyznaczenia funkeji
pierwotnej dla af + bg wystarczy znajomos$é dowolnych funkcji pierwotnych
dla fidla g. Chcemy réwniez zwrdci¢ uwage czytelnika na to, ze po prawej
stronie rownosci (I0.66]) opisujacej catkowanie przez cze$ci wystepuje dwa
razy ta sama funkcja pierwotna, a ewentualna proba zamiany F' na F + C
w jednym z miejsc prowadzi do blednego wyniku. O

Przyktad 10.6.2. Wzo6r na pochodng logarytmu prowadzi do rownosci
1
/—d:czln|:c|+0 dla x # 0,
x

opisujacej w istocie dwie calki nieoznaczone — jedna w przedziale (0,0c0)
i druga w przedziale (—o0,0). Stad

Whniosek 10.6.3. Niech f bedzie dowolng rozniczkowalng funkcjq rzeczy-
wistq.
(i) Calka nieoznaczona z ilorazu f'/f jest réwna

/
/J;((;) de=ln|f(z)| +C (10.68)
w kazdym przedziale, w ktérym f # 0 i pochodna f' jest ciggla.
(ii) Calke nieoznaczong z funkcji f' - f¢, gdzie « € R\ {—1}, opisuje
wzor
1
a+1

/ F2) f (@) de = F)*t +C (10.69)
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w kazdym przedziale, w ktérym potega f© jest okreslona, a pochodna f' cig-

gla. [

Wzér ([I0.68]) wyjasnia, dlaczego funkcja logarytmiczna pojawia sie re-
latywnie czesto we wzorach catkowych.

Przyktad 10.6.3. Rownosci
/ctg(:c) dz = 1In|sin(z)| + C i /tg(:c) dz = —1n | cos(z)| + C
zachodza odpowiednio: w kazdym przedziale postaci (km, (k+ 1)7) i w kaz-

dym przedziale postaci (k7 — §,km + 5), dla k € Z.

Przyktad 10.6.4. Korzystajac z calkowania przez czesci (I0.G0)), otrzymu-
jemy

x
1422

1
/arc tg(x) dx = xarc tg(:c)—/ dx = xarc tg(m)—§ In(1 + 2?) 4 C,

oraz, tym razem bez funkcji logarytmicznej,

dx = zarcsin(z)+vV1— 22+ C

/arc sin(z) dr = z arcsin(x

)_/\/1 — 2
dla z € [-1,1].

Uwaga 10.6.2. Poréwnanie wzoréw (I0.64]) i (I0.67)) precyzuje sposéb do-
konywania w calce nieoznaczonej zamiany zmiennych. Formalne podstawie-
nie i zastapienie zmiennej x € J w réwnosci ([[0.64) przez ¢(t) dla ¢t € I,
prowadzi do zaleznosci

[#e®)de®) = Flee) + C.

zgodnej z (I0.67T), jesli przyjaé
do(t) = ¢/ (t)dt. (10.70)

Jest to nieco juz historyczne pojecie rozniczki funkcji o, ktérego pierwowzo-
rem byla reguta opisujaca nieskoniczenie mafg zmiane funkcji w zaleznosci
od nieskoriczenie malej zmiany argumentu. Whrew pozorom, pojecie to ma
realny matematyczny sens i znaczenie — zwlaszcza w odniesieniu do analizy
w przestrzeniach R"™ wyzszego wymiaru i, ogélniej, Analizy na rozmaito-
sciach.
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Podamy teraz podstawowe reguly catkowania, w ktérych wyniku funk-
cje pierwotne mozemy w pewnych przypadkach opisa¢ — w sposob dowolnie
skomplikowany, ale jednak — jako funkcje elementarne. Dotyczy to w szcze-
gblnoéci funkeji wymiernych. W rachunku catkowym jest to jednak raczej
wyjatek niz regula.

Przyktad 10.6.5. Dla wyznaczenia calki nieoznaczonej

/ dx _/ dx
2 —zx+1 S (z-1)2+3

1
2
stosujemy podstawienie © — 5 = ‘/_t dla ktérego dxr = \/_dt Stad
da VERD 2 2 2 — 1
- = [ +=—=—— = —arctg(t) + C = —=arct +C.
/x2—x+1 /%(tQ—i—l) V3 8(?) V3 g( V3 )

Otrzymany wzor mozemy wykorzysta¢ dla wyznaczenia catki z funkcji
3 7 dla z # —1. Rozklad mianownika na czynniki (z + (2% —z+1)
pozwala na przedstawienie catkowanej funkcji w postaci

1 ar+b . c
W+l 22—x+1 z+1

gdzie nieznane parametry a = —%, b= % ic= % znajdujemy poréwnujac
wspotezynniki wielomianéw (ax + b)(x + 1) + ¢(2? — 2 + 1) = 1. Dodatkowe
przeksztalcenie licznika ax + b do postaci
1 L 2 1 @ 1+ 1
a4 S (9 — -
3 3 6 2’

gdzie wyrézniony czynnik jest pochodna mianownika, pozwala wreszcie przejsé
do calki nieoznaczonej

/ 20 — 1 o4 = / /
:c3+1 6 xQ—:c+1 xQ—:c+1 3Jz+1

20 —1
SRR

= éln (7;;%;:_9 + % arctg (%) + C.

Ostatni ze wzordéw pozwala na wyznaczenie np. calki niewlasciwej

=——1 — 1 t 1 1|1+ C
6n(ac x+ )—l—\/garc g( nlr+1+

> dx : 1 [t+1] 1 1 1y _2V3
/0 Bl ek (510 (i) + v et (351)) — Jg arc s (34) o ™




228 ROZDZIAL 10. CALA CALKA RIEMANNA

Cwiczenie 10.6.2. Korzystajac z rozkladu na czynniki stopnia 2 wielomia-

nu
21 = (2t 4202+ 1) — 222 = (22 4+ 1)% — (V22)?,

wyznaczy¢ catki nleoznaczone f e z—ﬁ% Sprawdzi¢ istnienie i obliczy¢

calki niewlasciwe [;° x4+1 f(fogil‘fl

Precyzyjny opis metody catkowania naszkicowanej w Przykladzie
i polegajacej na rozktadzie funkcji wymiernej na utamki proste wymaga roz-
szerzonej wiedzy z elementarnej Algebry — w zakresie algebry liniowej i teorii
podzielnosci wielomianéw — i opiera sie na podanych nizej (bez dowodu) dwu
twierdzeniach.

Twierdzenie 10.6.4 (Rozklad wielomianu na czynniki). Dla kaZdego wie-
lomianu Q(x) = ag + a1x + ... + a,a™ stopnia n > 0, a wiec takiego, Ze
an # 0, istnieje rozktad na czynniki postaci

Q(z) = ap(x—z)" ... (x—xk)"’“(xz—i-plx—i-m)ml (xQ—i—plx—i-ql)ml,
(10.71)

w ktorym liczby x; € Ry1 < k, sq ro’znymz' pz’erwmstkami wielomianu @Q,
natomiast czynniki stopnia 2 postaci x? +pjr+q;,J <, sq rézne i nie majq
pierwiastkow rzeczywistych, przy czym krotnosci n;, i < k, oraz mj,j < I,
sq liczbami naturalnymia. U

Rozklad (IO.7T)) jest jednoznaczny — z dokladnoscia do kolejnosci two-
rzacych go czynnikéw. Dopuszczalne w rozkladzie na czynniki przypadki
k = 0 lub [ = 0 ogranicza warunek réwnosci stopni, tzn. n =ni+...+ng+
2(m1 + ... —|—ml).

Twierdzenie 10.6.5 (Rozklad funkcji wymiernej na utamki proste). Niech
Q(z) bedzie wielomianem stopnia n > 0 o rozktadzie (ILZ). Dla dowolnego
wielomianu P(x) stopnia deg(P) < n istniejg wielomiany R;(z) stopnia
deg(R;) <n; dla i<k oraz S;j(x) stopnia deg(S;) <2m; dla j<I, takie Ze

k l
P(z) (x)
- dl )
:C ZZ ;c—;cl ; 2 +pjx+q]) (],:CQ_f{zcl, axk‘}

Ponadto, dla kazdego i < k istniejq wspotczynniki by, € R, < ny, takie Ze

Ri(x)  ba bio bin,
St

(x—z)™ -z (-7

dla x # x;, a dla kazdego j <1 istniejg wspotczynniki cjs,djs € R, s < my,
takie ze
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S;j(x) _cn@etp)tdp o Gm et py) + dimy
(22 + pjx + q;)™ x? + pjr + g; T (@ 4 g™
dla x € R. O

Whniosek 10.6.6. Calka nieoznaczona z dowolnej funkcji wymiernej jest re-
prezentowana przez funkcje elementarne bedgce sumami wielomiandw, funk-
cji wymiernych, oraz ztozen funkcji In z funkcjami wymiernymi i funkcji
arctg z funkcjami liniowymi.

Dowdd. Korzystajac z algorytmu dzielenia wielomianéw (z reszta), kazda

funkcje wymierna mozna sprowadzi¢ do postaci W (z)+ ggﬁ;, gdzie W, P iQ
sa wielomianami, przy czym deg(P) < deg(Q), co obejmuje takze przypa-
dek, gdy deg(Q) =01 P = 0. Calka z wielomianu W (z) jest wielomianem,
a nietrywialna reszta w postaci ilorazu 0@ spelnia zalozenia Twierdze-
nia[I0.6.51 Calkujac otrzymane w tezie twierdzenia ufamki proste, otrzymu-
jemy

- Vo=l 4o edlir > 1

/ dx {ln|x x|+ C dlar=1
( =

r—x;)"

dla 7 < k, oraz

/ 2z + p; d In(z?+pjz+q;) +C dlas=1
xr = S— o« 7.
(2 + pjx + q5)° —1/(—1))5,1 +C jeslis>1

(z2+pja+q;
dla j < 1. Do wyznaczenia pozostaja jeszcze calki postaci I = [ @ Fpoiar +pz oL
dla s > 1, gdzie A = p? — 4¢q < 0. Z oczywistej tozsamosci
2 1 2
o”+pr+g=7((22+p)° +]A]),
wynika zaleznosé
(22 + p)? |A| dx
dr + — 10.72
I 4/:62 px + )51 + 4 ) (@ + px+ q)t? ( )
dla s > 0. Wzér (I0.60) na catkowanie przez czeéci, w ktérym
2 +p —1/s .
T) = , Flx)=———"—— 1 G(x)=2x+p,
R
pozwala przeksztalcié¢ pierwsza z calek do postaci
/ (2z + p)? 2x +p 2 / dz
dr = — e e e
(% + px + q)*+! s(@? +pr+q)° s/ (2®+pr+q)°
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co w polaczeniu z (I0.72)) daje

2x +p 1 |A
2 sto st
4s(x? +px+q)*  2s 4

I, = — Ioir.

Otrzymany w ten sposoéb wzér rekurencyjny

4s — 2 20 +p

Isy) = —— dla s >0 10.73
T SAT A e 1o
redukuje problem do wyznaczenia catki
dx 2 2¢ +p
I = / = arct + C,
YT 2+ pr+q A g( |A|)

gdzie korzystamy z podstawienia x4 £ = ¥-— IA\ — jak w Przyktadzie [10.6.5]
O

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, calke nieoznaczona [ f(z)dx moz-
na wyrazi¢ poprzez funkcje elementarne, jesli istnieje podstawienie z=(t)
sprowadzajace funkcje podcatkowa (czyli — (f op)¢’) do postaci wymiernej.
7 tej drogi korzysta wiele klasycznych metod utatwiajacych calkowanie.
Yz+1

Va+l?
skorzystaé z podstawienia x = t%, dz = 6t°dt. Dokoficzenie obliczen dla catki

Przyktad 10.6.6. Dla wyznaczenia calki z funkcji dla x > 0, mozemy

Va4l 6/ﬂ+¢5
d —
Vr+1 t3+1

pozostawiamy czytelnikowi jako ¢éwiczenie. Poprawno$é¢ wykonanych obli-
czen mozemy sprawdzi¢ rozniczkujac uzyskana funkcje lub — korzystajac
z Maximy badz Maple.

Przyktad 10.6.7. Dla wyznaczenia calki z funkeji postaci f(sin(z), cos(z)),
ktorej wartosci zaleza od dowolnych funkcji trygonometrycznych zmiennej
x€(—m,m) (a nie — bezposrednio od z), mozemy skorzystaé z tozsamosci

)°

1 —tg(
1+ tg(%)?

sin(z) = 2sin(§) cos(3) _ 2tg(5) i cos(a) =
cos($)? +sin(3)?  14+tg(3)?

N8N8

i podstawienia t = tg(5), czyli # = 2arctg(t),t € R. Otrzymujemy

dt.

/f(sin(x),cos(x)) dx :/f(littgvili;ljtz
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W ogdlnoséci, catki z funkcji niewymiernych nie daja si¢ wyrazi¢ poprzez
funkcje elementarne, jesli niewymierno$ci zawieraja pierwiastki z wielomia-
now stopnia wyzszego niz 2 lub same pierwiastki sg stopnia wigkszego niz 2.
Jedli funkcja catkowana spelnia podane tu ograniczenia, jest ,szansa na
sukces”.

Przyktad 10.6.8. Podstawienie » = asin(t), t € [, 5]
dzi¢ catke z dowolnej funkeji f(x,va? — x?), a > 0, |z| < a, do postaci

/f(a:, Va2 —x2)dx = a/f(a sin(t), a cos(t)) cos(t) dt.

pozwala sprowa-

Metoda ta obejmuje takze przypadek, gdy pod pierwiastkiem wystepuje
wielomian az? 4+ bx + ¢, w ktérym a < 01 A = b? — 4ac > 0.

Przyktad 10.6.9 (Podstawienie Eulera). Dla wyznaczenia calki z funkcji
zawierajacej niewymierno$é postaci \/x2 + pr + ¢ mozemy zastosowaé pod-

stawienie
2 —q
Val+pr+qg=x+t, czyli z= 5" (10.74)
p—

Otrzymujemy uproszczong, postaé catki nieoznaczonej

t2—q t2—q t2+pt—q
2 d :2/ t dt.
/f(x,\/x + pr +q) dx f<p—2t’p—2t+ ) TEEnE

Zwracamy uwage czytelnika, ze podstawienie (IIL74]) naklada istotne ogra-

niczenie na zakres zmiennosci (czyli dziedzine) parametru t. Istotnie, jesli
A = p? —4q < 0, zmienna x moZe przybierac’ dowolne wartosci rzeczywiste,

pt+q

natomiast warunek 0 < x4+t = jest spelniony wtedy i tylko wtedy,

gdy p — 2t < 0. Oznacza to ogramczeme t € (§,00), co odpowiada granicom

lim (\/x2+px+q—x):£, lim (/22 +pz+q—z)=o0.
T—00 2 T——00

Zmnalezienie dziedzin dla zmiennych x i ¢ w przypadku, gdy A > 0, pozosta-
wiamy czytelnikowi.
W szczegdlnoéei, dla a # 0 otrzymujemy

—(t? dt
[ o= [ == [ = —wVera—al+C
a
zln—+C’:1n Va2 +a+z|+ O,
Va2 +a— z | | !

co mozna uwazaé za uzupelnienie wzoru [ \/ldxﬁ = arcsin(z) + C.
—x
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Czytelnikéw zainteresowanych rozwojem swych umiejetnosci w konku-
rencji catkowanie nieoznaczone zachecamy do uwaznej lektury dowolnego
poradnika dla inzynieréw, a zwlaszcza [1], gdzie podanych jest wiele intere-

sujacych przyktadéw i metod.



Rozdziat 11

Miara i narzedzia do mierzenia

Odlegltosé pomiedzy punktami a,b prostej R i odpowiadajaca jej diugosé
|b — a| przedzialu [a,b] (lub [b,a]) jest punktem wyjscia do wprowadzenia
pojecia miary, przypisujacej wartosci liczbowe zbiorom — jak sugeruje na-
zwa — mierzalnym, przy czym nie ma powodu, by zakladaé, ze wszystkie
podzbiory R okaza sie mierzalne. Poniewaz naturalna witasnoscig prostej R
jest jej nieskonczona dlugosé (miara), w obrebie teorii miary wygodnie jest
dolaczy¢ wielkoéé oo € R do zbioru mozliwych wartosci miary. W obrebie
prostej rozszerzonej R korzystamy z rozszerzonej relacji porzadku i rozsze-
rzonych przedzialéw nieskonczonych

(a,0] = {z € R;z > a}, [a,00] = {z € Rz >a}, dlaacR.

Wprawdzie analogiczne pojecia maja sens takze dla wielkoéci —oo, nie be-
dziemy jednak z nich korzysta¢, oczekujac, ze wyniki pomiaréw beda licz-
bami (wielkodciami) nieujemnymi.

Zgodnie z wcze$niejszymi rozwazaniami dotyczacymi granic nieskonczo-
nych, wielkoéé co € R jest wspélna granica nieograniczonych ciggéw rosna-
cych, a zatem takze suma szeregéw rozbieznych o wyrazach nieujemnych.

Definicja 11.0.1. Nieujemng rozszerzong funkcje rzeczywistq p: A— [0, 00]
okreslong na dowolnej rodzinie zbioréw A nazywamy

(i) monotoniczna, jesli u(A) < pu(B) dla zbioréw A, B € A takich, Ze
AC B;

(ii) przeliczalnie addytywna lub o—addytywna, jesli zachodzi réwnosé

n(l Ae) =D n(Ap), (11.1)

keN keN
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dla dowolnej przeliczalnej rodziny wzajemnie roztgeznych zbiorow Ay € A,
k € N, takich ze Upen Ak € A;

(iii) przeliczalnie subaddytywna lub o—subaddytywna, jesli spelnia wa-
runek

(A) < Y u(Ay), (11.2)

dla dowolnej przeliczalnej rodziny zbioréw {Ag}tren w A i zbioru A € A
takiego, ze A C Upen Ak-

Funkcja p spetniajgca warunek podany w punkcie (ii) lub (iii), ograniczo-
ny do skoriczonych rodzin zbioréw, jest odpowiednio (skohczenie) addytywna
lub subaddytywna.

Od miary bedziemy wymagaé, by miala podane wyzej wlasnosci. Chce-
my takze, by byla okreslona na dostatecznie duzej rodzinie podzbioréw
ustalonej przestrzeni — to beda nasze zbiory mierzalne — na tyle bogatej,
by klasyczne skonczone lub przeliczalne operacje teorio-mnogosciowe nie
prowadzily do utraty mierzalnosci.

11.1 Zbiory borelowskie i c—ciata

W ramach kursu Wstep do Logiki i Teorii Mnogosci wprowadza sie pojecie

o—ciata. Przypominamy

Definicja 11.1.1. Rodzine A podzbioréw zbioru X nazywamy o—ciatem,
dokl. o—cialem w X, jesli spelnia warunki

(i) 0, X € A,

(ii) X \ A € A dla kazdego A € A, oraz

(ili) Upen An € A dla dowolnej przeliczalnej rodziny {Ay; n € N} zbio-

réw nalezgcych do A.

Wilasnosei (ii)—(iii) charakteryzujace o—ciala oznaczaja, ze rodzina A
jest zamknieta ze wzgledu na operacje dopelnienia oraz przeliczalne sumy
zbioréw.

Uwaga 11.1.1. Ze wzgledu na warunek (ii) c—cialo A jest pojeciem relatyw-
nym i zalezy od zbioru X nazywanego czasem przestrzenig lub — wraz z A —
przestrzeniq mierzalng. Mowiac o o—ciele A, nie musimy jednak wskazywaé
jawnie przestrzeni X = J A, jednoznacznie wyznaczonej przez A.
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Cwiczenie 11.1.1. Zamiast warunku (i) w definicji o—ciala wystarczy za-
tozyé, ze rodzina A jest niepusta. Sprawdzié¢ dalsze wlasnosci:

A BeA=— A\Be A, oraz (11.3)

ﬂ A, € A dla dowolnych A,, n € N. (11.4)
neN

Co w przypadku skonczonych rodzin?

Definicja 11.1.2. Dla dowolnej rodziny podzbioréw C zbioru X, najmniej-
sze o—ciato w X zawierajgce C nazywamy o—cialem generowanym przez C
i oznaczamy przez o(C).

Definicja 11.1.3. Rodzing zbioréw borelowskich w R nazywamy o—ciato
Br = o{(a,b) CR; a,b € R} (11.5)

generowane przez przedzialy otwarte w R.
Rodzina zbioréw borelowskich w R? nazywamy najmniejsze o—ciato

Bre = o{(a,b) x (¢,d) C R?; a,b,c,d € R} (11.6)
zawierajgce rodzine wszystkich 2—wymiarowych przedziatéw w R2.

Poprawno$é¢ powyzszych definicji wynika z faktu, ze przekrdj dowolnej
rodziny o—cial w tej samej przestrzeni jest réwniez o—ciatem.
Z Twierdzenia [[.T.4] wynika natychmiast

Whniosek 11.1.1. Wiszystkie zbiory otwarte w R, wszystkie zbiory domknigte
oraz zbiory typu F, i typu Gs nalezg do Br — sq zbiorami borelowskimi. [

Uwaga 11.1.2. Pojecie zbioréw borelowskich w R obejmuje wszystkie te
podzbiory prostej, ktére mozna opisaé (skonstruowac) za pomoca przeliczal-
nie wielu operacji teorio-mnogos$ciowych — sumy, réznicy i przekroju zbio-
réw — zastosowanych do przeliczalnej rodziny odcinkéw. W Definicji
wyréznia sie w niejawny sposob wszystkie takie zbiory — od razu. Dla spraw-
dzenia, ze konkretny zbior jest borelowski, wystarczy wskaza¢ specyficzny
dla niego ciag operacji.

Definicja (rodziny, o—ciata) zbioréw borelowskich rozszerza sie w natu-

ralny sposéb na podzbiory przestrzeni euklidesowych R", n € N.

Cwiczenie 11.1.2. Sprawdzié, ze o —cialo By jest réwniez generowane przez
kazda z rodzin przedzialéw:
(i) domknietych i ograniczonych,
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(ii) otwartych postaci (a,0),a € R,

(iii) otwartych o konicach wymiernych.

(iv) domknieto-otwartych postaci [a,b),a,b € R.
Cwiczenie 11.1.3. Sformulowaé i wykazaé¢ analogiczne wlasnosci o—ciata
Bg2. Rozstrzygnaé, czy dowolne koto (otwarte lub domkniete) w R? jest
zbiorem borelowskim.

Wiasciwa o—cialom zamknietosé ze wzgledu na podstawowe operacje
teorio-mnogosciowe rozszerza si¢, w naturalny sposéb, na produkt karte-
zjanski zbioréw.

Twierdzenie 11.1.2 (O produkcie zbioréw borelowskich). Dia dowolnych
zbioréw borelowskich A, BCR produkt AxB jest zbiorem borelowskim w R2.

Dowdéd. Ustalmy dowolny niepusty przedzial otwarty (¢, d) C R. Wykazemy

najpierw, ze rodzina zbioréow
A={ACR; Ax(cd) € Bp2}

zawiera wszystkie zbiory borelowskie na prostej. Poniewaz z definicji Bpe
wynika, ze A zawiera wszystkie przedzialy otwarte, wystarczy zauwazy¢,
ze A jest o—cialem. Sprawdzajac kolejne warunki wymienione w Defini-
cji 1Tl stwierdzamy:

(i) O,R € A, skoro 0 x (¢,d) =0 € Bge, oraz

R X (¢,d) = U (—n,n) x (¢,d) € Bge;
neN
(i) jesli A € A, to R\ A € A, gdyz z (IL3) wynika
(R\ A) x (¢,d) = (R x (¢,d)) \ (A X (c,d)) € Bge;
(iii) jesli A, € Adlan €N, to
(U An) x (c;d) = | (An x (c,d)) € Bge.
neN neN

Jako o—cialo zawierajace przedzialy otwarte, rodzina A zawiera najmniejsze
o—cialto o tej wlasnosci — czyli wszystkie zbiory borelowskie.
W drugiej czeéci dowodu, dla dowolnego ustalonego zbioru A € Bgr wy-

kazujemy, ze rodzina
B={B CR; Ax B € Bp2}

réwniez jest o—cialem i zawiera wszystkie zbiory borelowskie w R. Dowdd
jest w pelni analogiczny do przedstawionego wyzej — dla rodziny A. Szcze-
gbély pozostawiamy czytelnikowi. O
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11.2 Miara Lebesgue’a w R i R?

Definicja 11.2.1. Miarg na o—ciele A nazywamy kazdg przeliczalnie ad-
dytywng funkcje rozszerzong p: A — [0, 00] réwng 0 na zbiorze pustym (.

Miara p jest skoniczona, gdy przybiera tylko skoriczone wartosci rzeczy-
wiste.

Przyktad 11.2.1. Na kazdym o—ciele A okreSlone sg przynajmniej trzy
miary. Miara zliczajgca przypisuje kazdemu skonczonemu zbiorowi A € A
liczbe jego elementow, a kazdemu nieskonczonemu — wielkosé co. Z kolei mia-
ra trywialna przypisuje warto$é oo kazdemu zbiorowi niepustemu. Funkcja,
ktora kazdemu zbiorowi przypisuje wartos¢ 0, tez jest miara.

Przyktad 11.2.2 (Miara dyskretna). Niech Z = {z,; n € N} bedzie do-
wolnym przeliczalnym (lub skoniczonym) podzbiorem w R, a (3 ap)nen do-
wolnym szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich. Nawiazujac do Przykta-
du [C57], definiujemy miare skonczona p: Br — R, przyjmujac

p(A) = Z an, gdzie Zy ={neN;z, € A}.
neZa

Zachecamy czytelnika do sprawdzenia, ze funkcja p istotnie jest miara.

Skonstruowana w ten sposéb miara jest ogélnym przyktadem skonczo-
nej meary dyskretnej, skupionej na zbiorze Z. Miary dyskretne, dla kto-
rych p(R) = >, enan = 1 sa wykorzystywane w ramach kursu Podstaw
Probabilistyki, gdzie stuza do definiowania prawdopodobieristwa. Zbudowana
w Przykladzie [[5.]] funkcja niemalejaca f spelnia warunki

dla z,a,b € R (a < b) i charakteryzuje miare p jako jej dystrybuanta.

Podstawowe, wazne dla obliczen wlasnoéci dowolnej miary obejmuje

Stwierdzenie 11.2.1. (i) Kazda miara p: A — R jest funkcjg monotonicz-
ng, addytywng i o—subaddytywng.
(ii) Dla dowolnego wstepujacego ciggu zbiorow A, € A,n € N, tzn.
takiego, Ze A, C Apy1 dlan > 1
p(lJ An) = lim p(Ay). (11.7)
neN
(iii) Jesli cigg zbiorow o skoriczonej mierze A, € A,n €N, jest zstepujacy,
tzn. Ay D Apy1 dlan > 1, to

M( m An) - h?gnu(An)' (11'8)
neN
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Dowdd. Addytywno$é miary jest szczegdlnym przypadkiem o—addytywnosci
— dla kolejnych sktadnikéw réwnych (. Jedli teraz A, B € Ai A C B, to z ad-
dytywnosci wynika monotonicznosé

w(B) = p(A) + u(B\ A) > u(A).

W szczegdlnosci, jesli p(A) < oo, to u(B\ A) = pu(B) — u(A).

Dowdd o—subaddytywnosci wystarczy ograniczy¢ do przypadku, gdy
zbior A jest suma |, ey An, ciagu zbioréw A, € A dla n € N. Woéwczas
zbiory By = Ay i By, = Ap\(Upen Ax) € A dla n > 1 sa wzajemnie roz-
taczne, przy czym Ugc,, Br = Ugc, Ax dla n € N. Stad i z wykazanej juz
monotonicznosci miary otrzymujemy

wA) = p( | Bu) = D u(Ba) < 3 u(An).
neN neN neN

Jesli zbiory A,,n € N, tworza ciag wstepujacy, to zdefiniowane wyzej
zbiory By, k € N, tworza rozklad kazdego ze zbioréw A, = Uy, Br dla
n € N. Zatem

p(A) =Y u(B,) =lim zn: p(By) = lim pu(Ay).
k=1

Jedli natomiast cigg zbioréw A,,n € N, jest zstepujacy, to dla réznic
Al = A1\ A, dla n € N, zachodzi réwno$é¢ pu(U,en 45,) = limy, p(A47}),
a wiec

(A \ () An) = lim (u(Ar) = p(An)),

jesli tylko rozwazane zbiory maja skonczona miare. O

Na potrzeby biezacego kursu skorzystamy z podstawowego dla zaawan-
sowanej Analizy faktu istnienia miary Lebesque’a na prostej R i ogdlniej
w przestrzeniach R, n € N. Ograniczamy sie przy tym do miary borelow-
skiej, tzn. okreslonej na o—ciele zbioréw borelowskich.

Twierdzenie 11.2.2 (Miara Lebesgue’a). (i) Na o—ciele Br istnieje do-
kladnie jedna miara £: Br — [0, 00] taka, Ze

lla,bl =b—a dla a,b € R,a <b, (11.9)

czyli okreslona jako diugosé dla skonczonych przedzialéw domknietych.
(ii) Istnieje doktadnie jedna miara €2: Bgz — [0, 00] spelniajgca warunek

(>(Ax B)=((A) - {(B) dla A, B € By, (11.10)

jesli tylko miary zbiorow A i B sq skoriczone.
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Definicja 11.2.2. Miare £ na o—ciele zbioréw borelowskich Br spelniajgcg
warunek (IT9) nazywamy miara Lebesgue’a na prostej R.

Miare 0% na o— ciele zbioréw borelowskich By: spetniajgcg warunek (LI0)
nazywamy miara Lebesgue’a na plaszczyinie R2.

Whniosek 11.2.3. Kazdy zbior skonczony lub przeliczalny ma miare Lebes-
gue’a rowng 0. Miara Lebesgue’a dowolnego przedziatu ograniczonego J C R
o koricach a <b wynosi (J)=b—a. Kazdy przedzial nieograniczony ma miare
rowng oo. O

Uwaga 11.2.1. Dowéd obu tez zawartych w Twierdzeniu czytelnik
pozna zapewne w ramach kursu Wstep do Teorii Miary i Catki. Klasyczny
dowdd obejmuje wzér definiujacy miare Lebesgue’a dla dowolnego zbioru
borelowskiego (i nie tylko). Wzér ten pomijamy, celowo, gdyz ma dla nas
niewielkie znaczenie praktyczne w tym sensie, ze nie pomaga wyznaczaé
wartosci miary konkretnych, badanych zbioréw. Z tego punktu widzenia
bardziej istotne sa szczegdlne wlasnosci miar zawarte w Stwierdzeniu [[T.2.1]
odwolujace sie do sum szeregdéw i granic ciagdéw.

Cwiczenie 11.2.1. Sprawdzi¢, ze miara Lebesgue’a zbioru Cantora C (Defi-
nicja[l5.T]) jest réwna 0. Funkcja Cantora—Lebesgue’a ¢ odwzorowuje zbior
Cantora na caly przedzial ¢[C] = [0, 1], o mierze réwnej 1.

11.3 Funkcje schodkowe

Definicja 11.3.1. Funkcje rzeczywistq ¢ na przedziale |a,b] bedziemy na-
zywadé funkcja schodkowa, gdy istnieje podzial P = {xy,...,x,} przedzialu
[a,b] oraz liczby c1,. .., ¢y, takie Ze

o(x) =ci, jeSlizig <z <z dlai<n. (11.11)

Podany tu warunek nie naktada ograniczen na wartosci funkcji schodko-
n

wej ¢ w punktach podziatu P. Réwnos¢ L(f, P) =U(f,P) = Z ci(ri—xi—1)
i=1

daje '

Stwierdzenie 11.3.1. KaZda funkcja schodkowa jest catkowalna w sensie

Riemanna i zachodzi réwnosé f; ¢ =>"ci(x;—xi—1) dla funkcji ¢ postaci

(ILI1). O

Jako wniosek otrzymujemy stad
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Twierdzenie 11.3.2 (Charakteryzacja calki Riemanna poprzez funkcje
schodkowe). Niech f: [a,b] — R bedzie dowolng funkcjg ograniczong.
(i) Dla dowolnego podziatu P = {xq,...,x,} przedzialu [a, ],

b b
Lg.P) = [or i UGP)= [ e, (11.12)
gdzie ¢p i Yp sq funkcjami schodkowymi

_J f(@) dlazeP _J fl®) dlaxeP
¢p(e) = {mz‘(f), gdy w1 <z <z vrle) = {Mi(f), gdy zi_1 <z <y

takimi, ze opp < f < p.
(ii) Zachodzq réwnosci

Li(f) = su {/b ; ’ '
o(f) =sup ¢; ¢ < f jest funkcjq schodkow@} (11.13)

oraz

0) =t { [ s 0> 1 et funkes
Af) = ;W = f jest funkcjq schodkow@}. (11.14)

Dowdd. Wtasno$é (i) wynika bezposrednio ze StwierdzenialT.3.1l Dla do-
wodu (ii) rozwazmy dowolna funkcje schodkowa ¢ < f. Jesli ¢ przyjmuje
wartoéci ¢; € R na otwartych przedzialach podziatu P = {zg,...,z,}, to
dla kazdego i < n z nieréwnosci ¢ < f wynika ¢; < f(z) dla x € (x;-1,x;),
czyli ¢; < my(f). Stad nieréwnosé

b
/a 6 < L(f,P) < LL(f).

Analogiczng obserwacje dla dowolnej funkcji schodkowej ¥ > f pozostawia-
my czytelnikowi. Dla zakonczenia dowodu wystarczy teraz powotaé sie na
Twierdzenie 2.1.4] U

Zgodnie z definicja i Twierdzeniem [[T.3.2)(ii), calka Riemanna z nie-
ujemnej funkcji catkowalnej f jest specyficznym sposobem wyznaczania pola
pod wykresem, czyli 2—wymiarowej miary przypisanej zbiorowi pod wykresem
funkcji f,

Wi={(z,y) eR*} a<z<bi0<y< f(x)} (11.15)

a catkowalno$é¢ funkcji w sensie Riemanna oznacza, ze wskazane dwa spo-
soby pomiaru daja ten sam wynik. Majac do dyspozycji miare Lebesgue’a,
wykazujemy
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Lemat 11.3.3. Catka Riemanna dowolnej nieujemnej funkcji schodkowej ¢
jest miarq Lebesgue’a zbioru Wy € Bz, tzn. f;qb:EQ(W(b) dla ¢: [a,b]—R.

Dowdd. Jesli funkcja schodkowa ¢ jest postaci (ITIT]) dla pewnego podziatu
P ={zg,...,x,} iliczb ¢;,i < n, wéwczas zbior Wy, jest suma roztacznych
zbiorow

{z;} x[0,¢(x;)] dlai=0,...,n, oraz

(xi—1, i) X [0,¢;] dlai<n

i jako taki jest zbiorem borelowskim. Poniewaz pierwsze n 4 1 zbioréw ma
miare réwna 0, otrzymujemy stad rownosé

b
62(W¢) = Zé(mi_l,xi) . K[O,CZ‘] = / gb
i<n @
— zgodnie ze Stwierdzeniem [[T.3.11 O
Dalsze wtasnosci catki Riemanna i jej zwiazki z miara Lebesgue’a wypro-

wadzimy korzystajac ze szczegdlnego ciggu podzialéw. Dla kazdego n € N
niech P,, oznacza podzial przedziatu [a,b], taki ze

P, ={xg,...,xon}, gdzie x; =a+1 dlai=0,1...,2",

co pociaga za soba inkluzje P, C P,y; dla n € N. Niech f: [a,b] — R
bedzie dowolna funkcja ograniczona. Zgodnie z Twierdzeniem [T.3.2)(i), dla
specyficznych funkcji schodkowych ¢,, i ¥, takich, ze

) f@) dlaz € P,
¢n(m) N { inf{f(t); Ti—1 <t<.%'i}, gdy Ti—1 <z <y, (11'16)

) f) dlaz € P,
Yn(z) = {sup{f(t); T <t<wm}, gdy i1 <x<m;, (11.17)

zachodza réwnosci U(f, P,) = f; U, L(f, Pp) = f; On -

Lemat 11.3.4 (Techniczny). (i) Funkcje (ILI6)-{I1I7)) speiniajg nierdw-
nosct

¢n<¢n+1<f<wn+l<wn dlan € N.

(i1) Jesli x € (a,b) jest punktem cigglo$ci funkcji f, to dla dowolnego
e > 0 istnieje liczba m € N taka, Ze dla kazdego n > m zachodzg nieréwnosci

f(@) —e < gnl@) <Pu(z) < flo) +e (11.18)
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Dowdéd. Nieréwnosci podane w (i) sa oczywiste. Dla dowodu (ii) rozwazmy
e > 0 i dowolny punkt = € (a,b), w ktérym funkcja f jest ciagla. Istnieje
liczba 0 > 0 taka, ze |f(t) — f(z)| < e dla wszystkich ¢ € (z—6, x+6) C (a,b).
Ustalmy m € N takie, ze ’)Q_—m“ < §; wéwcezas dla kazdego n > m znajdujemy
1 < 2™, dla ktoérego liczby z;_1,x; € P, spelniaja nieréwnosci

r—0<wmi1<zr<r<x+0,

czyli 1 —1< % < 4. Oznacza to, ze szukane i jest czeScig calkowita
L%J Bezposrednio z definicji funkcji ¢,, i 1, otrzymujemy nieréwnoéci

([IT.IZ). O

Twierdzenie 11.3.5 (Geometryczna interpretacja catki). (i) Dla dowolnej
niewjemnej funkcji f: [a,b] — R calkowalnej w sensie Riemanna istniejg
zbiory borelowskie W', W € By takie, ze

b
Whcwpcw* i 62(W1):/f:e2(WU).

(ii) Jesli funkcja f > 0 jest catkowalna w sensie Riemanna i zbior Wy
jest borelowski, zachodzi rownosé

/bf = (2(Wy). (11.19)

Dowdd. Dla dowodu (i) wystarczy przyjac¢ W= Uneny Wen s We=MN,en Wep, -
Ze Stwierdzenia [T.2.T] wynikaja wéwczas réwnosci

21170\ — Tien 2 S 2T  Ti p2

1 (W)—hTanE (We,) 1 (W )—117£n€ (W),
a zgodnos¢ obu granic z catka zapewnia Twierdzenie Darboux. Réwnosé
([ITI9) jest oczywistym wnioskiem z (i). O
Cwiczenie 11.3.1. Sprawdzi¢, ze dla funkcji ciaglej f > 0 zachodzi ré6wnosé
Wy =W a wiec takze f(ff = (2(Wy).
Uwaga 11.3.1. W ogélnosci zbiér Wy niekoniecznie jest borelowski, nato-

miast rézni sie od kazdego ze zbioréw borelowskich W! i W o jeden ze
zbioréw pomijalnych,

WAW!L WAW; € WAW! gdzie 2(W\W) =0,

czyli o podzbiér zbioru borelowskiego o mierze rownej 0. W klasycznej teorii
miary miare Lebesgue’a rozszerza si¢ na o—ciato wieksze niz rodzina zbio-
réw borelowskich — za mierzalne w sensie Lebesgue’a przyjmuje sie takze
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wszystkie zbiory bedace suma (lub réznica) zbioru borelowskiego i zbioru
pomijalnego. Dla rozszerzonej w ten sposéb miary Lebesgue’a i nieujemnej
funkcji f calkowalnej w sensie Riemanna na przedziale [a, b] zachodzi oczy-
wiscie rownosé [0 f = (?>(Wy). Kolejnym krokiem takiego rozszerzenia jest
catka Lebesgue’a, ktéra pojawia sie w naturalny sposéb w kolejnym kursie
Analizy.

Cwiczenie 11.3.2. Korzystajac z sum dolnych Darboux wykazaé, ze dla
funkeji ciaglych zachodzi takze réwnosé [ ; f= EQ(WJ?), gdzie

We={(z,y) eR* a<b<zil<y< f(x)}

Wywnioskowaé stad, ze sam wykres funkcji ciagtej ma miare 0.

11.4 Twierdzenie Lebesgue’a o catkowalnosci

Zwiazki pomiedzy catka Riemanna, ciagloscig funkcji i miara Lebesgue’a
precyzuje kilka twierdzen, z ktérych za najwazniejsze uwaza sie

Twierdzenie 11.4.1 (Lebesgue’a). Ograniczona funkcja zmiennej rzeczy-
wistej f okreslona na ograniczonym przedziale domknietym [a,b] jest calko-
walna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy jej zbior punktow niecig-
glosci Ny ma miare Lebesgue’a {(Ny) = 0.

Przypominamy, Ze zgodnie z Twierdzeniem [[.21] zbiér Ny € Bgr jest
mierzalny — ma okreslona miare Lebesgue’a. Dowody obu czesci twierdzenia
sa niezalezne.

Dowdd Twierdzenia[I1.4.1] — warunek dostateczny calkowalnosci. Niech f
bedzie funkcja ograniczong na przedziale [a,b] i taka, ze £{(Ny) = 0. Z Le-
matu [T.3.4(ii) wynika, ze dla kazdej liczby n > 0 zbiér [a, b] \ Ny punktéw
cigglodci funkcji f zawarty jest w sumie |J,,cn En(n), gdzie zbiory

En(n) = {z € [a,0]; Viznr(z)—dr(z) <n} dlaneN (11.20)

tworza ciag zstepujacy. Zauwazmy przy tym, ze E,(n) jest zbiorem bore-
lowskim, jako przekréj przeliczalnej rodziny zbioréw {z; ¢ (z)—¢r(z) < n},
k > n, bedacych suma skoniczonej liczby przedzialéw. Przyjmijmy E), (n) :=
la,b] \ En(n) dla neN. Jesli zbiér Ny D),y E;,(n) ma miare 0, ze Stwier-
dzenia [[T.2.1] wynika, ze

lim £, (n)) = £( () Ep(m) =0,

neN
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dla kazdego 1> 0. Wybierzmy zalezng od 1 liczbe m € N taka, ze £(E., (1)) <n
i dla dowolnego n > m przechodzimy do catki Riemanna z funkcji schodko-
wej Y, — ¢ = 0. Otrzymujemy

JRTESED SETATES

i<2k

= Z MZ'E((.%'Z'_L{L‘Z‘) N Em(n))+ Z M; g((xi—lvxi) N Eln(ﬁ))y

i<an i<2n

gdzie liczby M; = sup {f(x) — f(y); =,y € (zi—1,2;)},i < 2", bedace staly-
mi wartosciami funkeji ¢, — ¢y, sa ograniczone przez M := 2sup(|f]). Jesli
dla pewnego i zbiér E,,(n) zawiera punkt x € (z;_1,x;), wowczas nieréw-
nosé¢ Y, (x) — ¢p(x) < n implikuje M; < 7. Pozwala to oszacowaé skladniki
pierwszej z sum. Dla obu sum mamy nieréwnos$é

b
/a (n — bn) < 3" 0 l(img,z5) + ME( | (zir, ) 0 Ely ()

i<an i<an

<nl(a,b) + MLUE], (1) <n((b—a)+ M).

WykazaliSmy tym samym, ze wystarczy przyjac n = 5—737, a wéwczas dla
prawie wszystkich n € N otrzymujemy 0 < f; (Yn, — ¢n) < g, co konczy
dowdd catkowalnosci funkeji f. O

Whniosek 11.4.2 (Calka jako miara). Kazda ograniczona funkcja rzeczywi-
sta f: [a,b] — R o co najwyzej przeliczalnej liczbie punktéw niecigglosci jest
catkowalna w sensie Riemanna. Cze$é dodatnia f+ = max{f,0} i wjemna
[~ =max{—f,0} sq takze calkowalne i zachodzi réwnosé

b
/ f=CW) = C(W,o), (11.21)
przy czym oba zbiory pod wykresem nalezg do By2.

Dowéd. Poniewaz f = f+ — f~ i kazda z funkcji ma co najwyzej przeli-
czalny zbiér punktéw niecigglodci, wystarczy ograniczyé sie do przypadku
f>0. Z udowodnionej juz czesci twierdzenia wynika catkowalno$é funkeji f,
a wobec Twierdzenia pozostaje udowodnic, ze Wy jest zbiorem bo-
relowskim. Korzystajac z funkeji schodkowych (ITTI6)-({ITI7), zauwazamy
rownosé

WAW; = | {z} x (f(2), f(x)], (11.22)

J?ENf
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gdzie f“(x) = inf,¥,(x) dla = € [a,b], zad8 W* = N, enWy, = Wiu
jest zbiorem pod wykresem. Istotnie, z Lematu [[1.3.4)(ii) wynika zbieznos¢
() — f(z), a wiec takze réwnosé¢ f“(x) = f(z) dla kazdego punktu
x ¢ Ny. Poniewaz, z zalozenia, zbiér Ny jest co najwyzej przeliczalny, zbior
(II.22)) jest zbiorem borelowskim i te sama wlasnosé ma W. O

Dowod Twierdzenia [I11.7.1 — warunek konieczny. Niech f: [a,b] — R be-
dzie funkcjg catkowalng w sensie Riemanna. Korzystajac z Twierdzenia[l.2.T],
przedstawiamy zbiér N; punktéw niecigglosci w postaci

1
Ny = |]J Dn, gdzie D, = {z€a,b]; ws(z) > E} dlan € N.
neN

Ustalmy n € N. Funkcja f calkowalna w sensie Riemanna spelnia waru-
nek ([I0.I3]), a zatem dla dowolnego & > 0 istnieje podzial P={xg,..., T}
przedziatu [a, ], dla ktérego

> (M(f) = ma(f)) (@i — xi1) <. (11.23)

<m
Przyjmijmy J,, = {i < m; M;(f) — m;(f) > %}, udowodnimy inkluzje

D, CcPuU U (xj_l,xj).
J€JIn

Istotnie, dowolny punkt nieciaglosci x € D, \ P lezy w pewnym przedziale
otwartym (z;_1,2;),7 <m, a wiec (z—6, 2+9) C (z;—1, ;) dla pewnego § > 0.
Skoro wg(x) > %, z definicji oscylacji wynika, ze w przedziale (x — §,z + 9)
istniejg liczby vy, 2z takie, ze f(y) — f(z) > % Zatem

1 .
My(f) = mi(f) > = = j € Jn
Dla miary Lebesgue’a oznacza to oszacowanie

E(Dn) < Z (:CZ — :Cl;l) <ne,
JE€In

gdzie ostatnia z nieréwnosci wynika z (IT.23]). Dla kazdego n € N, z dowolno-
$ci € > 0 wnioskujemy, ze £(D,) = 0. Zatem {(N¢) < >, en (D) =0. O
11.5 Catkowanie numeryczne

W biezacym podrozdziale wskazujemy trzy klasyczne metody prezentowa-
ne tu jako algorytmy, narzedzia stuzace do numerycznego, przyblizonego
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wyznaczania wartosci catek Riemanna. Mozliwosé uzyskania dostatecznie
szybkiej zbieznosci, czyli — akceptowalnej dokladnosci po wykonaniu rela-
tywnie niewielkiej liczby obliczen — zalezy od wybranej metody, ale wigze
sie tez z podwyzszonymi wymaganiami dotyczacymi rézniczkowalnosci cat-
kowanej funkcji.

Najprostsza z prezentowanych, metoda prostokgtow, sprowadza sie do
wyznaczenia sumy Riemanna ([I0I6) dla wyboru £ zlozonego ze $rodkéw
odcinkéw, na ktore dzieli sie¢ przedzial catkowania.

Twierdzenie 11.5.1 (Metoda prostokatéow). Niech f: [a,b] — R bedzie
funkcig klasy C, ktérej druga pochodna f" istnieje i jest ograniczona w prze-
dziale (a,b). Dla dowolnej liczby n € N zachodzi réwno$é

b—a & Ti—1+ x;
- ; (T)JFR,“ (11.24)

/ ' f ) do =

gdzie punkly x; = a+1h dla h = ’)_T“,i < n, tworzg réwnomierny podzial
przedziatu calkowania, a reszta R, wyraza sie wzorem

b— a)h?
TP e
dla pewnego ¢ € (a,b). Jesli funkcja f" jest calkowalna, zachodzi réwnosé

. Rn 1 /10
nlgréoﬁ = ﬁf |- (11.26)
Dowdd. Ustalmy dowolne n € N. Dla ¢ < n niech ¢; oznacza Srodek prze-
dzialtu J; = [z;-1,2;]. Zgodnie z Twierdzeniem [0.1.3] dla kazdego = € J;

zachodzi wzor Taylora

fla) = flei) + fe)z — ) + pla)(z — ), (11.27)

w ktérym o(z) = @, a &, jest pewnym (nieznanym, zaleznym od x)

punktem wewnetrznym przedzialu. Jesli z # ¢;, réwnosé ([I27]) okresla
o(z) jednoznacznie. Poniewaz reguta de L’Hopitala pozwala stwierdzié¢ ist-
nienie granicy

lim f@) = fle) = [le)x—c) lim f'(@) = flei) f”;Cz')

T—ci (x —¢)? z—ci 2(x —¢)

)

dla uzyskania ciaglosci funkeji ¢: J; — R wystarczy przyjaé¢ ¢(c¢;) = ! Néc").

Dla kazdego i < n, catkujac tozsamo$é¢ (IT.27) i korzystajac z Twierdzenia
o wartosci sredniej, otrzymujemy

/ f = hf(e) + o) [

i — i—1

Ty

3
(0~ i) de = hf(e) + 515 (),
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gdzie zaréwno 7; jak i ¢; = §,, lezy wewnatrz przedziatu J;. Suma otrzyma-
nych w ten sposéb zaleznosci daje rownoéé (I1.24]), w ktorej

" (b—a)h? f"(C1) + ..+ ["(Gn)
Ry 5o -85 - ,

gdzie (; € (x;—1,2;) dlai < n. Poniewaz $rednia n liczb jest zawarta miedzy
najmniejsza a najwigksza z nich, koncowa postacé reszty R, wynika z wla-
snoéci Darboux dla pochodnej f” (Wniosek B3.4)).

Wyrazenie bfTa(f”(Cl) + ...+ f"(¢y)) jest jedna z sum Riemanna dla
calki [ ; f". Jesli pochodna f” jest catkowalna, zgodnie z Twierdzeniem Dar-
boux — 1 wzorem calkowym Newtona-Leibniza — wartoScig graniczna
ciagu sum jest catka réwna f’(b) — f'(a). O

Kazdy sktadnik sumy Riemanna (I1.24]) opowiada polu prostokata o pod-
stawie [z;_1,x;]. Dwa kolejne sposoby aproksymacji catki Riemanna [ ; f
opieraja sie na analogicznym pomysle, by dla ustalonego réwnomiernego
podzialu a=x9< ... <z, =0> poszczegdlne sktadniki sumy

/abf(x)dx:if:l/:lfdx

przyblizaé¢ dokladng wartoécia pola figury w R?, w ktérej odpowiedni frag-
ment wykresu krzywej f zastapiony jest przez odcinek siecznej lub wykres
wielomianu.

Metoda trapezow, korzysta z przyblizenia

s b—a )
/ f(z)dx ~ 5 (f(ziz1) + f(xi)) dlai<n
i1 n
w ktérym catkowana funkeje f|, | «,) zastepuje funkcja liniowa
filr) = g5 f@ia) + g5 f(@) @ € fwi, mi].
Jedli funkcja f ma wyzsza klase gtadkosci, lepsza doktadno$é uzyskamy
stosujac metode Simpsona,
*2i b—a

f(z)dx

T2{—2 6

(f(w2i-2) + 4f (w2i-1) + f22:)) dlai<n

w ktérej przedzialy (w liczbie 2n) grupujemy w pary, a przy obliczaniu calki
funkcje f1izy;_,,20,] Zastepuje wielomian stopnia drugiego majacy w punktach
T = Xoj_9,T2_1, T2 te same wartosci, co f.

Szczegblowy opis jednostkowego bledu przyblizenia kazdej z metod za-
wiera
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Lemat 11.5.2. Dia dowolnej funkcji cigglej f: [a,b] — R rézniczkowalnej
w przedziale otwartym (a,b), niech r1(f) i r2(f) oznaczajq reszty wystepu-
jace, odpowiednio, we wzorze poréwnujgcym warto$é catki z polem trapezu
1 we wzorze Simpsona,

b
/a fla)de =252 (f(a)+ (1) +r1(f) = 252 (f(a)+4f () + £ (b)) + r2(f).

(i) Jesli pochodna f” istnieje w przedziale (a,b) i jest ograniczona, wéw-
czas

r(f)==2f"¢)  dlah:=b-a, (11.28)

gdzie ¢ jest pewnq liczbg z przedzialu (a,b).
(ii) Jesli f ma w przedziale (a,b) ograniczong czwartq pochodng f®), to

ra(f) = —ggfPQ)  dla b=t (11.29)
gdzie ¢ € (a,b).

Pomystowy, raczej pracochtonny dowod lematu zostal umieszczony pod
koniec biezacego podrozdziatu.

Twierdzenie 11.5.3 (Metoda trapezéw). Przy zalozZeniach z Twierdze-
nia [IL0T), dla dowolnej liczby n € N zachodzi réwnosé

/f ( (a) Zf b)) YR, (11.30)

gdzie R, = —%f”(() dla pewnego ¢ € (a,b). Jesli funkcja f" jest

catkowalna,

(11.31)

Dowdd. 7 Lematu [[T.5.2(i) zastosowanego do kazdego z przedzialéw o diu-
gosci h = b_Ta wynika wzér (I130) z reszta

i __b—a)h? f"(C) -+ ()
Z::_2 12 n ’

gdzie ¢; € (wi—1,2;) dla i < n. Tak, jak w dowodzie Twierdzenia [T.5.1]
konicowa postaé reszty R, wynika z wlasno$ci Darboux dla pochodnej f”,
a postaé graniczna (II31]) — z Twierdzenia Darboux dla sum Riemanna. [
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Uwaga 11.5.1. Liczba h jest tzw. krokiem, a doktadno$¢ metody wzrasta,
gdy jej krok zbliza si¢ do 0. Poréwnujac wzory (IT30)—(IL31) z wczesniej-
szymi oszacowaniami ([1.24])-({IT.26]) zauwazamy podobne tempo zbiezno-
éci, a czynnik h? w kazdym z nich oznacza, ze zmiana podziatu z n na 10n
czesci prowadzi do ok. 100—krotnego zmniejszenia btedu przyblizenia, co
daje kolejne dwie dokladne cyfry rozwinigcia dziesietnego szukanej liczby.
Co wiecej, btad w metodzie prostokatéw ma przeciwny znak i jest o ok. po-
towe mniejszy, niz — w analogicznej metodzie trapezéw. Szukana doktadna
warto$é calki [ ; f powinna sie znajdowaé w przedziale otwartym pomiedzy

n

Prb(f.n f(xl%ﬂz) a (11.32)
Trh(f.n) == — (% z_: (b)), (11.33)

a wyrazenie
Si(f,n) = —Pr Y(fom) + Tr b(f,m), (11.34)

redukujace graniczng warto$é bledu (M)f(ﬂj:?ﬂ]), powinno byé przybli-
zeniem istotnie lepszym. Otrzymany wzér Sil(f,n) oznacza dokladnie pre-
zentowana nizej metode Simpsona (sprawdzié!).

Twierdzenie 11.5.4 (Metoda Simpsona). Niech f: [a,b] — R bedzie funk-
cja klasy C3, ktdrej czwarta pochodna fW istnieje i jest ograniczona w prze-
dziale (a,b). Dla dowolnej liczby n € N zachodzi réwnosé

n—1

/f (f( );f( )+22f(332@'71)+2f($2@'))+3m
i=1 i=1

(11.35)

gdzie punkty x; = a+1ih dla h = bz_—na,i < 2n, tworzg réwnomierny podzial
przedziatu catkowania, a reszta R, wyraza sie wzorem

\p4
Ry = —L5g @ (Q) (11.36)
dla pewnego ¢ € (a,b). Jesli funkcja f 4) jest calkowalna, zachodzi réwnosé
R, Lo b
nlLooﬁ = —@f ‘a. (1137)
Dowdéd. Z Lematu [[T5.2(iii), dla kazdego z przedzialéw [zo; o, x9;],i<n,
dhugosci bT“ 2h, otrzymujemy wzor Simpsona ([I35]) z reszta

(b—a)h* fY) + ...+ FD ()

R Z 90 A 180 n
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gdzie (; € (wo;—2,r9;) dla i < n. Réwnos¢ (I1.30) wynika z wlasnosci Dar-
boux pochodnej f) (Wniosek B3.4)). Jesli pochodna f*) jest calkowalna,
istnienie granicy (IT.31]) wynika z Twierdzenia Darboux [6.3.1] dla sum Rie-
manna. ]

Uwaga 11.5.2. Wyrazenia (I132]) i (IL33)) sa przyktadami sum Riemanna
(I0I7), a wiec z Twierdzenia Darboux [[0.I7] wynika, ze rozwazane ciagi
sum sg zbiezne do catki f; f — o ile tylko funkcja f jest catkowalna. Wta-
sno$é¢ ta przenosi sie oczywiscie na cigg sum (Si8(f,n))nen rozwazanych
w metodzie Simpsona. Twierdzenia [T.5.1] i [T54 precyzuja, przy
jakich zatozeniach dotyczacych pochodnych funkcji f mozemy kontrolowaé
doktadnos¢ uzyskanego dana metoda przyblizenia.

Przyktad 11.5.1. Wyznaczajac wartosé catki J = [, 10 Sln(:D

metody prostokatéow (z lewej) i metody trapezéw (z prawej) otrzymujemy,
dla liczby krokéw n = 10,100, 1000, przyblizenia

dx przy pomocy

1,662 > J > 1,652
1,65838 > J > 1,656828
1,6583479 > J > 1,6583469

Po wyznaczeniu wspoltczynnika ¢ = f’ |(1)O ~ —0,0785 wystepujacego we wzo-
rach (IT26)-({IT31) mozemy skorygowaé wolniej zbiezne metody i poréw-
naé pr(f,n) = Pri®(f,n) + c% oraz tr(f,n) = Tri’(f,n) — c}f—; z metoda
Simpsona si(f,n) = Sig’(f,n).

n= 10 100 1000
n) 1,65842 1,658347601 1,6583475942196
51 (f, n) 1,65836 1,658347596 1,6583475942190
) 1,65825 1,658347585 1,6583475942180

Tabela 11.1: Poréwnanie dokladnosci metod calkowania

Zgodnie z oczekiwaniami, czynnik h* wystepujacy we wzorze (IL36) po-
woduje, ze kazdorazowa zmiana podziatlu z n na 10n czesci daje kolejne 4
doktadne cyfry przyblizanej liczby. Poniewaz nie znamy wartosci doktad-
nej (por. Przyklad M0.6.T]), proponujemy czytelnikowi wstepna ocene do-
ktadnosci — poprzez poréwnanie otrzymanych wynikéw ze skorygowanymi
metodami pr(f,n) itr(f,n).

Oszacowanie jednostkowego btedu wzoréow przyblizajacych warto$é cal-
ki [ ; f wyprowadzamy z jawnego opisu btedu przyblizenia samej funkcji f
odpowiednim wielomianem interpolacyjnym — stopnia 1-3.
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Stwierdzenie 11.5.5 (Twierdzenie o interpolacji). Dla dowolnej funkcji
cigglej f: [a,b] — R niech Ly oznacza funkcje liniowg réwng f w koricach
przedziatu, za$ Lo — wielomian kwadratowy przyjmujgcy te same wartosci
co f(x) dla x = a,b oraz w Srodku przedzialu c = “Eb.

(i) Jesli druga pochodna f” istnieje w przedziale (a,b), to dla x € [a,b]

f(z) = Ly(2) + L& (@ — a)(z — ),

gdzie &, jest zaleznym od x punktem przedzialu (a,b).
(i) Jesli w przedziale (a,b) istnieje trzecia pochodna f", to

f(@) = La(z) + L& (z — a) (z — b) (2 — ¢),

gdzie &, € (a,b) dla x € [a,b)].

(iil) Jesli w przedziale (a,b) istnieje pochodna ™, a Hy jest wielomia-
nem stopnia 3 magjgcym te same wartosci co f(x) dla x = a,b,c i ponadto
Hs(c) = f'(c), to

f(z) = Hy(z) + £58) (2 — a) (@ — b)(2 — ¢)?,
gdzie &, € (a,b) dla x € [a,b)].

Uwaga 11.5.3. Ogdlnie, wielomiany interpolacyjne maja w wybranych punk-
tach te same wartosci co badana funkcja i (ewentualnie) jej pochodne. Lq
i Lo stanowia przyklad wielomianéw Lagrange’a, natomiast Hs jest jed-
nym z wielomianéw interpolacyjnych Hermite’a. Tozsamosci sformutowane
w punktach (i)—(iii) dowodza (éwiczenie!), ze podane warunki spelnia co naj-
wyzej jeden uktad wielomianéw. Jawny wzér opisujacy Hs zawiera dowdd
Lematu Zagadnienie interpolacji wchodzi w sktad bardziej zaawan-

sowanej Analizy II 1 Analizy numerycznej.

Dowdd Stwierdzenia [I1.5.5 Niech x bedzie dowolnym ustalonym punktem
przedziatu (a,b). Dow6d jest analogiczny do dowodu wzoru Taylora i w kaz-

dym przypadku korzysta z uogdlnionego Twierdzenia Rolle’a.

(i) Funkcja g(t) = f(t)— L1 (t)— [ f () — L1 ()] =gt dla t€ [a, B], jest

ciggla i ma w przedziale otwartym drugg pochodng ¢”, a przy tym znika
w punktach ¢ = a,b,z. Ze Stwierdzenia [0.1.4] wynika istnienie £, € (a,b)
takiego, ze

0=g"(&) = ["(&) ~ [(@) — Li(@)] ey

gdzie korzystamy z tozsamosci L = 0.
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(ii) Wykazywana tozsamo$¢ jest oczywista dla = = c. Jesli zalozymy, ze

z # ¢, wowezas funkcja g(t) = f(t)— Lo(t) — [f(z) — La(x)] =m0 =2,
dla t € [a, b], jest ciagla i ma w przedziale otwartym trzecia pochodna ¢"”,

a przy tym znika w czterech punktach ¢ = a,b,c,z. Poniewaz Li = 0, ze
Stwierdzenia [0.1.4] wynika istnienie &, € (a,b) takiego, ze

0=g"(&) = f"(&) — [f(:C) — L2(x)} (ﬂﬁ—a)(ﬂﬁcm.

(i) Jeli pochodna f®) istnieje w przedziale (a,b), zakladamy, ze x # ¢
i rozwazamy funkcje g(t) = f(t)— Hs(t)— [f(z) — Hs()] % dla
t € [a, b]. Latwo sprawdzié, ze g(t) = 0 dlat = a,b, ¢,z i ¢'(¢) = 0. Pochodna
¢'(t) znika zatem w t = ¢ i przynajmniej w trzech punktach réznych od a, b, c.
Z uogdlnionego Twierdzenia Rolle’a wynika istnienie &, € (a,b) takiego, ze

V(&) = FD(&) — [f(2) — Hs(@)] Grayomamer

gdzie korzystamy z tozsamosci H. 3(4) =0 — dla kazdego wielomianu stopnia 3.
W kazdym z rozwazanych przypadkow otrzymane zaleznosci sa tozsame

z postulowanymi w dowodzonym twierdzeniu. U

Dowdéd LematuI1.52 (i) Niech Li(x) = =2 f(a) + =2 f(b) dla x € R. Ze

b—a —a
Stwierdzenia [[T.5.5)(i ) Wynlka tozsamo$¢ f(x) = Li(x)+¢(z)(z — a)(z — b),
w ktorej

f0-L@) _ &)
SO(x)_(av—a,)(av—b)_ 2 dia € (a,b)

jest funkcja ograniczona i ciagta, a wiec catkowalna. Réwnos¢ catek oznacza

/f /L1 / (z)(z —a)(b—z)dz

b
= 5@+ 10) = o) [ @—a)b-a)dr,

dla pewnego 1 € (a,b), gdzie funkcja podcatkowa zawierajaca ¢ spelnia

N3
zalozenia Twierdzenia [[0.2.12] Poniewaz ostatnia z catek wynosi %,
otrzymalismy tym samym wzér (IL28) dla ( = &,.

(i) Rozwazamy wielomian H3 = af(a)+Bf(b )+’Yf(6)+’ylf’(c) ze wspol-

czynnikami a(x) = ((Z 2(2 22,ﬁ( x) = 7((72 Z;be Cc))g, oraz y(z) = m%g)
iyi(z)= % dla z € R. Po stwierdzeniu ciaglosci i ograniczono-

$ci funkcji ¢ takiej, ze f(r) = Hsz(x)+p(x)(z—a)(z—b)(x—c)? i p(z)= %
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dla = € (a,¢) U (¢,b), catkujemy i korzystamy z Twierdzenia [[0.2.12)(ii).
Otrzymujemy

b

[1=[Hytetm) [ @-ae-ne-oPderom) [ @-aeb) o d

h h?
= 3 (f(@) +47(e) + F(8) = 155 (/) (&) + £ (&)
dla pewnych n; € (a,c) i n2 € (c,b). Jesli nieznane liczby &,,,&p, € (a,b) sa
rézne, z wlasnosci Darboux dla pochodnej (Wniosek B3.4]) wynika istnienie
€) = £ (En)+1M (Eny)
D) )

lezacego pomiedzy nimi punktu ¢, dla ktérego f¥)
a to oznacza postaé reszty ro(f) podana w (I1.29). O

Uwaga 11.5.4. Udowodnione wyzej oszacowanie btedu w metodzie Simp-
sona korzysta z przyblizenia catkowanej funkcji wielomianem Hs stopnia 3,
a nie — jak bylo zapowiedziane wczesniej — wielomianem Lo stopnia 2.
W istocie, oba podejscia prowadza do tego samego wzoru przyblizajacego
wartosé calki, a przyczyna tego jest réwnosé f;(ac —a)(x —b)(z —c)dx = 0.
Dzieki niej catka [ Cf f jest réwnie dobrze przyblizana przez wielomiany stop-
nia 2, a otrzymany wzor Simpsona pozostaje doktadny takze dla wielo-
mianéw stopnia 3. Poniewaz jednak sama funkcja f moze by¢ przyblizana
doktadniej przez wielomiany wyzszych stopni, wybdér Hz pozwala na lepsze
oszacowanie bledu.



Rozdziat 12

Obliczenia numeryczne —

zadania

Zestawienie ¢wiczen i proponowanych w tekscie zadan wymagajacych wy-

konania obliczen (lub wykreséw) z pomoca dostepnego dla czytelnika pro-

gramu komputerowego i/lub jezyka programowania.

Zadanie Opis Strona
Cwiczenie B  przyblizony wzér dla wyrazéw ciagu Fibonacciego str. 211
Cwiczenie B2 wizualizacja pojecia zbieznosci dla wzoréw Leib- str. 241

niza i Wallisa oraz dla zlotej proporcji
Cwiczenie B3] przybl. liczby /2 z dokladnoécia do 1072 str.
Cwiczenie B50]  przybl. liczby e zgodnie z podanym oszacowaniem str.
btedu
Rysunek AT funkcje wyktadnicze dla réznych podstaw str.
Cwiczenie A ilustracja nieréwnoéci e, > (1+ %)n str.
Uwaga B5.1.4] numeryczna ocena rozbieznosci szeregu harmo- str. 21
nicznego i zbieznosci szeregu anharmonicznego
Przyktad B4  metody stopniowego przyspieszania zbieznosci sze-  str. G8 str.
regu anharmonicznego
Cwicenie wykres sumy szeregu trygonometrycznego str.
Przyktad przyklad funkcji nieciaglej str.
Przyktad funkcja ciagla zdefiniowana kilkoma wzorami str.
Przyktad algorytm potowienia dla obliczania v/2 str.
Cwiczenie str.

Rysunek

algorytm wyznaczania lokalnego maksimum funk-
cji
funkcje potegowe dla réznych wyktadnikéw

str.
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Zadanie Opis Strona

Cwiczenie B4 przybl. warto$¢ © w oparciu o dokladng wartosé str.
sin(3°)

Cwiczenie przyblizenie wielomianami funkcji sin; przybl. str. {00
wartos¢ ¢ jako miejsce zerowe wielomianow

Cwiczenie wykres przykladowej funkcji i jej asymptot str. [[T8]

Cwiczenie szybki spos6b wyznaczania liczby In(2) str. [[30

Przyklad BZ3]  wykresy funkcji rézniczkowalnej, o nieciagglej po- str. [[32
chodnej

Cwiczenie B2l  przyspieszanie zbieznosci szeregu Leibniza str. [[34]

Przyktad B3Il  wykres funkcji i jej pochodnej — czy TA funkcja str. 1391
jest monotoniczna?

Cwiczenie wyznaczanie wspélczynnika we wzorze Stirlinga str. [[42

Przyktad badanie funkcji — szukanie punktéw krytycznych str. [[59

Cwiczenie badanie funkcji |1+ %’x dla x # —1 str. [[60)

Cwiczenie badanie funkeji z% dla 2 > 0 str. 160

Cwiczenie 74  badanie funkcji 2% sin (|z[~¢) dla |z] < 1 str. [[61]

Cwiczenie szereg wolno zbiezny do 5 str. [I71]

Cwiczenie szereg poprawiony zbiezny do 7 str. T2

Przyktad wyznaczanie 7 z szeregu dla arcsin(4) str. T3

Cwiczenie wyznaczanie 7 ze wzoru Machina str. ['74]

Przykltad[@33  poréwnanie zbieznosci metod wyznaczania (przy- str. 74
blizen) liczb sin(1) i sin(2)

Przyktad sposdéb na szybkie wyznaczenie liczby In(2) str. [75

Cwiczenie @34  analogiczna metoda szybkiego wyznaczania liczb str.
In(3) i In(5)

Przyktad wyznaczanie przyblizenia liczby V2 str. [[70

Przyktad pochodnej — przyblizenia poprzez ilorazy réznico- str. [L70l
we zwyktle i symetryczne; bledy zaokraglen

Cwiczenie przyblizone wyznaczanie drugiej pochodnej str. [[78

Przyklad wyznaczanie rozwigzana réwnania cos(z) = z me- str. [I80
toda Picarda

Przyktad @53 metoda Newtona wyznaczania przyblizen liczby str. [I87]
3

Uwaga [[0.4.4] przyspieszanie zbieznosci dla wzoru Wallisa str. 2T str.

Przyklad stata v Eulera-Mascheroniego; poréwnanie tempa str.
zbieznosci oryginalnego ciggu i ciagu (I0.60)

Przyklad I0.6.1] wyznaczanie wartosci calki folo %(x) dx 7 szeregu str.
potegowego

Przyktad II.L5J] wyznaczanie przybl. wartosci catki f010 bmmﬁ dr — str.

poréwnanie metod




Rozdziat 13

Spis symboli i skrotéw

Symbol Opis Definicja
R+ zbior liczb rzeczywistych dodatnich str. [0
ORD 1.-ORD 2. aksjomaty liczb dodatnich str. [l
|| warto$¢ bezwzgledna liczby x € R str.
r<y,r <y itd. relacje nieréwnosci str.
sgn(z) znak liczby x € R str.
ORD 3. aksjomat cigglosci str.
N zbidr liczb naturalnych str.
Z zbidr liczb catkowitych str. [0]
Q zbidr liczb wymiernych str. [0}
max A, min A maksimum, minimum zbioru A C R str. [0
(Z) wspotczynnik dwumianowy Newtona n po k str. [0
|z czes$é catkowita liczby = € R str. B
S(A) zbidr (przedzial) ograniczen gérnych zbioru A C R str. [T
Z(A) zbidr (przedzial) ograniczen dolnych zbioru A C R str.
sup A kres gorny zbioru A str. [[2
inf A kres dolny zbioru A str. [[2
Va pierwiastek n—go stopnia z liczby a str.
a™ potega utamkowa liczby a str. [
a® potega liczby a o wykladniku x € R str. I
a = (an)neN ciag liczbowy str. 20
Sup,, an, inf,, a, kres gorny, dolny ciggu liczbowego a str. 2
g =lim, a,,a, — g granica ciagu, zbiezno$é¢ a, do granicy str. 23]
e liczba Eulera str.
R zbior liczb rzeczywistych rozszerzony o oo str. 341




257

Symbol Opis Definicja

S(a) zbidér ograniczen gérnych prawie wszystkich wyra- str. B
z6w ciagu a

Z(a) zbiér ograniczen dolnych prawie wszystkich wyra- str.
76w ciggu a

lim sup,, an, granica gérna ciggu liczbowego a str.

lim inf,, a., granica dolna ciggu liczbowego a str.

Sa= (> an)nen szereg liczbowy, ciag sum czedciowych str. [54]

> an suma szeregu str. B4

Sa(x) = (O] anx™)p>0  szereg potegowy zmiennej x str.

[ X =R f: X—=Y funkcja rzeczywista, o wartosciach w Y C R str. [(4]

f1X] obraz funkcji str. [74

1x funkcja tozsamo$ciowa, identycznosé na zbiorze str.
XCR

flx obciecie funkcji, ograniczenie dziedziny str.

ty przeciwobraz zbioru Y wzgledem funkcji f str.

gof zlozenie, superpozycja funkcji str.

L fIX]—R funkcja odwrotna str.

af +bg, fg, 5 dziatania na funkcjach str.

log,,In logarytm o podstawie a, logarytm naturalny str.

arcsin, arc cos, arc tg
Je

G&; F,

TR

wf(z)

Ny

feR—=R

lim, .+ f(I); f(t+)
lim, i~ f(2), f(t7)
lim, . f(x)
x:R—R

limg, 4o f($)

C

f(@)

FL@), fL(1)

Jeo J =R

2 s
f(0)

f/// (t)

Ck

79, 19

funkcje cyklometryczne

wnetrze przedzialu J

wyrdznione rodziny zbiorow w R

naturalna topologia w R — rodzina zbioréw otwar-
tych

oscylacja funkcji f w punkcie x

zbiér punktow niecigglosdci funkeji f

standardowe rozszerzenie dziedziny funkcji f
granica prawostronna funkcji f wt € R

granica lewostronna funkcji f wt € R

granica funkcji w punkcie t € R

funkcja Dirichleta

granice funkcji w nieskonczonosci

zbiér Cantora

pochodna funkcji f w punkcie ¢

pochodne jednostronne funkcji f

funkcja przyrostowa dla f: J — R w punkciet € J

alternatywne oznaczenie pochodnej

druga pochodna, pochodna rzedu drugiego
trzecia pochodna, pochodna rzedu trzeciego
klasa funkcji k—krotnie rézniczkowalnych (z cia-
glymi pochodnymi)

ogblne oznaczenie pochodnej rzedu k > 0.

str.
str.
str.

---
T HAHAH MK K NRNRNRNRN
EEEEEEEEEE

str.

str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.
str.

HHHEHHEEE

str.

=

str.
str. 124
str. (120!

str.
str. [140
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Symbol Opis Definicja
(gc—kk f(z) alternatywne oznaczenie pochodnej rzedu k str.
T]F(x) wielomian Taylora n—go stopnia funkcji f w ¢ str. [[G2
(Z) wspotczynnik dwumianowy Newtona dla a € R str. [L66I
Pla,b] zbiér podzialéw przedziatu [a, b] str. [I8Y
5(P) grednica podzialu P str. [I8T
L(f,P),U(f,P) dolna, gérna suma Darboux funkcji f wzgledem str. [I89
podzialu P
mi(f), M;(f) minimum, maksimum funkcji f na i—tym prze- str. 189
dziale otwartym podziatu
A(f, P) roznica miedzy gérna i dolna suma Darboux str. 1901
LE(F),UL(f) calka dolna, calka gérna funkcji f na przedziale str. 190
0,
f: f catka Riemanna funkcji f na przedziale [a, b] str. [91]
f: f(z)dx alternatywne (klasyczne) oznaczenie calki Rie- str. [[94]
manna
Re(f,P),R(f,P) sumy Riemanna wzgledem podziatu P str.
F|° [F(x))2=b przyrost funkeji pierwotnej F'(b)— F(a) str.
area(A) pole figury plaskiej A C R? str. 2111
vol (V) objetoéé figury przestrzennej V C R3 str.
len(T) dtugoéé tuku T’ C R? str.
L7 ffoof catki niewlasciwe (I rodzaju) str. 217
v stala Eulera—Mascheroniego str. 220
[f(z)dx caltka nieoznaczona str.
dp(t) rézniczka funkcji str.
[0, o] rozszerzony przedzial nieskoficzony w R str.
o— wlasno$é funkcji lub rodziny zbioréw zwigzana — str. 233kstr. 234
z przeliczalnymi sumami zbiorow
a(C) o—cialo generowane przez rodzine zbioréw C str.
Br, B2 rodziny zbioréw borelowskich w R i w R2 str.
£: Br — [0, 0] miara Lebesgue’a na prostej str.
0?: Bp> — [0, 0] miara Lebesgue’a na plaszczyznie str. 238
Wy zbiér (w R?) pod wykresem funkcji f > 0 str. 240
whwe zbiory borelowskie ograniczajace Wy str.
Prb(f,n) metoda prostokatéw, calkowanie numeryczne str.
Trb(f,n) metoda trapezow, catkowanie numeryczne str. 2491
Sib(f,n) metoda Simpsona, calkowanie numeryczne str. 2491
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aksjomat cigglosci, ORD 3,
aksjomaty
funkcji sinus i kosinus, [04]
liczb dodatnich

catkowalnosé

kryterium Riemanna, [[92

lokalna, [T9§]
catkowanie numeryczne

ORD 1,0 metoda prostokatéw, 240]
ORD 2, metoda Simsona, [249]
algorytm metoda trapezéw, 248

Newtona,
Picarda,
polowienia, [R4]
wyznaczania
maksimum funkcji,

miejsca zerowego funkcji,

zlotego podziatu,

ciag

ciag

Fibonacciego, 211
geometryczny,
iterowany,
Newtona, [[R4]
liczbowy,
Cauchy’ego, 7]

asyrnp'tota granica dolna,
pionowa, 117 granica gorna,
pozioma, [IT7]
: kresy, 211
ukosna, [[17]

funkcji wymiernej, [[18

badanie funkcji, 157

tabela, [[59]

calka

dolna,

gorna, [190)

Lebesgue’a,

nieoznaczona, 223

niewladciwa, 217
11 rodzaju, 221

monotoniczny,
niemalejacy,
nierosnacy,
ograniczony, 21]
podciag, A3l

prawie wszystkie wyrazy, 23]

punkt skupienia, 3]
rozbiezny,

do nieskoniczonosci,
$cisle monotoniczny,
wyrazy,
zbiezny,

Poissona, 218 ciggltosé funkeji, [T7]
Riemanna, [97] potegowej,

jako miara, 244]
na przedziale, [[91]
notacja, 194

trygonometrycznych,
warunek Cauchy’ego,
wedtug Heinego, [T7]
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wykladniczej,

zmiennej rzeczywistej, [T7]
jednostajna,
lewostronna, [RT]
na zbiorze, [77]
prawostronna, [B1]
w punkcie, [T7]
w sensie Cauchy’ego,
wlasnos$é Darboux,

cos, zob. funkcja kosinus

czesé calkowita,

dtugosé

tuku, 2131

niezalezno$é od parametryzacji, 213

przedziatu, 233

funkcja

catkowalna w sensie Riemanna, [[97]
ciggla, [T7]
cyklometryczna,
pochodne,
Dirichleta, 10
elementarna,
klasy C*, 54
klasy C*°,
rozwiniecie w szereg potegowy,
klasy C* dla k > 0, 154
kosinus,
aksjomaty,
pochodna,
szereg potegowy,
Lebesguea—Cantora,
logarytm
naturalny,
o podstawie a,
pochodna,
rozwinigcie w szereg,
malejaca,
monotoniczna,
na rodzinie zbioréw
o—addytywna, 233
monotoniczna, 233
niemalejaca,
nierosnaca,
nierozwijalna w szereg potegowy, [150]
odwrotna,
pierwotna,
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potegowa, [R7]
pochodna,
wypuklosé,
przyrostowa w punkcie,
réwnosé dwu funkcji,
rosnaca,
rézniczkowalna,
w punkcie,
rzeczywista
dziedzina, [74]
kresy, [T4]
obcigcie do zbioru,
ograniczona, [4]
oscylacja w punkcie, Q7]
przeciwobraz zbioru,
réznowartoéciowa, [74]
zlozenie funkcji,
zmiennej rzeczywistej, [[4]
schodkowa,
Scisle
monotoniczna,
wypukta, wklesta, [[43]
signum,
sinus,
aksjomaty,
pochodna,
szereg potegowy,
tozsamogciowa,
trygonometryczna,
wielomianowa, zob. wielomian
wklesta, [[43]
wyktadnicza,
o podstawie e, [51]
pochodna,
rozwiniecie w szereg,
wypuklosé,
wymierna, [78]
asymptoty, [I8]
catka nieoznaczona, 220]
granice, 311 421 017
rozktad na ulamki proste,
wypukta, [43]
zmiennej rzeczywistej, [T4]
granice jednostronne,
granice niewlasciwe, [[14]
granice w 0o, —oo, [[11]
pochodna,
rézniczkowalna,
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zZwezajaca, szeregu naprzemiennego,
Simpsona, 247}
granica wzér, 249
ciagu, stycznych Newtona, [[84]
dolna, trapezow, 247}
gérna, [35] wzor, 249
niewlasdciwa, zlotego podziatu,
funkcji, miara
lewostronna, [T09] dyskretna, 2371
niewlasciwa, Lebesgue’a,
prawostronna, 109 [[14] zbioru przeliczalnego,
w nieskonczonoéci, [T11] na o—ciele, 237]

skoniczona, 237]

identycznosé, zob. funkcja tozsamoscio- mieszanina ciagow,

wa

minimum,
iloraz réznicowy, [[24]

minimum funkcji,
lokalne,

kres dolny .
funlkcji, [ $ciste, [[40)
zbioru, nieréwnosé tréjkata,
kres gérny
funkcji, [74] objetosé
zbioru, bryty obrotowej,
kres zbioru figury przestrzennej,
kryterium poréwnawcze, kuli,
ograniczenie
Leibniza ciag, zob. wzér Leibniza dolne, [
lemat gérne, [
Carathéodory’ego, oscylacja funkcji, 107
Fermata, [[34]
liczba permutacja zbioru N, [[Q]
Eulera e, pierwiastek
suma szeregu, stopnia n,
Pi =, stopnia nieparzystego, [T7]
szereg Leibniza, pochodna
tozsamo$¢é Machina, [I74] funkcji odwrotnej, 3]
In, zob. funkcja logarytm naturalny iloczynu funkcji,
ilorazu funkcji, 371
maksimum, ztozenia funkcji, I31]
maksimum funkcji, pochodna funkcji,
lokalne, druga, [[40]
Sciste, jednostronna,
metoda logarytmiczna, [[33]
iteracji Picarda, notacja,
polowienia, [B4] rzedu k, [[54]
prostokatow, trzecia, 149
wzor, 249 w punkcie,
przyspieszania zbieznosci lewostronna,

ciggu naprzemiennego, 210 prawostronna, [124]
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podzial przedziatu, funkcji arc tg,
podpodziat, funkcji arc sin,
¢rednica, funkcji In,
pokrycie otwarte zbioru, funkcji potegowej,
pole funkcji sinus i kosinus,
figury plaskiej, 2111 funkcji wyktadniczej, [65]
kota, kontrprzyktad,
pod wykresem funkcji, o érodku w o,
prostokata, {911
potega o—cialo, 234]
o wyktadniku rzeczywistym, 7] generowane,
utamkowa, [I7] zbioréw borelowskich,
przedziat sin, zob. funkcja sinus
charakteryzacja, [[4] srednica podziatu,
domkniety, otwarty, E] stata Eulera—Mascheroniego +,
skoniczony, nieskonczony, [ styczna do wykresu funkeji,
wnetrze, [[03] suma,
punkt czesciowa szeregu, [34]
krytyczny funkcji, Darboux,
lokalnego Riemanna,
ekstremum funkcji, T34] szeregu, [54]
maksimum, szereg
minimum, 0] anharmoniczny, [57]
przegiecia funkcji, T49 suma,
staly, bardzo wolno zbiezny,
wyznaczanie metoda iteracji, 81 geometryczny,
punkty harmoniczny,
nieciggtosci funkcji, I07] stopnia a,
monotonicznej, uogélniony,
skupienia ciagu, E3] harmoniczny st. 2,
wewnetrzne zbioru, Leibniza, [[33]
zbiezny do e,
rézniczka funkcji, szereg liczbowy, B4
rézniczkowalnosé iloczyn Cauchy’ego,
warunek konieczny, kryterium zbieznosci
regula catkowe,
de L’Hépitala, 50 [5T1] Cauchy’ego,
relacja mniejszosci, d’Alemberta,
wlasnosci, Dirichleta,
rozktad Leibniza, 57
funkcji wymiernej na utamki pro- poréwnawcze, [62]
ste, naprzemienny, [57]
wielomianu na czynniki, przyspieszanie zbieznosci,
rozwiniecie przeksztalcenie Abela,
liczby zbiezny, [54]
binarne, tacznosé sumy,
dziesietne, bezwzglednie,

W szereg potegowy warunkowo,
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szereg potegowy,

calka,

ciggtosé, 100l
dwumianowy, [167]
pochodna,

promien zbieznoéci, [BR]
przedzial zbieznosci,

topologia, [102]

naturalna na prostej, 03]

twierdzenie

Abela,
Banacha o punkcie statym, I83]
Bolzano—Weierstrassa, E3]
Brouwera o punkcie statym,
Cauchy’ego o wartosci $redniej,
Darboux,
Heinego o jednostajnej ciagtosci,
Heinego—Borela,
Lagrange’a,
Lebesgue’a,
o calkowalnogci,
o calkowaniu przez czesci,
o charakteryzacji calki przez funk-
cje schodkowe,
o cigglosci
funkcji odwrotnej,
funkcji wypuktej, 147
sumy szeregu potegowego,
zlozenia funkcji,
o funkcji odwrotnej,
o geometrycznej interpretacji
calki,
pochodnej,
o iloczynie szeregéw, [71]
o interpolacji,
o jednoznaczno$ci funkcji sin i cos,
9]
o lokalnej catkowalnosci,
o monotonicznosci, [[37]
calki,
o nieréwnosci dla funkcji wypuktej,
o odwracalnosci funkcji rézniczko-
walnej,
o pierwiastkowaniu,
o pochodnej
szeregu potegowego,
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zlozenia i funkcji odwrotnej, [31]
o podciggach, @3]
o potegowaniu,
o produkcie zbioréw borelowskich,
250
o przemiennosci sumy szeregu, [70]
o réwnoéci granic,
o réwnowaznosci def. Cauchy’ego i
Heinego,
o rozktadzie na utamki proste,
o rézniczkowalnosci funkcji wypu-
ktej, I48]
szeregu dwumianowym, [IG7]
trzech ciaggach,
wartosci $redniej dla calki,
warunkach dostatecznych ekstre-
mum, [140)}
o zamianie zmiennych w calce,
0 zbieznosci szeregu potegowego,
o zbiorach otwartych w R,
Peano, o reszcie,
Picarda o zbieznosci,
podstawowe tw. rachunku catkowe-
go,
Rolle’a
rozszerzone,
uogdblnione,
Weierstrassa,

wlasnos¢ Darboux

funkcji ciagtej,
pochodnej, [[306]

Wallisa ciag, zob. wzér Wallisa
wartosé bezwzgledna,
warunek
istnienia
lokalnego ekstremum, [[40]
silnego ekstremum, [I41]
Lipchitza,
Riemanna, [192]
wielko$é, [34]
wielomian, [78]
rozklad na czynniki,
Taylora funkcji,
wielomiany interpolacyjne,
wspblezynniki dwumianowe
Newtona, [7]
rzeczywiste,
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wypuktodé, wklestosé¢ funkeji, [43] kryterium
interpretacja geometryczna, [143] [147] catkowe,
podstawowa nieréwnosé, Cauchy’ego,
warunki dostateczne, [[44] d’Alemberta,
warunki réwnowazne, [[43] Dirichleta,

wzor Leibniza, [57]
calkowy Newtona—Leibniza, poréwnawcze,
dwumianowy Newtona, [7] o wyrazach nieujemnych,
Leibniza, 24] [[33] warunek Cauchy’ego,
Machina, [74] warunek konieczny,
Poissona, 2T warunkowa,
Stirlinga, [[42] 214]
Taylora, [IG3]

z reszta catkowa,

z resztg Lagrange’a, [[63]
Wallisa,

dowéd, 2141

przyspieszanie zbieznosci,

ztota proporcja,
zasada indukcji,
zbiér
borelowski,
Cantora, 123]
miara Lebesgue’a,
domkniety,
liczb
caltkowitych,
naturalnych,
wymiernych,
nieograniczony, [1]
charakteryzacja, B3]
ograniczen
dolnych, T2}
gornych, [IT]
ograniczony, [IT]
z dotu, z gory, [
otwarty,
pod wykresem funkcji nieujemnej,
1240)
pomijalny,
punktéw niecigglosci, M7
typu Gs, F,, 103
zbieznos$¢ ciagu
monotonicznego,
warunek konieczny,
zbieznos¢ szeregu
bezwzgledna,
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