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Streszczenie

Praca przedstawia opis metod matematycznych i procedur numerycz-
nych stuzacych do rozwiazywania zagadnien modelowania i sterowania nie-
ciagtych uktadéw dynamicznych. Uzyskanie pozadanej doktadnosci rozwia-
zania réwnan rézniczkowych modelujacych stan uktadu dynamicznego z tar-
ciem, niejednoznacznoscia parametréw lub opdznieniem czasowym wymaga
stosowania metod dedykowanych. Rozwigzywanie i analiza ukladéw nie-
cigglych zwiazana z poprawa wydajnosci metod numerycznych odkrywa
istniejacy zakres trudnoéci, wyodrebniajac interesujace oszacowania i wy-
prowadzenia matematyczne opisane w tej monografii. Pozwala to na lepsze
zrozumienie i doktadniejsze przyblizenie proceséw fizycznych zachodzacych
w rzeczywistych uktadach drgajacych.

Podstawowy mechanizm pojawiania sie nieciaglodci jest zwiazany z przej-
Sciem rozwigzania przez granice rozdzialu obszaréw okreslonych w prze-
strzeni stanu przez rézniace sig¢ réwnania rézniczkowe. Chwila czasowa przej-
$cia, np. od utwierdzenia do poslizgu w uktadach z tarciem suchym moze by¢é
wyznaczona nieprecyzyjnie. Jest to wynikiem pominiecia w procedurze nu-
merycznej punktow szczegdlnych, a w modelowaniu numerycznym skutkuje
narastaniem niedoktadno$ci odwzorowania waznych cech fizycznych obiektu
rzeczywistego. Metoda aproksymacji réwnan rézniczkowych przez inkluzje
rozniczkowe i zmodyfikowana metoda Hénona opracowana w tej monografii
zwiekszajg dokladnos¢ obliczen numerycznych podczas symulacji uktadéw
nieciaglych o dynamice uwarunkowanej wystepowaniem granic rozdziatu
w przestrzeni stanu.

Nowoczesne metody projektowania i techniki optymalizacyjne wspdlist-
nieja z modelowaniem numerycznym i symulacjami komputerowymi. Stosu-
jac takie narzedzia, uzyskuje sie istotne informacje dotyczace, np. wartosci
krytycznych, dynamiki zmian stanu, spodziewanego zuzycia projektowanego
lub badanego obiektu rzeczywistego. Na podstawie opisu matematycznego
uktadu klatki piersiowej cztowieka reprezentowanej przez uproszczony model
mechaniczny, pokazano wplyw opdznien czasowych na odpowiedz obiektu
wielowymiarowego poddanego uderzeniu sprezystemu. Rozwiazanie nume-
ryczne rownan rozniczkowych z opéznieniem przedstawionym w rozszerzonej
reprezentacji uktadu liniowego pieciu potaczonych poduktadéw o parame-
trach zmiennych w czasie wptywa na dokladno$é¢ symulacji numerycznych.

W przypadku modelowania zmian parametrow N-potaczonych podu-
ktadéw, rozwiazano problem modelowania nieciaglo$ci wyrazonych za po-
moca charakterystyk przetaczajacych. Odnoszac sie do przypadku niecig-
glosci wywotanych tarciem suchym, pokazano, ze skokowa zmiana parame-
tréw determinowana witasnosciami reologicznymi jest jakosciowo inna, obok
wymuszen zewnetrznych, forma zaburzenia wplywajacego bezposrednio na



wewnetrzny stan uktadu. Modelowanie stanowej nieciggtosci parametréw
wybranego uktadu dynamicznego oparto na zapisie macierzowym, definiujac
zbiér macierzy wzmocnien wyczerpujacych wszystkie wartoéci parametréw
zaleznych od czasu.

W zakresie analizy dynamicznej przedstawionej w tej monografii opisano
liczbowe oszacowanie charakteru trajektorii czasowych za pomoca wyktadni-
kow Lapunowa. Wykorzystano réwniez teorig bifurkacji, bedaca silnie rozwi-
jana galezia dynamiki o szerokim spektrum rozwazan analitycznych i opty-
malizacyjnych dotyczacych schematéw numerycznych. W tej czesci pracy
przedstawiono metody analityczne i numeryczne umozliwiajace poznanie
schematéw bifurkacji oraz wyznaczenie dyskretnych diagraméw bifurkacji
granicy rozdzialu w przestrzeni stanu i rozwigzan numerycznych nieciagltego
uktadu dynamicznego z tarciem suchym. Teoria Filipowa stosowana do ana-
lizy uktadéw tego typu wsparta zmodyfikowang metoda catkowania nume-
rycznego Hénona pozwolita na wykonanie numerycznej estymacji bifurkacji
rozwigzan utwierdzenie-podlizg, jakie obserwuje sie w kawatkami-ciggtym
uktadzie dynamicznym o jednym stopniu swobody z wymuszeniem harmo-
nicznym. Na potrzeby rozwiazania numerycznego wprowadzono oscylujaca
granice niecigglosci, opisano ja funkcja zalezna od predkosci podstawy i uza-
lezniono od postaci wymuszenia zewnetrznego.

W czedci monografii dotyczacej sterowania nieliniowych uktadéw dy-
namicznych przedstawiono metody numerycznego modelowania i regulacji
predkosci obrotowej silnika pradu stalego. Pewien model silnika postuzyt
jako przyklad obiektu poddanego dzialaniu sit oporu wystepujacych w tozy-
skowaniu $lizgowym wirnika i pochodzacych od sit tarcia Coulomba, tarcia
zwiazanego z krzywa eksponencjalng charakterystyki tarcia kinetycznego
pojawiajaca sie na skutek efektu Stribecka, tarcia wiskotycznego i tarcia
zaleznego od potozenia katowego wirnika. Poddano rozwiazaniu zadanie ste-
rowania tym obiektem, polegajace na zaprojektowaniu kompensatora umoz-
liwiajacego zmiane predkosci obrotowej wzdluz zadanej trajektorii czasowej.

Schematy aktywnej kontroli mozna adoptowaé do optymalizacji uktadéw
mechanicznych lub biomechanicznych o wielu stopniach swobody. Biorac to
pod uwage, zaprojektowano i opisano metodyke oparta na zastosowaniu sity
sterujacej zmniejszajacej wzgledna deformacje modelu mechanicznego klatki
piersiowej czlowieka wywotang uderzeniem sprezystym. Widoczna redukcje
przemieszczen wzglednych wewnatrz klatki piersiowej otrzymano, rozwigzu-
jac zagadnienie optymalizacji liniowo-kwadratowej wskaznika wydajnosci.

Praca zostala wzbogacona o kod procedur numerycznych, napisanych
w jezyku programowania Python, weryfikujacych prowadzone eksperymenty
numeryczne, ktorych wyniki przedstawiono na wykresach czasowych i para-
metrycznych.



Wykaz wazniejszych oznaczen

A amplituda funkcji wymuszajacej;

A macierz stanu wewnetrznego;

AA macierz niejednoznacznosci stanu wewnetrznego;

a;, b; parametry ksztaltu doswiadczalnej charakterystyki tarcia
kinetycznego;

B stata ttumienia w ruchu obrotowym;

B macierz wejsé sterujacych;

AB macierz niejednoznacznosci wejs¢ sterujacych;

C macierz wyjscé;

D macierz transmisyjna;

c stata tlumienia;

Cm stala momentu;

Cp stala SEM obwodu elektrycznego twornika;

) szybko$é zmian wspotczynnika tarcia kinetycznego;

% polozenie katowe wirnika;

%) predkosé katowa wirnika;

h krok catkowania;

JIm masowy moment bezwladnosci wirnika;

J(to,tr) funkcja kosztu;

k stata sprezystosci;

K, macierz Riccatiego;

L, indukcyjnosé catego obwodu twornika;

A widmo wyktadnikéw Lapunowa;

m masa skupiona w punkcie;

1o wspotczynnik tarcia statycznego;

g (v) funkcja zmian kinetycznego wspélczynnika tarcia;

N sita nacisku normalnego do powierzchni przylegania;

w czestodé kotowa funkcji wymuszajacej;

Q macierz jakosci;

R macierz reakcji;

Um prad uzwojenia wirnika;

R, rezystancja uzwojenia twornika;

by granica rozdziatu;

Yu strefa utwierdzenia na granicy rozdziatu;

e strefa przeciecia na granicy rozdzialtu;

o funkcja przetaczen;

t czas;

T sita tarcia;

T;(v) funkcje zmian silty tarcia;
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minimalna wartoé¢ sily tarcia kinetycznego;
charakterystyki tarcia dla dodatniej i ujemnej predkosci
ruchu wzglednego;

sila tarcia statycznego;

maksymalna wartosé sity tarcia statycznego;
wspotczynnik tarcia wiskotycznego;

funkcja ograniczajaca z gbéry momenty sil tarcia zwiazane
z efektami nieliniowymi;

wektor wejsé sterujacych;

predkosé ruchu wzglednego pomiedzy powierzchniami
przylegania;

napiecie sterujace;

minimalna i maksymalna wartosé¢ predkosé wzglednej v;
predkosé ruchu podstawy;

sita reakcji;

punkty styczne na granicy rozdziatu;

wektor stanu;

wspotczynniki macierzy Riccatiego;

wektor wyjsé;

oznaczenie parametru estymowanego;



1. Wprowadzenie i przeglad literatury

Rozwdj nowoczesnych technik inzynieryjnych rozszerzyl zasieg stoso-
wania metod numerycznych. Potwierdzeniem tej tezy jest chociazby silny
wzrost mocy obliczeniowych sekwencyjnych urzadzen cyfrowych, tzw. pro-
cesoréw, wykonujacych coraz wiecej operacji podstawowych przetwarzaja-
cych dane pobierane z szybkiej pamieci operacyjnej komputera. Wzrost
liczby operacji matematycznych (stanéw logicznych) wykonywanych przez
procesor w jednostce czasu uzyskuje sie, zwiekszajac szybkos¢ przetwa-
rzania rozkazéw do niego kierowanych, stosujac wigksza (siegajaca setek
milionéw) liczbe tranzystoréw z ktérych jest on zbudowany lub dodajac
nastepne rdzenie i procesory pomocnicze. Obecnie, przenosi sie obciaze-
nie podstawowych jednostek procesorowych umiejscowionych w slotach ptyt
gléwnych komputeréow na karty graficzne wyposazone w procesory strumie-
niowe skladajace si¢ z kilkuset rdzeni i pozwalajace na wykonanie kilku
teraflopéw operacji zmiennoprzecinkowych podwdjnej precyzji na sekunde.
Spektrum zastosowan tak wydajnych uktadéw procesorowych jest dosé sze-
rokie i obejmuje: modelowanie zagadnien fizycznych w symulatorach tre-
ningowych i grach komputerowych, przyspieszanie obliczen numerycznych
prowadzonych we wszystkich dziedzinach nauk przyrodniczych i inzynieryj-
nych (np. technikach pomiarowych), kryptografie, konwersje i przetwarzanie
obrazow, sztuczna inteligencje, wizualizacje rzeczywistosci wirtualnej i inne.

Réwnolegta Sciezke postepu wyznacza rozwdj metod komputerowych
i matematycznych technik optymalizacyjnych wykorzystywanych w proce-
durach numerycznych. Rzeczywiste uktady fizyczne spotykane w mechanice
i mechatronice znajduja swoj przyblizony odpowiednik w symulacjach nu-
merycznych prowadzonych ze skonczona doktadnoscig obliczen matematycz-
nych. Okazuje sie, ze duza trudnoscia jest umiejetne przetozenie rejestrowa-
nych sygnaléw fizycznych na poprawny model matematyczny, a nastepnie
jego zapisanie przy uzyciu kodu numerycznego.

Wykonanie kodu numerycznego na maszynie cyfrowej powinno prowa-
dzi¢ do otrzymania serii danych odpowiadajacych mierzonym sygnatom nio-
sacym informacje o biezacym lub przeszlym stanie badanego uktadu rze-
czywistego. Pomocne w tym zakresie sa matematyczne metody identyfikacji
parametréw, optymalizacji odpowiedzi przejsciowych i ustalonych, a takze
metody aproksymacyjne dedykowane rozwiazywaniu wymienionych proble-
mow.

Trudnoéci zwigzane z symulacjami numerycznymi drgan uktadow de-
terministycznych moga by¢ powodowane réznymi niedogodno$ciami: niecig-
gloscig charakterystyk elementéw podatnych i ttumiacych, niejednoznacz-
noscia parametrow wynikajaca, np. z histerezy, nasycenia i stref martwych,
zjawiskami tarcia i uderzenia, op6znieniami czasowymi, wystepowaniem sta-
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néw przetaczajacych mono- i bistabilnych. W tej monografii autor rozszerza
spektrum wykorzystywanych metod matematycznych i numerycznych tech-
nik obliczeniowych. Uwzgledniaja one niektore sposréod wymienionych wyzej
zjawisk, poprawiaja doktadno$¢ rozwiazan, umozliwiaja sterowanie i analize
dynamiczng nieciaglych uktadéw drgajacych.

1.1. Funkcje nieciggle w modelowaniu ukladéw z tarciem

Funkcje nieliniowe wystepuja w réwnaniach rézniczkowych modeluja-
cych efekty nieliniowe, np. tarcie suche. Model tarcia suchego przedsta-
wia funkcje zmian wspotczynnika tarcia lub sity tarcia od predkosci ruchu
wzglednego powierzchni tworzacych kontakt cierny. Wsrod zastosowan opi-
sanych w pracy [11] mozna wyréznic:

a) teoretyczny model tarcia dany wzorem

E@:{nwrwmwaw;v¢o w

Ts € {_MONHUON}v v =0,

w ktérym funkcje sgn i py zalezne od predkosci ruchu wzglednego v sa

postaci:
1, v>0,
sgn(v) =4 —1, v<0, (1.2)
0, v=0,
Ho
= —: 1.
#0) = T (13)

b) doswiadczalny model tarcia dany wzorem

T+(U) :1_|U|TS_Tmin ’U>O
Tom T smVmax ’ ’
Tf ('U) al _M a _ vl =Ymin
Th(v) = =1 b1 o <0,
2( ) Tom * sme * Tsme Y
Ty e{—1+ GRS 1} V=0
Tom Tsm Tsm ’ ’ ( )
14

Charakterystyke T (v) wyznaczono na stanowisku laboratoryjnym prze-
znaczonym do pomiaru sit tarcia statycznego i kinetycznego pomiedzy po-
wierzchniami przylegania pary ciernej stal-poliester [56].

Zapis w postaci wzoréw (1.3) lub (1.4) stanowi przyklad funkeji wielo-
warto$ciowej (w przypadku v = 0 nawiasy klamrowe oznaczaja zbiér liczb),
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zmieniajacej si¢ w sposdb skokowy przy ciagtej zmianie argumentu. W efek-
cie, rozwigzania numeryczne rownan roézniczkowych opisujacych dynamike
uktadéw niecigglych sa trudniejsze do wyznaczenia. Nalezy zwroci¢ uwage
na wartosci funkeji 77 (v) i Ta(v) dla wzglednej predkosci ruchu v = 0.

m VTO, LN > |W| m V?O, w,N>W
: s
‘ wW<0 w>0 ‘
] \TN T :twierdzenie - T T\N\ 7| utwierdzenie
T, T,
a) N b) S
m x>0 x<0 m
A i i [
| - w<0 w=>0 o \
N N
0$liz; osliz
T A
o) I | d) T

Rysunek 1.1. Rozklad sil dzialajacych na mase m w czasie tarcia statycznego (a, b)
i kinetycznego (c, d). Stan utwierdzenia powierzchni przylegania zaznaczono ob-
szarem kreskowanym pionowo, stan poslizgu obszarem kreskowanym poziomo

Jak pokazano na rysunku 1.1, w stanie utwierdzenia powierzchni przy-
legania sita tarcia statycznego ugN jest skierowana przeciwnie do sity W,
dziatajacej w ptaszczyznie réwnoleglej do tej powierzchni. Zaleznie od znaku
wartosci sity W, masa znajdujaca si¢ w stanie utwierdzenia przejdzie w stan
poslizgu, ktorego charakterystyka tarcia kinetycznego przebiega wzdluz ga-
tezi T4 (v) lub T_(v).

Na podstawie powyzszego przyktadu mozna zauwazy¢, ze uzyskanie po-
zadanej doktadnosci rozwiazania réwnan rézniczkowych modelujacych ruch
uktadu dynamicznego z tarciem suchym wymaga zastosowania pewnych
przyblizen lub metod dedykowanych. Rozszerzenie tego zagadnienia przed-
stawiono w dalszej czesci pracy.

1.2. Przeglad literatury z zakresu symulacji numerycznych
niecigglych uktadéw dynamicznych

W tym podrozdziale wykonano przeglad wybranych metod numerycz-
nych dotyczacych modelowania nieciaglych uktadéw dynamicznych. Rozsze-
rzenie tych zagadnien zostato zamieszczone we wprowadzeniach do kolejnych
rozdzialéw tej monografii.
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Kilka efektywnych metod numerycznych stuzacych do rozwiagzywania za-
gadnien mechaniki polaczen kontaktowych z tarciem zawarto w pracy [75].
Zastosowano tutaj metode bezposredniego podstawienia do nalozenia wa-
runkéw wiezéw kontaktowych na zwarta postaé rownan elementéw skon-
czonych, co pozwolilo na zredukowanie liczby réwnan rézniczkowych pel-
nego uktadu dynamicznego. Rozwijajac te metode, wyprowadzono algorytm
oparty na pewnych probach warunkéw kontaktowych, ktéry pozwolil na
wyodrebnienie dwdéch rodzajéw nieliniowosci determinujacych metodologie
rozwigzania numerycznego. Dodatkowo, w metodzie modyfikacji sekwencji
zmian znaku wprowadzono calkowanie analityczne w celu okreslenia sta-
néw podatnych rozpatrywanych w kazdej iteracji catkowania numerycznego.
Zwiekszylo to znaczaco szybkosé i doktadnosé procedury obliczeniowe;j.

Model wymuszanego wahadla matematycznego z ttumieniem wiskotycz-
nym i tarciem Coulomba rozwazono w pracy [49]. Istnienie lokalnego rozwia-
zania analitycznego dobrze postawionego problemu matematycznego zostato
udowodnione, dajac podstawy do wyprowadzenia adaptowanego schematu
numerycznego. Uwage skupiono na zbadaniu silnie nieliniowych zachowan
nieciaglych pojawiajacych sie w dynamice analizowanego wahadla, symu-
lujac ja przy zachowaniu bardzo maltego kroku calkowania. Zbadano glo-
balne zachowanie wahadla z tarciem suchym dla przypadkéw drgan swobod-
nych i wymuszenia okresowego, wyciagajac wniosek, ze drgania chaotyczne
pojawiaja sie przy nieduzych sitach tarcia odpowiadajacym malym warto-
$ciom wspoélczynnika tarcia kinetycznego. Numeryczne obliczenie wyktad-
nikéw Lapunowa polaczono z obliczeniem funkcji Melnikova ograniczajacej
znormalizowang sile tarcia Coulomba.

Praca [29] podejmuje analize technik rozwiazywania réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych z nieciagloéciami powodowanymi sitami tarcia suchego
i zmiennym w czasie kierunkiem predkosci ruchu wzglednego. Problem roz-
patrzono na gruncie analizy zachowania dynamicznego pewnej struktury
izolowanej od strony podstawy z uwzglednieniem efektow typu utwierdzenie-
-poslizg. Wyprowadzono zaleznosci matematyczne, w ktoérych bezposrednie
zastosowanie funkcji sgn jest przyczyna znaczacych niedoktadnosci rozwia-
zan numerycznych. Stosujac linearyzacje pewnej sktadowej funkcji opisuja-
cej site tarcia, wykonano aproksymacje tej niekorzystnej funkcji, proponujac
w efekcie algorytm numeryczny stuzacy do symulacji dynamiki struktur izo-
lowanych od strony podstawy.

Metody przyblizone lub okre$lone zasady uproszczen uzywane w nu-
merycznych rozwigzaniach nieciaglych ukladéw dynamicznych maja rézne
postaci i zaleza od wymiaru uktadu, ztozonosci i doktadnosci modelowania.
Jedna z takich metod opiera sie na numerycznym obliczaniu map Poincaré
na podstawie ukladu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu [39]. Calko-
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wanie numeryczne do chwili pojawienia si¢ w tym modelu stabilnego stanu
rownowagowego, prowadzi do rozwigzania dokladnego dowolnego uktadu
nieciaglego z tarciem suchym charakteryzujacego sie dwoma typami przejéé
dynamicznych w strefie kontaktu, tzn. od utwierdzenia do po$lizgu i od
poslizgu do utwierdzenia.

W pracy [69] rozpatrzono rozwiazania nieciaglych réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych, modelujacych dynamike drgan z tarciem suchym. Do
znalezienia stabilnych i niestabilnych oscylacji okresowych w ruchu typu
utwierdzenie-poslizg zastosowano dedykowany algorytm numeryczny prze-
znaczony do badania modeli elementéw skonczonych, zawierajacych lokalne
nieciggloéci wywotane zjawiskami nieliniowymi, takimi jak: przetaczanie,
nasycenie, strefy martwe. Przy modelowaniu tego typu nieliniowosci wyko-
rzystano aproksymacje funkcji sgn funkcja arctan. Ponadto, stosujac wy-
brane metody rozwiazywania sztywnych ukladéw réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, estymowano rozwiazania okresowe modelu matematycznego
autonomicznych uktadéw dynamicznych o dwoch stopniach swobody.

Numeryczne aspekty kontynuacji wzglednych orbit okresowych rozpa-
trzono w pracy [73]. Przedstawia ona metode calkowania numerycznego
wzglednych orbit okresowych wywodzacych sie z orbit bifurkacyjnych tamia-
cych symetrie przestrzeni stanu. Przy uogélnieniu proponowanego podejscia,
wyprowadzono algorytm $ledzacy oparty na algorytmie préb wielokrotnych
znajdujacym swoje podstawy w metodzie kontynuacji stycznej z jawna para-
metryzacja wtérna. Podobny, wydajny algorytm Sledzacy omijajacy punkty
krytyczne rozwiazania opisano w pracy [27].

Uktad pojedynczego oscylatora z nachyleniem i dynamicznym modelem
tarcia suchego poddano analizie w pracy [25]. Zalozono, ze w ruchu (masy
suwaka) ze stala predkoscia wzgledna istnieje przesuniecie fazy poslizgu po-
miedzy dwoma kolejnymi fazami utwierdzenia. Ponowny wybor poczatkowej
chwili czasowej 7* na poczatku fazy poélizgu wymaga wprowadzenia stanu
przejsciowego okreslonego funkcja wymuszajaca, zdefiniowang dla poslizgdw
zachodzacych w obu wyrdéznionych kierunkach ruchu suwaka. Czas trwania
fazy podlizgu mozna wyznaczy¢, rozwiazujac od chwili 7% rownanie réznicz-
kowe pierwszego rzedu na przesuniecia w tych kierunkach, gdzie catkowite
przesuniecie w czasie poslizgu na jeden okres wymuszenia harmonicznego
jest sumg algebraiczna poslizgéw czastkowych tworzacych pojedynczy okres
ruchu oscylacyjnego. Z tego powodu, kazda pelna faze poslizgu wyznacza
pojawienie sie nastepujacego po niej utwierdzenia jednoczesnie bez potrzeby
uwzgledniania zmiany znaku predkosci ruchu wzglednego. Jedli predkosé
zmienia znak przed przejsciem polaczenia w stan utwierdzenia, to rozwia-
zanie w strefie poélizgu musi byé¢ calkowane dwuetapowo zaleznie od kie-
runku dziatania sity tarcia suchego. Zaobserwowano, ze stabilny ruch typu
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utwierdzenie-poslizg istnieje wtedy, gdy bezwzgledna wartos¢ sity sprezy-
stosci jest mniejsza od granicznej sity tarcia dziatajacej na koncu ostatniej
fazy poslizgu. W innym przypadku masa oscyluje w obrebie cigglej strefy
poslizgu. Opisana metoda ulega zmianie przy braku utwierdzenia, dlatego
préby jej uogdlnienia na szersza klase uktadéw nieciaglych napotykaja na
duze trudnosci.

Praca [67] przedstawia pewne aplikacje réwnan rézniczkowych z warun-
kami wiezow. Skupiono sie tutaj na aspektach jakosciowych geometrycznej
teorii uktadow niegtadkich. Wykonano szczegbétowy przeglad interakcji po-
miedzy procesem normalizacji niegtadkich pél wektorowych a zagadnieniami
perturbacji osobliwych.

Niejednoznacznosci stanéw dynamicznych w uktadach z tarciem suchym
i uktadach z uderzeniami utrudniajg analize prowadzona za pomoca stan-
dardowych metod asymptotycznych rozwijanych w obszarze teorii uktadéw
cigglych. W pracy [33] podjeto analize transformacji ukladéw nieciaglych
do specjalnych postaci réwnan rézniczkowych. Sformutowano i udowod-
niono twierdzenia usredniajace te rOwnania, a jako przyktad modelowy ilu-
strujacy proponowang transformacje, wykorzystano przesuniecia wywolane
drganiami samowzbudnymi.

Technike doboru kroku catkowania i metody ekstrapolacyjne poprawia-
jace schemat krokowy Moreau, dotyczacy numerycznego catkowania nie-
gltadkich ukladéw mechanicznych opisano w pracy [66]. Idea skutecznosci
schematu doboru opiera sie na transformacji uktadu inkluzji rézniczkowych
do ukltadu rownan rézniczkowych zwyczajnych rozwiazywanych metoda ite-
racyjna. Chwile czasowe, w ktorych struktura uktadu mechanicznego ulega
zmianie, potraktowano jako punkty przetaczajace. Podano sposéb na lo-
kalizacje i rekombinacje punktéw przetaczen, dobierajac odpowiednio mini-
malny krok catkowania numerycznego. Poprawe schematu catkowania nume-
rycznego ukladéw niegtadkich okreslonych w stanach przetaczajacych uzy-
skano, stosujac procedure z automatycznym doborem kroku catkowania, sta-
nowiacg podstawe procedur catkujacych uzywanych w metodach ekstrapo-
lacyjnych. Ostatecznie, algorytm hybrydowy bedacy potaczeniem procedury
z automatycznym doborem kroku catkowania i schematu ekstrapolacyjnego
zostal opisany i sprawdzony w kilku przykltadach obliczeniowych.

Pewng klase zagadnieni kontaktowych z tarciem i elastostatyka rozpa-
trzono w pracy [3]. Podsumowano aproksymacje wykonywane za pomoca
metod elementéw skonczonych i metod iteracyjnych. Na podstawie metody
nieliniowego przetaczania kierunku poddano analizie i rozwiazano przykla-
dowe zagadnienie kontaktu mechanicznego typu Winklera ze szczegdlnymi
warunkami brzegowymi.
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Trojwymiarowe dyskretne zagadnienie kontaktowe z tarciem Coulomba
i rozwiazanie zalezne od wspo6lczynnika tarcia rozpatrzono w pracy [53]. For-
mutujac ten problem, zastosowano podejscie bazujace na punktach stalych,
w ktérych istnienie przynajmniej jednego rozwigzania dyskretnego jest gwa-
rantowane dla kazdej cigglej i ograniczonej nieujemnej funkcji wspotczyn-
nika tarcia. Ta jednoznacznos¢ jest dobrze zdefiniowana przy dostatecznie
malych wartoéciach tej funkcji i wystarczajaco maltym module ciagtosci Lip-
schitz’a, jak rowniez zostala potwierdzona kilkoma eksperymentami nume-
rycznymi.

Wybrane i opisane aktualne publikacje czasopism miedzynarodowych
przekonuja, ze poprawa wydajnosci metod numerycznych zwigzana z roz-
wigzywaniem i analiza uktadéw nieciaglych odkrywa istniejacy zakres trud-
nosci, ale tez wyodrebnia interesujace oszacowania i wyprowadzenia mate-
matyczne.

1.3. Teza, cel i zakres pracy

Tematyka zagadnien numerycznych i matematycznych podejmowanych
w tej monografii, a takze sposobdw ich rozwiazywania, stanowi potwierdze-
nie nastepujacej tezy.

Symulacje numeryczne dynamiki niecigglych ukladow drgajgcych wyma-
gajqg opracowania specjalnych metod numerycznych, vwzgledniajgcych punkty
szezegolne i granice rozdzialu przestrzeni rozwigzan ciggtych, w ktorych roz-
wigzania wyznacza sie przy uzyciu standardowych metod catkowania.

Celem pracy jest opracowanie metod matematycznych i numerycznych
procedur obliczeniowych pozwalajacych na rozwiazanie probleméw zwig-
zanych z wystepowaniem niecigglych zmian stanu lub parametréw wybra-
nych uktadéw drgajacych. Pozwoli to na lepsze zrozumienie i doktadniejsze
przyblizenie rzeczywistych zjawisk fizycznych, takich jak: tarcie, uderzenie
sprezyste, opdznienie czasowe, niejednoznacznodé¢ parametrow uktadéw dy-
namicznych.

Zakres pracy obejmuje opis matematyczny i modelowanie uktadéw z tar-
ciem i uderzeniami, niektére metody catkowania rownan rézniczkowych opi-
sujacych nieciggte uktady dynamiczne, ich analize i sterowanie, a takze iden-
tyfikacje parametréw zmiennych w czasie.
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2. Metody calkowania réwnan rozniczkowych opisujacych
uktady nieciggte

Wartosci szczegdlne w réwnaniach rézniczkowych i algebraicznych, oso-
bliwosci punktéw stycznych, opdznienia czasowe i nieciaglo$é parametrow
fizycznych to niektére sposréd probleméw, warunkujacych postaé specjal-
nych metod catkowania numerycznego.

W tym rozdziale opisano opracowang metode aproksymacji réwnan réz-
niczkowych i modyfikacje metody Hénona poprawiajace doktadnosé mode-
lowania podstawowego mechanizmu pojawiania sie nieciagtosci, opartego na
przejéciach rozwiazania przez granice rozdzialu obszarow przestrzeni stanu
okre$lonych réznymi rownaniami rézniczkowymi.

Whplyw opdznien czasowych na amplitude réznicy wybranych zmiennych
stanu jest znaczacy, co pokazano w podrozdziale 2.3 na podstawie obser-
wacji rozwiazan numerycznych modelu swobodnego uktadu mechanicznego
klatki piersiowej, poddanej dzialaniu uderzenia sprezystego. Ponadto, w mo-
delu matematycznym nie uwzgledniajacym opoéznien czasowych, pokazano
rozwiazania numeryczne z mozliwie najmniejszym opodznieniem czasowym
pomiedzy sasiednimi masami badanego obiektu, réwnym dlugosci pojedyn-
czego kroku catkowania.

Zdefiniowane w podrozdziale 1.1 postaci nieciggtoéci mozna zobrazowad,
wykreslajac funkcje T (v) i To(v) dane kolejno wzorami (1.1) 1 (1.4) dla przy-
blizonej postaci parametrycznej. W tym celu wyprowadza si¢ uproszczone
charakterystyki tarcia:

1
Ty (v) =sgn(v)——, v #0,
Ty (v) = +(v) = sen( )1+c|v] 7 (2.1)
Ts € {_17 1}, v = O,
T (v) =0.5(1 — cw), v >0,
Ty(v) = { T (v) = —1 + 0.1c (e—c(“v+3> + e—cv—l) L u<0, (22
Ts € {—1+40.1ce 3 +e7 105}, v=0.

Charakterystyki tarcia (2.1) i (2.2) sa funkcjami predkosci ruchu wzgled-
nego v i parametru ksztaltu c.

Na rysunku 2.1b gatezie T i T— funkcji T»(v) nie sa symetryczne wzgle-
dem osi odcietych. Wynika to z tego, ze badany uktad doswiadczalny wyka-
zywal wlasciwosci hamujace przy v < 0 (w stosunku do przeciwnej predkosci
ruchu v > 0), powodujac prawie dwukrotne zwiekszenie sily nacisku dziata-
jacej w kierunku prostopadlym do powierzchni przylegania.

Na podstawie wykresu z rysunku 2.1a¢ wida¢, ze wartos¢ sily tarcia
statycznego Ts moze by¢ liczba rzeczywista z przedzialu [—1,1]. Jedli sita
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Rysunek 2.1. Wykresy funkcji teoretycznego modelu tarcia (a) danego wzorem
(2.1) i do$wiadczalnego (b) danego wzorem (2.2) dla parametru ksztaltu ¢ = 3.
Wykresy wygenerowano za pomoca procedury z wydruku 1

nacisku N bedzie stala, to wspomniany przedzial zredukuje sie do dwdoch
wartosci granicznych zawartych w zbiorze liczb {—1,1}.

Wydruk 1. Obliczenie funkcji T;(v) z rysunku 2.1.

1 from math import exp

2 from numpy.numarray.functions import reshape

3 import biblioteka_graficzna as bib

4 from numpy import zeros

5 h = .005; n= 56; m= 2; ¢ = 3.

6 Vp = [hxi for i in range(n)]; Vm = [~hxi for i in range(n)]
7 Tpa = [1./(14+3%abs(v)) for v in Vp]

8 Tpb = [.5—c/2.xv for v in Vp]

9 Tma = [—1./(142xabs(v)) for v in Vm]

10 Tmb = [-14c¢/10.%(exp(—1lxcxv—3*c)+exp(—cxv—1)) for v in Vm)]
11 T1 = zeros ((n,m), float); T2 = zeros((n,m),float)

12 V = zeros((n,m), float)

13 T1 = reshape ([[Tpa[i], Tma[i]] for i in range(n)],(n,2))

14 T2 = reshape ([[Tpb[i], Tmb[i]] for i in range(n)],(n,2))

15 V = reshape ([[Vp[i], Vm[i]] for i in range(n)], (n,2))

16 bib.plot(V,T1,[’’,’ ] ,m); bib.plot(V,T2,[’$T+$’,’8T_—$’] ,m)

Sygnal ciagly w czasie mozna zobrazowaé za pomoca zmiennej ampli-
tudy sygnalu analogowego, ktora moze przyjmowac kazda wartosé z ciagltego
przedzialu ograniczonego zakresem zmiennosci. Mozna jg obliczy¢ w kazdej
chwili czasowej ze wzoru matematycznego opisujacego rozwazany sygnal.
Inaczej jest, gdy obliczenia wykonuje sie w programie numerycznym wyko-
nywanym na maszynie cyfrowej. Dla przyktadu, dyskretyzacja napieciowego
sygnatu analogowego pochodzacego z pomiaru ze stalym czasem prébkowa-
nia prowadzi do otrzymania serii pomiarowej w przyjetym przedziale czasu
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obserwacji. Innym sposobem generowania wartosci liczbowych na maszynie
cyfrowej jest obliczenie ich na podstawie wzoru matematycznego.

Jesli zbiorem argumentéw funkcji danej wzorem (2.1), przy ¢ = 3, jest
ciag liczb v; = {—0.2,-0.07,0.03, 0.1}, to z dokladnoscia do 0.01 zbiér war-
tosci tej funkcji jest nastepujacy T1; = {—0.62,—0.82,0.92,0.77}. Chwila
czasowa przejScia w stan utwierdzenia jest w tym przypadku wyznaczona
nieprecyzyjnie. Wynikiem tego jest narastanie niedoktadnosci odwzorowania
numerycznego istotnych cech fizycznych obiektu rzeczywistego.

W uktadach samowzbudnych z tarciem suchym sekwencji przej$é¢ utwier-
dzenie-poslizg i poslizg-utwierdzenie na powierzchni kontaktu towarzysza
skokowe zmiany przyspieszenia. Jest to efekt szybkich zmian predkosci ru-
chu wzglednego, ktéra oscyluje pomiedzy wartoscia zerowa i maksymalna.
Obszerny przeglad literatury z tego zakresu zawarto w pracy [11]. Wspo-
mniany wczesniej charakter wystepowania niedoktadnosci zwiazanej z wy-
znaczeniem zerowej wartos¢ predkosci wzglednej prowadzi do btednego obli-
czenia wspolrzednych poczatku i konca strefy utwierdzenia. Poprawne mo-
delowanie numeryczne uktadéw z tarciem wymaga zatem duzej doktadnosci
obliczen, matego kroku catkowania, a niekiedy wyprowadzania modeli catko-
wych. Zostalo to pokazane w pracy [46], gdzie na przykladzie modelowania
wypadkowych sit tarcia suchego oraz oporu toczenia w przypadku skoficzo-
nego i ptaskiego obszaru kontaktu ciernego wykonano przyblizenie modelu
catkowego sil tarcia, opartego na aproksymacji Padégo oraz jej modyfika-
cjach i uogdélnieniach.

2.1. Aproksymacja funkcji skokowej i metody przyblizone

Prowadzenie obliczen numerycznych polegajace na modelowaniu nieli-
niowych uktadéw dynamicznych z tarciem wymaga zdefiniowania pewnych
wartosci szczegdlnych. Niech jedng z nich bedzie wartosé vg = 0, wyste-
pujaca podczas modelowania tarcia suchego za pomoca funkcji To(v) da-
nej wzorem (2.2). Punkty rozwiazania numerycznego sa dane w postaci
liczb rzeczywistych w reprezentacji zmiennoprzecinkowej pojedynczej lub
podwdjnej precyzji, dlatego zerowa wartosé predkosci ruchu wzglednego by-
taby trudna do osiagniecia.

Jedna z metod przyblizania wartosci szczegdlnych dla potrzeb obliczen
numerycznych bazuje na zdefiniowaniu przedziatu p, stanowigcego zakres
dla oszacowania wartosci szczegélnej vo [11]. Przykladowo, niech funkcja
T5(v) bedzie dana réznymi wzorami w trzech przedzialach zmiennoéci jej ar-
gumentu. Jesli w wyniku catkowania numerycznego, predkos¢ ruchu wzgled-
nego v zawiera sie (w pewnym kroku czasowym) w przedziale I = [—0.001,
0.001], to warto$¢ szczegdlna vy jest osiagnieta i mozna przelaczy¢ sie po-
miedzy galeziami T (v) i T—(v) funkeji To(v) lub przyjaé, ze powierzchnie
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kontaktu ciernego ulegaja utwierdzeniu, a sita tarcia jest réwna sile tarcia
statycznego, tj. To(v) = Ts. Poprawne szacowanie wartosci v € I jest trudne,
poniewaz granice przedziatu I zalezg od kroku catkowania i zwigzanej z nim
minimalnej réznicy pomiedzy kolejnymi wartosciami v. Niewlasciwe oszaco-
wanie granic przedziatu I prowadzi do znaczacych niedoktadnosci, gdyz zbyt
duzy przedzial I przyspiesza przejscie w stan utwierdzenia, zwickszajac roz-
miar strefy utwierdzenia, natomiast przyjecie zbyt malego przedziatu moze
zupelnie pomingé istniejacy stan utwierdzenia. Drugi z podanych scenariu-
szy prowadzi do zbyt czestych przejéé¢ przez strefe zerowej predkoéci. Tego
rodzaju zachowania dynamiczne obserwowane w uktadach z tarciem suchym
modelowane na gruncie teorii Filipowa opisano w nastepnym rozdziale.

2.1.1. Ciagla aproksymacja funkcji skokowej

Wyprowadzajac matematyczny model tarcia suchego, wykorzystuje sie
funkcje sgn dana wzorem (1.1). Na potrzeby rozwiazan analitycznych, sko-
kowy charakter tej funkcji mozna aproksymowaé wzorem

sgn(v) ~ sgn(v) = %arctan(av), (2.3)

w ktérym a jest duza liczba. Wykresy kolejnych aproksymacji danych wzo-
rem (2.3) dla kilku wartoséci parametru a zilustrowano na rysunku 2.2.
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-1.0 —0.5 0.5 1.0 —-1.0 —0.5 0 0.5 1.0
0.5
................... 1 14 J 1
| a) b)

Rysunek 2.2. Przyblizenie funkeji sgn(v) dla kilku warto$ci parametru dopasowania
a oraz ciagu liczb v; = ih, i =1...n:a) h = 0.04, n = 51, b) h = 0.0005, n = 4001.
Serie punktéw obliczono za pomoca procedur z wydrukéw 2 1 3

Wydruk 2. Obliczenie funkcji sgn(v) z rysunku 2.2a.

from math import pi,atan

import biblioteka_graficzna as bib

from numpy import zeros

h=10.04; n=51; m= 3; a= [lel,le2,le4]

=W N =
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V = [-14+h*i for i in range(n)]
T = zeros ((m,n),float)
for i in range(m):
T[i] = [2./pi*atan(a[i]*v) for v in V]
bib.plot (V,T,[ '$a=10"1$", %a=10"2%",’%$a=10"4%"] ,m)

© 0~ O G

Wydruk 3. Obliczenie funkcji sgn(v) z rysunku 2.2b.

from math import pi,atan

import biblioteka_graficzna as bib
h 0.0005; n = 4001; a = 1e3

V = [-14+h*i for i in range(n)]

T = [2./pi*xatan(axv) for v in V]
bib.plot (V,T, '$a=10"3$%",1)

ST W N

Aproksymacja (2.3) znajduje takze zastosowanie w obliczeniach nume-
rycznych [9,11] przy modelowaniu krétkotrwalych stanéw utwierdzenia. Na
rysunku 2.2b pokazano, ze odpowiednio dobrany parametr a i krok catkowa-
nia h pozwalaja na rozmieszczenie wymaganej ilosci punktéw (przy pred-
kosci v bliskiej zeru) na odcinku przebiegu funkcji pomiedzy wartosciami
—1.0 a 1.0. W konsekwencji, jest mozliwe numeryczne modelowanie silty
tarcia statycznego w stanie utwierdzenia. W tym miejscu nalezy zaznaczy¢,
ze ten sposdéb modelowania zjawiska tarcia suchego jest zwiazany z analiza
prowadzong za pomoca modeli dynamicznych. Jest to inne podejscie wedtug
ktorego tarcie, jako zjawisko zmienne w czasie nalezy opisywaé¢ réwnaniami
rézniczkowymi. Przeglad literatury i niektérych modeli tarcia z tego zakresu
zawarto w pracy [11].

2.1.2. Metoda przyblizona rozwigzywania niecigglych réwnan
rézniczkowych

Rozpatrzmy uktad dynamiczny o jednym stopniu swobody pokazany na
rysunku 2.3. Cialo sztywne o masie m jest polaczone elementem sprezystym
o parametrach kq i ko z nieruchoma $ciang i wykonuje drgania samowzbudne
z predkoscig v pod wpltywem sity tarcia, wystepujacej na powierzchni kon-
taktu (przylegania) pomiedzy ta masa a ruchoma podstawa. Przyjmuje sie,
ze podstawa zachowuje ksztalt w strefie przylegania, tzn. nie odksztalca sie
podczas ruchu ze stala predkoscia v, pod wplywem sily nacisku N (ten
stan zapewnia umieszczone od jego wewnetrznej strony sztywno zamoco-
wane podparcie). Site reakcji nieliniowego elementu sprezystego na zmiane
polozenia y masy m oznaczono jako W, natomiast sile tarcia suchego na
powierzchni przylegania jako T7.

Réwnanie rownowagi sit dziatajacych na mase m jest postaci

my+ W(y) =Ti(v). (2.4)
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Rysunek 2.3. Schemat ideowy badanego uktadu mechanicznego o jednym stopniu
swobody z tarciem suchym

Podstawiajac w réwnaniu (2.4) sile tarcia T3 (v) dana wzorem (2.1), pred-
ko$¢ ruchu masy m wzgledem predkosci ruchu podstawy v = § — v, oraz sitg
reakcji elementu sprezystego W (y) = —kiy + kay?, otrzymuje si¢ nieliniowe
réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu w postaci parametrycznej

. 3 . o
my kly + k?y Sgn(y Up) 1+ 5’1/ — vp’ =0. (25)

Roéwnanie (2.5) opisuje dynamike drgan samowzbudnych z tarciem su-
chym pomiedzy masa m a podstawa, poruszajaca sie ze stata predkoscia.

W celu rozpatrzenia przyktadowego rozwigzania przyblizonego przyjeto
nastepujace wartosci parametréw: m = k1 = ko =6 = v, = 1, ugp = 0.5. Na
tej podstawie réwnanie (2.5) przyjmuje postaé bezparametrowa

0.5

— =0. 2.6
1+ g —1] (26)

j—y+y’ +sgn(l—y)
Wykonujac podstawienie y = 1 — w, otrzymuje sie uktad dwoéch réwnan
rézniczkowych

y =1- w,
0.5 (2.7)
1+ Jw|

W =y® —y — sgn(w)

W kolejnym kroku aproksymuje si¢ réwnania (2.7), otrzymujac

yzl_wu

. 2.8
W=y —y— fe(w), (28)
gdzie dla matej liczby € > 0, funkcja f. : R — R jest dana wzorem
sgn(w)———, |w| >¢,
1
fe(w) = 0.5w + [l < (2.9)
m, |’LU’ X €.
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Funkcja f. jest pewnym przyblizeniem odwzorowania wielowartoscio-
wego danego w postaci

Sgn = {Sgn(w)’ w#0, (2.10)

[-1,1], w=0.

W efekcie, na podstawie ogdlnej teorii réwnan rézniczkowych [26] uktad
(2.8) jest aproksymacja nieciaglej inkluzji rézniczkowej

y =1- w,
0.5 (2.11)
1+ |w|

w—y3 +y € —Sgn(w)

Zgodnie z definicja wprowadzona we wzorze (2.9), rozpatruje sie dyna-
mike zmian stanu w. Wartoscia szczegdlna funkeji w(t), dla pewnego t = to,
jest wp = 0. Z tego wzgledu, analize nalezy prowadzi¢ w dwoch przedzia-
tach, odpowiednio w lewo- i prawostronnie domknietych, tj. w > € i |w| < e.
W pierwszym przedziale, uktad réwnan (2.8) zapisuje sie, jak nastepuje

y =1- w,
0.5 (2.12)

._3__
w=y -y T+w

gdzie przy w > 0 uzyskuje sie posta¢ dana wzorem (2.7). W drugim prze-
dziale (przy |w| < €), podstawia si¢ w = ez, gdzie z jest pewna zmienng
zalezna od czasu, spelniajaca warunek |z(¢)| > 1. Na tej podstawie uklad
réwnan (2.8) jest dany w postaci

y=1—¢z,
0.5 (2.13)
14ez

2=y’ —y—

Wykorzystujac nieciagly uktad dynamiczny z tarciem suchym dany row-
naniem (2.5), wyprowadzono metode aproksymacji, ktéra na podstawie row-
nan (2.12) i (2.13) mozna zastosowaé¢ do wyznaczenia rozwigzania okreso-
wego p(t) w strefie poslizgu. Schemat blokowy procedury catkowania nume-
rycznego prowadzacej do obliczenia tego rozwiazania przedstawia diagram
z rysunku 2.4.

Stosujac opisang metode, nie ma potrzeby doktadnego okreslenia przej-
Scia przez wartosé zerowej predkosci w(t) = 0, jak réwniez nie jest konieczne
definiowanie przedziatu I(¢) o sSrodku w punkcie . Jak wida¢ na rysunku 2.4,
o wyborze odpowiedniego rownania opisujacego dynamike uktadu w strefach
poslizgu (réwnanie (2.12)) i utwierdzenia (réwnanie (2.13)) decyduje znak
wartosci w(t) —e. Zatem, w celu obliczenia rozwiazania calkuje sie réwnanie
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Rysunek 2.4. Schemat procedury numerycznej catkowania z zastosowaniem metody
aproksymacji

(2.12), jesli w(t) > e, badz réwnanie (2.13), jesli w(t) < e. Oczywiscie, wier-
niejsze odwzorowanie strefy utwierdzenia nastepuje poprzez zmniejszenie
kroku catkowania h i parametru €. Jak pokazuja wyniki eksperymentéw nu-
merycznych, wymagana dokladnosé¢ opracowanego algorytmu uzyskuje sie
spelniajac warunek h < €. Uogélnienie opisanej aproksymacji przedstawiono
w kolejnym podrozdziale.

2.1.3. Uogdblnienie metody aproksymacji

Wyprowadzenie réwnan dynamiki w postaci aproksymacji ciagtej danej
wzorami (2.12)-(2.13) mozna uogdlnié, stosujac dalej opisana metode wy-
znaczania rozwigzan okresowych i odwzorowan Poincaré ptaskich uktadéw
nieciagtych.

Definiuje sie¢ nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych

W = hy(w,y) dla w>0
¥ =gy (w,y) ’
(2.14)
w = h_(w,y) dla w<0
y=g-(w,y) '

w ktéorym he : R? — R i g+ : R? — R sg gladkimi funkcjami.
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(Z1) Istnieje rozwiazanie p(t) = (p1(t),p2(t)) réwnan (2.14), okreslone na
przedziale obustronnie domknietym [0,77] takie, ze p1(t) > 0 przy t €
(0,7) i p1(0) = p1(T") = 0. Dodatkowo, h4(0,p2(0)) = 0, h4(0,y) < 0
przy y € (p2(0),p2(T)] i h—(0,y) > 0, jesli y € [p2(0), p2(T)].

Stosujac teorie ukladéw typu Filipowa [34,50], réwnania rézniczkowe

pierwszego rzedu (2.14), przy w =01y € [p2(0), p2(T)] przeksztalca sie jak
nastepuje

g=Hy) = 909 =9-09) . 9:0.9) +9-0.9) (2.15)

2 2 ’
gdzie
_ hy(0,9) +h_(0,9)
~ ho(0,y) = hy(0,9)
Ponadto, sa prawdziwe nastepujace zaleznosci:
h(0,y) =h-(0,y) <0,
V(y) > 1, ¥y € [p2(0), p2(T)],
V(y) <1, Vy e (p2(0),p2(T)],
V(p2(0)) =1.
(22) H(y)(p2(T) — p2(0)) < 0 dla dowolnego y € [p2(0), p2(T)].

Na podstawie zalozenia (Z2), rozwiazanie yo(f) réwnania (2.15) przy
warunku poczatkowym yo(0) = pa(T') przechodzi przez punkt p2(0) w czasie
Ty > 0. Zalozenia (Z1)-(Z2) wyznaczaja warunki na rozwiazanie okresowe
po(t) réwnan (2.14) w strefie poslizgu, t;j.

() przy te[0,7T],
po(t) = {(O,yo(t ~-T)) przy te[Tl,T+Tp).

V(y)

(2.16)

W celu wyznaczenia odwzorowania Poincaré przyjmuje sie male ¢ > 0
oraz ciagla aproksymacje réwnania (2.14) dana réwnaniami

w= oy (w, y) jesli  w > e,
¥ = g+(w,y)
(2.17)
v h-(w, y) jesli w < —e,
y=g-(w,y)
ale jesli |w| < e, to
h —h (- h h(—

o ey (=e.y) o Me(ey) +h( 6,9)7
2 2 (2.18)

. 9+(6y) —g-(=5,9) | g9+(5,9) +9-(=¢,9)

v= % W 2 '
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Kladac w = ez, gdzie |z| < 1, réwnanie (2.18) przepisuje si¢ w postaci

er= @y —h(zey) |, hiley) +h(—ey)

2 2
9+(&,y) —9-(~=y) N g+(e,y) +9-(==y)

2 2

(2.19)

Y=

Wyprowadzenie odwzorowania Poincaré P réwnan (2.17)-(2.18) wzdluz
rozwiazania po(t) przebiega wedlug ponizszego schematu.

Niech Bs(p2(0)) = [p2(0) — 9,p2(0) + d] dla malej § > 0. Wybiera sie
rozwiazanie (w(t),y(t)) réwnania (2.17) majace poczatek w punkcie (e,y),
y € Bs(p2(0)). Wybrane rozwiazanie trafia na liniec w = ¢ blisko p(T)
w punkcie (g,y(t)), dlatego dla malej §; > 0 mozna zapisa¢ nastepujace

odwzorowanie
D (y) == y(1),
®. : Bs(p2(0)) — Bs, (p2(T)).

W kolejnym kroku nalezy przyjaé, ze (z(t), y(t)) majace poczatek w punk-
cie (1,y) jest rozwiazaniem réwnan (2.19), gdzie y € By, (p2(T)). Na podsta-
wie réwnania (2.16) oraz twierdzenia Tichonowa [70], rozwiazanie (z(t), y(t))
trafia na linie z = 1 w czasie ¢ blisko punktu (1,p2(0)). Ponadto, zapisuje
sie nastepujace zaleznosci

1= w(l) = V() + 0le), 220)
y(t) = y(t) + O(e),

w ktérych g(t) jest rozwiazaniem réwnania (2.15) przy warunku poczatko-
wym 3(0) = y. Jezeli rozwiazanie y jest blisko po(T'), to zgodnie z zaloze-
niem (Z2) i réwnaniem (2.20), z(t) przecina lini¢ z = 1 w czasie t (dlatego
t jest lokalnie jednoznacznie okrelone). Nalezy przy tym zauwazyé, ze przy
spelnieniu nieréwnosci (2.16) i réwnan (2.20), 4(f) jest oddalone od punktu
p2(0) o matosci rzedu O(e). W konsekwencji, wprowadza sie nastepujace
definicje )

Ve(y) = y(t),
U, : By, (p2(T)) — R.

Poszukiwane odwzorowanie Poincaré jest postaci

P.(y) == V:(P(y)), v € Bs(p2(0)).

Na podstawie powyzszych zalozen W.(y) = p2(0) + O(e), dlatego

P:(y) = p2(0) + O(e),
P(y) = O(e).
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Odwzorowanie P. : Bj, (p2(T)) — Bs,(p2(T)) ma zatem staly punkt
Y= € Bs, (p2(T')) w postaci y. = p2(T') + O(¢), ktéry na podstawie réwnania
(2.21) silnie przyciaga rozwiazanie y. Odwzorowanie Poincaré Py(y) = p2(T)
w réwnaniu (2.21) jest odwzorowaniem wzdtuz rozwiazania okresowego po(t)
réwnania (2.14) i oznacza to, ze rozwiazanie py(t) jest asymptotycznie sta-
bilne.

Podsumowujac, przy zalozeniach (Z1)-(Z2) okresowe rozwiazanie p(t)
ukladu aproksymowanego (2.17)-(2.18) jest szybko zbiezne do rozwiazania
stabilnego po(t). Opracowana metode aproksymacji [6] mozna stosowaé do
znajdowania przyblizonych rozwigzan okresowych niecigglych ptaskich ukta-
déw dynamicznych.

2.1.4. Symulacja numeryczna

Przy uzyciu procedury z wydruku 4 obliczono seri¢ czasowa punktow
stabilnego rozwiazania py(t) i pole wektorowe uktadu dynamicznego danego
réwnaniami (2.16) w poblizu tego rozwiazania. Na rysunku 2.5 widaé, ze
w punktach lezacych na plaszczyznie fazowej L(y,w) i majacych wspél-
rzedng w > 0, linia I(y,wp) dla wartosci szczegélnej wg = 0 przyciaga
rozwiazanie po(t), jesli y < yo i odpycha, jesli y > yo. Jest to jednoczesnie
widoczny punkt styczny zapoczatkowujacy rozwiazanie w fazie poslizgu.

Wydruk 4. Wyznaczenie pola wektorowego z rysunku 2.5.

1 from numpy import float , absolute, zeros

2 import biblioteka_graficzna as bib

3 from pylab import x

4 y0 = —1.5; w0 = —0.4; yn = y0; wn = w0

5 e =1e—3; N= 2; h = 0.005; EPSy = 30; EPSw = 30; s = 0.1

6 y,w = meshgrid(arange(yn,1.5,s),arange(wn,2.6,s)) #wsp. pocz.
7 yw = zeros ((N,2),float)

8 U = zeros ((EPSy,EPSw) , float) #wsp. koncéw

9 V = zeros ((EPSy,EPSw) , float)

10 for k in range (EPSy):
11 for j in range (EPSw):

12 if k = EPSy—1 and j =— EPSw—1:

13 N = le4 #liczba punktéw rozwigzania p(t)

14 yw = zeros ((N,2), float)

15 yW[O,I} ZY[k>j]7W[k7j}

16 yn,wn = yw[0 ,:]

17 for i in range(N—1):

18 #funkcje r1, r2a, r2b zdefiniowano na wydruku 14

19 yn = rk4(rl ,h,yn,wn,e)

20 r2 = (lambda x: absolute(x)>e and r2a or r2b)(wn)
21 wn = rk4(r2 ,h,wn,yn,e)

22 yw[i+1,:] = yn,wn

23 ULk, j] = yw[1,0]—yw[0,0]; V[k,j] = yw[1,1]—yw[0,1]

24 bib.plotw (yw,y,w,U,V,’$y$  ‘$w$’)
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Rysunek 2.5. Pole wektorowe ukladu dynamicznego opisanego réwnaniami (2.16)

w poblizu stabilnego rozwiazania okresowego po(t) - linia ciaglta. Przy warunkach

poczatkowych y;(0) = 1.4, wy(0) = 2.5. Rozwiazanie p;(t) jest przyciagane do
rozwiazania po(t) zaznaczonego linig przerywana

Wspélrzedna yo punktu statego na linii I(y, wp) wyznacza si¢ z rébwnania
yg’ — yo = 0.5 na podstawie wzoru (2.12), dostajac pierwiastek rzeczywisty
Yo ~ 1.1915. Rozwiazanie numeryczne pokazane na rysunku 2.6a ukladu
dwéch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu danych wzorem (2.7), przy
warunkach poczatkowych y(0) = yo, w(0) = wp powinno przeciaé lini¢
l(y,wpy) w czasie ty ~ 6.7390, ktéremu odpowiada gy ~ —0.1001 € (—yo, yo)-
Do obliczenia tego rozwiazania zastosowano procedure z wydruku 6.

W celu poréwnania rozwiazan numerycznych wykonywanych w Matlabie
metoda standardowa z wyprowadzona metoda aproksymacji nalezy przepro-
wadzi¢ dwie symulacje catkowania réwnan (2.7) i (2.12)-(2.13). Odpowiedni
kod numeryczny zawarto na wydrukach 5 i 6.

Wydruk 5. Procedura numeryczna w Matlabie obliczajaca rozwigzanie nu-
meryczne ukladu réwnan (2.7).

function dv = system (t,v)
dv = zeros(2,1); sgn = 0;
if v(2)<0

sgn = —1;
end
if v(2)>0
sgn = 1;
end
dv(l) = 1-v(2);

© 0~ O T Wi
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10 dv(2) = v(1)"3—-v(1)—0.5/(14+abs(v(2)))*sgn;

11 %

12 [t,v] = oded45(’system’ ,[0 10],[1.1915 0]);

13 plik = fopen(’dane.bin’,’'w’);

14 i=0;

15 s = size(v(:,1));

16 for i=1:s(1)

17 fwrite (plik ,[t(i),v(i,:)], float’); % zapisz rozw.
18 end

19 fclose (plik);

% t b) t, 7 75 ot

Rysunek 2.6. Wykresy czasowe rozwiazania numerycznego réwnan (2.7) z wyko-

rzystaniem funkcji ’ode45’ Matlaba z tolerancja 10~* (wg procedury z wydruku 5):

a) wykresy czasowe y(t) i w(t) na przedziale ¢ € [0, 10]; b) powiekszenie fragmentu
wykresu w(t) na przedziale t € [to, t1]

Tlustracja tych rozwiazan jest bardzo istotna, poniewaz pokazuje nie-
doktadnosci wystepujace podczas bezposredniego stosowania standardowej
procedury catkowania numerycznego dostepnej w Matlabie.

Na rysunku 2.6b wida¢ w poblizu linii w(t) = 0, na przedziale t € [0, 10],
znaczacy rozrzut punktéw trajektorii czasowej w(t). Punkty tego rozwia-
zania wyznaczaja strefe utwierdzenia i powinny by¢ umiejscowione doktad-
nie na tej linii w czasie t € [tg, 1], gdzie t; ~ 8.030 jest chwila czasowa
przejécia w stan poélizgu. Podczas badania uktadéw z tarciem suchym czas
trwania stanu utwierdzenia powinien by¢ bardzo precyzyjnie wyznaczony.
W tym przypadku, nie jest mozliwe precyzyjne odczytanie (z doktadno-
Scig do kroku catkowania) chwil czasowych przejscia w stan utwierdzenia,
a nastepnie w stan poslizgu. Nie pozwala to na stosowanie tej metody np.
przy wyznaczaniu diagramoéw bifurkacji parametrow ukitadéw niecigglych
tego rodzaju. Podobna posta¢ niejednoznacznosci strefy utwierdzenia opi-
sano i zilustrowano w pracy [10].
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Wynik obliczenn numerycznych widoczny na wykresach z rysunku 2.7
potwierdza dobra dokladno$é odwzorowania (wyznaczenia) strefy utwier-
dzenia otrzymanej przy uzyciu proponowanej metody aproksymacji. Po-
réwnujac fragmenty trajektorii czasowych w(t) pokazane na rysunkach 2.6b
i 2.7b, widaé¢ duza réznice w dokladnosci odwzorowania strefy utwierdzenia.
Wystepuje ona przy stosowaniu standardowej metody rozwiazywania niecig-
glych réwnan rézniczkowych (2.7) (wg procedury z wydruku 5) i propono-
wanej metody rozwiazywania réwnan przyblizonych (2.12)-(2.13) zapisanej
w kodzie numerycznym procedury 6.

3 — w(t) : l
2t 3 L
0.01 ! E
; .
3(0) :
(- _
w(0) ! |
—0.01}
-1 h=1le—4
e=1le-3
a) X b) 6 t 7.5 ot

Rysunek 2.7. Wykresy czasowe rozwiazania numerycznego (y(t),w(t)) réwnan
(2.12)-(2.13) przy h = 107* i e = 1073: a) t € [0,10], b) powigkszenie strefy
utwierdzenia na przedziale ¢ € [t, t1]

w(t) : : — w(t) . : -
0.01 A le-3 :
0 0 —
—0.01 ! P —le-3f
h=le—4 : h=le—4
e=le—4 | | e=le—4
a) 6 t 5 t, t b) 6 t 7.5 t, t

Rysunek 2.8. Wplyw parametru dopasowania ¢ na doktadno$¢ aproksymacji strefy
utwierdzenia: a) na przedziale w(t) € [—2,2]-1072, b) w powigkszeniu na przedziale
w(t) € [-2,2]-1073
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Wydruk 6. Procedura numeryczna rozwiazujaca uktad réwnan (2.12)-(2.13)
przy uzyciu proponowanej metody aproksymacji. Uzupelnieniem sa funkcje
z wydruku 14 (Dodatek).

1 from numpy import float , absolute, zeros

2 e = be—3 #epsilon

3 h =1le—4; N = int(tk/h) #krok czasowy; liczba iteracji
4 tk = 10 #czas koncowy

5 t = zeros (N, float) #wektor czasu

6 vy, w= 1.1915, .0

7 yw = zeros ((N,2), float)

8 ywl[0,:] =y,w

9 for i in range(N—1):

10 y = rkd(rownl, h, y, w, e) #przesuniecie

11 r2 = (lambda x: absolute(x)>e and r2a or r2b)(w)
12 w = rkd (r2 ,h,w,y,e) #predkosé

13 t[i4+1] = t[i]+h

14 ywli+1l,:] =y, w #rozwigzanie

Rozrzut punktéow strefy utwierdzenia widocznej na rysunku 2.6b mozna
zmniejszy¢, przyjmujac mniejsza tolerancje rozwiazania wbudowanej proce-
dury Matlaba 'oded5’ (ze zmiennym krokiem catkowania), jednak nie zlikwi-
duje to nieregularnego rozktadu punktéw wokoét wartosci wp. Inny sposédb
polega na zdefiniowaniu przedziatu I omoéwionego punkcie 2.1. W takim
przypadku mozna przyjaé, ze jesli w(t) € I = [—0.01,0.01] w pewnej chwili
czasowej to, to dochodzi do utwierdzenia powierzchni styku i w(t) = 0. Ist-
nieje jednak duze ryzyko zwiazane z tym, ze poczatek strefy utwierdzenia
bedzie wyznaczony niepoprawnie.

Jakosciowo lepszym wynikiem jest rozwiazanie przyblizone pokazane na
rysunku 2.7b, poniewaz strefa utwierdzenia wyznaczona na podstawie roz-
wiazania réwnan przyblizonych (2.12)-(2.13) ma charakter gladki. Punkty
przegiecia widoczne w poblizu pionowych linii przerywanych leza blizej war-
tosci doktadnych, wyznaczajac poczatek i koniec odpowiadajacej im strefy
utwierdzenia. Dokladno$é poprawia sie, zmniejszajac wartosé¢ parametru do-
pasowania . Wybierajac e = 10™* przy zachowaniu tego samego kroku cal-
kowania, uzyskuje sie wysoka dokladnosé odwzorowania strefy utwierdzenia
i poslizgu, co pokazano na rysunku 2.8a i w powigkszeniu na rysunku b.

Podsumowujac, dla nieciaglego uktadu dynamicznego (2.7) wyznaczono
aproksymacje stabilnego rozwiazania okresowego po(t) majacego poczatek
w punkcie (yg,wp). Wszystkie rozwiazania rozpoczynajace sie w poblizu
po(t) (jak np. p1(t) widoczne na rysunku 2.5) zbiegaja do tego rozwiazania
w skonczonym przedziale czasu. Oczekuje sie, ze aproksymacja (2.8) tez ma
rozwiazanie okresowe silnie przyciagane do po(t). Tego rodzaju zachowanie
przedstawiono w pracy [12] na przykladzie rozwiazan numerycznych uktadu
autonomicznego o dwéch stopniach swobody z tarciem.
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2.2. Osobliwosci punktéw stycznych, rozwigzania w strefach
poslizgu i utwierdzenia

Analizie jest poddany nastepujacy uktad dynamiczny zapisany w postaci
ogblnej [47]

(1)
il (@ TS, (2.22)
f(2) (m), T € Sz,
gdzie x € R™, natomiast
S;={zeR": H(z) <0}, (2.23)
Sy={reR": H(z)>0}. '
Funkcja H jest gtadka i ma w kierunku = gradient H,(z) = 81;:9) na
granicy nieciggloéci danej zbiorem
Y={zeR": H(z)=0}, (2.24)

przy czym f@) :R" — R" (j = 1,2) sa funkcjami gtadkimi.

Rozwigzanie ogélne réwnania (2.22) znajduje sie przez sklejenie rozwia-
zan ze zbioru utwierdzen nalezacych do ¥ z rozwigzaniami standardowymi
znajdujacymi sie¢ w zbiorach poslizgu Sj (j = 1,2). W szczegblnosci rozwig-
zanie nalezace do zbioru utwierdzen mozna oszacowaé przy uzyciu metody
Filippowa, ktérej idee pokazano na rysunku 2.9.

z:u
T\ g(x) y

Rysunek 2.9. Graficzna interpretacja kombinacji wypuklej dwoch wektoréw
Niech zatem

o(z) = (Hy(2), YV (2)) (Ha(2), f (2)) (2.25)

bedzie definicja funkcji przetaczen, w ktorej (-, ) oznacza iloczyn skalarny
w R"™. Zbidr przeciecia Y. C X jest zdefiniowany nastepujaco

Ye={zeX: o(z)>0} (2.26)
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Zbiér utwierdzen 3, stanowi wiec dopelnienie zbioru ¥, w ¥, co pozwala na
sformutowanie kolejnego warunku na istnienie drugiego obszaru nalezacego
do ¥, okreslonego w postaci

Yu={reX: o(r) <0} (2.27)

W ogdlnodei, orbita réwnania (2.22) przecina ¥ w punktach z € X,
podczas gdy §lizga sie po powierzchni » w kazdym punkcie x € 3,,.

Metoda Filippowa [34] bazuje na tzw. kombinacji wypuklej g(z) dwdch
wektoréw fU), zaczepionych w kazdym nieosobliwym punkcie utwierdzenia
x € Y. Wyraza ja ponizszy wzor

g(@) = AfO (@) + (1 =N fD (), (2.28)

w ktérym

2)
(Ho(x), fO) (@) — fD(@))
Nieosobliwo$é punktéw utwierdzenia bedzie spelniona tylko wtedy, gdy
mianownik wyrazenia (2.29) bedzie rézny od zera.

f @
niewidoczny
) 2y widoczny
SO\ b .. S
S, S
f @) f(l)
a) b)

Rysunek 2.10. Punkty styczne w strefie utwierdzenia: a) widoczny, b) niewidoczny

Zbiér punktoéw utwierdzenia mozna wyznaczy¢, rozwiazujac gtadki uktad
dynamiczny réwnan rézniczkowych w (n — 1)-wymiarowej dziedzinie zbioru
Y, tj-

t=yg(x), =€, (2.30)

Jezeli jeden z wektoréw f9) znika, to punkt osobliwy réwnania (2.28) jest
nazywany granicznym punktem réwnowagi. Innymi stowy, obszar graniczny
zbioru utwierdzen jest zlozeniem wszystkich punktéw utwierdzen, granicz-
nych punktéw réwnowagi i punktéw stycznych, w ktérych jeden z wektordw
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1Y) jest styczny do %, a drugi jest niezerowy. Wobec powyzszego wprowadza
sie nastepujaca definicje punktéw stycznych

(Hy(z10), f9) =0, j=1,2 (2.31)

Analizujac trajektorie rozwigzania, wyréznia sie pewne wlasciwosci doty-
czace tzw. widocznosci punktéw stycznych. Mianowicie, punkt styczny 1o
jest widoczny, jezeli orbita & = f(1) (x) startujaca z tego punktu zbiega do S;
w dostatecznie krétkim czasie |t| # 0. Punkt styczny jest niewidoczny, jezeli
wspomniana orbita zbiega do obszaru Ss. Definicje tych punktow ilustruje
rysunek 2.10.

2.2.1. Granica niecigglosci i funkcja przelgczen

Rozpatruje si¢ ponownie obiekt dynamiczny drugiego rzedu dany réwna-
niem (2.6), sprowadzonym do ukladu dwéch réwnan rézniczkowych pierw-
szego rzedu

{3:1 N (2.32)
To = x1 — 27 — sgn (x2 — vp) k(T2 — vp),

gdzie py jest wspolezynnikiem tarcia danym wzorem (1.3).
Zapisujac réwnanie (2.32) w postaci (2.22) i uwzgledniajac zalezno$é na
wspoélczynnik tarcia kinetycznego, otrzymuje sie

‘ X9, _x:f +x1 + U—l.f(,‘ﬁ
&= f(z) = " ) (2.33)

T2, —TF + 31 +
vp — w2 — 1

T
gdzie: x = [x1, x2]7, f = [f(l), f(2)}
Zerowa wartos¢ predkoéci wzglednej definiuje granice niecigglosci X roz-
dzielajaca obszary (w tym przypadku plaszczyzny) Sy i So, tj.

Y ={recR?®: H(z) =29 — v, =0}, (2.34)
gdzie w odniesieniu do wezesniejszych zatozen H,(x) = [0, 1]7, a takze

Sy ={reR?: H(z) =29 — v, <0},

Sy={zeR?: H(z) =29 — vp > 0} (2.35)

Funkcja przetaczen o(z) okre$lona zgodnie z metoda Filippowa wzo-
rem (2.29) jest postaci

o(z) = fV(2) 2 (). (2.36)
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Funkcje f2(1) i f2(2) to odpowiednio drugie skladowe wektoréw f() i f(2),
Jedli przyjaé, ze x, = [x1,22 = vp|T, to funkcja (2.36) na granicy roz-
dzialu jest postaci

(2.37)

Jezeli istnieje pochodna D, funkcji o(z,) w kierunku z1, to jest mozliwe
znalezienie punktéw szczegdlnych tej funkcji z wykorzystaniem nastepuja-
cych warunkéw:

do(zy0)
-DO' =—= 07
0 da (2.38)
o(zy,0) =0.

Obliczajac powyzsze, zapisuje sie réwnanie charakterystyczne w postaci
Do =2x10(27 — 1)(327 9 — 1) =0, (2.39)

na podstawie ktérego zbior pierwiastkow (punktéw stycznych) przy warun-
kach (2.38) jest nastepujacy

1

Podstawiajac kolejno wartosci ze zbioru (2.40) do réwnania (2.37), a na-
stepnie rozwiazujac kazde z nich ze wzgledu na pg, otrzymuje si¢ zbior war-
tosci granicznych parametru ksztaltu charakterystyki tarcia

(k) _ 2 } _
=0,+ , k=1...3. 2.41
W =foxggfs (241
(1)

Warto zauwazy¢, ze przy po = jiy = strefa utwierdzenia ¥, nie istnieje,
a na granicy nieciaglosci X pozostaja tylko trzy punkty styczne x%{f’:&). Przy

Ho = u(()2’3) strefa utwierdzenia 3, jest ciggla i istnieje pomiedzy granicz-
nymi punktami stycznymi a;g(j(’)?) = 4+2//3. W zakres tej strefy wchodza réw-

niez punkty styczne :cgil()‘r)) umiejscowione pomiedzy granicznymi punktami
stycznymi, dlatego na granicy niecigglosci ¥ znajduja sie 4 punkty styczne.

Bifurkacje strefy utwierdzenia zostang opisane w kolejnym rozdziale.
2.2.2. Dokladne wyznaczenie strefy utwierdzenia za pomoca
metody Hénona

Algorytm Hénona wyprowadzony w pracy [39] stosuje sie przy wyzna-
czaniu punktéw mapy Poincaré, ale po odpowiedniej modyfikacji uwzgled-
niajacej teorie Filippowa moze byé¢ przydatny do numerycznego obliczenia
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trajektorii rozwiazania w ukladach nieciaglych z tarciem [9]. Pod uwage na-
lezy tez wziaé zaleznodci analityczne na granice niecigglosci, punkty styczne
i funkcje przelgczen wyprowadzone w punkcie 2.2.1.

Doktadne obliczenie trajektorii rozwiazania numerycznego nieciagtego
uktadu dynamicznego z tarciem danego réwnaniami (2.40) moze przebiegaé
zgodnie ze schematem przedstawionym na rysunkach 2.11 i 2.12.

Rozpoczyna sie symulacje od zadania parametréw uktadu dynamicz-
nego i warunkéw poczatkowych xgo) = x1(tp) 1 x(QO) = w2(tp), a nastepnie
w kazdej iteracji sprawdza, czy rozwiazanie zawiera sie: a) w jednej ze stref
utwierdzenia Eq(f), k=1,2,...;b) wjednym z obszaréw poslizgu S; lub Ss,
w ktérych réwnania rézniczkowe (2.33) opisujace uklad ciagly catkuje sie
w sposéb standardowy, np. przy uzyciu metody Rungego-Kuty czwartego
rzedu.

Jezeli w kroku i + 1, podczas fazy poslizgu, H(xz) > 0 lub H(z) < 0, to
odpowiednio dla j = 1 lub j = 2 powtarza si¢ te iteracje, catkujac réwnania
rézniczkowe (2.33) przeksztalcone do postaci

. xI9 1
X1 = Fl(X1> = [ ma @ ‘| s (2.42)
7 f

w ktorej: X; = [x1, 7|7, T jest czasem uptywajacym w chwilowym uktadzie
dynamicznym, natomiast zo jest zmienna niezalezng. W tej iteracji przy
H(z) > 0 lub H(z) < 0, krok catkowania jest odpowiednio hy = v, — xg)
lub hy = a:gi) — vp, natomiast predkos¢ ruchu masy m wynosi xgﬂ) = Up.
Tym sposobem znajduje sie przejécie pomiedzy fazg poslizgu i utwierdzenia,
co umozliwia kontynuacje rozwiazania uktadu (2.33) w strefie utwierdzenia.
Jezeli w kroku i+ 1, podczas fazy utwierdzenia, xgiﬂ) > x%’%, gdzie xgkg
jest k-tym widocznym punktem stycznym, to powtarza sie obliczenia w tej
iteracji, calkujac réwnania rézniczkowe (2.33) opisujace dynamike uktadu

w fazie utwierdzenia przeksztalcone do postaci

. 1
Xz = FQ(XQ) = [ Wa 0 ‘| s (2.43)
f2
w ktorej: Xo = [1, 22]7, T jest czasem uplywajacym w chwilowym uktadzie
. . : : : . k) i+
dynamicznym, 1 jest zmienng niezalezna, natomiast hy = 7y — 2

w k-tym widocznym punkcie stycznym jest chwilowym krokiem calkowania.
Zostalo zatem znalezione przejscie pomiedzy fazg utwierdzenia i fazg posli-
zgu, co umozliwia kontynuacje rozwigzania numerycznego ukladu (2.33).
Wymienione schematy przejécia warunkuja miejsca pojawiania si¢ punk-
tow szczegdlnych, tzn. punktéw przeciecia w obszarze rozdziatu 3. oraz
punktéw wejscia/wyjscia trajektorii rozwiazania do/z obszaru %,. Jezeli
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D@ nie ; <D‘7 Rys;r:el;f. 12

tak

Rysunek 2.12 nie @ ")
str. 37 zy’ € Xy >

tak (utwierdzenie)

[xgi-i-l) O ho:cg)]

a) g3
h=aiy —af’

i+1) (k)

(
1) = ¢0) 4 h/:cg) nieNL <Tir
xi’“) = :cgk% tak

[t(i+1) — ) 4 ho]

7)) = (+1)

t=1+1

Rysunek 2.11. Schemat procedury numerycznej doktadnego catkowania z wykry-
waniem granic nieciagtosci
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Rysunek 2.11

k=0 (z{""
xgi-‘rl) c quk)

Rysunek 2.11
str. 36

Rysunek 2.12. Kontynuacja diagramu z rysunku 2.11
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punkt rozwigzania lezacy na granicy rozdzialu obszaréw poslizgu S; i S
zawiera sie w obszarze .. C 3, to na plaszczyZnie fazowej (x1, x2) pokaza-
nej na rysunku 2.13a, obserwuje si¢ w poblizu trzeciego punktu stycznego
charakterystyczne dla uktadow z tarciem zakrzywienie trajektorii fazowej.

Opisana powyzej metodyka obliczen opiera sie¢ na wykryciu punktéw
szczegolnych wystepujacych na trajektoriach rozwigzan uktadéw nieciaglych.
Uzupelnieniem do diagraméw z rysunkdéw 2.11-2.12 i wspomnianej metodyki
jest algorytm numeryczny zalaczony na wydruku 7.

Ty

0.9r

0.8r

0.7t : ‘ ‘ 4
—1.7 x,(0) 0 1 xl

Ty

0.7t ‘ ‘ | 4
17 1 0 , (0) 7

Rysunek 2.13. Widoczne (1, 3,5) i niewidoczne (2,4, 6) punkty styczne w strefach
utwierdzenia zaznaczonych kolorem szarym. Linia ciagla na rysunkach a-d przedsta-
wia rozwiazanie uktadu dynamicznego (2.33) dla réznych warunkéw poczatkowych

Wydruk 7. Catkowanie z doktadnym wykrywaniem granic nieciggtosci
(rysunek 2.13b). Procedure uzupelniaja funkcje z wydruku 15 (Dodatek).
1 x0, h, N, a, b, T, UIW, po.slizgu = inicjuj-obl ()

2 x, xn = x0, x0; al, al_ = a+1, a—1
3 b2 = b*xx2; k = miejsce_fazy_poslizgu(x[1], T)
4 i, ikrok = 0, 0; x_r = zeros ((2,int (N/krok)+1),float)
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5 while i <= N:

6 if UIW = 1:

7 xn[1] = x[1] 4+ h0 * x[2]

8 if xn[1] <= T[k]: xn[0] = x[0] + hO

9 else:

10 h = T[k] — x[1]

11 xn[0] = x[0] + h/x[2]

12 xn[1] = T[k]

13 UIW = 0

14 if k <> 2 : #wejécie do obszaru SI1 lub S2
15 po.slizgu = —1

16 else: po_slizgu =1

17 else:

18 if po_slizgu = -1 :

19 xn = RKF(fl1, x, al, b, hO, h2, h6)

20 if xn[2] > a

21 h=a— x[2]

22 xn = RKInv(fl, x, al, b, h)

23 xn[2] = a

24 if sigma(xn[1]*%2, b2) <= 0

25 k = miejsce_fazy_poslizgu(xn[1l], T)
26 UIW = 1

27 else: po_slizgu = 1 #wejscie do S2
28 else: xn[0] = x[0] + hO

29 else:

30 xn = RKF(f2, x, al_, b, hO, h2, h6)

31 if xn[2] < a:

32 h = x[2] — a

33 xn = RKInv(f2, x, al_, b, h)

34 xn[2] = a

35 if sigma(xn[l]**2, b2) <= 0

36 k = miejsce_fazy_poslizgu(xn[1l], T)
37 UIW = 1

38 else: po_slizgu = —1 #wejscie do S1
39 else: xn[0] = x[0] + hO

40 X = Xh

41 if i = krok x ikrok

42 x_r [0][ikrok],x_r [1][ikrok]=x[1],x[2]

43 ikrok +=1

44 i+=1

45 return x_r

Na rysunkach 2.13a-d przedstawiono przyktadowe rozwigzanie okresowe
w ukladzie dynamicznym z tarciem, w ktérym nie wystepuja utwierdze-
nia, a nieciagto$¢ w postaci zakrzywienia tego rozwiazania jest widoczna
w czasie przejscia trajektorii fazowej przez granice nieciaglosci 3. C 3.
Aby zobrazowaé przebieg trajektorii fazowej w poblizu punktéw stycznych
wybrano rézne warunki poczatkowe. Ponadto, przyjeto wspélczynnik tar-
cia statycznego po = 1/(3v/3) i predkosé ruchu podstawy v, = 1. Punkty
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styczne ngg dla wybranych parametréw ukltadu, okreslone z miejsc zerowych

funkcji przelaczen o(z) danej wzorem (2.36) sa dane, jak nastepuje
2
x(k) = — ¢ cos(c), cos(2c), sin (0.5¢), —sin (0.5¢),
1,0 \/g
(2.44)
—cos(2c),—cos(c)}, c=—, k=1...6.

2.3. Uklady dynamiczne z op6znieniem i nieciggloscia
parametréw fizycznych

Nowoczesne metody projektowania i techniki optymalizacyjne wspoltist-
nieja z modelowaniem numerycznym i symulacjami komputerowymi. Na eta-
pie wykorzystania takich narzedzi uzyskuje sie istotne informacje dotyczace
np. wartosci krytycznych, istotnych cech lub spodziewanej dynamiki zmian
stanu i zuzycia przysztego obiektu rzeczywistego. Modelowanie i symulacje
numeryczne prowadzi si¢ zazwyczaj w trakcie calego procesu projektowania,
wykonania i testowania uktadu mechanicznego lub mechatronicznego. Wiek-
szos¢ symulacji komputerowych wykonywanych w zakresie biomechaniki ru-
chu i ochrony cztowieka lub zwierzat przed niekorzystnym oddzialtywaniem
od strony otoczenia [55], obejmuje metody elementéw skonczonych [71] i kla-
syczna mechanike ciala sztywnego [5].

Symulacje komputerowe dynamiki odksztalcen i rozktadu naprezen cze-
$ci maszyn lub organdw i kosci istot zywych prowadzi sie szczegdlowo z wy-
korzystaniem metod elementéw skonczonych implementowanych w oprogra-
mowaniu komputerowym wspomagajacym proces modelowania. Symulacja
numeryczna opisana w tym rozdziale obejmuje optymalizacje liniowo-kwa-
dratowa i klasyczng mechanike ciala sztywnego, ktéra zastosowano do wy-
prowadzenia réwnan dynamiki badanego modelu klatki piersiowej. Takie
podejscie ma charakter bardziej ogblny. Wérdd jego zalet, szczegdlnie w od-
niesieniu do modeli organéw ludzkich, mozna wymieni¢: mniejsza ztozonosé
opisu matematycznego, krotszy czas symulacji numerycznych, mozliwosci
sprawdzenia rozwigzan w szerszym spektrum wartosci parametréw. Nie-
watpliwie, wadami takiego uproszczenia sg m.in. koniecznosé skupienia mas
w jednym punkcie, zmniejszenie liczby parametréw uktadu, brak uwzgled-
nienia niejednorodnoéci i petnej reologii zywych tkanek.

Zastosowania metod numerycznych w symulacji dynamiki uktadéw bio-
mechanicznych znajduja naukowe potwierdzenie w badaniach wypadkéw ko-
munikacyjnych [2]. Niektore sposrod nich dotycza losowych zdarzen w ruchu
ulicznym ze szczegbélnym uwzglednieniem uderzen w klatke piersiowg czto-
wieka przebywajacego w pojezdzie uczestniczacym w kolizji drogowej [62].
Miekkie tkanki wewnetrznych organéw ciata cztowieka poddanego dziata-
niu duzej silty o charakterze impulsowym ulegaja znacznym naprezeniom
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$ciskajacym lub rozciagajacym. Analiza dynamiki odksztalcen i przesunieé
organéw wewnetrznych wymaga czesto zastosowania ztozonych modeli bio-
mechanicznych. Trudnosci spowodowane sa nieréwnomiernym rozkladem
gestodci materiatu chrzastek i kosci cztowieka, stopnia elastycznosci Sciggien
oraz innych parametréw fizycznych zaleznych od ciezaru jego ciala, wieku
lub przebytych choréb [37].

2.3.1. Opis matematyczny ukladu biomechanicznego klatki
piersiowej czlowieka

Na rysunku 2.14 pokazano uproszczony model biomechaniczny klatki
piersiowej czlowieka.

T I T3 Ty

I I B
d oy / k34 ks
ka3 2 —1 - 1

7ﬁ e €2 1 Cs

1 J\/— mao ms my E
%g.%

I

kha ms C34
23 "5 Cog

#1(0) £ 0 —

5

Rysunek 2.14. Model biomechaniczny klatki piersiowej poddanej uderzeniu sprezy-

stemu. Od lewej strony: m; — masa impaktora, my — masa przedniej strony klatki

piersiowej, ms — masa tylnej czesci klatki piersiowej, m4 — masa oparcia, ms — masa
organéw wewnetrznych (tkanek tworzacych polaczenie reologiczne)

Wychodzac z zasady réwnowagi sit dzialajacych na kazda z mas przy-
jetego ukltadu dynamicznego, zapisuje sie 5 réwnan rézniczkowych drugiego
rzedu, a nastepnie opis matematyczny uproszczonego modelu biomechanicz-
nego formutuje w postaci 10 réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

T = T12, (2.452)

. 1

t12 = — (—kiz2(z11 — 221)) (2.45b)
my

T = T2, (245¢)

. 1

B2 = (k12(z11 — m21) — kg (w21 — x31) — kog(w21 — z51)+  (2.45d)

—c23(T22 — 732)) ,
T31 = x32, (2.45¢)
. 1
3= (ko3(w21 — w31) — k3a(ws1 — w41) + co3(w22 — w32)+  (2.45f)
—cy3 (32 — T52) — c34(32 — 42))
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i41 = T49, (2.45g

)
Tyg = ﬂ; (k3a(231 — w41) — kswar + c34(732 — T42) — CsT42) (2.45h)
T51 = T2, (2.451)
T5p = 7715 (—ka3(w51 — w21) + ca3(w32 — 52)) (2.45))

gdzie: my ... my oznaczaja kolejno mase impaktora, masy skladowe klatki

piersiowej i mase podparcia, k = [ki2, ka3, kb3, k34, ks], € = [ca3, Chs, C34, Cs] 82

odpowiednio wektorami parametréow sztywnosci i ttumienia, 1, ;2 (przy

i =1...5) sa odpowiednio wektorami przemieszczen i predkosci. Masa my

jest mala, a polaczenie elementu sprezystego kbs i tlumiacego chs, przy

ms = 0 wyodrebnia reologiczny fragment tego uktadu, odzwierciedlajacy
zachowanie organéw wewnetrznych.

Badany uktad charakteryzuja nastepujace wlasnoéci reologiczne:

(R1) szeregowe polaczenie elementéw sprezystego i tlumiacego za posred-
nictwem masy ms, jesli ms = 0;

(R2) wspdlezynnik sztywnosci kos zalezny od wzglednego polozenia x, =
T9 — x3 mierzonego na wysokosci mostka klatki piersiowej pomiedzy
przednia (o masie mg) i tylna (o masie mg) strona tutowia, tzn. podwaja
sie jego wartos¢ kog = 2kog, jedli x, > d;

(R3) wspdlczynnik tlumienia co3 zalezny od znaku wzglednej predkosci
zmian potozenia v, = xg — x7 pomiedzy przednia i tylna strona tulowia,
tzn. podwaja sie jego wartosé coz = 2ca3, jesli v, < 0.

Na podstawie tych wlasnosci, sztywnosé i ttumienie pomiedzy wyrdznio-
nymi masami zmieniaja sie w sposob skokowy, zaleznie od efektéw Sciskania
lub rozciagania klatki piersiowej spowodowanych sprezystym uderzeniem
masy mi. Zmiany parametrow ko3 i co3 stanowia inng postaé niecigglo-
$ci. Podobnie jak w przypadku tarcia suchego, prowadzi ona do przelaczen
pomiedzy réwnaniami rézniczkowymi obowigzujacymi w réznych stanach
dynamicznych determinowanych wlasnosciami (R2)-(R3). Z tego wzgledu,
poddajac taki uklad dynamiczny optymalizacji stanéw dynamicznych (np.
minimalizacji odleglos$ci o — x3), nalezy opracowaé¢ nietypowy algorytm
sterowania, ktéry opisano w punkcie 4.2.2.

2.3.2. Rozszerzona reprezentacja w przestrzeni stanu

Wzgledne potozenia mas w ukltadach fizycznych o wielu stopniach swo-
body charakteryzuja sie opéznieniem czasowym [20]. Zapisanie réwnan roz-
niczkowych modelujacych wielowymiarowe uklady dynamiczne z opdznie-
niem i nieciagloscig parametréw fizycznych opiera sie na podstawowej repre-
zentacji tych uktadéw w przestrzeni stanu, uzupetnionej o dodatkowe macie-
rze niepewnosci uwzgledniajace zmienne w czasie parametry uktadu i wspél-
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czynniki wektora sygnaléow sterujacych. Rozszerzona reprezentacja uktadu
liniowego N-potaczonych poduktadéw, ktérych parametry moga zmieniaé
sie w czasie w sposOb nieciggly, przedstawia sie nastepujaco

dz;(t) B N B
= (Ai + AA;())Zi(t) + D (Aij + AAG (1)), (t — )+
J#i
+ (B + AB; () wi(t) (2.46a)
gz(t) = Czi‘l(t) + DZ"L_Li(t), i=1,...,N. (2.46b)

We wzorach (2.46) wykorzystano nastepujace oznaczenia: z;(t) € R™,
w;(t) € R™ i y;(t) € R%, oznaczaja kolejno wektory stanu, wejéé steruja-
cych i wyjéé — odpowiedzi uktadu. Uklad dynamiczny (2.46) N-potaczonych
poduktadéw jest opisany za pomoca macierzy niezaleznych od czasu: stanu
wewnetrznego A" wejéé sterujacych B wyjsé C?X”i i macierzy
transmisyjnej D%*™i. Parametr 7; stanowi opéznienie czasowe j-ego pod-
uktadu w odniesieniu do czasu uplywajacego w rozpatrywanej przestrzeni
stanu. W dalszych rozwazaniach zaklada sie, ze wejscia sterujace nie wpty-
waja bezposrednio na sygnaly wyjéciowe ukladu, dlatego macierz trans-
misyjna Diixm" jest rowna 0. Celem rozwiazania zagadnienia uwzglednia-
jacego nieciaglo$é w czasie parametréw przyjetego uktadu dynamicznego,
wprowadza sie¢ w réwnaniach (2.46) macierze parametréw jawnie zaleznych
od czasu, tj. AALT"(¢), AA?Z?XT” (t) 1 AB["*™i(t), ktoére definiuja kolejno
niejednoznacznosci stanu i wejs¢ sterujacych. Macierze niejednoznacznosci
uwzgledniaja zmiany parametrow zachodzace na podstawie znanej funkcji
czasu lub uzaleznione od aktualnego wewnetrznego stanu dynamicznego.
Macierze AA?{X"" (t) reprezentuja istniejace realizacje polaczen pomiedzy
poduktadami. Opisywana zaleznos¢ stanows parametréw sztywnosci i thu-
mienia uwzglednia sie w opisie matematycznym zdefiniowanego powyzej
ukladu biomechanicznego, co prowadzi do rozwiniecia réwnan (2.46), da-
nych nastepujacym uktadem

)| | 0 1| |z1i(¢) 0 0] [za1(t —7)

lm(t)] a l;ﬁf 0] [xu(t)] + [kmlf 0] [m(t_w)], (2.47a)
z 0 1 0 0 x

Lﬁz;g;] - (l_kw_k%_kés —é23 + %3(0 —C;La(t)]> lxz;g;] +

AO 0 :1311(15—71)
+ llm O] [x12(t_71)

m2

+1 % og | T | kas(®) ¢ (t)Dl +
(15 )+ |se 20)) 2070
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+ l 0 0] [xm(t - 75)1 , (2.47b)

k
=0 x52(t — 75)

i’gl(t) . A 0 ) 1/
i39(t)| |\ |=hzazhsa ZC23=Chzmcn

m3 m3

0 0 0 (t
+ kas  éo3 | kas(®) 023 (t
m3 m3 ms3

_l’_

0 41 (t — 7'4) SL‘51
+ % 034] lx42(t _ 7_4)] 023] x52 t o 7_5 ] 5 (2.47C)
j341(t) . 0 1 (1}41(t) 0 .7331(t—7'3) +
ia(t)] T |k e | (g()] k34 i | |ws2(t —73)
0 U41(t)
:t51(t) . 0, 1/ .T51(t) (/) 0 xgl(t — 7'2)
L‘cww] ) [m m] [M ’ L o] Lcw— m] ’
0 0 Jagi(t —73) o
| ] e 247
® 0 0
t
yl. _ _11 8 [xllgt; leEt;] (2.47f)
: 0 0 I12 t ... IN2 t ’
yn(t) 0 o

w ktérym xo1 (t) —x31(t) jest przesunieciem wzglednym mas mg i ms. W réw-
naniu (2.47a) wszystkie macierze niejednoznacznosci AA;; = 0, przy j =
1...N. Macierze istniejacych realizacji potaczen Aj3 = A1y = A5 = 0 sa
tez zerowe, poniewaz nie ma fizycznego polaczenia pomiedzy masa m, a ma-
sami m;, przy j = 3...N. Podobnie w réwnaniu (2.47b): AAy; = AAgy =
AA25 = 0, A24 = 0; w réwnaniu (2.47C): AA31 = AA34 = AA35 = 07
Az1 = 0; w réwnaniu (2.47d): AAg; =0 przy j =1...N, Ay = A =
Ays = 0, By # 0, ale B; = 0 (przy ¢ = 1,2,3,5), poniewaz sila sterujaca
dziala na mase my4; w rownaniu (2.47e): AAs; =0, przy j =1... N, a takze
Asy = As4 = 0.

1

Wydruk 8. Procedura numeryczna rozwiazujaca uklad réwnan (2.47).
Uzupelnieniem sa funkcje z wydruku 17 (Dodatek).

from stale import x

2 from funkcje import x
3 from my_plotting_lib.before_plot import before_plot

44



4 from my_plotting_lib.plot_predkosc import plot_predkosc
5 from my_plotting_lib.plot import plot_przesuniecie

7 System = [f0,fl,f2 {3, f4]
8 for i in range(l, Niter):

9 for j in range(Nsub):

10 sX = [.0,.5xk[i,j,0][:],.5xk[i,j,1][:], k[i,j,2][:]]
11 sK=[.0,.5xdk[i,:,0][:],.5«dk[i,:,1][:],dk[i,:,2][:]]
12 for q in range (4):

13 k[i,j,q] = hOxSystem[j](A,dA,B,X[i—1,j]+sX[q],)\
14 dX[i-1]+sK[q],U[i—1,j],V,P)

15 X[i,j] = X[i—-1,j]+.16666%(k[i,j,0][:]+\

16 2e(k[i.3,1][]+k[i,5,2] (1) +k[1,5,3][:])

17 for j in range(Nsub):

18 if i > H[j]:

19 dX[i,j] = X[i-H[]j],j] #opdbZnienie

20 dk[lml] :k[i—H[j},j]

21 k23_[i],c23_[i] = £23(X[i,1],X[i,2],1,k23,c23)

22 if k23 [i]!=k23_[i—1] or c¢23_[i]l=c23_[i—1]:

23 dA=uncer (dA,k23_[i],c23_[i])#zmiana mac. niepew. dA

24 before_plot (26)
25 plot_przesuniecie (0,4,Niter ,h0,X,1) #przes. wzgledne mas
26 plot_predkosc (1,4,Niter —1200,h0,X,2)#predkosci wzgledne mas

Rysunki 2.15 1 2.16 przedstawiaja trajektorie czasowe réznic wzglednych
A; pomiedzy zmiennymi stanu badanego uktadu dynamicznego. Na rysunku
2.16 zobrazowano wplyw opdznienia czasowego kazdej ze zmiennych stanu
na wzgledne réznice przesuniecia (rysunek a) i predkosci (rysunek b) pomie-
dzy masami mo i m3, bedacymi odpowiednikami przedniej i tylnej Sciany
klatki piersiowe;j.

Jak pokazano na rysunku 2.16, przy op6znieniach czasowych 7, = {0, 10,
20, 30,40} - ho (przy k=1...5, hg = 0.00005), przyjetych dla kazdej z mas
w odniesieniu do zerowego opdznienia masy impaktora widaé, ze trajektorie
rozwiazan w ukladzie bez opdznienia (linia punktowa) i z op6Znieniem (linia
ciagla) znaczaco odbiegaja od siebie. Ta obserwacja wskazuje na koniecznosé
uwzglednienia opéznien czasowych w ukladach wielowymiarowych.

7 praktycznego punktu widzenia jest to réwniez uzasadnione, poniewaz
jesli wyobrazi¢ sobie uderzenie rzeczywiste, to w chwili kontaktu impaktora
z przednig Sciang klatki piersiowej jej tylna cze$é¢, a tym bardziej podpar-
cie, doznaja przesuniecia z pewnym opOznieniem zaleznym od parametréw
biofizycznych ukltadu i szybkosci rozchodzenia sie w nim fali uderzeniowej.

Rozwiazanie numeryczne réwnan rézniczkowych z opdéznieniem przedsta-
wionym w rozszerzonej reprezentacji uktadu liniowego pieciu potaczonych
poduktadéw o parametrach zmiennych w czasie istotnie podwyzsza doktad-
nos¢ symulacji tego zlozonego zjawiska fizycznego. Przyktadowo, w proce-
durze numerycznej nie uwzgledniajacej opdznien czasowych pomiedzy po-
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3.2 T : 15.5
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Rysunek 2.15. Trajektorie czasowe réznic wzglednych A; pomiedzy zmiennymi
stanu badanego uktadu dynamicznego. Parametry uktadu: m; = 1.6, my = 0.45,
msz = 27.21, my = 10, ms = 0.1 [kg], d = 0.0381 [m], k = [281,26.3,13.2, 50, 10]-10°
[N/m], ¢ = [0.52,0.18,0.11,1] - 10® [Ns/m]. Przyjeto zerowe warunki poczatkowe
wszystkich zmiennych stanu z wyjatkiem predkosci impaktora x15 = 13.9 [m/s].
Indeksem ¢ oznaczono liczbe iteracji procedury catkowania numerycznego

T T 9.6 T T
. Ay (7)) [cm] © Ay(h) =y Ayy(7y,) [m/s] ©r Dyy(Ty) =gy

—  Ap(T) =rn—ayH

3.6

—  Ay(T) =z —ay

t; =i-hy [s]
=34 600 1200 i

(b)

Rysunek 2.16. Wplyw opodznienia czasowego T kazdej ze zmiennych stanu na
wzgledne réznice przesuniecia (rysunek a) i predkosci (rysunek b) mas mg i ms

laczonymi poduktadami dynamicznymi, stany x21 i 222 opisujace dynamike
drugiego podukiadu sa aktualizowane juz w pierwszej iteracji. Liczac od
drugiego podukladu (przedniej $ciany klatki piersiowej) przejmujacego ude-
rzenie, poduklad reprezentujacy podparcie uwzgledni pojawienie sie¢ wymu-
szenia juz w czwartej iteracji, tj. w kroku, w ktorym zmienne stanu z41 i x42
poduktadu reprezentujacego tylng Sciane klatki piersiowej przyjma warto-
$ci niezerowe. Dlatego mozna wnioskowaé, ze jawne pominiecie opdznien

46



czasowych w opisie matematycznym i w konsekwencji w procedurze nume-
rycznej powoduje przyjecie a priori mozliwie najkrétszego czasu opdznienia
zmiennych opisujacych stan dynamiczny obiektow inercyjnych.

2.3.3. Modelowanie stanowej nieciaglosci parametréow uktadu
dynamicznego

W przypadku modelowania zmian parametréw N-potaczonych podukta-
dow dynamicznych napotyka sie na problem niecigglosci o charakterze prze-
taczajacym. W odniesieniu do przypadku nieciaglo$ci wywotanych tarciem
suchym mozna powiedzieé, ze skokowa zmiana parametrow jest jakosciowo
inng, obok wymuszen zewnetrznych, forma zaburzenia wplywajacego bez-
posrednio na wewnetrzny stan uktadu.

Modelujac stanowa nieciaglosé parametréw wybranego poduktadu dy-
namicznego, mozna zastosowaé zapis macierzowy. Istota tego podejscia po-
lega na zdefiniowaniu zbioru macierzy wzmocnien wyczerpujacych wszystkie
wartosci parametréw zaleznych od czasu. Rownania rézniczkowe zawierajace
parametr, ktérego wartosci zdefiniowano na zbiorze macierzy wzmocnien,
przyjmuja inna postaé, zalezna od stanu dynamicznego i warunkéw przy
ktorych nastepuja przelaczenia jego wartosci. Jesli warunek nie wymaga
wielu obliczeh matematycznych, to od strony obliczen numerycznych algo-
rytm catkowania oparty na kodzie warunkowym szybko przelaczy sie na
inng wartos¢ parametru. Ten charakter nieciagtosci w odniesieniu do opisa-
nej w podrozdziale 2.2.2 procedury caltkowania z dokladnym wykrywaniem
granic nieciaglosci bedzie zatem tatwiejszy do zamodelowania.

Zdefiniowany problem odkrywa pewne cechy badanego uktadu fizycz-
nego. Zaliczaja si¢ do nich niejednoznacznosci potozenia i predkosci zalezne
od czasu, bedace szczegdlnym mechanizmem modelujacym potaczenia re-
ologiczne wystepujace w czesci biomechanicznej tego uktadu.

Nieciagto$é¢ parametréw sztywnosci i ttumienia opisywana wlasnos$ciami
(R1)-(R3) badanego ukladu wymaga odpowiedniego zapisu matematycz-
nego. W réwnaniach (2.47b) i (2.47c) mozna wyrézni¢ niejednoznacznosci
wspomnianych parametréw analizowanego uktadu dynamicznego wyrazone
czterema macierzami AA;;(t) zapisanymi w postaci zwartej

0 0

AAij(t) = | olij)has(t)  olig)eas(t) | = DiF(t)Eij, (2.48a)
(i, j) = —sgn((-1)""7), (2.48b)

gdzie 1,5 = 2, 3.

Rozmieszczenie wyrazéw macierzy niejednoznacznosci AA;;(t) nie zmie-
nia si¢ (zmieniaja sie tylko jej wartosci), a przy zachowaniu stalosci macie-
rzy D; i F;; parametréw badanego uktadu mozna to wykorzysta¢ do zdefi-
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niowania nieznanej macierzy przetaczen F'(t). Rozklad niezerowych warto-
$ci rzeczywistych tej macierzy wyznaczy kombinacje parametréw niejedno-
znacznosci (kag, c23) zalezna od warunkow (R2)-(R3). Rozklad DFE dany
réwnaniem (2.48a) znajduje si¢ przy zalozeniu, ze macierz F'(t) spelnia wa-
runek FT(t)F(t) < I przy t € R*, gdzie I jest macierza jednostkowa.
Taka reprezentacja zbudowana na macierzach D; i E;; (zawierajacych state
elementy), jest stosowana podczas rozwiazywania zagadnien dotyczacych
liniowych nieréwnosci macierzowych z zakresu sterowania uktadéw o wielu
stopniach swobody z op6znieniem.

Zaleznie od znaku zmiennych z,(t) i v, (t), w réwnaniu (2.47b) sa mozliwe
nastepujace postaci macierzy niejednoznacznosci AAga(t):

[0 0
jeslisy, tok=1,
0 0
[0 0
oo 0] jesli so, to k=2,
Ady(t) = AAL) = T (2.49)
_ ] jesli s3, to k=3,
0 =Cz
- m2
0 0 .
oo _0231 jesli sq, tok =4.
L mo mo

Pozostate macierze AA;;(t) (przy 4,j = 2,3) definiuje sie w podobny spo-
séb. Ponadto, s = {x,(t),v.(t) : zr(t) < dAvp(t) > 0; 2, (t) > d Avp(t) >
0; z,(t) < dAw(t) < 0;2.(t) > dAvp(t) < 0} reprezentuje wlasnosci
reologiczne (R1)-(R3) badanego ukladu biomechanicznego. Warunki prze-
taczen s; beda wybieraé tylko jedng spoérdd k realizacji macierzy AAS-”A),
zaleznie od kombinacji zdefiniowanej para (x,(t),v,(t)), warunkujaca po-
sta¢ skokowe] funkcji zmian macierzy niejednoznacznosci AA;;(t). Zgodnie
z uktadem (2.46), te macierze dodaja sie do macierzy stanu pieciu polaczo-
nych podukltadéw o dwéch stopniach swobody, zmieniajac postaé¢ réwnan
rézniczkowych. Odpowiednio dobrana macierz F'(t) pozwoli zaleznie od wa-
runkéw si na realizacje przelaczen pomiedzy tymi réwnaniami.

Przyktadowo, rozktad macierzy AAé?;) moze przebiegaé wedlug nastepu-
jacego schematu.

Macierz F'(t) bedzie zalezeé¢ od k-tego przypadku wyrazonego funkcja
wielowartoéciowa (2.49). Dlatego, spetniajac warunek FT (t)F(t) < I, przyj-
muje sie réwnosé FGTFG) = 4T ktéra zachodzi przy v < 1, tj.

@) _ |1 3] | fof _ |y O
e _[fz f4] [fg f4]_l0 fy]’
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A+ 13 =,
s+ 1= (2.50)
fifo+ f3fa=0.

W nastepnym kroku rozwija sie réwnanie (2.48), zapisujac

)

(2.51)
gdzie: p1 = dif1 + dafs, p2 = dife +dafs, p3 = d3f1 + dufs, ps = d3fa +
dy f4. Porownujac postaci macierzy AA%Z;) dane réwnaniami (2.51) i (2.49),
otrzymuje sie

AASB) — di do| [ f1 f2| |e1 e2 _ |P1€1+Dp2e3 pie2 + paeq
22 d3 dy| |fz3 fa] |e3s eq p3e1 + pae3  psea + paey

pre1 + poeg =0, (2.52a)
pres + poeg =0, (2.52b)
pser + pgeg =0, (2.52¢)
p3e2 + paes = Py, (2.52d)

gdzie (4 jest niezerowym wyrazem macierzy AAg), a pozostale wyrazy sa
réwne 0. W celu zredukowania liczby réwnan w ukladzie (2.52) podstawia sie
e1 z (2.52a) do (2.52c) oraz e z (2.52b) do (2.52d), otrzymujac, ze egm = 0,
ktore bedzie spetnione jesli e = 0 lub © = 0, przy uwzglednieniu eqm = (4,
(gdzie By # 01 7™ = py — p3p2/p1), natomiast m i e4 musza byé¢ rézne od
0, stad e3 = 0. Przy takich zalozeniach e; = 0, a w konsekwencji réwnania
(2.52a) i (2.52c) znikaja. Dwa réwnania pozostale w (2.52) przepisuje si¢
ponizej

dig1 +dap2 =0, (2.53a)
ds¢1 + dapo = B , (2.53b)
gdzie:
b1 = frea + faea , (2.54a)
¢2 = [3e2 + faeq . (2.54b)
Nastepnie, wyrdznia sie¢ dwa przypadki: a) jesli ¢; = 0, to z (2.53b)

¢o # 0, wtedy by spelnié¢ réwnanie (2.53a) do = 0; b) jesli ¢o , to
z réwnania (2.53b) ¢1 # 0, wtedy by spelni¢ réwnanie (2.53a) d; = 0.
Wybierajac przypadek (a), dg = B4/d2 przy ¢2 # 0.

Na podstawie réwnan (2.53), ¢o = B4d1/(d1ds — dads). Przyjmujac ds =
0, zaleznos$é ¢o = [34/d4 bedzie spelniona dopdki dy # 01 ¢y = do = 0
w réwnaniu (2.53a). Dlatego, niech d; = 0 bedzie wybrane dowolnie.
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Majac na uwadze powyzsze, niech f3 = 0 w réwnaniu (2.50), wtedy
f1 = fa==xv1 fo = 0. Dalej wykorzystujac réwnanie (2.53b), d4fieqs = 54
przy ¢1 = 0. Kladac dy = 04 # 0 otrzymuje si¢ e4 = £,/v. Ostatecznie,
aby spelié¢ warunek (2.54a), e; = 0 i rozklad (2.51) uzyskuje nastepujaca

postaé
0 O
0 iﬁ“]' (2.55)
5

0 0
0 d4

+y 0

AAY) = [ S

W podobny sposbéb wyznacza sie rozktady macierzy AA%QQ) i AA%) (zob.
réwnanie (2.49)):

B
2 |0 0 0 =£v||£% O
AA22 = |f) 54] [:t’y 0 07 ol (2.56&)
B
@ 10 0O 0 v i7 0

Stosujac réwnanie (2.48), a takze uogdélniajac réwnania (2.55) i (2.56)
na kazda z czterech macierzy niejednoznacznosci, zapisuje sie poszukiwany
rozklad DF E w nastepujacej formie

o(i,5)B1
R e (U U e R _
aaY) = D0 g, = [O 5ol F i ot | k=1.. .4,

(2.57)
gdzie: i, j = 2,3, funkcja o (i, j) jest dana réwnaniem (2.48b), macierz F'(t)
zalezy od czasu i okresla warunki przetaczen wedtug ponizszego schematu

[0 0
jeslisy, tok=1,
0 0
Fo
n 07 jesli so, to k=2,
F®) = :! . (2.58)
K jedli sz, tok =3,
==
o L]
T jesli sq, to k=4,
=y £7)

Wyrazenie wielowartosciowe (2.58) definiuje warunki przetaczen macie-
rzy AA;j(t), opisane w komentarzu do réwnania (2.49). Jak mozna bylo
oczekiwaé, przypadki macierzy F'(t) pokrywaja sie z czterema realizacjami
macierzy niejednoznacznosci, a macierze D; i Ej;; sa stale i zawierajg para-
metry danego poduktadu. Korzyscia tego rozktadu jest uzaleznienie macie-
rzy przelaczen tylko od jednej wartosci stalej ~.

20



W celu sprawdzenia poprawnosci wyzej przytoczonych estymacji pod-
stawia sie parametry analizowanego ukladu i wyznacza wartos¢ statej ~:
da2 = 1/ma, d43 = 1/m3, B1 = ko, Ba = c23, 7 # 0. Przyktadowo,

_ 0 0 0 ks 0 0

m2 v Y m2 m2

co pokrywa sie z czwartym przypadkiem zapisanym w réwnaniu (2.49).

Rysunek 2.17. Ksztatt powierzchni £ (21, 25) w funkcji parametru

Wracajac do wezedniejszego zalozenia, nalezy zapewni¢ FOTE®) < 1
— (W = pWTEF) _ 1 <0, przy k = 1...4. Symetryczna macierz ¢
(n xn) o wyrazach rzeczywistych jest ujemnie pétokreglona jesli z7¢ Kz <0
dla kazdego niezerowego wektora z € R™, przy czym z! oznacza transpozy-
cje macierzy z. Mozna sprawdzi¢, ze £ jest symetryczna, a w szczegdlnodei:
EW =0,6® =@ = (y? ~1)(2f +23), €W = (o] + 22120 +223) — 27 — 23,
wtedy przy £%) < 0 sa spelnione nastepujace warunki {v:-1<y< 1|y <
(22 + 23)1/2(2% + 22129 + 22%)_1/2}. Widaé, ze tylko czwarty sposrdd tych
warunkéw, tzn. £ ) jest wrazliwy na wybdr statej v. W przypadku istnienia
dwoch niezerowych wyrazéw w dolnym wierszu macierzy E;; wymagane jest
rozwiagzanie nastepujacego problemu optymalizacyjnego:

maksymalizuj

przy ograniczeniach: 5(4)(21, 29) < 0,21 # 0,29 # 0.

Wartos¢ v* = 0.618033 oszacowano numerycznie, obliczajac wartosci

funkeji € (21, 20) w zadanych przedziatach zmian jej argumentéw. Wykres
powierzchniowy widoczny na rysunku 2.17¢ jest rozwigzaniem postawionego
problemu optymalizacyjnego.

Opisana wyzej procedura umozliwia przeksztatcenie uktadu réwnan réz-
niczkowych do postaci zawierajacej wyrdzniona macierz przetaczen. Mozna
ja stosowaé do przetaczania sie¢ pomiedzy rownaniami rézniczkowymi opisu-
jacymi dynamike uktadu znajdujacego sie w stanach wyznaczonych charak-
terem zmian jego parametrow.
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3. Analiza dynamiczna niecigglych uktadéw dynamicznych

Teoria bifurkacji nalezy do silnie rozwijajacych sie gatezi dynamiki, sta-
nowigc jednoczeénie pole dla szerokich rozwazan analitycznych i schematow
numerycznych. Najbardziej podstawowe zagadnienie tej teorii skupia sie na
badaniu jako$ciowych zmian zachowania przy nieznacznie zmieniajacych sie
parametrach uktadu wokoét wartoéci krytycznych. Fundamentalnym sche-
matem, badZ pewna wariacja procesu dynamicznego, jest jakoSciowe i nie-
oczekiwane przejécie rozwiazania z orbity o okresie 7" na orbite o okresie 27'.
Przyktadowo, niegtadkie aspekty podejécia czysto matematycznego wsparte
odpowiednimi procedurami numerycznymi zawarto w pracy [28]. Podczas
analizy konwertera mocy pradu statego o dynamice nieliniowej (przetaczaja-
cej), wspomniane wyzej podwojenie okresu oscylacji doprowadzito do utraty
stabilnoéci uktadu elektronicznego dzialajacego w bliskim otoczeniu punktu
pracy. Tego typu efekty sa niepozadane i moga by¢ poczatkiem lawinowej
sekwencji podwojen oscylacji prowadzacych do chaosu. Powyzszy scenariusz
mozna zatem przewidzie¢ w chwili zaistnienia pierwszych podwojen okresu
oscylacji i automatycznie powstrzymaé jego dalsza propagacje przez nie-
wielka modyfikacje wybranego parametru uktadu.

W celu zobrazowania pozytecznych, jak réwniez szkodliwych efektow
istnienia bifurkacji w uktadach dynamicznych, wykorzystuje sie wiele intere-
sujacych technik analizy i obserwacji. Wéréd nich na uwage zastuguje widok
(podglad) stroboskopowy stosowany czesto przy badaniu stabilnosci prze-
taczajacych (nieciaglych) uktadéw elektronicznych i wyznaczaniu odwzo-
rowan ukladéw kawaltkami-ciaglych (np. z tarciem suchym). W pracy [47]
zamieszczono szczegélows analize regul pojawiania sie réznych bifurkacji
typu granicznego. Zawarto w nich kilka aplikacji doswiadczalnych, jak réw-
niez zaproponowano podstawy teoretyczne przydatne do wyjasnienia przy-
czyn powstawania schematéw bifurkacji w dwuwymiarowych odwzorowa-
niach uktadéw kawatkami-ciaglych.

Obwody elektroniczne nie sg jedynymi przyktadami uktadéw, w ktorych
efekty generowane podczas standardowego trybu pracy sa powodem wyste-
powania nieoczekiwanych zachowan nieregularnych, a w tym zmian odpo-
wiedzi dynamicznych wynikajacych z bifurkacji parametréw uktadu. Zupet-
nie odmienny charakter przetaczen mozna wyrézni¢ w innych, niecigglych
uktadach mechanicznych. Powstaja one na zasadzie sekwencji kolejnych po-
$lizgéw i utwierdzen ciala (masy) lub zespotu polaczonych cial (mas) drgaja-
cych. Przyklad analizy dynamicznej uktadu nieciagltego o dwoch stopniach
swobody z tarciem mozna znalezé w pracy [35]. Badany uklad stanowia
dwie polaczone sprezyscie masy drgajace umieszczone na poruszajacej sie ze
stala predkoscig podstawie. Kontakt cierny masy i podstawy opisany pew-
nym modelem tarcia istniejacego pomiedzy idealnymi powierzchniami jest
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zrodlem drgan samowzbudnych typu utwierdzenie-poslizg. Wystepowanie
drgan tego rodzaju jest przyczyna pojawiania sie w uktadzie réznorodnych
bifurkacji rozwigzan w fazie utwierdzenia i poslizgu.

Analiza dynamiczna to réwniez szereg metod analitycznych, ktorych ta
praca nie podejmuje, ale w kontekscie obserwowanych w niej zachowan nieli-
niowych mozna wyrézni¢ nastepujace metody: matego parametru Poincaré,
Krylowa-Bogoljubowa i Galerkina [4,44].

W tej czesci pracy zostanie przedstawiona metoda numeryczna umozli-
wiajaca ocene schematow bifurkacji oraz wyznaczenie dyskretnego diagramu
bifurkacji rozwigzan niecigglego uktadu dynamicznego o jednym stopniu
swobody z wymuszeniem harmonicznym [14].

3.1. Bifurkacje rozwigzan

W tym rozdziale wykonana zostanie analiza dynamiczna nieciaglych
uktadéw dynamicznych pod wzgledem bifurkacji rozwiazan i liczbowego
oszacowania charakteru trajektorii czasowych, pokazujaca ztozonosci dyna-
miki obiektéw z tarciem suchym. Skupiajac sie na granicy rozdziatu obsza-
réw przestrzeni stanu, zostana przedstawione bifurkacje wyraznie widoczne
w ukladzie z wymuszeniem harmonicznym. Uzupelnienie tej analizy sta-
nowia estymacje widm wykladnikéw Lapunowa, potwierdzajace charakter
trajektorii ruchu okresowego, quasi-okresowego i chaotycznego.

Jednowymiarowy uktad modelowy sklada sie z masy m, ktéra oscyluje na
podstawie poruszajacej si¢ z predkoscia v,. Do masy m przyczepiono jeden
koniec sprezyny o nieliniowej charakterystyce wyrazonej stalymi k; i ko.
Potozenie jej drugiego konica zmienia sie w sposéb harmoniczny i jest opisane
funkcja y = Asin (wt) o stalej amplitudzie A i czestosci kotowej w. Odleglosé
z = x1—y wynika z réznicy potozen x; masy m i drugiego konca sprezyny y.
Powierzchnie przylegania masy m i podstawy tworza suchy kontakt cierny,
w ktérym site tarcia opisuje funkcja 717, zalezna od parametru ksztaltu pg
i predkosci xg — v, ruchu wzglednego powierzchni tworzacych wyrézniony
kontakt cierny.

Zdefiniowany wyzej uktad pokazano na rysunku 3.1, natomiast jego dy-
namike opisujg réwnania postaci

T = T2,
b2 = (i1 ) + kol )+ Ta(0), .

gdzie: T7 jest funkcja dana wzorem (3.2), opisujaca przyjety model tarcia
suchego (patrz rysunek 3.2), v = x2 — v, jest predkoscia ruchu wzglednego,

Ho

T)(v) = sgn (v)1 ol

(3.2)
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Rysunek 3.2. Model tarcia o charakterystyce opadajacej (linia pogrubiona)

Réwnanie (3.1) przeksztalcone do postaci (2.22) z uwzglednieniem pozo-
stalych zaleznosci na funkcje tarcia 77 i wymuszenie y = A sin (wt), prowadzi
do zapisania ukladu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu z wymusze-

niem harmonicznym

y = Asin (wt) ,

&= f(x)
Z2=T1Y,

gdzie: x = [z1, 2], f

Ho

kozd — k _
2% 1Z+vp—:1:2+1

Ho
koz3 — k S —
2% 12 + Fp—— (3.3)

Sl— 3=

(@), f(2)}T,
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Granica nieciaglosci X rozdzielajaca dwa przylegte obszary S7 i S oraz
funkcja przelaczen o(x) sa dane wzorami (2.34)-(2.36).
3.1.1. Symulacja numeryczna

Jesli przyjaé, ze z, = [z,72 = vp|T, to funkcje przelaczen (2.36) na
granicy rozdzialu ¥ zapisuje sig, jak nastepuje

o(zy) = % [(kng — klz)2 — ug] : (3.4)

Jedli istnieje pochodna funkcji o(z,), to mozliwe jest znalezienie punktéw
szczegllnych tej funkcji z wykorzystaniem nastepujacych warunkow:

_ do(zy,) _ 22y

Dy =~ - (3kozZ — k1) (ko2 — k1) =0, 0(zy) =0, (3.5)

skad dostaje sie nastepujacy zbiér pierwiastkéw

k k
(k) — + 71:|: L k=1...5. 3.6
Zy, {0, \/k:’ 3 [ przy ) (3.6)

Podstawiajac wartosci zy,; dane zbiorem (3.6) do réwnania (3.4), a na-
stepnie rozwiazujac to réwnanie ze wzgledu na g, otrzymuje sie zbiér war-
tosci granicznych parametru ksztattu charakterystyki tarcia

0 — o, + kL rzy 1=1...3 (3.7)
= 7 =1...3. .
Ko ’ 3\/ 3]{32 P

Zbior wartosci (3.7) redukuje strefe utwierdzenia do punktéw stycznych,
w ktérych funkcja przetaczen strefy utwierdzenia jest styczna do osi odcie-
tych na wykresie zaleznosci o(zy, pg) pokazanym na rysunku 3.3. Otrzymane
definicje stanowia uogdlnienie wzoréw (2.40) i (2.41) zawierajacych parame-
try ki, ko 1 po. To potwierdza, ze umiejscowienie strefy utwierdzenia zalezy
od parametrow uktadu dynamicznego. Male bifurkacje ich wartosci powo-
duja przesunigcia stref utwierdzenia, ktére determinuja stan dynamiczny
rozwazanych ukladéw nieciaglych z tarciem. Analize takich bifurkacji wy-
konano w pracy [56] na przykladzie ukladu samowzbudnego o dwéch stop-
niach swobody, modelujacym (w pewnym przyblizeniu) hamulec bebnowy
ze zmienng sitg nacisku i tarciem suchym istniejacym pomiedzy wewnetrzna
powierzchnia bebna i powierzchnia oktadzin klockéw hamulcowych.

Gorny wykres zaznaczony na rysunku 3.3 linig przerywana, styczna do
osi odcietych pokazuje, ze przy takim dobrze parametru (3 strefa utwier-
dzenia praktycznie nie istnieje, poniewaz warto$¢ funkcji o(z,) jest wieksza
lub réwna zeru. Pojawia si¢ degeneracja powierzchni 3, do trzech punktow
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A G(Zv’ “‘0) A t

strefa
utwierdzenia

(2) (®)

Rysunek 3.3. Punkty styczne (kropki) na przecieciu funkcji o(z,, po) z osia z,

dla pg = uél) (linia kreskowana) i g ué2’3) (linia ciagla) oraz wykres y(t)
przemieszczenia strefy utwierdzenia w czasie

stycznych. To oznacza, ze nie jest mozliwe utwierdzenie masy m na ruchomej
podstawie, a rozwiazanie standardowe przechodzace z obszaru S1 do obszaru
S9 i na odwrét dozna jedynie zalamania na granicy nieciggltoéci w strefie
ich rozdzialu. Inna interpretacja wiaze sie z drugim wykresem zaznaczonym
linia ciagta, ktéra jest styczna do osi z,. W tym przypadku, strefa utwier-
dzenia jest bardzo szeroka i rozcigga sie od lewej do prawej galezi tego
wykresu wspolnie dazacych do nieskonczonosci w kierunku rosnacych war-
tosci o(zy, 1o). Rozwiazanie bedzie silnie przyciagane przez pole wektorowe
skierowane w obu obszarach S7 i So w kierunku granicy niecigglosci strefy
rozdziatu X. Efektem tego bedzie generacja zachowan typu utwierdzenie-po-

slizg z duza tendencja do bifurkacji tych rozwigzan w zakresie parametru
(2,3)
Ho < fho -

Warto zaznaczyé, ze gdyby zmienna z byla zmienna stanu, jak np.
zmienna x1 opisujaca polozenie masy m znalezione jako rozwiazanie ukltadu
réwnan dynamicznych (3.3), to strefa utwierdzenia (réwniez podzielona na
podstrefy dla przypadkow pg < ,u(()2’3) ipg > ,u((]l)) bylaby nieruchoma. Zo-
stalo to opisane w pracy [18] dla jednego i niezmiennego zestawu parame-
tréw ki, ko, v, po. Ztozonosé tego zagadnienia wiaze sie z bardziej skompliko-
wang, procedure numeryczna. Powodem tego jest pojawienie sie ruchomego
(tutaj oscylujacego), obszaru utwierdzenia zmieniajacego swoje polozenie
w czasie. Jest ono zalezne od punktu przyltozenia i rodzaju wymuszenia
zewnetrznego. Na rysunku 3.3 wzdtuz osi czasu ¢ narysowano funkcje sinu-
soidalng y(t) symbolizujaca oscylacje strefy utwierdzenia 3.
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W réwnaniu (2.36) zdefiniowano funkcje przelaczen o(z), ktéra jest wy-
nikiem iloczynu sktadowych fz(l) i f2(2). Mozna uzy¢ te sktadowe do oblicze-
nia wspoélrzednych punktéw stycznych, nalezacych odpowiednio do obszaréw
S1 152 (poréwnaj z réwnaniem (2.31)).

Ay,
_4B
0.7 3
{28
0.35 9
*—e *-—e *~—e
*—e *—e *—
*e *—e *e
1+ e — — — ——— — — —— 10
-0.1 T T >
°1s 0 15 x
Rysunek 3.4. Wykres bifurkacji punktéw stycznych w zakresie zmian parametru
1
Ho € |:/j/(() )a %}

(k) _

Jesli caly zbior punktow stycznych oznaczy¢ przez x ) = @y, dla pewnej
wartosci parametru ksztaltu M(()i) charakterystyki tarcia suchego i y(t) = 0,

to na podstawie réwnania (2.31), dla przykladowego zestawu parametréw

m =1,k = ko =1, v = 1 oraz zmieniajacej sie¢ w przedziale {u(()l), #}
wartosci parametru bifurkacji pg, Sciezki bifurkacji punktéw stycznych prze-
biegaja w spos6b przedstawiony na rysunku 3.4.

Jesli zbior punktéw utwierdzenia speknia zaleznoséé (2.30), to kombinacja

wypukla dana réwnaniem (2.28) przyjmuje postaé

+(1-)) [ féf)?x) ] . (3.8)

Funkcja o dana wzorem (3.4) i wektory H,, O @ wprowadzone w
podrozdziale 2.2, stosuje si¢ do zdefiniowania parametru A (analogicznie jak
w réwnaniu (2.29)), tzn.

) _(vp—a?2+1)(9?1(x%—1)(”1)_952_ 1) —,uo)' (3.9)
210

o7



Podstawiajac A dane wzorem (3.9) do réwnania(3.8), otrzymuje si¢ row-
nanie rézniczkowe opisujace rozwigzania nalezace do obszaru utwierdzenia
Y, jak ponizej

z=g(x) =",

2 ] . (3.10)

Masa m bedzie oscylowaé¢ wzdluz osi x9 plaszczyzny fazowej (z1,x2) do
chwili osiggniecia jednego z punktow stycznych. Typowa trajektoria ruchu
utwierdzenie-podlizg z podwojeniem okresu drgan obserwowana na plasz-
czyznie fazowej (x1, x2) zostala pokazana na rysunku 3.5.

Woeczesniej opisana metoda pozwala na oszacowanie punktéow stycznych
na podstawie znanej funkcji o(zy, o). Przyjmujac nastepujacy zestaw pa-
rametréow: m = 0.1, v, = 0.4, ug = ?, ki =k =1, A = %sinf—g,
w = 37/2.4728, wyznaczono dla analizowanego uktadu dynamicznego po-
czatkowy zbiér punktéow stycznych

2v/3 2
l‘gldﬁ) = \—f . icosz7 :l:cosi, isin1 =~
’ 3 9 9 18
A~ [+1.0851, +0.8846, £0.2005] . (3.11)

Wartosci ze zbioru (3.11) punktéw stycznych sa niezwykle uzyteczne,
gdyz umozliwiaja dokladne obliczenie dlugosci i czasu trwania faz utwier-
dzenia.

Ty :
..
~ !
bl i
T B omeee v TR
: 5 :
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~0.84 ~0.32 0.2 Z

Rysunek 3.5. Trajektoria ruchu utwierdzenie-polizg z podwojeniem okresu drgan

i dwoma strefami utwierdzenia o diugosci |S4| = (0.469695, 0.166338). Nastepo-
wanie punktéw plaszczyzny fazowej jest zgodne z kierunkiem wyrédznionym strzat-

kami. Warunki poczatkowe T = (xgg()), Up)
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Na rysunku 3.5 sg widoczne dwie strefy utwierdzenia 251’2), w ktérych

utwierdzenie trwa odpowiednio 1.1746 i 0.4161 [s]. Wyznaczaja one frag-
menty trajektorii ruchu masy m, ktéra w czasie ich pojawienia sie ulega
utwierdzeniu na podstawie przesuwajacej si¢ ze stalg predkoscig v,. Zerwa-
nie utwierdzenia i zwigzany z nim poczatek fazy poélizgu nastepuje w wi-
docznych punktach stycznych, ktérych wspétrzedne zmieniajg sie w czasie
wedlug wzoru
0t = 2% + Asin(wt), k=1...6. (3.12)

Rozwiazania standardowe w postaci tukéw widocznych na wybranym
przecieciu trajektorii fazowej plaszczyzna (1, z2), przechodza na zmiane
przez obszary Si (gérny tuk) i Sy (dolny tuk). W lewej czesci 2-okresowej,
zamknietej trajektorii ruchu wida¢ dwa punkty zalamania wyrdzniajace gra-
nice rozdziatu ¥.. Ze wzgledu na stale wymuszenie harmoniczne, powierzch-
nia ¥, € ¥ oscyluje w kierunku osi +x2. W efekcie, funkcje zmian potozenia
punktéw stycznych danych zbiorem (3.11) opisuje wzér (3.12).

Zaobserwowano bifurkacje globalng strefy utwierdzenia z dwukrotnym
przecieciem granicy rozdziatu Y. W sposob obrazowy bifurkacje tego typu
przedstawiono na rysunku 3.6. Podobng posta¢ bifurkacji rozwigzan w funk-
¢ji jednego parametru opisano takze w pracy [13], dotyczacej numerycznej
analizy plaskich uktadéw typu Filippowa.

)1' 2
%2__ }41

(b

Rysunek 3.6. Ilustracja schematu przelaczania pomiedzy dwoma strefami utwier-
dzenia w ruchu utwierdzenie-poslizg pokazanym na rysunku 3.5 (rysunki a-b ilu-
struja przebieg kolejnych uproszczen)

Teoria Filippowa uktadéw nieciaglych umozliwita wykonanie numerycz-
nej analizy bifurkacji rozwigzan typu utwierdzenie-poslizg, obserwowanych
w dynamice ruchu kawalkami-ciagtego uktadu o dwdch stopniach swobody
z wymuszeniem harmonicznym. Pojawita sie oscylujaca strefa utwierdze-
nia, ktorej polozenie zalezy od predkosci podstawy i postaci wymuszenia
zewnetrznego. Badany ukltad dynamiczny zostatl podzielony na dwa po-
duktady, w ktérych rozwigzania ciagle znaleziono w odpowiadajacych im
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dwém przyleglym obszarom rozpatrywanej przestrzeni stanu. Rozwiazanie
na oscylujacej granicy nieciaglosci znaleziono przy uzyciu procedury nume-
rycznej zalaczonej na wydruku 9, szacujac potozenie punktéw nieciaglosci
z wysoka doktadno$cia.

Wydruk 9. Calkowanie z wykrywaniem granic oscylujacej powierzchni
utwierdzenia (rysunek 3.5). Procedure uzupelniaja funkcje z wydruku 16

(Dodatek).
1 x, xn = x0, x0
2 xso = excite(A, w, x[0])
3 xdifo = x[1] —xso
4 xdif = xdifo
5 al = a+1; al_- = a—1; b2 = b*x%x2; hs = hO
6 k = oscyl_faza_poslizgu(x0[1], T, xso)
7 i, ikrok, iplot, zapis, r = 0, 0, 0, 0, 4
8 while i <= N:
9 zapis = 0
10 if poslizg = 1:
11 xn[1] = x[1]4+h0*x[2]
12 xn[0] = x[0]+h0
13 xs = excite (A, w, xn[0])
14 if xn[1] < T[k]+xs: hs = hO
15 else:
16 poslizg = 0
17 xn[1] = T[k]+xs
18 h = xn[1]—x[1]
19 xn[0] = x[0]+h/x[2]
20 print ”"utrata.przycz..t=",xn[0],” ,x1=" ,xn[1]
21 xs = excite (A, w, xn[0])
22 hs = h
23 if k <> 2: po_slizgu = —1
24 else: po_slizgu =1
25 else:
26 if po_slizgu = —-1:
27 xn = RKF(f,x,K1,K2,m_,al,b,h0,h2,h6,xs0)
28 if xn[2] >= a:
29 h = a—x[2]
30 xn = RKInv(f,x,K1,K2,m_,al,b,h,xso0)
31 xn[2] = a
32 xs = excite (A, w, xn[0])
33 hs = h
34 s = —Klx(xn[l] —xs)+K2x(xn[l] —xs)**3
35 if sigma(s, b2, m__) <= 0:
36 k = oscyl_faza_poslizgu(xn[1],T,xs)
37 poslizg =1
38 else: po_slizgu =1
39 else:
40 xn[0] = x[0]+hO0
41 xs = excite (A, w, xn[0])
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42 hs = hO

43 else:

44 xn = RKF(f,x,K1,K2,m_,al_,b,h0,h2,h6,xs0)
45 if xn[2] <= a:

46 h = x[2]—a

47 xn = RKInv(f,x,K1,K2,m_,al_,b,h,xso0)
48 xn[2] = a

49 xs = excite (A, w, xn[0])

50 hs = h

51 s = —Klx(xn[1] —xs)+K2%(xn[1] —xs)*%3
52 if sigma(s, b2, m__) <= 0:

53 k = oscyl_faza_poslizgu(xn[1],T,xs)
54 poslizg =1

55 else: po_slizgu = —1

56 else:

57 xn[0] = x[0]+h0

58 xs = excite (A, w, xn[0])

59 hs = hO

60 xdif = x[1]—xs

61 X = Xn #rozwigzanie

62 XS0 = XS

63 xdifo = xdif

64 i+=1

Sinusoidalna postaé¢ funkcji wymuszenia zewnetrznego konca sprezyny
prowadzi do rozdzielenia strefy utwierdzenia, powodujac pojawienie si¢ ru-
chu 2-okresowego typu utwierdzenie-poslizg. Na przyklad, przy wlasciwym
doborze wymuszenia masa m uniknie utwierdzenia, pozostajac w stanie po-
$lizgu. Z drugiej strony, mozna tak dobra¢ wymuszenie, aby czas poslizgu
masy m byt krétki, a jej stan utwierdzenia utrzymywat si¢ mozliwie dtugo.

3.1.2. Bifurkacje w nieciaglych uktadach o dwéch stopniach
swobody

W rozdziale 2.2.2 dotyczacym zastosowania metody Hénona pokazano,
ze mozna poradzié sobie z calkowaniem réwnan nieciagltych, poprzedzajac to
wiladciwymi wyprowadzeniami matematycznymi. Taka metodyke postepo-
wania podjeto w pracy [7]. Na przykladzie réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu, opisujacych dynamike autonomicznego uktadu nieciaglego o dwoch
stopniach swobody, opisano schemat bifurkacji rozwigzania homoklinicznego
do rozwiagzania ograniczonego.

Nieciaglty uktad dynamiczny charakteryzujacy si¢ nie jedna, ale dwoma
granicami rozdzialu na liniach (z, %) i (z,1) postuzy jako przyklad do wy-
znaczenia bifurkacji rozwigzania homoklinicznego do rozwiazania ograniczo-
nego réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. Definiujg one trzy rozdzielone
obszary rozwiazan ciagtych i uwzgledniajg male zaburzenie € pola wektoro-
wego rozpatrywanego ukladu dynamicznego.
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Niech nieciggly uktad dynamiczny o dwéch stopniach swobody bedzie
dany w postaci

,éZf_i_(Z)-i-Eg(Z,t,&‘), Yy > 1, (313)
1
2= f_(2)+eg(zt,¢), 5 <U< 1, (3.14)
1
2 =F(z) +eg(zt,e), y<g (3.15)

w ktorej: z = (z,y) € R2, fi, F, g sa funkcjami gladkimi klasy C3, przy

czym g jest funkcjg okresowa. Ponadto, przyjmuje sie nastepujace zalozenia:

(Z1) Istnieja dwa rozwiazania n_, ny réwnania (3.14), zdefiniowane odpo-
wiednio na przedziatach [a_,0], [0,a], takie ze: ni(t) = (T+(),y+(t))
przy §+(0) = 1, gu(ax) = 5, T-(0) < 74(0), T-(a-) < T+ (ay).

(Z2) Niezaburzone pole wektorowe réwnan (3.13) i (3.14) ma nastepujace
wlasciwosci: fi(2) = (fx1(2), fr2(2)) przy fri(z,1) >0, firo(z,1) <0
iz_(0) > 2 > 24(0); foa(z,1) > 0, f_2(Z4(0),1) = 0 oraz pochodna
kierunkowa w punkcie (Z4(0),1) drugiej sktadowej pola wektorowego
w obszarze § < y < 1 wynosi 0, f_2(Z4(0),1) < 0; f_a(n-(a_)) > 0
i fo2(n4(as)) <O0.

(Z3) Istnieja dwa rozwiazania y_(t), ¥4+ (t) réwnania (3.15) zdefiniowane od-
powiednio na przedziatach (—o0,0] i [0, +00), takie ze: limg_ o0 Y+ (1) =
0i~+(0) = ne(as). Ponadto, F(z) = (Fi(z), Fa(z)) przy Fa2(7-(0)) >0
1 F5(74+(0) <0.

(Z4) W punkcie z = 0 sktadowa F'(z) = 0, natomiast pochodna dF(z)/dz
w tym punkcie ma wartosci wlasne lezace na osi rzeczywistej plaszczyzny
zespolonej.

Na podstawie zalozen (Z1)-(Z4) uklad dynamiczny opisany réwnaniami
(3.13)-(3.15) ma w strefie utwierdzenia (przy € = 0) homokliniczne rozwiaza-
nie 7 zbiegajace do hiperbolicznego punktu statego 0. W dalszej czesci zosta-
nie opisany schemat bifurkacji pewnego rozwiazania 4 réwnan (3.13)-(3.15).

3.1.3. Przykladowe rozwigzanie analityczne

Na podstawie przyktadowego rozwiazania analitycznego mozna przesle-
dzi¢ sposdb wyprowadzania warunkéw, jakie powinny byé¢ spelnione, aby
nastapito przejscie (bifurkacja) homoklinicznego rozwiazania vy do rozwia-
zania ograniczonego w dziedzinie R, przy ¢ # 0.

Uktad réwnan (3.13)-(3.15) jest dany jawnie w postaci

s _ Y,
s=fi(e) = {x_gy’ (3.16)
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= f(2) = {y’ (3.17)

-+ 2y,
—2ay,
z=F(z)= 1 (3.18)
ot
0
g(x,te) = cost<1>. (3.19)

Wydruk 10. Rozwiazania ny i n— réwnania (3.17) w Mazimie przy warun-
kach poczatkowych (74(0), 5+ (0)) = (2,1) i (- (0),5-(0)) = (—a, ).

(%i1) atvalue(xp(t),t=0,2);

(%01) 2

(%i2) atvalue(yp(t),t=0,1);

(%02) 1

(%i3) ;ldiff (xp(t),t,D=ypt);

(%03) p7A ) =y+(t)

(hid) ;ldiff (yp(t),t,1)=2xyp(t)-xp(t);

(%ood) v+ (1) = 2y+ () — x+ (1)

(%i5) desolve([%03, %o4l, [xp(t),yp(t)1);

(%05) [x+ (t) = 2" —te',y4 (t) = e — te']

(%1i7) subst(s, t, %05);

(%07) [x4 (s) =2¢€° — se’,y+ (s) = e’ — se’]

(%i8) ratsimp((%07));

(%08) [x+ (5) = (2—5)e’,y+ (s) = (1 —s)€’]

%%% n—
(%19) atvalue(x_(t),t=0,-a);
(%09) —a
(%110) atvalue(y_(t),t=0,1/2);
(%010) %
Chi11) 2diff(x_(£),t,D=y_(t);
(Ghol1) (1) = y- (1)
(%i12) ’diff(y_(t),t,1)=2xy_(t)-x_(t);
(%h012) Sy () = 2y (1) (1
(%113) desolve([%o11l, %o012],[x_(t),y_(t)1);
t t t
(%013) [x_(t) = ate’ + % —ae',y_(t) = ate' + % + %]
(%i14) subst(s-a_, t, %o0l13);

(%014) [x-(s —a) = a(s —a)e™™ + % —ae” "y (s—a) =
s—a_ (8 —_ CL,) eSTa- eS—a-
lade 2 +—]

Przy warunkach poczatkowych Z4(0) = 21 g4 (0) = 1 wybranych zgodnie
z zalozeniem (Z1) do réwnan (3.13)-(3.15), rozwiazanie 74 réwnania (3.17)
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otrzymane w Mazimie z wykorzystaniem instrukcji zapisanych w procedurze
10 jest nastepujace

Fi(t) = gy (0)te’ — 7 (0)te! + 74 (0)e" = te! — 2te + 2¢, (3.20)
U4 (t) = 94 (0)te' — 7, (0)te! + 7. (0)e" = te! — 2te! + €', (3.21)
Do réwnan (3.20)-(3.21) podstawia sie ¢ = s, otrzymujac
Ti(s)=¢€*(2—3s),
me(s) = { + (3.22)
Ji(s) =e*(1—s).

Nastepnie przy warunkach poczatkowych Z_(0) = —a i g_(0) = %, zapi-
suje sie skladowe rozwiazania n_:

1

F_(t) =g (0)te' —_(0)te' +7_(0)e' = itet + ate' — ae’, (3.23)
1 1

7 (t) = §_(0)te’ — z_(0)te’ + 7_(0)e = §tet + ate® + §et : (3.24)

skad ostatecznie po podstawieniu t = s —a_:

T_(s) =—ae* % + <; + a) e (s—a_),

O = e (DY e,

(3.25)

Wyznaczenie rozwiazania 7 przebiega w podobny sposéb. Przy warun-
kach poczatkowych (Z4(0),34(0)) = (a, ) i (-(0),7-(0)) = (—a, 1), roz-
wiazania ¥ = (¥4,7-) rownan (3.18) otrzymane w Mazimie z wykorzysta-
niem instrukcji zapisanych w procedurze 11 sa nastepujace

T4(s) = cete_ , {;%_(3) = e—saes, (3.26)

gdzie po scatkowaniu réwnan (3.18) wzgledem czasu podstawiono t = s.

8) przy warunkach poczat-

,5-(0)) = (—a, 3)-

Wydruk 11. Rozwiazania 44 i 4— réwnania (3.
kowych (24(0),§+(0)) = (a, 3) i (#-(0

(%i1) atvalue(xp(t),t=0,a);

(%01) a

(%i2) atvalue(yp(t),t=0,1/2);
(%02) %

(hi3) ’dlff (xp(t),t,1)=—2%a*xyp(t);

(%603) Exp() —2ayp (t)

1
)
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(%i4) ’diff(yp(t),t,1)=-1/(2*a)*xp(t);
d t
(hot) Lyp ()= -2
(%i5) desolve([%03, %04], [xp(t),yp(t)1);
—t

(%05) [xp (1) = ae™",yp (1) = 5]
(%i6) subst(s, t, %05);

(%06) [xp (s) = ae™*,yp(s) =

—s

5]

%% % -

(%i7) atvalue(x_(t),t=0,-a);

(%0T) —a

(%i8) atvalue(y_(t),t=0,1/2);

(%o8) %

(%19) ’diff(x_(t),t,1)=-2xaxy_(t);

(%09) %x, (t) = —2ay_(t)

(%110) ’diff(y_(t),t,1)=-1/(2%a)*x_(t);

(%010) Ly 1y = 50

(%1i11) desolve([%09, %0101, [x_(t),y_(t)1);
t

(%o11) [x- () = —ae’,y-(t) = 5]

(%112) subst(s, t, %oll);

(%012) [x_(s) = —ae®, y-(s) = 5]

Bifurkacja rozwiazania homoklinicznego moze pojawic¢ sie w odpowied-
nim uktadzie dynamicznym, charakteryzujacym sie szczegdlnymi parame-
trami. W celu wyznaczenia przyblizonej wartodci a_, nalezy wczesniej przy-
ja¢ pewna warto$¢ parametru a réwnania (3.18).

Niech a4 bedzie rozwiazaniem dodatnim réwnania n42(s) = g—(0), ktére
po podstawieniu s = a4 pozwala zapisaé

¢t (1—ay) = % . (3.27)

Nastepnie przyjmuje sie a = 141 (a4.), co prowadzi do oszacowania
a=e""(2—ay)~2.65554, (3.28)

gdzie a4 ~ 0.768039 jest dodatnim pierwiastkiem réwnania (3.27).
Wartosé oszacowana na podstawie wzoru (3.28) przy zalozeniu, ze a_ jest

ujemnym pierwiastkiem réwnania algebraicznego 1_s|s—o = 9+(0), pozwala
obliczyé



1 1
—e % — ( + a) e % a_=1,

1 1
e~ + (2 + a) a- =g, (3.29)

skad na podstawie réwnania (3.29), a_ ~ —0.122043 oraz

nelen) = (a3). (3.30)

Bifurkacja rozwigzania homoklinicznego 7 do rozwiazania ograniczonego
w zbiorze R uktadu réwnan (3.13)-(3.15), przy € # 0, nastepuje dla pewnych
wartosci parametru bifurkacji a. W celu obliczenia tych wartosci wykorzy-
stuje si¢ wyprowadzone w pracy [7]:

a) liniowe wariacyjne zagadnienie poczatkowe

w :df_(zj(s))w +9(n+(s), s+ a,0), (3.31)

o 792(77+(0)7 «, O)
w0 = (-5 o)

b) réwnanie bifurkacji

~ o0
Ba.0) = [ (g1 (). as + 5 +0,0), i(s))ds+

+742(0)91 (@, 0) = 0, (3.32)
w ktérym (-, ) to iloczyn skalarny, a takze
fi(s) = (F12(5), =7.41(9)) (3.33)
wa(ay)

Ui (@,0) = —f1(ns(ay)) +wi(ay). (3.34)

f-2(ny(ay))

Na podstawie wzoréw (3.17), (3.19) i (3.22), réwnanie (3.31) przepisuje
sie w postaci

11)—( _01 ;)w—i- cos(s+a)<(1)>, w(0) = (cosa,0). (3.35)
Rozwiazanie w = (wp,ws) ukladu (3.35) dwéch réwnan rézniczkowych

pierwszego rzedu, znalezione przy uzyciu procedury z wydruku 12 wyrazaja
WzOry

1
w (s, a) = 5((2 —s)e’cosa+ (1 —s)e’sina — sin(a+ s)), (3.36)

1
wa(s,a) = 5((1 —s)e’cosa — e’ssina — cos (a+s)) . (3.37)
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Wydruk 12. Rozwiazanie w = (wy,wz) ukladu réwnan (3.35) przy warun-
kach poczatkowych w(0) = (cos, 0).

(%i1) diff(wi(t),t,1)=w2(t);

(%o01) %un () = wa(t)
(%12) diff (w2(t),t,1)=—wl(t)+2*xw2(t)+cos(t+a);
(%02) %wz (t) = cos (t + a) + 2wa(t) — wi(t)
(%i3) assume(s>0);
(%03) [s > 0]
(%i4) 1laplace(%ol,t,s);
(%04) slaplace(wi(t),t, s) — w1(0) = laplace(ws(t),t, s)
(%1i5) 1laplace(%02,t,s);
(%05) slaplace(wz(t),t, s) — w2(0) = 2laplace(w2(t), t, s) — laplace(wi (t),t, s)
cos (a)s — sin (a)
e 1
(%i6) atvalue(wl(t), t=0, cos(a));
(%06)  cos (a)
(%i7) atvalue(w2(t), t=0, 0);
(%07) 0
(%18) 1linsolve([%o04,%05],[’laplace(wl(t),t,s),’laplace(w2(t),t,s)]);
(%08)  [laplace(w:(t),t,s) =
w1(0)s + (w2(0) — 2w1(0))s? + (cos (a) + w1(0))s — sin (a) + w2(0) — 2w1(0)
st —2s3+252 2541

laplace(w2(t),t, s) =
w2(0)s* + (cos (a) — w1(0))s? + (we(0) — sin (a))s — w1 (0)
s — 2834252 —25+1

J

(%19) factored:map(lambda([eq],factor(eq)), %);
(%09) [laplace(w:(t),t,s) =
w1(0)s® + (2w1(0) — w2(0))s% + (w1 (0) + cos (a))s — sin (a) 4+ w2(0) — 2w1 (0)
(s —1)%(s2 + 1)

)

laplace(w2(t),t, s) =
w2(0)s + (cos (a) — w1(0))s* — (w2(0) + sin (a))s — w1 (0)]
(5—17°(2 1 1)
(%110) sol:map(lambda([eq],ilt(eq,s,t)),factored);
- - . t t
(%010) [ws(t) = — cos (a);ln (t) sin (a)QCOS (t) sin (2a)te cos (2a)te +ws(O)te
o (O)te! + (sin (a) +22w1 (0))e’ n(t) = sin (a);in (t)  cos (a)2(:os (t)
. t t t
_ sin (;)te | cos (2a)te +wa(0)te! — wi (O)te’ + (cos (a) 4+ 2w2(0))e ]
(%i11) wi(t):=-(cos(a)*sin(t))/2-(sin(a)*cos(t))/2-(sin(a)*t*%e"t)/2
-(cos(a)*t*x}%e~t)/2+((sin(a)+2*cos(a)) *%e t)/2; \
. . . t t
(%ool1) wi (2) = —cos (2) sin(t)  sin (a)2cos (t) —s1n2(a)te n —cos2(a)te
(sin (a) + 2cos (a))e’
Jr

t

2
(hi12) w2(t):=(sin(a)*sin(t))/2-(cos(a)*cos(t))/2-(sin(a)*t*%e~t)/2
-(cos(a)*t*%e"t)/2+(cos(a)*%e"t)/2;
sin (a)sin (t)  cos (a) cos (t) n — sin (a)te’ 4 Tcos (a)te! 4 Cos (a)e

(%012) wa(t) := 5 - 5 5 5 5

t
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(%i13) ratsimp((%o011));

(%013) wi(t) :==—0.5 (Cosasint + sinacost + ((sina + cosa)t — sina — 2 cos a)et)
(%i14) trigreduce((%013));

(%014) wi(t) :==—0.5 (sin (t + a) + sin (a)te’ + cos (a)te’ — sin (a)e’ — 2cos (a)et>
(%i15) ratsimp((%012));

(%015) wa(t) :==0.5 (sin (a)sin (t) — cos (a) cos (t) + ((—sin (a) — cos (a))t + cos (a))et)
(%116) trigreduce((%o15));

(%016) wa(t) :==0.5 (f cos (t + a) — sin (a)te’ — cos (a)te’ + cos (a)et)

Drugi wyraz réwnania (3.32) oblicza si¢ jak ponizej

%+xm&;@um-—;(—;“ﬂ@jf”+un@+¢w)_
= (IM - ;w1(a+,a)) , (3.38)

gdzie do wyznaczenia funkcji w(a, @), zaleznych od parametru bifurkacji
a, nalezy wykorzysta¢ wzory (3.36) i (3.37).
Calke oznaczona wystepujaca w rownaniu (3.32) oblicza sie, jak ponizej

| (s s), s+ 5+ ,0).i(s))ds =

=— cos (at + s+ a)'7+1(s)ds =

0 o0
=a cos(ay +s+a)e *ds =
0
1 S§=00
:aie_s(—cos(a++a+s) + sin (a4 + a + s)) . =
Ss=
= %(cos (a4 +a) — sin(a+ + @) . (3.39)

Podstawiajac do wzoréw (3.38) i (3.39) wartosci liczbowe parametréw
a i ay, wyprowadza sie na podstawie (3.32) réwnanie bifurkacji dla rozpa-
trywanego przypadku

= a . wo (a4, 1
B(a) = 5(cos (ar + @) — sin(ay + @) + <42((1ia)) - 2w1(a+,a)> R~
~2 0.032595 cos o« — 1.877467 sin o 4 0.072545 sin o + 0.016556 cos o+

—0.490202 cos o« + 0.054819 sin o =~ —0.441052 cos o« — 1.7501 sin «x .
(3.40)

Obliczenie funkcji E(a) i jej miejsc zerowych a; = 2.8947188 i ag =
6.03631115 w zakresie argumentu « € [0, 27] wykonano za pomoca instrukeji
zalaczonych na wydruku 13.
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Wydruk 13. Obliczenie miejsc zerowych funkeji B (o) danej wzorem (3.40).

(%i1) a:2.65554;

(%01) 2.65554

(%i2) a_:0.768039;

(%02) 0.768039

(%13) wi(s,alpha):=0.5%((2-s)*}e s*cos(alpha)+(1-s)*%e s*sin(alpha)
-sin(alpha+s));

(%03) w1 (s,a) :=0.5((2—s)e’cosa+ (1 —s)e’sina— sin (a+ s))

(%i4) trigexpand(wil(a_,alpha));

(%04) 0.5(1.960809101788127 cos o — 0.21927433173668 sin «)

(%1i5) w2(s,alpha):=0.5%((1-s)*}e"s*cos(alpha)-’e s*s*sin(alpha)
-cos(alpha+s));

(%05)  ws (s,a) :=0.5((1 —s)e’cosa —e’ssina — cos (a + s))

(%16) trigexpand(w2(a_,alpha));

(%06) 0.5(—0.96080894612324 sin v — 0.21927433173668 cos )

(%i7) B3(s,a,alpha):=a/2*(cos(s+alpha)-sin(s+alpha))+(w2(s,alpha)

/(4% (1-a))-0.5*%wl(s,alpha));

(%07) Bs(s,a,a):= % (cos (s +a) — sin (s + a)) + (Z’El(s”’ﬁ — 0.5w1 (s, a))
(%18) B(alpha):=B3(a_,a,alpha);

(%08) B(a):= Bs(a-,a,aq)

(%19) float (expand(factor(trigexpand(B(alpha))))), numer;

(%09) — 1.750103835990161 sin av — 0.44105163518765 cos «

(%110) find_root((%09), alpha, 2, 4);

(%010) 2.89471884157411

(%1i11) find_root((%09), alpha, 5, 7);

(%011) 6.036311495163903

Pokazano, ze réwnanie bifurkacji dane wzorem (3.32) ma dwa dodatnie
pierwiastki rzeczywiste, dlatego rozwiazanie homokliniczne v wyrazone za
pomoca wzoréw (3.26) bifurkuje do ograniczonego w R, nieciaglego rozwia-
zania ukladu dynamicznego opisanego réwnaniami (3.16)-(3.19).

3.2. Liczbowe oszacowanie charakteru trajektorii czasowych

Okresowo$¢ sygnatow, a Scislej trajektorii czasowych zmian stanu uktadu
dynamicznego mozna zaobserwowaé na podstawie charakterystyk pokaza-
nych na rysunkach 2.5 lub 3.5. Skltadowymi drgan samowzbudnych w ukta-
dach z tarciem suchym sa fazy utwierdzenia o wzglednie duzym wspdlczyn-
niku tarcia statycznego i fazy poslizgu, w ktorych dynamiczny wspotczynnik
tarcia jest znaczaco mniejszy. Dlatego uktady tego rodzaju charakteryzuja
sie stanem statycznym — niezmiennym z uwagi na brak poslizgu pomiedzy
powierzchniami kontaktu, badz réznorodnymi zachowaniami dynamicznymi
w postaci ruchéw okresowych, quasi-okresowych i chaotycznych [17,19,32].

Podstawowa cechg chaotycznego uktadu fizycznego jest jego wrazliwosé
na warunki poczatkowe. Dokladniej, odlegto$¢ mierzona pomiedzy trajek-
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toriami fazowymi tych uktadéw rosnie wyktadniczo. W efekcie, z uptywem
czasu blisko polozone wybrane punkty poczatkowe oddalaja si¢ od siebie.
Konsekwencja wykladniczej rozbieznosci sasiednich punktéw trajektorii fa-
zowych jest tworzenie sie atraktora chaotycznego. Wykltadniki Lapunowa
(nazwane od nazwiska rosyjskiego matematyka A.M. Lapunowa 1857-1918)
sg miarg wrazliwosci uktadéw dynamicznych na zmiane warunkéw poczatko-
wych. Tym samym, wyznaczony zbidr ich wartosci jest pewnym liczbowym
oszacowaniem charakteru trajektorii fazowe;j.

Chaos deterministyczny pojawia sie w réznych dziedzinach nauki, tj.
ekonomii, fizyce statystycznej, biologii i w ogdlnosci, dynamice nieliniowe;.
W celu wykrycia chaosu oblicza sie wykladniki Lapunowa [31,60], entropie
Kotmogorowa [22] lub wymiar korelacji [36].

Obliczanie wyktadnikéw Lapunowa jest jednym z podstawowych za-
gadnien dotyczacych jako$ciowej analizy nieliniowych ukladéw dynamicz-
nych. Teoria Oseledeca [60], numeryczne algorytmy Benettina [21], Kim
i Choe [42] dotycza metod obliczania widma wykladnikéw Lapunowa cia-
glych uktadéw dynamicznych. Jesli réwnania rézniczkowe nie sa znane lub
zawieraja nieciagle wyrazy, to stosuje si¢ metody bazujace na rekonstrukcji
atraktora z ciagu liczbowego [63,72].

3.2.1. Metoda obliczania wyktadnikéw Lapunowa dyskretnego
ciggu liczbowego

Dynamike rzeczywistych uktadéw fizycznych mozna oceni¢ wzrokowo lub
na podstawie sygnalow pomiarowych zapisanych w pamieci komputera w
postaci ciagu liczbowego zmierzonych wartosci. Pomiar rzeczywistego stanu
ukladu dynamicznego (przesuniecia, predkosci w ruchu liniowym lub obro-
towym, temperatury, napiecia, itp.) odbywa sie z pewnym czasem préobko-
wania, prowadzac do dyskretyzacji ciagltych sygnatow wielkosci fizycznych.
Na doktadnosé kolejnych wartosci zmiennych dynamicznych maja wplyw
m.in.: metodyka wykonywania pomiaru, dokladnosci czujnikéw pomiaro-
wych, zaklécenia, algorytm filtrowania, rézniczkowanie sygnalu dyskret-
nego. Z tego wzgledu, ciagi liczbowe wartosci stanowia przyblizenie tra-
jektorii czasowych zmiennych stanu obserwowanego uktadu. Oszacowanie
charakteru n-wymiarowej dyskretnej trajektorii czasowej wymaga oblicze-
nia przynajmniej maksymalnego [42] lub n wykladnikéw Lapunowa [72].
Matematyczne podstawy obliczania pelnego widma wykltadnikéw Lapunowa
na podstawie dyskretnej trajektorii czasowej n-wymiarowego chaotycznego
uktadu dynamicznego opracowali Sano i Sawada. Ich metode opublikowana
w pracy [63], wykorzystano w tej monografii do numerycznego obliczenia
widma wykladnikéw Lapunowa trajektorii 4-wymiarowej danej w postaci
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ciggu liczbowego wartosci zmiennych stanu wybranego ukladu z tarciem
suchym [16].

Niech z € R™ bedzie wektorem stanu pewnego n;-wymiarowego dys-
kretnego uktadu dynamicznego oraz Z; (j = 1...n;) oznacza wektor kolejno
wybieranych punktéow badanej trajektorii. Przyjmujac mata kule o promie-
niu ¢ i srodku w punkcie wyznaczonym wektorem Z;, znajduje si¢ zbior ny
punktéw nalezacych do tej kuli. Promien kuli musi by¢ jednak na tyle duzy,
aby ng > n;. Odlegtoéé od ni punktéow tego zbioru do jej srodka wynosi
Uk = & — Zj, przy k = 1...n;. Po uplywie czasu 7 = dAt (d jest mala
liczba calkowita, At jest czasem probkowania z jakim zapisano ciag warto-
$ci punktéow badanej trajektorii), punkt wyznaczony wektorem z; przesunie
si¢ do Z;yq4, a sgsiednie punkty do Zj44. Skutkuje to réwniez zmiang od-
leglosci Yryq = Tptd — Tjyq- Jesli promien e jest wystarczajgco maly, to
wektory yxrq 1 Yx sa z dobrym przyblizeniem styczne wzgledem siebie, two-
rzac przestrzen styczna. Zaleznod¢ yjq = A;y, pomiedzy tymi wektorami
jest liniowa, a najmniejsza kwadratowa estymacja macierzy A; € R™*™
jest dana wzorem

ng n -1
Aj= (Z yk—i—dyg) (Z yw;?) ;o J=1...n;. (3.41)
k=1

k=1

Widmo wyktadnikéw Lapunowa oblicza sie na podstawie zaleznosci

nj—00 ;T 4

1 T
A= lim — Y In[|4el|], i=1...n,. (3.42)
7j=1

Cyklicznie po zakonczeniu zalozonej liczby iteracji nalezy przeprowa-
dzi¢ ortogonalizacj¢ kierunkéw i normalizacje dtugosci wektorow taczacych
sasiednie punkty trajektorii. Symbol & we wzorze (3.42) oznacza zbiér wek-
toréw bazy zaczepionych w punkcie wyznaczonym wektorem Z;, nalezgcym
do przestrzeni stycznej. W pierwszej iteracji algorytmu estymacji widma
wyktadnikéw poczatkowy zbiér wektoréw bazy jest dowolny. Przed oblicze-
niem kolejnych sktadnikéw sumy wystepujacych we wzorze (3.42), nastepuje
normalizacja dlugosci Ajée’ i ortogonalizacja kierunkéw wektoréw bazy e’
za pomoca procedury Grama-Schmidta [74].

3.2.2. Symulacja numeryczna

Rozpatrzmy dyskretng trajektorie czasows rozwiazania numerycznego,
nieciaglego uktadu dynamicznego o dwéch stopniach swobody z tarciem
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suchym, ktérego réwnania rézniczkowe majg postaé

.i'Ul = T2,
2 =~ — 1 (&ales + 1) — 23 = T(0)), (3.43)
r3 = T4,

&4 = E3(—x1 — oy — Luws — E524)

W réwnaniach (3.43) wprowadzono nastepujace oznaczenia:
—  wektor stanu Z = (z1, x2, 23, 74)7 € R%;
—  predkosé wzglednego przesunigcia powierzchniami kontaktu v = xo — vp;
—  predkos¢ podstawy v, w ruchu typu utwierdzenie-poslizg;
— skladnik zwiazany ze zmienna sita nacisku (pochodzaca od ruchu katow-
nika), prostopadla do powierzchni kontaktu y = 1 — §gzg — &ray:

IT(v)| < ypo, przy v =0,

T(v) = sgn (v)ypur(v), przy v £ 0, (3.44)

gdzie py(v) jest dane wzorem (1.3);
— stale parametry uktadu: & = ka/(w?m), & = ciw/ke, &3 = kor? /(W2),
§a = (k2 + k3)/k2, & = wler + c2)/k2, §6 = poks/ka, & = weapo/ka,

w=/(k1 + k2)/m, J = m(a® + b?)/3.

Rysunek 3.7. Schemat ideowy samowzbudnego ukladu drgajacego o dwoch stop-
niach swobody z tarciem i zmienng sila nacisku normalnego w strefie kontaktu

Samowzbudny uktad drgajacy z tarciem widoczny na rysunku 3.7 zo-
stal szerzej rozpatrzony w pracy [12]. Masa m przemieszcza si¢ na pasie
w kierunku z1, a katownik o masowym momencie bezwladnosci J wykonuje
obroty w kierunku ¢, wokot punktu podparcia s. Obie masy potaczono ele-
mentami sprezystymi ko, k3 i ttumiacymi c;, co. Masa m zostala dodatkowo
polaczona z nieruchoma $ciang za pomoca elementu sprezystego k. Przyj-
muje sie ponadto, ze kat obrotu katownika jest maly, stad przesuniecie jego
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ramion po drodze tukowej mozna aproksymowac liniowym przesunieciem na
podstawie zwiazku sin (¢) = ¢ =~ y/r.

Tablica 1. Ciag kilku poczatkowych i koncowych wartosci 4-wymiarowej, dyskret-
nej trajektorii czasowej pokazanej na rysunku 3.8

t

T1

T2

x3

T4

3000.0000000000
3000.2000000000
3000.4000000000

11999.600000000
11999.800000000

0.0684442752
0.2544385115
0.4404327478

—1.496809724
—1.633550814

0.9299711814
0.9299711814
0.9299711814

—0.800241781
—0.564165672

0.1579779794
0.4229551170
0.6745251397

—1.366314733
—1.492376826

1.3457709858
1.2975619614
1.2122174853

—0.699049299
—0.559517748

W tabeli 1 zamieszczono kilka pierwszych i ostatnich linii pliku, w kt6-
rym zapisano ciag wartosci dyskretnej trajektorii czasowej. Widmo )\?kr
wykladnikow Lapunowa pewnej trajektorii rozwigzania okresowego ukladu
(3.43), danej w czasie (3 — 12) - 103 w postaci ciggu 45001 wartosci wektora
stanu Z, obliczono za pomoca procedury numerycznej opisanej w pracy [74].

Obliczanie wyktadnikéw Lapunowa na podstawie ciagu liczbowego punk-
téw uzyskanych z dyskretnej trajektorii czasowej nalezy poprzedzié¢ jej od-
powiednim przygotowaniem, tzn. obliczy¢ w dostatecznie dlugim przedziale
czasu, stosujac odpowiedni krok calkowania z pominieciem okresu ruchu
przejéciowego. Niejednokrotnie, poprawne rozwigzanie numeryczne analizo-
wanego uktadu wymaga zastosowania metod bardzo dokladnych. Zaliczaja
sie do nich metody bazujace na zmianie kroku catkowania w trakcie obliczen.
W zastosowaniach spotyka siec metode Dormanda-Prince’a, Rungego-Kutty
czwartego rzedu lub zmodyfikowang metode Hénona opisana w punkcie
2.2.2). Z drugiej strony, algorytm obliczajacy wykladniki Lapunowa z tra-
jektorii czasowej wymaga obliczenia punktéw przy stalym kroku catkowania
numerycznego. Dokladne rozwiazanie zagadnienia, a nastepnie interpolo-
wanie otrzymanych punktéw celem znalezienia ich odpowiednikéw réwno-
miernie rozlozonych w czasie, pozwoli na zastosowanie metody opisywanej
w tym podrozdziale. Procedure przygotowania ciagu liczbowego dyskretnej
trajektorii czasowej i metode interpolacji rozpatrzono w pracach [8,16].

Ponizej zestawiono wyniki symulacji numerycznych prowadzacych do
estymacji widm \; wykladnikow Lapunowa kilku dyskretnych trajektorii
czasowych rozwazanego uktadu dynamicznego.

Widma A9k, A3 Ah wykladnikéw Lapunowa trajektorii pokazanych
odpowiednio na rysunkach 3.8-3.10 potwierdzaja charakter obserwowanych
trajektorii. Kazde z nich zawiera przynajmniej jeden wyktadnik o wartosci
bliskiej zeru. W przypadku trajektorii quasi-okresowej )\({1;1?2} ~ 0, a w przy-

padku chaotycznej AP > 0.
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Ty

Ul 1.0, Vp
4.222
ol 0.000 N
. 1.632 N
1.888 —0.0004
0.000 —0.0049
ol 1.300 —0.1339
) 1.115 —0.3207
0.000
0.330
76 | ‘ 0.930
21 —0.7 0.7 1

Rysunek 3.8. Trajektoria 2-okresowa (Zo = (0, —0.1,0,—0.1))

Lo
Up
£1..9, Up
2.420
0.000
0.2 0.935 Ague
1.980 ~0.0004
0.000 —0.0000
0.707 ~0.0116
—04r 0.693 ~0.3645
0.000
0.101
1o 0.707
—-0.7 0.13 0.96 T

Rysunek 3.9. Trajektoria quasi-okresowa (Zo = (0,0,0,—0.1))

Ty
v,
Y £1..9, Up
4.500
0.000
0.16
1.739 Ah
3.333 10.0025
0.000 —0.0019
2.900 ~0.0705
—057 6.766 —0.7542
0.000
0.976
13 | | 0.689
11 —0.17 0.76 7

Rysunek 3.10. Trajektoria chaotyczna (Zo = (0,—0.1,0,—0.1))
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4. Sterowanie w nieliniowych uktadach dynamicznych

W pierwszej czesci tego rozdziatu zostana przedstawione metody nume-
rycznego modelowania i regulacji predkosci obrotowej silnika pradu stalego.
W drugiej czesci zostanie wyprowadzony algorytm sterowania przelaczaja-
cego, oparty na zastosowaniu sily wymuszajacej zmniejszajacej wzgledna
deformacje modelu mechanicznego klatki piersiowej cztowieka.

4.1. Regulacja nadazna predko$ci obrotowej silnika pradu statego

Dynamika ruchu obrotowego z matymi predkosciami jest silnie zwiazana
z drganiami generowanymi w ruchu utwierdzenie-poslizg, pojawiajacymi sie
podczas zmiany kierunku obrotéw spowodowanej realizacja zadanej funkcji
pozycjonowania.

Nieliniowe drgania typu utwierdzenie-poslizg powstaja podczas wzgled-
nego ruchu przylegajacych powierzchni par ciernych. Postaé¢ drgan moze za-
leze¢ od tarcia wiskotycznego, tarcia Coulomba, efektu Stribecka zwiazanego
z krzywa eksponencjalna i innych czynnikéw o charakterze niecigglym. Ta-
kie efekty towarzysza dynamice ruchu wielu uktadéw mechanicznych, wsréd
ktérych mozna wymienié¢: uktady pozycjonujace — serwomechanizmy, obro-
towe enkodery analogowo-cyfrowe i silniki pradu stalego, ktoérych predkosé
obrotowa wirnika w lozyskach §lizgowych oscyluje w poblizu zera.

Kompensacje wymienionych wyzej, kilku efektéw nieliniowych mozna
przeprowadzi¢ za pomoca znanej metody polegajacej na wprowadzeniu funk-
¢ji powierzchni utwierdzenia [51]. Zmniejszenie dynamicznego uchybu regu-
lacji uzyskuje sie poprzez zastosowanie wlasciwego kompensatora ciagtego,
opartego na prawie sterowania nadaznego wyrazonego za pomocg réwnan
dynamiki i parametrow obiektu regulacji.

Analize kompensacji adaptacyjnej zjawisk nieliniowych wywotanych tar-
ciem suchym wykonano w pracy [41]. Opisano w niej efekt Stribecka, histe-
reze charakterystyki tarcia, cykle graniczne w ruchu utwierdzenie-poglizg,
narastajaca sile tarcia statycznego i poprzedzajace poslizg, przesuniecia
wzgledne powierzchni tracych. Nastepnie zaproponowano nowy algorytm
sterowania umozliwiajacy kompensacje wymienionych efektéw. W pracy [40]
do opisu matematycznego ztozonych zjawisk nieliniowych, kompensacji tar-
cia wiskotycznego i redukcji wplywu efektéw Dahla i Stribecka, zastoso-
wano model tarcia dynamicznego Lund-Grenoble’a. Wykorzystujac metode
Lapunowa, wyprowadzono ciaggly kompensator dynamiczny. W poréwnaniu
do typowego regulatora PID nie uwzgledniajacego bezposredniej kompen-
sacji efektéw nieliniowych uzyskano szybsza, dokladniejsza i bardziej od-
porng regulacje predkosci ruchu prostoliniowego matrycy pozycjonujace;j.
Na podstawie eksperymentu numerycznego przeprowadzonego w pracy [65]
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udowodniono, ze standardowa metoda sterowania silnikiem poprzez zmiane
predkoéci obrotowej, wykorzystujaca zamknieta petle sprzezenia zwrotnego
nie daje oczekiwanych rezultatéw, jesli w ruchu obrotowym wystepuja se-
kwencje utwierdzen i poélizgéw. Pokazano, ze regulator o dzialaniu propor-
cjonalno-rézniczkujacym nie zapewnia optymalnej wydajnosci ukladu ste-
rowania z powodu narastajacego uchybu regulacji nadaznej. Uchyb mozna
czesciowo zredukowaé, zmniejszajac wartosé stalej wzmocnienia proporcjo-
nalnego. To prowadzi do wyraznych oscylacji predkosci obrotowej, i w efekcie
niedoktadnosci odwzorowania zadanej funkcji pozycjonowania. Wysoka do-
ktadno$é pozycjonowania uzyskano, stosujac gltadki regulator adaptacyjny,
kompensujacy efekty nieliniowe wywolane tarciem suchym. Regulator za-
projektowano przy uzyciu metody bazujacej na zdefiniowaniu funkcji po-
wierzchni utwierdzenia.

Sterowanie mechanizmem manipulatora z potaczeniem ciernym przy ma-
tych zmianach predkoéci ruchu wzglednego par ciernych wykonano w pracy
[1]. Teoretyczna i dos$wiadczalna analiza poréwnawcza liniowych (PD, PID)
i nieliniowych (gtadkich ciaglych, kawatkami-liniowych) algorytméw kom-
pensacji wykazata wyzszosé technik opartych na kompensatorach nielinio-
wych. Sterowanie polozeniem ramienia manipulatora o dwoch stopniach
swobody z stosowaniem kompensatoréw liniowych okazalo sie mniej wy-
dajne, a w szczegdlnych warunkach nieodporne na skokowe zmiany obcig-
zenia. Zaobserwowano przy tym, ze jest tatwiej zapewni¢ stabilnosé uktadu
sterowania opartego na kompensatorze opisanym gtadks funkcja nielinowa.

W pracy [38] podjeto zagadnienie aktywnego sterowania oscylatora z tar-
ciem typu utwierdzenie-poslizg wymuszanego ruchem podstawy. Oscylator
w postaci masy potaczonej elementem sprezystym z obudows umieszczono
w ukladzie z zamknieta petla sterowania, utworzona kolejno przez akcele-
rometryczny czujnik drgan, filtr czestotliwosci, przesuwnik fazowy, wzmac-
niacz i wzbudnik oddzialujacy na drgajaca mase. W ukltadzie sterowania
z ujemnym sprzezeniem zwrotnym skompensowano drgania niestabilne za-
chowujac maty wrazliwo$é¢ na uchyb regulacji wywolany przesunieciem fazo-
wym i wzmocnieniem sygnalow sterujacych. Oscylator o podobnej budowie
z wymuszeniem harmonicznym poddano sterowaniu w zamknietym uktadzie
sterowania z opé6Znieniem i opisano w pracy [52]. Stosujac metode Lapu-
nowa, zaprojektowano ciggly kompensator, natomiast wprowadzajac opoz-
nienie w petli sprzezenia zwrotnego zagwarantowano ograniczono$¢ wektora
stanu niecigglego uktadu dynamicznego z tarciem suchym. Ponadto, kon-
struujac funkcje Lapunowa-Krasowskiego, wyprowadzono warunek dosta-
teczny stabilnosci badanego uktadu.

Sieci neuronowe pozwalaja aproksymowaé funkcje nieliniowe, dlatego ich
zastosowanie do estymacji zjawisk nieliniowych wywotanych tarciem suchym
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jest uzasadnione. Teoria i praktyka takich zastosowan jest dobrze ugrun-
towana [43,61]. Na przyklad, w pracy [61] przeprowadzono sterowanie li-
niowego silnika pradu statego w dyskretnej przestrzeni stanu przy uzyciu
uczacego sie regulatora wyprzedajacego. W dyskretnej przestrzeni stanu
rozwigzano takze problem iteracyjnej regulacji nadaznej, bazujacej na al-
gorytmie uczacym sie¢ neuronowa i sterujacym trajektoria potozenia wielo-
wymiarowych ukladéw dynamicznych z tarciem Coulomba i ograniczeniami
natozonymi na sygnaly wejéciowe, statyczne i dynamiczne wspotczynniki
tarcia suchego [30]. Jako model doswiadczalny wybrano dwuczlonowe ra-
mie robota planarnego, ktére wlaczono do ukladu sterowania zawierajacego
uczacy sie sie¢ neuronowa. Efektem sterowania byto uzyskanie trajektorii
czasowych ruchu obrotowego obu elementéw, ktérym podczas pozycjono-
wania towarzyszylo malenie uchybu regulacji nadaznej. Ciekawa technike
projektowania regulatora opartego na uczacej sie sieci neuronowej opisano
w pracy [54]. Proponowany regulator wykorzystujacy transformacje falkowa
spelnil zadanie kompensacji tarcia wiskotycznego, wpltywajacego niekorzyst-
nie na dynamike liniowego serwomechanizmu z silnikiem synchronicznym.
Numeryczna kompensacja efektéw ciernych wystepujacych w uktadach
rzeczywistych umozliwia obserwacje i estymacje przyblizonych charaktery-
styk tarcia [10]. Model eksperymentalny przedstawiony w pracy [56] sklada
sie z silnika pradu stalego, napedzajacego pas transmisyjny (ruchoma pod-
stawa), z ktérym drgajace cialo sztywne o pewnej masie tworzy kontakt
cierny. W tym uktadzie mozna zaobserwowa¢ zmiany predkosci obrotowej
silnika spowodowane efektami nieliniowymi i dynamicznie zmieniajacym sie
wymuszeniem zewnetrznym, ktére pochodzi od sity tarcia suchego i zwiaza-
nych z nia drgan typu utwierdzenie-poslizg wystepujacych na powierzchni
kontaktu pomiedzy masa drgajaca a pasem transmisyjnym. Na przyklad,
bifurkacje rozwigzan niecigglych zawierajacych fazy utwierdzenia i poslizgu
mozna wyznaczy¢ przy ustalonej lub zmieniajacej sie w okreslony sposéb
predkosci ruchu podstawy [13]. W tym celu nalezy zastosowaé regulacje sta-
lowartosciowa lub nadazna predkosci obrotowej silnika, wprowadzajacego
podstawe (jedna z powierzchni kontaktu ciernego) w ruch drgajacy.
Zamierzone sterowanie czasem trwania i dtugo$cia stref utwierdzenia wy-
maga, aby predkos¢ lub polozenie podstawy zmienialy sie zgodnie z zadana
funkcja, np. prostokatna, trojkatna, sinusoidalna. Z uwagi na wystepowanie
efektéw nieliniowych wywotanych tarciem suchym, o ktérych napisano we
wstepie do rozdzialu 4, zadawanie pozadanych funkcji zmian potozenia badz
predkosci ruchu wymaga zastosowania odpornej regulacji nadaznej, gwaran-
tujacej sterowanie optymalne i malejacy uchyb regulacji. Na podstawie jed-
nej z metod sterowania polozeniem manipulatoréw, opisanej w pracy [51],
wyprowadzony zostanie algorytm regulacji predkosci obrotowej silnika pradu
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stalego. Metoda opiera sie na wprowadzeniu funkcji powierzchni utwierdze-
nia, réwnaniach rézniczkowych pierwszego rzedu na estymacje parametrow
uktadu sterowania i definicji funkcji ograniczajacej z gory sity tarcia zwia-
zane z efektami nieliniowymi, tj. efektem Stribecka i tarciem zaleznym od
polozenia katowego wirnika. Ostatni poduktad umieszczony na torze gtéw-
nym ukladu regulacji nadaznej redukuje oscylacje i wygtadza charaktery-
styke czasowa predkosci obrotowe;j.

Rozwazania teoretyczne i symulacje numeryczne prezentowane w tym
podrozdziale dotycza kompensacji efektéw nieliniowych wystepujacych na
powierzchni kontaktu pomiedzy walem wirnika i tozyskiem $lizgowym. Przy
matych predkosciach ruchu wzglednego pomiedzy powierzchniami kontaktu,
zjawiska nieliniowe wywolane tarciem suchym maja duzy wplyw na do-
ktadnosé pozycjonowania wirnika. Tarcie i zwiazane z jego wystepowaniem
konsekwencje dla ukladéw dynamicznych opisano w pracy [11].

4.1.1. Momenty sit tarcia

Trudnosci w modelowaniu i kompensacji efektow nieliniowych wystepu-
jacych na powierzchni kontaktu pomiedzy walem wirnika i tozyskiem $lizgo-
wym pojawiaja sie w efekcie: tarcia Coulomba, wyrazonego maksymalnym
momentem silty tarcia statycznego w strefach poslizgu T, sgn ¢ (¢) i utwier-
dzenia Ty, (1 — sgn|@(t)|); tarcia zwiazanego z krzywa eksponencjalna, po-
jawiajaca sie na skutek efektu Stribecka Ty, (1 — exp(—To|o(t)]) sgn @(t));
tarcia wiskotycznego T, (t); tarcia zaleznego od potozenia katowego Ty,
sin (Top(t) + T3) sgn |p(t)|, ktérego definicje podano w pracy [64]. Poszcze-
gélne zmienne i parametry oznaczaja: sgn ¢ — znak wartosci predkosci ka-
towej; ¢ — potozenie katowe; T, — maksymalny moment silty tarcia statycz-
nego; T'sym, 1o — parametry krzywej eksponencjalnej; T, — wspotczynnik
tarcia wiskotycznego; Thy,, T, T3 — pozostate parametry. W czesci mecha-
nicznej réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu, opisujace dynamike
ruchu obrotowego silnika pradu stalego zapisuje sie w postaci

In(t) + (cj’;m - Tvm) () — Tpm (1= 1901 sgn (1) +

+T1m sin (Top(t) + T3) sgn ()| + Tem (1 — sgn |p(t)| +
+sgn@(t)) = cmm(t), (4.1)

przy czym do pozostalych parametréw modelu zalicza sie rezystancje R,
i prad 1, uzwojenia wirnika, masowy moment bezwladnosci wirnika J,,,
stala momentu ¢, i stata SEM obwodu elektrycznego twornika c,. Dzielac
réwnanie (4.1) przez ¢, otrzymuje sie

J@(t) + Be(t) +7(t) = ¥(t), (4.2)
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gdzie: 7(t) = Tpyp(t) — Tse (1 — exp(—To|o(t)])) sgnp(t) + Ty sin (Top(t) +
T3)sgn |p(t)|+Ts (1 — sgn |o(t)| + sgn p(t)) oznacza przeskalowany moment
sity tarcia, parametry J,B,T,,Ts,T1,Ts; sa réwne odpowiednio Jp,/cp,
Cb/Raa Tvm/cﬂ”w Tsm/cma Tlm/cma TStm/Cm-

Analizowany ukiad dynamiczny charakteryzuje sie parametrami, kté-
rych wartosci sg znane w przyblizeniu. Algorytm regulacji nadaznej powi-
nien umozliwia¢ ich estymacje, jak réwniez kompensowaé niedoktadnosci
opisu matematycznego.

4.1.2. Algorytm sterowania

Zadanie kontroli polega na zaprojektowaniu kompensatora adaptacyj-
nego umozliwiajacego zmiane predkosci obrotowej silnika zgodnie z zadana
funkcja @q(t). Wykorzystana zostanie metoda opisana w pracy [64], oparta
na wprowadzeniu funkcji powierzchni utwierdzenia.

Niech uchyb regulacji e i funkcja pomocnicza € beda postaci

e(t) = ¢(t) = pa(t), e(t) = palt) = Ae(t), (4.3)

gdzie: ¢ i ¢ oznaczaja odpowiednio potozenie i predkos¢ katowa wirnika,
A > 0 jest wartodcia stala, indeks d wyrdznia pozadane charakterystyki
odpowiedzi uktadu regulacji. Zaleznos¢ na tzw. funkcje powierzchni utwier-
dzenia jest nastepujaca

r(t) = ¢(t) —e(t) =0. (4.4)

Przeksztalcajac réwnanie (4.2) z wykorzystaniem definicji funkeji po-
wierzchni utwierdzenia 7(t), zapisuje si¢ nastepujace prawo sterowania

Y(t) = JE(t) + De(t) — Ts (1 —e TOMt)') sgn p(t) +
Tosgn(t) + Ty (1 — sgn (1)) us(t) — us(t), (4.5)

gdzie: up(t) oznacza funkcje ograniczajaca z gbry momenty sil tarcia zwia-
zane z efektem Stribecka i tarciem zaleznym od polozenia katowego wir-
nika, us(t) = 1 — sgn |r(t)| jest funkcja okreslona podczas utwierdzenia przy
r(t) = 0 i zwiazang z deﬁmq@ funkcp powierzchni utwierdzenia wprowa-
dzona we wzorze (4.4), D = B+T,, symbol wyréznia parametr estymowany.

Funkcje 9(t) dana wzorem (4.5) podstawia sie do réwnania (4.1) w celu
kompensacji liniowych sit tarcia Coulomba i tarcia wiskotycznego [65]. Tym
sposobem jednak nie mozna skompensowaé nieliniowych sit zwiazanych z tar-
ciem zaleznym od potozenia katowego wirnika i efektem Stribecka. W tym
celu, wyprowadza sie kompensator estymujacy parametr p funkcji wup(t),
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ograniczajacej z gory wartosci sily tarcia zwigzanej z efektami nielinio-
wymi [51]

up(t) = kpr(t) + pkr tanh(r(t)(a + bt)) , (4.6)

We wzorze (4.6) stale a,b, kp, kr sa dodatnie, przy czym kp > 1. Jesli
parametr p jest poszukiwang estymacja, to we wzorze na prawo sterowania
(4.5) wartoS¢ up(t)|,1)=re spetnia role wzmocnienia proporcjonalnego, gwa-
rantujacego odporna kompensacje sit nieliniowych. Prawo sterowania (4.5)
zapewnia, ze moment sily zwigzany z kompensacja efektéw nieliniowych
bedzie wiekszy od maksymalnej wartosci momentu sit tarcia statycznego.

4.1.3. Estymacja parametréw ukltadu regulacji

Na podstawie metody przedstawionej w pracy [64], estymacje J, D i T}
parametréw modelu dynamicznego oblicza sie w kazdej iteracji catkowania
réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu danych w postaci

j(t) = —5E(t)r(1), (4.7)
D(t) = —de(t)r(t), (4.8)
4 B — d3sgn (p(t))r(t), przy poslizgu,,

) = { 83 (1 — sgn|@(t)|) |r(t),  przy utwierdzeniu, (4.9)

gdzie: 1.3 > 0, r(t) = ¢(t) — (t).

Wstawiajac 1(t) dane wzorem (4.5) do réwnania (4.2) z uwzglednieniem
e(t) = @(t) — r(t), ¢ = B(t) — #(t) oraz réznic Ts; = Ty — Ty, Ty =
To — Tp pomiedzy estymacjami a wartoéciami prawdziwymi odpowiednich
parametréw otrzymuje sie

Ji(t) + Dr(t) = Jé(t) + De(t) + Tysgn o(t) + w(t) —up(t),  (4.10)

w(t) — (TSte—ToW(t)\ _ TSte—To|§b(t)|e—T0|¢(t)| _ TSt _ Tp) sgngb(t) ) (4.11)
Rozwijajac exp (Tp|¢(t)]) = 1+ To|p(t)| + Tolp(t)[2/2 + R w szereg Tay-
lora wokét [(t)| = 0, a nastepnie biorgc pierwsze trzy wyrazy tego rozwinie-

cia, gdzie reszta R < exp (To|o(t))TE|(t)]?/6, réwnanie (4.11) przyjmuje
postaé

~ . N . B B . 2
w(t) = lTSte—Tmun — Tgye~Tole) <1+To!¢(t)|+To‘¢(;)’ n

s [O R s S .
Ty=—¢—c Tsy —Tp| sgnp(t) = psgn(t), (4.12)
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w ktérej: p = —y1 + 72 exp (=Tol(t)]) — v3l@(8)] exp (=To|@(t)]) — yal&(t)[?
exp (—Tol@(t)]), 71 = maxys ) eqo,00) {12 (E)[* exp (—Tol@(t)) T5 Tt /6}+ T+
Ty, Y2 = Tse, v3 = ToTse, va = T(?Tgt/z Stale 71 4 sa zalezne od estymacji
lub ich odchylen od wartosci prawdziwych.

Do wyznaczenia pozostaje estymacja parametru p funkcji uy(t) danej
wzorem (4.6). Kompensujac w réwnaniu (4.11) wyrazy nieliniowe nieza-
lezne od r(t), 7(t), e(t) i (t), réznica w(t) — p(t)w(t) — 0o, gdzie wy(t) =
kr tanh((a+ bt)r(t)) przyjmie warto$¢ najwicksza [24]. Stad, jesli psgn ¢(¢)
— pkr tanh((a + bt)r(t)) i up(t) jest funkcja ograniczajaca z géry w(t), to

p(t) = —A + %e—ToW(t)\ _ &3|<,b(t)|e_fb‘¢(t)‘ _ @4’¢(t)|26—folsb(t)| (4.13)

jest poszukiwana estymacja parametru p. Estymacje p(t) oblicza sie w po-
dobny sposéb, jak przy szacowaniu parametréw réwnania (4.10), catkujac
nastepujacy uklad réwnan rézniczkowych

() = dulr(®)],

a(t) = =Bslr(t)]e I, .
Ja(t) = —g|r(1)]|@(t) e~ ToIPOL,

Su(t) = —07|r (1)) |p(t) |2 Tole )

w ktérym 047 > 0.

4.1.4. Regulacja predkosci obrotowej silnika sterowanego
sygnalem napieciowym

W rzeczywistych aplikacjach silnik pradu stalego jest sterowany za po-
mocg sygnalu napieciowego o stalej wartosci lub zmieniajacego sie w czasie
zgodnie z zadana funkcja realizujaca wymagany program. Modelujac taki
uktad mechatroniczny nalezy rozszerzy¢ opis matematyczny wprowadzony
w punkcie 4.1 o réwnanie dynamiki czesci elektrycznej [59]. Zestaw réwnan
rézniczkowych przyjmuje wtedy nastepujaca postaé¢ uzupetniona

‘J(ﬁf(t)—i-ngf(t)-FTf(t) = wf(t), (4.15)
Laop(t) + Ratop(t) + copp(t) = wp(t), (4.16)

w ktorej: indeks f wyrdznia zmienne stanu tréjwymiarowego uktadu dyna-
micznego (uzupelnionego), modelujacego silnik pradu stalego, L, jest induk-
cyjnoécig calego obwodu twornika, v¢(t) jest funkcjg zmian w czasie sygnatu
napieciowego, wymaganego do realizacji zadania regulacji stalowartoéciowej
lub nadaznej polozenia katowego lub predkosci obrotowej silnika.

Proponuje sie¢ nastepujaca metode regulacji predkosci obrotowej silnika
sterowanego sygnatem napieciowym.
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Regulacja napigcia w pelnym modelu elektromechanicznym badanego
obiektu regulacji wymaga uwzglednienia réwnania (4.15). Wzajemna zalez-
nos¢ stanéw dynamicznych wyrazonych za pomocg zmiennych ¢y, 9 i ich
pochodnych wzgledem czasu, wprowadza zaklécenia do regulacji opraco-
wanej dla uproszczonego modelu dynamicznego, opartego tylko na czesci
mechanicznej. Jesli opisana w punkcie 4.1.2 regulacja predkosci obrotowej
za pomocy sygnaltu pradowego 1 (t) jest prawidlowa i optymalna, to najlep-
szym sposobem na rozwigzanie zadania regulacji przy napieciowym sygnale
sterujacym jest kompensacja wpltywu dynamiki opisanej réwnaniem (4.16).
W tym celu, do réwnania (4.16) nalezy podstawi¢ v¢(t) obliczone z uwzgled-
nieniem 1 (t), wyrazajacym prawo sterowania (4.5). Jest ono funkcja napie-
cia sterujacego vs(t), ktére kompensuje wplyw zaklocen regulacji nadazne;
trojwymiarowego uktadu mechatronicznego (4.15), jak nastepuje

vp(t) = Lat(t) + Ratb(t) + cop(t) + d(t) . (4.17)

Wzér (4.17) stosuje sie przy zalozeniu, ze ¥ (t) gwarantuje odporna regu-
lacje nadazna w uproszczonym modelu dynamicznym, opisanym rownaniem
(4.2). Dynamiczna rozbiezno$é zmiennymi stanu ukladéw (4.16) i (4.17)
skompensuje pewna funkcja d(t) — czlon proporcjonalno-rézniczkujacy.

Podstawienie zaleznosci na vy danej wzorem (4.17) do réwnania (4.16)
prowadzi do wyrugowania wyrazéw zaleznych od czasu. Dla przyktadu, inne
niedoktadnosci zwiazane z bledami pomiaru zmiennych stanu lub btedami
obliczenn numerycznych kompensuje czlon dynamiczny d(t). Jak zaobser-
wowano, pominiecie tego cztonu prowadzi do oscylacji predkosci obrotowej
wokol zera i niestabilnoéci odpowiedzi ustalonej. Dazac do zwigkszenia efek-
tywnosci proponowanego algorytmu sterowania, wprowadza sie dwuwymia-
rowy regulator proporcjonalno-rézniczkujacy i zamknieta petle sterowania
z ujemnym sprzezeniem zwrotnym od wyjécia obiektu regulacji. Stosujac w
réwnaniu (4.17) ponizsza definicje regulatora

d(t) = k1(pa(t) — @ (t) + ka(a(t) — ¢5(1)) (4.18)
otrzymuje si¢ przy uwzglednieniu zaleznosci (4.16) réwnanie réwnowagi dy-
namicznej w czedci elektrycznej obiektu regulacji, jak nastepuje

La (5(8) = () + Ra (0(t) = 0(1)) + e (94() — $(1)) =
= k1 (pa(t) = @f(t) + ka2 (Pa(t) — ¢5(t)) . (4.19)

Roéwnowage dynamiczna mozna uzyskaé¢ kompensujac réwnanie (4.16),
ale nalezy przy tym spelni¢ nastepujace warunki: a) poprawnie dobrane
parametry k1 i ko ukladu regulacji powinny zapewniaé¢ réwnosé obu stron
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réwnania (4.19); b) nowe rozwigzanie 1 ¢(t) nalezy podstawia¢ w kazdym
kolejnym kroku catkowania do réwnania (4.15). Przy spelnieniu wymie-
nionych warunkéw, rozwigzanie ¢y (t) réwnania (4.15) bedzie podazac za
rozwiazaniem optymalnym ¢(¢) réwnania (4.2). Podczas regulacji nadaz-
nej zapamietuje si¢ biezaca wartod¢ vy(t), aby nastepnie wprowadzi¢ ja na
wejscie napieciowe sterujace (zaleznie od pozadanej funkcji zmian wartosci
zadanej) predkoscia obrotowa lub polozeniem katowym wirnika.

4.1.5. Symulacja numeryczna

Wydajnos¢ dwuetapowej regulacji nadaznej, mierzona doktadnoécia od-
wzorowania zadanej funkcji zmian predkosci obrotowej mozna sprawdzié¢ wy-
konujac symulacje numeryczna. Model dynamiczny obiektu regulacji opisuja
parametry elektromechaniczne wybranego silnika pradu statego o symbolu
PZTK 60-46 J. Zadanie sterowania polega na przeprowadzeniu regulacji
nadaznej predkosci obrotowej silnika zgodnie z zadana funkcja okresowa
(zaznaczona na rysunku 4.2 linig przerywana) zmian wartosci zadanej ¢q(t).
Amplituda zadanej predkosci katowej zwigksza si¢ w czasie 0.2 [s] liniowo od
0 do 0.2 [rad/s], nastepnie w czasie 0.2 — 0.8 [s] utrzymuje wartos¢ maksy-
malna, po czym maleje w czasie 0.2 [s] do zera. Podczas nastepnej sekundy
cykl zmian amplitudy funkcji ¢4(t) powtarza sie dla wartosci ujemnych.
Regulacje nadazna predkosci katowej wirnika wykonano w czasie 6 [s] obej-
mujac trzy opisane wyzej okresy funkcji ¢4(t). Przyjeto nastepujace dane:
— stala momentu ¢, = 0.5 [N-m/AJ;

— stala SEM obwodu twornika ¢, = 0.011 [V /obr/min];

— rezystancja uzwojenia wirnika R = 1.1 [Q];

— moment bezwladnosci wirnika J,, =2 [kg-m
— indukcyjno$é obwodu twornika L, = 1073 [H];

—  wsp6lezynnik tarcia wiskotycznego T, = 8 [N - m - s/rad];

— maksymalny moment tarcia statycznego Ts,, = 1.5 [N - m];

— maksymalny moment tarcia statycznego zwiazany z efektem Stribecka

Tstm = 0.5 [N - m];

— moment tarcia zalezny od polozenia T}, = 0.35 [N - m];

— stata krzywej Stribecka Ty = 10;

— stale tarcia zaleznego od potozenia: To =1, T3 = 0.5;

—  wspélezynniki regulatora: ki = 0.21 - 103, ky = 1.40 - 103;

— stale prawa sterowania §; =9-4,i=1...7,

— poczatkowe wartosci estymacji parametréw przy sktadnikach liniowych:

JO =1, D0 =1, 79 =02, 79 =1, 7{¥ =1,

— poczatkowa wartos¢ estymacji parametru przy sktadnikach nieliniowych:

0 =0;

—  poczatkowe wartosci zmiennych stanu: ¢(® = (0 =0, d);o) = 0.

’]

9
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Rysunek 4.1. Schemat blokowy uktadu regulacji adaptacyjnej

Doktadne wartosci niektérych parametréw nie sa znane na poczatku
symulacji i przyjmuja wartosci poczatkowe odpowiednich estymacji. Dodat-
kowo, nieciagty charakter sit tarcia znaczaco wptywa na dynamike ukltadu
regulacji.

Na rysunku 4.2 widaé, ze przy pierwszym skoku amplitudy predkosci
obrotowej do wartosci zadanej 0.2 [rad/s], przebieg odpowiedzi obiektu re-
gulacji wyraznie odbiega od linii przerywanej. Wystepowanie takiego stanu
przejéciowego jest spowodowane niewlasciwymi wartosciami estymowanych
parametréw ukladu regulacji. Estymacje tych parametréw sg w tym cza-
sie na etapie zbieznosci do wartosci granicznych i konsekwencja tego jest
chwilowy, duzy uchyb dynamiczny. Na poczatku drugiego okresu, po czasie
2 [s] obie prezentowane trajektorie przebiegaja blizej siebie, potwierdza-
jac skutecznosé¢ algorytmu sterowania. Po kolejnym okresie, przy predkosci
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0.3 0.22

plrad/s] I I

Q,b[rnd./s} I : j (d)

ky =110,k = 1400 (a)

0.3

@lrad/s] k= 210, ks = 1400 (¢)

1 2 3 . 5 )

Rysunek 4.2. Zadana trajektoria predkosci katowej ¢4(¢) (linia przerywana) i od-
powiadajace jej odpowiedzi wyjsciowe ¢(t) (linia ciagla) obiektu regulacji
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+0.2 [rad/s] odpowiedz o charakterze skokowym modelowanego ukladu re-
gulacji jest dobrze tltumiona i dopasowuje si¢ gltadko do krawedzi pozadanej
trajektorii. Wykresy na rysunkach 4.2d-f wyraznie pokazuja réznice pomie-
dzy rozwiazaniami uzyskanymi dla trzech zestawow parametréw ki i ko.

Rysunek 4.2f pokazuje najdoktadniejsza sposrdd zarejestrowanych od-
powiedzi czasowych modelowanego uktadu.

@(p)

0.2r-

0.1~

3 i i i i i
-0.21 -0.18 -0.15 -0.12 -0.09 -0.06 ¢[rad]

Rysunek 4.3. Przecigcie trajektorii fazowej odpowiedzi dynamicznej zaprojektowa-
nego ukladu regulacji plaszczyzna (¢, o)

vy [V]
20t

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5j57 t[s]
Rysunek 4.4. Zmiany sygnalu napieciowego vy (t) na wejsciu do obiektu regulacji

Przecigcie trajektorii fazowej pokazanej na rysunku 4.3 przedstawia inny
widok odpowiedZ czasowej ukiadu regulacji. W celu uzyskania krzywej za-
mknietej (ograniczonej w kierunku osi predkosci katowej liniami poziomymi
P(p) = £0.2), funkcja zmian sygnalu napieciowego vs(t) na wejsciu do
obiektu regulacji powinna by¢ zblizona do trajektorii czasowej pokazanej
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na rysunku 4.4. Amplituda napieciowego sygnalu sterujacego wprowadzo-
nego na wejécie do obiektu regulacji zmienia sie w sposéb impulsowy przy
zmianach kierunku ruchu obrotowego w chwilach czasowych t = 1,2,... [s].

Po wykonaniu wielu prob eksperymentalnych, przyjeto metoda prob
i bledéw przyblizone wartosci parametréw ki i ko, wykorzystane w dru-
giej czesci algorytmu sterowania. Mozna prowadzi¢ dalsze optymalizacje
lub opracowaé¢ inny sposéb ich doboru, poniewaz wyraznie wplywaja one
na dopasowanie odpowiedzi czasowej ukladu regulacji do lokalnych zmian
wartosci zadanej o charakterze skokowym.

Zastosowany algorytm sterowania dobrze sprawdza sie w badanym ukta-
dzie dynamicznym, a przy tym zapewnia odporna regulacje nadazna. Moze
byé stosowany do rozwiazywania innych zadan z zakresu ksztaltowania od-
powiedzi czasowych uktadéw nieciagtych o wielu stopniach swobody. Wy-
korzystujac metode oparta na wprowadzeniu powierzchni utwierdzenia, za-
proponowano drugi etap optymalizacji opisany w punkcie 4.1.4. Prowadzac
eksperyment numeryczny, przeprowadzono symulacje odpornej regulacji na-
daznej nieliniowego uktadu dynamicznego, zapewniajac kompensacje efek-
téw nieliniowych zwiazanych z tarciem suchym. Zagwarantowanie stabilno-
sci zamknietej petli uktadu regulacji wymaga estymacji funkeji uy(t) ogra-
niczajacej z gbéry momenty sit tarcia zwigzane z niektérymi efektami nieli-
niowymi.

4.2. Aktywna regulacja odksztalcenia klatki piersiowej

Metody aktywnej regulacji mozna adoptowaé¢ do optymalizacji uktaddw
mechanicznych lub biomechanicznych o wielu stopniach swobody wymu-
szanych w spos6b impulsowy. Sterowanie odpowiedzia dynamiczng struktur
tego typu zyskuje szersze znaczenie w kontekscie rozwoju technik optymali-
zacyjnych i metod komputerowych. Sa one rozwijane i testowane na kompu-
terach wyposazonych w szybkie, wielordzeniowe i wielowatkowe procesory
wspoélpracujace z wydajnymi uktadami graficznymi i wysokoczestotliwoscio-
wymi pamieciami, pozwalajacymi na dynamiczne alokowanie liczb i tablic
wielowymiarowych.

W tym rozdziale opisano metodyke oparta na zastosowaniu sily ste-
rujacej, zmniejszajacej wzgledng deformacje modelu mechanicznego klatki
piersiowej cztowieka wywolang uderzeniem sprezystym pochodzacym od sity
zewnetrznej. Wirtualny wzbudnik dzialajacy sila sterujaca, zmniejszajaca
odksztalcenie analizowanego uktadu dynamicznego o trzech stopniach swo-
body, umieszczono pomiedzy masa reprezentujaca plecy cztowieka a nieru-
chomym sztywnym oparciem. Zmniejszenie przemieszczen wewnatrz klatki
piersiowej oszacowano rozwiazujac zagadnienie optymalizacji liniowo-kwa-
dratowej wskaznika wydajnosci. Rozwiazanie dynamiki badanego uktadu,
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réwnania Rccatiego i minimalizacje funkcji celu J(tg, tx) wykonano za po-
mocg procedur numerycznych napisanych w jezyku Python. Ponadto, osza-
cowano parametry regulacji ksztaltujace charakterystyke odpowiedzi opty-
malnej modelu klatki piersiowej z dotaczonym wzbudnikiem, zapropono-
wano technike obliczania funkcji celu w ukladzie niecigglym na podstawie
pewnej estymacji wektora wzmocnienia proporcjonalnego, zamieszczono wy-
kresy odpowiedzi czasowych uktadu swobodnego i jego odpowiednika z wla-
czong sity sterujaca, jak tez inne wykresy poréwnawcze.

4.2.1. Opis matematyczny

Rysunek 4.5a przedstawia uproszczony model biomechaniczny tutowia
czlowieka w pozycji wyprostowanej, gdzie w stosunku do przypadku z ry-
sunku 2.14, podparcie w postaci masy my zostato utwierdzone. Wzbudnik
umieszczony pomiedzy tylng $ciang klatki piersiowej a tym podparciem ge-
neruje sile sterujacg u. Masy oznaczone przez mi, me i mg wraz z pola-
czeniami elastycznymi pomiedzy nimi wyrdzniaja rozwazany model klatki
piersiowej pokazanej na rysunku 4.5b.

Iy ) T3

d l_> k
T‘—/\ﬁ J\sﬁ

k1o 4 .
my |~ m2 ,_623 m3 5
I —
ka3 ¢
— 23 U
#1(0) #0 — ] <&
% 7 x4 /

(a) (b)

Rysunek 4.5. Uproszczony model biomechaniczny tutowia czlowieka w pozycji wy-
prostowanej (a) i rozwazany model klatki piersiowej (b) z masa m; uderzajaca od
jej przedniej strony

Wychodzac z zasady réwnowagi sit w przyjetym uktadzie dynamicznym,
zapisuje si¢ trzy réwnania rézniczkowe drugiego i jedno rownanie pierwszego

rzedu, opisujace zmiany potozenia x4. W kolejnym kroku mozna przejsé do
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modelu matematycznego wyrazonego za pomoca 7 réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu, jak nastepuje

X; = ®iy4, przy i=1,2,3, (4.20)
T4 = x7+ Zj(azg —x4), (4.21)
1

Ts = E(k12($2 — 1)), (4.22)
ig = n}m(/ﬁz(m — 23) — kag (22 — w3) — koz(wa — x4) +

—co3(we — 7)) | (4.23)
Tr = TrlLB(szﬂCz — (ko3 + ks)z3 + cozxe — (co3 + Co3)a7 +

—Cs7 + Cozg — u) , (4.24)

gdzie: my ...mg oznaczaja masy wyréznionych podukladéw, k = [k12, ka3,
ke, ks], € = [cas, chs, ¢s] sa odpowiednio wektorami parametréw sztywnosci
i ttumienia, Tq = [21...24]7, T, = [25...27]7 sa odpowiednio wektorami
przemieszczen i predkosci. Nalezy zaznaczy¢, ze zmiany potozenia x4, okre-
Slonego w miejscu polaczenia elementu sprezystego khs i tlumiacego chg
sa opisane za pomocy jednego réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu,
dlatego model dynamiczny obiektu sterowania okresla 7-wymiarowy wektor
stanu T = [Zq, Zo]7

Badany uklad charakteryzuja wlasnosci reologiczne (R1)-(R3) opisane
w punkcie 2.3.1. Nieciaglosé parametrow sztywnosci i tlumienia potaczen
wewnatrz klatki piersiowej, jak tez zalezno$é tych parametrow od czasu
wymaga opracowania nietypowego uktadu sterowania.

4.2.2. Zagadnienie optymalizacji liniowo-kwadratowej

Wyprowadzenie modelu dynamicznego wiaze sie czesto z zaawansowa-
nym opisem matematycznym i optymalizacja uwzgledniajaca pasywne lub
aktywne sterowanie potozeniem tych czesci ciata, ktére sg najbardziej nara-
zone na uszkodzenie.

Ten rozdzial zawiera opis metody optymalizacji liniowo-kwadratowe;j.
Zastosowanie tej metody doprowadzito do zmniejszenia odksztalcenia klatki
piersiowej czlowieka poddanej uderzeniu sprezystemu masy réwnej 1.6 [kg].
Wybrana metoda optymalizacyjna jest dobrze poznana i opisana [2,68],
ale z uwagi na niektére parametry mechaniczne (tutaj zalezne od czasu)
badanego ukladu dynamicznego, zmodyfikowano ja w zakresie szacowania
wartosci wektora wzmocnien proporcjonalnych zamknietej petli sterowania.
Inng zaleta tej metody optymalizacji jest jej odporno$é na niedoktadnosé
oszacowania macierzy wspotczynnikéw wagowych funkcji celu, nazywanej
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niekiedy funkcjonalem kosztu. Ponadto, jesli uklad sterowania nalezy do
pewnej klasy ukladéw opisanych w pracach [23,45], to wspomniana od-
pornoéé jest zagwarantowana. Warto zaznaczyé, ze w istniejacej literatu-
rze nie znaleziono publikacji podejmujacej problematyke optymalizacji li-
niowo-kwadratowej stanu ukladu mas potaczonych elastycznie za pomoca
tacznikow reologicznych. Modelowanie dynamiczne klatki piersiowej czto-
wieka poddanej uderzeniu sprezystemu lekkiej masy, rozpatrzono w postaci
elastycznie potaczonych bryt sztywnych o masach skupionych w punktach.
Takie podejscie stanowi duze uproszczenie uktadu rzeczywistego, ale jest
uzyteczne w aspekcie projektowania i testowania struktur regulatoréw ak-
tywnych.

Strategie sterowania oparto na modyfikacji standardowej metody opty-
malizacji liniowo-kwadratowej funkcji celu dla ukladu sterowania z ujem-
nym sprzezeniem zwrotnym. Macierz wspoélczynnikéw wzmocnienia pro-
porcjonalnego obliczono na podstawie numerycznego rozwiazania réwnania
Riccatiego. Modyfikacja uwzglednia kompensacje zachowan dynamicznych
o charakterze niecigglym, wywolanych skokowymi zmianami parametrow
ca3 1 kos, ktore modeluja wlasnosci organéw wewnetrznych klatki piersiowej
poddanej Sciskaniu lub rozcigganiu.

Szczegblne przypadki opisywanej w dalszej czeSci strategii sterowania
rozpatrzono w pracach [15,57,58]. Reprezentacja modelowanego uktadu dy-
namicznego w przestrzeni zmiennych stanu przyjmuje postaé

iz
d;: — Ai+Bi=
[0 0 0 0 1 0 0 ]
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
— 0 = 0 L= 0 0 1 |z4
—k k
dz k2 0 0 0 0 0
k12 —ae2 ka3 ks g —ca ca23
mo mo mo ma ma2 ma2
O —ar2 —ars —ka3 O €23 —arr
L ms3 ms ms3 ms m3
+[000000——1]Ta (4.25)
m3 ’ :
j = Cz+Da=[0 1 -1 .00 0 0]z, (4.26)
Z(t)) = [0,0,0,0,z5(0) # 0,0], (4.27)

w ktérej: T = [x1...27]7 jest wektorem stanu, @ = u jest wektorem wej-
$cia sterujacego, macierze reprezentacji to: A — macierz stanu uktadu, B —
macierz sygnaléw sterujacych (wejsciowych), C — macierz sygnaléw wyj-
$ciowych, D — macierz transmisyjna, age = ki2 + a7, ars = kog + ko,
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a73 = kog + ks, a7 = ca3 + c¢s 83 wspOlczynnikami stalymi. Niezerowa
predko$¢ poczatkowa x5(0) impaktora (masy uderzajacej, zwiazanej sprezy-
stoscia k12 z modelem dynamicznym) stanowi wymuszenie zewnetrzne.

Zadanie sterowania polega na znalezieniu funkcji sterujacej u(t), ktéra
w skoficzonym czasie t € [to; t;] 1 przy okreslonej postaci macierzy wagowych
minimalizuje funkcje celu dang zaleznoscia

_ 1 tk'f(t) Q o[z ], _
Jto te) = 2/t0 i t) 0 R] la(t)_dt_
- o
1 [tk :
- 2/to qr X7 =
T u

= (Z qir + ru?(t )) dt, (4.28)

w ktorej macierz jakosci QQ, majaca niezerowe elementy tylko na gléwnej
przekatnej i macierz reakcji R = r, zredukowana do stalej wartosci ska-
larnej sa macierzami wagowymi metody optymalizacji liniowo-kwadratowe;.
Numeryczne obliczenie catki J mozna wykonaé za pomocg procedury catko-
wania metoda trapezéw. Nalezy zauwazy¢, ze T jest wektorem stanu w ukta-
dzie sterowania, natomiast parametry ks i ¢; w réwnaniu (4.24) zastepuje
funkcja sterujaca wu(t). Mozna to przyblizy¢é w taki sposéb, ze wlasnosci
sprezysto-ttumiace pomiedzy nieruchomym oparciem a tylna strong klatki
piersiowej (plecami), zastepuje sie elementem aktywnym zdolnym do wyge-
nerowania szybkiej, kontrolowanej reakcji w odpowiedzi na uderzenie spre-
zyste w klatke piersiowa od jej przedniej strony.

Na podstawie ogélnej teorii sterowania [48], regulator gwarantujacy mi-
nimum funkcji kosztu J danej réwnaniem (4.28) wyraza wzor

u(t) = —rBTK,z4(t) . (4.29)

Réwnanie (4.29) zawiera oznaczenie macierzy Riccatiego K, o wymiarze
(7x 7). Macierz K, jest symetryczna wzgledem gléwnej przekatnej, dlatego
uzyskuje si¢ 28 nieznanych elementéw tej macierzy, tj. 21 = €12, €31 = 13,
itd. Mozna zauwazy¢, ze poszukiwana sila sterujaca u jest proporcjonalna
do rozwigzania Z y uktadu swobodnego. Estymacj¢ elementéw macierzy Ky,
a tym samym estymacje sily sterujacej u wyznacza sie, stosujac zbiezna
procedure numerycznego catkowania 28 réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu, zapisanych w postaci macierzowej

(Ko + K,A + ATK, — K,Br'BTK, + Q) #/(t) = 0. (4.30)
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Rozwiniecie postaci macierzowej (4.30) prowadzi do otrzymania uktadu
rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu, jak nastepuje

11 = (2k12 (Gse7 — &iees) + E17e1) /€5 — qu,

€12 = (chskia(Easer — Easeq) + orbirey — ea(E1ae10 + E15chses))/ (chges)+
— (&16e11€14 + E17€9€13) /(Chzes),

€13 = (k12(Es5e7 — Es6e6) — mamar(E16kas(t)ms — Eirmaers))/es+

+ (&37&17€1) /€55

€14 = &uskrzermy (Eackrzes + Earéirma) Jes+
— (mikyzea(&raea + chg(E16ms — &17m2)))/ (chges),

€15 = (Esskrner — Esekizes + Exréirer) fes — &,

€16 = (&ekizer — mu(Eoskizes + Eoréirma)) [es — Eipcas(t)eamims/es+
— &1reaz(t)eamima/es — &2,

17 = (&rkizer — mu(Egrhizes + Erréirma)) [es+
+ maea(§1ae2 + E16c23(t)ms — E17maein))/es — i3,

€22 = —(26a5k12e7 — M1 (26o6ese14 + Mall; — 26oresers))/es+
— 2m1&aakiges/ (ches) — qi,

€23 = Easkaz(t)es/es + (Eareo(Es7 — esers) + ea(Esaern + Exschges))/ (chses)+
— eq(Esse11e14 — E3regens)/ (cazes),

€aa = —(Easchskzes — Sareo(Sar + Khzea) + ea(Sasero + Easchyes))/ (chzes)+
— mieq(Easmaers — Earmaers)/es + Easkpzea/(chzes),

€5 = —(Ease10 + Esschges — Eseerrers + Esregers)/ (chsmimams)+
— &12 + &arés7/e3,

€26 = Easegeas(t)/es + (Eareg (o1 — cas(t)es) — eausern)/(chses)+
— eq(&s6es — m1(Eeemaers — Eermaers — Eaze2))/es,

€7 = —Ease6cas(t)/es — (Carea(&r7 + eaera) + ealarern)/ (chaes)+
+ ea(&s7es — ma(§ermaers — Errmaers — ea(8as + §24))) /€5,

€33 = —(2636kas(t)es — Earma(Ear + 2eqe15))/e7 — ga,

€34 = Eaakhg/chs — (Esskhges — Esrma(Ear + Khsea) + ealaskas(t)ms)/er+
— eq€armaers/er,

€35 = Ea7&s7/e3 — (Es6kas(t)ms — Esrmaers) /e — 13,

€36 = (E36c23(t)es + Earma(€or — cas(t)ea)/er — eaoshos(t)ms/er+

— eama(&erers — Ea3ma) /e,
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€37 = —E33 — E3a — (E36c23(t)es — Exrma(&rr + eserz))/ert
— eq(&erhas(t)ms — Errmaers) /e,
€aa = (2buaklyzer — chy(2euskhges — Earma(&ar + 2Khze4)))/ (chaer) — s,
Ea5 = Laskhy/chy + &arsrma/er — ea(Esekhams — ma(srky — Giams)) /er,
£16 = Easescas(t) [er + khgma/(chger) + Earma(€er — cos(t)ea) [er+
— eq(Eeekhzms — ma(Eerkz — E2ams)) /e,
a7 = —E34 — Saa — (Gascas(t)es + Earma(&rr + eera)) fert
+ eabarmakiyzms [ (chser) — kazea(erms — Errma)) /e,
€55 = &7 /e3 — 2815 — qu,
&6 = —E25 — (Ssecas(t)es + ma(&s7(Eor — cas(t)es) — Eiges))/er,
€57 = &35 — &5 — (Esecas(t)es — ma(Es(Err + esern) — Eires)) fer,
€66 = —2&26 + (2866c23(t)es + Eorma (o7 — 2c23(t)es)) /er — gs,
€67 = —Eor — E36 — Eu6 — Eo6Cas(t)es/er+
+ (&67(§77ma 4 ea(ma(c3(t) 4 cs) +m3)) — Errcas(t)ear)/ex,
rr = —2(&s7 + &ar) — (28ercas(t)es — Errma(érr + 2eqe12)) /7 — e,

(4.31)

gdzie: €1 = Mmimsg, €2 = Mams, €3 = m%?“, €4 = m3r, €5 = 61777%7“,
_ 2 _ 2 _ _ 1t

eg = mim3r, e = maom3sr, eg = kigea, eg = coygze1, el = kayzeims,

e11 = chgmims, ez = c3(t) + cs, €13 = kag(t) + k3, e1a = kia + €13,
e15 = kos(t) + ks. Rozwiazujac uktad (4.31) przy zerowych warunkach po-
czatkowych, oblicza sie w czasie pozwalajacym na ustalenie wartosci gra-
nicznych wszystkie wspoétczynniki &;; (i,7 = 1...7) macierzy K.

W kolejnym kroku réwnanie (4.29) mozna wykorzystaé do obliczenia
sygnalu sterujacego

z 7
. &1 1
)= foTpt) = Zp(t) = — > &rxry, 4.32
i) = o B0) = L 30 = S (432)
gdzie f, = —rBTK, jest wzmocnieniem proporcjonalnym ujemnej petli

sprzezenia zwrotnego.

W tym przypadku, wprowadzona modyfikacja dotyczaca wyzej opisanej
metody opiera sie na nastepujacym spostrzezeniu. Z uwagi na reologiczny
charakter potaczen wystepujacych pomiedzy masami badanego ukladu dy-
namicznego, warto$ci wektora wzmocnien f, powinny przetaczaé sic pomie-
dzy czterema zbiorami w sposéb przedstawiony na schemacie 4.6.

Schemat blokowy przyjetego uktadu sterowania ze wzmocnieniem pro-
porcjonalnym od pelnego wektora stanu pokazano na rysunku 4.6. Oblicze-
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Rysunek 4.6. Schemat blokowy standardowej metody optymalizacji liniowo-kwa-
dratowe]j odpowiedzi cigglych ukladéw sterowania z dodatkowym ukladem przela-
czajacym i-ty wektor wzmocnienia f,, umieszczony na linii sprzezenia zwrotnego

nie wektora sterowania u jest poprzedzone wyborem odpowiedniej sktado-
wej ¢ wektora fm 7 kolei ten wybér jest uwarunkowany aktualna réznica
potozen x, i znakiem predkosci wzglednej v,.. Z powodu dwéch dwustano-
wych blokéw przetaczajacych, sa mozliwe 4 kombinacje parametrow opisuja-
cych wlasnosci reologiczne badanego ukladu biomechanicznego, tj. [kas, cas],
[k23, 2¢23], [2ka3, c23] 1 [2ka3, 2¢23].

Przyjete w nastepnym podrozdziale parametry uktadu i predkosé poczat-
kowa impaktora powoduja, ze zawsze w trakcie symulacji x,, > d. Dlatego
réwnanie macierzowe Riccatiego zwiazane ze sterowanym ukladem dyna-
micznym jest rozwiazywane tylko 2 razy (w tym przypadku, pomija sie
ostatnie dwie z czterech kombinacji przelaczen). Zasada przelaczen prze-
biega wedlug nastepujacego schematu. Jezeli w pewnym kroku podczas cal-
kowania numerycznego réwnan rézniczkowych uktadu dynamicznego z do-
datkowym sterowaniem u, warto$¢ predkosci wzglednej v, zmienia znak, to
pierwszy sktadnik wektora ttumienia ¢ przelacza sie pomiedzy wartosciami
ca3 1 2co3, wprowadzajac nieciagla zmiane wzmocnienia proporcjonalnego.
Poprawnosci przyjetej metodyki weryfikuje eksperyment numeryczny opi-
sany w kolejnym punkcie.
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4.2.3. Symulacja numeryczna

W modelu numerycznym badanego uktadu (swobodnego i poddanego
sterowaniu) przyjeto nastepujacy zestaw parametréow: m; = 1.6, mg = 0.45,
m3 = 27 [kg], k1o = 281, kag = 26.3, kog = 13.2, ks = 10 -103 [N/m],
co3 = 1.23, é93 = 0.18, ¢s = 0.11 -10® [Ns/m], d = 3.8 [cm] i warunkéw
poczatkowych: Z¢(to) = [0,0,0,0,13.9,0,0,0], to = 0.

Pierwszy eksperyment polega na sprawdzeniu charakteru przetaczen wek-
tora f,. Na rysunku 4.7 pokazano poczatkowe 250 iteracji (w czasie tj, =
0.045 [s]) pierwszego elementu wektora f,. Widoczne sa zmiany o charakte-
rze przetaczajacym, zachodzace pomiedzy dwoma wykresami punktowymi.

Or T — uypad.ku‘wa fon
+++ dla ey
oo dla 2¢y
_17 R
Far
2 .
=-2
8§
oy
—3F i y
H++r-q-.,.,. >
—at
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 5]

Rysunek 4.7. Wykres czasowy zmian pierwszego elementu wektora wzmocnienia.
Liniami punktowymi zaznaczono charakterystyki czasowe wzmocnienia f, 1, odpo-
wiadajace dwoém warto$ciom parametru ttumienia cao3 i 2¢o3

Na podstawie wynikéw uzyskanych z przeprowadzonych obliczen nume-
rycznych, 60. iteracja procedury optymalizacyjnej (w czasie 0.0108 [s]) daje
minimalng warto$¢ Juyin funkcji kosztu. Na charakterystyce czasowej zmian
wektora wzmocnienia (zaznaczonej na rysunku 4.7 linig ciagla), odpowiada
ona pierwszemu elementowi wektora wzmocnienia fz,l = —3.40e7. W ta-
beli 2 zawarto sktadowe tego wektora. Sa one zalezne od znaku predkosci
wzglednej v,.. W kolejnej symulacji numerycznej wykonywanej z krokiem
h = 1.8e — 4, optymalna wartos¢ f%l gwarantuje minimum funkcji kosztu
Jmin = 1.39€e7 (por. z rysunkiem 4.9).

Ze wzgledu na krotki czas ustalania sie odpowiedzi impulsowej, prawo
sterowania powinno by¢ realizowane przez szybki mechanizm (wzbudnik)
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Tablica 2. Skladowe wektora wzmocnienia f, ;, przy ¢ = 1...7 w iteracji j = 60
rozwigzania numerycznego w zamknietym uktadzie sterowania

j =60 i=1...7
przy c1 = c23  fri= [—3.40e7, 3.66e7, —3.89¢6, 1.34e6, —2.81e3,
i 1.57e5, —1.53¢5]

przy ¢1 = 2ca3  fri= [—8.35€6, 9.30e6, 6.40e5, —3.12¢5, 8.28e3,

4.40e3, —1.28e4]

generujacy sile o charakterystyce u(t). Te zaleznosé przedstawiono na ry-
sunku 4.8 wraz z odpowiadajaca jej zmiang odksztalcenia wzglednego x..

(zy—3),
[em]

2.5
2.0
15
1.0
0.5

0.0

-0.5

-1.0

0 15 30 t [ms]

Rysunek 4.8. Charakterystyka czasowa u(t) i odpowiadajace jej odksztalcenie
wzgledne x. = (z2 — x3). klatki piersiowej. Koncowy czas obserwacji zostal usta-
wiony na ¢ = 40 [ms]

Wartos¢ maksymalna 2.34 [cm]| na wykresie funkcji z.(t) poprzedza na-
rastanie amplitudy sily sterujacej u(t), ktérej warto$é zmienia sie w zakresie
od —4 do 10 [kN]. W praktyce, ten czas mégltby byé¢ dluzszy, np. ze wzgledu
na opo6znienie mechanizmu wymuszajacego i masy klatki piersiowej wymu-
szonej sita impulsowa. Eksperyment numeryczny potwierdzil, ze testowana
metoda moze by¢ stosowana do wyznaczenia czasowej charakterystyki odpo-
wiedzi elementu wykonawczego, umieszczonego pomiedzy oparciem a tylna
Sciana klatki piersiowej.

Na rysunku 4.9 pokazano za pomocg punktéw zbior 246 wartosci funkcji
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celu, sposréd ktoérych, jej minimalng wartosé osiagnieto przy Jmin = 1.39€7.
To potwierdza, ze odpowiadajace temu minimum wzmocnienie gwarantuje
optymalna, ale nie minimalng amplitude odpowiedzi z, ukladu sterowania
(zob. rysunek 4.11). Procedure optymalizacji liniowo-kwadratowej funkcji
celu nalezy poprzedzi¢ doborem wlasciwych wartosci elementéw macierzy
jakosci Q i wspotczynnika reakcji r.

25
J - 107
20 '::
.
*
15 v
o
:-
]
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:
i.
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\...'_.. ° ..
o b}
®e oo'.'...
Jmin —m — — — = — — — — — — — — — L~ i S
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4.6 4.7 4.8 4.9 5.0 5.1 |[[fell - 107

Rysunek 4.9. Zalezno$é wskaznika wydajnosci J (przy tp = 0.3) od i-tej iteracji
(7 € [5: 250]) dlugosci wektora wzmocnienia || f,||[¢] = WZZ:1 f2 *) [¢]

Zapewniajac dostatecznie maly krok catkowania numerycznego (ten sam
przy obliczaniu rozwiazania réwnan rézniczkowych uktadu sterowania i ele-
mentéw macierzy Riccatiego), calkowity czas obliczen 246 petli symulacji
rozwiazania wynidst okoto 130 minut. Obliczenia wykonano na komputerze
wyposazonym w procesor AMD Phenom II X4 Quad Core i 4GB pamieci
RAM DDR3. Efektem realizacji sterowania prowadzonego w badanym ukta-
dzie dynamicznym przy zachowaniu minimalnej wartosci wskaznika wydaj-
nosci Jmin, jest rozwiazanie pokazane na rysunku 4.10. Najmniejsza am-
plituda charakterystyki z.(¢) postuzyla za kryterium doboru niezerowych
elementéw macierzy Q i wspélczynnika r, stanowiacych zestaw poszukiwa-
nych parametréw procedury optymalizacji liniowo-kwadratowe;j.

Poréwnujac wykresy widoczne na rysunku 4.11, mozna zalozyé, ze al-
gorytm regulacji wcigz ma pewien zapas na optymalizacje funkcji kosztu.
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Rysunek 4.10. Wzgledne przemieszczenie . = xo — x3 mas ms i mg ukltadu swo-
bodnego (linia kreskowana) i poddanego sterowaniu (linia ciagla) z optymalna cha-
rakterystyka wektora wzmocnienia proporcjonalnego
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Rysunek 4.11. Niewlasciwy dobor wspolezynnika reakceji » pokazuje, ze najbardziej
optymalna odpowiedZ badanego uktadu biomechanicznego z regulacja aktywna uzy-
skano przy r = 0.8
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Zmniejszajac wspolczynnik r, obserwuje si¢ na charakterystyce x.(t) mniej-
szg wartosé¢ szczytowa. Wynikiem tego jest tez mniejsza odlegtosé pomiedzy
przednig i tylng Sciang klatki piersiowej, ale wzmocnieniu ulega drugi mod,
majacy poréwnywalng amplitude réwna w przyblizeniu 1.5 [cm]. W tym
przypadku uklad sterowany nie odpowiada w sposéb optymalny, ale naj-
mniejsza réznica polozen x,. wynosi 1.75 [cm]. To stanowi blisko 50% reduk-
cje w poréwnaniu do odpowiedzi uktadu swobodnego.

Przedstawiona metoda budowy ukladu sterowania moze byé¢ stosowana
do optymalizacji odpowiedzi uktadéw dynamicznych opisanych parametrami
zmiennymi w czasie. Wymagane jest jednak uwzglednienie dodatkowych
procedur odpowiedzialnych za przelaczanie petli sprzezenia zwrotnego po-
miedzy parametrami odpowiednimi dla aktualnego stanu dynamicznego.

Podsumowujac, rozwiazano numerycznie liniowy nieciagly uktad biome-
chaniczny, a takze opisano i zastosowano uzyteczna strategie sterowania.
W zaleznosci od stawianych wymagan, jest mozliwa optymalizacja odpo-
wiedzi badanego obiektu regulacji lub znaczace zmniejszenie jej amplitudy.
Myslac o praktycznej implementacji opisanej strategii sterowania uktadu dy-
namicznego wymuszanego uderzeniem sprezystym, konieczne byloby zapro-
jektowanie mechanizmu — wzbudnika, charakteryzujacego sie szybka reakcja,
powodujaca np. przesuniecie podparcia od tylnej strony klatki piersiowe;j.
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5. Podsumowanie

Na podstawie przedstawionych rozwazan pokazano, ze uzyskanie poza-
danej doktadnosci symulacji numerycznych wiernie odwzorowujacych dy-
namike obiektéw rzeczywistych, wymaga stosowania pewnych przyblizen,
rozwiazan optymalizacyjnych i ukierunkowanych metod matematycznych.
Prowadzenie symulacji numerycznych wiaze umiejetnoséci programistyczne
i obliczeniowe programisty-mechatronika z jego pojmowaniem istoty mode-
lowanych zjawisk fizycznych. Spoéréd nich wybrano i szczegétowo zbadano
zjawisko tarcia suchego. Zaproponowano metody przyblizone i algorytmy
sterowania poprawiajace szybkos¢ i dokladnosé rozwiazan numerycznych.
Wyjasniono mechanizmy pojawiania si¢ nieciagtosci w uktadach mechanicz-
nych o jednym, dwoch i wielu stopniach swobody. Wyprowadzono metody
matematyczne, za pomoca ktorych zapisano kod oryginalnych procedur ge-
nerujacych wyniki symulacji numerycznych.

Metoda aproksymacji réwnan rézniczkowych i zmodyfikowana metoda
Hénona poprawita dokladnosé modelowania podstawowego mechanizmu po-
jawiania sie niecigglosci, opartego na przejéciach rozwiazania przez granice
rozdziatu obszaréw przestrzeni stanu okreslonych réznymi rownaniami roz-
niczkowymi.

Analiza dynamiczna niecigglych ukladéw dynamicznych pod wzgledem
bifurkacji rozwiazan i liczbowego oszacowania charakteru trajektorii cza-
sowych, miala na celu pokazanie zlozonos$ci dynamiki obiektéw z tarciem
suchym. Skupiajac sie na strefie rozdzialu obszaréw przestrzeni stanu, po-
kazano jej bifurkacje, ktére sa wyraznie widoczne w ukladzie z wymuszeniem
harmonicznym. Widma wyktadnikéw Lapunowa potwierdzily charakter es-
tymowanych trajektorii ruchu okresowego, quasi-okresowego i chaotycznego.

Uktady biomechaniczne mozna przybliza¢ w pewnym zakresie uktadami
mechanicznymi. Nalezy przy tym rozpoznaé zjawiska biologiczne charakte-
rystyczne dla badanego uktadu i przetozy¢ je wlasciwie na elementy i pota-
czenia mechaniczne. Prébe takiego przejscia pokazano na przyktadzie ide-
owego modelu klatki piersiowej cztowieka poddanej uderzeniu sprezystemu
od przedniej strony.

7 obserwacji rozwigzan numerycznych swobodnego ukladu mechanicz-
nego klatki piersiowej, poddanego dzialaniu uderzenia sprezystego mozna
wyciagnaé interesujace wnioski. Wplyw opdznien czasowych na amplitude
roznicy wybranych zmiennych stanu jest znaczacy. Je$li model matema-
tyczny nie uwzglednia opdznien czasowych, to otrzymuje sie rozwiazanie
numeryczne z mozliwie najmniejszym opdznieniem czasowym przemieszczen
sasiednich mas badanego modelu. Jest ono réwne dlugosci pojedynczego
kroku catkowania. Jesli badany uktad charakteryzuje sie mala inercyjno-
$cia, to btad symulacji numerycznej nie bedzie duzy. Wada takiego zatozenia
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jest, ze model matematyczny nie pozwoli w razie potrzeby na zadanie in-
nych wartodci opdznien czasowych. Jak pokazuja symulacje, przy wiekszych
opOznieniach czasowych odchytka od trajektorii rozwigzania uktadu dyna-
micznego z opdznieniem czasowym réwnym diugosci pojedynczego kroku
catkowania jest wyrazna.

Na przyktadzie podobnego uktadu mechanicznego klatki piersiowej zba-
dano wplyw nieciagto$ci wywotanych skokowa zmiang parametréw réwnan
rézniczkowych. Ten mechanizm determinowany wlasnosciami reologicznymi
doprowadzit do powstania modelu stanowej nieciaglosci parametrow sztyw-
nodci i tlumienia, a takze wplyna na postaé¢ ukladu sterowania. W tym
przypadku zaadoptowano schemat sterowania aktywnego, polegajacy na li-
niowo-kwadratowej minimalizacji wskaznika wydajnosci obiektu regulacji,
wlaczonego w zamknigta petle sterowania proporcjonalnego. Celem stero-
wania byta redukcja wzglednej odlegloséci pomiedzy polozeniami wybranych
mas obiektu regulacji. W rezultacie uzyskano wyrazna redukcje tej odleglo-
$ci, pokazujac odpowiedzi uktadu swobodnego i sterowanego na wykresach
czasowych. Ponadto, oszacowano parametry regulacji ksztaltujace charak-
terystyke odpowiedzi optymalnej badanego obiektu z dolaczonym wzbud-
nikiem. Nastepnie, na podstawie estymacji wektora wzmocnien proporcjo-
nalnych, zaproponowano technike obliczania funkcji celu w ukladzie nieciag-
glym.

Symulacja dynamiki ruchu obrotowego silnika pradu statego w zakresie
malych predkosci obrotowych angazuje rozwiniety zapis matematyczny cha-
rakterystyki tarcia suchego. Zadanie sterowania tym obiektem rozwiazano,
wprowadzajac regulator o dziataniu proporcjonalno-rézniczkujacym i funk-
cje powierzchni utwierdzenia, stosowang w nowoczesnej teorii sterowania
uktadéw nieciaglych. Zaproponowano dwuetapowsg regulacje nadazna, uzy-
teczna przy realizacji zadan pozycjonowania silnika pradu statego. Odpo-
wiedz czasowa tego uktadu okazala sie szybko zbiezna do zadanej trajekto-
rii zmian predkosci katowej, weryfikujac odpornosé proponowanej strategii
sterowania.
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Wydruki pozostatych procedur numerycznych

Wydruk 14. Definicje funkcji uzytych w procedurze 6 na stronie 30.

1 def rownl(y,w,e):

2 return —w+1.

3 def r2a(w,y,e): # u>e

4 return yxx3—y—.5/(14w)

5 def r2b(w,y,e): # u<=e

6 return y*x3—y—.5/(14+e)*w/e

7 def rk4(f,h,x,nzal,e):

8 kl = hxf(x,nzal ,e)

9 k2 = hxf(x+.4xkl,nzal ,e)

10 k3 = hx*f(x+.2969776xkl+.15875966+k2,nzal ,e)

11 k4 = hxf(x+.21810038xkl —3.0509647xk2+3.83286432xk3 ,nzal ,e)
12 X 4= .17476028+k1 —.55148053+xk2+1.20553547+k3+.17118478xk4
13 return x

Wydruk 15. Definicje funkcji uzytych w procedurze 7 na stronie 38.

1 def sigma(x, b)
return x * (x — 1) *x 2 — b

4 def fl(x, al_, b):
5 return —x[1] *x 3 + x[1] + b / (al_— x[2])

7 def f2(x, al, b):
8 return —x[1] *x 3 + x[1] + b / (al — x[2])

10 def RKF(f, x, a, b, h, h2, h6):

11 Xn = X

12 kx1l = xn[2]

13 kvl = f(xn, a, b)

14 xn[1l] = x[1] + h2 % kx1; xn[2] = x[2] + h2 % kvl
15 kx2 = xn[2]

16 kv2 = f(xn, a, b)

17 xn[1l] = x[1] + h2 % kx2; xn[2] = x[2] 4+ h2 % kv2
18 kx3 = xn[2]

19 kv3d = f(xn, a, b)

20 xn[1l] = x[1] + h % kx3; xn[2] = x[2] + h x kv3
21 kx4 = xn[2]

22 kvd = f(xn, a, b)

23 x[1] = x[1] + h6 * (kx1 + 2 * (kx2 + kx3) + kx4)

24 x[2] = x[2] + h6 * (kvl + 2 * (kv2 + kv3) + kvd)

25 return x

27 def RKInv(f, x, a, b, h)

28 h2 = h % 0.5; h6 = h %= 0.166666

29 xn = x; kvl =1 / f(xn, a , b)

30 kxl = xn[2] = kvl
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31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

42
43
44
45
46
47
48
49
50

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

1

def

def

xn[1l] = x[1] + h2 % kx1;

kv2 =1 / f(xn, a , b)

kx2 = xn[2] * kv2; xn[l] =
kv3 =1 / f(xn, a , b)

kx3 = xn[2] x kv3; xn[1l] =
xn[2] = x[2] + h

kvd =1 / f(xn, a, b); kx
x[1] = x[1] + h6 * (kx1 4+ 2
x[0] = x[0] 4+ h6 * (kvl 4+ 2
return x

elif x>= T[3]: k=2
elif x>= T[1]: k=0
return k

inicjuj-obl ():
x0 = zeros (3, float)

xn [2]

= xn[2]
(kx2 + kx3) + kx4)
(kv2 4+ kv3) + kv4)

x[1] + h * kx3

* kv4

x[2] + h2

x[1] + h2 x kx2

h = le—4; N = 160000

a = 1.0 # predkosé ruchu podstawy
b = sqrt(3)/9 # parametr modelu tarcia
¢ = 2xsqrt(3)/3 # zmienna pomocnicza

# punkty styczne z kontrolnej funkcji

przetgczen

T = [c*xcos(pi/9), cxcos(2xpi/9), cxsin(pi/18),

—cx*sin (pi/18), —c*cos(2+pi/9), —c*xcos(pi/9)]
czas

poloZenie

predkosc

# jesli z0[2] = a © z0[1] jest pomiedzy T[0] i T[1] lubd
# T[2] @ T[8] lub T[] and T[5] to

x0[0] = 0.0 # poczgtkowe :
x0[1] = T[5]-0.11 #
x0[2] = a #

# UIW = 1, przeciwnie 0
UIW = 0

# jesli z0[2] < a to po_slizgu =

# wtedy po_slizgu = 1

# jesli z0[1] jest pomiedzy T[2] © T[3] to po_slizgu

# przeciwnie —1
po-slizgu = —1

return x0, h, N, a, b, T, UIW, po_slizgu

from numpy import float , zeros,

3 def data():

4
5

x0 = zeros (3, float)
krok, r, marg = 150, 1, 20
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sqrt ,

sin

’

COSs

I

—1, jesli z0[2]> a

Wydruk 16. Definicje funkcji uzytych w procedurze 9 na stronie 60.
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

24
25

27
28

30
31

33
34

36
37
38
39
40
41
42
43
44

46
47
48

50
51
52

def

def

def

def

def

def

NO, N, h = 60ed4, 63.3e4, le—4

m, a, KI, K2= 0.1, 0.4, 1, 1

m_ = 1/m

b =sqrt(3)/9

A, w = 4xsqrt(3)/3*sin(pi/18), 3xpi/2/1.2364

¢ = 2xsqrt(3)/3

T = [cxcos(pi/9), c*cos(2xpi/9), c*sin(pi/18),
—cx*sin (pi/18), —cx*xcos(2xpi/9), —c*cos(pi/9)]

x0 = [0, T[3], a]

poslizg , po_slizgu = 0, 0

if x0[2] = a:
for i in range(0, 4, 2): #okresl
if x0[1] >= T[i+1] and x0[1] <= T[i]:#pocz.
poslizg =1 #faze
else:
if x0[2] < a: po_slizgu = —1
else: po_slizgu =1

return x0, T, NO, N, h, Ki, K2, m_, a, b, A, w, poslizg,
po_slizgu , krok, r, marg

excite (A, w, t):
return Axsin (wxt)

f(x, K1, K2, m_, a, b, xs):
return m_x(—Klx(x[1] —xs)+K2x*(x[1] —xs)**3+b/(a—x[2]))

sigma(s, b2, m__):
return 1/m__x(s*x2—b2)

oscyl_faza_poslizgu(x, T, xs):
k = -1
if x<= T[0]+xs:
if x<= T[2]+xs:
if x<= T[4]+xs:
if x>= T[5]+xs: k=4
elif x>= T[3]+xs: k=2
elif x>= T[1]+xs: k=0
return k

RKF(f, x, K1, K2, m_, a, b, h, h2, h6, xs):
# poréwnaj z procedurg na Wydruku \ref{P7b}
return x

RKInv(f, x, K1, K2, m_, a, b, h, xs):

# pordwnaj z procedurq na Wydruku \ref{P7b}
return x
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48

Biblioteki stale.py i funkcje.py w uzupeklieniu do wydruku 8
zamieszczonego na stronie 44.

#stale . py

N =10 # wymiar ukladu / liczba rownan 1 rzedu
Nsub = 5 # liczba ukladow polgczonych

Nord = 2 # rzgd rownan roziniczkowych

ml = 1.6 # masy: uderzajaca

m2 = 0.45 # przedniej czesci klatki

m3 = 27.21 # tylney

m4 = 10.0 # podparcia

md = 0.1 # polgczenie reologiczne tlumika i sprezyny

# stale pomocnicze

ml 1=1./ml; m2.1=1./m2; m3.1=1./m3; m4_.1=1./m4; m5.1=1./mb
1 = .0381 # pozostale parametry ukladu

k12=281e3; k23=26.3e3; k23p=13.2e3; c¢23=.52e3; c23p=.18e3
k34 = 50.0e3 # sprezystosé pomiedzy torsem a oparciem
c34 = 1.1e2 # tlumienie - // =

ks = 1.0e4; cs = 1.0e3 # spreiystosé¢ i tlumienie oparcia
Niter = 3000; hO = 5e—5 # liczba iteracji i krok czasowy
H = zeros(5) # wektor przesuniecia w czaste
H= [0, 10, 20, 30, 40]

X = zeros ((Niter ,Nsub,Nord), float)

dX = copy.copy (X) # wektor X przesuniety o H, opdinienie
X[0,0,1] = 13.9 #19.44 —> T0km/h, 13.9 —> 50km/h

A = zeros ((Nsub,Nsub,Nord,Nord), float) # mac. stanu podukl.
dA = copy.copy(A) # mac. niepewnodci wsp. mac. A
B = zeros ((Nsub,Nord), float) # mac. wektoréw wejscia
B[3] = [.0, —m4.1] # u przylozone tylko do masy my
A[0,0] = [[.0, 1.0], [-kl12%«ml_1, .0]]

A[0,1] = [[.0, 0.0], [k12*ml.1, .0]]

A[1,1] = [[.0, 1.0], [—(k12+k23+k23p)*m2.1, —c23%m2_1]]
A[1,0] = [[.0, 0.0], [kI2+m2.1, .0]]

Al1,2] = [[.0, 0.0], [k23%*m2.1, c23*m2.1]]

A[1,4] = [[.0, 0.0], [k23p*m2.1, .0]]

A[2,2] = [[.0, 1.0], [—(k23+k34)*m3_1,—(c23+c23p+c34)+m3_1]]
Al2,1] = [[.0, 0.0], [k23%*m3.1, c23*m3_1]]

A[2,3] = [[.0, 0.0], [k34*m31 c34%m3_1]]

A[2,4] = [[.0, 0.0], [.0, c23p*m3_1]]

Al3,3] = [[.0, 1.0], [—(k34+ks)*m4_1, —(c34+cs)*xm4_1]]
A[3,2] = [[.0, 0.0], [k34+m4_1, c34+m4_1]]

Af4,4] = [[.0, 1.0], [—k23p*mb5_1, —c23p*mb_1]]

A[4,1] = [[.-0, 0.0], [k23p*m5.1, .0]]

Af4,2] = [[.-0, 0.0], [.0, c23p*mb5_1]]

k23_ = zeros(Niter, float)

c23_ = copy.copy(k23.)

k23_[0], c23_[0] = f23(X[0,1], X[0,2], 1, k23, c23)
dA[1,1] = [[.0, .0], [~k23_[0]*m2.1, —c23_[0]*m2.1]]
dA[1,2] = [[.0, .0], [ k23_[0]*m2.1, ¢23_[0]*m2.1]]
dA[2,2] = [[.0, .0], [-k23_[0]*+m3.1, —c23_[0]*m3_.1]]

105



49 dA[2,1] = [[.0, .0], [ k23_[0]*m3_1, ¢23_[0]+m3.1]]
50 V= []; P=[]

51 for i in range(5):

52 V.append (Matrix (2,1))

53 P.append (Matrix ())

54 k = zeros ((Niter,5,4,2), float)

55 dk = copy.copy (k)

58 #funkcje.py

60 class Matrix:

61 def __init__(self, rz=2, kol=2): # domyslna mac. 2z2
62 self .rz = rz; self.kol = kol

63 if kol ==I1: self.x=np.array (zeros(rz, float))
64 if kol !=1: self.x=np.array(zeros((rz,kol),float))
66 def __add__(self, Y):

67 7?”” Dodawanie macierzy, + dodaje obiekty”””
68 self. __init__(self.rz, self.kol)

69 for i in range(self.rz):

70 for j in range(self.kol):

71 self .x[i, j] = self .x[i][j] + Y[i][j]
72 return self.x

74 def add(self, A, B):

75 77” Dodawanie macierzy”””

76 self. __init__(self.rz, self.kol)

7 for i in range(self.rz):

78 for j in range(self.kol):

79 self.x[i, j] = A[i][Jj] + Bli][j]

80 return self.x

82 def mul(self , A, B):

83 77 Mnozenie macierzy”””

84 self. __init__(self.rz, self.kol)

85 for i in range(size(A, 0)):

86 for j in range(size(A, 1)):

87 self .x[i] +=A[i][j] = B[j]

88 return self.x

90 def mullD(self, A, B):

91 777 Mnozenie macierzy”””

92 self. __init__(self.rz, self.kol)

93 for i in range(size(A, 0)):

94 self . x[i] = A[i] = B[i]

95 return self.x

97 def transpose(self, A):

98 self .x = [A[0][0], A[1][0]]

99 return self.x
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109
110
111

113
114
115

117
118
119
120

122
123
124
125
126

128
129
130
131
132

134
135
136
137

139
140
141
142

def

def

def

def {0

def f1

£23 (X1, X2, 1, k23, c23):

return where ((X1[0] — X2[0]) > 1, k23, .0),\
where ((X1[1] — X2[1]) < 0, ¢23, .0)
#dodaj k28 w dA1 i dA2 do k28 gdy = wzgledna > 1
#dodaj c¢23 w dA1 i dA2 do c23 gdy v wzgledna < 0

uncer (dA, k23, ¢23):

dA[1,1,1] = [-k23%c.m2.1,.0]; dA[1,2,1]=[k23%c.m2.1,.0]
dA[2,2,1] = [-k23%c.m3.1, —c23%c.m3_1]

dA[2,1,1] [k23+c.m3.1, c¢23*c.m3_1]

return dA

printx (X, Nsub):
for j in range(Nsub):
print "X[%(i)d,%(j)d]=" % {7i”:1, "j":j}, X[i,]]

(A, dA, B, X, dX, U, V, P):

V[0]. mul(A[0,0], X) #X[0] wektor stanu I—ego podukladu
V[1].mul(A[0,1], dX[1]) #IX jest wektorem X(t—hl)
return (V[0].x + V[1].x).reshape((1,2))

(A, dA, B, X, dX, U, V, P):
P[0].add(A[1 ]7 dA[1,1]); P[1].add(A[1,2], dA[1,2])
V[O].mul(P[O] X, ); V[1]. mul(P[1].x, dX[Q])
V[2].mul(A[1,0], dX[0]); V([3].mul(A[1,4], dX[4])
return (V[0]. x+V[ ].x+V[2].x+V[3].x).reshape ((1,2))

def f2(A, dA, B, X, dX, U, V, P):
P[0].add(A[2,2], dA[2,2]); P[1].add(A[2,1], dA[2,1])
V[0]. mul(P[0].x, ); V[1]. mul(P[1].x, dX[l])
V[2].mul(A[2,3], dX[3]); V[3].mul(A[2,4], dX[4])
return (V[0]. x+V[ ].x+V[2].x+V[3].x).reshape ((1,2))
def f3(A, dA, B, X, dX, U, V, P):

def

V[0].mul(A[3,3], X); V[1].mul(A[3,2], dX[2])
V[2] . mullD(B[3], U)
return (V[0].x + V[1].x + V[2].x).reshape((1,2))

f4(A, dA, B, X, dX, U, V, P):

V[0].mul(A[4,4], X); V[1].mul(A[4,1], dX[1])
V[2].mul(A[4,2], dX[2])

return (V[0].x + V[1].x + V[2].x).reshape((1,2))
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Numerical Methods of Solution, Analysis and Control
of Discontinuous Dynamical Systems

Summary

This monograph describes some mathematical methods and numerical
procedures for finding solutions to the problems devoted to modeling and
control of discontinuous dynamical systems. The desired accuracy of the so-
lution of differential equations modeling the dynamic state of a system with
friction, ambiguity of parameters or a time delay requires to use some dedi-
cated methods. Experiments aimed at improving the performance of nume-
rical methods with respect to solution and analysis of discontinuous systems
reveal the existing range of difficulty, extracting interesting mathematical
estimations and mathematical derivations described in this monograph. This
allows for a better understanding and more accurate approximation of the
physical processes taking place in the real oscillating systems.

Analyzing the basic mechanism of the appearance of discontinuities, that
is based on a solution crossing the boundary of regions defined by various
differential equations in a state-space, the time of stick-slip transition such
as in systems with dry friction could be determined imprecisely due to the
omission of specific points in the numerical procedure. It causes escalation
of inaccuracies in numerical modeling of important physical features and
behavior of the corresponding real object. A method of approximation of
differential equations by differential inclusions and a modified Hénon me-
thod developed independently in this monograph increase the accuracy of
numerical computations in simulation of discontinuous systems determined
by dynamics conditioned by existence of state-space boundaries.

Modern design methods and optimization techniques coexist with nu-
merical modeling and computer simulations. Using such tools, a relevant
information about critical values, dynamics of the state changes and expec-
ted wear of the designed or investigated real object is obtained. Based on
the mathematical description of human’s chest represented by a simplified
mechanical model, the influence of time delays on the amplitude of response
of a few degrees-of-freedom dynamical system subjected to an elastic impact
has been proved. An extended representation of linear differential equations
with time delays, describing five interconnected subsystems with time-vary-
ing parameters has been proposed and then successfully used in numerical
simulation. In the case of modeling of parameter changes of N-linked subsys-
tems there has been solved a problem of discontinuities’ modeling expressed
using the switching characteristics. Referring to the case of discontinuities
caused by dry friction, there is even shown that the step change of para-
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meters determined by rheological properties takes the qualitatively different
form of disturbance (next to the external excitation), which directly affects
the internal system state. Modeling of state discontinuity of parameters of
the selected dynamical system has been based on a matrix notation defining
a set of gain matrices covering all the time-dependent parameters.

In the scope of dynamical analysis presented in this monograph, the
numerical estimate of the nature of time trajectories by means of Lyapunov
exponents is described. Moreover, bifurcation theory that is the strongly
developing branch of dynamics of a wide range of analytical derivations
and numerical optimization schemes has been used. This part of the work
presents some analytical and numerical methods allowing to know bifurca-
tion schemes, and even to determine discrete bifurcation diagrams of the
separation boundary and numerical solutions of discontinuous dynamical
system with dry friction. The Filippov’s theory applied in the analysis of
the considered system with a modified Hénon’s method of numerical integra-
tion have allowed to perform a numerical estimation of bifurcations of the
stick-slip solutions, that are observed in motion of a piecewise-continuous
dynamical system with one degree-of-freedom and harmonic excitation. For
the purpose of a numerical solution, an oscillating boundary of discontinuity
has been described by a function of velocity of the moving base and one has
made it dependent on the form of an external forcing.

In a part of the monograph devoted to the control of a nonlinear dyna-
mical system, there are presented methods for the numerical modeling and
speed control of a DC motor. The analyzed direct current engine was used
as an exemplary object subjected to the forces of resistance occurring in
the sliding bearings of its rotor and coming from the following phenomena:
Coulomb friction, the friction associated with the exponential curve of ki-
netic friction characteristics appearing due to the Stribeck effect, viscous
friction and the friction dependent on the angular position of the rotor.
The problem of controlling the plant has been defined, namely, to design a
compensation technique allowing to change the engine’s rotational velocity
along with the desired time trajectory. In the next step, the problem was so-
lved by introducing a sliding surface function used in modern control theory
of discontinuous systems. Performance of the proposed, two-stage follow-up
control measured by precision of mapping of the desired function of changes
of rotational velocity has been tested on the basis of exemplary parameters
of a selected DC motor. There have been shown some time trajectories of the
angular velocity, that follow the desired trajectory confirming robustness of
the follow-up control realized in the numerical procedure.

Active control strategies are applied to optimize the mechanical or bio-
mechanical systems of many degrees-of-freedom. With this in mind, a me-
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thodology based on the use of one control force decreasing the relative de-
formation of a mechanical model of a human thorax caused by an elastic
impact has been developed and described. Visible reduction in the relative
displacement inside of the thorax was obtained by solving the problem of
linear-quadratic optimization of a performance index. In addition, control
parameters influencing the characteristics of the optimal response of the test
plant have been adjusted. Based on a proportional gain vector’s estimation,
a technique of computation of the objective function in the controlled di-
scontinuous system have been proposed.

The monograph has been supported with the numerical procedures ve-
rifying carried out numerical experiments of which results are drawn in the
time and parametric histories.
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Charakterystyka zawodowa autora

Pawel Olejnik ukoniczyt studia na Wydziale Fizyki Technicznej, Informa-
tyki i Matematyki Stosowanej Politechniki L.6dzkiej w 2000 roku, uzyskujac
dyplom magistra inzyniera o specjalnosci fizyka komputerowa. Po studiach
podjal prace jako asystent w Katedrze Automatyki i Biomechaniki na Wy-
dziale Mechanicznym Politechniki ¥.6dzkiej oraz zostal stuchaczem studium
doktoranckiego Mechanika. W czasie studiéw trzeciego stopnia rozszerzal
umiejetnosci programistyczne zorientowane na rozwiazywanie zadan ana-
lizy dynamicznej i modelowania niecigglych ukladéw deterministycznych.
Zakres pracy konstruktorskiej obejmowal budowe stanowiska doswiadczal-
nego przeznaczonego do wyznaczania charakterystyk tarcia kinetycznego
w ukladzie z tarciem suchym o dwdéch stopniach swobody i zmienna sila
nacisku w strefie kontaktu pary ciernej stal-poliester. Efektem byla obrona
pracy doktorskiej pt. Analiza numeryczna i eksperymentalna drgarn samo-
wzbudnych regularnych i chaotycznych w ukiadzie o dwoch stopniach swo-
body z tarciem, pod kierunkiem prof. dr hab. inz Jana Awrejcewicza. Praca
byla finansowana przez Komitet Badan Naukowych grantem promotorskim.
20 grudnia 2002 roku Rada Wydzialu Mechanicznego Politechniki ¥.6dzkiej
nadata mu tytut naukowy doktora nauk technicznych, wyrézniajac przy
tym walory poznawcze czedci eksperymentalnej rozprawy doktorskiej. Rezul-
taty badan opublikowal w renomowanych czasopismach naukowych, a zdje-
cie zbudowanego stanowiska zostalo zamieszczone w roku 2005 na oktadce
wydania specjalnego czasopisma International Journal of Bifurcation and
Chaos (wydanie 15, numer 6).

Na poczatku 2003 roku zostal zatrudniony na stanowisku adiunkta w Ka-
tedrze Automatyki i Biomechaniki pod kierunkiem prof. dr hab. inz. Jana
Awrejcewicza. Obowiazki zwiazane z praca dydaktyczng i organizacyjna
zyskaly od tego momentu wiekszego znaczenia. Autor prowadzit wyklady,
¢wiczenia i laboratoria z takich przedmiotéw, jak: podstawy automatyki,
teoria sterowania, podstawy mechatroniki, mechatronika techniczna, urza-
dzenia i systemy mechatroniczne, modelowanie i symulacje komputerowe
w mechatronice, metody komputerowe w mechatronice, jezyki programo-
wania C++, Java, Matlab, niektére z wymienionych przedmiotéw w je-
zyku angielskim. Brat udzial w opracowaniu programu nowego kierunku
studiéw Mechatronika na Wydziale Mechanicznym Politechniki bLédzkiej,
a nastepnie zostal wlaczony w poczet czlonkéw Kierunkowego Komitetu
Dydaktycznego tego kierunku. Jest cztonkiem Komitetu Organizacyjnego
odbywajacej sie w cyklu dwuletnim, miedzynarodowej konferencji naukowej
pt. Dynamical Systems — Theory and Applications, biorac czynny udzial
w recenzowaniu i redagowaniu materialéw konferencyjnych. Efektem tego
byto wspétredagowanie od roku 2007 pieciu kolejnych wydan drukowanych,
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w tym jednego wydania specjalnego pt. Modeling and Control of Mechani-
cal/Biomechanical Systems wydanego przez czasopismo naukowe Theoreti-
cal and Appliced Mechanics Letters. Jako recenzent, autor opiniuje wnioski
na finansowanie prac badawczych i rozwojowych sktadane do Narodowego
Centrum Badan i Rozwoju, Polskiej Agencji Rozwoju Przedsiebiorczosci i
Departamentu Wdrazania Programu Operacyjnego - Innowacyjna Gospo-
darka.

Autor silnie angazuje sie réwniez w prace naukowa zwiazang z mode-
lowaniem matematycznym i symulacja numeryczna dynamiki nieciaglych
uktadéw mechanicznych i mechatronicznych z tarciem i uderzeniami. Roz-
szerza swOj obszar zainteresowan na zagadnienia sterowania numerycznego
z zastosowaniem plyt programowalnych i poprawiania szybkosci obliczen
numerycznych z wykorzystaniem kart graficznych wyposazonych w wydajne
uktady wieloprocesorowe. Efektem tego byla budowa stanowiska doswiad-
czalnego przeznaczonego do sterowania w czasie rzeczywistym poziomem
cieczy w dwéch potaczonych zbiornikach stanowiacych dwuinercyjny obiekt
regulacji automatycznej zasilany woda z rezerwuaru ttoczona przy uzyciu
pompy perystaltycznej. Opracowal procedury numeryczne i matematyczne
zwiekszajace dokladnosé rozwigzan numerycznych dynamiki uktadéw nie-
ciagtych z tarciem suchym i modelowania uderzenia w klatke piersiowa
cztowieka. W roku 2010 otrzymatl roczne stypendium Fundacji na rzecz
Nauki Polskiej w ramach programu Mistrz na realizacje projektu pt. Ak-
tywne metody numeryczno-eksperymentalne ochrony organdw ludzkich przed
drganiami i uderzeniami. Ponadto, byl jednym z realizatoréw 5 projektow
badawczych wykonywanych w Katedrze Automatyki i Biomechaniki w za-
kresie nauk podstawowych. W latach 2007, 2009 i 2012 otrzymal nagrody
Rektora Politechniki ¥.6dzkiej za osiagniecia w dziatalnosci naukowej i or-
ganizacyjnej.

Wynikiem jego dotychczasowej pracy naukowej jest wspétautorstwo 14
publikacji w czasopismach naukowych (w tym 7 publikacji w czasopismach
z tzw. listy filadelfijskiej), 1 monografii, 2 rozdzialéw w ksiazkach i 37 publi-
kacji (wlaczajac krétkie streszczenia) w materialach konferencyjnych (w tym
27 w materiatach konferencji miedzynarodowych). Autor wyglosit na kon-
ferencjach 18 krétkich referatéw (w tym 12 na konferencjach o zasiegu mie-
dzynarodowym) i 1 wyktad zaproszony pt. An experimental friction force
model and some useful numerical experiment, na zaproszenie prof. Klausa
Zimmermanna z Katedry Mechaniki Technicznej Politechniki w Ilmenau.
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