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1. WSTEP

1.1. Wprowadzenie

Algorytmy i metody kompresji danych stanowia obecnie bardzo istotna sktado-
wa systemow informatycznych wspomagajacych dziatalno$é cztowieka w wielu ob-
szarach jego aktywnosci. Poczynajac od zastosowan w dziedzinie teleinformatyki i
telekomunikacji [1-3], projektach informatycznych opierajacych sie o wykorzystanie
ogblnoswiatowej sieci komputerowej Internet [4], skoficzywszy zas na systemach ar-
chiwizacji i katalogowania duzych zbioréw danych stosowanych cz¢sto w przemysle
np. dla celéw wizualizacji diagnostycznej [5, 6] oraz w medycynie i kryminalistyce
[7-9]. Juz od momentu powstania szczegdlna uwage badaczy zajmujacych sie me-
todami kompresji zwrocity systemy multimedialne, w ktérych ilo$é przetwarzanych
informacji jest bardzo duza w poréwnaniu z innymi dziedzinami zastosowan sys-
temoéw informatycznych. Wynika to zarowno z samej natury problemu dostatecznie
dobrego (z jakosciowego punktu widzenia) kodowania sygnalow reprezentujacych da-
ne multimedialne, jak i stale rosnacej mocy obliczeniowej éwczesnych i dzisiejszych
systemow komputerowych.

Wychodzac naprzeciw wyzwaniu zmniejszenia ogromnej ilosci informacji trans-
mitowanych i gromadzonych na potrzeby systeméw multimedialnych, bez jednocze-
snej utraty jakosci przekazu i przy utrzymaniu krytycznych wartosci predkosci prze-
twarzania dla omawianych systemoéw, poczawszy od lat siedemdziesigtych ubieglego
wieku zaczeto projektowaé¢ dedykowane techniki kompresji uwzgledniajace specyfike
tak postawionych zadan. Bardzo intensywnie rozwijang galeziag w ramach wspomnia-
nych technik staty sie metody kompresji obrazéw, stanowigce jedng z najistotniej-
szych form przekazu multimedialnego. Bazujac na dobrze juz wéwczas znanej teorii
liniowej filtracji proceséw stochastycznych [10-13] poprzez rozszerzenie przydatnych
poje¢ na przypadek dwuwymiarowy, dokonano pierwszych prob syntezy modeli teo-
retycznych obrazu naturalnego na potrzeby konstrukeji algorytméw kompresji za
pomoca narzedzi teorii rachunku probabilistycznego [14]. Proby te rozwijano inten-
sywnie w dalszych latach [15, 16].

Wspomniane modele, jakkolwiek nie pozbawione szeregu wad i czesto dysku-
syjnych uproszczen [17], okazaly sie niezwykle pomocne w zrozumieniu whasnosci
statystycznych obrazéw naturalnych oraz przyczynity sie w pézniejszym okresie do
powstania efektywnych jako$ciowo i obliczeniowo algorytméw ich stratnej kompre-
sji. Rownolegle toczyty si¢ prace nad nowymi typami dyskretnych przeksztatcen
ortogonalnych, dedykowanych miedzy innymi problemowi kompresji stratnej jedno-
wymiarowych sygnatéw stochastycznych. Zdefiniowano wiele nowych rodzin prze-
ksztalcen [18] i podano efektywne metody ich obliczania, opierajac si¢ na pomysle
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szybkiego algorytmu wyznaczania transformaty Fouriera (FFT!) [19]. Geneza taka
dotyczy réwniez przeksztalcenia stosowanego obecnie najczesciej w praktyce kom-
presji obrazéw, okreslanego mianem dyskretnej transformaty kosinusowej (w skrocie
DCT?). Ze wzgledu na fakt, ze transformata ta zostata zaprojektowana przez jej
autoréw [20] jako graniczny przypadek [21] teoretycznie optymalnego® przeksztal-
cenia Karhunena-Loeve'go [11, 12] dla silnie skorelowanego stacjonarnego procesu
Markowa pierwszego rzedu?, zaczela sie ona cieszy¢ duzym zainteresowaniem.

Zainteresowanie to stato si¢ rowniez udziatem badaczy i praktykéw zagadnienia
kompresji stratnej sygnatow rzeczywistych, w tym takze obrazéw. Z punktu wi-
dzenia tych ostatnich najistotniejszg przestanka przemawiajaca na rzecz szerokiego,
praktycznego wykorzystania DCT, byt fakt, ze w oryginalnej pracy [20] autorzy nie
ograniczyli sie jedynie do wyprowadzenia omawianego przeksztatcenia, podali takze
szybki algorytm jego wyznaczania (oparty o FFT) i zaprezentowali wyniki symulacji
filtracji swiadczace pod wieloma wzgledami o przewadze DCT nad innymi, znany-
mi wczesniej, jednowymiarowymi dyskretnymi przeksztatceniami ortogonalnymi. W
rezultacie transformata kosinusowa uznana zostata przez srodowisko praktykéw dzie-
dziny kompresji stratnej za potencjalnie obiecujacy kompromis pomiedzy jakoscia
kompresji a jej obliczeniows efektywnoscia. Zaowocowato to — po rozszerzeniu pod-
stawowej metody kodowania transformacyjnego danych obrazowych na przypadek
dwuwymiarowy z blokowa kwantyzacja skalarna [3, 22]° i bezstratnym, entropijnym
algorytmem kodowania wspotezynnikéw transformaty [23] — powstaniem wspéteze-
snych standardéw kompresji stratnej obrazéw, w tym bardzo dzi§ popularnego al-
gorytmu JPEG [4].

Cho¢ wspomniany standard oferuje zadowalajacg w wiekszosci zastosowan ja-
kos¢ przetworzonych obrazéw przy dobrych poziomach kompresji istnieja dziedzi-
ny, w ktorych mozliwosci algorytmu JPEG sa niewystarczajace. Za przyktad moga
tu postuzy¢ problemy kompresji w obrazowaniu przemystowym, medycznym, czy
kryminalistycznym. Stad tez w ostatnich latach podejmowano liczne proby ulepsze-
nia podstawowego schematu kodowania podanego omawianym standardem. Mozna
wymieni¢ tu chociazby prace dotyczace zastosowania przeksztalcen falkowychb w
kompresji obrazéw medycznych [24], transformat zaktadkowych” [25] redukujacych
niepozadany efekt blokowosci skompresowanego obrazu, czy wreszcie ostatnia stan-
daryzowang odstong standardu JPEG — metode JPEG2000 [26], umozliwiajaca zroz-
nicowanie stopnia kompresji obszaréw obrazu o réznym znaczeniu merytorycznym.
Roéwnolegle, preznie rozwijajaca sie w ostatnich latach gatezig badan nad poprawa
efektywnosci metod kompresji obrazow sg adaptacyjne algorytmy kompresji opar-
te o wykorzystanie sztucznych sieci neuronowych, ktorych interesujace przyktady
zastosowan mozna znalez¢ miedzy innymi w pracach [5, 27-34].

lang. fast Fourier transform

2ang. discrete cosine transform

3przeksztalcenia optymalnego, miedzy innymi, w sensie aproksymacji sygnatu na podstawie nie-
pelnego zestawu probek

popularnym, teoretycznym modelu stochastycznym licznej grupy proceséw rzeczywistych
oryginalna wersja artykutu S.P. Lloyda zostala przedstawiona juz w roku 1957

ang. wavelet transforms

4
5
6
Tang. lapped transforms
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Autor w swej dotychczasowej pracy badawczej zajmowal sie wymieniong tematy-
ka, w szczegblnosci konstrukeja efektywnych obliczeniowo szybkich zunifikowanych
algorytmow obliczania dyskretnych przeksztatcen liniowych, zaréwno jedno-, jak i
dwuwymiarowych oraz ich neuronowych realizacji w zastosowaniu do kompresji ob-
razow [35—43]. Praca ta byta realizowana w Zespole badawczym adaptacyjnych me-
tod przetwarzania sygnalow i obrazéw Instytutu Informatyki Politechniki L.odzkiej,
kierowanym przez prof. dr. hab. Michata Jacymirskiego, a nastepnie kontynuowana
w Zespole badawczym masowo-réwnolegtego, adaptacyjnego przetwarzania danych
i obliczen kwantowych Instytutu Informatyki Politechniki Lodzkiej pod kierownic-
twem dr. hab. inz. Dariusza Puchaly. Tres¢ niniejszej monografii stanowi podsumo-
wanie tych prac w aspekcie konstrukeji efektywnych obliczeniowo szybkich zunifiko-
wanych algorytméw obliczania dyskretnych przeksztatcen liniowych, zaréwno jedno
jak i dwuwymiarowych, i ich neuronowych realizacji w zastosowaniu do kompresji
obrazow.

Opracowanie przedstawia propozycje efektywnych obliczeniowo metod automa-
tyzacji procesu doboru dyskretnych przeksztatcen liniowych dostosowanych do zada-
nia wydajnej jakosciowo i obliczeniowo stratnej kompresji wybranych typow obrazéw
rzeczywistych. Umozliwia to zwolnienie projektanta schematu kompresji z koniecz-
noéci analitycznego wyznaczania postaci transformat roboczych, przeznaczonych
na potrzeby wspomnianego zadania. Rola projektanta ogranicza sie w tym przy-
padku jedynie do przygotowania zestawu obrazéw przyktadowych, charakterystycz-
nych dla wybranej dziedziny zastosowan, ktore stuzag nastepnie jako dane wzorcowe
w procesie optymalizacji przeksztatcen kompresujacego i dekodujacego.

Prezentowana monografia powstala na podstawie rozprawy doktorskiej [44] au-
tora pt. "Kompresja obrazow za pomocsg sieci neuronowych realizujacych szybkie
przeksztatcenia dyskretne” napisanej pod opiekg naukows prof. dr. hab. inz. Piotra
S. Szczepaniaka z Wydziatu Fizyki Technicznej Informatyki i Matematyki Stoso-
wanej Politechniki ¥.6dzkiej, obronionej w 2010 na tymze wydziale i zrecenzowanej
przez prof. dr. hab. inz. Marka Kurzynskiego z Wydziatu Elektroniki Politechniki
Wroctawskiej oraz prof. dr. hab. Michata Jacymirskiego z Wydzialu Fizyki Tech-
nicznej Informatyki i Matematyki Stosowanej Politechniki f.6dzkie;j.

1.2. Aktualny stan wiedzy i przebieg badan

Oproécz bardzo waznych zastosowan metod kompresji obrazéw, takich jak pro-
jekty multimedialne w ramach sieci Internet, systemy medyczne, telemedyczne kry-
minalistyczne i przemystowe, w ostatnich latach mozna zaobserwowaé¢ bardzo dyna-
miczny rozwoj wielu nowych form komunikacji multimedialnej, szczegdlnie multime-
dialnych serwisow internetowych, telewizji cyfrowej czy multimedialnej komunikacji
mobilnej. Wymusza to ciagly postep w dziedzinie metod kompresji obrazow i ko-
niecznos¢ projektowania nowych, efektywnych z jako$ciowego i obliczeniowego punk-
tu widzenia, algorytméw kompresji obrazéw co powoduje, ze dziedzina ta cieszy sie
niezmiennie duzym zainteresowaniem srodowiska naukowego i przemystu. Fakty te
pozwalaja bezpiecznie prognozowaé dalsze zapotrzebowanie na intensywny rozwdj
technik kompresji multimediow, w tym réwniez obrazéw.
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Wymienione tu przestanki staty sie gtéwnym motorem motywujacym autora ni-
niejszej pracy do podjecia badan w rozwazanej dziedzinie. Innym, réwnie istotnym
bodzcem, ktory sktonit autora do zajecia sie problematyka konstrukeji efektywnych
obliczeniowo adaptacyjnych metod kompresji obrazéw i metod jest wniosek o moz-
liwosci ulepszenia istniejacych algorytmow, oparty o analize dotychczasowych prac,
miedzy innymi tych, podanych we wstepie. Wreszcie jako trzeci z gtéwnych powodéw
realizacji badan w omawianym obszarze, mozna podaé¢ pojawienie sie w ostatnie]
dekadzie nowych metod optymalizacyjnych opartych o wykorzystanie sieci neuro-
nowych, patrz np. [33, 35, 36]. Metody te otwieraja zupelnie nowa perspektywe
podejscia do konstrukeji skutecznych algorytméw kompresji obrazéw i sa atrakcyjna
alternatywa dla klasycznych sposobéw ich projektowania.

Tresé¢ poprzedniego podrozdziatu pokazuje dotychczasowe kierunki rozwoju al-
gorytméw kompresji obrazéw i zgrubnie nakresla potencjalne mozliwosci ulepszenia
istniejacych metod. Sktania to do wniosku, ze dotychczasowe wysitki badawcze byty
skierowane na konstrukcje metod kompresji, ktore z jednej strony staraja si¢ przy-
bliza¢ znane rozwigzania teoretycznie optymalne, z drugiej zas pozostaja efektywne
obliczeniowo. W ramach najpopularniejszego obecnie schematu kompresji obrazéw
z uzyciem kodowania transformacyjnego JPEG, zdaniem autora, ten swoisty kom-
promis przesuniety jest znacznie w strone efektywnosci obliczeniowej kosztem jakosci
metod kompresji. Z powodéw wymienionych na poczatku niniejszego podrozdziatu,
caly czas prowadzone sg prace zmierzajace do poprawy istniejacych metod kompre-
sji obrazow. Sa one prowadzone réwnolegle w wielu obszarach. 1 tak, stosunkowo
niedawne osiggniecia w zakresie modelowania statystycznego obrazow naturalnych
sa przedstawione w pracach [45, 46], a takze w [47-49].

Z nowymi rodzajami szybkich, liniowych przeksztatcen dyskretnych stworzonych,
miedzy innymi z myslag o metodach kompresji obrazéw mozna zapoznaé si¢ dzigki
lekturze opracowan [50-52| jak réwniez [53, 54]. Istotna czescig prac zwiazanych z po-
prawg efektywnodci czasowej obliczania przeksztalcen dyskretnych staty sie ostatnio
propozycje ich masowo-rownolegltych realizacji z wykorzystaniem kart graficznych
(GPU - ang. Graphics Processing Units), patrz np. [37, 39-43]. Probabilistyczne
modele procesu kwantyzacji zostaly zaprezentowane w pracach [55, 56]. Dodatkowo,
analize statystyczng wplywu modelowanej w ten sposéb kwantyzacji rownomierne;j!
na postaci dyskretnych przeksztatcen kodujacych/dekodujacych, optymalnych w za-
gadnieniu kompresji stratnej sygnatow jednowymiarowych dla wysokich wspotczyn-
nikéw kompresji mozna znalezé w pracach [57, 58|, zas w opracowaniach [59, 60]
zostala ona rozszerzona na przypadek tacznej kompresji z szyfrowaniem obrazéow
wraz z propozycja realizujacych te metode algorytmoéow obliczeniowych. Wartoscio-
wa analize poréwnawcza technik stratnej kompresji obrazéw za pomoca znanych
rodzajoéw przeksztatcen liniowych mozna znalezé chociazby w pracy [61]. Wreszcie,
ciekawe zestawienie uzywanych obecnie miar jakosci metod kompresji stratnej znaj-
duje sie miedzy innymi w ksiazce [62], choé¢ temat ten jest zdecydowanie najstabiej
rozwinieta gatezig badan omawianej dziedziny.

Stosunkowo niedawno pojawily si¢ propozycje wykorzystania sztucznych sieci
neuronowych, opisanych obszernie miedzy innymi w ksiazkach [63], [28] czy [29]

lschematu kwantyzacji uzywanego miedzy innymi w standardzie JPEG
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w problemie stratnej kompresji obrazow. Ich zastosowanie we wspomnianym zada-
niu posiada dwie zasadnicze zalety, ktore wspolnie czynig z podejécia neuronowego
bardzo atrakcyjng alternatywe dla innych sposobow poprawy skutecznos$ci metod
kompresji obrazéw. Sg to adaptacyjno$é¢ i wspotbieznosé obliczeniowa algorytméw
neuronowych. Obydwie z wymienionych cech umozliwiaja wydajna czasowo realiza-
cje procesoOw adaptacyjnej konstrukeji i podzniejszego obliczania dyskretnych prze-
ksztatcen liniowych, dostosowanych do zadania kompresji stratnej zatozonej klasy
obrazow rzeczywistych o wspolnych cechach statystycznych. Co istotne, za sprawa
zrownoleglenia obliczen specyficznego dla metod neuronowych, wspomniana wydaj-
nos¢ czasowa obydwu rozwazanych procesow dotyczy takze przeksztalcen o duzej
ztozonosci obliczeniowej (rozumianej w sensie klasycznym), a przez to pozwala na
uzyskanie efektywnych implementacji transformat o bardzo dobrej charakterystyce
jakosciowej.

Sprawno$¢ czasowa procesoOw adaptacji i obliczania dyskretnych przeksztatcen
liniowych o duzej zlozonosci obliczeniowej manifestuje si¢ jednak jedynie w przy-
padku sprzetowej realizacji metod neuronowych. Przyktady sieci neuronowych wraz
z dedykowanymi algorytmami nauczania, zaktadajace taki wtasnie sprz¢towy sce-
nariusz ich implementacji zostaty zaprezentowane w opracowaniach [64] oraz [29].
W przypadku symulacji komputerowej metod neuronowych tradycyjna ztozonos¢
rachunkowa omawianych procesow ma juz jednak bardzo istotny wpltyw zaréwno na
czas jak i skutecznos¢ ich realizacji. Ponadto symulacja komputerowa sieci neuro-
nowych w kompresji jest najmniej kosztownym sposobem konstrukcji i testowania
uzyskanych przeksztatcen. Powyzsze przyczyny doprowadzity do narodzin pomystu
tzw. ,szybkich sieci neuronowych” o efektywnej obliczeniowo architekturze umoz-
liwiajacej jednoczesnie skuteczna jakosciowo adaptacje sieci do zadania kompresji
wybranej klasy obrazéw rzeczywistych. Zarysy teoretyczne pomystu szybkich sieci
neuronowych zostaly podane w publikacjach [6, 27, 28, 32, 65-74], nastepnie pomyst
ten sukcesywnie rozwijany byl m. in. w pracach [31, 75-79]. Czes¢ nich stala si¢ bez-
posrednig inspiracjg autora niniejszej monografii do prowadzenia badan w dziedzinie
efektywnej obliczeniowo kompresji obrazow.

Podsumowujac, niestabnace zainteresowanie ciggltym usprawnianiem istniejacych
technik kompresji, postep teorii modelowania procesu kompresji obrazéw oraz roz-
woj metod optymalizacji neuronowej (opis szerokiego spektrum praktycznego zasto-
sowania technik neuronowych w szczegblnosci w obrazowaniu medycznym i innych
gateziach medycyny mozna znalez¢é miedzy innymi w [80-84]) tworza obiecujaca
perspektywe poprawy zarowno jakosciowej jak i efektywnosciowej metod kompresji
obrazow w oparciu o synteze wymienionych obszaréw wiedzy.
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2. SZYBKIE ZUNIFIKOWANE
PRZEKSZTALCENIA DYSKRETNE

2.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale przedstawione i wyprowadzone zostang szybkie zunifi-
kowane algorytmy wyznaczania wybranych przeksztalcen dyskretnych, ktore sta-
nowig baze zaprezentowanych w pracy konstrukcji sieci neuronowych do kompresji
obrazéw. Algorytmy te poddane zostang teoretycznej analizie efektywnosciowo po-
jemnosciowej pozwalajacej na pozniejsza weryfikacje skutecznosci metod neurono-
wych opartych o ich wykorzystanie. Najpierw podane zostana zasady konstrukcji
szybkich algorytméw obliczeniowych wybranych dyskretnych transformat ortonor-
malnych. Wyprowadzono i dokonano analizy najistotniejszych cech jednego z wy-
branych algorytméw szybkich realizacji przeksztatcen dyskretnych postugujac sie
w tym przypadku przyktadem dyskretnej transformaty Fouriera.

Wybor tego przeksztalcenia przyktadowego wynika z faktu, iz zdaniem auto-
ra, szybka metoda jego wyznaczania nacechowana jest wyjatkowa wsrod innych,
analizowanych w dalszej czedci rozdzialu przeksztatcen, prostota struktury oblicze-
niowej, a jednoczesnie sposéb jej konstrukecji w pelni odpowiada ogdlnej zasadzie
konstrukcyjnej innych szybkich algorytmoéw obliczania przeksztatcen dyskretnych.
Warto dodaé, ze cze$é¢ rozdziatu odnoszaca sie do przyktadowej transformaty Fo-
uriera obejmuje takze ogélne zasady budowy i problem efektywnosci szybkich algo-
rytméw obliczeniowych dla przeksztalcen dwuwymiarowych i odwrotnych, zarowno
jedno jak i dwuwymiarowych. Kolejna czes¢ materiatu dotyczy analizy efektywno-
sciowej szybkich algorytméw wyznaczania przeksztalcenia Hartleya i transformat
kosinusowej oraz sinusowej. Wybor ten podyktowany jest faktem, iz nowe meto-
dy adaptacyjne prezentowane w niniejszej pracy zostalty skonstruowane w oparciu
o szybkie algorytmy wyznaczania tychze czterech wybranych przeksztalcen i sg z ni-
mi dalej bezposrednio poréwnywane. Nastepnie autor przejdzie do gtéwnego tematu
tej czesci opracowania, a wiec wyprowadzenia szybkich zunifikowanych algorytmow
wyznaczania wybranych przeksztatcen dyskretnych.

Pomyst szybkich algorytméw zunifikowanych wyznaczania ortogonalnych prze-
ksztatcen dyskretnych zostat oryginalnie zaproponowany przez prof. dr. hab. Micha-
ta Jacymirskiego, ktéry, miedzy innymi, w pracach [85] oraz [86] podal ich postaci
dla sygnatéw jednowymiarowych oraz dokonal odpowiednich wyprowadzen. Podsta-
wowymi wyréznikami tych algorytméw wsrod innych szybkich metod obliczeniowych
dla szeregu przeksztalcen dyskretnych, sa efektywnosé obliczeniowa réwna rzedem
znanym metodom szybkim wyznaczania transformat ortogonalnych oraz, przede
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wszystkim, ich zunifikowana struktura grafowa. Ta ostatnia szczegdlnie istotna cecha
polega na tym, ze metody te definiujg sposéb obliczania wielu réznych przeksztatcen
dyskretnych przy pomocy jednolitej, regularnej i szybkiej zarazem struktury grafu
przeptywu danych. Obliczanie wspoétczynnikéw wybranych transformat ortogonal-
nych wymaga w tym przypadku jedynie ewentualnej zmiany permutacji elementow
wektorow wejsciowych, wzglednie wyjsciowych, dla danego przeksztatcenia dyskret-
nego oraz odpowiedniej modyfikacji wspoétczynnikéw obrotow wewnatrz odpowiada-
jacego mu grafu przeptywowego, bez zmiany struktury potaczen w obrebie samego
grafu. Mozliwo$¢ organizacji obliczen wspotezynnikéw przeksztatcen dyskretnych
w opisany przed chwilg sposéb sugeruje z kolei uniwersalny, cho¢ w dalszym ciagu
efektywny obliczeniowo, charakter omawianych algorytméw. Ostatnie spostrzezenie
doprowadzito do powstania pomystu wykorzystania struktur graféw przeptywowych
algorytmow zunifikowanych do syntezy architektury sieci neuronowych, realizuja-
cych rozmaite zadania adaptacyjnej filtracji liniowej w tym roéwniez adaptacyjna
kompresje obrazow. Tak zwane szybkie sieci neuronowe o architekturze odpowiada-
jacej szybkim zunifikowanym algorytmom wyznaczania przeksztatcen dyskretnych
zostaly oryginalnie zaproponowane i przedstawione w publikacji [27].

W niniejszej pracy przedstawione zostang kompleksowe wyniki analiz i badan
tychze szybkich sieci neuronowych w zastosowaniu do problemu kompresji obrazéw.
Czesciowe opracowania dotyczace zaréwno zagadnien teoretycznych jak i wynikow
badan praktycznych nad kompresja obrazéw za pomocg rozwazanych tu szybkich sie-
ci neuronowych zostaty zaprezentowane juz wcze$niej miedzy innymi réwniez przez
autora niniejszej pracy w publikacjach [32, 65, 67, 87]. Jak wspomniano na poczatku
niniejszego podrozdziatu podstawa konstrukcji szybkich neuronowych algorytmow
adaptacyjnej kompresji obrazéow sa zunifikowane metody wyznaczania dyskretnych
przeksztatcen ortogonalnych. Opracowania dotyczace ostatniego z wymienionych tu
zagadnien mozna znalezé w pracach [28, 85, 86, 88]. Aby jednak zapewnié¢ kom-
pleksowos¢ opisu zagadnien z zakresu tematyki niniejszej pracy, majac na wzgle-
dzie fundamentalng role algorytméw zunifikowanych w konstrukeji architektury sie-
ci neuronowych do adaptacyjnej kompresji obrazéw autor zdecydowal si¢ poddac
wspomniane algorytmy szczegdtowej analizie uwzgledniajac tez ich wyprowadzenia,
w tym takze stanowigcy oryginalny wktad autora niniejszej pracy w omawiane tu
zagadnienie opis zunifikowanych algorytmow szybkich dla przypadku przeksztatcen
dwuwymiarowych, niezbednych dla neuronowej implementacji technik adaptacyjne;j
kompresji obrazow z ich uzyciem.

2.2. Szybkie algorytmy przeksztalcen dyskretnych

Tres¢ niniejszego podpunktu obejmuje dosé szczegdtowa analize efektywnosciows
wybranych algorytméw szybkich wyznaczania rodziny transformat Fouriera. Jak za-
powiedziano wczesniej wynika to z faktow, iz dyskretna transformata Fouriera pelni
istotna role w teorii przetwarzania sygnatéw, a ponadto szybkie algorytmy jej re-
alizacji sa chronologicznie najwezesniejsza [19] i, zdaniem autora, najbardziej przej-
rzysta koncepcyjnie grupg metod szybkich wyznaczania przeksztatcen dyskretnych
rozwazanych dalej w niniejszym rozdziale, a co za tym idzie stanowia dobry przyktad
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ogblnych zasad konstrukeji algorytméw szybkich dla wspomnianych tu pozostatych
transformat dyskretnych. Podajmy definicje jednowymiarowego dyskretnego prze-
ksztatcenia Fouriera.

Definicja 2.1.

Dla dowolnej liczby N € N pare funkeji Fy, Fy': €V — €V zdefiniowanych w naste-
pujacy sposob:

N-1
1 .
vxeCV Vke{0,... N—-1} F & . e—i2mnk/N 2.1a
x { booOEN(X)k i n§:0 Ty e (2.1a)
A 1 N—-1
N -1 i2mwkn /N
VyeCV vne{0,...,N—1} FN(y)n:\/—NkZO yr, - e I2mhn/ (2.1b)

zwiemy N-punktowym prostym i odwrotnym jednowymiarowym dyskretnym prze-
ksztatceniem Fouriera.

Latwo pokazac,! ze obydwie przedstawione wyzej funkcje (2.1a) oraz (2.1b) sa uni-
tarne i w istocie tworzg pare przeksztatcen wzajemnie odwrotnych dla dowolnego
z ¢ CN. Zajmijmy sie teraz zagadnieniem efektywnosci obliczeniowej i pamigciowej
bezposrednich metod wyznaczania wspotczynnikéw przedstawionych przeksztatcen
bazujacych na definicji 2.1. Algorytmy obliczania przeksztatcen jednowymiarowych
procedurami bezposrednimi za pomoca wzoréw (2.1a) i (2.1b) nazywa sie czesto
w skrécie odpowiednio przeksztalceniami DFT1D oraz IDFT1D.? Przeksztalcenie Fo-
uriera operuje na zmiennych zespolonych i jak powszechnie wiadomo uzyskanie wyni-
ku operacji prostej (tzn. operacji dodawania lub odejmowania) dla dwoch argumen-
tow zespolonych wymaga wykonania dwoch operacji prostych na zmiennych rzeczy-
wistych. Analogicznie mnozenie dwoch liczb zespolonych wymaga przeprowadzenia
czterech mnozen rzeczywistych i dwoch operacji prostych. Wobec tego nie trudno
dojs¢ do wniosku, ze obliczenie petnej prostej N—punktowej dyskretnej transformaty
Fouriera wzorem (2.1a) wymaga wykonania 4N2—2N prostych operacji rzeczywistych
1 4N? rzeczywistych mnozen. Ztozonos$¢ pamieciowa metody bezposredniej DFT1D jest
liniowa, choé¢ niestety wymagana jest w tym przypadku rezerwacja w pamieci syste-
mu komputerowego dodatkowej tablicy ztozonej z N zmiennych zespolonych, ponie-
waz kazda sktadowa wektora wynikowego wyznaczana jest na podstawie wszystkich
elementow zespolonych wektora wejsciowego.

2.2.1. Szybka jednowymiarowa transformata Fouriera

W niniejszej czesci monografii zaprezentowany zostanie jeden z algorytmoéw po-
zwalajacych zredukowaé o rzad wielkosci ztozonosé obliczeniows zadania wyznacza-
nia wspotczynnikéw jednowymiarowej dyskretnej transformaty Fouriera w stosunku
do metody bezposredniej. Po raz pierwszy algorytm ten zostal podany w pracy
[19]. Autor zdecydowal sie na przedstawienie wyprowadzenia i szczegbétowa analize

Ipatrz chociazby [89)

2 di jonal discrete Fourier t di jonal i discrete Fouri
ang. one dimensional discrete Fourier transform oraz one dimensional inverse discrete Fourier
transform
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efektywnosci rozwazanego algorytmu, ze wzgledu na fakt, iz jest to jeden z najwaz-
niejszych algorytmoéw w historii badan metod szybkich transformat dyskretnych i
dobrze obrazuje ogdlna zasade konstruowania wspomnianych procedur dla innych
rodzajow przeksztatcen. Podajmy wtasnosci:

VB eR ejﬁ:cos(ﬁ)+jsin(ﬂ), (2.2&)

)

Vk e Ze I (220 cos(—mk)+jsin(—mk) = cos(mk)—jsin(—wk) = cos(rk) = (=1)¥ (2.2b)

gdzie wlasnos$¢ (2.2a) jest dobrze znanym wzorem FEulera dla postaci wyktadniczej
liczby zespolonej. Niech N € N bedzie pewng naturalna potega liczby dwa. Utwoérzmy
funkcje pomocniczg Fy: CN—cCN

N-1
VxeCVN Vke{0,...N-1} Fy(x) 2 Y a, - 920/ (2.3)
n=0

Jak wida¢ funkcja Fy jest po prostu przeskalowang wersja N—punktowej jednowymia-
rowej dyskretnej transformaty Fouriera danej zaleznoscia (2.1a), dlatego nazywajmy
ja dalej skalowanym przeksztatlceniem Fouriera. Niech x € CV, zauwazmy, ze dla do-
wolnego k € {0,...,N — 1} wspoOlczynnik k-ty N-—punktowej skalowanej dyskretnej
transformaty Fouriera mozna, korzystajac z wtasnosci funkcji wyktadniczej, wyrazié¢
w nastepujacy sposob:

— 2.3 ;
Fy(x) %) - e IR
n=0
N/2-1 N-1
_ Ty - e—j27rnk/N + Z Ty - e—j27rnk/N _
n=0 n=N/2—1
N/2—-1
_ Z BN e—J2mnk/N + TN/2tn e~ J2m (N/2+n) k/N] _
n=0
Njot (2.4)
_ Z [ 2 - e—]ank/N + LT e—]27rnk/N . e—jﬂk] _
n=0
N/2-1
_ Z [ 2n + TN /ot e*]ﬂ'k)] . e~ J2mnk/N _
n=0
(2 2b)N/27
: k —j2mnk/N
=20 Lo+ () anypiy | e
n=0

Utwérzmy zmienng pomocnicza W € C oraz zespolone wektory X, X € CN/?2
w nastepujacy sposob:

Ve {0, N/2-1} WR £ ¢ 2™/N: g, & g b ay g s Tn 2 (20— 2njo ] WE - (2.5)
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Niech 71 € {0,...,N/2 -1}, dla parzystych wspotczynnikow N-punktowej skalowanej
dyskretnej transformaty Fouriera, podanej zaleznoscia (2.3) otrzymujemy nastepu-
jacy ciag rownosci:

2.4 N/2-1
Fn(x)o = Z [z + (—1)% TNjotn | o—J2mn2l/N _

n=0
N/2—1
= Z [ Tn + xN/2+n ] . e_jQWnl/(N/Q) _

n=0

23 N/2-1 ' 23)

DS g, emizmt2) ED B %), (2.6a)
n=0

Podobnie dla wspotczynnikéw nieparzystych dostajemy:

N/2—1

= 2.4 B
Fn(x)orrn = > lan + (1) ey, | - e d2m20H0/N -
n=0

N/2—-1
= Z [ Zn — TN/244 | e=d2m/N | o—i2mnl/(N/2) _

n=0

N/2—1
(2.5) . B n _ _—j2nl/(N/2) _
=" Y L — anjoan |WR e =

n=0

25) " 4 (23)

=3 E - e 2N T 0 (X)) (2.6b)
n=0

Réwnania (2.6a) i (2.6b) okreslaja zaleznosé pomiedzy parzystymi i nieparzystymi
wspotezynnikami szukanej N—punktowej skalowanej dyskretnej transformaty Fourie-
ra, a wspotczynnikami analogicznych przeksztatcen N/2-punktowych wektoréw po-
mocniczych X oraz X. Rekursywne zastosowanie zaleznosci (2.6a) i (2.6b) wzgledem
wszystkich dyskretnych transformat wyjsciowych, stanowiacych posrednie rezultaty
skonstruowanego w ten sposéb procesu obliczeniowego, powoduje w koncu uzyskanie
sekwencji N jednopunktowych skalowanych dyskretnych transformat Fouriera, ktore
z definicji (2.3) sa réwne co do wartosci swoim (jednopunktowym) wektorom wejécio-
wym, a co za tym idzie, prowadzi ostatecznie do wyznaczenia szukanego, wejsciowego
N-punktowego dyskretnego przeksztatcenia Fouriera Fy. Opisana przed momentem
rekursywna procedura obliczeniowa okreslana jest mianem algorytmu szybkiej trans-
formaty Fouriera FFT1D! i wobec zalozonej wezesniej dowolnosci wyboru N moze byé
zastosowana do wyznaczania wspotczynnikéw przeksztatcen o dowolnym wymiarze
bedacym naturalng potega liczby dwa. Bezposrednia, rekurencyjna implementa-
cja rozpatrywanej metody, cho¢ oczywiscie mozliwa do realizacji w praktyce, jest
w wiekszodci systemow komputerowych mato efektywna. Dlatego tez najczesciej
dokonuje si¢ implementacji algorytmu FFT1D metoda iteracyjng z pojedyncza ta-
blica wspotezynnikéw, przechowujaca w kolejnych etapach przetwarzania wszystkie

Lang. (decimation in frequency) one dimensional fast Fourier transform
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posrednie wyniki obliczen.! Rysunek 2.1a przedstawia graficzng interpretacje oma-
wianej metody iteracyjnej obliczania 16-punktowego przeksztalcenia Fouriera. Graf
przeptywu danych uwzglednia tez skutkujacg iteracyjng organizacja omawianej pro-
cedury permutacje wspotczynnikow wyjsciowych tej wersji algorytmu FFT1D zwana
odwréconym porzqgdkiem bitowym,?

X(0) h» ——e———>——0 Y(0)
0 1/4
Wi W3

:ZY}G lAW‘v 20 Soe®
NN e f&

——e >0 Y(4)
1/4

5 — Y(12)
\\ll 000.

A ——e————>———0 Y(2)
(W)16 - (10)
X(5 —o Y (10
. '"a I\ %
x(e) ——e———— >0 Y(6)
NN
— 0 Y(14)
VV V W _w4 -l 1/4

x(®) e YW
)XOXX“IX% A,

’“‘“‘MM ST
x(I‘{J)16 WS 1/44‘ o
x(12) ”IA\\‘%T‘A:A‘ Wi -W3 1/4

WEce e
X(13) —e Y(11)
—WZs W‘ -W3 1/4
X(14) ’ i ‘I‘W 70—17440 Y(7)
——=o Y(15)
“Wl B -W; -W3 1/4
Rys. 2.1a: Szybki algorytm obliczania 16-punktowego dyskretnego
przeksztatcenia Fouriera FFT1D

X(0) T» X(0) + X(1)
Wy
X(0) e—>—e q * X(0)
q
X(1) [ X(0) - X(1) 1 * Wy
'wll\ll
Rys. 2.1b: Operacje podstawowe algorytmu FFT1D; X(0), X(1), ¢€C;

W}’\lf (2:5) e—J2mn/N

Po analizie grafu przepltywu danych dla N—punktowej dyskretnej transformaty Fo-
uriera mozna dojs¢ do wniosku, ze ztozonos$é¢ obliczeniowa rozwazanego algorytmu
wynosi [90]:

Fy =3N(logaN—1)+N+2, Fx =2N(logaN—2)+4. (2.7)
Ponadto algorytm in place nie wymaga rezerwacji pamieci systemu komputero-

wego dla dodatkowych potrzeb poza jedna zmienna zespolong stuzaca do bieza-
cych obliczen, co czyni rzad jego ztozonosci pojemnosciowej liniowym. Tabela 2.1

lang. in-place FFT1D
2ang. bit reversal ordering
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zawiera poréwnanie ilosci rzeczywistych operacji prostych oraz mnozen dla meto-
dy bezposredniej (2.1) i szybkiej (2.6) wyznaczania N-punktowego przeksztalcenia
Fouriera.

Tab. 2.1: Poréwnanie liczby rzeczywistych operacji arytmetycznych dla
algorytméw DFT1D i FFT1D

1los¢ rzeczywistych operacji arytmetycznych
Algorytm : —
operacje proste mnozenia
bezposredni 4N2 - 2N 4N?2
szybki 3N (logo N —1)+ N +2 2N (logg N —2)+4

Rysunek 2.2 obrazuje przewage efektywnosciowa algorytmu szybkiego (2.6) nad me-
toda bezposrednig (2.1) obliczania dyskretnej transformaty Fouriera zar6wno wzgle-
dem ilosci rzeczywistych operacji prostych jak i mnozen na przyktadzie kilku wy-
branych przeksztatcen o zadanych wymiarach.

4.4 Metoda bezposrednia
anna Metoda szybka

4.4 Metoda bezposrednia

16384
I s Metoda szybka

P 16384 »l‘

12288 12288

8192 |2 8192 |2

llo$¢ rzeczywistych operacji prostych
llo$¢ rzeczywistych mnozen

4096 - 4096 o

o
e
k4
»
.
=
o
e
4
=
.
5

24 8 16 3:2 éA 24 8 16 32 64
‘Wymiar przeksztatcenia Wymiar przeksztatcenia
Rys. 2.2: Poréwnanie ilodci operacji rzeczywistych dla metod bezposredniej DFT1D
i szybkiej FFT1D

Jak wida¢ z powyzszego rysunku juz przy niewielkich rozmiarach sygnatow wej-
sciowych przewaga efektywnosciowa metody szybkiej wyznaczania wspotczynnikow
rozwazanej transformaty nad bezposrednig procedurg obliczeniowsg jest bardzo duza.
Wszystkie prezentowane w niniejszym rozdziale algorytmy wyznaczania przeksztat-
cen dyskretnych, jak réwniez te nowo zaproponowane, oparte sa wtasnie na pomysle
[19] rekursywnego podziatu zadania wejSciowego na dwa zadania o dwa razy mniej-
szym rozmiarze zwanym strategia dziel i rzqdZ.' PrzejdZzmy do omdwienia szybkiej
metody dwuwymiarowe;j.

lang. — divide and conquer
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2.2.2. Szybki algorytm dla transformaty dwuwymiarowej

W niniejszym podpunkcie zostanie wyprowadzony i poddany analizie efektyw-
nosciowej szybki algorytm wyznaczania (prostego) dwuwymiarowego dyskretnego
przeksztalcenia Fouriera. Jak wspomniano we wstepie do biezacego rozdziatu przed-
stawiona tu zasada konstrukcji metody szybkiej, cho¢ dotyczy przypadku konkret-
nego rodzaju przeksztatcenia, ma charakter uniwersalny, umozliwiajacy jej bezpo-
srednie zastosowanie do wszystkich rozwazanych dalej przeksztalcen dwuwymiaro-
wych. Mozna wykazaé [17], ze dwuwymiarowa dyskretna transformata Fouriera jest
przeksztatceniem separowalnym. Innymi stowy jadro M x N—punktowej transforma-
ty Fouriera daje sie wyrazi¢ poprzez macierze przeksztatcen jednowymiarowych za
pomoca produktu Kroneckera tych ostatnich w podany nizej sposob:

Postugujac sie dobrze znang z rachunku macierzowego produktéw Kroneckera wta-
snoscia! orzekajaca, ze dla dowolnych macierzy zespolonych (rzeczywistych) o zgod-
nych wymiarach prawdziwa jest zaleznos¢:

(A@B)vec(C):vec(BCAT) (2.9)

mozna wysnué¢ wniosek, ze dla kazdej pary M x N—elementowych macierzy zespo-
lonych X i Y, z ktérych ostatnia jest wynikiem przylozenia M x N-punktowego
dwuwymiarowego dyskretnego przeksztalcenia Fouriera do pierwszej z podanych
macierzy, prawdziwa jest nastepujaca réwnosc:

Y:FMxN(X):>Y:vecz]%/[){FMxNvec(X)}= (2.10)

= Uecfl){(FN ®@ Fur)vee(X)} (29) Uec@%{vec(FMX F%)} =FyX F]j\;

gdzie vecz.l){ -} jest operatorem dewektoryzacji macierzy. Na mocy dowolnosci wy-
boru wymiaréw rozwazanego wyzej przeksztatcenia oraz macierzy X réwnosé (2.10)
stwierdza, bardzo uzyteczny z implementacyjnego punktu widzenia fakt, iz kaz-
da M x N-punktows dwuwymiarows dyskretng transformate Fouriera dowolnego
argumentu mozna wyznaczy¢ poprzez wstepne obliczenie (N—elementowych) prze-
ksztatcen jednowymiarowych dla kazdego z wierszy macierzy wejsciowej, a nastepnie
przylozenie (M—elementowych) transformat jednowymiarowych do kazdej z kolumn
powstalej w ten sposéb macierzy posrednie;j.?

Opisana przed chwilg procedura kalkulacyjna stosowana dla dwuwymiarowych
transformat separowalnych okreélana jest potocznie mianem techniki wiersze — ko-
lumny obliczania wspotczynnikow wspomnianych przeksztatcen i pozwala natych-
miast zredukowaé ztozono$é rachunkows oryginalnego problemu ich wyznaczania

patrz takze twierdzenie T2.13 na str. 773 w pracy [91]
Zwlasnoéé tacznoéci mnozenia macierzy pozwala réwniez w tym przypadku na wykonanie wskaza-
nych operacji w kolejnosci odwrotnej
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wzgledem odpowiadajacych im algorytméw bezposrednich, bez odwolywania sie na-
wet do jednowymiarowych metod szybkich. Dla N € N bedacego dowolna, natural-
ng potega liczby dwa, algorytm wyznaczania N x N-punktowego dwuwymiarowe-
go dyskretnego przeksztalcenia Fouriera ustalonej macierzy wejsciowej X € C VXN
polegajacy na wykorzystaniu przedstawionej wyzej techniki (2.10) wiersze — kolum-
ny przy jednoczesnym uzyciu metody szybkiej (2.4) obliczania jednowymiarowych
N-punktowych transformat Fouriera wzgledem kazdego z wierszy macierzy wejscio-
wej i, sukcesywnie, kazdej z kolumn otrzymanej w ten sposoéb macierzy posredniej,
okreslany jest mianem szybkiej dwuwymiarowej transformaty Fouriera i oznaczy
skrotowo zapisem FFT2D. Jak wynika natychmiast z konstrukeji takiego sposobu
wyznaczania dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia Fouriera ztozonosé ra-
chunkowa tej techniki obliczeniowej jest réniez rzedu O ( M logo M ), gdzie M = N2
jest catkowity ilodcia elementéw macierzy roboczych podlegajacych przetwarzaniu
przez rozwazane dyskretne przeksztatcenie dwuwymiarowe.

X(0,0)
W

X(1,0)
wO

X(2,0)

NS
o NMW’“A
Yoo HOUO0R n & Vi
o SRR A

- ‘;54 IMOM\V&%&
o IIM\\\‘&QAW
AN SO
IIA\\v? AT

WS

WS

P "

—= Y(0,0)
1/4
——e Y(2,0)
W 1/4
—— Y(1,0)
1/4
—=o Y(3,0)
-w3 1/4
> ¥(0,2)
1/4
——9 Y(2,2)
-W3 1/4
e Y(1,2)
1/4
——e Y(3,2)
-3 1/4
— Y(0,1)
1/4
e Y(2,1)
-W3 1/4
> Y(1,1)
1/4
——e Y(3,1)
1/4
— e Y(0,3)
1/4

X(1,3) —= Y(2,3)
AN %

X(2,3) v ? /40 Y(1,3)
1/4

X(3,3) o I 5 — 0 Y(3,3)
-l -3 -l -3 1/4

Rys. 2.3a: Szybki algorytm obliczania 4 x 4-punktowego dyskretnego
przeksztalcenia Fouriera FFT2D

X(0)
Wy

X(0) + X(D

X(0) &—>»——e q * X(0)
q

X(1) [ X(0) - X(1) 1 * Wy

_wll\ll
Rys. 2.3b: Operacje podstawowe algorytmu FFT2D; X(0), X(1), g€ C;
ij\mf (2:5) e—J2mn/N

Jedna z ostatnich kwestii, ktorg autor chciat poruszy¢ w biezacym podpunkcie
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w ramach przyktadu przeksztalcenia Fouriera, jest zagadnienie aranzacji schematow
obliczeniowych dwuwymiarowych procedur szybkich, tak aby w sensie strukturalnym
odpowiadaty one doktadnie grafom przeptywu danych stosownych algorytmow jed-
nowymiarowych. W przypadku wigkszosci znanych, szybkich metod obliczeniowych
dla dwuwymiarowych, separowalnych przeksztatcen dyskretnych analogiczna aran-
zacja jest mozliwa i niewatpliwie bardzo korzystna z technicznego punktu widzenia,
gdyz pozwala na implementacje obydwu wariantéw (jedno i dwuwymiarowego) wy-
branego przeksztalcenia dyskretnego za pomoca szybkich schematow kalkulacyjnych
o identycznych strukturach grafowych, zmniejszajac tym samym stopien komplikacji
i kosztow implementacyjnych obu wersji rozpatrywanych procedur. Jedyna, i gtéwna
zarazem, trudnoscig takiego podejscia do realizacji dwuwymiarowych metod szyb-
kich, pojawiajaca sie aczkolwiek tylko we wstepnym etapie ich projektowania, jest
znalezienie odpowiedniej wejsciowej/wyjsciowej permutacji wspotezynnikéw ich ma-
cierzy operacyjnych i zwigzanego z nia sposobu mapowania wierszowo kolumnowego,
dwuwymiarowego, szybkiego schematu obliczeniowego na strukture grafu przepty-
wu danych odpowiadajaca pojedynczemu algorytmowi jednowymiarowemu. Poniz-
szy rysunek ilustruje istote rozwazanego tu zagadnienia, ukazujac na przyktadzie
4 x 4—punktowej dwuwymiarowej dyskretnej transformaty Fouriera implementacje
(wierszowo — kolumnowej) metody (2.10) FFT2D o identycznej strukturze grafu prze-
plywu danych, co szybki algorytm jednowymiarowy FFT1D, okreslony zaleznosciami
(2.6) i przedstawiony w formie grafu w poprzednim podpunkcie na rysunku 2.1a.

Na koniec tatwo stwierdzi¢, uwzgledniajac pokazane wyzej postaci grafow prze-
plywu danych przeksztalcen dwuwymiarowych Fouriera i biorac pod uwage identycz-
ng argumentacje co w przypadku transformat jednowymiarowych, ze zapotrzebowa-
nie pamieciowe omawianych tu dwuwymiarowych algorytmoéw szybkich jest takze
liniowe wzgledem catkowitego wymiaru wybranego przeksztatcenia. Kolejny pod-
punkt dotyczy¢ bedzie zagadnienia konstrukcji jedno i dwuwymiarowych szybkich
algorytmoéw dla przeksztatcen odwrotnych Fouriera.

2.2.3. Szybkie algorytmy dla przeksztalcen odwrotnych

Zagadnienie konstrukcji szybkich algorytmoéow wyznaczania przeksztatcen odwrot-
nych stanowi réwnie istotny problem, co projektowanie metod dla ich prostych od-
powiednikéw. W niniejszym podpunkcie, na przyktadzie przeksztalcenia Fouriera,
podane zostang ogdlne zasady budowy wspomnianych metod, nadajace sie do bez-
posredniego zastosowania w przypadku pozostatych transformat rozwazanych dalej
W niniejsze]j pracy. Zapisujac macierzowo postaci przeksztatcen odpowiednio Fourie-
ra (2.1a) oraz jego skalowanego odpowiednika (2.3) w kontekscie iteracyjnego sche-
matu obliczeniowego — rys. 2.1a, algorytmu (2.6) szybkiego FFT1D widaé, ze jadro
N — punktowej prostej transformaty Fouriera mozna przedstawi¢ w formie iloczynu
trzech N x N — elementowych macierzy sktadowych w nastepujacy sposéb: Fy =
PyxSyFy, gdzie Py jest (symetryczna) macierza permutacji odwrdconego porzadku
bitowego, Sy £ diag (1/VN, ..., 1/v/N) jest skalujaca macierza diagonalna, za$ F
reprezentuje ,,czesS¢ motylkowa” grafu przeptywu danych z rysunku 2.1a implemen-
tacji iteracyjnej algorytmu FFT1D, bez uwzglednienia ostatniego etapu skalujgcego.
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Zapisujac formalnie powyzsze wnioski otrzymujemy:

F]_V ((2:1)FN A FN PNSNFN = FN = (PNSNFN)HZ F]I\{SNPN (211)
7 rysunku 2.1a wynika, ze macierz ,,obszaru motylkowego” F y iteracyjnego schematu
obliczeniowego algorytmu szybkiego FFT1D mozna zapisa¢ jako iloczyn logo N zespo-
lonych macierzy N x N—elementowych Ay, k =1,...,logaN o strukturze motylkowej
kazda, reprezentujacych poszczegolne etapy rozwazanej procedury iteracyjnej, inny-
mi stowy zachodzi nastepujaca rownoséé: Fy = HZOQZNA Wobec tego, sprzezenie
hermitowskie macierzy Fy ma postac: FH Alogg N Alog2 ~n_1-...- A Latwo dociec,
ze kazda z czastkowych macierzy sprzezonych AF k= 1,...,logsN przeksztalcenia ]?‘JI\{,
ma identyczng strukture motylkowsa, co jej prosty odpowiednik A; bedacy sktad-
nikiem macierzy Fy. A zatem nietrudno tez stwierdzi¢, ze zachowujac strukture
motylkowsa ustalonej macierzy sktadowej A,,, n € {1,...,logaN } i stosujac dla kazdej
czworki jej elementow, odpowiadajacych pojedynczej operacji motylkowej, zamianeg
wspotezynnikéw zgodng ze schematem z rys. 2.4 uzyskujemy hermitowsko sprzezony
odpowiednik A rozwazanej macierzy A.,,.

a a
X(0) .\A—> Y(0) Y(0) X(0)
b
—
c b*
X(1)O/Y—> Y(1) Y(l)o/r—> X(1)
d d*

Rys. 2.4: Spos6b zamiany wspotczynnikéow pojedynczej operacji motylkowej

Wobec tego posta¢ macierzy F I odpowiada po prostu odwréconemu schematowi
motylkowemu macierzy Fy z odpowiednio zamienionymi wspotczynnikami opera-
cji podstawowych. Bioragc pod uwage powyzszy wniosek mozna orzec, ze aby uzy-
ska¢ graf przeptywu danych odwrotnego jednowymiarowego przeksztatcenia Fourie-
ra wystarczy odwrécié strukture schematu obliczeniowego (rys. 2.1a) odpowiedniego
przeksztalcenia prostego i zamieni¢ wspotezynniki wszystkich operacji bazowych po-
wstatego w ten sposob grafu przeptywowego zgodnie z reguta podang na rysunku
2.4. W podany wyzej sposob, dysponujac grafem przeptywu danych algorytmu pro-
stego przeksztalcenia jedno lub dwuwymiarowego uzyskuje sie graf przeptywowy
algorytmu odpowiedniego przeksztatcenia odwrotnego o identycznych charaktery-
stykach wydajnosciowo-pojemnosciowych, co jego prosty odpowiednik. Na koniec
warto jeszcze raz wspomnieé, iz metoda ta moze by¢ zastosowana do dowolnej pary
zespolonych lub rzeczywistych przeksztatcen dyskretnych, o ile tylko dysponujemy
odpowiednim grafem przeptywu danych transformaty prostej.

Rozwazania przedstawione w biezacym podrozdziale dotyczyly aspektow kon-
strukcji i efektywnosci obliczeniowo — pamieciowej szybkich algorytmow kalkulacyj-
nych dla rodziny dyskretnych transformat Fouriera. Na przyktadzie tejze rodziny
przeksztatcen podano typowa kolejnosé dziatan i metodyke procesu projektowania
szybkich algorytmow obliczeniowych przeksztatcen dyskretnych. W tym miejscu na-
lezy jeszcze raz podkredli¢ fakt, iz cho¢ przedstawiony tu materiat dotyczyt aspektéow
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konstrukcji i ogélnej efektywnosci algorytmow szybkich konkretnej grupy przeksztal-
cen, to analogiczne postepowanie moze by¢ z powodzeniem przeniesione w caltosci
na procesy projektowe wydajnych metod obliczeniowych innych rodzin transformat
dyskretnych, wtaczajac w to wszystkie metody zaprezentowane w kolejnej czesci
monografii, takze te nowo zaproponowane.

2.3. Szybkie zunifikowane transformaty dyskretne

W niniejszym podrozdziale przedstawione i wyprowadzone zostang szybkie zuni-
fikowane algorytmy wyznaczania wybranych przeksztatcen dyskretnych, ktére sta-
nowig baze konstrukeji sieci neuronowych do kompresji obrazéw zaprezentowanych
w monografii. Nastepnie algorytmy te poddane zostang teoretycznej analizie efek-
tywnosciowo pojemnosciowej pozwalajacej na pozniejsza weryfikacje, wzgledem wy-
mienionych wyzej kryteriéw, metod neuronowych opartych o ich wykorzystanie.

2.3.1. Szybkie algorytmy zunifikowane przeksztalcen jedno-
wymiarowych

Oryginalny pomyst [85], [86] zunifikowanych algorytméw szybkich wyznaczania
przeksztatcen dyskretnych opiera sie¢ na fakcie bliskich relacji matematycznych za-
chodzacych pomiedzy wieloma znanymi rodzinami dyskretnych przeksztatcen linio-
wych. W odréznieniu jednak od tradycyjnego podejscia zespalajacego rézne metody
obliczania wybranych przeksztatcen dyskretnych i bazujacego na szybkich procedu-
rach obliczeniowych dla dyskretnych transformat Fouriera [18] czy Hartleya [92] jako
przeksztatceniach stosunkowo najbardziej ogélnych, algorytmy zunifikowane prezen-
towane w niniejszej pracy za baze konstrukeji swoich metod obliczeniowych obieraja
dyskretne przeksztalcenie kosinusowe, ktore jest z kolei podstawowa transformata
ortogonalng wykorzystywang w procesie kompresji obrazow.

Wychodzac od szybkiego algorytmu dwuetapowego [28, 85, 88| dla bazowego jed-
nowymiarowego przeksztatcenia kosinusowego mozna w dalszej perspektywie skon-
struowac¢ algorytmy obliczeniowe dla innych znanych jednowymiarowych transfor-
mat ortogonalnych, takich jak transformata sinusowa czy wspomniane przeksztal-
cenia Hartleya lub Fouriera, o identycznej strukturze graféw przeplywu danych
dla kazdej z analizowanych transformat. Na tej podstawie uwzgledniajac liniowosé
oraz separowalno$¢ dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych, z ktorych ostat-
nia cecha jest immanentna wtasnoscig wiekszosci znanych rodzin dwuwymiarowych
przeksztatcen dyskretnych, mozna rozszerzy¢ opisane wyzej podejscie konstrukeyj-
ne dla rozwazanych tu algorytmoéow na przypadek dwuwymiarowy, i w analogiczny
sposob dokonaé syntezy zunifikowanych metod szybkich wyznaczania dyskretnych
przeksztatcen dwuwymiarowych bazujacych na szybkiej dwuetapowej procedurze
obliczania dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego.

Opisany wyzej proces konstrukeji zunifikowanych algorytmow szybkich wyzna-
czania jedno i dwuwymiarowych przeksztalcen dyskretnych zostanie szczegdlowo
przesledzony w niniejszej czesci pracy, dowodzac uniwersalnego i efektywnego zara-
zem charakteru prezentowanych tu procedur obliczeniowych, umozliwiajacego
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w konsekwencji synteze architektury szybkich sieci neuronowych do kompresji obra-
z6w. Zgodnie z opisanym wyzej przebiegiem kolejnych etapow konstrukeji jednolitych
strukturalnie, szybkich algorytméw wyznaczania przeksztatcen dyskretnych nalezy
najpierw zajac sie zagadnieniem budowy procedur obliczeniowych dla przeksztatcen
jednowymiarowych stanowigcych bazowy komponent prezentowanej tu rodziny algo-
rytméw. Na wstepie analizie poddany zostanie podstawowy algorytm zunifikowany
wyznaczania jednowymiarowej transformaty kosinusowe;j.

2.3.1.1. Szybkie zunifikowane jednowymiarowe dyskretne przeksztalce-
nie kosinusowe

W niniejszym paragrafie zaprezentowany zostanie szybki dwuetapowy algorytm
wyznaczania dyskretnej transformaty kosinusowej, ktory jak wspomniano wczesniej,
stanowi podstawe konstrukcji rozwazanych dalej zunifikowanych algorytméw szyb-
kich obliczania pozostatych, przyktadowych jedno i dwuwymiarowych, przeksztatcen
dyskretnych, tzn. transformat sinusowej, Hartleya oraz Fouriera.

Zanim jednak uwaga zostanie skoncentrowana na gtéwnym temacie tej czesci
pracy warto dokonaé¢ wstepnego przegladu podstawowych wtasnosci wybranych wy-
razen trygonometrycznych przydatnych w dalszej czesci wywodu. Podajmy dobrze
znane wtasnosci dla funkcji trygonometrycznych sumy i réznicy katow:

Va,B€R  sin|axf] = sinacosB+cosasinf (2.12a)

Va,B€R  cos|[axf] = cosacosBFsinasin (2.12b)
Ponadto dla dowolnego n € N z podstawowych wtasnosci funkcji sinus i kosinus mamy:

sin[(2n+1)7] =0, cos[(2n+1)r] = -1 (2.13a)

sin (2n—|—1)g} :cos[nw]z(—1)",005[(2714—1) =sin[nm] =0 (2.13b)

B

Korzystajac z wymienionych tu wtasnosci pokazmy nastepujaca tozsamos¢, niech
N, k,n € N, mamy:

sin [ CHELIER ] — ayn g [ GETAER]

L) 1y gin [(2n+1)g} sin [W] _

@130 _yyn {cos[ 2n+1) } [ 2”;\;})2]3”] + 11
+ sin [ (2n+1) } [WH—

B2 1ymeos [ (2n4 )] - GrARE | -

_ (_mcos{<2n+12)((]\7//22)—k)w]
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Podajmy nizej jeszcze cztery rownosci wykorzystane podczas dalszych obliczen, do-
stajemy:

(2n4+1)(N—- k)7 (2n+1)kn
cos 5(N/2) ]:cos[(2n+1)7r—2(N/2) ]:
(2:126) s [(2n+1)7 ] cos {W] (2.15a)
. ) (2n+1)k7m ]| (2120) (2n+1)knw
+szn[(2n+1)7r]sm[2(N/2>] =""—co [M/Q)]
Kolejna tozsamos¢ ma postac:
(2n+1)(N/2—=(N—-k))m] _ (2n+1)km T
o | 2(N/2) | = o [ Sty - g ] -
(2.12b) (2n+1)k7 T o [(2n+1)kn] . ™
= 008{2(1\7/2)} cos[(?n—«—l)i}—l—s [2(]\7/2)} sm{(Qn—kl)i}:

(2.13b)

(2n+1)k7r} (19 {(2%1)(1\7/2 - k)w}

(—1)"sm[ 2(N/2) - 2(N/2) (2.15b)

Na koniec dostajemy:

. N—k (2.12a) . k . k (2.13b) k
sm[(QN)W} = sm[g}cos{W}—cos[g}sm[ﬂz] = 003{2;} (2.15C)

[\

o~

2N

N
=2

cos { M } (2.126) cos{ T } cos[
- 2 2N

i ] —I—sin{g} sm[“] (2.135) sm[;;\rf} (2.15d)

Dla unikniecia niescistosci przedstawmy formalng definicje rozwazanego przeksztal-
cenia dyskretnego.

Definicja 2.2.

Dla dowolnej liczby N=2™ m e N funkcje Cn:RY — R" zdefiniowang w nastepujacy
Sposob:

@2n+1)k
VvxeRY Vike{0,....N-1} Cy(x AZzncos{ ”QN) ”] (2.16)

nazywacé bedziemy N—punktowq jednowymiarowq skalowang dyskretng transformatq
kosinusowq.

Jak wynika bezposrednio z réwnania (2.16) wymieniona transformata jest po prostu
przeskalowana wersja dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego zdefiniowang dla
wektoréw rzeczywistych bedacych dowolng naturalng potega liczby dwa. Przejdz-
my do wyprowadzenia wzoru rozktadu skalowanej transformaty kosinusowej sta-
nowigcego podstawe dla propozycji dwuetapowego szybkiego algorytmu zunifiko-
wanego obliczania jednowymiarowego dyskretnego przeksztalcenia kosinusowego.
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Niech k € {0,...,N — 1} otrzymujemy nastepujacy cigg rownosci:

Zx cos 2n+1)/€7f -
" 2N -

N/2—1 N/2—1

- Z@ncos_”(?”gjvl 7]+ Z@nﬂcos{(?(?"gl]&“)’”} _
:N/zzfl@ncos:@@ngl]& 1)k } N/ilmﬂm{<2<2n+21]3_+1)kw]:
Nt

Nzl (2n+1) k7] k
T T
= { 7LZ—()(I2TL + Topt1) cos W }COS ﬁ + (2'17)
N/2-1 _ - _ -
. 2n+1)k ) k
+{ 7;)(33%—332n+1)8m_(27zN/)2)7T_ }sm_2;_ =
N/2-1 i . )
14 2n+1)k k
(21){ nzo(xZn+x2n+1)COS_(27(LN/)2>7r }605_2]7\;_ +

N/2—1
(2n+1)(N/2 - k)w [ kw
+ (=1)" (z2n — @2p41) cos sin | ——
{go e [ 2(N/2) }} [w]

Utworzmy wektory pomocnicze X, X € R V/2 zdefiniowane w podany nizej sposob:

_ A
Vne{0,....N/2—-1} Tp = (xan + Tont1), In

11>

(-1 )n (x2n — Zap+41) (218)

Korzystajac z zaleznosci (2.17) i (2.18) zapiszmy zerowa wspotrzedna przeksztatcenia
(2.16), dostajemy:

N/2-1

— 2.17 2n+1)0 2.16) — _

CN(x)O(:l) Z(x2n+x2n+1)cos[(2?]v/)2)7r} §2:18; CN/Q(X)O (2.19&)
n=0 :

Podobnie zbadajmy wartos¢ wspotrzednej N /2 wspomnianego przeksztatcenia otrzy-
mujemy podang nizej zaleznosc.
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Dostajemy: N/t
6N(X)N/2 (227){ nz:%(xgn + x2n+1)cos[(2n+1)g} } cos{%} +
N/2—1
k
+ { nZ::O(—l)n.(an — T2p41 ) cos {W] } sm[;] — (2.19Db)
N/2—1
(2.13b) /2 n (2n+1)07] (216) V2 — _
= Y= nz:%(—l) -($2n—$2n+1)008|:w/2):| o TCN/2(X)O

Dla k-tej wspotrzednej przeksztatcenia (2.16), k€ {1,...,N /2 —1} mamy:

N/2—1
— (2.17) (2n+1)k7 kn
Cn(x) = (z2n + Xant1)cos | ————F———— cos | — | +
Nk {; o { 2(N/2) }} {wv}
N/2-1 ) -
- { > (1) (22 —$2n+1)008{(2n+12)((]\]fv//22) = } }Sm{;\f} -
n=0
(2.16) — _ kn — - | kw
S R e d IR

Podobnie, dla dowolnego k € {1,...,N/2—1}, N —k-ta wspoirzedna (2.16) wynosi:
(2n+1)(N—k)7r] }COS[(N—k)W] .

17, N/2—1
6]V(X)]\f—k = { T;)(l’zn+l’2n+1)cos|: 2(N/2) 2N
N/2-1
2 1)(N/2 - (N—-Ek N —k
+ { nz::(—l)n'(xzn — T2p41)COS [( nt )(2(/]\7/2)( ))ﬂ} } Sm{(zj\f)ﬂ] =
N/2-1
15a— 2 1)k k
(2152 d){—nz%)(wn + $2n+1)608|:(27(lj\;/)2)77:| } Sm[zﬂ} +
N/2—1
2 1)(N/2 -k k
+ { nz::o(—l)n'(xzn — Z2p41 ) COS [( n 2)((N//2) )W] }cos[;] = (2.18d)
: — ) k — ~ k
g%g = Cpny2(X)g sin {2;\;} + Cny2(X) Nja—g cos [2;\”
Przepisujac zaleznosci (2.18) — (2.18d) dla k € {0,...,N /2 —1} dostajemy:
éN(X)O (2.1:9(1) éN/Q(i)O (219&)
~ . 2 ~ ~
Cn (x)wje P27 25 Cypa(R)0 (2.19b)
_ o - k ~ k
CN(X)k 219) CN/Q(X)kCOS|:27T:| —+ CN/Q(X)N/z_kSZn|:2]7\T7:| (219C)
~ d ~ |k ~ ~ k
O (x) g "2 _CN/Q(X)kSln[2;\T[] + CN/z(X)N/QkCOS{QJ\T,} (2.19d)

X, XeRY, Vne{0,....N/2—=1} Zp = (2on + Tant1), Tn = (=1)" (22n — Tons1)

30



Zaleznosci (2.19) stanowia rekursywny wzér rozktadu dla konstrukeji szybkiego zu-
nifikowanego algorytmu dwuetapowego obliczania N—punktowego jednowymiarowe-
go dyskretnego przeksztalcenia kosinusowego. Algorytm ten okreslany bedzie dalej,
od nazwiska autora, skrétowo mianem algorytmu JFCT1D. Ponizszy rysunek obra-
zuje interpretacje graficzng pojedynczego kroku rekursji wzoru rozktadu (2.19) dla
dowolnego N bedacego wybrang naturalng potega dwojki.

X(0) > Y(0)

Cii/2 N
X(2) “““"*““‘jf Y§1)
- . Sh/2
X4

Y(N/2-2)
SN/2—2

N/2

Y(N/2-1)
SN/2—1

N/2

W
Sy/z

Y(N/2+1)
SN/2—1

N/2

Y(N/2+2)

X(N-2)
-1

: ~Sii/2
14>—\ Y(-1)

1
Cu/2

X(N-1)

Rys. 2.5: Interpretacja graficzna pojedynczego kroku rekursji algorytmu JFCT1D

Schemat 2.1 przedstawia pseudokod szybkiego algorytmu obliczania N-punktowego
jednowymiarowego skalowanego dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego metoda
FJCT1D, wynikajacy ze wzoru rozktadu (2.19).

Rysunek 2.6a przedstawia graf przeptywu danych dla iteracyjnej implementa-
cji in-place algorytmu JFCT1D, przedstawionego pseudokodem 2.1 dla przyktado-
wego 16-punktowego przeksztalcenia kosinusowego, z wynikajaca ze wzoru rozkta-
du (2.19) permutacja elementéw wektora wejSciowego rozwazanej wersji algorytmu
zgodna
z odwroconym porzadkiem bitowym.

Na rysunku 2.6b z kolei widnieja operacje bazowe dla grafu przeptywowego.
Po analizie pseudokodu rozwazanego algorytmu oraz wynikajacych z niego posta-
ci graféw przeptywu danych N—punktowych dyskretnych transformat kosinusowych
mozna dojs¢ do wniosku, ze ztozonos$é¢ obliczeniowa procedury JFCT1D dla operacji
dodawania/odejmowania oraz mnozenia wynosi odpowiednio:

Cit = 2N(logaN—-2)+N+3, Cf =2N(loggN—1)+2 (2.20)

A zatem jest to procedura szybka, ktorej rzad ztozonosci obliczeniowej jest rowny
O(NlogaN), gdzie N jest wymiarem rozwazanego przeksztatcenia. Dodatkowo, jak wy-
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nika natychmiast z analizy pseudokodu 2.1 i odpowiadajacego mu przyktadowego
grafu przeptywowego pokazanego odpowiednio na rysunkach 2.6a i 2.6b, ztozonosé

Alg. 2.1: Algorytm JFCT1D dla N—punktowej transformaty kosinusowej

N € N : wymiar transformaty bedacy naturalna potega liczby 2 ;
x € RN : wektor wejéciowy ;
y € R : wektor wyjéciowy ;

XSS) = X3
Y Etap pierwszy —--—--—-—-——————————————————- */
dla M =N do M =2 powtarzaj

dla k=0 do k=N /M — 1 powtarzaj

k k k
x(2) (n) = x4 (2n) + x{7 (2n + 1) ,

M/2
iy (n) = (—1)" [x§7 (2n) - x{) (2n + 1)1, (2.1.1)
n—O,].,...,M/Q — 13

M =M/ 2;

koniec petli
koniec petli

/¥ —mmmmm Koniec etapu pierwszego ——--—--—-——————————-——- x/
vy = xP k=01, N - 1;
[¥ —mmm Etap drugi --—-—-—-—-—-——————————————————- x/
dla M =1 do M =N /2 powtarzaj
dla k=0 do k=N/(2M) — 1 powtarzaj
<o> 2’”( 0), your(M) =vV2/2 - yi (),

) =C -y ) + S -y (M =),

yé?&(M— =55 yir () + Ci -y =),
n=12,...,M —1; SF=sin(rk/(4N)), C¥=cos(mk/(4N));
M =M % 2;

koniec petli

(2.1.2)

koniec petli

y:yg\?)’

pamieciowa procedury in-place algorytmu (2.19) jest liniowa, a zatem wynosi O (N).
W tym miejscu zakoniczmy rozwazania dotyczace bazowego dla wszystkich pozosta-
tych szybkich procedur zunifikowanych algorytmu JFCT1D.
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Rys. 2.6a: Szybki algorytm JFCT1D obliczania 16-punktowej skalowanej
transformaty kosinusowej

x(0) X(0) + X(1) x(0) - Cr * X(0) + SF * X(1)
-S¥ Cy
Shgol:

x<1>-L_1> X(0) - X(1) X(1) -SE % X(0) + CE % x(1)
SE =sin [7*k/ (4xN)1;

X(0) @————>———e z x X(0) cx

cos [m*k/ (4*xN)1];

N
1]

sqrt (2 ) / 2;

Rys. 2.6b: Operacje bazowe algorytmu JFCT1D dla dyskretnego przeksztalcenia
kosinusowego

2.3.1.2. Szybkie zunifikowane jednowymiarowe dyskretne przeksztalce-
nie sinusowe

W niniejszej czesci monografii zaprezentowany zostanie szybki zunifikowany algo-
rytm dwuetapowy wyznaczania dyskretnej transformaty sinusowej bazujacy na bli-
skim zwiagzku przeksztalcen sinusowego oraz omowionej w poprzednim paragrafie
transformaty kosinusowej. Podobnie jak poprzednio w celu unikniecia niescistosci
przedstawmy formalna definicje 2.3 rozwazanego dalej przeksztatcenia dyskretnego.

Tak jak w przypadku skalowanej transformaty kosinusowej przedstawione w defi-
nicji 2.3 przeksztalcenie jest po prostu przeskalowana wersja dyskretnego przeksztat-
cenia sinusowego dla wektorow wejsciowych o wymiarze bedacym potega liczby dwa.
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Definicja 2.3.

Dla dowolnej liczby N= 2™ m e N funkcje Sy: RN — R" zdefiniowang w nastepujacy
Sposob:

||l>

vxeRY Vke{0,...,N—1} Sxy(x ansm[ @ntD(k+m (2.21)

2N

nazywac¢ bedziemy N—punktowq jednowymiarowq skalowanqg dyskretng transformatq
SINUSOWQ.

Zgodnie z zapowiedzig ponizej pokazany zostanie fakt nieskomplikowanego zwigz-
ku pomiedzy para jednowymiarowych przeksztatcen skalowanych sinusowego i ko-
sinusowego pozwalajacy na bezposrednie wykorzystanie opisanego w poprzednim
podpunkcie szybkiego algorytmu zunifikowanego JFCT1D do wyznaczania wspol-
czynnikow rozwazanego tu przeksztalcenia. Niech N= 2™ oraz x ¢ RY, zdefiniujmy
N-elementowy wektor X € R Y nastepujaco:

Vne{0,...,N—-1} Zp=(-1)"z, (2.22)

Wybierzmy teraz dowolne k € {0, ..., N —1}, otrzymujemy nastepujacy ciag rownosci:

N—-1
(221 - [@n+1)(k+1)7 ]
I

2:
,_.o

= (—1)"atn{(—1)”sin[(2n+12)](\f+1)ﬂ}}:

(2.130) (1) "2 {Sm [(2n+1)g} sin[(2n+12)](\f+1)7r] } =

3
Il
| o

=z

n=0
N—1
(2.13b) n { ™ {(Qn-l-l)(k-l-l)w}
—1)"%xy, < cos 2n+1)—= | cos
n:O( ) [( )2] 2N (2.23)
+sin[(2n+1)g} n{@n—klz)](\f—'—l)ﬁ}}—
N-1
(2.12b) n ™ (2rn+l(k+D)m] _
= 7;)( 1) wncos{(Qn—&—l)Q 5 N =
N—1
(2n+1)(N—-k—-1)n
= (—1)”1‘”(305{ } =
o 2N
(2.16) =, <
(222 N(X)N—k-1
A zatem na mocy dowolnosci wyboru N = 2™, x € R™ oraz k € {0,...,N — 1}

otrzymujemy wniosek:
m N ~ (2.19) -
VN=2 VxeR Vk‘E{O,...,N—l} SN(X)k :23 CN(X)N—k—l (224)

XxeRY, vne{0,....N—1} Zp=(-1)"2,
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Whiosek (2.24) oznacza wprost, ze w celu obliczenia wspétezynnikow wynikowego
N-punktowego dyskretnego skalowanego przeksztalcenia sinusowego dla dowolnej
N-punktowej sekwencji rzeczywistej wystarczy zaburzy¢ wspotrzedne wektora wej-
Sciowego transformaty sinusowej zgodnie z zaleznoscia (2.22), wyznaczy¢ N—punktowe

JFCT1D JFSTID
X(0) Y(0) X(0) Y (0)
ﬁ b
-X(1) et Y(1) XD Y(1)
X(0) Y(0) X(0) Y (0)
—_—
-X(1) S Y(1) XD Y(1)

-1

Rys. 2.7: Regula zamiany wspotczynnikéw dla pierwszej iteracji algorytmu
JFST1D

skalowane przeksztalcenie kosinusowe zmienionej w ten sposob sekwencji wejscio-
wej 1 zinterpretowaé (dokonaé permutacji) wspo6tezynniki tak uzyskanego ciagu wyj-
Sciowego w odwrotnej kolejnosci. Cheac zatem dokonac efektywnej kalkulacji dys-
kretnego przeksztatcenia sinusowego mozna skorzysta¢ w petni z gotowej metody
szybkiej (2.19) wyznaczania wspotczynnikéw transformaty kosinusowej odpowiednio

CE % X(0) + SF * X(1)

X(©0) ‘T> X(0) + X(1)

X(1) X(0) - X(1) -SK % X(0) + CF * x(1)
Sy =sin [7*k/ (4x*xN)1;
X(O)o—;goz*x(o) C§=cos[7r*k/(4*N)];

N
1]

sqrt (2 ) / 2;

Rys. 2.8: Operacje bazowe algorytmu JFST1D dla dyskretnego przeksztalcenia
sinusowego

zaburzajac jedynie wspotrzedne wektora wejéciowego. Co wiecej, ze wzgledu na pro-
sta forme zaleznosci (2.22) oraz postaé grafu przeptywu danych (rys. 2.6a) iteracyj-
nego wariantu metody szybkiej wyznaczania wspotczynnikéw transformaty kosinu-
sowej, mozna wlaczy¢ zaburzenie (2.22) do pierwszej iteracji wspomnianej metody,
tak aby stanowito ono jej integralna czes¢é. Taki sposdb obliczania wspotczynnikow
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skalowanego przeksztalcenia sinusowego nazywaé¢ bedziemy dalej metoda JFST1D.
Regute zamiany wspotczynnikow dla pierwszej iteracji tej metody pokazuje Rys. 2.7.

Alg. 2.2: Algorytm JFST1D dla N—punktowej transformaty sinusowe;

N e N : wymiar transformaty bedacy naturalna potega liczby 2 ;
x € RN : wektor wejsciowy ;

y € RN : wektor wyjsciowy ;

Utworz wektor pomocniczy X € RV w nastepujacy sposob:
Vne{0,...,N—1} &= (-1)"azn;

Uzywajac szybkiego algorytmu 2.1 obliczania N - punktowego
jednowymiarowego dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego za pomoca
szybkiego dwuetapowego algorytmu JFCT1D wyznacz skalowana
transformate kosinusowg dla wejsciowego wektora pomocniczego X i oznacz

ja przez y ;

Wektor wyjsciowy y okreslony nastepujaco: Vne {0,....,.N —1} yn= UnN_pn_1
jest skalowanym dyskretnym przeksztalceniem sinusowym (2.21) wektora
wejsciowego X ;
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Rys. 2.9: Szybki algorytm JFST1D obliczania 16—punktowej skalowanej
transformaty sinusowej
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Schemat 2.2 przedstawia pseudokod szybkiego algorytmu obliczania N-punktowego
jednowymiarowego skalowanego dyskretnego przeksztatcenia sinusowego metoda
JFST1D, wynikajacy z wniosku (2.24).

Analiza wspotzaleznosei (2.24) pomiedzy skalowanymi przeksztalceniami sinuso-
wym i kosinusowym, psedudokod 2.2 oraz postac reguty 2.7 zamiany wspotczynnikéw
pierwszej iteracji algorytmu JFST1D i wynikajace z niej postaci grafow przeptywu
danych algorytméw wyznaczania N-punktowych transformat sinusowych sktania-
ja do natychmiastowego wniosku o fakcie identycznych ztozonosci obliczeniowych
i pojemnosciowych obydwu rozwazanaych algorytmoéw - JFCT1D oraz JFST1D. A za-
tem JFST1D jest procedura szybka, ktorej ztozonos¢ obliczeniowa jest réwna rzedem
O(Nlogs N), zas rzad jej ztozonosci pamieciowej wynosi O ( N). Dla $cistosci podaj-
my doktadne liczby operacji arytmetycznych prostych i mnozen dla rozwazanego w
niniejszym paragrafie algorytmu 2.2, wynosza one odpowiednio:

SY = 2N(logaN—-2)+N+3, S =2N(loggN—1)+2 (2.25)

W tym miejscu zakonczmy rozwazania dotyczace szybkiego zunifikowanego prze-
ksztatcenia sinusowego. Nastepny paragraf dotyczy¢ bedzie szybkiej procedury wy-
znaczania transformaty Hartleya.

2.3.1.3. Szybkie zunifikowane jednowymiarowe dyskretne przeksztalce-
nie Hartleya

W niniejszym paragrafie przedstawiony bedzie kolejny szybki zunifikowany al-
gorytm dwuetapowy przeznaczony dla wyznaczania wspotczynnikéw dyskretnego
przeksztatcenia Hartleya bazujacy na bliskim zwiazku tego przeksztatcenia oraz
transformaty kosinusowej. Zanim jednak zajmiemy sie wyprowadzeniem gléwnego
zwigzku pomiedzy wspomnianymi przeksztatceniami warto podac kilka przydatnych
wlasnosci wyrazen trygonometrycznych, niech N=2 M, n, k € N, mamy:

cos[nm] = cos[Nw]cos[nnm] + sin[ N7] sin[nm] (2.120) cos[(N—n)7] =
= —(sin[(N—n)m] cos [g} —cos[(N—n)m] sin {%}) = (2.26)
(2.12b) _sm[(N—n)ﬂ — g} = —sin[(N—n—l)ﬂ + g}

Dodatkowo, podstawiajac bezposrednio za N do wzoru (2.14) wartos$é¢ 2N € N otrzy-
mujemy natychmiast:

(~1)" sin [W} 19 o [“”H)Z(NN— k)w}

Wreszcie, ostatnie dwie z przydatnych w dalszym ciagu rozwazan réwnosci przybie-
rajg postaci:

(2.27)

cos {2nk7r] (2:130) cos [2km] cos [2nk7r} + sin [2k 7] sin {2nk7r] =
N N N (2.28a)
(2.12b) ok _ 2nkm] _ 2(N7n71)k7r+2k7r '
=" cos T N = cos N N
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N
. 2 2(N—-n-1 2
(21:2a)—sin[2k7r— nkﬂ} :—sin[ ( “ )kﬂ-i- kﬂ-]

. 2nkm (2.136) . 2nkm B . 2nkmw _
sm{ } = (sm[Zk:ﬂ]cos[ ~ ] cos[QkW]szn[ I })—

N N (2.28b)

Dla unikniecia niescistosci przedstawmy formalng definicje rozwazanego przeksztal-
cenia dyskretnego.

Definicja 2.4.

Dla dowolnej liczby N=2™ m e N funkcje Hy:RY — R¥ zdefiniowang w nastepujacy
Sposob:

N - R onkr] . [2nkw
VxeRY Vke{0,...,.N—-1} Hy(x)g = an cos +sin | — (2.29)
n=0

N

nazywac¢ bedziemy N—punktowq jednowymiarowq skalowanqg dyskretng transformatq
Hartleya.

Podobnie jak w przypadku dwoch poprzednich przeksztatcen transformata Hpy jest
odpowiednio zeskalowanga wersja przeksztalcenia Hartleya dla wektorow wejsciowych
o wymiarze bedacym potega liczby dwa. Ponizej przedstawiony zostanie zwiazek
pomiedzy skalowanymi transformatami Hartleya i kosinusowa stanowigcy baze dla
propozycji szybkiego dwuetapowego algorytmu zunifikowanego obliczania dyskret-
nego przeksztalcenia Hartleya. Niech N= 2™ oraz x € R, utwérzmy na podstawie

wektora wejsciowego x wektor pomocniczy X € R zdefiniowany nastepujaco:

~ A ~ A
Vne{0,...,.N/2—1} Ton = Tpn,y, Top+l = TN-n_1 (2.30)

Korzystajac z definicji (2.30) zapiszmy zerowa wspoétrzedna przeksztalcenia (2.29),
dostajemy natychmiast:

— (2.29) 2n0m 2n0m
Hy(x)o = Zmn(COS[ N }+sm{ N })—an:
]:;—S N1 n=0 (231&)
(230) ™ ~ (2n+1)07 | (2.16) Ov (%
= > Tp = > Ty €COS N = N(X)o

Podobnie, dla wspotrzednej o indeksie N /2 wspomnianego wyzej przeksztatcenia
otrzymujemy:
(2.20) N on(N/2)w on(N/2)w
xtags 2 5y (o[22 [0 211
! N N

n—=

N—-1
= xp (cos[nm] + sin[nn]) = Z Tpcos|nm] = (2.31b)
n=0

N-1
Tpcos|[nw] + Z Tpcos[nw] =
n=0 n=N/2
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(226)N/271 N-1 _
=7 wpcos[nw] = Y apsin {(N—n_1)7T + 5} _

n=0 n=N/2
N/2-1 N/2—-1
— Z Tpcos|[nm] — Z TN_p—1 SIN {nw + g} =

n=0 n=0

930y 271 N/2-1

(‘: ) nZ::O Topcos[nm] — nz:% Ton+1 Sin |:’I’L7T + g} =

2138 LS
! (2.31b)

+ 252714—1 (Cos[(?n—kl)g}—sin[(2n+1)g}):

N—-1 T
= 2 T (cos{ni} — sin[nf]> =
= T T T T
:\/ﬁnzo Tn (cos{n§}cos[1} —sm[ng}sm{z}> =
(21%)[]\/_15”808 o :\[N_lincos 2n+1)(N/2)w _
27;) EERS 27; { o N }

Wybierzmy teraz dowolne k¥ € {0,...,N /2 -1}, aby rozpatrzy¢ tacznie postaci
k—tej oraz N — k—tej wspotrzednej przeksztalcenia (2.29) pokazmy najpierw ponizsza
wlasnosé, otrzymujemy:

2nkm
N

. 2nkmw
= Tn | cos |[2nm — + sin | 2nmw — N =

n=0
N-1

2.12 2nkm , ,
(:)E Tn (cos[an]cos[ I }—i—sm[an]sm[

=0
2nk 2nk
+sm[2n7r]cos{ an] cos[?nﬂ]sz’n{ n W] > =

N-—1
(2.130) Z Zn (008{271;”] - sm[zi\fﬂ}) (2.31c)

2nkﬁ}
+

=

3

Ponizej, korzystajac z podanej przed chwila zaleznosci (2.31¢), wyznaczone zostana
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tacznie postaci wspotrzednych k—tej oraz N — k—tej przeksztatcenia Hartleya.

N-1

N/2—1

+ Z Ton+1

k (2.29) 2nkmw | 2nkw
HN(X)Nik(Z?lc)nz::oxn (cos[ ~ + sin ~ =
(QES)N%_I 2nkm g 2nkm
= Tn | cos N sn N +
n=0
. Ni 2(N-n—-1)kr , 2k C[2(N-n—1)kr  2kx]\ _
T | cos N N T sin N N
n=N/2
_Nflx cos 2nkmw L sin 2nkmw n
N " N N
n=0
—l—N/z:lx cos 2nk7r+2kﬂ' sin 2nk7r+2k7r _
= N—n—1 N N + N N =
(230)N/§:_15 2nkr] o [2nkn N
= on | cos N sin i
n=0
+N/22:_1% cos 2nkﬂ'+2k7r sin 2nk7r+2kﬂ' B
= 2n+1 N N + N N =
__Ngf{, (2(20)+ ) kr  kn], o [(2(20)+ ke kx]Y
= 2N oaN | = 2N 2N
+]%él 2(2n+1)+ 1)k kx]_  [(2(2n+1)+1)kr  kn
F2ntl 2N onN | T 2N 2 -
(212 Nﬂ ! +1)k k), [0+ RR] TERTY
xQn cos N | sin 5N sin | 5o
+1)k k] (2(2n)+1)kn| . [ kn
j:(sm[ :|COS|:2N— cos[ ON stn N +

( [ 2n+21N>+1)kW}COS kw]_Sm{(2(2n+1)+1)kw}8m[k:7r

;(sin[( (2n—;1}\2+1)kw}608[2§w ] +cos{(2(2n—i—21N).+1)k7r}sm[§w D}
|

e (2(2n)+ 1)k ] (kTN
= Z xzncos{ 5 N } <cos 5 15171[2})

N/2 1
+ ngnsm[ ( n2);1)kﬂ} (cos[sﬁ}isin{gﬂ})—&—

N/2—1

+Z§2n+1cos[(2(2n+21]\;+1)kﬂ] <cos{§ﬂ xsin[;“r >3F

n=0

N/2—1

~ 2(2 1 1)k k k

T nz%wgm_lsin[( ( n—|—2]\2—|— ) ﬂ-] <c05{27r isin[2ﬂ]> = (2.31d)
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= 2 In TN coS ﬁ F stn ﬁ
2 T SIN 5N cos 5N sin 5 =
(237)1VZ—1 N @n+1)kn kr TET]Y,
= 2 Ty, COS SN cos 5N F sin 5N
= 2n+1)(N — k)=w o b |
g = in | —— = 2.31
+ 2 xncos[ 5 N }(COS{QN ism{QN}) ( )
(2'_6)* km . km _ _ ko ‘ 7'('
(2.30) N )k<cos{2]\z ¢5m{2 )iCN(X)N_k<cos[2N]ism{w}>

Przepisujac zaleznosci (2.30) — (2.31d) w krétszej formie dla k € {0,...,N /2 -1}
otrzymujemy:

~ 2.31d) ~ | ~ k |k =~ =~ k |k

HN(X)IE = )CN(X)k<cos[2;}—sm[2;} >+CN(X)N—k (cos[;]—ﬁ—sm{mg})

ﬁN(x)N_g’:ld) 5’N()~()k(cos [sﬂ}—i—sm { 5;} )—GN(}NC)N—k (cos []“T ] — sin {gﬂ} )
X,iERN’ Vne{0,....N/2—-1} Zop = Tpy, Toptl = TN-n_1

Krétka refleksja nad postaciami zaleznosci (2.32) oraz rekursywnego wzoru rozktadu
(2.19) dla konstrukeji szybkiego zunifikowanego dwuetapowego algorytmu obliczania

JFCT1D JFHTI1D
X(0) X(0)
-Si/2
S¥/2
X(1) X(1)

sqrt(2)/2 sqrt(2) +1
XN/2)e—>— 06— >0 Y(N/2) =————> X(N/2) &—>—® Y(N/2)

SE —sin[n*xk/ (4xN)1; UF=CE- sk,
Cﬁ—cos[w*k/(zL*N)]; V§=C§+S§;

Rys. 2.10: Reguta zamiany wspotczynnikéw ostatniej iteracji algorytmu JFHT1D

41



N-punktowego jednowymiarowego dyskretnego przeksztalcenia kosinusowego skta-
nia do wniosku, ze algorytm wyznaczania N-punktowego przeksztalcenia Hartleya

Alg. 2.3: Algorytm JFHT1D dla N—punktowej transformaty Hartleya

N € N : wymiar transformaty bedacy naturalna potega liczby 2 ;
x € RN : wektor wejéciowy ;
y € RN : wektor wyjéciowy ;

Utwérz wektor pomocniczy X € R Y w nastepujacy sposob:
Vne {0,,N/2 —1} Tonp = Ty, 35:2n+1 = TN-—n—15%

Dla pomocniczego wektora wejSciowego X zastosuj szybki dwuetapowy algorytm 2.1
modyfikujac jego dziatanie w ostatnim kroku etapu drugiego (dla M = N /2 oraz
k=N /(2M) — 1) przez zastapienie wzoréw (2.1.2) nastepujacymi zaleznosciami:

k k k k

¥ 0) =y 0), y8 (1) = y & 0)

k k n n k
o) = (Cliys = Sitya) - ¥ () + (Ciiya+Siiya) - yog V(M —n), (231)
k n n k n n k

yé]\Z](M ):(OM/2+SM/2) yg\i)( ) — (CM/2_SM/2)'ySEI+1)(M_n>7
n=1,2...,M —1; Sk=sin(nk/(4N)), C=cos(nk/(4N));

Oznacz powstaly w ten sposdb wektor wynikowy przez y. Wowczas otrzymany wektor y
jest skalowanym dyskretnym przeksztalceniem Hartleya wektora wej$ciowego X ;

X(O)\ /\ /\/\ Y
ci U}
X(4) / - 4 - 4 7(1)
A NN A L 2 NG s\ g s\ w4
X(2) ¢ ~ — - - - * » 7(2)
W/ L \‘L/ 27l sk c; /\ u3 f V3
- z 3 4
S U /Vél
XD ‘ ! Y(a)
RS 7= A NEW/A
X(5) Y(5)
WA= BT 78 RNNNY
X(3) * * Y(6)
1 AN i === N Vo A EYN\ 11/
X(7) Y(
1 v

X(ls)j:v:: /\/\ 7
-1 1 =
J>OC<>CQ<\ ct U v
x(11) A/ : : : \A Y
(13) & \‘ ><L *‘3 )
X(1 * ® Y(10
PN 6
ol \W</N< S N/ AN
5 4
*WX\ . AN/
X(10) Y(13)
\-/1 ><L z G s2 c; \/ -U3 v2
X(12) . . ® 7(14)
% '1\At>>< A R
X(8) 1 ¢

z Ci -Uj

N
Q
F3N
%%
<< <
LN
e e Z

Rys. 2.11a: Szybki algorytm JFHT1D obliczania 16-punktowej skalowanej
transformaty Hartleya
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moze by¢ zrealizowany za pomoca wspomnianej szybkiej metody (2.19), jedynie po-
przez zastosowanie odpowiedniej permutacji ciagu wejsciowego x algorytmu (2.19)
i modyfikacje operacji bazowych na ostatnim etapie dziatania procedury JFCT1D. Ta-
ki sposéb obliczania wspétczynnikow skalowanego przeksztatcenia Hartleya nazywac
bedziemy dalej metoda JFHT1D. Rysunek 2.10 obrazuje regute zamiany wspoétczyn-
nikow dla ostatniej iteracji algorytmu JFHT1D. Schemat 2.3 przedstawia pseudokod
szybkiego algorytmu obliczania N—punktowego jednowymiarowego skalowanego dys-
kretnego przeksztatcenia Hartleya metoda JFHT1D, wynikajacy z zaleznosci (2.32).
Rysunek 2.11a przedstawia graf przeptywu danych dla algorytmu JFHT1D wynikjacy
z pseudokodu pokazanego na schemacie 2.3 dla przyktadowego 16-punktowego prze-
ksztatcenia Hartleya. Jak wida¢ z rysunku grafu przeptywu danych 2.11a rézni si¢ on
od przyktadowego grafu przeptywowego 2.6a algorytmu JFCT1D jedynie przemiesza-
niem kolejnosci elementéw wektora wejsciowego oraz wartosciami wspotczynnikow
operacji bazowych ostatniego etapu procesu obliczeniowego. Rysunek 2.11b przed-
stawia operacje podstawowe dla grafu przeptywowego 2.11a.

x(0) X(0) + X(1) Ch * X(0) + SE * X(1)
X(1) - X(0) - X(1) -Sy * X(0) + CE  X(1)
X(0) Uy * X(0) + VE * X(1)
vE AUy
X(0) &> z * X(0) .
i iy U K K
z = sqrt ( 2 ) / 2; X(l) VN * X(o) - UN * X(l)

Ci =cos [m*k/ (4*N)]1; Sy =sin [7m*xk/ (4xN)I;

*

Uy =cos [n*xk/ (4*xN)]-sin[7*xk/ (4=*xN)]1;

V§=cos[ﬂ'*k/(4

*

N)]l+sin[w*xk/ (4x*xN)];

Rys. 2.11b: Operacje bazowe algorytmu JFHT1D dla przeksztalcenia Hartleya

Zaleznodci (2.32) miedzy skalowanymi przeksztalceniami Hartleya i kosinusowym,
a takze posta¢ reguty 2.10 zamiany wspolczynnikéw w ostatnim etapie algorytmu
JFHT1D pozwalaja wnioskowaé, podobnie jak w przypadku transformaty sinusowej,
o fakcie identycznych zlozonosci obliczeniowych i pamigciowych algorytmoéow JFCT1D
i JFHT1D. Wobec tego JFHT1D jest rowniez procedura szybka o ztozonosci obliczenio-
wej rownej rzedem O(Nlogs N), 1 ztozonosci pamieciowej rzedu O (N ). Dla uniknigcia
niescistosci podajmy doktadne liczby prostych operacji arytmetycznych i mnozen dla
rozwazanego w niniejszym paragrafie algorytmu 2.3, wynosza one odpowiednio:

HY = 2N(loga N—2)+N+3, Hi =2N(loga N —1)+2 (2.33)

Ostatnig konkluzja zakonczmy juz rozwazania nad szybkim zunifikowanym prze-
ksztatceniem Hartleya przechodzac do algorytmu dla transformaty Fouriera.
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2.3.1.4. Szybkie zunifikowane jednowymiarowe dyskretne przeksztalce-
nie Fouriera

W niniejszym paragrafie zaprezentowany zostanie szybki dwuetapowy algorytm
wyznaczania dyskretnej transformaty Fouriera dla rzeczywistych ciagéow wejscio-
wych. Podobnie jak w przypadku rozwazanych wczesniej przeksztatcen jednowy-
miarowych konstrukcja algorytmu bazuje na zwigzku pomiedzy dwoma dyskretny-
mi przeksztalceniami skalowanymi, a mianowicie transformatg kosinusows, i skalowa-
nym przeksztatceniem Fouriera dla rzeczywistych wektorow wejsciowych. Na wstepie
warto podac¢ kilka wybranych wtasnosci wyrazen trygonometrycznych przydatnych
dalej, niech N,n,k € N, mamy:

cos Znkm | (213) cos [2n 7] cos 2nkm + sin[2nm] sin Znkmi _
N - T N T N |~
(2.12b) anw} {Qn(N—k)w}
= cos | ———2—

(2.34a)
=’ cos {an — N N

. 2nkw (2.13b) in 2 l 2nkm B 2 | si 2nkm B
sin N = sin[2nm] cos N cos [2nm] sin N =

(2.12a) ) 2nkr] . [2n(N-k)m
= —sm{2n7r— N }— sm{N} (2.34b)

Podajmy teraz definicje i podajmy podstawowe wtasnosci skalowanego dyskretnego
przeksztatcenia Fouriera dla rzeczywistych ciagéw wejsciowych.

Definicja 2.5.

Dla dowolnej liczby N=2™ m e N funkcje Fy:RY — C" zdefiniowang w nastepujacy
sposob:

vxeRVvEe{0,... N1} F 55 20K gin | 25T Y (2.35)
X € e{0,...,N—1} N(X)kfnzzoxn cos ~ — jsin N .

nazywacé bedziemy N—punktowq jednowymiarowq skalowang dyskretng transformatq
Fouriera.

gdzie j € C jest jednostka urojona. Analogicznie jak w przypadku przeksztatcen
rozwazanych w poprzednich paragrafach transformata Fy jest odpowiednio prze-
skalowana wersja przeksztalcenia (2.1a) dla rzeczywistych wektoréow wejsciowych
o wymiarze bedacym potega liczby dwa. Zgodnie z przyjetym zatozeniem dla dowol-
nego rzeczywistego ciggu wejéciowego x € R z definicji 2.5 otrzymujemy:

N-1
Re { Fy(x)p, }(2&1@) > ncos {WN_MW} 2% Re {Fn(x)N—k } (2.36a)
n=0

N ="—Im {F]\[(X)]\/',]C } (236]3)

N-1
Im {FN(x)k}(2'i4b) Z 2 sin {Qn(Nk)w}(ZSS)
n=0
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Jak zapowiedziano wcze$niej przedstawiony zostanie teraz zwiazek pomiedzy skalo-
wanymi transformatami Fouriera i kosinusowg stanowigcy baze dla propozycji szyb-
kiego dwuetapowego algorytmu zunifikowanego obliczania wspotczynnikéw dyskret-
nego przeksztatcenia Fouriera. Niech N = 2™ oraz x € R¥, na podstawie wektora
wejsciowego X utwérzmy wektor pomocniczy X € RY zdefiniowany w nastepujacy
sposob:

~ A ~ A
VYne{0,....N/2—1} Zon = Tn, Tontl = TN_n_1 (2.37)

Korzystajac z definicji (2.35) zapiszmy zerowa wspo6trzedna skalowanego przeksztal-
cenia Fouriera, mamy:

0
N—-1
= Z Tn (cos[QnOﬁ] + sin{2n0w]> (2.29) Hy(x)o (2:32) Cn(X)o
= (2.37)

Podobnie, dla wspétrzednej o indeksie N /2 rozwazanego przeksztatcenia mamy:

<)y 2 Nz (con[ 2227 [ 200020

N-1
e1 §~ o, (COS{W]\/?W] N Sm[Qnt\/Q)WD _ (2.38D)
n=0
(2.29) — (2.32) —
=" Hy(x)ny2 237) V2 - On (%) ny2

Wybierzmy teraz dowolne &k € {0,...,N/2—1} izgodnie z wlasnoscia symetrii (2.36)
dyskretnego przeksztatcenia Fouriera zbadajmy czesé rzeczywisty jedynie dla k—tej
wspoélrzednej omawianej transformaty, otrzymujemy:

2.35 k
Re{FN(x)k}(:)Z xncos[ nNW]
n=0
B 1 2nkm 2nkmw
= 5 ) Ty | cos N + sin N (2.38¢)
n=
. 1= 2nk 2nk
? 2 wn | cos | — — sin N
(2_34)1N_1 2nkw N 2nkm
=3 2 n | cos | — sin N
+1N‘1 2n(N—k)m], . T2n(N- B
? 2 Ty | cos N sin N =
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1— 1—
(2—29)5HN(X)1¢ + 5 HN (X )Nk =
. 1—- - k k 1 k k
g:ii; 2C'N(X)k<cos[2;\r[] —sm{wz} ) +2C’N(X)Nk<cos{2;\r]} —|—sm[2;\;]>+
+ ;CN()’Z)]C<COS|:§7T:| —|—sm[§;\r]] ) —;CN()E)N;C(COS{;W} —sm[ﬁz\rf} > =
:CN()E)kcos[;ﬂ]-i—CN()Ai)N_ksin[;fﬂ-] (238(3)

Podobnie, wezmy teraz pod uwage dowolne k € {0,..., N /2—1} i zgodnie z wtasnoscig
symetrii (2.36) dyskretnego przeksztatcenia Fouriera zbadajmy czesé urojona jedynie
dla k—tej wspotrzednej omawianej transformaty, dostajemy:

(235)N_1 2nkmw
Im {Fy(x),} = Zmnsm{ N ]z
n=0
N-1
1 ( [2nkw} : [271/{77})
=—— Z Tn | cos + sin +
2 o N N
LN, (cos{anﬂ-]—sin{2nkﬂ-]> -
= N N
(234 ;N‘lx (Cos{znm]ﬂm{znmb .
2 = N N
1 A 2n (N —k)x (N—k)r]\ _
—1—5 Tn | cos N + sin N = (2.38(1)
n=0
2.29) 1 — 1 —
(:—iHN(X)k;JriHN(X)N—k =
232) 1~ k ) k 1= - k k
(2—37;—2CN(X);€<005{2]7\;}—szn[wzv]>—2C’N(X)N k(cos{mff}—ksm{wc})%—
+ ;C’N()})k<cos{§ﬂ}+Sin[§]7\;]>—;CN()~()N k(cos{gﬂ-}—sm{éﬁr})z
:C’N(fi)ksin[;ﬂ-]—C’N()N()N_kcos[;ﬂ-]

Fy(x)0 %2 &y (2)0

~ 2.38b ~ ~

Fry (%) U2 V3 Oy (%) o (2.39)
Re {ﬁN(x)k }(Qi&:) Cn (X)) cos [5;] + ON(X) N_g sin {%}(Q'EG)Re {ﬁN(X)N—k}

~ d) ~ . k ~ k .36a ~
Im {FN(X)k}(238 )CN(X)]CSZH[Q;\;] - CN(X)N_kCOS {J]}(Q%)Im{FN(X)N_k}

X,}EERN, Vne{0,....,N/2—-1} Zon = Tny Tontl = TN_n_1
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Postaci zaleznosci (2.39) oraz rekursywnego wzoru rozkladu (2.19) szybkiego al-
gorytmu zunifikowanego obliczania N—punktowego jednowymiarowego dyskretnego
przeksztatcenia kosinusowego sktaniaja do wniosku, ze wyznaczanie N—punktowego
przeksztatcenia Fouriera moze by¢ wykonane za pomoca ostatniej z wymienionych
metod, jedynie poprzez zastosowanie odpowiedniej permutacji ciggu wejsciowego x
algorytmu (2.19) i modyfikacje operacji bazowych na ostatnim etapie dziatania pro-
cedury JFCT1D. Uzyskang w ten sposob procedure wyznaczania wspotczynnikow ska-
lowanego przeksztatcenia Fouriera nazywac bedziemy dalej metoda JFFT1D. Ponizszy
schemat przedstawia pseudokod szybkiego algorytmu obliczania N—punktowego jed-
nowymiarowego skalowanego dyskretnego przeksztatcenia Fouriera metodg JFFT1D,
wynikajacy z zaleznosci (2.39) oraz reguly zamiany wspélezynnikow dla ostatniej
iteracji rozwazanej metody opisanej w dalszej czesci niniejszego podpunktu.

Alg. 2.4: Algorytm JFFT1D dla N—punktowej transformaty Fouriera

N € N : wymiar transformaty bedacy naturalna potega liczby 2 ;
x € RN : wektor wejéciowy ;
y € RN : wektor wyjéciowy ;

Utwérz wektor pomocniczy X € R Y w nastepujacy sposob:
Vnée {0,,N/2 —1} Ton = Tp , E2n+1 = TN_—n—13

Dla pomocniczego wektora wejSciowego X zastosuj szybki dwuetapowy algorytm 4.1
modyfikujac jego dziatanie w ostatnim kroku etapu drugiego (dla M = N /2 oraz
k=N /(2M) — 1) przez zastapienie wzoréw (4.1.2) nastepujacymi zaleznosciami:

k k k k
y8.0) = y2(0), y4,(01) = y&+0(0),
k n k n k
yarr(n) = Ciyya - ¥l () + S50 - i (M =) o)
k n k n k o
Yo (M —n) =852 5 -yl (n) — Cfy/y - ¥ (M = n),
n=1,2...,M —1; Sk=sin(nk/(4N)), CX=cos(nk/(4N));

Oznacz powstaly w ten sposdb wektor wynikowy przez y. Wowczas otrzymany wektor y
jest skalowanym dyskretnym przeksztatceniem Fouriera DFT1D wektora wejsciowego X 3

Rysunek 2.12 obrazuje regute zamiany wspoétczynnikow dla ostatniej iteracji algo-
rytmu JFFT1D wzgledem podanego wezedniej szybkiego algorytmu dwuetapowego
wyznaczania dyskretnego przeksztatcenia Hartleya, zgodna z wnioskiem wynikaja-
cym z pary $rodkowych przejs¢é w réwnosciach (2.38a) i (2.38b). Rysunek 2.13a
przedstawia graf przepltywu danych dla algorytmu JFFT1D wynikjacy z pseudokodu
uwidocznionego na schemacie 2.4 dla przyktadowego 16-punktowego przeksztatcenia
Fouriera. Rysunek 2.13b przedstawia operacje bazowe dla grafu przeptywu danych
2.13a algorytmu JFFT1D.
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JFHT1D JFFT1D
Y (k) X(0)

Vi/a 1/2
Vii/a = 172
X(1) Y(N-k) X(1)
Sk =sin [ 7 *k/ (4*N) I Uy = Cy - Sy;
Ck =cos [m*k/ (axn)]1; VE=Ck+ 8k

Rys. 2.12: Reguta zamiany wspotczynnikow ostatniej iteracji algorytmu JFFT1D

~|
e

X(0) -\ /\ /\/\
ci ci
X(4) — 4 4

Y(1)

X \ /\ A ><L - § 'SNé S3 ¢ S‘I‘/\ o { §%2>
Y

5\ NS s\ g N g s
X(6) i 2 (3
170 [ VWL

X(l)-\ 7/- ><\‘ /\ ‘; 4 Yg‘l)
-1 i <Sa cs S

— %\k\ G / %

X(5) 7 3 1 - ol b 3 6 Yés)
X(3) z 2 S 4 cs §?s)
Y

AN T = W A DN/
2 4 =

X(7) v i Y(7)
g . : :
x(s) ¢ /\/\ . ¥
- cl —Cq Sy
X(11) i\' /71 : Y(9)

1
. \ /><><L z st C3 st c? s}l/' \ §§ )
X Y (10
L/ IRNNNK XS 2 N = R N BN
X(9) ® Y(11)
7 KX - : AT BANY:
X(14)/ *\‘/>< 3 " 7§12)
-1,/-1 ><\‘ /\ WAl -Cz \54
Y — - Y(13)
AN o= NI /A AN Y
X(12) ® Y(14)
R AN ==l s A TR IR
X(8) > pa.a 2 .y

-1
-1

X(10)

Rys. 2.13a: Szybki algorytm JFFT1D obliczania 16-punktowe]j skalowanej
transformaty Fouriera

X(0) X(0) + X(1) X(0) Cr * x(0) + S¥ % x(1)
k ck
_SN N

Sk 4~ CE
X(1) X(0) - X(1) X(1) -SK % X(0) + CF * x(1)

Sy =sin [m*k/ (4*N)1;

X(0) &> z * X(0) Ch=cos [m*k/ (4xN)1;

z sqrt (2 ) / 2;

Rys. 2.13b: Operacje bazowe algorytmu JFFT1D dla przeksztalcenia Fouriera
Warto wyjasni¢ iz pomimo, ze reguta zamiany wspotczynnikéw przestawiona na

rysunku 2.12 podana jest dla przejscia pomiedzy szybkimi procedurami obliczenio-
wymi przeksztalcenn Hartleya i Fouriera (co spowodowane jest znacznie prostsza for-
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ma zaleznosci pomiedzy tymi przeksztatceniami niz odpowiednia zaleznos¢ miedzy
para transformat kosinusowej oraz Fouriera) to wynikowe wspotezynniki z rysunku
2.12 stanowia juz, podobnie jak miato to miejsce dla regut zamiany wspotczynni-
kow przedstawionych w poprzednich paragrafach, gotowe wartosci dwupunktowych
obrotéw ortogonalnych jakimi nalezy zastapi¢ odpowiadajace im wartosci analogicz-
nych wspotezynnikéw w ostatniej iteracji szybkiego algorytmu bazowego JFCT1D, aby
uzyskaé¢ rozwazang tu procedure obliczeniows JFFT1D.

Zgodnie z powyzsza uwaga, wobec zwiazkéw (2.39) pomiedzy skalowanymi prze-
ksztalceniami Fouriera i kosinusowym, a takze z postaci reguty 2.12 zamiany wspot-
czynnikéw w ostatnim etapie algorytmu JFFT1D mozna wnioskowaé o fakcie iden-
tycznych ztozonosci obliczeniowych i pamieciowych algorytmoéw JFCT1D i JFFTI1D.
A zatem algorytm JFFT1D jest procedurg szybka o zlozonosci obliczeniowej réwnej
rzedem O (NlogaN) i ztozonosci pamieciowej o rzedzie O ( N ). Podajmy na koniec
doktadne liczby prostych operacji arytmetycznych i mnozen dla rozwazanego w ni-
niejszym paragrafie algorytmu 2.4, wynoszg one:

F¥ = 2N(logaN—-2)+N+3, Ff =2N(loggN—1)+2 (2.40)

Szybki dwuetapowy algorytm zunifikowany wyznacznia wspétczynnikéw dyskretne-
go przeksztatcenia Fouriera jest juz ostatnig z prezentowanych w niniejszym pod-
rozdziale metod szybkich dla przyktadowych przeksztatcen jednowymiarowych. Na-
stepny podpunkt zawiera juz krotkie podsumowanie biezacego podrozdziatu i naj-
wazniejsze wnioski ptynace z jego tresci.

2.3.1.5. Uwagi koncowe

W niniejszym podrozdziale przedstawiono szybkie algorytmy zunifikowane wyzna-
czania wybranych jednowymiarowych przeksztatcen dyskretnych i poddano analizie
ich charakterystyki efektywnosciowo pamieciowe. Z rozwazan tych wynika, w szcze-
gblnosci z pseudokodu 2.1 - 2.4 i graféw przeptywu danych z rysunkow 2.6a, 2.9,
2.11a1i 2.13a, ze rozpatrywane algorytmy dla przeksztatcen przyktadowych posiada-
ja wspolny, ogdlny schemat obliczeniowy, ktérego graficzng interpretacje przedstawia
ponizszy rysunek:

Rys. 2.14: Ogodlny schemat obliczeniowy szybkich algorytméw zunifikowanych dla
jednowymiarowych przeksztatcen dyskretnych

A zatem kazdy z jednowymiarowych szybkich algorytmoéow zunifikowanych dla wy-
branego przeksztalcenia dyskretnego rézni sie od algorytméw dla pozostatych prze-
ksztalceri jedynie sposobem przemieszania PX elementéw wektoréw wejéciowych
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i macierzg Xy ostatniej iteracji obliczeniowej realizujaca przejscie z przeksztatcenia
posredniego do wybranej transformaty docelowej, przy czym struktura motylko-
wa tejze macierzy jest identyczna dla wszystkich analizowanych przeksztatcen dys-
kretnych. Macierz Cy bazowego przeksztatcenia kosinusowego, stanowiaca gtowny
trzon rozwazanego tu ogoélnego schematu obliczeniowego jest wspélna dla kazdego
z przedstawionych algorytmow. Ponadto wszystkie macierze sg rzadkimi macierzami
motylkowymi, co w sumie sprawia, iz caly schemat jest schematem szybkim o na-
stepujcej charakterystyce ztozonosci obliczeniowej, wynikajacej z zaleznosci (2.20),
(2.25), (2.33) i (2.40):

T = 2N(loggN=2)+N+3, J% =2N(logg N —1)+2 (2.41)

gdzie Jy oraz J3 sa odpowiednio liczbg dodawaii/odejmowan rzeczywistych oraz
rzeczywistych mnozen potrzebnych do wyznaczenia wspotczynnikéw wybranej jed-
nowymiarowej transformaty docelowej. Dodatkowo, jak wynika chociazby z zapre-
zentowanych w niniejszym podrozdziale graféw przeptywu danych, rozwazany tu
0g6lny schemat obliczeniowy charakteryzuje si¢ nie tylko liniowo-logarytmiczng zto-
zonoscig obliczeniowa rzedu O(NlogoN), ale takze liniowa ztozono$cia pamieciows
rzedu O(N) wzgledem rozmiaru wybranego przeksztalcenia dyskretnego.
Podsumowujac, w niniejszym podrozdziale przedstawiono algorytmy kalkulacji
wybranych, znanych transformat ortogonalnych prowadzace do sformutowania jed-
nolitego, ogodlnego, szybkiego i efektywnego pamieciowo schematu ich obliczania.
Na podstawie tych przestanek mozna wnioskowaé, ze schemat ten ma efektywny
i uniwersalny zarazem charakter i jako taki mogtby stanowi¢ baze dla konstrukeji
algorytmow obliczeniowych wyznaczania innych, nowych przeksztatcen dyskretnych,
dedykowanych do wybranych zadan filtracji liniowej sygnatéw, takich jak np. zada-
nie kompresji obrazow. Ze wzgledu na korzystng posta¢ grafowa przedstawionych
algorytmow zunifikowanych proces dostosowywania rozwazanego schematu oblicze-
niowego do wybranego problemu filtracji mogltby by¢é zrealizowany np. za pomoca
neuronowych technik optymalizacyjnych. Zagadnienia przedstawione w dalszej cz¢sci
niniejszego opracowania dotyczy¢ beda wtasnie konstrukeji architektury sieci neuro-
nowej do kompresji obrazéw opartej o przedstawiony tu uniwersalny, szybki schemat
obliczeniowy wyznaczania dyskretnych przeksztatcen liniowych. Aby tego dokonaé
nalezy jednak rozwazy¢ jeszcze przypadek szybkich algorytméw zunifikowanych dla
przeksztatcen dwuwymiarowych, co jest trescig nastepnego podrozdziatu.

2.3.2. Szybkie algorytmy zunifikowane przeksztatcen dwu-
wymiarowych

W tej czesci opracowania rozpatrzone zostang szybkie algorytmy zunifikowane
dla dwuwymiarowych przeksztalcen dyskretnych przedstawione, w sposéb posredni,
miedzy innymi takze przez autora w publikacjach [27, 28, 32, 65, 67, 85]. Analo-
gicznie jak w przypadku transformat jednowymiarowych algorytmy te cechuja sie
wspolng, uniwersalng struktura procedur obliczeniowych. Dodatkowo struktura ta
jest identyczna nie tylko w obrebie rozpatrywanych przeksztatcen dwuwymiarowych,

20



ale takze jest w pelni zgodna ze strukturg prezentowanych wczesniej metod ob-
liczeniowych dla przeksztatcen jednowymiarowych, stanowigca baze konstrukcyjna
dla rozpatrywanych tu algorytméw zunifikowanych. Obydwie te cechy sg bardzo
istotne i sprawiajg, ze przedstawione w niniejszym podrozdziale algorytmy definiuja
wspolny, jednolity i efektywny schemat obliczeniowy dla wyznaczania zarowno jedno
jak i dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych, bedacy juz bezposrednia podsta-
wa konstrukcji architektury sieci neuronowej do kompresji obrazéw. Podobnie jak
w przypadku transformat jednowymiarowych tak i tu przeksztalceniem bazowym
jest dyskretna transformata kosinusowa, ktorej szybki algorytm zunifikowany jest
przedmiotem rozwazan nastepnego podpunktu rozdziahu.

2.3.2.1. Szybkie zunifikowane dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie
kosinusowe

W niniejszym podpunkcie zaprezentowany zostanie szybki zunifikowany algo-
rytm wyznaczania dwuwymiarowej dyskretnej transformaty kosinusowej, ktéry jak
wspomniano we wprowadzeniu, stanowi podstawe syntezy rozwazanych dalej metod
szybkich obliczania wybranych dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych, takich
jak przyktadowe transformaty sinusowa, Hartleya czy Fouriera. W celu uniknie-
cia niedcistosci podajmy na wstepie formalng definicje rozwazanego przeksztatcenia
dwuwymiarowego.

Definicja 2.6.

Dla dowolnej liczby N=2"™ m e N funkcje Crnyy: RVN - RVXN okrelong w na-
stepujacy sposob:
VX eRMN v 1e{0,...,N—-1}

(2.42)

_ A Cm+1Dkmr Cn+1)in
CnxN(X)py = > Tmn 008[] cos{QN

zwiemy N x N—punktowym skalowanym dwuwymiarowym dyskretnym przeksztalce-
niem kosinusowym.

W celu zapisu rozwazanego algorytmu autor skorzysta w tym przypadku z nota-
¢ji macierzowej. Nalezy zatem podac definicje wszystkich sktadnikoéw macierzowych
dla konstruowanej metody. Zgodnie z obowiazujaca powszechnie konwencjg iloczyny
lewostronny i prawostronny macierzy oznaczane beda symbolami:

N N
HXn:XNXN—1X2X1; XnH:X1X2XN—1XN (243)

n=1 n=1

Niech dla N € N bedgcego dowolng naturalng potega dwdjki macierze C,, € RV*N p =
1,...,21logoN beda macierzami motylkowymi kolejnych etapéw zdefiniowanego za-
leznosciami (2.19) szybkiego algorytmu obliczania dyskretnego jednowymiarowego
przeksztatcenia kosinusowego JFCT1D. Wtedy wspomniany szybki algorytm JFCT1D,
reprezentowany macierza Cy, moze by¢ przedstawiony w nastepujacy sposob:
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2loga N

Cy = nl;[l C. 27 CyB (2.44)

gdzie Cy jest N x N—elementowym jadrem jednowymiarowej skalowanej transfor-
maty kosinusowej, danej zaleznoscia (2.16), zas B € RV jest macierza odwrbconego
porzadku bitowego (bit-reversal order). Dla dowolnego N = 2™ zdefiniujmy teraz
pomocnicze macierze rzeczywiste w podany nizej sposob:

A 1 O1xn
Ry = 5
Onxi  Gy—ixn—1
N 0 O01xn - A 1 01N
Iy 2 ; Iy= 3 (2.45)
ON><1 IN—1><N—1 0N><1 0N—1><N—1
= A . o _ A1l 1
QN:dlag(QIaQ2a--.aQN); ani(_l)n—i_Q? TL—17 ) 9
~N A . ~ o~ ~ - Al 1
QN:dzag(QI7QQ7"'aQN); qnzi'(_l)n+1+§7 ’I’Lzl, ) 9

Znen 2Qu oIy +Qu e (Ry-Iy);

RNXN 5 Pk éQN/T“ ®i2k +QN/2’° ®U2k, k=1,...,logaN ;

gdzie G jest macierzg rzeczywista o elementach zerowych wszedzie poza jej gtéwna
przeciwdaigonala ztozong z samych jedynek, zas U jest macierza powstalty z macie-
rzy jednostkowej o odpowiednich wymiarach, w ktorej zamieniono wiersze pierwszy
z ostatnim. Oznaczmy symbolem Cyyy 1 zdefiniujmy ponizej rzeczywista N2 x N2
—elementowa macierz kwadratows reprezentujaca proponowany w niniejszym opra-
cowaniu szybki algorytm wyznaczania dwuwymiarowego N x N-punktowego dyskret-
nego przeksztatcenia kosinusowego:

_ AlogzN B n - n—1 _ - (246)
CN><N = H CloggN—H’L ® I + Z H PkclogzN+nPk H ® I|Z *
n=1 k=1 k=1

n=1 n=1

o . 2loga N—1 loga N
*{{Q®C21092N+Q®(Rc2log2N)} - 11 (I®Cn)} *{ 11 (Cn®1)}

gdzie wszystkie ze zdefiniowanych wzorami (2.46) macierzy opatrzone sa domysl-
nym indeksem N lub, jak w przypadku macierzy Z, odpowiednio indeksem N x N.
Bezposrednio ze sposobu konstrukeji macierzy Crxy wynika, ze struktura jej po-
szczegblnych macierzy sktadowych, odpowiadajacych kolejnym iteracjom zdetermi-
nowanego w ten sposéb algorytmu wyznaczania pewnego N x N—punktowego dwu-
wymiarowego przeksztalcenia dyskretnego, jest w pelni zgodna ze strukturg kolej-
nych iteracji graféw przeptywu danych przedstawionych wczesniej zunifikowanych
algorytmow szybkich obliczania dyskretnych przeksztalcen jednowymiarowych dla
przypadku transformat N?—punktowych. Wyjasnijmy teraz krotko role i postaci po-
szczegblnych sktadnikéw macierzy Cxn becnych we wzorze (2.46). Oznaczmy dla

52



wygody macierze w nawiasach klamrowych przedstawione w tym wzorze odpowied-
nio od strony prawej do lewej symbolami é(l), 6(2) oraz 6(3). I tak, idac od prawej
strony wzoru (2.46), macierz (~3(1) stanowi iloczyn macierzy, ktorego kazdy ze sktad-
nikéw ztozony jest z N ,rozciggnietych” N-krotnie i umieszczonych na przemian
obok siebie (co jeden wiersz kazda) kopii macierzy sktadowych C,, (o indeksach
od 1 do logaN) podanego zaleznodcig (2.44) jadra Cy N - punktowego jednowy-
miarowego szybkiego przeksztatcenia kosinusowego JFCT1D. Macierz blokowa 6(2),
zawarta w Srodkowym nawiasie klamrowym wzoru (2.46), jest macierza, ktérej kaz-
dy z N x N—elementowych blokéw tworzy wierng kopie grafu przeptywu danych
szybkiego algorytmu zunifikowanego (2.19) wyznaczania N—punktowego jednowy-
miarowego przeksztalcenia kosinusowego, przy czym nieparzyste bloki tej macierzy
sg macierzami szybkich przeksztatcen jednowymiarowych Cy z odwrocong kolej-
noscia poszczegdlnych wyjsé (poza ich wyjsciami o indeksach zero oraz N/2, ktére
pozostaja na swoich miejscach). Wreszcie ostatnia z macierzy obecnych we wzorze
(2.46), tzn. macierz C 3y znajdujaca si¢ w jego lewym skrajnym nawiasie klamrowym,
jest iloczynem macierzy, ktorego kazdy ze sktadnikow stanowi N kopii odpowiednio
zmapowanych na strukture jednowymiarowa macierzy sktadowych C,, (o indeksach
od logaN +1 do 2logaN) jadra Cy N-punktowego jednowymiarowego szybkiego prze-
ksztalcenia kosinusowego JFCT1D. Wspomniane mapowanie zapewniane jest w tym
przypadku wspélnie przez N x N—elementowe macierze permutacji Py, k=1,...,logaN
oraz N?x N2—elementowg macierz Z, ktéra dokonuje ostatecznego rozmieszcezenia po-
szczegblnych elementéw macierzy sktadowych algorytmu szybkiego JFCT1D wyzna-
czania jednowymiarowego przeksztatcenia kosinusowego w macierzach rozwazanego
tu algorytmu dwuwymiarowego, w taki sposob, aby zagwarantowa¢ zgodnos¢ struk-
turalng grafow przeptywu danych obydwu wspomnianych algorytmow.

R = &

x<2,o>\ : )
\ Y@,

Rys. 2.15a: Graf przeptywu 4 x 4—punktowej transformaty dyskretnej, wynikajacy
ze wzoru (2.46)
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X(0) X(0) + X(1) X(0) CE * X(0) + SF * X(1)
_qk Ck
SN N

SN 4~ CE
X(1) X(0) - X(1) x(1) -Sk * X(0) + CE  X(1)

Sy =sin [m*k/ (4*N)1;

X(0) o> °*zx X(0)

«Q
=5
I

=cos [m*xk/ (4*xN)];

N
]

sqrt (2 ) / 2;

Rys. 2.15b: Operacje podstawowe grafu przeptywu danych algorytmu (2.46)

Warto dodaé, ze macierz Z operuje w sensie permutacji na wszystkich wierszach
poszczegdlnych macierzy wynikowych algorytmu dwuwymiarowego, poza wierszami
o indeksach N-k, k =1,..., N—1, ktére stanowig wierne, N—krotnie ,rozciggniete” ko-
pie odpowiednich macierzy algorytmu jednowymiarowego (stad operacja dodawania
w skrajnym lewym nawiasie klamrowym wzoru (2.46)). Podsumowujac, bezposred-
nio z konstrukcji podanej wzorem (2.46) macierzy Crxn wynika, ze reprezentuje
ona algorytm wyznaczania pewnego przeksztatcenia dyskretnego o grafie przeptywu
danych w pelni zgodnym z przedstawionymi w poprzednich podpunktach niniej-
szego rozdzialu grafami przeptywowymi szybkich algorytméw zunifikowanych wy-
znaczania wybranych dyskretnych przeksztalcen jednowymiarowych. Sytuacje taka
ilustruje przyktadowa posta¢ macierzy Cuyxn dla N = 4, ktéra przedstawiona jest
w formie grafu przeptywowego i jego operacji bazowych na rysunkach 2.15a oraz
2.15b. Pozostaje w takim razie pokazanie, iz dla N bedacego dowolng potega liczby
dwa macierz Cyyy reprezentuje w istocie zunifikowany algorytm szybki wyznacza-
nia N x N—-punktowego dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego.
PrzeprowadZzmy odpowiednie rozumowanie. Na wstepie warto poda¢ bardzo uzytecz-
ny fakt dotyczacy wlasnosci produktu Kroneckera dla macierzy rzeczywistych:!

(AeB) - (CeD)=(AC)® (BD) (2.47)

Warto uprosci¢ sktadnik 6(3) we wzorze (2.46), dla N bedacego potega dwdjki oraz

dowolnego m € {1,...,logaN — 1} otrzymujemy:
-~ m—+1 T m _ T
{CZOQ2N+m+1 ®1+7Z < H PkClOg2N+m+1Pk H ) @1 |Z } *
k=1 k=1

logaN+m B m loggN+m N
% II Cu|eoI+Z P, - ][] Cn|ol|Z"} =
n=loga N+1 n=1 n=loga N+1

B logaN+m B
= (Clog2N+m+1 ® I) : [ ( H Cn) & I] + (248)

n=loga N+1

: [( ﬁPnl?QQﬁmcn) @i] 7"

n=1 n=loga N+1

+ 7

m+1 m _
< H PkcloggN+m+1P;€ H ) ® 1
k=1

k=1

Ipatrz twierdzenie T2.4 na str. 773 w pracy [91]
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Postawmy teraz hipoteze: dla dowolnego m € {1,...,logoN } zachodzi réwnos¢:

m n n—1 _
{ ClOQQN-l-n ® I + Z ( H PkcloggN-ﬁ—nP{ H ) ® I ZT} =
n=1 k=1 k=1
loga N+m _ loggN+m _ (249)
= [I Cu|oI+Z HP I[ C|ol|2z2"
n=loga N+1 n=1 n=loga N+1

Hipoteza (2.49) zostanie ponizej wykazana za pomoca zasady indukcji matematycz-
nej. Sprawdzmy zatem czy hipoteza ta jest spelniona dla m = 1, przy tak dobranym
m lewa strona zaleznosci (2.49) jest réwna:

CloggN—i—l ®I+Z [(Plclog2N+1)® i} ZT =
logaN+m B m logagN+m N (250)
= [I Ci|oI+Z || [[Pn-J] Cul|ol|Z"
n=1 n=loga N+1

n=loga N+1
A zatem na mocy powyzszej réwnosci dla parametru m = 1 rozpatrywana hipoteza
(2.49) jest spetniona. Wybierzmy teraz dowolne m € {1,...,logaN —1} i zal6zmy, ze dla
tak dobranej wartosci parametru m zachodzi zaleznos¢ (2.49), wéwczas otrzymujemy
nastepujacy cigg réwnosci:

m+l _ n n—1 "
H { ClogzN+n @I+ 7 < H PkClog2N+nP£ H ) ® I ZT} =
n=1 k=1
_ m+1 . 1
= {CloggN+m+1 @I1+7Z ( I1 PrCiogonsm+1Pi H ) ol |Z } x
k=1

n n—1
( H PkClOQzN+n g H > }
m+1 -
( I1 P;.Clog,N+m+1PF H) © I ZT}

- {
logQNer T m logaN+m .
®I1+7Z H J] Cn el |2} =
n= loggN-l—l n=1 n=loga N+1

logaN+m _
(Cl092N+m+1®I) [( H Cn)@):[] +

Cilogon+mi1 @I +Z

n=loga N+1
m+1 m logaN+m _
+Z < H PkclogzN+m+1P;}F H) H P, H C,|lolI|zZ" =
k=1 k=1 n=1 n=loga N+1

z" (2.51)

n=loga N+1 n=1 n=loga N+1

(2.45) loga N4 m+1 _ m+1  logaN+m+1
) [I Cu|eol+z I[P, [] Cu|ol
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Wobec dowolnosci wyboru m powyzszy wniosek wraz z réwnoscia (2.50) potwierdza
na mocy zasady indukcji matematycznej prawdziwos¢ tezy (2.49). Stad za$ otrzy-
mujemy natychmiast nastepujaca zaleznosc:

loga N _ n n—1 B
H { Cl0g2N+n oI+7Z < H Pkcl092N+nPg H ) ®1 ZT} =
n=1 k=1 k=1
2loga N _ loga N 2loga N _ (252)
= I[I C.|oI+Z H P, J[ Cu|ol|Z"
n=loga N+1 n=loga N+1

Po zakonczeniu analizy postaci sktadnika 6(3) we wzorze (2.46) zajmijmy sie upro-
szeniem macierzy 6(2), z zaleznosei (2.47) natychmiast otrzymujemy:

n=1 n=1 n=1

2loga N —1 2loga N —1 loga N loga N
I[ (IeC.)=1c ] Cu; I[ (CuoT) (HC) ; (2.53)

Korzystajac z powyzszych zaleznosci otrzymujemy:

2loga N —1

{Q®C2loggN+6®(RC2loggN)} ) H (I®Cn) =
=l (2.54)
2loga N—1

(2 %) [Q & CZloggN + Q ® (RCQZOQQN ] . I & H Cn =
n=1
o 2loga N—1 2loga N—1
= (Q®C21092N) : (I® H Cn) |: RCZloggN } : (I® H Cn) =
n=1 n=1
2loga N 2loga N 2loga N
Q@HC +Q®(RHC> (I.ch>+
n=1 n=1

. 2loga N 2loga N
+(Q-I)®<RHC) @) (I®HC)
2loga N

+(6®R).(I®£[10n> - [(Qe1)+(QaR)]- (I®2ﬁNCn)

Ponadto tatwo zweryfikowa¢ prawdziwos¢ ponizszych réwnosci pomocniczych:

"I(Qel)+(QeR)|=1sl (2.55a)
[( 2lﬁNCn)®I].[(Q®I)+(6®R”:( 2hﬁNc> (2.55b)
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Przejdzmy do ostatecznego ustalenia zwiazku macierzy Cyyy z dwuwymiarows
transformata kosinusowa:

. logaN _ n n—1 _
Crry 20 11 { Ciogon4n @1+ Z ( [T PiCuogon+nPr [ ) @1 ZT} *
n=1 k=1 k=1

o . 2logo N —1 loga N
* { [Q®C21092N+Q®(R02log2N)} : H (I®Cn)} * { H (Cn®1)} =

n=1
2loga N B loggN 2loga N ~
(2.52):,(2.53) H C, |oI+Z H C, . (I ® I) *
(2.54),(2.55) n=loga N+1 n=loga N+1

2loga N loggN
leme) (1)) o
n=1
2loga N loga N 2loga N loga N 2loga N
<2é7>{( 11 cn)®1+z[(np Hc)M]}.{(ch)@ ch}:
n=loga N+1 n=loga N+1 n=1 n=1
2loga N 2loga N loga N 2loga N 2loga N
(e[ (o) [ (Be 0 ) [ (T [}
n=1 n=1 n=loga N+1 n=1
(2.44) = e fog2lN ~ -~
“/Cye (I-Cy)+2 [IP.| -Cnx|o(I-Cy)p-=
- (1 -CN)®(I-CN)+Z{

(Qéﬂ(]:@f)-(éj\[@é]v)-l-z

:{(I®I)+z[(loﬁNPn)®T]}-(6N®6N):15N(CN®CN)

Przepisujac w krotkiej formie ostateczng konkluzje, wynikajaca z powyzszego ciggu
réwnosci (2.56) otrzymujemy: (2.57)

e 1)

gdzie macierz Py jest N2 x N2—elementowa macierza permutacii. Z konkluzji (2.57),
konstrukcji macierzy Cyxy Oraz definicji 2.2 i 2.6 jader jedno i dwuwymiarowych
skalowanych transformat kosinusowych wynika natychmiast, ze macierz ta realizuje,
z doktadnoscig do permutacji zdeterminowanej przez macierz P ~, N x N—punktowe
dwuwymiarowe skalowane przeksztatcenie kosinusowe i dodatkowo struktura rozwa-
zanej macierzy Cyyn okresla graf przepltywu danych szybkiego algorytmu zunifi-
kowanego wyznaczania dwuwymiarowej dyskretnej transformaty kosinusowej, uwi-
doczniony na rysunkach 2.15a oraz 2.15b, zawarty w strukturze przedstawionych

éNxN(2:56) (CN®CN)> f)Né{(IQ?I)JrZ
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wczedniej szybkich zunifikowanych algorytméw wyznaczania przeksztatcen jedno-
wymiarowych. Wniosek ten oznacza, ze zaréwno wspomniane algorytmy szybkie
dla transformat jednowymiarowych jak i metoda (2.46), okreslana dalej skréto-
wo mianem algorytmu JFCT2D, wyznaczania dwuwymiarowego skalowanego prze-
ksztatcenia kosinusowego moga by¢ zrealizowane za pomocg procedur obliczeniowych
o identycznych strukturach grafow przeptywowych. Bezposrednio z konstrukeji al-
gorytmu JFCT2D mozna tez stwierdzi¢, iz dla dowolnego N = 2™ wynikajacy z niego
graf przeptywu danych sktada sie z 2N, odpowiednio zaaranzowanych w ramach
struktury wspomnianego grafu, macierzy N punktowych jednowymiarowych prze-
ksztatcen kosinusowych, co pozwala natychmiast wnioskowaé¢, na mocy zaleznosci
(2.20), o dokladnych wartosciach ztozonosci obliczeniowych dla operacji arytme-
tycznych algorytmu (2.46), ktére wynosza dla rzeczywistych dodawan/odejmowan
oraz rzeczywistych mnozen odpowiednio:

Cafuny = 2N2(logaN? =3) +6N ,  Cryn = 2N?%(logaN? —2) +4N (2.58)

A zatem JFCT2D jest procedura szybka, ktora redukuje rzad ztozonosci obliczeniowej
metody bezposredniej (2.42) wyznaczania wspotczynnikéw dwuwymiarowego N x N
punktowego skalowanego przeksztalcenia kosinusowego z poziomu O(N4) do wartosci
O (N?logoN?). Jak wynika natychmiast z postaci graféw przeptywowych algorytmu
JFCT2D jego ztozono$¢ pamieciowa dla przeksztalcenia N x N—punktowego wynosi
O(N?). W tym miejscu zakoniczmy rozwazania dotyczgce bazowego dla wszystkich
pozostatych dwuwymiarowych szybkich procedur zunifikowanych algorytmu JFCT2D.
W kolejnych paragrafach niniejszego podrozdziatu zajmiemy sie analogicznymi algo-
rytmami dla pozostatych, przyktadowych transformat dwuwymiarowych, tzn. dwu-
wymiarowych przeksztatcen sinusowego, Hartleya oraz Fouriera.

2.3.2.2. Szybkie zunifikowane dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie
sinusowe

W tej czesci opracowania przedstawiony zostanie szybki zunifikowany algorytm
wyznaczania dwuwymiarowej dyskretnej transformaty sinusowej, ktorego baze sta-
nowi zaprezentowany w poprzednim paragrafie algorytm wyznaczania dwuwymiaro-
wego przeksztalcenia kosinusowego JFCT2D. W celu unikniecia niescisto$ci podajmy
najpierw definicje rozwazanego dalej przeksztatcenia dwuwymiarowego.

Definicja 2.7.

Dla dowolnej liczby N=2™ m e N funkcje Syyn: RV¥N - RVXN okreslong w na-
stepujacy sposob:
VX eRMN vk 1e{0,...,N—1}

(2.59)

N-1 N-1 |:

S (Xt 230 Y i sin

m=0 n=0

2m—+1) (k‘—l—l)w} sin[(?n—l—l)([—i—l)ﬂ'
2M 2N

nazywamy N x N—punktowym skalowanym dwuwymiarowym dyskretnym przeksztal-
ceniem SInusSowym.
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7 definicji 2.3 i 2.7 odpowiednio jedno i dwuwymiarowych skalowanych transfor-
mat sinusowych wynika natychmiast, iz ostatnie z wymienionych przed chwilg prze-
ksztatcen jest dla dowolnego N = 2™ przeksztalceniem separowalnym, tzn. dla jader
obu tych przeksztalcen zachodzi 16wnosé Syxy= Sy ® Sy. Wobec powyzszego fak-
tu, na mocy wzoru rozktadu (2.46) dla dwuwymiarowego dyskretnego skalowanego
przeksztatcenia kosinusowego oraz ze wzoru (2.24) rozkladu jednowymiarowego dys-
kretnego skalowanego przeksztatcenia sinusowego, podanego w poprzedniej czesci
rozdziatu, mozna wysnu¢ natychmiastowy wniosek o postaci szybkiego algorytmu
dla dwuwymiarowej skalowanej transformaty sinusowej Sy« Zgodnie z przedsta-
wionymi rozwazaniami posta¢ te mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

= (221, (2.24) o 282N = = T T | T
Snxn U= Ps [[ < Stogenvin @I+ Z | | T PrStogonnPr [[ | @1 |Z7 § =
(2.46), (2.59) o5 k=1 k=1

. 2logaN—1 loga N
* { [Q®821092N+Q®(RSQZOgQN):| . H (I® Sn)} * { H (Sn®1)}

n=1 n=1
(2.60)
gdzie dla ustalonego N € N bedacego dowolng naturalna potega liczby dwa N x N
elementowe macierze S,, n = 2,...,2logagN s3 rowne swoim odpowiednikom C,

o tych samych indeksach wystepujacym we wzorze (2.46), macierz S; o identycz-
nej strukturze motylkowej, co macierz C; uzyskana jest z tej ostatniej za pomo-
ca reguly zamiany wspotczynnikéow przedstawionej na rysunku 2.7, zas Pg jest
N2 x N?—elementows macierzg permutacji z gtéwna przeciwdiagonalg wypelniong je-
dynkami. Metoda (2.60) wyznaczania wspétczynnikow transformaty (2.59) definiuje
identyczny, co w przypadku algorytmu JFCT2D, graf przeptywu danych i dlatego
okreslana bedzie, poprzez analogie do procedur obliczeniowych dla przeksztatcen
rozwazanych wczesniej, mianem szybkiego zunifikowanego algorytmu wyznaczania
dwuwymiarowego skalowanego przeksztalcenia sinusowego, oraz oznaczana bedzie
skrétem JFST2D. Ze wzoréw rozkladu (2.19) i (2.24) zunifikowanych algorytméw
jednowymiarowych oraz analogicznych zaleznosci (2.46) i (2.60) dla szybkich proce-
dur obliczeniowych skalowanych przeksztatcen dwuwymiarowych kosinusowego oraz
sinusowego, a takze na mocy konkluzji (2.20), (2.25) i (2.58) o zlozonosciach ob-
liczeniowych i pamieciowych wspomnianych transformat jednowymiarowych oraz,
odpowiednio, dwuwymiarowego przeksztatcenia kosinusowego, mozna wysnué¢ na-
tychmiastowy wniosek o ztozonosci obliczeniowej oraz zapotrzebowaniu pamiecio-
wym procedury JFST2D. A zatem doktadna ilo$¢ prostych operacji rzeczywistych

Sy oraz rzeczywistych mnozent Sy, dla algorytmu JFST2D wynosi odpowiednio:

Sin = 2N%(logaN? —3)+6N ,  Syyn = 2N%(logaN? —2) + 4N (2.61)

zas zapotrzebowanie pamigciowe jest liniowe wzgledem catkowitego rozmiaru wyzna-
czanego przeksztatcenia. Wobec tego algorytm JFST2D obliczania N x N—punktowej
transformaty sinusowej jest efektywng pamieciowo, zunifikowang procedura szybka
o rzedach ztozono$ci obliczeniowej i pamieciowej réwnych odpowiednio wartosciom
O (N?%logs N?) oraz O( N?). Na tym zakonczmy rozwazania i przejdZzmy do przedsta-
wienia zunifikowanego algorytmu szybkiego dla kolejnego przeksztatcenia przykta-
dowego, tj. dyskretnej transformaty Hartleya.
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2.3.2.3. Szybkie zunifikowane dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie
Hartleya

W niniejszym podpunkcie zaprezentowany bedzie szybki zunifikowany algorytm
wyznaczania dwuwymiarowej dyskretnej transformaty Hartleya, bazujacy na algo-
rytmie wyznaczania dwuwymiarowego przeksztatcenia kosinusowego JFCT2D. Podaj-
my definicje rozwazanego dalej przeksztatcenia dwuwymiarowego.

Definicja 2.8.

Dla dowolnej liczby N=2™, m € N funkcje Hpyyn: RY*N - RNXN okre§long w na-
stepujacy sposob:
VX eRMN vE 1e{o0,...,N—-1}

(2.62)

N—

11>

Nl 2mmk 27 nl
T cas i cas N

Hyun (X ) gy

m=0 n=0

nazywamy N x N—punktowym skalowanym dwuwymiarowym dyskretnym przeksztat-
ceniem Hartleya.

Przedstawione tu przeksztalcenie, okreslane czesto w literaturze fachowej mia-
nem transformaty cas-cas, jest dwuwymiarowym separowalnym rozszerzeniem dys-
kretnego przeksztalcenia Hartleya podanego definicja 2.4 i oryginalne zapropono-
wane zostalo w pracy [93]. Warto przypomnieé, ze dla dowolnego o € R symbol
cas definiuje si¢ jako cas o 2 cosa + sina. Z separowalnosci przeksztalcenia (2.62)
wynika, ze dla macierzy Hy i Hyyy jedno i dwuwymiarowych skalowanych prze-
ksztatcen Hartleya, o postaciach wynikajacych odpowiednio z definicji 2.4 oraz 2.8,
zachodzi zwiazek Hy,ny = Hy @ Hy. Stad zatem oraz na mocy wzoréw rozktadu
(2.46) dla dwuwymiarowego dyskretnego skalowanego przeksztatcenia kosinusowego
i (2.32) jednowymiarowego dyskretnego skalowanego przeksztatcenia Hartleya po-
danego w poprzedniej czesci rozdziatu mozna wnioskowaé natychmiast o postaci
szybkiego algorytmu obliczeniowego dla dwuwymiarowe]j skalowanej transformaty
Hartleya Hy, n. Posta¢ ta jest nastepujaca:

N (2.29), (2.32) 22N T 5 E I
Hyun =" H Hiopnin @1+ 7 H PkHlog2N+nP;€ H o1 |Z" 4
(2.46), (2.62) el k=1 k=1

o _ 2loga N—1 loga N
*{|:Q®H21092N+Q®<RH21092N):| ' H (I®Hn)}*{ H (H”®I)}PH
n=1 n=1

(2.63)

gdzie macierz Py jest N? x N?—elementowg macierzg permutacji okreslong podang
nizej zaleznoscia:
P, =(BeB) (P,oP,) - (BeB);
P,cRYN  vme{0,...,N/2—1} Vne{0,...,N—1} (2.64)

(Ph)2m,n = 6m7n A (Ph)2m+l,n = 6m,an71;
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gdzie, jak wczesniej, B jest N x N—elementowg macierzg odwrdconego porzadku
bitowego. Obecnos¢ sktadnikow (B @ B) w zaleznosci (2.64) okreslajacej postaé ma-
cierzy permutacji wektora wejsciowego we wzorze (2.63) wynika z konwencji zapisu
prezentowanych w niniejszej czesci pracy szybkich algorytméw obliczeniowych dla
przeksztatcen dwuwymiarowych, ktora zaktada milczaco, iz ich wektory wejsciowe
sg wstepnie zpermutowane zgodnie z dwuwymiarowym odwroconym porzadkiem bi-
towym - zalozenie to jest konsekwencja zaleznosci (2.44) i definicji (2.46) macierzy
okreslajacej postaé¢ szybkiego algorytmu wyznaczania dyskretnego przeksztatcenia
kosinusowego. Powracajac do opisu macierzy stanowiacych gtéwne sktadniki row-
nania (2.63) nalezy stwierdzi¢, iz dla ustalonego N bedacego dowolna naturalng
potega liczby dwa N x N—elementowe macierze H,,, n = 1,...,21logaN — 1 sg réwne
swoim odpowiednikom C,, o tych samych indeksach wystepujacym we wzorze (2.46),
za$ macierz Hyjog, v 0 identycznej strukturze motylkowej co macierz Cyg, v uzyska-
na jest z tej ostatniej za pomoca reguty zamiany wspotczynnikéw zaprezentowanej
w poprzednim podrozdziale na rysunku 2.10.

Na podstawie analogicznej argumentacji do tej przedstawionej w poprzednim
podpunkcie, a dotyczacej dwuwymiarowego przeksztatcenia sinusowego, mozna sto-
sunkowo tatwo stwierdzi¢, iz dla dowolnego N = 2™ grafy przeptywu danych obydwu
metod (2.46) oraz (2.63) wyznaczania wspétczynnikoéw odpowiednio dwuwymiaro-
wego skalowanego przeksztatcenia kosinusowego i Hartleya sg identyczne. Taki sam
wniosek dotyczy takze wszystkich parametrow efektywnosciowych i pojemnoscio-
wych rozwazanej tu metody, okreslanej w dalszym ciggu skrétowo mianem algorytmu
JFHT2D. A zatem algorytm ten jest efektywna pamieciowo zunifikowana procedura
szybka kalkulacji dwuwymiarowej dyskretnej transformaty Hartleya o ztozonosciach
obliczeniowej i pamieciowej rownych rzedami, dla dowolnego przeksztatcenia N x N
punktowego, odpowiednio O (N?logoN?) oraz O(N?). Dla porzadku podajmy doktad-
ne ilosci prostych operacji rzeczywistych Hy, 1 rzeczywistych mnozen #j,  dla
algorytmu JFHT2D, sg one rowne odpowiednio:

Haony = 2N%(logaN? —3)+6N ,  Hpy .y = 2N2(logaN? —2) + 4N (2.65)

Zakonczmy w tym miejscu rozwazania dotyczace dwuwymiarowego dyskretnego prze-
ksztatcenia Hartleya i zajmijmy sie ostatnim juz z dwuwymiarowych algorytmow
szybkich prezentowanych w niniejszego opracowania, a przeznaczonym dla celow
efektywnego obliczania dwuwymiarowej transformaty Fouriera.

2.3.2.4. Szybkie zunifikowane dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie
Fouriera

W niniejszym podpunkcie zaprezentowany bedzie ostatni juz szybki zunifiko-
wany algorytm obliczeniowy przeznacznoy do kalkulacji dwuwymiarowej dyskretnej
transformaty Fouriera dla rzeczywistych danych wejsciwoych, bazujacy na algoryt-
mie wyznaczania dwuwymiarowego przeksztatcenia kosinusowego JFCT2D. Tak jak
wezesniej podajmy dla Scistosci definicje rozwazanej transformaty dwuwymiarowe;j.
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Definicja 2.9.

Dla dowolnej liczby N=2" m e N funkcje Fyyy: RVN - CVXN okre§long w na-
stepujacy sposob:

VX e RN vi le{o0,...,N—-1}

L Nl N . . (2.66)
FNXN(X)k,l a Z Z Tmon - e—]27rmk/M . e—j27rnl/N
m=0 n=0

nazywamy N x N—punktowym skalowanym dwuwymiarowym dyskretnym przeksztat-
ceniem Fouriera.

Bezposrednio z powyzszej definicji oraz definicji 2.5 jednowymiarowego skalowanego
przeksztatcenia Fouriera wynika, ze transformata (2.66) jest, podobnie do wszyst-
kich rozwazanych wcze$niej przeksztatcen dwuwymiarowych, przeksztatceniem se-
parowalnym. A zatem macierze transformat (2.35) i (2.66) sa dla dowolnych N=2m™
zwigzane zaleznoécig F vy v = Fx @ F . Wobec tego, biorac pod uwage wzory rozkta-
du (2.46) oraz (2.39), odpowiednio dla dwuwymiarowego dyskretnego skalowanego
przeksztatcenia kosinusowego i jednowymiarowej skalowanej transformaty Fouriera,
mozna wnioskowaé bezposrednio o postaci szybkiego algorytmu wyznaczania dwu-
wymiarowej skalowanej transformaty Fouriera Fy,y. Zgodnie z przedstawionymi
przed chwilg rozwazaniami postaé¢ ta moze byé¢ okreslona w nastepujacy sposob:

loga N n n—1
=~ 2.35), (2. T 1
Favsn o 225 TS Frgunin @ T+ Z | [ T] PiFuogonnPE I | @ T |27 4
(2.46), 2 66) n—1 k=1 k=1

o N 2loga N—1 loga N
*{[Q®F21092N+Q®<RF2ZOQQN>] il (I@Fn>} { I1 (Fn®1>}-PF

n=1 n=1

(2.67)

gdzie macierz Pr jest N? x N2—elementowg macierzg permutacji okreslong identycz-
nie jak macierz permutacji Py wektora wejsciowego dwuwymiarowej skalowanej
transformaty Hartleya przedstawiona w poprzednim paragrafie. Réwnos¢ obydwu

1
1 0 J
Jr = Jf ® Jf, Jf = 0 1 1 J 0 (268)
1 —J
1 0 —J / NxN

macierzy wynika z faktu jednakowych permutacji wektoréw wejsciowych dla algoryt-
moéw szybkich wyznaczania jednowymiarowych skalowanych transformat Hartleya
i Fouriera podanych odpowiednio wzorami rozktadéw (2.32) i (2.39) w poprzed-
nim podrozdziale. Wszystkie prezentowane w niniejszej pracy algorytmy szybkie,
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wlacznie z parg rozwazanych tu szybkich metod obliczeniowych dla jedno i dwu-
wymiarowej transformaty Fouriera, sg w sensie formalnym przeksztatceniami rze-
czywistymi operujacymi na danych rzeczywistych. W przypadku przeksztalcenia
szybkiego (2.67) oznacza to, iz w praktyce bezposrednie wyznaczenie faktycznych
wartosci wspotezynnikéw zespolonych transformaty (2.66) wymaga pewnego dodat-
kowego, znikomego wysitku obliczeniowego w koncowym kroku rozpatrywanej szyb-
kiej procedury obliczeniowej. A mianowicie, przy zalozeniu naturalnego! porzadku
wspotezynnikéw wektora wyjsciowego w (2.67) uzyskanie wspomnianych wspétezyn-
nikéw zespolonych wymaga przemnozenia jego wspotrzednych przez zespolong ma-
cierz rzadka o podanej wzorem (2.68) postaci, co w przypadku operacji jedynie na
danych rzeczywistych oznacza koniecznosé¢ wykonania jeszcze dodatkowych N2 — 2
dodawan i 2(N? —1) mnozen rzeczywistych na ostanim etapie dzialania rozwazanego
algorytmu.

Powracajac do opisu czynnikéw we wzorze rozkladu (2.67) mamy - dla ustalo-
nego N bedacego dowolng naturalng potega liczby dwa N x N—elementowe macierze
rzeczywiste F,, n=1,...,21logaN — 1 sg réwne swoim odpowiednikom C,, o tych sa-
mych indeksach wystepujacym w definicji (2.46), za$ macierz Fy,,, v 0 identycznej
strukturze motylkowej co macierz Cy,y, v uzyskana jest z tej ostatniej za pomocy
reguty zamiany wspotczynnikéw przedstawionej w poprzednim podrozdziale na ry-
sunku 2.12. Podsumowujac, z przedstawionych powyzej rozwazan i z postaci wzoru
(2.67) wynika natychmiast fakt, iz macierz F v okredla szybka metode obliczenio-
wa wyznaczania wspotczynnikow dwuwymiarowego dyskretnego skalowanego prze-
ksztatcenia Fouriera, zwang dalej skrotowo algorytmem JFFT2D, o identycznej struk-
turze grafu przeptywu danych, co wszystkie przedstawione wczesniej szybkie metody
wyznaczania przeksztatcen jedno i dwuwymiarowych. Stad za$ na mocy argumenta-
¢ji analogicznej do tej zastosowanej w przypadku dwoch poprzednich przeksztatcen
dwuwymiarowych i poczynionych wyzej uwag na temat ostatniego kroku algorytmu
JFFT2D mozna tatwo dociec, ze doktadne liczby dodawan/odejmowan rzeczywistych
oraz rzeczywistych mnozen niezbednych dla obliczenia N x N - punktowej skalowane;j
transformaty Fouriera metoda (2.67) wynosza:

Fiun = 2N2(log2N2—2%)+6N—2 s Frun = 2N2(logaN? —1)+4N -2 (2.69)

co oznacza, ze ztozono$¢ obliczeniowa rozwazanego algorytmu jest rzedu O(NZogoN?).
W przypadku zlozonosci pamieciowej oczywisty jest fakt, wynikajacy chociazby ze
wzoru rozktadu (2.67), ze tak samo jak dla wszystkich rozwazanych dotychczas zu-
nifikowanych dwuwymiarowych algorytmow szybkich, tak i dla analizowanej tu me-
tody JFFT2D rozpatrywana ztozonos¢ jest liniowa wzgledem catkowitego rozmiaru
wybranego N x N - punktowego przeksztalcenia dyskretnego i wynosi O(N?). A zatem
algorytm JFFT2D zdefiniowany wzorem (2.67) jest efektywna pamieciowo zunifikowa-
ng procedura szybka kalkulacji dwuwymiarowej dyskretnej transformaty Fouriera.
Metoda szybka JFFT2D obliczania dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia Fo-
uriera jest juz ostatnia z serii prezentowanych w niniejszej pracy zunifikowanych me-
tod wyznaczania dwuwymiarowych przeksztalcen dyskretnych. W nastepnym pod-
punkcie przedstawione zostanie podsumowanie oraz wnioski, uzyteczne z punktu

to znaczy porzadku leksykograficznego, zgodnego ze sposobem dzialania operatora vec { - }
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widzenia celow niniejszej pracy, jakie nasuwaja sie po przedstwieniu i analizie kon-
strukcji zaprezentowanych tu zunifikowanych metod szybkich wyznaczania czterech
przyktadowych, dyskretnych przeksztatcen dwuwymiarowych.

2.3.2.5. Uwagi koncowe

W biezacym podrozdziale zaprezentowano szybkie algorytmy zunifikowane wy-
znaczania wybranych dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych i poddano ana-
lizie ich charakterystyki efektywnosciowo pamieciowe.

7 rozwazan tych wynika, ze prezentowane algorytmy dla wybranych przeksztal-
cen przyktadowych posiadajg wspoélny, ogdlny schemat obliczeniowy, co wigcej sche-
mat ten w sensie grafow przeplywu danych jest identyczny z przedstawionym
w poprzednim podrozdziale schematem obliczeniowym dla przeksztatcen jednowy-
miarowych. Jak wynika z wnioskéw (2.58), (2.61), (2.65) i (2.69) ztozonosé¢ obli-
czeniowa zunifikowanych algorytmow szybkich wyznzaczania przeksztalcen dwuwy-
miarowych ma charakter liniowo-logarytmiczny wzgledem catkowitego rozmiaru wy-
branego przeksztalcenia N x N—punktowego, tzn. wynosi O (N2logs N?), redukujac
tym samym ztozono$é¢ obliczeniowa procedur bezposrednich wyznaczania rozwaza-
nych przeksztatcen o rzad wielkosci z poziomu O(N?). Zapotrzebowanie pamiecio-
we jest liniowe wzgledem wspomnianego rozmiaru i jest rowne rzedem O(N?). Jak
wynika z przytoczonych wyzej zaleznosci doktadne liczby rzeczywistych operacji
arytmetycznych potrzebnych do wyznaczenia wspotczynnikéw wynikowych kazdego!
z przyktadowych przeksztatcen dyskretnych sa rowne:

Inn = 2N2(logaN? —=3)+6N ,  Tnyn = 2N%(logaN? —2) + 4N (2.70)

gdzie J, \ oraz Jy, y sa odpowiednio liczbg dodawan/odejmowan rzeczywistych
oraz rzeczywistych mnozen niezbednych do wyznaczenia wspotczynnikéw wybranej
dwuwymiarowej transformaty docelowe;j.

Podsumowujac, w niniejszym podrozdziale przedstawiono algorytmy kalkula-
cji wybranych, znanych dwuwymiarowych transformat ortogonalnych prowadzace
do sformutowania jednolitego, ogdlnego, szybkiego i efektywnego pamieciowo sche-
matu ich obliczania. Na podstawie tych przestanek mozna wnioskowaé, ze schemat
ten ma efektywny i uniwersalny zarazem charakter i jako taki moze stanowi¢ bezpo-
srednig podstawe dla konstrukcji algorytmoéw obliczeniowych wyznaczania innych,
nowych dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych, dedykowanych do wybranych
zadan dwuwymiarowej filtracji liniowej sygnatéow, w szczegdlnosci do zadania kom-
presji obrazéw. Co wiecej, korzystna forma graféw przeptywu danych proponowane-
go szybkiego schematu obliczeniowego moze by¢ w prosty sposéb zaimplementowana
w postaci sieci neuronowej, stuzacej do adaptacji dwuwymiarowych przeksztatcen
dyskretnych do zadania kompresji wybranych rodzajow obrazéw naturalnych. Ar-
chitekturze takiej wtasnie sieci poswigcony jest nastepny rozdzial.

lpomijajac ostatni krok procedury JFFT2D konwersji wartoéci pomocniczych do wspétezynnikéw
wynikowych
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3. REALIZACJE NEURONOWE

3.1. Wprowadzenie

W niniejszej czeSci monografii przedstawiona zostanie architektura sieci neuro-
nowej przeznaczonej do zadania kompresji obrazow. Architektura ta, opierajaca sie
bezposrednio o przedstwione w poprzednim podrozdziale szybkie algorytmy zunifiko-
wane wyznaczania dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych, zostata oryginalnie
zaproponowana w pracy [27], a nastepnie poddana badaniom, ktérych rezultaty zo-
staly w istotnej czesci przedstawione miedzy innymi w publikacjach [28, 32, 65, 67].

Podstawowym wyrdznikiem proponowanej architektury sieci neuronowej wsrod
innych architektur sieci neuronowych przeznaczonych do zadania kompresji obra-
z6w, przedstwionych chocazby w opracowaniach [29, 30, 62-64, 94, 95], jest jej efek-
tywno$¢ obliczeniowa i zwigzana z nig bezposrednio charakterystyka pamieciowa,
co w przypadku zagadnienia kompresji ma kluczowe znaczenie, a takze prostota im-
plementacyjna objawiajaca sie szybkoscig realizacji proceséw treningu i wyznacza-
nia odpowiedzi nauczonej sieci, regularnoscig struktury rzadkiej potaczen w ramach
poszczegblnych jej warstw oraz mozliwoscig zastosowania bez zadnych modyfikacji
standardowych procedur optymalizacyjnych dla wielowarstwowych sieci neurono-
wych, takich jak chociazby metoda wstecznej propagacji btedu, ktéra zostanie omo-
wiona dalej. Nastepny podpunkt dotyczy juz szczegdétowych kwestii dotyczacych
konstrukeji i sposobéw optymalizacji zaprezentowanej w niniejszym opracowaniu
sieci neuronowej do kompresji obrazow.

3.2. Perceptron wielowarstwowy i metoda wstecz-
nej propagacji btedu

Jednokierunkowe, wielowarstwowe sieci neuronowe, a w szczegdlnosci sie¢ typu
perceptron, ze wzgledu na prostote budowy, wysoka efektywnos¢ zaréwno procesu
optymalizacji jak i pdzniejszego etapu operacyjnego ich cyklu zyciowego oraz do-
bre charakterystyki jakosciowe uzyskiwanych przez nie rozwigzan stanowia jedna
z najczesciej stosowanych klas sieci neuronowych, szczegolnie w problemach zwia-
zanych z przetwarzaniem sygnatéow. Literatura poswiecona rozwazanej grupie sieci
jest bardzo bogata, zas$ dostepne na ich temat pozycje obejmuja czesto wyczerpujace
opisy praktycznych technik zastosowania rozwazanych sieci jak i zagadnien teore-
tycznych ich dotyczacych, patrz np. [28-30, 63, 64, 95, 96]. W zaprezentowanym
W niniejszym opracowaniu rozwigzaniu problemu kompresji obrazow sie¢ typu wie-
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lowarstwowy perceptron stanowi jego integralny i bardzo istotny komponent. Z tego
powodu autor postanowil poswieci¢ tematyce tej sieci biezacy podrozdzial i przy-
blizy¢ te jej wtasnosci, ktore wydaja sie by¢ najistotniejszymi z punktu widzenia
celé6w niniejszego opracowania. Na wstepie zatem podana oraz krotko scharaktery-
zowana zostanie architektura rozwazanej sieci neuronowej wraz z metodg treningu.
Kolejny podpunkt dotyczy¢ bedzie analizy efektywnosciowo — pojemnosciowej cyklu
roboczego wspomnianej sieci oraz procesu jej optymalizacji wybrang metoda trenin-
gowa. Zagadnienia te maja zasadniczy wplyw na catosciowa wydajnosé algorytmow
kompresji prezentowanych w niniejszym opracowaniu.

3.2.1. Architektura perceptronu wielowarstwowego

Jak wspomniano we wprowadzeniu do niniejszego rozdzialu proponowana archi-
tektura sieci neuronowej do kompresji obrazow opiera sie bezposrednio na postaciach
zaprezentowanych wczedniej szybkich algorytméw zunifikowanych wyznaczania jed-
no/dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych z wykorzystaniem standardowych
liniowych sieci neuronowych. Ich podstawowymi elementami obliczeniowymi sa neu-
rony liniowe. Schemat funkcjonalny neuronu liniowego przedstawia ponizszy rysunek.

neuron liniowy

wejscia wagi suma wazona wyjscie

Rys. 3.1: Schemat funkcjonalny standardowego neuronu liniowego

Neuron liniowy oblicza sume wazong sktadnikow swojego wektora wejsciowego
X =[z120 ... 25]7 € RN, N € N z odpowiednimi wspdtczynnikami jego wektora
wagowego W = [wi wy ... wy] T € RY determinujgcymi funkcjonalno$é neuronu w
ramach sieci. Wyjscie neuronu liniowego y € R jest zatem iloczynem skalarnym jego
wektora wejsciowego x i wektora wagowego w. Elementy tego typu, zgrupowane w
warstwy i odpowiednio potaczone w sposéb jednokierunkowy tworza sieci neuronowe
zwane w literaturze perceptronami. Rysunek 3.2 przedstawia ogélny model wielowar-
stwowej, jednokierunkowej liniowej sieci neuronowej, czyli wielowarstwowego percep-
tronu, okreslanego czesto po angielsku mianem sieci MLP.! Symbole przedstawione
na tym rysunku zostana omoéwione doktadnie w dalszej czedci podpunktu. Sieci tego
typu wraz z matematycznym modelem neuronu zostaty oryginalnie zaproponowane

Lang. multilayer (linear) perceptron
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Rys. 3.2: Interpretacja graficzna modelu wielowarstwowego perceptronu

i szeroko rozpropagowane w $rodowisku naukowym miedzy innymi za sprawg publi-
kacji [97-99]. Obecnie ze wzgledu na szereg bardzo istotnych zalet, takich jak prosto-
ta budowy, niskie koszty implementacji, zar6wno sprzetowej (analogowej, cyfrowej
i hybrydowej — [100-103]) jak i programowej, wysoka efektywnosé czasowa zwiaza-
na miedzy innymi z mozliwoscig zrownoleglenia obliczen oraz opracowanie skutecz-
nych metod treningowych tego typu sieci sprawity, ze perceptrony wielowarstwowe
(w tym réwniez liniowe) wraz z technika adaptacji wag metoda wstecznej propagacji
btedu sa jednym z najczesciej wykorzystywanych typéw sieci neuronowych w roz-
maitych, rzeczywistych zagadnieniach technicznych. Ponizej przedstawione zostanie
teoretyczne uzasadnienie poprawnosci metody wstecznej propagacji btedu, jako pro-
cedury obliczeniowej prowadzacej do prawidtowej adaptacji wag w zadaniach opty-
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malizacyjnych wykorzystujacych wielowarstwowe jednokierunkowe sieci neuronowe
[28-30, 63].

Dla uproszczenia dalszego opisu i bez utraty ogolnosci podjetych rozwazan zatoz-
my, ze mamy do czynienia z siecig liniowa P o pelnym schemacie potaczen miedzy
neuronami sgsiednich warstw. Przyjmijmy ponadto, ze neurony warstwy wejscio-
wej (nie przedstawionej na rysunku 3.2) oznaczonej indeksem zero sa jednostkami
kopiujacymi, nie bioragcymi udzialu w procesie treningowym, ktorych jedynym za-
daniem jest propagacja sygnatow wejsciowych sieci do wej$¢ neuronow jej pierwszej
warstwy podlegajacych adaptacji. Zgodnie z tak sformutowana konwencja indeksa-
cyjna badana sie¢ jest N +1, N € N warstwowa siecia liniowa o warstwie wejsciowej
oznaczonej indeksem zero, N — 1 warstwach ukrytych ponumerowanych odpowied-
nio od 1 do N — 1 oraz warstwie wyjsciowej o indeksie N. Oznaczmy symbolami
my €N, k=0,...,N liczby neuronéw w kazdej z warstw rozwazanej sieci. Zdefiniujmy
teraz zbioér wzorcow treningowych sieci P

e {([Ugg)véz) ...vy(,ggﬂ]T, (21200 - Zmyp) 7)) ER™ X R™Vs p=1,...,M eN} (3.1)

gdzie Q jest zbiorem M € N par wektorow wejsciowych i odpowiadajacych im spo-
dziewanych wektorow wyjsciowych sieci, stanowiacych jej pozadane odpowiedzi na
wspomniane wyzej sekwencje pobudzajace. Niech w € W bedzie (uporzadkowanym
w dowolny sposéb) wektorem wszystkich rzeczywistych wag sieci P, gdzie W jest
przestrzenig wag rozwazanej sieci. Zdefiniujmy problem nauki sieci P nastepujaco:

M my
argrgz}z’n{E:WHR; E(W)Q%ZZ(%M—U%\Z))Q} (3.2)
we p=1i=1

Zakladajac istnienie rozwiazania problemu (3.2), z podanej wyzej definicji funkcji
btedu E sieci wynika natychmiast, ze jej warto$ciag minimalng jest zero, oraz wartos¢
ta osiagana jest w punktach w € W przestrzeni wag sieci, w ktorych odpowiedzi na
wszystkich jej wyjéciach sg identyczne z zadanymi odpowiedziami spodziewanymi
dla kazdego ze wzorcéw uczacych, stanowigcych elementy zdefiniowanego zaleznoécia
(3.1) zbioru treningowego €. Minimalizacje E funkcji btedu mozna przeprowadzié
metoda najszybszego spadku gradientu. Jedynym warunkiem koniecznym, niezbed-
nym dla proby zastosowania tej metody do rozwiazania problemu (3.2) jest znale-
zienie ogdlnej postaci (ujemnego) gradientu funkeji btedu E w dowolnym punkcie w
przestrzeni wag W sieci P. Sprobujmy zatem znalezé posta¢ wspomnianego gradien-
tu, najpierw jednak, dla sformalizowania dalszych rozwazan, wprowadzmy oznacze-
nia: dla i, j, k zmieniajacych sie zgodnie z topologia badanej sieci P, zdefiniujmy:

wz(]k) - j-ta waga i-tego neuronu k-tej warstwy siect (3.3a)

mp_1
vgj) =y wg)vj(.ifl) - wyjsie i-tego neuronu k-tej warstwy dla p-tego wzorca (3.3b)
j=1

Okreslmy rekursywnie sygnat zwrotny dla i-tego neuronu k-tej warstwy sieci przy
u-tym wzorcu uczgcym.
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Definiujemy:

®a)
WU e oo ““”
j=1

Zalézmy dalej, ze N> i< ke {l,....N—-1}, pe{l,....M}, pe{l,...,m;} oraz
qge{1,...,m_1}. Wowczas korzystajac z (3.3) 1 (3.4) dla dowolnego punktu w € W
przestrzeni wag sieci otrzymujemy:

ME41 9 v(k+1) Mp41 az ("H’l) (k) M1 mp P U(k‘)

(k+1) (3.3) (k:+1 i Y (k+1) (k+1) Y'Y .
> G g Z J : Z el D @ | =
Jj=1 9 wpq j 9 wpq i=1 0 wpq

[ (k+1) ¢ (k-+1) ‘9%& (3.4) ) (3.5)
S B3R e R ol ~
i=1 J

Przepisujac zaleznosé (3.5) w bardziej przystepnej formie dostajemy: dla dowolnego
w € W zachodzi:

m k+1 m k

0 ey Qv ) T g DG

> i o = 2% T (3.6)
i=1 0 wpq i=1 9 wpq

Wobec tego dowolna wspotrzedna ujemnego gradientu —VE funkeji btedu w punkcie
w € W jest rOwnal

m N
OFE (W) (32) 8[—% Z;AL/I:121‘:1¥(ZW—U§N))2} M my ) 0 ( ziy ”z(;]LV)
ou 0 =22 ) et =
Wpq 9 wpq p=1i=1 0 wpq

M my av( M mpy aU(N)

_ ) (N) i (34 (N) .

- Z ' ( Zip — Vi aw(l ZZ 6w 9 (l) -
p=li=1 pq pn=1i=1 Wpq
M my 9 () M my 8(27-)/”71 w(?)v('lfl))

(n—1) x (3.6) (1) 9V (33) j=1 Tij Yju _

DS S D S SIS R

pn=11i=1 pq p=11i=1 Wpq

Mommn (1) f) M 5
— pu qu

I
N
™

p=1i=1 j—=1 ow pq

Ostatecznie wiec, na mocy dowolnosci wyboru w, k, I, p, ¢, przepisujac w przystepne;j
formie powyzsza zaleznos¢ otrzymujemy: dla dowolnych 7 € {1,..., N}, pe {1,...,m;}
ige{1,...,m;_1} zachodzi:

M
YweWw —aL Z (3.8)

0 wpq

A zatem biorac pod uwage zaleznosé (3.8), mozna wyznaczy¢ kolejne przyblizenie
rozwiazania problemu (3.2) metoda najszybszego spadku gradientu w ¢ + 1 kroku

1zapis (n—1) x (3.6) w jednym z przej$¢ wyprowadzenia (3.7) oznacza (n—I) - krotne zastosowanie
zaleznosci (3.6)
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iteracyjnym rozwazanej procedury optymalizacyjnej w nastepujacy sposob:

9E(wW(t)) 38  «

M
whe) (t+1) = why) (t) — 7 (i whe (1) + 1 Y o5 () vi V(t) (3.9)
Wpq pu=1

Refleksja nad forma zaleznosci (3.9) okreslajaca pojedynczy krok iteracyjnej techni-
ki minimalizacji funkcji bledu (3.2) w przestrzeni wag sieci P metoda najszybszego
spadku gradientu, sktania natychmiast do wniosku, ze wyznaczenie (ujemnego) gra-
dientu funkcji kosztu E w dowolnym punkcie w € W moze by¢ zrealizowane z wyko-
rzystaniem dostepnej struktury optymalizowanej sieci neuronowej, kolejno, poprzez

propagacje prosta wejsciowych sygnaléw uczacych vz(g), i=1,...,mg, p=1,...,M do

. . . . , . N . e, .
momentu uzyskania odpowiadajacych im wartosci U’L(,U ) i =1,...,my na wyjsciach
. .. . , N) . . ..
rozwazanej sieci, wyznaczenie btedow 5i(u ), i=1,...,my odpowiedzi sieci wzgledem
przyporzadkowanych im wartosci oczekiwanych z;,, i =1,...,my ze zbioru treningo-

wego Q i propagacje wsteczng okreslonych w ten sposéb sygnatéw zwrotnych 51‘(5)7
k=1,...,N—1,i=1,...,m; dla poszczegdlnych neuronéw sieci odpowiednio od jedno-
stek wyjsciowych, poprzez neurony warstw ukrytych, sukcesywnie, az do jednostek
pierwszej warstwy sieci P, podlegajacych adaptacji.

Klasa procedur optymalizacyjnych wykorzystujacych opisang wyzej technike sie-
ciowej implementacji wyznaczania gradientu funkcji kosztu w przestrzeni wag wy-
branych (liniowych) sieci neuronowych poprzez wsteczna propagacje odpowiednio
zdefiniowanych sygnalow zwrotnych dla poszczegélnych jednostek obliczeniowych
rozwazanych sieci neuronowych okreslana jest wtasnie ogdélnym mianem rodziny me-
tod wstecznej propagacyi bledu i stanowi jedna z najczedciej wykorzystywanych grup
procedur optymalizacyjnych dla sieci wielowarstwowych. W szczegdlnosci technika
wyznaczania gradientu funkcji kosztu oparta o bezposrednie zastosowanie zaleznosci
(3.9) nazywana jest czesto w literaturze fachowej metoda off-line wstecznej propa-
gacji btedu. Cho¢ metoda ta bywa uzywana w praktyce to jednak posiada ona kilka
wad, ktore ograniczaja jej szersze zastosowanie [28-30, 63]. Wady te doprowadzity
do powstania tzw. metody on-line' wstecznej propagacji btedu nauczania sieci wie-
lowarstwowych. W metodzie tej poprawka wektora wagowego dokonywana jest na
podstawie znajomosci pojedynczego zbioru wyjsc i sygnaléw zwrotnych poszczegol-
nych neurondéw sieci, wyznaczonego dla ustalonego, pojedynczego wzorca uczacego.
Tutaj wzor poprawki wektora wagowego pojedynczego kroku nauki sieci ma postac:

. O Eu, (W (1)) (32),38)

whe (+1) = why () - LS () +m 888 () o8P (1) (3.10a)

8w§,fl) (3.10b)
1SR (N)y2
Euo(w):52(zw(ﬁvwo) 5 poef{l,...,M} (3.10b)

=1

gdzie E,, pojedynczym skladnikiem funkcji btedu (3.2) dla ustalonego wzorca ucza-
cego up € {1,..., M}, za$ krok ¢ € N iteracji metody (3.10) on-line wstecznej propagacji
bledu moze by¢ utozsamiany z prezentacjg uczonej sieci pojedynczego wzorca tre-
ningowego. Technika on-line nauki sieci dokonuje optymalizacji kazdego sktadnika

lzwanej takze czesto metodq gradientu stochastycznego
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funkeji celu (3.2) z osobna. Rysunek 3.3 ilustruje réznice podej$¢ on-line i off-line
w problemie treningu pojedynczego neuronu liniowego o dwoch wejsciach dla dwédch
wzorcOw uczacych tzw. requlq delta, bedaca zredukowang wersja metody wstecznej
propagacji btedu, celem wyznaczenia wspotczynnikéw jednorodnego uktadu dwéch
rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.

El(wl,wg) ZEu(wl-,w2)
an

()
A
AN

hes
- i‘!‘i*”
i “‘i"}'ﬂ"‘?" ( ﬁig;'/ T

""ih.]

LT

R AR
B OANAAA
e,

wo

40

20

P
e

204 1

O

10

5

A e
ol ol LA
e -

Sktadniki funkcji btedu dla metody on-line Funkcja btedu dla metody off-line

Rys. 3.3: Przyktady ksztaltow funkcji btedéw optymalizacji sieci liniowej
metodami on-line i off-line

3.2.2. Analiza efektywnosci perceptronu wielowarstwowego

Metoda wstecznej propagacji btedu z technikg on-line nauki wielowarstwowego
perceptronu jest uzywana podczas wszystkich testow sieci wykonanych w ramach ni-
niejszej pracy. Dla potrzeb analizy efektywnosciowo pojemnosciowej rozwazanej sieci
warto podaé jawnie posta¢ algorytmu wstecznej propagacji btedu. Jest on przedsta-
wiony na schemacie 3.1 i okreslany bedzie dalej zwyczajowo przyjetym angielskim
skrotem BP.! Poddajmy najpierw analizie zagadnienie ztozonosci obliczeniowej po-
jedynczego kroku algorytmu 3.1 rozszerzajac rozwazania, co niezbedne dla docie-
kan zawartych dalszej czesci pracy, na przypadek liniowych sieci wielowarstwowych
nie cechujacych si¢ jednak pelnym schematem potaczen w ramach kolejnych swo-
ich warstw. Latwo stwierdzi¢, ze réowniez i w tej sytuacji algorytm 3.1 pozostaje
w mocy — wystarczy tutaj przyja¢ we wzorze (3.1.2) zerowe wartosci wag odpo-
wiadajacych nieistniejacym potaczeniom neuronéw w ramach kolejnych warstw sieci
i, podobnie, pomina¢ we wzorze (3.1.3) wspomniane przed chwilg wagi. Pojedynczy
krok optymalizacji sieci procedura 3.1 sktada sie z trzech zasadniczych punktow:

e propagacji prostej wybranego sygnalu wejsciowego w przod sieci az do jej
warstwy wyjsciowej,

e wstecznej propagacji sygnatow zwrotnych okreslonych na podstawie réznic
wartosci oczekiwanych na wyjsciach sieci z sygnatami uzyskanymi w wyniku
wykonania poprzedniego punktu,

e dokonaniu na podstawie danych uzyskanych w dwoch poprzednich krokach
poprawek wszystkich wag sieci podlegajacych adaptacji.

lang. — error backpropagation
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Alg. 3.1: Metoda wstecznej propagacji btedu perceptronu wielowarstwowego

:sie¢ o N+ 1, N € N warstwach i my € N, k£ =0,..., N neuronach w kazdej z warstw
: N5 M — elementowy zbiér treningowy okreslony tak, jak w definicji (3.1)
: lista wzorcéw uczacych

: kryterium stopu

= Y

: wspblezynnik nauczania bedacy niewielka liczba dodatnia

Wylosuj kaZd@zwagwf,é),l =1....N—-1,p=1,...,myorazq = 1,...,m;_q sieci P

jako malg liczbe rzeczywista ;
powtarzaj

Wstaw do listy £ wszystkie wzorce treningowe ze zbioru €2 ;

powtarzaj
Wybierz losowo wzorzec ( [vﬁ) vﬁ,?(),#]T, (21 - Zmyp]T) € R™Mox R™N,
we{l,...,| L]} z listy wzorcédw L, a nastepnie usun go ze wspomnianej listy ;
» . ) (0) ) ;7 L .
Przepusé sygnal wejsciowy [vlu Vg -+ Umop ] *w przéd sieci P poczynajac od
warstwy 0, na warstwie N za$ konczac, wyznaczajac i zapamietujac jednoczesnie
wyjscia vi(ﬁ), k=20,...,N,i = 0,...,my wszystkich neuronéw sieci ;
Oblicz sygnaly zwrotne 62’(;1]\])’ i =1,...,my wszystkich neuronéw wyjsciowych:
N k
6i(u ) = Zip — vl(#) H (3.1.1)

Oblicz sygnaly zwrotne K k= N - 1,...,1, i=1,...,my dla wszystkich

(V]
neurondéw warstw poprzednich sieci propagujac te sygnaly kolejno wstecz sieci

‘P poczynajac od warstwy N — 1 az do warstwy pierwszej korzystajac ze wzoru:

Mi+1
k k k
o = S wls iy (3.1.2)
j=1

Korzystajac z wyznaczonych wzorami (3.1.1) oraz (3.1.2) i zapamietanych
w poprzednich krokach algorytmu wartosci wyjsé i sygnatéw zwrotnych vgﬁ)7

E=0,....N,i=0,....mp 0% &k =1,....N,i = 1,...,mp dla neuronéw

o
sieci P uaktualnij kazda z wag sieci w,(,lq) JA=1...N=-1,p=1,...,my
qg = 1,...,m;_1 wedlug nastepujacego wzoru:
n _ (1 1), (-1) .
wz()q) = wz(,q) + 7 51§M) v((mO ) (3.1.3)

dopdki Lista wzorcow treningowych L jest pusta ;

dopdki Kryterium stopu S jest spelnione ;
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Zgodnie z przyjeta symbolika, niech N oznacza ilos¢ warstw sieci, dodatkowo oznacz-
my przez K catkowitg liczbe neuronéw! sieci, za$ przez W catkowita ilo$é wag? linio-
wego perceptronu P.

Nietrudno zauwazy¢, ze ilosci rzeczywistych operacji prostych i mnozen dla pierw-
szego zasadniczego punktu pojedynczego kroku iteracyjnego algorytmu 3.1 sa row-
ne: SN S (dim ( wl(k)) —1) =W K1 X5 S dim ( ng)) = W, gdzie poje-
dynczy symbol dim ( wz(k)) ,k=1,...,N,i=1,...,m; oznacza wymiar i—tego wek-
tora wagowego k-tej warstwy rozwazanej sieci. Ze wzoréw (3.1.1) i (3.1.2) wyni-
ka natychmiast, ze ilo$¢ rzeczywistych operacji prostych potrzebnych do realizacji
drugiego ze wspomnianych wyzej etapéw pojedynczego kroku optymalizacyjnego
metody 3.1 wynosi my + S5, ([ S0 dim ( Wl(»k)) | —mp_1) =W-Wr —K+2Ky,
gdzie Wy jest catkowity ilodcia wag w pierwszej warstwie sieci podlegajacej ad-
aptacji, zas K; oznacza liczbe neuronéw ostatniej warstwy sieci. llos¢ rzeczywi-
stych mnozen drugiego zasadniczego punktu rozwazanego algoryrmu 3.1 jest na-
tomiast réwna wartosci S35, SN dim ( wgk)) = W — Wy. Wreszcie wzor (3.1.3) dla
trzeciego etapu implementacyjnego metody wstecznej propagacji btedu wymaga
wykonania S8, 37 dim ( ng)) = W rzeczywistych dodawan oraz odpowiednio
2N S dim (W) = 2W rzeczywistych mnozen.

Oznaczmy symbolami 7_51; / 7_3;}*\) ,?VJ\S / ?V*V liczbe rzeczywistych operacji prostych
oraz mnozen odpowiednio: niezbednych dla propagacji prostej sygnatu od wejscia do
wyjscia rozwazanej sieci (co odpowiada pierwszemu zasadniczemu punktowi metody
3.1) oraz koniecznych dla przeprowadzenia pojedynczego, pelnego kroku optymali-
zacyjnego algorytmu wstecznej propagacji btedu. Wtedy liczby te dla perceptoronu

liniowego o dowolnej topologii réwne sa warto$ciom:
Ph=W-K, By=W (3.11a)
Poh = 3W-Wp—2K+2K,, Py = 4W-W; (3.11b)

Rozwazmy jedynie ztozonosci obliczeniowe i pamieciowe petnego kroku optymali-
zacyjnego procedury 3.1, gdyz propagacja prosta sygnatu w sieci (oznaczana dalej
skrétowo symbolem FP) stanowi jego czesé sktadowa. A zatem caltkowita ztozonosé
obliczeniowa pojedynczego kroku optymalizacyjnego metody wstecznej propagacji
btedu jest liniowa wzgledem ilosci wag wybranej sieci.

Zastanowmy sie jeszcze nad ztozonoscig pamieciows proceséw wyznaczania od-
powiedzi i nauczania liniowego perceptronu wielowarstwowego metoda 3.1. Jak wy-
nika z postaci modelu 3.2 do poprawnej symulacji procesu wyznaczania odpowiedzi
wyjsciowej sieci dla pojedynczego sygnatu pobudzajacego niezbedne jest zapamie-
tanie wszystkich W, chwilowych lub permanentnych, wartosci wagowych kazdego
z jej neuronéw. Konstrukcja algorytmu 3.1 z kolei implikuje koniecznos¢ cigglego
przechowywania w pamieci systemu komputerowego wartosci sygnatéw wyjsciowych
wszystkich K jednostek omawianej sieci. Ponadto, wymaga takze dalszej rezerwacji
zasobow systemowych w liczbie jednej dodatkowej zmiennej/rejestru rzeczywistego
na neuron w celu przechowywania sygnatow zwrotnych kazdej z jednostek rozpa-
trywanej sieci dla potrzeb prawidtowego przebiegu procedury korekty jej wag przy

Inie liczac neuronéw warstwy sieci o indeksie zero, tzn. warstwy kopiujacej sieci
2podobnie, nie biorgc pod uwage wag warstwy kopiujacej sieci
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uzyciu wzoru (3.1.3). Oznacza to, ze catkowite zapotrzebowanie pamieciowe pozwa-
lajace na implementacje programowa lub/i sprzetowa perceptronu liniowego wraz z
technika jego treningu metoda wstecznej propagacji btedu wynosi W +2 K. A zatem
ztozonos¢ ta jest réwniez liniowa wzgledem liczby wag wybranej sieci.

3.3. Szybka sie¢ neuronowa do kompresji obrazéw

W niniejszym rozdziale przedstawiona bedzie koncepcja i architektura sieci neu-
ronowych realizujacych szybkie zunifikowane przeksztalcenia dyskretne dedykowane
problemowi kompresji obrazow. Zaproponowana w ten sposéb metoda kompresji ob-
razOw zostanie nastepnie skonfrontowana z innymi technikami adaptacyjnymi i sub-
optymalnymi stosowanymi obecnie w praktyce wzgledem kryteriow teoretycznych
efektywnosci obliczeniowej i ztozonosci pamieciowej. Przejdzmy zatem do przedsta-
wienia architektury szybkiej sieci neuronowej do kompresji obrazow.

3.3.1. Architektura szybkiej sieci neuronowej do kompresji
obrazow

Prezentowana architektura sieci neuronowej do kompresji obrazow opiera si¢
bezposrednio na przedstawionych wczesniej szybkich algorytmach zunifikowanych
wyznaczania jedno/dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych z wykorzystaniem
liniowych sieci neuronowych typu perceptron wielowarstwowy. Z rysunkow przedsta-
wiajacych grafy przeptywu danych jednowymiarowych algorytméw zunifikowanych
wynika, ze mozna w naturalny i prosty sposéb dokona¢ konwersji ich postaci do
odpowiedniej struktury liniowej sieci neuronowej. Struktura taka bytaby struktura
warstwowg i sktadataby sie z liniowych neuronéw, z ktorych kazda para w ramach
danej warstwy realizowataby pojedyncza operacje motylkowa. Utworzone w ten spo-
sob jednostki obliczeniowe bytyby neuronami liniowymi o jednym lub dwu wejsciach
oraz wyjsciu potaczonym odpowiednio z jednym lub dwoma neuronami kolejnej war-
stwy sieci. Ten prosty i naturalny zarazem sposéb konwersji przedstawiony jest
w formie graficznej na rys. 3.4. Przykladowy schemat 8-punktowej sieci neurono-
wej, zwanej dalej skrotowo siecig NFJT1D, powstatej w wyniku tak przeprowadzonej
konwersji postaci grafow przeptywu danych dla przypadku szybkich algorytméw
zunifikowanych realizujacych przeksztatcenia jednowymiarowe przedstawia rysunek
3.5. Na schemacie tym zaznaczona jest przyktadowa permutacja wejéciowa, odpowia-
dajaca przemieszaniu elementéow wektoréw wejsciowych wlasciwemu dla algorytmu
zunifikowanego wyznaczania dyskretnej transformaty kosinusowej oraz zaznaczone
sg tez obszary warstw odpowiadajace macierzom ogdlnego schematu obliczeniowego
dla jednowymiarowych algorytméw zunifikowanych, pokazanego na rys. 2.14.

Warto zauwazy¢, ze cho¢ zawsze mozna optymalizowa¢ sie¢ jednowymiarowsa
przedstawiona na rysunku 3.5 w calosci, to zgodnie z wnioskami dotyczacymi ogdl-
nego schematu obliczeniowego dla jednowymiarowych algorytmoéw zunifikowanych,
aby zrealizowaé¢ wszystkie cztery przyktadowe transformaty jednowymiarowe za jej
pomoca wystarczy poddaé¢ optymalizacji jedynie ostatnig warstwe tej sieci, od-
powiadajgcg macierzy X, wspomnianego schematu obliczeniowego. Oznacza to,
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ze w przypadku N—punktowych jednowymiarowych przeksztatcen liniowych adapta-
cja wag sieci do wybranego zadania filtracji moze dotyczy¢ jedynie 2 (N —1) jej pota-
czen wagowych, zawartych w ostatniej warstwie sieci, co znacznie redukuje oryginal-
ny rozmiar zadania optymalizacyjnego, niezaleznie od wyboru metody treningowej
jaka jest ono przeprowadzane. Pojedyncza sie¢ NFJT1D jest zgodnie z rozwazaniami
podjetymi w poprzednim podrozdziale podstawg konstrukcji architektury neurono-
wej przeznaczonej do przetwarzania sygnaléw dwuwymiarowych jakimi modelowane
sg obrazy. Przejdzmy zatem do analizy tejze architektury.
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Rys. 3.4: Konwersja operacji bazowych zunifikowanych algorytméw szybkich
do postaci neuronowej
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Rys. 3.5: Przyktadowa sie¢ neuronowa realizujaca 8-punktowe przeksztalcenie
jednowymiarowe
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Biorac pod uwage wnioski ptynace z tresci wezesniejszych rozwazan, w przypadku
analizowanego w niniejszym opracowaniu problemu efektywnej adaptacyjnej kom-
presji obrazéw naturalnych nalezy, jak stwierdzono przed chwilg, wzia¢ pod uwage
dwuwymiarowy charakter sygnaléw je reprezentujacych i w konsekwencji podjac
probe konstrukeji architektury sieci neuronowej w oparciu o szybkie algorytmy zu-
nifikowane realizujace dwuwymiarowe przeksztatcenia dyskretne.

W tym celu, aby dokonaé¢ wtasciwego wyboru architektury sieci neuronowej do
kompresji obrazéw, warto skorzystac¢ ze znanych i sprawdzonych podej$é¢ do tak sfor-
mulowanego problemu optymalizacyjnego. Jednym z takich wtasnie najczesciej sto-
sowanych i opisywanych w literaturze schematéw konstrukcyjnych sieci neuronowych
do kompresji obrazéw jest tak zwany schemat autokodera [29, 63, 64, 95]. Schemat
ten wykorzystuje standardowy perceptron liniowy! o trzech warstwach przetwarza-
jacych, pokazany na rysunku 3.6a, z ktorych to warstwa ukryta, zwana zwyczajowo
warstwa kwantyzacji, ma istotnie mniej neuronéw od pozostatych dwoch warstw
— wejsciowej 1 wyjsciowej o identycznych liczbach neuronéw. To wlasnie warstwa
kwantyzacji wymusza kompresje sygnatu poprzez realizacje efektywnego, z jakoscio-
wego punktu widzenia, kodowania elementéw macierzy wejsciowych na zredukowanej
liczbie wspotezynnikéw przeksztatcenia prostego. W takim schemacie, przy domysl-
nym zalozeniu, ze pojedyncze elementy macierzy wejsciowych oraz wspotczynniki
przeksztatcenia kodujacego zapamietywane sg na identycznej liczbie bitow, zadany
poziom kompresji sygnatu dwuwymiarowego definiowany jest z reguty jako procent
wyzerowanych wspotezynnikéw transformaty kodujacej wedtug wzoru:

Ré(l—%)-loo[%} (3.12)

gdzie M = N? jest calkowitym rozmiarem kompresowanego N x N-elementowego
sygnatu dwuwymiarowego, zas m jest liczbg neuronéw w warstwie kwantyzacji.
Zadaniem rozwazanej sieci jest praca na zasadzie autoasocjacyjnej, innymi stowy
gtownym celem jej treningu jest ustawienie wag warstw ukrytej i wyjsciowej sieci
w taki sposob, aby sie¢ odtwarzata jak najwierniej, wzgledem wybranej miary btedu,
sygnaty wejsciowe na swoich wyjsciach, pomimo zredukowanej w stosunku do wy-
miar6w wektoréw wejsciowych /wyjsciowych liczebnosci neuronéw w warstwie ukry-
tej. Sie¢ taka jest nastepnie trenowana najczesciej standardowsg metoda wstecznej
propagacji btedu (z btedem sredniokwadratowym jako kryterium minimalizacyjnym)
na przyktadowych sygnatach dwuwymiarowych reprezentujacych fragmenty obrazéw
zadanej klasy obrazow naturalnych, przeznaczonych do przysztej kompresji. Znanym
powszechnie jest fakt [28, 29, 64, 94, 95|, iz sie¢ taka moze by¢ interpretowana jako
neuronowa implementacja jedno lub/i dwuwymiarowego zadania ekstrakcji géwnych
sktadowych sygnatu wejsciowego (ang. PCA - principal component analysis). Zakta-
dajac dostatecznie dtugi okres procesu treningowego sieci i przyjmujac, ze zostat
on zakonczony sukcesem, autokoder powinien, z teoretycznego punktu widzenia,
realizowa¢ po zakonczeniu procesu nauki sieci estymatory przeksztatcen prostego
(warstwa ukryta) i odwrotnego (warstwa wyjsciowa) Karhunena-Loeve’'go sygnatu
wejsciowego, a $cisle rzecz ujmujgc powinien realizowaé, do czego jest teoretycznie

Ltzn. sieé MLP, ang. multilayer perceptron
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Rys. 3.6a: Autkododer MLP2D wykorzystujacy standardowy wielowarstwowy
perceptron liniowy
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Rys. 3.6b: Autkododer NFJT2D wykorzystujacy dwuwymiarowe szybkie
algorytmy zunifikowane

7



zdolny, dowolne przeksztatcenia kodujace i dekodujace dokonujace rzutu, i operacji
do niego odwrotnej, wejéciowych wektoréw treningowych na przestrzen pierwszych
m wektorow wtasnych standardowego estymatora macierzy autokowariancji zbioru
wektoréw uczacych, gdzie jak wspomniano wczesniej, m jest liczba neuronéw war-
stwy ukrytej autokodera. Zgodnie z przedstawionymi wcze$niej rozwazaniami doty-
czacymi problemu kompresji obrazéw wymienione przed chwilg przeksztatcenia sg
przeksztatceniami optymalnymi dla sformutowanego w taki sposob zadania kompre-
sji obrazéw naturalnych.

Realizacja szybkich sieci neuronowych do kompresji obrazéw opiera si¢ wtasnie
na pomysle zastosowania przedstawionego tu ogdlnego mechanizmu autokodera do
adaptacyjnego doboru przeksztatcen roboczych procesu kompresji obrazu z jedno-
czesnym zastgpieniem standardowej architektury perceptronowej, charakteryzuja-
cej sie pelnym schematem potaczen pomiedzy poszczegdlnymi warstwami sieci MLP,
struktura szybka, opartg o postaci grafow przeptywu danych zunifikowanych algo-
rytméw wyznaczania dwuwymiarowych przeksztatcen dyskretnych, przedstawionych
w poprzednim podrozdziale. Pogladowe poréwnanie obydwu typéw omawianych tu
architektur, zwanych dalej umownie sieciami MLP2D oraz NFJT2D,! dla przykltado-
wych 4 x 4—punktowych dwuwymiarowych przeksztalcen liniowych i wspotezynniku
kompresji R réwnym w obydwu przypadkach 50% znajduje si¢ na rysunkach 3.6a
oraz 3.6b.

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze o ile w przypadku sieci MLP2D rozmieszcze-
nie elementéw macierzy wejsciowych (wyjsciowych) sygnatu dwuwymiarowego na
wejsciach (wyjsciach) rozwazanej sieci, jak réwniez ich kolejno$é w warstwie kwan-
tyzacji jest wylacznie umowna i w praktyce kazde przemieszanie jest tutaj mozliwe,
o tyle dla sieci NFJT2D permutacje tych elementéw nie moga by¢ juz dowolne i mu-
sza by¢ odpowiednio dobrane. Wynika to z faktu, iz struktura sieci NFJT2D jako
neuronowej implementacji algorytmu szybkiego o zredukowanej liczbie wspotczyn-
nikéw macierzy sktadowych zaktadajacego dodatkowo separowalnosé reprezentowa-
nych przezen przeksztatcen dwuwymiarowych, niewatpliwie nie jest w stanie realizo-
wac przeksztatcen dyskretnych o dowolnej postaci z dowolnie dobranymi permutacja-
mi elementéw macierzy wejsciowych/wyjsciowych. Nalezy zatem, jak wspomniano
przed chwila, zastanowié¢ sie¢ nad wyborem odpowiedniej permutacji w warstwach
skrajnych sieci NFJT2D, a takze réwnie istotnym doborem przemieszania elementow
macierzy wspotczynnikow przeksztatcenia dwuwymiarowego w warstwie kwantyza-
cji wiazacym si¢ $cisle z problemem wyboru wyjs¢ tejze warstwy, ktorych sygnat nie
jest propagowany w kierunku warstwy dekodujacej. Dobér wspomnianych permu-
tacji i wspotezynnikéw z powodu natury zastosowanych w niniejszej pracy technik
treningowych sieci musi zosta¢ dokonany i zatozony a-priori. Wymienione proble-
my moga by¢ rozwigzane na wiele réoznych sposobdéw, z ktérych wybrane podejécia
prezentowane sa szczegotowo w dalszej czesci pracy przy okazji omowienia metod
treningowych i testow eksperymentalnych kompresji dla proponowanych sieci.

W przypadku schematu z rysunku 3.6b przyktadowej sieci 4 x 4-punktowej po-
kazano jeden z zastosowanych podczas pdzniejszych eksperymentéw i, wydawatoby
sie, najbardziej intuicyjnych z punktu widzenia konstrukcji dwuwymiarowych algo-

lang. MLP2D - 2D multilayer perceptron oraz NFJIT2D - 2D neural fast Jacymirski transform
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rytmow szybkich oraz wnisokow dotyczacych optymalnosci transformaty DCT w pro-
blemie kompresji obrazéw naturalnych, sposoboéw doboru rozwazanych permutacji.
A mianowicie przyjeto w tym przypadku permutacje wlasciwg dla zunifikowanego
algorytmu szybkiego JFCT2D wyznaczania dyskretnego skalowanego przeksztatcenia
kosinusowego jako transformaty bliskiej przeksztatceniu potencjalnie optymalnemu.
Dla doboru pozostawionych w warstwie kwantyzacji wspoétczynnikow przeksztatce-
nia kodujacego skorzystano zas z permutacji ZIG-ZAG (patrz [4] oraz [104]) jako tej,
ktora rowniez moze okazaé sie potencjalnie bliska doborowi optymalnemu dla wybra-
nej klasy obrazow. W trakcie eksperymentéw z adaptacyjna kompresja obrazéw za
pomoca zaproponowanej architektury do optymalizacji sieci zastosowano przedsta-
wiong wczesniej metode wstecznej propagacji btedu. Dzieki jawnemu wyrdznieniu
warstwy kwantyzacji pomiedzy przeksztatceniami kodujacym i dekodujacym sieci
NFJT2D wspomniana metoda nauki moze zosta¢ zastosowana bez zadnych dodatko-
wych, niestandardowych modyfikacji jej podstawowej postaci. Wystarczy na poczat-
ku procesu treningowego sieci przyja¢ zerowe wartosci wag w neuronach ostatniej
warstwy przeksztatcenia kodujacego i warstwy pierwszej przeksztatcenia odtwarza-
jacego, reprezentujacych usuwane w procesie kompresji wspotczynniki transformaty
kodujacej, a sam sposob dziatania metody wstecznej propagacji btedu zapewnia nie-
zmiennos¢ zerowych wartosci tych wag w trakcie catego procesu treningu sieci az do
jego zakonczenia.

Na koniec warto doda¢, ze trening sieci zarowno tej standardowej jak i propo-
nowanej, w schemacie autokodera posiada jeszcze jedna zalete, polegajaca na tym,
ze po zakonczeniu procesu nauki uzytkownik dysponuje od razu przeksztatceniami
kodujacym jak i odtwarzajacym zakodowany sygnat dwuwymiarowy bez konieczno-
Sci dokonywania dodatkowych operacji obliczeniowych.

Po oméwieniu zaproponowanej architektury sieci neuronowej do kompresji obra-
z6w warto rozpatrzy¢ zagadnienie analizy efektywnosci obliczeniowej i pamieciowe]
zaproponowanej architektury sieciowe;j.

3.3.2. Analiza efektywnos$ci szybkiej sieci neuronowej do kom-
presji obrazow

W niniejszym podrozdziale przedstawiona zostanie analiza porownawcza teore-
tycznych efektywnosci obliczeniowch proceséw treningu i pozniejszego wyznaczania
odpowiedzi nauczonych sieci dla standardowego autokodera MLP2D oraz proponowa-
nej architektury szybkiej NFJT2D. W przypadku operacji wyznaczania odpowiedzi
nauczonych sieci rozwazane charakterystyki efektywnos$ciowe dotyczy¢ beda jedy-
nie czesci analizowanych sieci odpowiedzialnych za dekodowanie skompresowane-
go sygnatu jako operacji najbardziej interesujacej z punktu widzenia przecietnego
uzytkownika systemu kompresji. Analizie poréwnawczej poddane zostang réwniez
charakterystyki pojemnosciowe sieci MLP2D i NFJT2D. Przejdzmy zatem do wyzna-
czenia wspomnianych charakterystyk. Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z N x N
punktowym adaptacyjnym przeksztatceniem dyskretnym. Dla uproszczenia zapisu
zdefiniujmy parametr p = m/N?, gdzie m oznacza liczbe wspoétezynnikéw rozwa-
zanego przeksztalcenia mniejszg lub réwng N2, ktoére biorg udzial w kodowaniu
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dwuwymiarowego sygnatu wejsciowego. Charakterystyki bedace przedmiotem zain-
teresowania wyznaczone bedg na podstawie podanych w rozdziale trzecim ogdlnych
wzordéw ztozonosciowych (3.11) dla warstwowych sieci liniowych o dowolnej topolo-
gii, dlatego tez warto zebra¢ w tabeli wszystkie niezbedne dane, stuzace obliczeniu
badanych ztozonosci. Ponizsza tabela zawiera podstawowe charakterystyki ilosciowe
bedace parametrami wspomnianych wzoréw ztozonosciowych (3.11).

Tab. 3.1: Charakterystyki ilosciowe dla sieci MLP2D oraz NFJT2D

Charakterystyki ilosciowe czesci dekodujgce) siect

Typ sieci
w Wy K K
MLP2D uN4 — N2 —
NFJT2D | N2%(4logaN?2 —1)+2 | — [ N2(2logaN? +1) | —
Charakterystyki ilosciowe dla schematu petnego sieci

Typ sieci
W Wy K K
MLP2D 2u N4 p N4 (p+1)N? N2
NFJT2D | N2%(8logoN? —3)+4 | 2N2 [ N2(4loggN? +1) | N2

gdzie, zgodnie z oznaczeniami dotyczacymi wzoréw (3.11), W oraz K sa odpowiednio
catkowita liczba wag i neuronéw wybranej czesci/calosci sieci, z pominieciem wag
i neuronéw ich warstw kopiujacych. W przypadku charakterystyk pelnego schematu
rozwazanych sieci Wy jest licznoscig wag w warstwach obu sieci o indeksach réwnych
jeden, K; zas oznacza liczbe neuronow ostatnich warstw kazdej z nich.

Tab. 3.2: Charakterystyki efektywnosciwo-pojemnosciowe dla sieci MLP2D i NFJT2D

Llos¢ rzeczywistych operacyi arytmetycznych Tlos0m0sé
Typ sieci o
P operacje proste MnozZenia pamigciowa
MLP2D-FP pN*— N2 uN*
2[p N4+ (p+1)N?
MLP2D-BP p(5Nt—2N?) TuN*
NFJT2D-FP | 2NZ2(logaN2—1)+2 N2(4loggN2—1)+2
N2(161logaN2—1) + 4
NFJT2D-BP | N2(161logaN2—11) +12 | 2N2(16logagN?—7) + 16

W tabeli 3.2 przedstawiono charakterystyki efektywnos$ciwo - pojemnosciowe dla sie-
ci MLP2D oraz NFJT2D. Zostaly one uzyskane po krotkich obliczeniach poprzez pod-
stawienie wartosci odpowiednich charakterystyk ilosciowych dla rozwazanych sieci,
pokazanych w tabeli 3.1, do wzor6w ztozonosciowych (3.11) z jednoczesnym uwzgled-
nieniem podanej wyzej definicji parametru u. Charakterystyki opatrzone skrotowo
symbolem FP dotycza doktadnych liczb rzeczywistych operacji prostych oraz mnozen
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niezbednych do wyznaczenia odpowiedzi obydwu nauczonych sieci w procesie deko-
dowania skompresowanego sygnatu wejsciowego, zas skrét BP odnosi sie do liczb
wymienionych wyzej operacji arytmetycznych koniecznych do przeprowadzenia pet-
nego, pojedynczego kroku optymalizacji dla obu rozwazanych autokoderéw metoda
wstecznej propagacji btedu. Ztozonosci pamieciowe zostaly obliczone na podstawie
zaleznosci ogélnej (W+2K) wyznaczonej pod koniec rozdziatu trzeciego i odnosza sie
do catkowitego zapotrzebowania pamieciowego implementacji autokoderéw MLP2D
i NFJT2D trenowanych metoda wstecznej propagacji btedu.

Na podstawie wartosci zgromadzonych w tabeli 3.2 mozna wnioskowac¢ bezpo-
srednio, ze zarowno ztozonos¢ obliczeniowa jak i pamieciowa dla wszystkich trybow
dziatania, tzn. treningu i p6Zniejszego etapu operacyjnego nauczonej sieci, propono-
wanej architektury neuronowej do kompresji obrazéw NFJT2D wynosi dla dwuwymia-
rowych N x N—-punktowych adaptacyjnych przeksztalcen dyskretnych O(N2logoN?).
Oznacza to, na podstawie odpowiednich wartosci z tabeli 3.2, redukcje o rzqd wiel-
kosci z poziomu O(N4) kazdego z wymienionych wyzej parametréw efektywnoscio-
wych proponowanej architektury neuronowej wzgledem odpowiadajacyh im cha-
rakterystyk wtasciwych dla standardowej sieci neuronowej MLP2D uzywanej zwykle
w adaptacyjnej kompresji obrazéw. Ponadto biorac pod uwage separowalnosé¢ wszyst-
kich rozwazanych w niniejszej pracy przeksztatcen dyskretnych dwuwymiarowych
i porownujac ztozonosci obliczeniowe standardowych algorytméw wyznaczania przy-
ktadowych transformat jednowymiarowych FCT, FST, FHT oraz FFT (tabela 2.1) z od-
powiadajacymi im ztozonosciami wyznaczania tych przeksztatcen za pomoca propo-
nowanych zunifikowanych procedur szybkich (wzér (2.41)) mozna dojsé do wniosku,
ze ostatnie z wymienionych metod nieznacznie ustepujg pod wzgledem ztozonoscio-
wym standardowym szybkim algorytmom dedykowanym specjalnie do obliczania
wymienionych wyzej przeksztatcen dyskretnych.

Na koniec warto zauwazy¢, ze z przedstawionych w niniejszym rozdziale postaci
zunifikowanych algorytméw szybkich jedno i dwuwymiarowych wynika, ze w przy-
padku autokodera NFJT2D w procesie adaptacji sieci do realizacji zadania kompre-
sji mozna pomina¢ warstwy reprezentujace czes¢ wspolng szybkich dwuwymiaro-
wych algorytmow zunifikowanych bazujacag na przeksztatceniu kosinusowym. Za-
ktadajac indeksacje warstw autokodera NFJT2D od wartosci zero, oznacza to tyle,
ze w praktyce przy adaptacji sieci do realizacji dwuwymiarowej transformaty N x N
punktowej mozna nauczaé jedynie warstw autokodera o indeksach 31logaN i 4 logo N
w jego czesci kodujacej oraz, symetrycznie, warstw o indeksach 41logaN+2 1 5logo N+2
w czesci dekodujacej sieci, ustawiajac jednoczesnie pozostate wagi sieci zgodnie
z warto$ciami wspotezynnikoéw dwupunktowych obrotéw ortogonalnych, wtasciwych
dla bazowego dwuwymiarowego zunifikowanego prostego/odwrotnego przeksztatce-
nia kosinusowego, wynikajacych ze wzoru rozktadu (2.46). Powoduje to koniecznosé
adaptacji neuronéw sieci NFJT2D w liczbie 4 (2 N2— N — 1) redukujac tym samym
o kolejny rzad wielkosci ztozonosci obliczeniows i pamieciowg procesu treningu sie-
c¢i do poziomu liniowego wzgledem catkowitego rozmiaru optymalizowanego prze-
ksztatcenia. Podobny wariant nauki sieci NFJT2D przyjety zostatl podczas ich testéw
jakosciowych opisanych dokladnie w nastepnym rozdziale.
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4. WYNIKI BADAN W PROBLEMIE
KOMPRESJI OBRAZOW

4.1. Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang wyniki badan eksperymentalnych
dla zaprezentowanych w niniejszym opracowaniu szybkich sieci neuronowych do
kompresji obrazow. Najpierw jednak przedstawiony zostanie probabilistyczny mo-
del obrazu naturalnego pozwalajacy w systematyczny sposob zweryfikowaé ekspe-
rymentalnie prawidtowos¢ teoretycznych przewidywan dotyczacych jakosci procesu
optymalizacji zaprezentowanych sieci neuronowych.

4.2. Probabilistyczny model obrazu

Modelowanie obrazow jest zagadnieniem waznym, z teoretycznego punktu widze-
nia jednoczesnie cieckawym i dos¢ skomplikowanym. Istnieje wiele sposobow podejscia
do problemu modelowania obrazéw, takich jak modelowanie statystyczne, seman-
tyczne, hybrydowe i inne [48]. Szczegbtowe sposoby modelowania obrazéw zaleza
przede wszystkim od przewidywanego zastosowania budowanego modelu w przy-
sztych zadaniach zwigzanych z szeroko pojetym zagadnieniem przetwarzania obra-
z6w. Zadaniem teoretycznego modelu obrazu jest dostarczenie narzedzi teoretycz-
nych analizy obrazéw, umozliwiajacych w perspektywie konstrukcje efektywnych
algorytmow ich przetwarzania. W przypadku probleméw kompresji, syntezy, rekon-
strukcji czy rozpoznawania obrazéw [96, 105-107], bardzo przydatne okazaly sie
modele probabilistyczne, ktérych zatozenia koncepcyjne pasujg dobrze pod wieloma
wzgledami do charakteru wymienionych zadan. Bardzo przydatna klasa modeli pro-
babilistycznych obrazéw sg pola losowe, a wérodd nich szczegdlnie istotnymi z punktu
widzenia zadania kompresji obrazow okazaly sie pola Gaussa—Markowa.

W niniejszym podrozdziale przedstawione beda odpowiednie definicje, sformuto-
wany zostanie model probabilistyczny obrazu i zaprezentowane bedg wybrane cha-
rakterystyki probabilistyczne wspomnianego modelu, najistotniejsze z punktu wi-
dzenia praktyki zadan kompresji i syntezy obrazéw. Wymienione pojecia sa zgodne
w sensie teoretycznym i zaczerpniete sa z prac [14, 45, 47, 49, 108].
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4.2.1. Pole losowe Gaussa-Markowa jako model obrazu

W celu unikniecia niescistosci przedstawmy szereg podstawowych definicji i wla-
snosci niezbednych do pelnego i jednoznacznego sformutowania modelu obrazu na-
turalnego, ktory bedzie wykorzystywany dalej w badaniach eksperymentalnych.

Definicja 4.1.

Rodzing rzeczywistych zmiennych losowych { X(,,, ,,y; (m,n) € Z?} zdefiniowanych na
tej samej przestrzeni probabilistycznej okresla sie mianem pola losowego i oznacza
skrotowo symbolem X.

Definicja 4.2.

Niech X bedzie zadanym polem losowym. Rozwazane pole okreslamy mianem pola
losowego o zerowej wartosci oczekiwanej jesli dla dowolnego (m,n) € Z? mamy:

E{Xmn}=0 (4.1)
Definicja 4.3.
Niech X bedzie zadanym polem losowym o zerowej wartosci oczekiwanej. Rozwazane
pole okreslamy mianem stacjonarnego pola losowego o zerowej warto$ci oczekiwanej
jesli dla dowolnych punktéw (mi1,n1), (ma,n2), (p1,q1), (p2,q2) € Z?* zachodzi:

(ml—mQ) = (pl —p2) A (”1‘“2) = (QI _Q2) = E{Xml,meg,ng} = E{Xp1,q1Xp27q2} (42)

Definicja 4.4.

Niech X bedzie stacjonarnym polem losowym o zerowej wartosci oczekiwanej. Roz-
wazane pole okreslamy mianem separowalnego jesli dla dowolnych punktéw (mq,nq),
(ma,n9) € Z?2 speliony jest warunek:

P {Xml,m sz,m} =p {Xml,nl Xm2,n1} Y {Xm27n1 sz,m} (43)

Separowalnosé¢ stacjonarnego pola losowego oznacza, ze korelacja dowolnie wybra-
nej pary zmiennych losowych tego pola jest iloczynem korelacji zmiennych losowych
znajdujacych si¢ odpowiednio w tym samym wierszu i tej samej kolumnie rozwaza-
nego pola, dla ktorych odlegtosci pionowa i pozioma sa réwne odpowiadajacym im
odlegtosciom pionowej i poziomej oryginalnych zmiennych losowych. Podajmy ni-
zej dobrze znang [17] 1 istotna wlasno$é stacjonarnych, separowalnych p6l losowych
odnoszaca sie do postaci ich macierzy autokowariancji.

Wtlasnosé 4.1.

Niech X bedzie separowalnym, stacjonarnym polem losowym o zerowej wartosci ocze-
kiwanej. Oznaczmy przez o2 wariancje zmiennych losowych pola X, oraz niech
M, N € Z i (m,n), (my,n;), (me,ne) € Z2. Zdefiniujmy macierz X i wektory X,, X,
zmiennych losowych rozwazanego pola w naste¢pujacy sposob: w; ; = Xontio1ntj1;

A A ‘ , , .
(2r)j = Xy ot j—15 (@e)i = Ximptioime; i=1,...,N, j=1,...,M. Woéwczas zachodzi:

E {vec(X) vec(X)T} =02 p{X, X'} ® p{xcxL} (4.4)
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Wtasnosé 4.1 orzeka, ze macierz autokowariancji separowalnego pola losowego da sig
wyrazi¢ poprzez produkt Kroneckera macierzy autokorelacji wektoréw reprezentu-
jacych odpowiednio procesy wierszowy (poziomy) i kolumnowy (pionowy) rozwaza-
nego pola. Zaprezentujmy teraz najistotniejsze z punktu widzenia celéw niniejszego
opracowania definicje.

Definicja 4.5.

Niech X bedzie zadanym polem losowym. Rozwazane pole losowe nazywamy polem
normalnym jesli dla dowolnego k € N i dowolnych punktow (mq,ny),..., (mg,ng) € Z2
oraz kazdego niezerowego wektora [ai,...,a; ] T € R¥ zmienna losowa Y% | a; Xy, n,
jest zmienna losowa normalna.

Definicja formalna zmiennej losowej normalnej podana jest chociazby w pracy [109]
i jej jawna posta¢ nie jest niezbedna dla dalszych rozwazan. Nastepna definicje
dotycza juz pol Gaussa-Markowa.

Definicja 4.6.

Niech X bedzie zadanym polem losowym, zas ¢ bedzie pewnym stacjonarnym polem
losowym o zerowej wartosci oczekiwanej. Niech k € N. Pole X jest polem Markowa
k—tego rzedu w szerokim sensie jesli:!

k k
3 {5i7j}i,j:0,,__7k CRN{0} V(m,n) €Z? Xpp = Z Z Bij Xm—in—j + Emn (4.52)
(1,4)#(0,0) i=0j=0
(1,5)#(0,0)
v (m1,n1), (mg,n2) € z® E {€mini€mams b = Omyms Onyny 052 (45b)

Definicja 4.7.

Niech X bedzie zadanym polem losowym. Pole to okreslane jest mianem pola Gaussa
Markowa rzedu k jesli pole to jest polem normalnym i jednoczesnie dla pewnego k € N
jest polem Markowa w szerokim sensie o rzedzie réwnym k.

Warto skomentowa¢ krétko podane tu definicje. W definicji 4.6 pola losowego Marko-
wa pojawia sie okreslenie w szerokim sensie. Okreslenie to jest zgodnie z terminologia
zastosowana w pracy [47] i uzasadnione o tyle, ze wspomniana definicja obejmuje
soba szersza klase dwuwymiarowych proceséw stochastycznych niz klasycznie rozu-
miane (w $cistym sensie) pojecie pola Markowa, rozwazane chociazby w publikacjach
[109, 110]. Z drugiej strony dodanie zatozenia o wlasnosci normalnosci i stacjonar-
nosci zadanego losowego pola Markowa w szerokim sensie powoduje, ze pole to staje
sie polem Markowa w zwyktym (Scistym) sensie. Dowdd przytoczonego przed chwila
stwierdzenia znajduje sie w artykule [47]. Wiekszo$¢ znanych autorowi opracowar,
takich jak [16-18, 20, 21, 4549, 53, 62, 104, 111, 112] w spos6b bezposredni lub
domyélny dla potrzeb zagadnienia kompresji okresla probabilistyczny model obrazu
naturalnego jako stacjonarne, separowalne pole losowe Gaussa-Markowa pierwszego
rzedu o zerowej wartosci oczekiwanej.

'symbol 4y, ,, jest oznaczeniem delty Kroneckera
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Warto takze skomentowaé przestanki stojace za takim wyborem matematycznej
definicji modelu obrazu naturalnego. Wyboér taki motywowany jest z jednej stro-
ny prostota rozwazanego modelu i tatwoscia analizy istotnych z punktu widzenia
problemu kompresji obrazu charakterystyk rozwazanego modelu. Z drugiej strony
opiera sie na empirycznej obserwacji faktu, ze w wiekszosci obrazéw spotykanych
w rzeczywistosci lokalna zmiennosé jasnosci pikseli ma w sensie statystycznym po-
dobny charakter w ramach ustalonych, pojedynczych klas obrazéw. Innymi stowy
dla zadanego typu obrazéw rzeczywistych zmiennos¢ jasnosci sasiednich pikseli obra-
zu zachowuje si¢ w podobny sposob na catej powierzchni obrazu np. ich jasnosé jest
bardzo zblizona badz oscyluje szybko w wybranych kierunkach. To ogélne spostrze-
zenie sktania do teoretycznej konstrukeji stochastycznego modelu obrazu, w ktorym
jasno$¢ pojedynczego piksela zalezy wytacznie od jasnosci pikseli w bezposrednim
jego sasiedztwie, za$ lokalny charakter jej zmian pozostaje staly na catej powierzchni
obrazu. Rozumowanie takie prowadzi do definicji modelu obrazu jako losowego pola
Markowa, ktérego rzad okresla powierzchnie sasiedztwa wybranego piksela obrazu,
jakie brane jest pod uwage w procesie predykcji jego jasnosci, za$ korelacje sgsied-
nich pikseli, traktowanych jako realizacje zmiennych losowych rozwazanego pola,
okreslaja lokalny charakter zmiennosci ich jasno$ci w wybranych kierunkach.

4.2.2. Wybrane charakterystyki probabilistyczne pdl
Gaussa-Markowa

W niniejszym paragrafie podane zostang kluczowe, z punktu widzenia praktyki
problemu kompresji obrazéw, charakterystyki probabilistyczne przyjetego modelu
obrazu. Podajmy pierwsza z nich, ktora nastepnie bedzie skomentowana.

Wtlasnosé 4.2.

Niech X bedzie stacjonarnym, separowalnym polem losowym Markowa w szerokim
sensie o rzedzie rownym jednosci, zerowej wartosci oczekiwanej, wariancji 0% 1 dodat-
nio okreslonej macierzy autokowariancji. Ponadto niech wspotezynniki autokorelacji
wierszowej p, 2, {Xm.nXmn+1} oraz kolumnowej p. 2, {XmnXm+1n} beda dowolny-
mi liczbami rzeczywistymi z przedzialu (-1, 1) c R, za$ ¢ (", ¢() ¢ ¢ beda pewnymi
stacjonarnymi polami losowymi o zerowych wartosciach oczekiwanych. Wowczas dla
dowolnych m,n, k,l € Z zmienna X,,, pola X mozna zapisa¢ na ponizsze sposoby:

X = pr X1 + 657 (4.6a)

E{eD, &y =02 (1-p2) ko (4.6b)

X = pe Xm0+ 65 (4.7a)

E{el) &y =08 (1-02) 0o (4.7b)

X = prXmmn—1+ peXm—1n — PrPeXm—1,n-1+ Emns (4.8a)
E{&n—tmi &mnt=0x (1= p2) (1= p2) 0ko 010 (4.8b)
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Wiasno$é 4.2 wynikajaca z definicji 4.6 i dobrze znana z literatury [47] dotyczy
postaci reprezentacji wierszowej, kolumnowej i przyczynowej (unilateralnej) rozwa-
zanego separowalnego pola Markowa. Dow6d na istnienie podanych postaci pola
Markowa wynika niemalze natychmiast z faktéow jego separowalnosci i przyczyno-
wej reprezentacji pola (ktérej jawna postaé¢ dana jest wzorem (86) w pracy [49]),
bedacej bezposrednia konsekwencja definicji 4.6. Podajmy druga z wtasnosci, ktéra
niemalze natychmiast wynika z tej powyzszej, uwzgledniajac dodatkowo zatozenie
o gaussowosci rozwazanego pola Markowa.

Wtlasnosé 4.3.

Niech X bedzie separowalnym, stacjonarnym, polem losowym Gaussa—Markowa
w szerokim sensie o zerowej wartosci oczekiwanej, rzedzie rownym jednosci i warian-
cji o2. Ponadto niech wspétezynniki autokorelacji wierszowej p, a p{ XmnXmn+1}
i kolumnowej pe 2 p {XmnXmt1n}, dla kazdego m,n € Z, beda dowolnymi liczba-
mi rzeczywistymi z przedzialu (-1, 1) ¢ R. Niech k € N, za§ Q,,, C Z? bedzie
uporzadkowanym zbiorem indeksow takim, ze: { (m —1,n), (m,n—1), (m—-1,n—1)} C

Qi C Prpt. Wowezas dla dowolnych punktéw x € R mn oraz (zm—1m,. .., Ti—km )
(Tmn—1,.--» Tmn_k ) € R¥ prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia i réwnosci:

Pole X jest polem Markowa w Scistym sensie o rzedzie rownym jeden. (4.9)

FXn (@) =N (0,0%) (@) (4.10)

FXomn | Xomt e X (Z | Tmn—1 s T k) = N (pr @mp—1,0% (1= p7)) (z) (4.11a)

FXomn | Xometim oo X (TN Tt sy T ) = N (petm-1m 0% (1= pZ)) (z) (4.11b)

P | X (21%) = N (pr@mn-14 petm—1,0= pr petm—1,n-1,0% (1=p7) (1=p2)) (x) (4.12)

Wtlasnosé 4.4.

Niech X bedzie separowalnym, stacjonarnym polem losowym Markowa w szerokim
sensie o zerowej wartosci oczekiwanej, rzedzie rownym jeden, wariancji o2 1 dodat-
nio okreslonej macierzy autokowariancji. Dla dowolnych (m,n), (my,n.), (me,ne) € Z2
zdefiniujmy macierz X i wektory x,, x. zmiennych losowych rozwazanego pola na-
stepujaco i; 2 Xopitnti1; (@); = Xommntj15 (@e)i 2 Xpntioime; i = Loy N,
j = 1,..., M. Niech wspotczynniki autokorelacji wierszowej p, 2, {Xmn Xmnt1}
i kolumnowej p. = p{XmnXm+1n} beda dowolnie wybranymi liczbami rzeczywistymi
z przedziatu (-1, 1) c R. Zachodzg woéwczas zaleznosci:

(p{xexT})ij=pd 71 =1, M (4.13b)
E{vec(X) vec(X)T} =02 p{x, X'} ® p{x.xL} (4.14)

Ledzie Py, ., jest lewa gérna pélplaszezyzna wzgledem punktu (m,n) nie zawierajaca tego punktu
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Ostatnia z podanych wlasnosci, tzn. wtasno$é 4.4, okresla postaci macierzy autoko-
wariancji (autokorelacji) proceséw wierszowego, kolumnowego i pola losowego mo-
delu obrazu. Zapisujac jawnie postaci wspomnianych macierzy i dla wygody zapisu
przyimujac: R, 2 p{x, x7}, Re 2 p{x.xT} oraz K2 E {vee(X) vee(X)T}, mamy:

1 pr PP pN ! 1 pe  pé pM !
Pr 1 Pr Pr —2 Pc 1 Pc pcMiz
R, = pE 1 P pé pe 1 pM?
p Tt p N p N 1 vy \ P p MR pMR 1
1 pr P2 pN 1 1 pe % pM—1
Pr 1 Pr Pr 2 Pc 1 Pc pcM_2
2
p? o 1 pN 3 ® pe pe 1 pM=3
L prN_l prN_2 prN_3 ’ 1 pcM_l pcM_2 pcM_3 ’ 1

Podane tutaj wlasnosci maja znaczenie praktyczne i autor bedzie si¢ na nie powoty-
wal w dalszej czesci badan eksperymentalnych w aspekcie syntezy obrazéw modelo-
wych stuzacych do systematycznej weryfikacji charakterystyk jakosciowych szybkich
sieci neuronowych w problemie kompresji obrazow.

4.2.3. Generator obrazéw modelowych

W niniejszym podrozdziale przedstawiony zostanie algorytm generowania obra-
z6w modelowych realizujacych przedstawiony model Gaussa-Markowa obrazu natu-
ralnego. Otrzymane obrazy moga poshuzy¢ nastepnie do weryfikacji teoretycznych
zdolnosci wybranych architektur sieci neuronowych do realizacji efektywnych jako-
Sciowo przeksztatcen dyskretnych przeznaczonych dla potrzeb zadania kompresji r6z-
nych statystycznie klas obrazéw naturalnych zgodnych ze wspomnianym modelem
obrazu. Takie podejscie pozwala w prosty i systematyczny sposob ustali¢ potencjal-
ng przydatnos¢ badanych architektur sieciowych w zadaniu kompresji wybranych
rodzajéw obrazéw naturalnych bez uciazliwej koniecznosci przeszukiwania dostep-
nych baz danych obrazowych w celu znalezienia obrazéw o zadanych charakterysty-
kach statystycznych. Prezentowany algorytm, opisany w artykule [87], jest szczegdl-
nym przypadkiem ogélnej metody syntezy obrazow wzorcowych realizujacych model
Gaussa-Markowa obrazu naturalnego przedstawionej w pracy [47]. Propozycje po-
dobnych metod syntezy pdl losowych Gaussa-Markowa mozna znalezé chociazby
w pracach [15, 16, 45]. Przejdzmy zatem do prezentacji rozwazanego algorytmu.

Korzystajac bezposrednio z podanych wezesniej wzoréw (4.10), (4.11a), (4.11b)
oraz (4.12) opisujacych charakterystyki probabilistyczne rozwazanych p6l losowych
algorytm syntezy K—elementowego zbioru M x N—punktowych, M, N, K € N realizacji
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stacjonarnego pola losowego Gaussa-Markowa pierwszego rzedu o zadanej wariancji
02 € Ry 1 wspolezynnikach autokorelacji wierszowej i kolumnowej p,,p. € (—1, 1)
mozna zapisa¢ nastepujaco:

Alg. 4.1: Algorytm symulacji pola Gaussa-Markowa pierwszego rzedu

M € N : wymiar wertykalny symulowanego pola ;

N € N : wymiar horyzontalny symulowanego pola ;

K € N :iloé¢ prébek do wygenerowania ;

0? € R, : wariancja symulowanego pola ;

pr € (=1, 1) : wspélezynnik autokorelacji wierszowej pola ;

pe € (=1, 1) : wspblezynnik autokorelacji kolumnowej pola ;

X ={ X eRMXN k=1,...,KeN }: K - elementowy zbiér proébek wyjsciowych ;

dla k=1 do K powtarzaj

Wylosuj piksel a:gf% z nastepujacego wzoru rozktadu:

ng% ~ N(0,0%); (4.1.1)
dlam=1 do M powtarzaj
(k)

Wylosuj piksel x,,’q z nastepujacego wzoru rozkladu:

Ty ~ N (peat) i, 0 (1=p2)); (4.1.2)
koniec petli

dlan=1 do N powtarzaj
(k)

0.n Z Dastepujacego wzoru rozkladu:

2~ N (pral, 10 (1=p2)); (4.1.3)

Wylosuj piksel x

koniec petli
dlam =1 do M powtarzaj

dlan=1 do N powtarzaj

Wylosuj piksel x(,s?n z nastepujacego wzoru rozktadu:

k k k
.I‘Sfb?n ~ N(prq"gn,)n—l—i_pc‘%‘gn)—l,n_prCx’En)—l,n—l 702(1_p£)(1_p3)); (414)

koniec petli
koniec petli
Zapisz wylosowana w ten sposéb macierz pikseli X, w zbiorze wyjSciowym X ;

koniec petli

Mozna stosunkowo tatwo udowodnié¢ fakt [47, 87|, ze procedura podana pseudo-
kodem 4.1 okresla prawidlowy sposob syntezy probek stacjonarnego pola Gaussa-
Markowa pierwszego rzedu o zadanych parametrach probabilistycznych. W imple-
mentacji krokéw (4.1.1) - (4.1.4) rozwazanego algorytmu do testéw poréwnawczych
wybranych technik kompresji obrazéw opisanych w kolejnym rozdziale zastosowano
generator probek z rozktadu normalnego o regulowanych parametrach jako$ciowo
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efektywnosciowych przedstawiony w pracy [113], ktérego kod zapisany w jezyku C

uwidoczniony jest na ponizszym schemacie.

Alg. 4.2: Generator probek z rozkltadu Gaussa o regulowanych parametrach

// Generator prébek z rozktadu Gaussa
// o regulowanych parametrach jakosci/szybkosci

// wejscie:
// mean - wartos$é oczekiwana rozktadu

// wyjscie:
// realizacja prébki z rozkl*adu normalnego
// o zadanych parametrach wejsciowych

float grand(float mean, float var, int n)
{
float result = 0;
for (int i = 0; i < n; i++)
result += rand() / RAND_MAX - 0.5;
return result * sqrt(12 * var / n) + mean;

}

= //

// var - wariancja rozkfadu
// n - jakosé
F R

—————————— //

//
//

//
//
//
//

//
//
//

Na ponizszym rysunku przedstawiono kilka przyktadéw obrazéw o zadanych para-
metrach statystycznych uzyskanych za pomoca generatora 4.1 pél losowych Gaussa-
Markowa. Obrazy pokazane na rysunku 4.1 sg obrazami o oryginalnych wymiarach
512 x 512 pikseli i zostaly odpowiednio przeskalowane w taki sposéb, aby mozliwa

byta ich sugestywna prezentacja w 8-bitowej skali szarosci.
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Rys. 4.1: Przyktadowe obrazy uzyskane za pomoca generatora poél

Gaussa-Markowa

(d)

Pokazane na rysunku 4.1 przyktadowe realizacje pol losowych Gaussa-Markowa
o jednostkowej wariancji majg wspotczynniki autokorelacji wierszowej p, oraz kolum-
nowej p. rowne odpowiednio wartosciom (a) p, = 1, p. = 0; (b) pr = 0.99, p. = 0.99; (c)
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pr = —0.99, p. = 0.99 oraz (d) p, =0, p. = 0. Warto zweryfikowa¢ poprawnos¢ algoryt-
mu 4.1 symulacji pél losowych Gaussa-Markowa w kontekscie problemu kompresji
obrazow. W nastepnym podpunkcie przedstawione zostang zatem definicje odpo-
wiednich miar jakosci dla generowanych realizacji rozwazanych po6l wraz wynikami
procesu ich symulacji.

4.2.4. Analiza jakoSciowa generatora obrazéw modelowych

W niniejszym podpunkcie przedstawiona zostanie analiza jakosciowa algorytmu
4.1 symulacji obrazéw naturalnych dla testéow technik kompresji obrazéw. Na wste-
pie warto zauwazy¢, ze rownania definicyjne (4.1.1) - (4.1.4) metody 4.1 generowania
obrazéw wzorcowych implikuja fakt [47, 87|, ze opisywane przez nie pole losowe jest
w istocie stacjonarnym polem losowym Gaussa-Markowa pierwszego rzedu okreslo-
nym na skonczonym obszarze prostokatnym. W zwiagzku z tym powyzsza kwestia nie
musi by¢ dalej przedmiotem analizy jakosciowej rozwazanego algorytmu, gdyz sama
definicja metody 4.1 zapewnia jej spetnienie. Interesujacymi natomiast z punktu wi-
dzenia modelowania zadania kompresji obrazéw sa przedstawione nizej trzy miary
opisujace podobienstwo wybranych charakterystyk statystycznych zbiorow wygene-
rowanych za pomoca algorytmu 4.1 probek obrazowych do ich odpowiednikéw pro-
babilistycznych wtasciwych dla modelowanych p6l Gaussa-Markowa, ktore okreslane
sa czesto w literaturze mianem pél typu GMRF.!

PrzejdZzmy zatem do definicji rozwazanych miar oraz ich szczegdétowego opisu.
Niech M, N € N zal6zmy, ze dysponujemy K € N - elementowym zbiorem X ztozonym
z M x N - punktowych probek rzeczywistych stanowiacych pozadane realizacje pola
GMREF o zerowej wartosci oczekiwanej i zadanej wariancji ¢ € Ry wygenerowanym
za pomoca dowolnej metody symulacyjnej, takiej jak chociazby algorytm 4.1. Po-
dajmy najpierw definicje interesujacych z punktu widzenia rozwazanego problemu
estymatoréw wartosci oczekiwanej [ i1 ... fiag.v ] T probki obrazowej ze zbioru X oraz

jego macierzy autokowariancji K. Dla m,n € {1,...,M-N} rozwazane estymatory
zdefiniowane sg w nastepujacy spos()b
(X Zvec (X1)n (4.15a)
. K
(K ()] Z vee (X)m — (X )] - [0ee(X)n — 7 (X)n]  (415D)

gdzie X, k=1,..., K s3 pojedynczymi M x N-pikselowymi probkami pochodzacymi
ze zbioru X, zas vec{-} jest operatorem wektoryzacji macierzy. Powyzsze estymatory
sa jedynymi parametrami statystycznymi majacymi wpltyw na postac przeksztatcen
optymalnych w problemie kompresji obrazéw - patrz [44]. A zatem mozna dojsé
do wniosku, ze aby poprawnie symulowaé za pomocg zbioru probek obrazowych X
proces optymalizacji sieci MLP2D oraz NFJT2D w zadaniu kompresji obrazéw modelo-
wanych wybranym polem losowym Gaussa-Markowa o ustalonych parametrach pro-
babilistycznych nalezy zapewni¢ réwnos¢ wymienionych wyzej dwoch charakterystyk
statystycznych modelujacego zbioru prébek treningowych X z odpowiadajacymi im

lang. Gauss-Markov random field
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teoretycznymi parametrami - wartosci oczekiwanej i macierzy autokowariancji symu-
lowanego pola losowego. Wobec tego miary jakosci algorytmu generowania obrazéw
modelowych dla symulacji optymalizacji rozwazanych sieci w zadaniu kompresji,
zgodnych z modelem stochastycznym Gaussa-Markowa, obrazéw naturalnych moga
by¢ zdefiniowane w nastepujacy sposéb:

A ~
en(X) = maz | E(X)n | (4.16a)
A K _
ex(¥) = maz T TK(X) mn — (K)ma | (4.16b)

gdzie M N x M N—elementowa macierz K jest macierzg autokowariancji symulowanego
pola losowego Gaussa-Markowa. Zerowe wartosci miar (4.16) dla ustalonego zbioru
probek X gwarantuja rownosé¢ zbiorow par macierzy optymalnych w zagadnieniu
kompresji obrazéw dla obrazéw modelowanych teoretycznie zadanym polem Gaussa-
Markowa oraz zbioru probek wzorcowych & symulujacym wspomniane pole losowe,
co mozna uznaé za gltéwny cel realizacji rozwazanej symulacji.

Zgodnie z powyzszymi wnioskami miary zdefiniowane zaleznogciami (4.16) w pet-
ni charakteryzuja jakos¢ wybranego zbioru prébek wzorcowych ze wzgledu na po-
staci przeksztalcen optymalnych w rozwazanych procesach kompresji. Nalezy jeszcze
zastanowi¢ sie nad definicjg miary okreslajacej, chociazby w przyblizeniu, stopien
w jakim rozktad wartosci zbioru probek wzorcowych nasladuje gaussowski charak-
ter symulowanego pola losowego, gdyz charakterystyka taka moze mie¢ roéwniez po-
tencjalny wpltyw na wyniki procesu optymalizacji rozwazanych sieci neuronowych
w symulacji zadania kompresji adaptacyjnej. Bezposrednia weryfikacja podobienstw
tacznych, teoretycznych funkcji gestosci prawdopodobienstw symulowanych pél lo-
sowych, stanowigcych ich petny opis probabilistyczny, do estymatorow tych funkcji
uzyskanych ze zbioréw probek treningowych nie jest mozliwa w praktyce ze wzgledu
na rozmiary wspomnianych zbiorow. Dlatego tez autor zdecydowal sie zdefiniowaé
miare, ktéra moze by¢ uwazana za pierwsze przyblizenie faktu gaussowskich charak-
terystyk wygenerowanych zbioréw probek wzorcowych. Miara ta zatem charaktery-
zowaé bedzie z koniecznodci jedynie podobienstwo, w ramach catosci zbioru probek,
rozktadu wartosci pojedynczych pikseli do jednowymiarowej gaussowskiej funkeji ge-
stosci prawdopodobienstwa. Aby podaé jej postaé¢ okredlmy histogram pojedynczego
piksela zbioru obrazéw wzorcowych X: Vm € {0,...,M —1},Vne€{0,...,N -1}

H(i)gn21/(pA)Y b iel; k=1, K; (4.17)
2B e(i—Ai+A)

gdzie p € N oznacza rozdzielczos$¢ histogramu, T a {imins tmin + A, ..., imaz — A, imaz |,
gdzie A € R jest dtugoscig pojedynczego przedziatu histogramu réwng, zgodnie
z ,reguly 4—o 7 [113], wartosci 8 o/p, za$ imin, imaz € R sa punktami referencyjny-
mi histogramu réwnymi odpowiednio —4 o + A oraz 4 0 — A. Wowczas rozwazana

miare jakosci zadanego zbioru prébek wzorcowych mozna zdefiniowaé nastepujaco:
A NEY .
en(X) 7mggqgre|HH<z>£n,%—N<u,o?><z>| (4.18)
Diagramy ponizej sa graficznymi interpretacjami wprowadzonych miar dla przykta-
dowych zbioréw probek.
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Rys. 4.3: Rozktad Gaussa i histogram wybranego piksela jednego z pdl losowych

Tab. 4.1: Miary btedéw e,, e oraz ey dla przyktadowych realizacji pdl losowych

Wspotczynniki autokorelacji wierszowej i kolumnowej
Maiary btedow
(-=0.9,-0.9) | (=0.9,40.9) | (+0.9,-0.9) | (+0.9,+0.9)
ep (X) 1.00-10~4 —2.90-10~4 | —=9.00-10=° | —1.30-10~4
ex(X) 1.00- 107 1.00- 1072 1.00- 107 1.00- 107
en(X) 2.71- 1077 3.56 - 1077 4.20-10~5 2.58 1077
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Na rysunku 4.2 przedstawiono estymatory macierzy autokowariancji (wzoér (4.15b))
przyktadowych zbioréw probek obrazowych, o wymiarach probki réwnych 8x8 pikseli
oraz liczno$ci kazdego z tych zbiorow réwnej 106 probek, uzyskanych za pomocag ge-
neratora 4.1 - rysunki (1a), (2a), (3a) i (4a). Na rysunkach, odpowiednio: (1b),
(2b), (3b) i (4b), pokazano macierze roéznicowe, ktorych elementy sg modutami
roznic pomiedzy estymatorami macierzy autokowariancji wygenerowanych za pomo-
ca algorytmu 4.1 zbioréw probek obrazowych a odpowiadajacymi im teoretyczny-
mi macierzami autokowariancji pél Gaussa-Markowa modelowanych tymi zbiorami.
Postaci teoretycznych macierzy autokowariancji wyznaczone byty ze wzoru (4.14).
Symulowane pola losowe miaty jednostkowa wariancje, zerowa warto$¢ oczekiwana
i wspotezynniki autokorelacji rowne wartosciom: (1a) p, = —0.9, p. = —0.9; (2a)
pr = —0.9, pc = 0.9; (3a) p =09, p. = —0.9; (4a) p, = 0.9, p. = 0.9. Jak widaé
z rysunku 4.2 macierze réznicowe sa ztozone prawie wylacznie z elementow zero-
wych, co oznacza, ze uzyskano zbiory o charakterystykach autokorelacyjnych dobrze
nasladujacych zatozone parametry teoretyczne. Rysunek 4.3 pokazuje poréwnanie
histogramu (4.17) o rozdzielczosci p = 100 dla pojedynczego piksela o wspolrzednych
(7,7) - generowanego, zgodnie z przebiegiem algorytmu 4.1, jako ostatni piksel dla
kazdej z probek - oraz zatozonego rozktadu Gaussa tego piksela dla przyktadowego
zbioru modelujacego (4a) z rys. 4.2.

Jak wida¢ zatozony rozktad zostat osiagniety z duza doktadnoscia. Wyniki licz-
bowe miar bledow e,, ek i ey dla uzyskanych zbioréw probek zgromadzone w tabeli
4.1 potwierdzaja wrazenia wizualne wynikajace z przedstawionych wyzej rysunkow
o dobrej jakosci symulacji pol Gaussa-Markowa dla potrzeb testow technik kompresji
obrazow za pomoca metody 4.1. Dla wszystkich zbioréw probek obrazéw wzorco-
wych bioracych udziat w symulacjach teoretycznych proceséw kompresji obrazow
zgodnych z modelem Gaussa-Markowa przedstawionych w dalej wynikach badan
eksperymentalnych wprowadzone wyzej miary bltedow miedcity sie w nastepujacych
zakresach wartosci: 5 i 5

ep <1075 ex <107%; en <1077; (4.19)
Zakresy takie spowodowaty, ze maksymalne odchylenie faktycznych wartosci miar
PSNR od ich przewidywanych pozioméw teoretycznych nie przekraczalo 1072 dB
po wszystkich wykonanych symulacjach procesu kompresji z udzialem przedstawio-
nych dalej przeksztalcenn dyskretnych poddawanych analizie jakosciowej. Oznacza
to, ze przedstawiony w niniejszym podrozdziale algorytm symulacji p6l losowych
Gaussa-Markowa pierwszego rzedu modelujacych obrazy rzeczywiste jest dobra ja-
kosciowo metodg weryfikacji teoretycznych wtasnosci technik kompresji obrazéw,
w tym rozwazanych w niniejszej pracy neuronowych procedur optymalizacyjnych.

4.3. Wyniki badan eksperymentalnych

W niniejszej czesci opracowania przedstawione zostana wyniki badan ekspery-
mentalnych dla zaprezentowanych szybkich sieci neuronowych w problemie kom-
presji obrazow. Badania zostaly podzielone na dwa opisane ponizej eksperymenty
gtowne.
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Eksperyment pierwszy mial na celu ustalenie w sposéb systematyczny teore-
tycznych charakterystyk jako$ciowych zaproponowanej w pracy sieci neuronowej do
kompresji obrazéw. Do zbadania wspomnianych charakterystyk uzyto generowanych
sztucznie, za pomocg generatora 4.1 przedstawionego w poprzednim rozdziale, obra-
z6w symulujacych pola losowe Gaussa-Markowa o zadanych parametrach statystycz-
nych, ktore to pola stanowia, zgodnie z rozwazaniami poczynionymi w poprzednich
rozdziatach, ogélnie przyjety dla problemu kompresji obrazéw probabilistyczny mo-
del obrazu naturalnego. Obrazy modelujace wspomniane pola losowe postuzyty za
wzorce treningowe dla testowanych architektur sieci neuronowych, tzn. architektury
szybkiej NFJT2D i standardowej MLP2D, a takze uzyte zostaly podzniej do przepro-
wadzenia testow poréwnawczych symulacji procesu kompresji obrazu dla wymie-
nionych wyzej sieci oraz standardowych metod kompresji obrazéw z uzyciem dwu-
wymiarowych przeksztalcen dyskretnych - kosinusowego FCT2D oraz transformaty
Karhunena-Loeve’go KLT2D. Dzieki wynikom uzyskanym z eksperymentu pierwsze-
go dokonano identyfikacji jednej z klas statystycznych obrazéow naturalnych, dla
ktorej ogodlne charakterystyki efektywnosciowe proponowanej architektury neurono-
wej wyprzedzaja istotnie te wlasciwe dla pozostatych metod kompresji, z ktérymi
porownywana byta proponowana metoda. Identyfikacja ta z kolei postuzyta jako
wskazowka doboru rodzajow obrazow rzeczywistych dla testéw przeprowadzonych
w eksperymencie drugim.

Eksperyment drugi stuzyt weryfikacji mozliwosci proponowanej architektury neu-
ronowej w sytuacji rzeczywistej, obejmujacej zadanie kompresji obrazéw uzyskanych
z rzeczywistych zdje¢ przedstawiajacych wybrane przedmioty czy postaci. W eks-
perymencie tym do testéw jakosciowych szybkiej sieci neuronowej uzyto obrazéw
o charakterystykach statystycznych zblizonych do tych, wtasciwych obrazom sztucz-
nym badanym w eksperymencie pierwszym. Obrazy eksperymentalne pogrupowane
byly w pary, z ktérych kazda poddana zostata standardowej procedurze badawczej
[28, 30, 62] polegajacej na optymalizacji badanych sieci neuronowych za pomoca po-
jedynczego obrazu trenujacego i weryfikacji rezultatéw jakosciowych procesu nauki
sieci zarowno dla obrazu treningowego jak i odpowiadajacego mu obrazu testowe-
go. Tutaj takze proponowana architektura neuronowa poréwnywana byta nie tylko
z jej standardowym odpowiednikiem stosowanym najczesciej w zadaniu adaptacyj-
nej kompresji obrazow, tzn. siecig typu MLP2D, ale takze ze standardowymi metodami
kompresji z uzyciem przeksztalcenia szybkiego FCT2D oraz optymalnej transformaty
referencyjnej KLT2D.

Na koncu warto doda¢, ze obydwa eksperymenty obejmowaly takze komplek-
sowe poréwnania efektywnosciowe (szybkosciowe) analizowanych metod kompresji
adaptacyjnej. Przejdzmy teraz do szczegdltowego opisu przeprowadzonych ekspery-
mentow.

Poniewaz w obydwu opisanych dalej szczegétowo eksperymentach jako prze-
ksztatcenia referencyjnego, optymalnego w badanym zagadnieniu adaptacyjnej kom-
presji obrazow, uzyto transformaty Karhunena-Loeve’go warto dla unikniecia niesci-
stosci podaé¢ metode wyznaczania tego przeksztatcenia. Ponizej przedstawiono pseu-
dokod procedury obliczania estymatora dwuwymiarowej transformaty Karhunena-
Loeve’go K—elementowego zbioru M x N-punktowych probek rzeczywistych.
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Alg. 4.3: Estymacja dwuwymiarowej transformaty Karhunena-Loeve’'go

M € N : wymiar wertykalny elementéw zbioru prébek ;
N € N : wymiar horyzontalny elementow zbioru prébek ;
X = {Xp eRM*N k=1,...,KeN }: K - elementowy zbi6r prébek wejéciowych ;

U € RMNXMN . pryeksztalcenie wyjsciowe ;

Wyznacz estymator X € RMYN wektora oczekiwanego zbioru wejsciowego X wedtug
wzoru: X
Vvne{l,....M-N} & —izvec(X) ; (4.2.1)
PR n = K k)n <L
k=1
Utworz ze zbioru X' pomocniczy zbiér wektoréw Z2 = { z, e RMN | k=1,... K}

o zerowym estymatorze wektora oczekiwanego poprzez usuniecie sktadowej statej
pierwszego z wymienionych zbioréw w nastepujacy sposob:

Vke{l,...,. K} z,=vec(Xy) — X; (4.2.2)

Z wektoréw zbioru Z utwérz M - N x K - elementowa macierz Z w nastepujacy sposob
( zapis ( Z ) oznacza k - ta kolumne macierzy Z ) :

Vee{l,....K} (Z)p=zp; (4.2.3)

Wyznacz estymator K € RMNXMN macierzy autokowariancji wektoréw ze zbioru Z
nastepujaco:
K=2 77, (4.2.4)

Utwoérz macierz U € RMNXMN ktérej wiersze stanowia wektory wiasne macierzy K
uporzadkowane zgodnie z malejacym porzadkiem wartoéci wlasnych tej macierzy.
Woéwezas U jest szukanym estymatorem macierzy dwuwymiarowej transformaty

Karhunena-Loeve’go dla zbioru X ;

Dla obydwu eksperymentow gtéwnych zbiory probek, oznaczone w pseudokodzie 4.3
symbolem X, pozyskiwane byty opisanymi dalej szczegdétowo metodami wtasciwymi
dla wybranego eksperymentu. Warto dla $cistosci podac takze jawnie definicje miary
jakosci PSNR (stosunku szczytowego sygnatu do szumu) odtwarzania zakodowanych
w procesie kompresji obrazow. Dla obydwu eksperymentéw miara ta wynosita:

2
PSNR =101log 19 (””Wm ) [dB]

MSE
K N2
1 . 4.21
MSE:*KNQ kglngl[vec(}(k)nfvec()(k,)n]2 ( )

We wzorach (4.21) zpme € Ry jest maksymalna dopuszezalng wartoscig przetwa-
rzanego sygnatu dwuwymiarowego, K € N jest licznoscia zbioru préobek podlegaja-
cego symulacji procesu kompresji i dekodowania, N = 2™, m € N jest pionowym
i poziomym zarazem wymiarem pojedynczej probki wspomnianego zbioru - w trak-
cie wszystkich eksperymentéw uzywano jedynie probek o jednakowych wymiarach,
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Xy, X, e RNXN =1, K sy za$ pojedynczymi, odpowiadajgcymi sobie prébkami
odpowiednio oryginalnego zbioru probek obrazowych poddawanych procesowi kom-
presji oraz zbioru prébek odtworzonych w procesie dekodowania tych pierwszych.
Wszystkie wymienione wyzej wielkosci sa parametrami poszczegdlnych testéw, a ich
doktadne wartosci podane sa dalej w opisach przeprowadzonych eksperymentéw. Na-
stepny punkt dotyczy juz pierwszego z zapowiedzianych eksperymentéw gtéwnych.

4.3.1. Wyniki badan dla obrazé6w modelowych

W niniejszym punkcie opisany zostanie pierwszy z dwoch eksperymentow glow-
nych wykonany w ramach przeprowadzonych badan. Jak wspomniano we wpro-
wadzeniu ma on na celu dokonanie systematycznej analizy teoretycznych charak-
terystyk jako$ciowo efektywnosciowych zaproponowanej w niniejszej pracy archi-
tektury sieci neuronowej do kompresji obrazow. Eksperyment polegal na symu-
lacji procesu kompresji i dekodowania skompresowanego sygnalu dwuwymiarowe-
go dla zbioréw probek obrazowych wygenerowanych sztucznie za pomoca symula-
tora pdl losowych Gaussa-Markowa przedstawionego w poprzednim rozdziale. Do
testow symulowano pola losowe, modelujace obrazy naturalne, o zerowej warto-
$ci oczekiwanej p = 0, jednostkowej wariancji ¢ = 1 oraz parach wspétezynnikéw
autokorelacji wierszowej i kolumnowej poszczegdlnych pol o nastepujacej postaci:
(pﬁk), pgk)) =(-0.1'k, 0.1:k), k=1,...,9. Przy takich postaciach wspélczynnikéw au-
tokorelacji symulowanych pol losowych uzyskiwane obrazy bedace ich realizacjami
przypominaja pasiaste wzory tekstur, tkanin czy drewna. Pojedynczy zbiér symu-
lujacy sktadal si¢ z 106 probek obrazowych o identycznych wymiarach poziomym
i pionowym N = 8.

W przypadku sieci neuronowych MLP2D oraz NFJT2D badanie jako$ciowo efektyw-
nosciowe polegato na ich treningu przeprowadzanym metoda wstecznej propagacji
btedu 3.1 z wykorzystaniem opisanych wyzej zbioréw probek, a nastepnie tescie obu
sieci w kazdym przypadku przy uzyciu tego samego zbioru, ktory stuzyt wezesniej za
zbior uczacy. Warto dodac, ze podczas treningu obydwu sieci na ich wejscia poda-
wane byly wszystkie sposréd 106 prébek obrazowych kazdego ze zbioréw uczacych.
Ten sam schemat postepowania dotyczyt przeksztatcenia KLT2D, ktorego wektory
bazowe wyznaczane byty dla kazdego ze zbioréw probek z osobna przy uzyciu algo-
rytmu 4.3, transformata FCT2D natomiast jako przeksztalcenie niezalezne od posta-
ci kompresowanego sygnalu nie wymagata optymalizacji. Nalezy tutaj wspomniec,
ze podczas wszystkich testow w przypadku autokodera NFJT2D zastosowano mini-
malny rezim treningowy wynikajacy z ogblnego schematu obliczeniowego (2.46) dla
zunifikowanych przeksztalcen dyskretnych, tzn. trening obejmowat jedynie warstwy
ostatnig obszaru kodujacego, warstwe kwantyzacji i pierwsza warstwe obszaru deko-
dujacego rozwazanej sieci. Perceptron MLP2D trenowany byl w standardowy sposob
z optymalizacja warstw ukrytej i wyjsciowej autokodera. Sam test gtéwny polegat
na tym, ze wszystkie obrazy kazdego ze zbioréw probek poddawane byty kompresji
i dekodowaniu za pomoca wymienionych, zoptymalizowanych wcze$niej czterech
przeksztatcen liniowych w celu wyznaczenia miary PSNR dla kazdego ze zbioréw
probek wzgledem wybranego przeksztatcenia. Podczas testow transformaty KLT2D
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i FCT2D pracowaly w analogiczny spos6b do ich neuronowych odpowiednikow, MLP2D
oraz NFJT2D, w schemacie autokodera z odrzucanymi w procesie kwantyzacji do-
ktadnej odpowiednimi liczbami wspotczynnikow przeksztatcen prostych, przy czym
stopien kompresji obrazow wejsciowych, raportowany w tabelach 4.2b - 4.7b obli-
czany byl wedlug wzoru (3.12). Miara PSNR wyznaczania byta dla kazdej z par
zbiér - przeksztalcenie za pomoca wzoru (4.21) z wartoscia parametru z,.,; réwna,
zgodnie z cytowana wezesniej [113] ,reguta 4—0" dla pdl gaussowskich, wartosci
4-0 = 4. Warto w tym miejscu jeszcze raz przypomnie¢ fakt, iz jak wspomniano pod-
czas omoéwienia algorytmu generowania pél losowych dla testow technik kompresji
obrazéw 4.1, odchylenie wartosci PSNR estymowanej w praktyce przy pomocy za-
leznosci (4.21) od jej teoretycznego odpowiednika podanego nizej wzorem (4.22) dla
wszystkich przeprowadzonych w ramach niniejszej pracy badan eksperymentalnych
nie przekroczylo wartosci 1072 dB. Warto jeszcze dodaé, ze teoretyczne wartosci
wskaznikéw PSNR wzgledem ktoérych mierzone byly odchylenia estymatora (4.21)
miaty, zgodnie z rozwazaniami podjetymi wczesniej, nastepujaca postac:

(Vo)

PSNR (pr, pc) =10 log
(ors re) Y [(1-VLU) K (o pe) (I- VL U)T |

[dB] (4.22)

gdzie o2 = 1, macierz K ( p., pc ) jest N2 x N2—elementowy teoretyczng macierza

autokowariancji dwuwymiarowego sygnatu wejsciowego dana zaleznoscia (4.14), I,,, €
RN?*N?jest macierza obcinajaca dla ktérej przy ustalonym poziomie kompresji R € R
liczba wspotezynnikéw przeksztatcen kodujacego/dekodujacego m € N podlegajacych
kwantyzacji doktadnej wynosi N2 (1 — R/100), wreszcie N?x N2?—elementowe macie-
rze rzeczywiste U i 'V reprezentuja zoptymalizowane przeksztalcenia kodujace/deko-
dujace wlasciwe dla wybranej, jednej z czterech, analizowanych podczas badan me-
tod obliczeniowych KLT2D, MLP2D, FCT2D czy NFJT2D.

PrzejdZzmy teraz do wyjasnienia metodologii testow efektywnos$ciowych rozwa-
zanych metod kompresji. W przypadku testow czasu odpowiedzi poréwnania efek-
tywnosciowe podane w tabelach 4.2a — 4.7a dotycza tacznych czaséw kodowania
i dekompresji wszystkich z 106 probek obrazowych kazdego ze zbioréw testowych dla
wybranego przeksztatcenia. Podobnie, dla sieci neuronowych MLP2D oraz NFJT2D czas
nauczania podany we wspomnianych tabelach oznacza catkowity czas pojedynczej
epoki treningowej obejmujacej prezentacje wszystkich z 106 prébek obrazowych wy-
branego zbioru uczacego. Przy ustalonym wspotezynniku kompresji rozwazane po-
rOwnania czasowe sg niezalezne od wybranego testu, gdyz dotycza one we wszystkich
przypadkach analizowanych przeksztatcen i sieci jedynie operacji arytmetycznych za-
angazowanych bezposrednio w proces kodowania i dekodowania wspomnianych ob-
razow (bez uwzgledniania czaséw takich operacji implementacyjnych jak inkremen-
tacje licznikéw petli, instrukcje warunkowe, skoki itp.). Czasy te biora pod uwage
faktyczna liczbe operacji arytmetycznych zaangazowanych bezposrednio w oblicze-
nia i sa wyznaczone ostatecznie na podstawie odpowiedniego przelicznika [114, 115]
wtasciwego dla procesora firmy Intel, na ktérym wykonywane byty testy. Warto
na koniec doda¢, ze maksymalne wspotczynniki kompresji w przypadku wszystkich
przedstawionych dalej testow (poza szczegdlnym przypadkiem testéw przeksztal-
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cen 16 x 16—punktowych, ktorych cel zostanie wyjasniony w dyskusji zamieszczo-
nej na koncu niniejszego rozdziatlu) wybierane bylty w taki sposob, aby zapewnié
w mozliwie najwiekszym stopniu zréwnanie sie charakterystyk czasowych proceséw
wyznaczania odpowiedzi porownywanych ze sobg architektur neuronowych MLP2D
i NFJT2D w trakcie ich dziatania na etapie operacyjnym, po zakonczeniu procesu
optymalizacji.

Na koniec warto wspomnieé, ze sposéb wyboru wyj$¢ w obszarach kwantyzacji
przeksztatcen szybkich, tzn. dla metod FCT2D oraz NFJT2D, ktore propagowaly swoje
sygnaty wyjsciowe w strone obszaréw dekodujacych obydwu wymienionych autoko-
deréw byl zgodny z sekwencjag ZIG-ZAG. W przypadku sieci neuronowej NFJT2D
wybor taki towarzyszyt zarowno procesowi treningowemu jak i sesji testowej rozwa-
zanej sieci. Jak wynika z rozwazan podjetych w rozdziale czwartym omawiany tu
problem doboru wyjs¢ aktywnych obszaru kwantyzacyjnego dotyczy jedynie wymie-
nionych wyzej metod kompresji z wykorzystaniem struktur szybkich FCT2D i NFJT2D.
W przypadku pozostatych dwoch poréwnywanych dalej metod kompresji, tzn. au-
tokodera MLP2D i jego analitycznego odpowiednika - transformaty KLT2D - z racji
samej konstrukcji wymienionych wyzej metod sposéb ten nie miat zadnego wptywu
na metodyke eksperymentow z ich udziatem.

W tym miejscu zakonczmy opis metodyki eksperymentu pierwszego i przedstaw-
my wyniki uzyskane podczas jego realizacji. Wszystkie wspomniane wyniki zebrane
sa w tabelach 4.2a — 4.7b i zobrazowane na rysunkach 4.4 — 4.9.
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Poréwnania jakoSciowo—czasowe, wymiar: 08 x 08,
poziom kompresji: 85%

Tab. 4.2a: Poréwnania czasowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 85%

Przeksztatcenie Czas nauczania [s] Czas odpowiedzi [s]
MLP 17.463 5.486
NFJT 6.546 5.351
FCT 0.0 2.571

Tab. 4.2b: Poréwnania jakosciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 85%

Modutly unormowanych wspélczynnikow autokorelacji

PSNR
[dB] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
KLT 13.044 13.387 13.832 14.407 15.16 16.16  17.529  19.59 23.48
MLP 12.814 13.095 13.759 14.321 15.066 16.026 17.349 19.569 23.449
NFJT 12.977 13.226 13.544 13.955 14.5 15.239 16.273 17.812 20.524
FCT 12,7713 12,76 12.737 12.706 12.666 12.619 12.564 12.503 12.442
45 :
— KLT
AvA MLP | s s s s s
40 [ == NFJT |
-« FCT
35 :
30

PSNR [dB]

25
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0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Autokorelacja wierszowa / kolumnowa

Rys. 4.4: Por6wnania jako$ciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 85%
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Poréwnania jakoSciowo—czasowe, wymiar: 08 x 08,

Tab. 4.3a: Pordéwnania czasowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 75%

poziom kompresji: 75%

Przeksztatcenie Czas nauczania [s] Czas odpowiedzi [s]
MLP 27.856 8.777
NFJT 6.546 5.351
FCT 0.0 2.571

Tab. 4.3b: Poréwnania jakosciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 75%

Modutly unormowanych wspélczynnikow autokorelacji

PSNR
[dB] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
KLT 13.685  14.171 14.771 15.522  16.47 17.687 19.374 21.958 26.647
MLP 13.334 13.732 14.656 15.397 16.522 17.498 19.17, 21.93  26.603
NFJT 13.614 14.009 14.495 15.102 15873 16.875 18.22  20.148 23.393
FCT 13.307 13.313 13.306 13.285 13.248 13.196 13.126 13.042 12.958
45 :
— KLT
AvA MLP | s s s s s
40 [ == NFJT |
-« FCT
35 :
30

PSNR [dB]

10

0.1 0.

2 0.3

L
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L
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0.7

Autokorelacja wierszowa / kolumnowa

Rys. 4.5: Por6éwnania jako$ciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 75%
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Poréwnania jakoSciowo—czasowe, wymiar: 08 x 08,
poziom kompresji: 50%

Tab. 4.4a: Pordéwnania czasowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 50%

Przeksztatcenie Czas nauczania [s] Czas odpowiedzi [s]

MLP 55.68 17.554
NFJT 6.546 5.831
FCT 0.0 2.571

Tab. 4.4b: Poréwnania jakos$ciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 50%

PSNR Modutly unormowanych wspélczynnikow autokorelacji

[dB] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

KLT 15.765 16.609 17.611 18.818 20.28 22.159 24.667 28.252  34.395
MLP 15.068 15.791 17486 18.629 20.096 21.976 24.496 28.027 84.139
NFJT 15.637 16.316 17.107 18.039 19.157 20.58  22.284  24.69  28.551
FCT 15.178  156.816 15478  15.66 15898  16.28 16.744 17.655 19.682

45

— KLT
AvA MLP | s s s s s
Bl T T

-« FCT

PSNR [dB]

10 I I

L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Autokorelacja wierszowa / kolumnowa

Rys. 4.6: Poroéwnania jako$ciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 50%
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Poréwnania jakoSciowo—czasowe, wymiar: 08 x 08,
poziom kompresji: 25%

Tab. 4.5a: Pordéwnania czasowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 25%

Przeksztatcenie Czas nauczania [s] Czas odpowiedzi [s]

MLP 83.474 26.531
NFJT 6.546 5.831
FCT 0.0 2.571

Tab. 4.5b: Poréwnania jakosciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 25%

PSNR Modutly unormowanych wspélczynnikow autokorelacji

[dB] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

KLT 19.186  20.444 21.867 23.497 25.393 27.664  30.51  34.392 40.782
MLP 18.128 19.315 21.651 23.287 25.169 27.467 30.309 34.172  40.58
NFJT 19.015 20.079 21.274 22.634 24.214 26.109 28.5 31.717  37.096
FCT 18.168 18.346 18.606 18.968 19.465 20.155 21.1539 22.652 25.428

45
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AvA MLP | s s s s s
40 |- YRS - -

-« FCT

PSNR [dB]
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Rys. 4.7: Por6wnania jako$ciowe, wymiar: 08 x 08, kompresja: 25%
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Poréwnania jako$ciowo—czasowe, wymiar: 16 x 16,
poziom kompresji: 50%

Tab. 4.6a: Pordéwnania czasowe, wymiar: 16 x 16, kompresja: 50%

Przeksztatcenie Czas nauczania [s] Czas odpowiedzi [s]

MLP 88.978 28.087
NFJT 4.715 3.002
FCT 0.0 1.464

Tab. 4.6b: Poréwnania jakosciowe, wymiar: 16 x 16, kompresja: 50%

PSNR Modutly unormowanych wspélczynnikow autokorelacji

[dB] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

KLT 15.824 16.686 17.732 19.005 20.573 22.559  25.18 28.891 35.172
MLP 15.756  16.601 17.623 18.788 20.251 22.071 24.406 27.458  29.88
NFJT 15713 16.485 17.384 18.442 19.696 20.723 21.96  23.708 26.626
FCT 15.118 15.188 15.266 15.856 15.469  15.63 15889 16.5399 17.763
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Rys. 4.8: Por6éwnania jako$ciowe, wymiar: 16 x 16, kompresja: 50%
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Poréwnania jako$ciowo—czasowe, wymiar: 16 x 16,
poziom kompresji: 25%

Tab. 4.7a: Pordéwnania czasowe, wymiar: 16 x 16, kompresja: 25%

Przeksztatcenie Czas nauczania [s] Czas odpowiedzi [s]

MLP 133.449 42.13
NFJT 5.012 3.002
FCT 0.0 1.464

Tab. 4.7b: Poréwnania jakoSciowe, wymiar: 16 x 16, kompresja: 25%

PSNR Modutly unormowanych wspélczynnikow autokorelacji

[dB] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

KLT 19.269 20.566 22.044 23.732 25.688 28.016 30.916 34.848 41.281
MLP 18.952  20.136  21.472 22.987 24.682 26.659 28.942 31.432 30.185
NFJT 19.136 20.349 21.224 22.513 23.588 23.626 24.629 26.012 27.884
FCT 18.068 18.161 18.349 18.646 19.083  19.71  20.625 22.0565 24.726
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Rys. 4.9: Por6éwnania jako$ciowe, wymiar: 16 x 16, kompresja: 25%
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4.3.2. Wyniki badan dla obrazéw rzeczywistych

W niniejszym punkcie opisany zostanie drugi eksperyment gtéwny wykonany
w ramach przeprowadzonych badan. W eksperymencie tym do zbadania wtasnosci
jakosciowo efektywnosciowych proponowanej architektury sieciowej NFJT2D uzyto
obrazow rzeczywistych, uzyskanych ze zdje¢ przedstawiajacych wybrane przedmio-
ty i postaci. Obrazy eksperymentalne, ktore stuzyty za zrédlo danych wejsciowych
dla testowanych w eksperymencie drugim technik kompresji dobrane byty w taki
sposob, aby ich charakterystyki statystyczne przypominaly te wtasciwe dla sygna-
tow teoretycznych uzywanych podczas badan realizowanych w ramach eksperymentu
pierwszego. Jedyne odstepstwo od wymienionych wyzej regut doboru obrazow ba-
dawczych stanowi para obrazéw widniejacych na rysunkach 4.11a oraz 4.11b. Zostaty
one wygenerowane sztucznie za pomoca symulatora pol losowych Gaussa-Markowa
przedstawionego w poprzednim rozdziale i stanowig realizacje wspomnianych pél
o nastepujacych parametrach statystycznych dotyczacych wartosci oczekiwanych,
odchylen standardowych oraz wspotczynnikow autokorelacji wierszowych i kolum-
nowych p = 128, 0 = 122.5, p, = —0.9 i p. = 0.9 w przypadku obrazu treningowego
z rys. 4.11a oraz, odpowiednio: p = 128, o = 70.5, p, = —0.1 i p. = 0.99 dla obrazu
testowego widniejacego na rysunku 4.11b. Jak wspomniano wyzej za wyjatkiem tych
obrazéw wszystkie pozostate obrazy eksperymentalne sa cyfrowymi reprezentacjami
zdje¢ przedmiotoéw i postaci rzeczywistych.

Poza uzyciem obrazow rzeczywistych eksperyment drugi niewiele réznit sie pod
wzgledem swej metodyki od przedstawionego wczesniej eksperymentu (1). Dlate-
go tez niniejsze omodéwienie dotyczy¢ bedzie jedynie réznic metodycznych pomiedzy
wspomnianymi eksperymentami, uznajac pozostale kwestie za wyjasnione w pun-
kcie 4.3.1. W niniejszym badaniu zZrédlo sygnatéow treningowych dla obu rodza-
jow testowanych sieci neuronowych, tzn. autokoderow MLP2D i NFJT2D, stanowi-
ly obrazy z rysunkéw, kolejno 4.11a, 4.14a, 4.17a oraz 4.20a, zas odpowiadajace
wyzej wymienionym obrazy, kolejno 4.11b, 4.14b, 4.17b i 4.20b nie braty udzialu
w procesach optymalizacji rozwazanych sieci. Transformata KLT2D jako przeksztal-
cenie referencyjne do badan jakosciowych wyznaczane byto natomiast z osobna dla
kazdego z wymienionych wyzej osmiu obrazéw eksperymentalnych za pomoca algo-
rytmu 4.3, co odzwierciedlaja dane zgromadzone w tabelach 4.17b — 4.20b.

Zarowno w procesach optymalizacji sieci neuronowych MLP2D oraz NFJT2D jak
rowniez w przypadku wyznaczania wektoréw bazowych przeksztatcenia KLT2D bio-
race w nich udzial obrazy o wymiarach 512 x 512 w 8-bitowej skali szarosci kazdy
dzielone byty wstepnie na bloki 8 x 8—punktowe stanowiace juz bezposrednia forme
sygnatu zrédtowego odpowiednio dla treningu wspomnianych sieci jak i obliczania
przeksztatcen optymalnych KLT2D. W przypadku autokoderow NFJT2D, podobnie
jak w eksperymencie (1), proces treningowy dotyczyt jedynie warstw ostatnich ob-
szarow kodujacych, warstw kwantyzacji i pierwszych warstw obszaréw dekodujacych
rozwazanych sieci. Wspotcezynniki motylkowe pozostatych warstw rozwazanych sieci,
nie biorgcych udzialu w procesach treningowych, ustawione byty na state wartosci
wynikajace z postaci podstawowego algorytmu zunifikowanego (2.46) wyznaczania
dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego. W trakcie catego eks-
perymentu (2) zaréwno podczas proceséw treningowych autokoderéw NFJT2D jak
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i w trakcie sesji testowych z ich udziatem aktywne wyjscia obszaréw kodujacych
rozwazanych sieci, propagujace swoje sygnaly w kierunku ich obszaréw dekompre-
sujacych, wybierane byty przy ustalonym poziomie kompresji, obliczanym wedtug
wzoru (3.12), zgodnie z sekwencja ZIG-ZAG obowiazujaca w standardzie JPEG.
Taki wybor towarzyszyt rowniez wszystkim testom standardowych przeksztatcen
szybkich FCT2D.

Inaczej niz w przypadku eksperymentéw opisanych wezeéniej kryterium stopu
obowiazujace podczas sesji treningowych sieci MLP2D oraz NFJT2D sformutowane by-
to w taki sposob, ze nauka wspomnianych sieci przerywana byta w momencie gdy
zmiana miary PSNR podczas dwoch kolejnych epok treningowych obejmujacych lo-
sowa prezentacje 8 x 8—punktowych obszarow obrazéw uczacych na wejscia rozwaza-
nych autokoderéw nie przekraczata wartotsci 1073 dB. Przy czym tak jak wczesniej,
miara ta wyznaczana byla za pomoca wzoru (4.21), tym razem jednak z wartoscia
parametru zpq.,; réwna liczbie 255 jako maksymalnej mozliwej wartosci elementow
macierzy sygnatow wejsciowych, zaréwno tych trenujacych jak i testowych, stano-
wiacych fragmenty obrazéw o 8 bitowej skali szaro$ci. Badania jakosciowe czterech
poréwnywanych wzajemnie rodzin metod obliczeniowych, ktorych wyniki zebrane sg
w tabelach 4.8b — 4.11b, polegaty tak jak poprzednio na przeprowadzeniu procesow
kompresji i odtwarzania strumienia 8 x 8—punktowych blokéw obrazéow testujacych
z uzyciem par zoptymalizowanych wczesniej przeksztatcen dyskretnych odpowiada-
jacych analizowanym algorytmom kalkulacyjnym i wyznaczeniu, w sposob podany
wyzej, miar PSNR dla obrazéw odtworzonych wzgledem oryginalnych obrazoéw wej-
sciowych podlegajacych procesowi kompresji. W badaniu charakterystyk jakoscio-
wych rozwazanych czterech metod kompresji udziat braty wszystkie obrazy, zaréwno
te treningowe jak i testowe wzgledem proceséw optymalizacyjnych sieci neuronowych
MLP2D i NFJT2D, uwidocznione na rysunkach 4.11a, 4.11b 4.14a, 4.14b, 4.17a, 4.17b,
4.20a oraz 4.20b.

Poréwnania czasowe proceséw optymalizacyjnych w przypadku sieci neurono-
wych obejmuja caty opisany wyzej proces treningowy dla wybranego, pojedynczego
obrazu uczacego przy zadanym wspoétczynniku kompresji . W przypadku badan
ztozonosci czasowych etapow operacyjnych przetwarzania sygnatow wejsciowych dla
analizowanych czterech algorytmoéw kompresji obrazéw wyniki podane nizej w tabe-
lach porownan efektywnosciowych 4.8a - 4.11a dotycza tacznych czaséw kodowania
i dekompresji pojedynczego obrazu testujacego przy pomocy wybranej pary zopty-
malizowanych wczesniej przeksztatcen roboczych wtasciwych dla badanych tu metod
KLT2D, MLP2D, FCT2D oraz NFJT2D. Przy ustalonym wspoétczynniku kompresji rozwa-
zane poroéwnania czasowe sg niezalezne od konkretnego testu z przyczyn analogicz-
nych do tych przedstawionych w opisie eksperymentu pierwszego. Roéwniez wszyst-
kie pozostate kwestie dotyczace detali implementacyjnych i metodologicznych badan
efektywnosciowych rozwazanych w niniejszym podrozdziale algorytméw kompresji
sg identyczne jak w przypadku analogicznych zagadnien w eksperymencie pierwszym
i opisane zostaly szczegdétowo w punkcie 4.3.1. PrzejdZzmy juz teraz do prezentacji
wynikéw badan jakosciowo - efektywnosciowych uzyskanych po przeprowadzeniu
eksperymentu nr (2).
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Poréwnania jakoSciowo-czasowe dla obrazéw 4.11a i 4.11b

Tab. 4.8a: Poréwnania czasowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.11a i 4.11b

Wartosct pozioméw kompresji dla rozwazanych obrazéow

Czasy
[s] 85% 75% 50% 25%
nauka test nauka test nauka test nauka test
MLP 3.576  0.022  5.711 0.036 11.408 0.072 17.096 0.108
NFJT 1.3/ 0.021 1.3/ 0.021 1.34 0.021 1.3/ 0.021
FCT 0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011

Tab. 4.8b: Poréwnania jakosciowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.11a i 4.11b

Wartosct poziomoéw kompresji dla rozwazanych obrazéw

[Z‘g]\’ R 85% 75% 50% 25%
nauka test nauka test nauka test nauka test
KLT 19.480  28.288 22.167 31.583 28.571 36.026 384.301  40.239
MLP 19.408 16.469 22.074 20.193 28.182 82.595 32.981 37.571
NFJT 16.952 15.036 19.534 18.033 24.320 33.566 31.462 38.972
FCT 9.435  14.159  9.961 16.831 16.441 32.848 21.829 38.586
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Rys.4.10a: Wykresy porownan jakosciowych dla obrazu uczacego 4.11a
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Rys.4.10b: Wykresy poréwnan jakosciowych dla obrazu testowego 4.11b
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Rys.4.11c: Fragment obrazu 4.11a  Rys.4.11d: Fragment obrazu 4.11b
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Rys.4.12(vii): KLT, 4.11c, 25% Rys.4.12(viii): FCT, 4.11¢, 25%
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Rys.4.12(xv): MLP, 4.11c, 25% Rys.4.12(xvi): NFJT, 4.11¢, 25%
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U

Rys.4.12(xvii): KLT, 4.11d, 85% Rys.4.12(xviii): FCT, 4.11d, 85%

Rys.4.12(xix): KLT, 4.11d, 75% Rys.4.12(xx): FCT, 4.11d, 75%

Rys.4.12(xxi): KLT, 4.11d, 50% Rys.4.12(xxii): FCT, 4.11d, 50%

Rys.4.12(xxiii): KLT, 4.11d, 25% Rys.4.12(xxiv): FCT, 4.11d, 25%
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Rys.4.12(xxv): MLP, 4.11d, 85% Rys.4.12(xxvi): NFJT, 4.11d, 85%

Rys.4.12(xxvii): MLP, 4.11d, 75% Rys.4.12(xxviii): NFJT, 4.11d, 75%

I
Rys.4.12(xxix): MLP, 4.11d, 50% Rys.4.12(xxx): NFJT, 4.11d, 50%

Rys.4.12(xxxi): MLP, 4.11d, 25% Rys.4.12(xxxii): NFJT, 4.11d, 25%
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Poréwnania jakoSciowo-czasowe dla obrazéw 4.14a i 4.14b

Tab. 4.9a: Poréwnania czasowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.14a i 4.14b

Wartosct pozioméw kompresji dla rozwazanych obrazéow

Czasy
[s] 85% 75% 50% 25%
nauka test nauka test nauka test nauka test
MLP 3.576  0.022  5.711 0.036 11.408 0.072 17.096 0.108
NFJT 1.3/ 0.021 1.3/ 0.021 1.34 0.021 1.3/ 0.021
FCT 0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011

Tab. 4.9b: Poréwnania jakosciowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.14a i 4.14b

Wartosct poziomoéw kompresji dla rozwazanych obrazéw

[Z‘g]\’ R 85% 75% 50% 25%
nauka test nauka test nauka test nauka test
KLT 26.796  24.374 28.146  25.753 32.025 28.770 37.009 32.951
MLP 26.757 20.018 28.120 21.781 31.978 23.757 36.862  29.850
NFJT 25.329 20.146 26.698 20.658 30.262 23.084 35.528 29.255
FCT 24.247 19.415 25.012 19.717 28.765 21.695 35.022 26.896
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Rys.4.13a: Wykresy porownan jakosciowych dla obrazu uczacego 4.14a
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Rys.4.14a: Obraz uczacy (2): 512 x512 pikseli z fragmentem 64 x 64 piksele

Rys.4.14b: Obraz testowy (2): 512 x512 pikseli z fragmentem 64 x 64 piksele

Rys.4.14c: Fragment obrazu 4.14a  Rys.4.14d: Fragment obrazu 4.14b
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Rys.4.15(i): KLT, 4.14c, 85% Rys.4.15(ii): FCT, 4.14c, 85%

Rys.4.15(iii): KLT, 4.14c, 75% Rys.4.15(iv): FCT, 4.14c, 75%

Rys.4.15(v): KLT, 4.14¢, 50% Rys.4.15(vi): FCT, 4.14c¢, 50%

Rys.4.15(vii): KLT, 4.14c, 25% Rys.4.15(viii): FCT, 4.14c, 25%
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Rys.4.15(ix): MLP, 4.14¢, 85% Rys.4.15(x): NFJT, 4.14c, 85%

Rys.4.15(xi): MLP, 4.14c, 75% Rys.4.15(xii): NFJT, 4.14c, 75%

Rys.4.15(xiii): MLP, 4.14c, 50% Rys.4.15(xiv): NFJT, 4.14c, 50%

Rys.4.15(xv): MLP, 4.14¢, 25% Rys.4.15(xvi): NFJT, 4.14c, 25%
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Rys.4.15(xvii): KLT, 4.14d, 85% Rys.4.15(xviii): FCT, 4.14d, 85%

Rys.4.15(xix): KLT, 4.14d, 75% Rys.4.15(xx): FCT, 4.14d, 75%

Rys.4.15(xxi): KLT, 4.14d, 50% Rys.4.15(xxii): FCT, 4.14d, 50%

Rys.4.15(xxiii): KLT, 4.14d, 25% Rys.4.15(xxiv): FCT, 4.14d, 25%
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Rys.4.15(xxv): MLP, 4.14d, 85% Rys.4.15(xxvi): NFJT, 4.14d, 85%
Rys.4.15(xxvii): MLP, 4.14d, 75% Rys.4.15(xxviii): NFJT, 4.14d, 75%

Rys.4.15(xxix): MLP, 4.14d, 50% Rys.4.15(xxx): NFJT, 4.14d, 50%

Rys.4.15(xxxi): MLP, 4.14d, 25% Rys.4.15(xxxii): NFJT, 4.14d, 25%
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Poréwnania jakoSciowo-czasowe dla obrazéw 4.17a i 4.17b

Tab. 4.10a: Pordéwnania czasowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.17a i 4.17b

Wartosct pozioméw kompresji dla rozwazanych obrazéow

Czasy
[s] 85% 75% 50% 25%
nauka test nauka test nauka @ test nauka test
MLP 7.158  0.022 5711 0.036 6842 0.072 136.764 0.108
NFJT 2.681 0.021 1.3/ 0.021 8.043 0.021 10.725 0.021
FCT 0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011

Tab. 4.10b: Poréownania jakosciowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.17a i 4.17b

Wartosct poziomoéw kompresji dla rozwazanych obrazéw

85% 75% 50% 25%
nauka test nauvka test nauka test nauka test

PSNR
[dB]

KLT 28.138 26.310 31.224 27.986 38.339 33.730 44.929 39.588
MLP 27.779  25.097  30.904  26.525 38.122 30.646  44.724 35.616
NFJT 23.678 22.581 28.151 24.985 36.205 30.4 43.227 85.108
FCT 21.568 21.544 26.209 24.369  35.754 30.4 42.738  85.105
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Rys.4.16a: Wykresy porownan jakosciowych dla obrazu uczacego 4.17a
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Rys.4.16b: Wykresy poréwnan jakosciowych dla obrazu testowego 4.17b
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Rys.4.17a: Obraz uczacy (3): 512 x512 pikseli z fragmentem 64 x 64 piksele

Rys.4.17b: Obraz testowy (3): 512 x512 pikseli z fragmentem 64 x 64 piksele

i

Rys.4.17c: Fragment obrazu 4.17a  Rys.4.17d: Fragment obrazu 4.17b
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Rys.4.18(i): KLT, 4.17¢, 85% Rys.4.18(ii): FCT, 4.17¢c, 85%

Rys.4.18(vii): KLT, 4.17c, 25% Rys.4.18(viii): FCT, 4.17c, 25%
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Rys.4.18(xv): MLP, 4.17¢, 25% Rys.4.18(xvi): NFJT, 4.17¢, 25%
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Rys.4.18(xvii): KLT, 4.17d, 85% Rys.4.18(xviii): FCT, 4.17d, 85%

Rys.4.18(xix): KLT, 4.17d, 75% Rys.4.18(xx): FCT, 4.17d, 75%

Rys.4.18(xxiii): KLT, 4.17d, 25% Rys.4.18(xxiv): FCT, 4.17d, 25%
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Rys.4.18(xxv): MLP, 4.17d, 85% Rys.4.18(xxvi): NFJT, 4.17d, 85%

Rys.4.18(xxxi): MLP, 4.17d, 25% Rys.4.18(xxxii): NFJT, 4.17d, 25%
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Poréwnania jakoSciowo-czasowe dla obrazéw 4.20a i 4.20b

Tab. 4.11a: Poréwnania czasowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.20a i 4.20b

Czasy

[s]

MLP
NFJT
FCT

Wartosct pozioméw kompresji dla rozwazanych obrazéow

85% 75% 50% 25%
nauka test nauka test nauka test nauka test
21.458 0.022 34.266 0.036  68.42 0.072 102.573 0.108

8.048  0.021 8.048 0.021 8.043  0.021 8.043 0.021
0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011 0.0 0.011

Tab. 4.11b: Poréwnania jako$ciowe badanych przeksztatcen, obrazy 4.20a i 4.20b

Wartosct poziomoéw kompresji dla rozwazanych obrazéw

[Z‘g]\’ R 85% 75% 50% 25%
nauka test nauka test nauka test nauka test
KLT 26.847 25.974 29.197 28.283 35.016 35.915 }2.945 /3.067
MLP 26.818 24.644  29.177 26.051 34.980 30.938 42.289 35.858
NFJT 24.333 24.848 26.322 26.056 32.166 30.759 4}1.676 37.884
FCT 24.028  24.655 25859 25722 81.812 30.371 41.532 37.781
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Rys.4.19a: Wykresy porownan jakosciowych dla obrazu uczacego 4.20a
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Rys.4.20b: Obraz testowy (4): 512 x512 pikseli z fragmentem 64 x 64 piksele

LN

Rys.4.20c: Fragment obrazu 4.20a  Rys.4.20d: Fragment obrazu 4.20b
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Rys.4.21(iii): KLT, 4.20c, 75% Rys.4.21(iv): FCT, 4.20c, 75%

\

Rys.4.21(v): KLT, 4.20c, 50% Rys.4.21(vi): FCT, 4.20c, 50%

\

N N

Rys.4.21(vii): KLT, 4.20c, 25% Rys.4.21(viii): FCT, 4.20c, 25%
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Rys.4.21(xi): MLP, 4.20c, 75% Rys.4.21(xii): NFJT, 4.20c, 75%

N

Rys.4.21(xiii): MLP, 4.20¢, 50% Rys.4.21(xiv): NFJT, 4.20c, 50%

Rys.4.21(xv): MLP, 4.20c, 25% Rys.4.21(xvi): NFJT, 4.20c, 25%
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Rys.4.21(xvii): KLT, 4.20d, 85% Rys.4.21(xviii): FCT, 4.20d, 85%

Rys.4.21(xxiii): KLT, 4.20d, 25% Rys.4.21(xxiv): FCT, 4.20d, 25%
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Rys.4.21(xxxi): MLP, 4.20d, 25% Rys.4.21(xxxii): NFJT, 4.20d, 25%
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4.4. Wnioski

W niniejszej czesci opracowania przedstawiona zostanie dyskusja dotyczaca wy-
nikow badan eksperymentalnych nad jako$ciowo - efektywosciowymi charakterysty-
kami zaprezentowanej w niniejszej monografii architektury neuronowej do kompresji
obrazow uzyskanych podczas realizacji dwoch eksperymentéw gtownych opisanych
wyzej w podrozdziatach 4.3.1 oraz 4.3.2.

Warto najpierw poddac¢ analizie wyniki eksperymentu pierwszego. Jak pokazuja
tabele porownan jakosciowych 4.2b — 4.5b i odpowiadajace im rysunki 4.4 — 4.7,
dla metod kompresji o standardowych parametrach, tzn. wymiarach przeksztatcen
dyskretnych réwnych 8 x 8 punktom oraz przy kwantyzacji doktadnej odpowiadaja-
cej sekwencji ZIG-ZAG, w przypadku sygnatéw dwuwymiarowych o charakterystyce
probabilistycznej opisanej w punkcie 4.3.1 wszystkie rozwazane poréwnania plasuja
metode kompresji z wykorzystaniem proponowanej architektury neuronowej NFJT2D
pomiedzy metodg standardows, z uzyciem transformaty kosinusowej FCT2D, ktora
wypada zdecydowanie najgorzej z jakosciowego punktu widzenia, a metodg adapta-
cyjng MLP2D z wykorzystaniem perceptronu liniowego, ktérej wyniki zblizaja sie do
wartosci optymalnych osigganych przez dyskretng transformate Karhunena-Loeve’go
KLT2D.

Warto jednak zauwazy¢, ze o ile roznica jakosciowa pomiedzy metodami adap-
tacyjnymi NFJT2D oraz MLP2D jest stosunkowo niewielka, o tyle standardowa proce-
dura kompresji stosowana w metodzie JPEG wykorzystujaca przeksztatcenie FCT2D
wydaje sie by¢ zupehie nieprzystosowana do kompresji sygnatow o dobranej w eks-
perymencie pierwszym charakterystyce statystycznej. Zwroé¢my chociazby uwage na
kilka z najbardziej skrajnych przyktadéw opisanej wyzej relacji pomiedzy poréwny-
wanymi metodami. Na przyktad dla dos¢ typowych z punktu widzenia uzytkownika
systemu kompresji parametrach testowanych metod, tzn. przy wysokich modutach
korelacji wierszowej /kolumnowej sygnalow wejsciowych |p,|=|pc|=0.9 oraz stosunko-
wo duzym wspotezynniku kompresji R = 75% wida¢ w tabeli 4.3b i na odpowiadaja-
cym jej rysunku 4.5, ze réznica pomiedzy metodami adaptacyjnymi MLP2D i NFJT2D
jest stosunkowo niewielka i wynosi okoto 3.2 dB, natomiast analogiczna relacja mie-
dzy proponowang metoda adaptacyjng NFJT2D a standardowa procedura kompresji
z uzyciem przeksztatcenia FCT2D jest juz bardzo duza i wynosi okoto 10.4 dB na
korzys¢ proponowanej architektury neuronowe;j.

Podobnie przedstawia si¢ sytuacja w przypadku testu jakosciowego, ktérego wy-
niki zawarte sa w tabeli 4.4b i zaprezentowane na rysunku 4.6. Tutaj przy takich
samych jak poprzednio parametrach sygnatu wejsciowego i wspotczynniku kompresji
R = 50% rdéznica jakosciowa pomiedzy metodami adaptacyjnymi MLP2D i NFJT2D wy-
nosi okoto 5.6 dB na korzys¢ tej pierwszej, zas poréwnanie wynikéw metod NFJT2D
oraz FCT2D ujawnia fakt istotnej przewagi proponowanej architektury nad metoda
standardowsg, gdyz analogiczna relacja pomiedzy wymienionymi wyzej metodami
wynosi w tym przypadku 8.7 dB na korzys¢ architektury NFJT2D. Tego typu relacje,
cho¢ nie w tak skrajnych proporcjach, zachowane sa we wszystkich poréwnaniach
jakosciowych eksperymentu (1). Warto w tym miejscu dodac, ze zgodnie z ogdlnie
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przyjetym przez Srodowisko ekspertéw dziedziny kompresji obrazéw wnioskiem,! dol-
na granica roznicy jakosciowej rekonstruowanych w procesie dekodowania skompre-
sowanych wczesniej obrazéw przy ktoérej zmiany w dekodowanym obrazie w stosunku
do oryginatu zaczynaja by¢ zauwazalne przez cztowieka okreslona jest na poziomie
okoto 0.5 dB. Wniosek ten jeszcze bardziej zdaje sie uwypuklaé¢ przewage jakosciowsa
algorytmu adaptacyjnego NFJT2D nad jego standardowym odpowiednikiem FCT2D
stanowigcym gtowny komponent metody kompresji JPEG, gdyz w obydwu rozwa-
zanych wyzej przypadkach testow jakosciowych wspomniana granica zostata prze-
kroczona ponad 20-krotnie w pierwszym przyktadzie i okoto 18-krotnie w drugim
z analizowanych wyzej przyktadow na korzysé¢ metody adaptacyjnej NFJIT2D.

Zajmijmy sie teraz kwestig wynikéw efektywnoséciowych poréwnywanych ze soba
metod kompresji dla eksperymentu (1). Tutaj relacja pomiedzy dwoma skrajny-
mi jakosciowo przeksztatceniami MLP2D oraz FCT2D odwraca sie na korzys¢ metody
standardowej FCT2D z jednoczesnym zachowaniem centralnej pozycji proponowane;j
architektury neuronowej do kompresji obrazéw NFJT2D wzgledem wynikow czaso-
wych uzyskiwanych w przeprowadzonych testach, zebranych w tabelach 4.2a 4.5a.
Relacja taka utrzymuje si¢ na przestrzeni wszystkich testow efektywnosciowych prze-
prowadzonych podczas eksperymentu (1) zaréwno w przypadku czaséw proceséw
optymalizacyjnych dla przeksztatcen adaptacyjnych (w tym takze w przypadku me-
tody FCT2D dla ktérej przyjeto umowny, zerowy czas procesu optymalizacji) jak
i efektywnosci etapéw operacyjnych rozwazanych metod kompresji, obejmujacych
czasy procesOw kompresji i dekodowania sygnatow wejsciowych podczas ich pdzniej-
szego funkcjonowania. Podobnie jak wcze$niej przesledzmy dwa przyktady bedace
wymownymi ilustracjami przedstawionej wyzej tezy.

7 wynikow zawartych w tabeli 4.4a dla poziomu kompresji R = 50% mozna wnio-
skowac, ze czas treningu sieci NFJT2D i wynosi 6.55 sek. i jest okoto 8.5 raza mniej-
szy niz odpowiadajacy mu czas optymalizacji standardowej sieci MLP2D stosowanej
w adaptacyjnej kompresji obrazow, ktory ksztaltuje sie na poziome okoto 55.7 se-
kund. Czasy kodowania/dekodowania wszystkich trzech analizowanych metod kom-
presji sa w tym przypadku réwne wartosciom 17.6, 5.3 oraz 2.5 sekund, odpowiednio
dla algorytméw MLP2D, NFJT2D oraz FCT2D. Oznacza to, ze czas procesu kompre-
sji i dekodowania sygnatu dla proponowanej architektury adaptacyjnej NFJT2D jest
w tym przypadku okoto 3 razy krétszy niz dla sieci MLP2D i z drugiej strony okoto
2 razy dtuzszy w stosunku do efektywnodci standardowej metody FCT2D. Relacja ta
pogtebia sie na korzy$¢ proponowanej architektury neuronowej w przypadku testu
z poziomem kompresji réwnym 25%, ktorego wyniki przedstawione sa w tabeli 4.5a.
Tutaj czas treningu sieci NFJT2D jest okoto 13 razy krétszy od odpowiadajacego mu
czasu dla jej standardowego odpowiednika MLP2D. Efektywnosci proceséw kodowania
i dekompresji przetwarzanych danych obrazowych rowniez $wiadcza jeszcze dobit-
niej na korzy$¢ metody NFJIT2D wzgledem standardowej sieci neuronowej MLP2D, gdyz
w przypadku tym czas odpowiedzi pierwszej z wymienionych przed chwilg sieci jest
okoto 5 razy krétszy od analogicznego czasu raportowanego dla drugiej z nich. Tu-
taj NFJT2D jest znow okoto 2 razy wolniejszy w procesie kompresji/dekodowania
sygnatow wejsciowych od rozwigzania FCT2D stosowanego w metodzie JPEG.

Ipatrz chociazby uwagi zawarte w ksiazce [112]
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Konczac opis eksperymentu (1) warto jeszcze na moment zwrdci¢ uwage na cie-
kawy przypadek pary badan eksperymentalnych dla przeksztatcen 16 x 16-punkto-
wych, ktorych wyniki jako$ciowe zawarte sa w tabelach 4.6b oraz 4.7b i uwidocznio-
ne odpowiednio na rysunkach 4.8 oraz 4.9, zas dane z ich testow efektywnosciowych
zebrane sa w tabelach 4.6a oraz 4.7a. Badania te sugestywnie uwidaczniaja przypusz-
czalny koniec mozliwosci efektywnego treningu autokodera perceptronowego MLP2D
za pomocg metody wstecznej propagacji btedu. Jest to szczegdlnie widoczne na ry-
sunku 4.9 dla poziomu kompresji R = 25%, gdzie wykres jakosciowy metody MLP2D
zalamuje sie wyraznie w kierunku nizszych wartosci miary PSNR dla odtwarzanych
obrazéw na poziomie modutu wspoétezynnikéw autokorelacji wierszowej /kolumnowe;j
sygnatu wejsciowego rownym 0.9. Efekt ten, cho¢ nie tak wyrazny, zaczyna by¢ juz
widoczny w przypadku badania przeksztatcenia 16 x 16-punktowego przy poziomie
kompresji rownym 50%, co pokazuja dane z tabeli 4.6b oraz wykresy charakterystyk
efektywnosciowych przedstawione na rysunku 4.8. Pomimo szeregu powtorzen oby-
dwu badan z réoznymi ustawieniami parametréw procesu nauki perceptron MLP2D
przez caly czas wykazywal analogiczne zachowanie. Zasugerowany wyzej wniosek
o kresie mozliwosci efektywnego treningu autokodera MLP2D na poziomie wymiaru
optymalizowanych przeksztalcen réwnym 16 x 16 punktom wynika z doswiadczen
autora wyniesionych z prac nad optymalizacja przeksztatcen jedno oraz dwuwymia-
rowych zaréwno metodami szybkimi jak i standardowymi, ktoérych wyniki nie sa
jednak czescig niniejszej publikacji.

Konczac ten watek warto jeszcze podkresli¢, iz na podstawie wspomnianych
przed chwilg doswiadczen autor czuje sie uprawniony do stwierdzenia, iz o ile sku-
tecznos¢ procesu treningowego autokodera perceptronowego spada drastycznie juz
dla przedstawionych tu przeksztatcen 16 x 16-punktowych, o tyle sie¢ neuronowa
NFJT2D jest w stanie bez wickszego trudu zrealizowa¢ z powodzeniem skuteczny
trening dla przeksztatcen 32 x 32-punktowych, a nawet przeksztalcen o wyzszych
wymiarach, cho¢ w przypadku tych ostatnich porces treningowy jest juz stosunkowo
powolny. Wnioski te zostaty potwierdzone przez autora w sposdb empiryczny na
podstawie wspomnianych wyzej eksperymentéw pomocniczych.

Ostatnig kwestiag na ktéra warto zwrdci¢ uwage przy omawianiu rozpatrywa-
nych tu przyktadéw przeksztatcen 16 x 16-punktowych jest skala przyrostu stosunku
czasOéw treningu i pozniejszego wyznaczania odpowiedzi sieci MLP2D oraz NFJT2D
wzgledem odpowiedniej relacji dla wymienionych architektur neuronowych realizu-
jacych przeksztatcenia 8 x 8—punktowe. Wezmy znéw pod uwage przypadek skrajny,
z danymi eksperymentalnymi zawartymi w tabeli 4.7a, przeksztatcenia 16x16 punkto-
wego przy stopniu kompresji R = 25%. Proces treningu autokodera NFJT2D jest tutaj
niemalze 30 razy krotszy od czasu optymalizacji sieci standardowej MLP2D, co stano-
wi prawie trzykrotny przyrost tej relacji na korzys¢ architektury NFJT2D wzgledem
odpowiedniego stosunku czasow dla sieci 8 x 8—punktowych rownego, zgodnie z wcze-
Sniejszymi spostrzezeniami, 13-krotnosci. Podobnie, stosunek czaséw wyznaczania
odpowiedzi zoptymalizowanych wczesniej sieci, zgodnie z danymi zawartymi w tabeli
4.7a, wynosi w przypadku przeksztatcen 16 x 16-punktowych 15-krotnosci, podczas
gdy analogiczna relacja dla sieci 8 x8—punktowych ksztattuje sie na poziomie rownym
5—krotnosci, co oznacza ze i w tym przypadku przyrost rozwazanych wartosci jest

133



trzykrotny réwniez z korzyscia dla autokodera NFJT2D. Powyzsze spostrzezenia, wraz
z podanymi wezesniej uwagami na temat skutecznosci proceséw treningowych rozpa-
trywanych architektur neuronowych do kompresji obrazéw moga by¢ interpretowa-
ne jako empiryczna manifestacja teoretycznej roznicy rzedéw ztozonosci obliczenio-
wych proponowanej architektury sieciowej NFJT2D i jej standardowego odpowiednika
w postaci autokodera perceptronowego MLP2D na rzecz pierwszej z wymienionych sie-
ci. Powyzsze spostrzezenia i wnioski koncza analize wynikéw eksperymentu (1).

W odréznieniu od teoretycznego charakteru eksperymentu pierwszego, ekspery-
ment drugi mial na celu weryfikacje efektywnosci ogélnej proponowanej architektury
neuronowej w warunkach jak najbardziej przypominajacych te spotykane najczesciej
w praktyce zadania kompresji adaptacyjnej, w ktorej przetwarzaniu podlegajg obra-
zy rzeczywiste, bedace cyfrowymi reprezentacjami zdje¢ wybranych, realnych obiek-
tow czy postaci. Niemniej waznym celem uzupetniajacym eksperymentu (2) byto
ewentualne potwierdzenie praktyczne dos¢ satysfakcjonujacych rezultatéw teoretycz-
nych symulacji procesu kompresji dla obrazow modelowych, uzyskanych w ekspery-
mencie (1) i opisanych w poprzednim paragrafie. Postawione w ten sposob cele oraz
che¢ zapewnienia przejrzystosci i spojnosci catosci badan eksperymentalnych nad
proponowanym rozwigzaniem zdeterminowalty sposob doboru obrazéw badawczych
w ramach eksperymentu (2) zawezajac ich rodzaj do obrazéw rzeczywistych, ktorych
charakterystyki statystyczne sa podobne do odpowiednich charakterystyk obrazow
bedacych przedmiotem eksperymentu pierwszego. Mimo tego, cho¢ jak zaznaczono
przed chwilg doswiadczenie (2) poswiecone byto niemalze w catosci obrazom rze-
czywistym, dla uwypuklenia i sugestywnego przedstawienia charakteru najbardziej
znaczacych cech proponowanej architektury neuronowej do adaptacyjnej kompre-
sji obrazéw warto byto rowniez postuzy¢ sie przyktadami obrazéw wygenerowanych
sztucznie o charakterystykach probabilistycznych! zblizonych do pozostatych, roz-
wazanych w dalszej czesci eksperymentu (2) obrazoéw rzeczywistych.

PrzejdZzmy najpierw do analizy relacji miedzy charakterystykami jako$ciowymi
dla rozwazanych w niniejszej pracy czterech metod kompresji dla wybranych ob-
razow eksperymentalnych, ktore widnieja na rysunkach 4.10a, 4.10b, 4.13a, 4.13b,
4.16a, 4.16b oraz 4.19a i 4.19b. Wspomniane przed chwilg wyniki testéw jakoscio-
wych dla wymienionych wyzej obrazéw eksperymentalnych zebrane sg w tabelach
4.8b - 4.11b. Najbardziej istotne réznice jakosciowe pomiedzy poréwnywanymi me-
todami kompresji mozna zauwazy¢ analizujac dane zgromadzone w tabeli 4.8b, ra-
portujace rezultaty badan jakosciowych dla wspomnianych wczes$niej przyktadowych
obrazow 4.11a i 4.11b wygenerowanych w sposob sztuczny, przypominajacych swa
teksturg fakture tkaniny czy drewna. Najwidoczniejsze réznice dotycza wynikow
jakosciowych symulacji procesu kompresji i dekodowania dla obrazu 4.11a uzywa-
nego wezesniej w roli zrodta danych optymalizacyjnych dla testowanych metod. Na
przyktad dla poziomu kompresji R = 75% obraz treningowy 4.9a odtwarzany jest
w procesie kodowania i dekompresji przy uzyciu zoptymalizowanej wczesniej sieci
neuronowej NFJT2D z miarg PSNR o wartosci o okoto 10 dB wigkszej od wartosci
wspomnianego wskaznika dla rozwazanego obrazu kompresowanego i odtwarzanego

ldokladny opis charakterystyk probabilistycznych obrazéw 4.11a i 4.11b znajduje sie w punkcie
4.3.2 niniejszego rozdziatu
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za pomoca standardowej techniki FCT2D. Z drugiej strony w przypadku tym ja-
kos¢ przetworzonego przy pomocy autokodera NFJT2D obrazu uczacego nie odbiega
znacznie od tej notowanej dla obrazu odtworzonego za pomoca standardowej archi-
tektury neuronowej MLP2D, mieszczac si¢ w granicy miary PSNR na poziomie okoto
2.5 dB. Podobna sytuacja ma miejsce dla wspoétczynnika kompresji R = 25% gdzie
roznica jakosciowa miar PSNR dla metod NFJT2D i FCT2D wynosi ponownie okoto
10 dB na korzys¢ pierwszej z wymienionych metod, za$ analogiczna relacja jakoscio-
wa dla wspomnianego poziomu kompresji w przypadku sieci neuronowych NFJT2D
i jej standardowego odpowiednika MLP2D waha sie¢ w granicach tylko okoto 2 dB na
korzy$¢ drugiej z nich. W analizowanym przyktadzie wyniki jakosciowe kompresji
i dekodowania dla obrazu testowego 4.11b sg nieco gorsze dla wszystkich rozpatry-
wanych metod, przy czym nadal sie¢ NFJT2D odtwarza rozwazny obraz ze srednig
przewaga dla wszystkich rozwazanych pozioméw kompresji wynoszaca okoto 1.0 dB,
co jak wspomniano wczesniej stanowi dwukrotnosé granicy miary PSNR, przy ktorej
cztowiek jako uzytkownik systemu kompresji zauwaza pozytywna poprawe jakosci
przetwarzanego obrazu - nad standardowym przeksztatceniem kosinusowym FCT2D,
notujac jednoczesdnie bardzo korzystne rezultaty porownawcze wzgledem autokodera
MLP2D, gdzie, co istotne, w dwoch przypadkach dla wspétczynnikéw kompresji row-
nych 50% i 25% wynik jakosciowy sieci NFJT2D jest o ponad 1.0 db korzystniejszy od
tego raportowanego dla standardowej architektury neuronowej MLP2D.

Podobne liczbowe charakterystyki jakosciowe, cho¢ juz nie w tak skrajnych pro-
porcjach, dotycza takze pozostatych, uwidocznionych dalej, trzech par obrazow tre-
ningowych i testowych, przedstawiajacych obiekty rzeczywiste. Umieszczone nizej
dla kazdej z par obrazow uczacego i testowego wizualne poréwnania ich kompre-
sowanych i odtwarzanych fragmentéow potwierdzaja przewage proponowanej me-
tody kompresji NFJT2D nad jej standardowym odpowiednikiem FCT2D, szczegodlnie
w przypadku wysokich wspotczynnikéw kompresji i jednoczesnie pozwalajg stwier-
dzi¢, ze kompresja adaptacyjna z uzyciem sieci NFJT2D nie wiele ustepuje metodzie
wykorzystujacej standardowy autokoder perceptronowy.

Skoncentrujmy jeszcze uwage na charakterystykach czasowych poréwnywanych
w niniejszym rozdziale metod kompresji zebranych w tabelach 4.8a — 4.11a, ktore
rowniez zdajg sie potwierdzaé¢ ogdlng przewage proponowanego algorytmu adapta-
cyjnego kompresji obrazow z uzyciem architektury sieciowej NFJT2D nad pozosta-
tymi rozpatrywanymi w niniejszej pracy metodami kompresji w sytuacji zblizonej
do rzeczywistych warunkéw funkcjonowania procedur obliczeniowych adaptacyjnej
kompresji obrazow. Cho¢ proponowana architektura neuronowa NFJT2D z oczywi-
stych wzgledéw nie jest w stanie doréwnacé efektywnoscig czasowa procesu opty-
malizacyjnego i p6zniejszego etapu funkcjonalnego szybkiemu, dedykowanemu spe-
cjalnie rozwazanemu zadaniu kompresji algorytmowi FCT2D, ptacac w ten sposéb
cene za swa elastycznosé i uniwersalnos¢ w reprezentowaniu réznorakich efektyw-
nych przeksztatcen dyskretnych stuzacych kompresji obrazéw, to juz porownanie jej
charakterystyk czasowych z ich odpowiednikami dla architektury MLP2D nie pozo-
stawia watpliwosci o przewadze wzgledem kryterium efektywnosciowego propono-
wanego podejscia nad wymieniong przed chwilg standardowsg metoda adaptacyjna.
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Odnoszac sie do pierwszej z poruszanych wyzej kwestii proces optymalizacyj-
ny metody FCT2D obliczania dyskretnego dwuwymiarowego przeksztatcenia kosinu-
sowego nie wymaga od operatora systemu kompresji adaptacyjnej obrazéw wysit-
ku kalkulacyjnego z uwagi na ustalong posta¢ obliczeniowa tej metody, niezalezna
od charakteru kompresowanego i dekodowanego sygnatu wejsciowego. Fakt ten jest
umownie odzwierciedlony we wszystkich podanych nizej tabelach poréwnan efektyw-
nosciowych poprzez umieszczenie w nich wartosci zerowej dla opisu charakterystyk
czasowych procesoOw optymalizacyjnych metody FCT2D. W przypadku relacji pomie-
dzy efektywnosciami czasowymi algorytmoéw FCT2D i NFJT2D dla etapéw funkcjo-
nalnych kodowania i odtwarzania skompresowanych wczesniej danych obrazowych
we wszystkich rozpatrywanych poréwnaniach i niezaleznie od stopnia kompres;ji,
co wynika bezposrednio z konstrukcji metod FCT2D i NFJT2D — przewaga czasowa
pierwszego z wymienionych algorytmoéow jest w przyblizeniu dwukrotna, a zatem
obydwie wymienione metody, z doktadnoscia do statej, wykazuja ztozonosé efektyw-
nosciowa tego samego rzedu dla rozwazanego procesu.

Z drugiej strony, jak wspomniano wczesniej, poréwnania czasowe metod adap-
tacyjnych, standardowej MLP2D i szybkiej NFJT2D ujawniaja w przypadku proceséw
treningowych zdecydowang, okolo trzykrotnag przewage szybkosciows proponowa-
nej architektury neuronowej nad siecig MLP2D przy wysokich wspotczynnikach kom-
presji, az do jej ponad szesnastokrotnego poziomu dla wspotezynnikéw kompresji
o wartosciach nizszych, co moze by¢ zaobserwowane chociazby na przyktadzie da-
nych umieszczonych w tabelach 4.8a czy 4.9a. Jesli za$ idzie o czasy realizacji etapow
funkcjonalnych wyznaczania odpowiedzi zoptymalizowanych wczesniej sieci dla oby-
dwu rozwazanych architektur neuronowych w celu realizacji proceséow kodowania
i odtwarzania skompresowanych danych obrazowych to przy najwyzszych rozpatry-
wanych wartosciach wspotczynnikéw kompresji czasy te zrownuja si¢, natomiast dla
wspotezynnikow o wartosdciach nizszych przewaga autokodera NFJT2D nad jego stan-
dardowym odpowiednikiem, siecig MLP2D, rosnie nawet pieciokrotnie, co wida¢ we
wszystkich podanych tabelach poréwnan czasowych.

Tab. 4.12: Charakterystyki jakosciowo-wydajnosciowe rozpatrywanych metod
kompresji obrazow

Charakterystyka jakosciowo-wydajnosciowa
Metoda —— , —
Koszt optymalizacji | Koszt funkcjonalny | Jako$é praktyczna
KLT2D bardzo wysoks O(N?) maksymalna
MLP2D wysoki O(N%) bardzo dobra
NFJT2D niski O(NZ?logaN?) dobra
FCT2D brak O(N?logaN?) wystarczajgca

Na podstawie wszystkich przeprowadzonych rozwazan mozna w syntetyczny
i zwiezty zarazem sposob scharakteryzowaé wszystkie cztery poréwnywane ze sobg
w niniejszej, eksperymentalnej, cze¢sci opracowania metody kompresji adaptacyjnej.
Poréwnanie takie w postaci zbiorczego zestawienia najistotniejszych charakterystyk
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wspomnianych metod obliczeniowych prezentuje tabela 4.12. Zgodnie z wprowa-
dzonymi wczesniej oznaczeniami w tabeli tej N jest horyzontalnym i wertykalnym
zarazem wymiarem pojedynczego fragmentu obrazu kompresowanego i/lub odtwa-
rzanego za pomoca porownywanych ze soba metod kompresji. Na mocy przedsta-
wionych wyzej poréwnan mozna wysnu¢ wniosek, ze neuronowe realizacje szybkich
zunifikowanych algorytmoéw obliczania przeksztalcen dyskretnych charakteryzujg sie
lepsza o rzad wielkosci ztozono$cia obliczeniowa od stosowanych obecnie metod neu-
ronowych adaptacyjnej kompresji obrazéw, jednoczesnie przewyzszajac znacznie pod
wzgledem charakterystyk jakosciowych metody standardowe kompresji obrazow, wy-
korzystujace szybkie, dedykowane algorytmy wyznaczania dyskretnych przeksztal-
cen ortogonalnych, ktérych ztozonosé obliczeniowa jest réwna rzedem ztozonosci
prezentowanych algorytmoéw.
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5. PODSUMOWANIE

W niniejszym opracowaniu przedstawiono szybkie zunifikowane algorytmy wy-
znaczania przeksztalcen dyskretnych oraz ich neuronowe realizacje, ktorych efektyw-
no$c¢ zostalta zweryfikowana eksperymentalnie w przyktadowym problemie kompresji
obrazéw. Wyniki badan potwierdzily efektywnos¢ skonstruowanych w ten sposob
metod adaptacyjnego doboru dyskretnych przeksztatcen kodujacych/dekodujacych
dla zadania stratnej kompresji wybranych klas obrazow rzeczywistych i doprowadzi-
ly do uzyskania schematow kompresji o niskiej ztozonosci obliczeniowej i lepszej od
stosowanych obecnie metod standardowych charakterystyce jakosciowej.

Wynik praktyczny niniejszego opracowania polega na eksperymentalnym po-
twierdzeniu skutecznos$ci neuronowych realizacji szybkich zunifikowanych algoryt-
mow wyznaczania przeksztatcen dyskretnych w wybranym zagadnieniu optymaliza-
cyjnym, w tym przypadku w problemie kompresji obrazéw, co moze prowadzi¢ do
wniosku, ze metody te moga z podobng skutecznoscig zostaé¢ zastosowane w innych
zadaniach optymalizacyjnych.

Warto na koniec dodaé, ze zdaniem autora, kierunki dalszych badan nad efek-
tywnymi metodami adaptacji szybkich przeksztatcen zunifikowanych w wybranych
zadaniach optymalizacyjnych z pewnoscig moga znalezé szerokie zastosowania, cho-
ciazby w realizacjach splotowych sieci neuronowych, gdzie zaréwno efektywnosé ob-
liczeniowa jak i pojemnosciowa odgrywajg niebagatelna role.
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