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Wstep

Niniejszy skrypt powstal jako rezultat zaje¢ prowadzonych dla studentéw
kierunku automatyka i robotyka na Wydziale Mechanicznym Politechniki
b.odzkiej i jest przeznaczony w szczegdlnosci dla technicznych kierunkéw
niematematycznych.

Pierwszy rozdziat skryptu po$wiecony jest algebrze liczb zespolonych i ma na
celu przypomnienie i zebranie podstawowych wiadomos$ci dotyczacych liczb
zespolonych. Zawiera on okreSlenie zbioru liczb zespolonych, oméwienie posta-
ci liczb zespolonych, przedstawienie dzialann na liczbach zespolonych oraz
wyznaczania pierwiastkow wielomiandéw zmiennej zespolone;.

Rozdziat drugi ma celu zapoznanie Czytelnika z funkcjami zespolonymi
zmiennej zespolonej. W pierwszej czeSci dokonano przegladu wazniejszych
funkgcji analizy zespolonej. Dalsza cze$¢ obejmuje zagadnienia zwigzane z cia-
gami zespolonymi, granica oraz pochodng funkcji zespolonej. Ostatnia cze$é
tego rozdzialu poswiecona jest holomorficznosci funkgcji, ktéra jest warunkiem
znacznie silniejszym niz rézniczkowanie w sensie rzeczywistym.

W rozdziale trzecim omoéwiono tematyke zwigzang z catkami krzy-
woliniowymi funkcji zespolonych. Po oméwieniu funkcji zespolonych zmien-
nej rzeczywistej oraz rodzajow krzywych na ptaszczyznie zespolonej zapre-
zentowane zostaly narzedzia, ktére mozna wykorzysta¢ przy obliczaniu catek
krzywoliniowych funkcji zespolonych zmiennej zespolonej, w tym jeden z waz-
niejszych wzoréw w analizie zespolonej — wzér Cauchy’ego.

W rozdziale czwartym uwaga Czytelnika zostaje skierowana na szeregi
liczbowe oraz potegowe o wyrazach zespolonych, a w szczegélnoSci na
szereg Laurenta, w ktérym to szeregu wystepuja zaréwno sktadniki o wy-
ktadniku nieujemnym, jak i uyjemnym.
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Rozdziat piaty zaczyna sie od analizy zagadnienia punktéw zerowych
funkcji zespolonych. Nastepnie przeprowadzono klasyfikacje punktéw osobli-
wych. Rozdziat konczy rachunek residuéw, ktéry jest wykorzystywany zaréwno
w analizie zespolonej, jak i rzeczywiste;j.

W' rozdziale széstym, po zdefiniowaniu przeksztalcenia Laplace’a,
omdéwiono jego wlasnosci, a nastepnie wprowadzono przeksztalcenie odwrotne
oraz splot. Sposoby wyznaczenia oryginatu funkcji, gdy znana jest trans-
formata, sa zilustrowane na przyktadach. Rozdzial koniczy sie przyktadami
zastosowania metody operatorowej do rozwigzywania rownan rézniczkowych
zwyczajnych.

Ostatni, siédmy rozdzial, zawiera dodatek, w ktérym przypomniany zostat
rozktad utamkéw wymiernych na sume utamkoéw prostych, ktére to umiejet-
nosci mozna wykorzysta¢ podczas stosowania metody operatorowej do roz-
wigzywania rownan rézniczkowych.

W skrypcie, dla wyeksponowania oraz utatwienia wyszukiwania potrzeb-
nych danych i narzedzi, definicje zostaly zamieszczone w jasnoniebieskich
ramkach, a dla twierdzen zostaly zastosowane ramki ciemnoniebieskie. Twier-
dzenia zostaly opatrzone komentarzami oraz licznymi przyktadami. Bezpo-
Srednio pod przyktadami zostaly zamieszczone ¢wiczenia, ktérych rozwigzywa-
nie pozwoli Czytelnikowi utrwali¢ omoéwiony material. Niektére tematy
zostaly wsparte ilustracjami. Na koncu kazdego rozdziatu, niezaleznie od
¢wiczen, zostaly dotaczone zadania do samodzielnego rozwigzania. Odpowiedzi
do ¢éwiczen i zadan zostaly umieszczone na koncu skryptu.

Sktadamy serdeczne podziekowanie Recenzentowi, dr. hab. prof. PL
Markowi Galewskiemu, za liczne wskazéwki i niezwykle cenne uwagi oraz
spostrzezenia i sugestie, ktére znaczaco wplynely na jakoS§¢ i ostateczng
wersje skryptu, dr Annie Debiniskiej-Nagorskiej za poswiecony czas na
przeczytanie skryptu, sugestie zmian i ulepszen tekstu oraz Dyrektorowi
Centrum Nauczania Matematyki i Fizyki, dr. prof. Pt. Andrzejowi Justowi,
za przychylno$¢ i mozliwo$¢ opublikowania niniejszego opracowania.

Autorzy



Rozdzial 1

Algebra liczb zespolonych

W skrypcie bedziemy stosowali nastepujace oznaczenia zbiorow liczbowych:

e N — zbior liczb naturalnych,
N=1{1,2,3,...}.
o Ny — zbidr liczb naturalnych z dotaczong liczba zero,
Ny =1{0,1,2,3,...}.
e 7, — zbior liczb catkowitych,
Z=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

e R — zbior liczb rzeczywistych.

1.1. Okreslenie zbioru liczb zespolonych

Wezmy pod uwage zbior C = {(z,y) : * € R A y € R} i zdefiniujmy

dodawanie i mnozenie elementéw (x1, 1), (2,y2) tego zbioru nastepujaco:

(x1,11) + (22, y2) = (21 + X2, Y1 + Y2), (1.1)
(x1,11) - (22, y2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1). (1.2)
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Zbiér liczb zespolonych

Zbior C = {(z,y) : € R A y € R} z dzialaniami dodawania i
mnozenia okreslonymi réownosciami odpowiednio (1.1)), (1.2]), nazywa-

my zbiorem liczb zespolonych. Elementy zbioru C nazywamy liczbami

zespolonymi i oznaczamy pojedynczymi literami, np. z, w.

Przyktad 1.1. Niech z; = (1, —3), 29 = (2,4). Wowczas:

a) z1 +2=(1,-3)+(2,4) = (3,1),

b) z1-22=(1,-3)-(2,4) =(1-2—(=3)-4,1-4+ (=3)-2) = (14, -2).
Cwiczenie 1.1. Obliczy¢ sume i iloczyn liczb 2z, = (—4,1), 23 = (3, —1).

Kazdej liczbie x € R mozemy wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowac
pare (x,0) € R x {0}. Przyporzadkowanie to pozwala utozsami¢ zbior R ze
zbiorem R x {0} C C. Dlatego tez liczbe (z,0) € C bedziemy utozsamiac¢
z liczba x € R 1 zapisywaé

(x,0) = x. (1.3)

Jednostka urojona

Liczbe zespolona (0,1) nazywamy jednostka urojong oraz oznaczamy
litera 7. Mamy wiec
(0,1) =1.

Wtlasno$é jednostki urojonej

P2 = —1.

Dowdd. Korzystajac z ((1.2) oraz (1.3)) mamy

i> = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1.
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1.2. Postaé¢ kartezjanska liczby zespolonej

Niech z = (z,y) € C. Wowcezas z (1.1)), (1.2) oraz (|1.3) mamy
z=(2,y) = (2,0)+(0,1) - (5,0) =z +1y.

Zatem kazda liczbe zespolong z mozemy zapisa¢ w postaci z = x + iy, gdzie

z,y € R.

Niech x,y € R. Posta¢ z = x + iy nazywamy postacia kartezjanska
(algebraiczna) liczby zespolonej z, przy czym x nazywamy czescig rze-
czywistg liczby 2z 1 oznaczamy r = Rez, a y nazywamy czescig urojong

liczby z i oznaczamy y = Imz.

Dwie liczby zespolone z1 = x1 + iy; oraz zo = x9 + i¥ys, dane w postaci
kartezjanskiej, sa réowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja takie same czesci
rzeczywiste oraz takie same czesci urojone, tzn. gdy x; = x9 oraz y; = .

Niech z,y € R. Zauwazmy, ze kazdej liczbie zespolonej z = x+ 1y mozemy
jednoznacznie przyporzadkowaé punkt o wspotrzednych (x,y) na plaszczyz-
nie Oxy i na odwrot, kazdemu punktowi o wspotrzednych (z, y) na ptaszezyz-
nie Oxy mozemy przyporzadkowaé jednoznacznie liczbe zespolong z = x+1y.
Ptlaszczyzne z tak okreslonym odwzorowaniem nazywamy ptaszczyzna ze-
spolona. Jesli na ptaszczyznie zespolonej wprowadzimy prostokatny uktad
wspOtrzednych, to o§ pozioma nazwiemy osia rzeczywista (Rez), natomiast
0§ plonowa nazwiemy osig urojong (Imz), (rysunek [L.1]).

Imz

£/ *

Rysunek 1.1: Ptaszczyzna zespolona
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Sprzezenie liczy zespolonej

Liczba sprzezona do liczby zespolonej z = = + iy, gdzie z,y € R, (lub

sprzezeniem liczby zespolonej) nazywamy liczbe zespolona z okreslong
wzorem

Z =T — 1.

Wtlasno$é sprzezenia

Twierdzenie 1.1. Jezeli z = x + iy € C, gdzie x,y € R, to

27 =x?+ 1%

Dziatania na liczbach zespolonych w postaci kartezjanskiej wykonujemy
analogicznie jak na wyrazeniach algebraicznych, przy czym przy dzieleniu
przez liczbe zespolong dokonujemy mnozenia dzielnej i dzielnika przez liczbe

do niej sprzezona. Podczas wykonywania dzialan zastepujemy 2 = —1.
Przyktad 1.2. Niech z; = 6 — 7i oraz 29 = 2 + 1. Wowczas:

a) 21 +22=06—-T)+2+1)=64+2—Ti+i=28— 61,

b) 21 —20=(6—-Ti)—(24+i)=6—2—Ti —i=4— 8,

¢) 21 2= (6—Ti)(2+1) =12+ 6i — 145 — 7i* = 19 — 8i,

a oz (6-Ti)2—14) 12— 6i — 147 + 7

_ _ — 1 4.
o oz (2+0)(2—14) 1+1 !

d)

Cwiczenie 1.2. Obliczy¢ (wynik podaé w postaci kartezjanskiej):

REERCEY) Im(1 + 5i)
7T+ 1—3

Modul liczby zespolonej

Modutem liczby zespolonej z = z + 1y, gdzie x,y € R, nazywamy liczbe

Y b)

|z| € [0, +00) okreslona wzorem

2] = /22 + y2.
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Bezposrednio z definicji modutu wynika, ze zbior
{z€C:|z| =r},

gdzie r > 0, jest okregiem o §rodku w punkcie zg = 0 i promieniu r. Ogdlnie
zbior
{ze€C:|z—z|=r},

gdzie r > 0, jest okregiem o $rodku w punkcie zy i promieniu 7.

Przyktad 1.3. Zbior {z € C: |z —i| = 2} jest okregiem o $rodku w punkcie
zyp = i oraz promieniu 7 = 2, (rysunek [1.2).

Imz,

1 Rez

Rysunek 1.2

Cwiczenie 1.3. Nazwac¢ i naszkicowaé zbior {z € C : |z — 2 + 3i| = 4}.

Wilasnosci modutu

Twierdzenie 1.2. Niech z,z1, 29 € C. Wowczas:

e 2|=0&2=0,

laz| = alz|, gdzie a € [0, +00),

o |21 2] = [a1] - [22],

o 2" = |z|", gdzien € N,
¢ ?2 = %, 2 # 0,

o |21 + 20| < |ai| + |2,

[ ]
S
[N

I

[\
ST
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Przyklad 1.4. Niech z;1 =4 — 31, 29 = 2i. Wowcezas
ol = T (3P = VI =5, | =PI P —VI—2,
a wiec:
a) |z1 - 20| = (4 — 3i)(24)| = |4 — 3i||2i| = 5 -2 = 10,
b) 23| = |(4 — 3i)?| = |4 — 3i|]> = 5% = 125,

‘4—3@' 4—3i] 5
¢) |2 = = =

2 2i] 2

21

Z9 N
Cwiczenie 1.4. Obliczyé¢ (wynik poda¢ w postaci kartezjanskiej):

2 ' — 41
) +'62 | b) 3 z|.
11+ i3]

1+ 3

1.3. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Argument liczby zespolonej

Argumentem liczby zespolonej z # 0, danej w postaci z = x + iy, gdzie

x,y € R, nazywamy kazdg liczbe ¢ € R spetniajaca uktad réwnan

El (1.4)
sin p = leL|

cos =

Przyjmujemy, ze argumentem liczby z = 0 jest kazda liczba ¢ € R.

7 okresowosci funkcji sinus oraz cosinus wynika, ze kazda liczba zespolona
rozna od zera posiada nieskonczenie wiele argumentow, ktore réznig sie o

catkowite wielokrotnosci 2.

Argument gléwny liczby zespolonej

Argument ¢ € [0, 2m) liczby zespolonej z # 0 nazywamy argumentem

glownym 1 oznaczamy Argz, (rysunek [1.3)).

Dla liczby z = 0 przyjmujemy, ze Arg0 = 0.

Kazda liczba zespolona posiada doktadnie jeden argument gtowny.
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Imz

Ygo-mmmm e :

' -
x Rez

Rysunek 1.3: Argument gtéwny liczby zespolonej

Przyktad 1.5. Dla z = 3i mamy = = 0, y = 3, |z|] = V02432 = 3.

Argumentem liczby z = 37 jest kazda liczba ¢ € R spelniajaca uktad rownan
cosp =3 =0,

1

wlw wio

sin ,

a wigc jej argumentem jest dowolna liczba postaci ¢ = 5 + 2km, gdzie k € Z,
w szczegolnosci p = 7. Liczba ¢ = 7 jest jednoczesnie argumentem gtownym,
tj. Arg(3i) = § € [0, 2m).

Cwiczenie 1.5. Wyznaczy¢ modul, dowolny argument oraz argument gtow-

ny liczby z = —5.

Przyjmuje sie tez, w niektorych zastosowaniach, ze Argz € (—m, 7|, wow-

czas warto$¢ bezwzgledna argumentu gtéwnego nie przekracza .
Przyktad 1.6. Jesli przyjmiemy Argz € (—m, 7|, to:
a) Dla liczby z = —2i, |z| = 2, a liczba ¢ € (—m, «] spetniajaca uktad

rownan
cos p = 0,
sinp = —1,

™

jest liczba ¢ = —7, a wiec Arg(—2i) = —7.

b) Zbior przedstawiony na rysunku 1.4 mozemy zapisa¢ nieréwnosciami na-

stepujaco
A:{ZEC:— <Argz<ﬁ}.

il
4 4
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Imz

1 Rez

Rysunek 1.4

Cwiczenie 1.6. Przyjmujac, ze Argz € (0, 27]:
a) Wyznaczy¢ argument gtowny liczby z = —24,

b) Opisa¢ nierownosciami zbior przedstawiony na rysunku [1.4]

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Postacia trygonometryczng liczby zespolonej z nazywamy postac

z = |z|(cos ¢ + isin ),

gdzie ¢ jest dowolnym argumentem liczby z.

Postaé¢ trygonometryczna otrzymujemy po przeksztalceniu wzorow (|1.4))
do postaci x = |z|cos @, y = |z]sin @, a nastepnie podstawieniu do postaci
kartezjanskiej liczby zespolonej, mianowicie

z=1x 41y = |z|cosp + i|z|sinp = |z|(cos ¢ + isin ).

Przyktad 1.7. Dla liczby zespolonej z = —2 4+ 2¢ mamy z = —2, y = 2,
2| = 2v/2. Uklad réwnan

Cos ¢ = —\/75,
sin p = ‘/75,
spetnia np. p = %7‘(. Zatem liczbe z = —2+27 mozemy zapisa¢ w nastepujacej

postaci trygonometryczne]
3 3
z=2V/2 (cos ZT(' + 7sin Zﬂ') :

Cwiczenie 1.7. Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej liczbe z = /3 — .
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1.4. Potega i pierwiastek liczby zespolonej

1.4.1. Potegowanie liczb zespolonych

Dzialania na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej

Twierdzenie 1.3. Jesli z1, 29 € C oraz

21 = |z1|(cos ¢y +isinpy), 29 = |2z2|(cos @y + isin o),

to:

o 229 = |z1||22](cos(p1 + p2) + isin(yp1 + p2)),

Z Z ..
2 _ o1 ostor — o) + dsin(er — @2)), 2 0.

29 |22‘

Powyzszy wzor na mnozenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycz-
nej mozemy uogolni¢ na dowolng ilosé czynnikow. W szczegbdlnosci mozemy

otrzymac wzor na n-ta potege liczby zespolonej, mianowicie

Wzor de Moivre’a

Jezeli z = |z|(cos ¢ + ising) oraz n € N, to

= |2|"(cos(ny) + isin(ny)).

Przyktad 1.8. Zapisujac jednostke urojona ¢ w postaci trygonometryczne;j

1 = = COS 5 T 4+4sin’

wolng jej potege.

5 mozemy, korzystajac ze wzoru de Moivre’a, obliczy¢ do-

i, jeslin=4k+1,
‘ -1, jeslin =4k + 2,
"= k € Ny.
—1, jeslin =4k + 3,

1,  jesli n =4k,

Przyktad 1.9. Obliczymy (v/3—i)%. Potézmy z = v/3—i. Liczbeg te mozemy
zapisa¢ w postaci trygonometrycznej |z| = 2 (cos =T+ isin 7r) Stosujac

teraz wzor de Moivre’a otrzymujemy
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1 1
(V3 —1)? =2% (cos 089 S 0897r>

T+ 1sIn
6

— 2% (cos 3—7T + 2sin 3—7T> = 2%,
2 2

Potegi niektorych liczb zespolonych mozemy obliczyé bez odwotywania sie

do postaci trygonometrycznej, co ilustruje ponizszy przyktad.

Przyktad 1.10. Obliczymy (1 —4)7. Mamy

(1—=)"=0-495-(1—4)= (1—2) (1—1)
= (1—2i+i*)%(1 —14) = (=2)%°(1 — i)
= 8- (—i)(1—1) =8i(l —i) =8 +8i.

Cwiczenie 1.8. Obliczy¢ (wynik podaé¢ w postaci kartezjanskiej):

) (\/§+i)5, b) (%Jr‘/;i)%.

1.4.2. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastek z liczby zespolonej

Pierwiastkiem stopnia n, gdzie n € N, z liczby zespolonej z nazywamy

kazda taka liczbe zespolona w, ze w" = z.

Zbior pierwiastkow stopnia n z liczby zespolonej z oznaczamy przez /z.

Pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej

Twierdzenie 1.4. Kazda liczba zespolona z # 0 ma doktadnie n pier-

wiastkow stopnia n, gdzie n € N. Zbior tych pierwiastkow jest postact

{l/g = {Z(], Rlyeeoy Zn—l};

gdzie

2k 2k
2z = /2] <cosu + isin u) : (1.5)
n n

ke {0,1,2,...,n— 1}, ¢ jest dowolnym argumentem liczby z, nato-

miast \f|z| oznacza pierwiastek arytmetyczny.
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Warto zwroci¢ uwage, ze symbol pierwiastka w odniesieniu do liczb rze-
czywistych, inaczej niz w przypadku liczb zespolonych, jest okreslony jedno-
znacznie i oznacza liczbe rzeczywista.

Wykorzystanie wzoru ([1.5]) ilustruje nastepujacy przyktad.
Przyklad 1.11. Obliczymy ~/—28&q.

Zaczynamy od wyznaczenia modutu oraz argumentu liczby z = —8s.
3
z| =8, ¢ = =T.
2| v =3

Stad i ze wzoru (|1.5)) wynika, ze
T

20 :2<cosg+isin2> = 21,

7 7
21 :2<cos6ﬂ+isin67r> = —\/g—z',

11 11
29 = 2 <00867T+isin67r> =3 —i.

Rysunek 1.5 przedstawia potozenie obliczonych pierwiastkéw na plaszczyznie
zespolonej. Zauwazmy, ze pierwiastki te leza na okregu o §rodku w punkcie
2o = 0 1 promieniu r = /8 = 2 oraz dzielg go na trzy rowne tuki.

Imzi

20 =21

—4
[\
=
e
I3

z=—V3—1i 2=V3—i

Rysunek 1.5: Pierwiastki 3. stopnia z liczby —8:

Spostrzezenie z ostatniego przyktadu mozna sformutowaé ogélniej. Miano-
wicie, pierwiastki stopnia n liczby zespolonej z # 0 leza na okregu o srodku
w punkcie zg = 0 1 promieniu r = /|z| oraz dziela go na n roéwnych tukow.

Pierwiastki z liczb zespolonych mozemy rowniez wyznaczaé¢ z pominieciem

wzoru ((1.5]).
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Przyktad 1.12. Obliczymy /5 — 12:¢. Z definicji poszukujemy takiej liczby

zespolonej w, ze w? = 5 — 12i. Niech w = = + iy, z,y € R, wowczas

(z +iy)* =5 — 124,
x? + 2xyi + i%y? =5 — 124,
a2 —y? + 2xyi = 5 — 12i.

Porownujac czesci rzeczywiste i urojone liczb po lewej i prawej stronie ostat-

niej rownosci otrzymujemy uktad réwnan

372—:1/2:5,

20y = —12,

ktorego rozwigzaniem sa pary liczb
y=—2, y=2.

Zatem /5 — 120 = {3 — 2i, —3 + 2i}.
Cwiczenie 1.9. Obliczy¢ (wynik podaé w postaci kartezjanskiej):

a) V15 — 8i, b) v/—27.

1.5. Wielomiany zmiennej zespolonej

Wielomian zespolony

Wielomianem zespolonym stopnia n, gdzie n € Ny, zmiennej zespolonej

z o wspotezynnikach zespolonych ag, aq,...,a, € C nazywamy kazda

funkcje postaci

W(z) = ap2" + an_12" '+ ... + a1z + ag, gdzie a, # 0.

Pierwiastek wielomianu

Liczbe zespolona zy nazywamy pierwiastkiem wielomianu zespolonego
W, jezeli W(z) = 0.
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Zasadnicze twierdzenie algebry

Twierdzenie 1.5. Kazdy wielomian zespolony stopnia n € N posiada

pierwiastek zespolony.

7, zasadniczego twierdzenia algebry i twierdzenia Bézout wynika, ze kazdy
wielomian zespolony dowolnego stopnia n € N posiada dokladnie n pier-
wiastkow zespolonych (uwzgledniajac pierwiastki wielokrotne). Zauwazmy,
ze sytuacja taka nie ma miejsca w przypadku wielomianu rzeczywistego o
wspolezynnikach rzeczywistych. Wielomian W (z) = 22 + 1, gdzie € R, nie
ma, pierwiastkéw rzeczywistych, bowiem rownanie 22 + 1 = 0 nie ma rozwia-
zania w zbiorze liczb rzeczywistych. Jesli rozpatrzymy powyzszy wielomian
jako wielomian zmiennej zespolonej postaci W (z) = 22 + 1, gdzie 2z € C,
to ma on dwa pierwiastki zespolone z; = 7, 29 = —¢ bedace rozwiazaniami

réwnania z2 4+ 1 = 0 w zbiorze liczb zespolonych.

Pierwiastki wielomianu zespolonego stopnia drugiego

Twierdzenie 1.6. Pierwiastki wielomianu zespolonego stopnia drugie-

qgo

W(z) = az* + bz +c,
gdzie a,b,c € C, a # 0, wyrazajq sie wzorami

—b+ —b+ 69
21 = 29 =

2a ' 2a '
gdzie \/b? — dac = {01,059}

Przyktad 1.13. Rozwiazemy w zbiorze liczb zespolonych réwnanie
2 +224+5=0.
Mamy A =22 —4.1-5= —16, a wicc
VA = V1602 = {—4i, 4i}.

Zatem
-2 — 44 —24+ 4

a=—fp—=-1-2 m=—F—=-1+2
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Cwiczenie 1.10. Rozwigza¢ rownanie (1 —14)z2+(2—4)z+1 = 0 w zbiorze

liczb zespolonych.

Przyktad 1.14. Wyznaczymy rozwiazania rownania
(224 3)(2* +22+5)=0
spelniajace warunek
z+ 1414 < 2.

Mamy
24+43=0 V 224+22+5=0.

Stad i z przyktadu
21 =iV3, z=—iV3, z3=—-14+2, z4=-1-2i.
Podany warunek spetniaja pierwiastki zo oraz z4, gdyz

|21 + 1414 =V5+2V3 > 2, |20 + 1414 = V5 —2V3 < 2,

Aby sprawdzi¢, ktore pierwiastki spelniaja podany warunek, mozna tez na-
szkicowa¢ na plaszezyznie zespolonej zbior {z € C : |z + 1 4+ i| < 2} oraz
zamiesci¢ na niej obliczone pierwiastki, (rysunek i na tej podstawie wska-

zaC pierwiastki spelniajace podany warunek.

I
mz}

Rez

Rysunek 1.6
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Obliczy¢ (wynik poda¢ w postaci kartezjariskiej):

S 1+4i)(2 — i) — 4 — 3
a) (2414)(1 +3i) + 1+ 60, by (LF Z)(H? L
Q(hmfu—a d)@m4+%y4%y1—&
442 3+ ’
) 2 —6i-i''? 4+ Im(8 — 3i) f) 2 (cos ' + isin )
e , :
4+ 2i 1+iv3

Zadanie 2. Zapisa¢ podane liczby w postaci trygonometrycznej:

a) 141, b) 2 — 2i, ¢) —1+iV3,
1 3 , .

d) = — \/_z', e) 2e™, f) e’
2 2

Zadanie 3. Obliczy¢ (wynik podaé¢ w postaci kartezjanskiej):
58 102
)20 V2 V2, v3_1,
a) (V3+1)¥, b)(2+22) : c)(2 U
Zadanie 4. Obliczy¢ (wynik poda¢ w postaci kartezjariskiej):

. 1
a) v3 — 4i, b) V1, c) 5+ \égz', d) v —64.

Zadanie 5. Rozwigza¢ rownania w dziedzinie zespolonej (wyniki poda¢ w
postaci kartezjariskiej):
a i(24+7%2)+32=06+1,
iz> 422 4+1=0,
1+d)22 +(2+i)z+1=0,

(
(z* = 1) ((2+ i)z —4i) = 0.

) (i —3)z+2=1+5i — iz, b)
c) 22 +42+13 =0, d)
o) 22+ (1—2i)z—1—i=0, £)
g) (2 +4)(2*—(3—i)z—3i)=0, h)

Zadanie 6. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania podanych réwnan nalezace
do zbioru A:

a) (iz+2)(2iz+2z—3—1) =0, A={ze€C:|z—i] <2},
b) (1414)2° + (3 —i)2? — 2iz = 0, A:{ZGC:Z<Argz<iW},

) (2" —1)(2*—224+1-2i)=0, A={zcC:|z|]<2AArgz <7}



Rozdzial 2

Funkcje zespolone zmiennej zespolone]

2.1. Pojecia podstawowe

W rozdziale tym przyjrzymy sie kilku waznym w analizie zespolonej funkcjom
zespolonym zmiennej zespolonej. Oméwimy ich wtasnosci, podajac przy tym
uzasadnienia oraz przyktady wraz ilustracjami. Wskazemy réwniez zaleznosci

miedzy nimi.

Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Funkcje okreslong na zbiorze D C C o warto$ciach w zbiorze C nazy-

wamy funkcja zespolong zmiennej zespolonej. Zbiér D nazywamy ob-
szarem okreslonosci, polem lub tradycyjnie dziedzing funkcji zespolone;j

zmiennej zespolonej.

Funkcja zespolong zmiennej zespolonej jest

Wielomian zespolony

Wielomian zespolony zmiennej zespolonej z stopnia n

W(z) = ap2" + ap_12" ' 4 ... + ag,

gdzie ag, aq, ...,a, € C, a, # 0.

W poprzednim rozdziale omowione zostaly pierwiastki wielomianu zespo-
lonego oraz sposoby ich wyznaczania. W tym rozdziale zwrocimy uwage na

pewne wtasnosci przeksztatcenia liniowego.
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Przeksztalcenie liniowe

e Niech a,b, z € C. Odwzorowanie postaci
z—az+0b

nazywamy przeksztalceniem liniowym, przy czym |a| nazywamy
wspotezynnikiem podobienstwa, natomiast Arga - katem obrotu.
Jezeli |a| = 1, to powyzsze przeksztalcenie nazywamy ruchem.
Ruch, ktérego Arga = 0 nazywamy przesunieciem i wowczas b

nazywamy wektorem przesuniecia.

e Niech a, z, zg € C. Przeksztalcenie liniowe
z— 2o+ a(z — z)

nazywamy obrotem o srodku w punkcie 2, jesli |a] = 1, a jedno-

ktadnoscig o srodku w punkcie zg, jesli Arga = 0.

Zauwazmy, ze

Wtlasno$é przeksztalcenia liniowego

Twierdzenie 2.1. Kazde przeksztatcenie liniowe

z — az+ b,

gdzie a,b,z € C, jest ztozemiem obrotu 1 jednoktadnosci o srodku w

punkcie zyo = 0 oraz przesuniecia.

Dowdd. Niech a,b, z € C oraz h(z) = az + b. Polozmy
hi(z) = e 88%  ho(z) = |alz, hs(z) = z+b.

Zauwazmy, ze przeksztalcenie h; jest obrotem o srodku w punkcie zy = 0,
hs jest jednoktadnoscig o srodku w punkcie zy = 0, a przeksztalcenie hs jest

przesunieciem.
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Wowezas

(hg 0o h1)(2) = |ale’ 82 = az.

A zatem
(h3ohgsohy)(z) =az+ b= h(z).

L]

Wyznaczymy obrazy zadanego zbioru D przy podanych przeksztatceniach
liniowych. Na jednej ptaszczyznie naszkicujemy zbiér D, natomiast na drugiej

obraz zbioru D przy zadanym przeksztatceniu.

Przyklad 2.1. Rozwazmy zbior
D={2e€C:0<Rez<1 A 0<Imz<1}.

a) Odwzorowanie z +— z + 3 jest przesunieciem o wektor b = 3, a wiec

przeprowadza punkty zbioru D na punkty zbioru Dy, (rysunek 7 gdzie

Di={weC:3<Rew<4 AN 0<Imw <1}

Imz Imw

1 Rez 3 4 Rew

Rysunek 2.1: Przyktad 2.1.[ (a)

b) Odwzorowanie z (cos% + 78in %) z jest obrotem o kat 7 dookota po-
czatku uktadu wspotrzednych przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, a wiec

przeprowadza punkty zbioru D na punkty zbioru Ds, (rysunek , gdzie

Dy = {w € C: |Rew| < Imw < V2 — |Rew|}.
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Imz Imw

Rysunek 2.2: Przyktad [2.1.[ (b)

¢) Odwzorowanie z +— 2z jest jednoktadnoscia. Przeprowadza ono punkty
zbioru D na punkty zbioru D3, (rysunek , gdzie

D3;={weC:0<Rew<2 A 0<Imw <2}

Imz Imw
A |

Rysunek 2.3: Przyktad [2.1.|(c)

Cwiczenie 2.1. Wyznaczy¢ obraz zbioru
D={2eC.0<Rez<1 A Imz=0}
przy odwzorowaniu
a) z — iz, b) z — 2z, c) z — z+1i.

Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadnicza o podstawie e zmiennej zespolonej z = x + 1y,

gdzie x,y € R, definiujemy wzorem

e = e"(cosy +isiny).

Funkcje wyktadnicza o podstawie e nazywa sie réwniez funkcja eksponen-

cjalng 1 oznacza przez exp.
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7 definicji funkcji wyktadniczej dla liczby z = 0 4 1y, gdzie y € R, mamy

9 = eY(cosy + isiny). Otrzymali$my zatem, ze

Wzé6r Eulera

Dla kazdego y € R zachodzi wzor
e = cosy +isinvy,

nazywany wzorem Eulera.

Przyjrzyjmy sie teraz najwazniejszym wtasnosciom funkcji wyktadnicze;j.

Wtasno$ci funkcji wykladniczej

Twierdzenie 2.2.

(1) Niech z = x + iy € C, gdzie x,y € R. Wowczas

"t =" e,

(2) Dla dowolnych z1, zo € C

et = efle®2,

(3) Dla dowolnego z € C
le*| = e, gdzie v = Rez.
(4) Dla dowolnego z € C
e” # 0.
(5) Dla dowolnego z € C oraz dla dowolnego k € Z

6z—|—2k‘7rz _ 62 '

(6) Dla liczby 0 € C zachodzi €® = 1.

(7) Niech z € C oraz k € Z. Wowczas

e =1 <= z = 2kmi.
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Dowdd. Ad. (1) Jezeli z = = + 40, gdzie = € R, to
e” = " = e"(cos 0 + isin 0) = e*.

Stad i ze wzoru Eulera

T

e’ e =e"(cosy +isiny) = e* =",

Ad. (2) Niech z1 = x1 4+ iy, 20 = X9 + iy0, gdzie x1,y1, 22,50 € R.
Wowezas z whasnosci (1), wzoru Eulera oraz wzoréw trygonometrycznych na

sinus i cosinus sumy dwoch dowolnych katéow mamy

r1+x2 i (Y1+y2)

T1+Tati(yi+y2) e e

eAtz — ex1+iy1+$2+iy2 — ¢

= "7 (cos (y1 + yo) + isin(yr + yo))
_ Tt (COS Y1 COS Yo — Sin yq sin yo + i(cos Y1 Sin Yo + sin y; cos y2))
_ ea:1-|—$2 (COS Y1+ 7 s1n yl) (COS Y2 + 7 sin y2)

= eT1eT2pWipWe — o1 Tatty2 — o%1%2

Ad. (3) Niech z = x + iy, gdzie z,y € R. Wowczas
’|

le*| = "] = |e”(cosy + isiny)| =

le”|| cosy + isiny| = e"\Jcos?y + sin’y = €”.

Ad. (4) Z wtasnosci (3) dla dowolnego z € C zachodzi |e*| = e”, gdzie
xr = Rez. Jednoczes$nie, dla dowolnego x € R zachodzi e* > 0. Zatem dla
dowolnego z € C mamy |e*| > 0, a wiec e* # 0.

Ad. (5) Dla dowolnego z € C z wlasnosci (2) oraz wzoru Eulera mamy

prt2kmi _ z 2kmi _ e*(cos(2km) + isin(2km)) = €”.

Ad. (6) Dla liczby 0 € C mamy
e = """ = cos0 +isin0 = 1.
Ad. (7) Z wtlasnosci (6) dla dowolnego z € C
0

=1 e =c¢".

7 whasnosci (5)
2z =0+ 2kmi,
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a wiec
2z = 2kmi

dla dowolnego k € Z. ]

Warto zwroci¢ uwage, ze omawiana funkcja wyktadnicza okreslona na dzie-
dzinie zespolonej ma kilka wtasnodci, jak np. okresowosé czy fakt, ze jedyna
wartoscia, ktorej nie przyjmuje jest zero, ktore w istotny sposdb odrozniaja,
ja od funkcji wyktadniczej okreslonej na dziedzinie rzeczywiste;j.

Zauwazmy jeszcze, ze zastepujac w postaci trygonometrycznej liczby ze-
spolonej, zgodnie ze wzorem Eulera, wyrazenie cos ¢ + i sin ¢ przez €' mo-
zemy liczbe zespolong zapisa¢é w postaci nazywanej postacig wyktadnicza,

mianowicie

Postacia wyktadnicza liczby zespolonej 2z nazywamy postac
2 = |z]e”,

gdzie ¢ jest dowolnym argumentem liczby z.

Ponizej podajemy przyktady pokazujace dziatlanie odwzorowania z — e*
na punkty ptaszczyzny zespolone;j.
Przyklad 2.2. a) Niech dana bedzie prosta [ opisana réownaniem

[:2=2+1y, yekR
Odwzorowanie z +— e* przeprowadza punkty prostej [ na punkty lezace na
okregu o §rodku w punkcie wy = 0 i promieniu e?, (rysunek , bowiem
e = e*t = e2e = ¢*(cosy + isiny).

Polézmy w = e?(cosy + isiny). Wowezas

Rew = e%cosy,

Imw = e%siny,

czyli (Rew)? + (Imw)? = €.
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Imz

1+ 14

Rew

s o
\
-t
\

Rysunek 2.4: Przyktad 2.2.| (a)

b) Wezmy teraz prosta k opisana rownaniem
s
k:z=x+§i, x € R.

Odwzorowanie z — e* przeprowadza punkty prostej k£ na punkty lezace na

dodatniej czesci osi urojonej Im w, (rysunek . Mamy bowiem

Potozmy w = e*i. Dla dowolnego x € R mamy e* > 0, a wiec odwzorowanie
z — € istotnie przeprowadza punkty rozwazanej prostej k na punkty lezace

na dodatniej czesci osi urojonej Imw.

Imz‘ Tmw

1 Rez 1 Rew

Rysunek 2.5: Przyktad [2.2.{ (b)

Zauwazmy, ze odwzorowanie z +— e° nie przeprowadzi zadnych punktow

plaszczyzny zespolonej na punkt zg = 0.

Cwiczenie 2.2. Sprawdzi¢, na jakie punkty plaszczyzny zespolonej prze-

prowadza odwzorowanie z — e* punkty lezace na prostej

[:2=1In2+41y, gdzieyeR.
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Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne sinus i cosinus zmiennej zespolonej z defi-

niujemy odpowiednio wzorami

) eZZ _ e—’LZ eZZ + e—ZZ
sing=——, (COSZ = ————
21 ’ 2

Przedstawimy teraz wtasnosci zdefiniowanych wyzej funkcji trygonome-
trycznych zmiennej zespolonej o warto$ciach zespolonych. Niektore z wia-
snosci funkeji trygonometrycznych okreslonych w dziedzinie zespolonej sa
analogiczne do wlasnosci funkeji trygonometrycznych okreslonych w dziedzi-
nie rzeczywistej, jak np. jedynka trygonometryczna czy okresowosé. Istotna
roznicy jest, ze w przypadku zespolonym jedynka trygonometryczna nie po-

cigga za sobg ograniczono$ci funkcji sinus ani cosinus.

Wtlasnosci funkcji trygonometrycznych

Twierdzenie 2.3.

(1) Dla dowolnego z € C
sin® 2 4 cos® z = 1.
(2) Istniejq takie z € C, Ze
|sinz| >1 lub |cosz|> 1.
(3) Dla dowolnego z € C oraz dla dowolnego k € Z
sin(z + 2km) =sinz, cos(z + 2kmw) = cos z.
(4) Niech z € C oraz k € Z. Wowczas

. 7
sinz =0 <= z = km, cosz =0<«= 2= -+ km.
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Dowdd. Ad. (1) Niech z € C. Bezposrednio z definicji funkeji sinus oraz

cosinus mamy

eiz . e—iz 2 6iz + e—iz 2
Sin22+COS2Z: I — + | ——
21 2

1, . o . 1, . o .
— _Z (6222 — 9eiEe % + 6—222) T Z (6222 + 2et% 1% 4+ 6—22,2)
1 21z -2z 1 2iz —2iz
_Z(—e +2—¢ )+Z(e +2+e %) =1.
Ad. (2) Wezmy z = § — i. Wowczas
. (57— emi(B)| |eiFH — i3
| sin z| = BH = 5
lie +ie”l]  e+e !
= = > 1.
2 2
Ad. (3) Niech k € Z. Dla dowolnego z € C z definicji funkcji sinus mamy
ei(z+2k7r) _ e—i(z+2k7r) elat2kmi _ o—iz—2kmi
1 2k pu— pu—
sin(z + 2km) 5 5
eizGka' . e—ize—ka' eiz . e—iz
= : = , = sin 2.
21 21

Analogicznie pokazujemy, ze okresem funkcji cosinus jest 2km.
Ad. (4) Niech z € C. Wowcezas z definicji funkeji sinus oraz okresowosci
funkcji eksponencjalnej mamy
. eiz _ efiz ) » ' ' '
smz:0<:>T=0<:>e“’:e Y S iz=—iz+2kmi & 2z = km,
l

gdzie k € Z. 7 definicji funkcji cosinus mamy

eiz + e—iz , )
cosz =0« — = 0 e =—e "
Przedstawiajac liczbe z = —1 w postaci wyktadniczej —1 = €™ otrzymujemy

e =eTe " s et =€ ”(@zz:m—zz—i—kaﬁz:§+kﬂ,

gdzie k € Z. ]
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Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi a wyktadnicza

Twierdzenie 2.4. Niech z € C. Wdwczas:

(1) € = cosz +isinz,

(2) €7 = cos z — isin z.

Dowad.
Niech z € C. Z definicji funkcji trygonometrycznych mamy
eiz + e—iz eiz . e—iz
coOSz = —— oraz sinz=-——
2 21
Stad
2c08z=¢e%4+e ¥ oraz 2isinz =" —e .

Dodajac i odejmujac stronami ostatnie dwa réwnania otrzymujemy
2co8z + 2isinz = 2e'* oraz 2cosz — 2isinz = 2e 7,

a wiec

cosz+isinz =e¥ oraz cosz —isinz =e **.

Funkcje hiperboliczne

Funkcje hiperboliczne sinus oraz cosinus zmiennej zespolonej z definiu-
jemy odpowiednio wzorami
z —Zz z —z
) e —e e’ +e

sinh z = — coshz = ——

Wtasnosci funkcji hiperbolicznych

Twierdzenie 2.5. Niech z € C. Wowczas:
(1) cosh? z — sinh? z = 1,

(2) cosh z = cos(iz), sinhz = —isin(iz).
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Zauwazmy, ze definicje funkeji hiperbolicznych w dziedzinie zespolonej sa
analogiczne do definicji tych funkcji w dziedzinie rzeczywistej. Analogiczny
jest tez wzor na jedynke hiperboliczna.

Przyklad 2.3. Niech dana bedzie prosta [ opisana rownaniem z = 7 + 1y,
y € R. Rozwazmy odwzorowanie z — cos z dla z € [. Wowczas

¢i(5+iv) —|— emi(F+iy)  pifev 4 omitey

cos z = 5
<\/_+Z\/_>€ y_|_<\/_ \/_)ey
N 2
V2 (oY 4 oY) — V2 (Y _ oY 9 9
= 2 (™ +e) 2Z2 (7 —e ): \é_coshy—i\/?_sinhy.

Przyjmijmy w = u — v, gdzie

V2 V2
u = > coshy, v= TSmhy.
Z wlasnosci (1), twierdzenie 2.5 zachodzi
1 1 1
u?— vt = Ecosth — §sinh2y =5

Zatem prosta o rownaniu z = 7+ przy odwzorowaniu z — cos z przechodzi

w hiperbole o wierzchotkach w punktach w; = ‘é_, Wy = \/_, (rysunek [2.6)).

Imz Imw
N

Rysunek 2.6: Przyktad [2.3.

Logarytm naturalny liczby zespolonej

Logarytmem naturalnym liczby zespolonej z # 0, ktory oznaczamy In z,

nazywamy kazda liczbe zespolona w spetiajaca rownosé

e = Z.
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Wzér na logarytm naturalny

Twierdzenie 2.6. Kazda liczba z € C\ {0} ma nieskoriczenie wiele

logarytmow naturalnych i sqg one okreslone wzorams

Inz =1In|z|+iArgz + 2kmi, ke Z.

Logarytm gléwny liczby zespolonej

Logarytmem gléwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy liczbe okre-

Slong wzorem

Lnz =1In|z| +iArg 2.

Przyklad 2.4. Obliczymy logarytm gtowny liczby 23 = 1 oraz zo = —1.
Dla liczby z; mamy |z1| = 1 oraz Argz; = 0, dla 2z, natomiast |29| = 1 oraz
Argzy = 7, a wigc
In(l)=In1+0=0oraz Ln(—1) =Inl + 7i = 7.
Ponadto zauwazmy, ze
Ln[(—1)(—1)] = Lnl = 0 oraz Ln(—1) + Ln(—1) = 27,
czyli
Ln[(—=1)(—1)] # Ln(—1) + Ln(—1).
Zatem w dziedzinie zespolonej nie jest prawda, ze logarytm gtéwny iloczynu

argumentow jest rowny sumie logarytmow gtéwnych tych argumentéow. Nie

zachodzi rowniez, ze Ln(2") = nLnz dla n € N\ {1}. Otrzymalismy bowiem
Ln(—1)*=Lnl =0, a 2Ln(—1) = 27i.
Cwiczenie 2.3. Obliczy¢ logarytm glowny liczby z = i.
Kazda funkcje zespolong f : D — C, gdzie D C C, zmiennej zespolonej
2z = x + 1y, mozemy przedstawi¢ w postaci
f(2) = u(z,y) + iv(x,y),

gdzie x = Re z, y = Im z. Funkcje rzeczywiste u i v nazywamy odpowiednio

czescig rzeczywista 1 urojona funkeji f i oznaczamy v = Ref, v = Imf.
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A wiec kazdej funkcji zespolonej zmiennej zespolonej odpowiadaja dwie funk-

cje rzeczywiste dwoch zmiennych rzeczywistych.

Przyktad 2.5. Wyznaczymy czes$¢ rzeczywista oraz urojong funkceji f zmien-
nej z =x + 1y € C, gdzie z,y € R, jesli:
a) f(z) =z b) flz)=¢€¢, ¢ f(z) =cosz.

Ad. a) Dla funkcji liniowej f(z) = 2z mamy z = x + iy, wiec czes¢ rzeczy-
wista u(x,y) = x, za$ urojona v(x,y) = y.

Ad. b) Dla funkcji wyktadniczej f(z) = e* mamy

e’ = e"(cosy +isiny) = e” cosy + ie” siny,

wiec czesé rzeczywista u(z,y) = e* cosy, zas urojona v(x,y) = e* siny.

Ad. ¢) Dla funkcji trygonometrycznej f(z) = cos z mamy

CoS 2 :; (eiz + e*iZ) — 1 (ei(ar+z'y) + e—z‘(g:ﬂ'y)) _ 1 (eixefy 4 eﬂ-xey)

2 2
1
=3 ((cosz +isinz)e ¥ + (cosz —isinz)e?),
wiec czesé rzeczywista u(x,y) = %cos z(e ¥ + eY), za$ urojona v(x,y) =

ssinz (e7¥ —ev).

Cwiczenie 2.4. Wyznaczy¢ czesé rzeczywista i urojona funkeji f (z) = sin z.

2.2. Ciagi liczbowe o wyrazach zespolonych

Ciagiem o wyrazach zespolonych nazywamy odwzorowanie zbioru N w

zbior C.

Ciagi zespolone oznaczamy (z,)nen lub krotko (z,).

Mowimy, ze liczba zy € C jest granica ciagu (z,,) C C, jezeli dla kazdego
e > 0 istnieje takie ng € N, ze |2, — 29| < €, gdy n > ny. Ciag (z,)) C C,

ktorego granica jest liczba 2y € C nazywamy ciagiem zbieznym.
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Geometrycznie fakt, ze granica ciagu zespolonego (z,,) jest liczba 2y ozna-
cza, ze we wnetrzu kota o srodku w punkcie 2y i dowolnie matym promieniu
e leza prawie wszystkie wyrazy tego ciagu, tzn. wszystkie z pominieciem
skoniczonej liczby wyrazow.

Fakt posiadania przez ciag (z,) granicy rownej 2y oznaczamy

lim z, = z9 lub krétko 2z, — 2.
n—-+00

Przyktad 2.6. Pokazemy z definicji, ze liczba zp = 0 jest granica ciagu
Zn = % Niech € > 0 bedzie dowolng liczba. Szukamy takiej liczby ng € N,
ze dla kazdego n > ng spelniona bedzie nieréwnosé

Z'n

—O‘<a.
n

Z definicji oraz wtasno$ci modutu mamy

2_0’: a1
A zatem
1 1
—<es—n>—.
n £

Mozemy wiec za ng przyja¢ dowolna liczbe naturalna, ktéra spetnia warunek

ny = % Otrzymalismy, ze dla dowolnego € > 0 istnieje takie ny € N, ze

|zn — 20| < &, gdy n > ng, a wiec granica ciagu z, = % jest liczba zy = 0.
We wnetrzu kota o srodku zgp = 0 i dowolnie matym promieniu lezg prawie

wszystkie wyrazy ciagu (2,), (rysunek [2.7).

Rysunek 2.7: Przyktad [2.6.

Cwiczenie 2.5. Wykaza¢ z definicji, ze granica ciagu z, = 2 — % jest liczba

Z()=2.
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Bezposrednio z definicji granicy ciagu zbieznego wynika

Granica ciggu réwna 0

Twierdzenie 2.7. Jezeli (z,) C C, to

lim z, =0<« lim |z, =0.
n—-+00 n—-+00

Zauwazmy, ze po lewej stronie rownowazno$ci mamy granice ciggu zespo-

lonego, a po prawej granice ciagu liczb rzeczywistych.

Przyktad 2.7. Wykazemy, ze ciag z, = (%)” ma granice rowna zeru. Mamy
: . 2+1\" . |24"
lim |z, = lim = lim
n—-+00 n—-+00 5% n—+oo| 5

a wiec z twierdzenia [2.7.| wynika, ze lir}rﬂ zn = 0.
n—-roo

- . L _ein Lo
Cwiczenie 2.6. Wykaza¢, ze ciag 2, = 5~ ma granice¢ rowng zeru.

Granice ciggéw o wyrazach zespolonych w przypadku granic sumy, roz-
nicy, iloczynu, ilorazu, maja wtasnosci analogiczne do wtasnosci ciggéw o
wyrazach rzeczywistych. Przy obliczaniu granic ciagdéw o wyrazach zespolo-
nych mozna zastapic¢ cigg o wyrazach zespolonych dwoma ciagami o wyrazach

rzeczywistych, o czym moéwi ponizsze twierdzenie

Warunek konieczny i wystarczajacy zbieznosci ciggu

Twierdzenie 2.8. Niech (x,), (yn) C R, zg,y0 € R. Warunkiem
koniecznym i wystarczajgcym na to, aby cigg (z, = x, + iy,) C C byt
zbiezny do granicy zg = xg + 1yo € C jest, aby ciggi (xy), (yn) byly

jednoczesnie zbiezne odpowiednio do xo oraz .

Przyklad 2.8. Wezmy ciag z, = (2 — 1) + (1 + 2)i. Wowczas

lim x, = lim (2——)22

n—-+00 n—-+00
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oraz ;
lim y, = lim (1—|——> = 1.

n—-+400 n—+00 n
Zatem ciag (z,) jest zbiezny do zp = 2 + i. Zauwazmy, ze we wnetrzu kota

o $rodku w punkcie zp = 2 + ¢ 1 dowolnie malym promieniu leza prawie

wszystkie wyrazy ciagu (2,), (rysunek [2.8).

I
mz,

072

Z3
]

1 3 "Rez

Rysunek 2.8: Przyktad [2.8.

Cwiczenie 2.7. Obliczy¢ granice ciagu
1 2n
.
Zn =€ —i—z(l—l——) )
n

Ciag zespolony rozbiezny

Mowimy, ze ciag (2,) C C ma granice rowna oo, jezeli dla dowolnej

liczby M > 0 istnieje takie ng € N, ze |z,| > M, gdy n > ny. Ciag

(zn) C C, ktorego granica jest oo, nazywamy ciagiem rozbieznym.

Geometrycznie fakt, ze ciag zespolony (z,) jest rozbiezny oznacza, ze pra-
wie wszystkie wyrazy tego ciggu znajduja sie na zewnatrz kota o dowolnym

promieniu i srodku w punkcie zy = 0.

Granica ciggu réwna oo

Twierdzenie 2.9. Jezeli cigg (z,) C C, to

lim 2z, =00 <= lim |z,| = +oo.
n—-+00 n—-+00
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W zbiorze C granica oo oznacza, ze przy n — —+oo odlegtos¢ punktu z,

od punktu zy = 0, a wiec dlugosé¢ wektora z,, dazy do +oo.

Ptaszczyzne zespolona uzupetniona o punkt oo nazywamy ptaszczyzna

Gaussa.
Przyktad 2.9. Wykazemy, ze ciag z, = (1+4)" ma granice rowna co. Mamy

lim [z, = Tim [(1+3)"] = Tim [1+i"= lim (V2) = +o0,

n—+00 ——+00 n—+0o0o

a wiec z twierdzenia [2.9.| wynika, ze lir+n Zp = 00.
n—-+0oo

Cwiczenie 2.8. Wykaza¢, ze ciag 2, = % ma granice rowng oo.
Rozpatrzmy jeszcze nastepujacy przyktad pokazujacy, ze przy badaniu
granic ciggoéw nalezy zwracaé uwage, czy rozpatrywany ciag jest ciggiem o

wyrazach zespolonych czy rzeczywistych.

Przyktad 2.10. Niech z, = n(—1)" bedzie ciagiem o wyrazach zespolonych.
Korzystajac z twierdzenia [2.9] pokazemy, ze granica tego ciagu jest rowna oo.
Mamy

lim |z,] = lim |n(=1)"|= lim |n||—1]" = lim n = 400,
n—-+0o0 n—+00 n—+00 n—+00

zatem

. .
A ()" = o

Zauwazmy, ze jezeli ciag o wyrazie ogolnym a,, = n(—1)" bedziemy roz-
patrywali jako ciag o wyrazach rzeczywistych, to granica takiego ciggu nie
istnieje. Istotnie. Rozwazmy podciagi (asr) oraz (ask41), k € N, ciagu (ay).
Wowezas

az, = k, azk+1 = —k,

gdzie k € N. Stad

lim a9, = +00 # —00 = lim agpyq.
htoo 2 7 koo 2FF
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2.3. Granica i cigglo$é funkcji zmiennej zespolonej

Otoczenie punktu

Otoczeniem punktu z; € C nazywamy zbior

{z € C: |z— 2| <r}, gdzier>0.

Sasiedztwo punktu

Sasiedztwem punktu zy € C nazywamy zbior

{z€eC:0< |z—2| <7}, gdzier > 0.

Sasiedztwo punktu jest tez w analizie zespolonej nazywane otoczeniem

pierscieniowym.

W interpretacji geometrycznej otoczenie punktu zy € C przedstawia wne-
trze kota o srodku zy 1 promieniu r, (rysunek [2.9), natomiast sasiedztwo

punktu zy € C przedstawia wnetrze kota o §rodku zy i promieniu r z wyta-
czeniem punktu zg, (rysunek 2.10)).

Imz Imz
) )
N X
20 <0
1 1
:1 Rez :1 Rez
Rysunek 2.9: Otoczenie punktu Rysunek 2.10: Sasiedztwo punktu

Punkt skupienia i punkt izolowany zbioru

Punkt 2y € C nazywamy punktem skupienia zbioru D C C, jezeli w
kazdym jego sasiedztwie znajduja sie punkty tego zbioru. Punkt zg € D,
ktory nie jest punktem skupienia zbioru D, nazywamy punktem izolo-

wanym tego zbioru.
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Niech funkcja f : D — C, gdzie D C C, oraz niech 2y bedzie punktem

skupienia zbioru D.

Mowimy, ze liczba g € C jest granica funkcji f w punkcie zg, jezeli dla
kazdego ciggu punktow (z,) zbioru D réznych od zy relacja z, — zg

pociaga za soba relacje f(z,) — g¢.

Niech teraz funkcja f : D — C, gdzie D C C, oraz niech zy € D.

e Mowimy, ze funkcja f jest ciaglta w punkcie zy, jezeli zachodzi jeden
z dwoch przypadkow:
1) punkt zy jest punktem izolowanym zbioru D,

2) punkt zg jest punktem skupienia zbioru D oraz

lim f(z) = f(20)-

Z—Z0

e Mowimy, ze funkcja f jest ciagta w zbiorze D, jesli jest ciagla w

kazdym punkcie tego zbioru.

Przyklad 2.11. Pokazemy z definicji, ze funkcja f(z) = Rez jest ciagta w
zbiorze C. Wezmy dowolne 2z € C. Niech (z,,) bedzie ciagiem o wyrazach
zespolonych roznych od zp 1 zbieznym do zy. Pokazemy, ze f(z,) zbiega do
f(20). Niech € > 0 bedzie dowolng liczba. Z zalozenia ciag (z,) jest zbiezny
do zp, a wiec istnieje takie ny € N, ze dla dowolnego n > ngy zachodzi

|z, — 20| < €. Zauwazmy, ze |Rez| < |z|, zatem |Re(z, — )| < €. Stad
|Re(z,) — Re(z)| < €
dla dowolnego n > ng, a wiec f(z,) = Re(z,) zbiega do f(zy) = Re(z), czyli
lim Rez = Re(zp).

Z dowolnosci zy mamy ciagtosé funkeji f(z) = Rez w zbiorze C.
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Przy sprawdzaniu ciggtosci funkeji zespolonej mozemy wykorzystac

Warunek konieczny i wystarczajacy ciggtosci funkcji

Twierdzenie 2.10. Funkcja zespolona f = u-+1iv jest ciggta w punkcie
20 = xo + 1yg € C, gdzie zy,yo € R, wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej czesé

rzeczywista w oraz urojona v sq ciggte w punkcie (xo, yo)-

Przyktad 2.12. Pokazemy, ze funkcja f(z) = Z jest ciagta na C. Przedsta-
wiajac funkcje f w postaci f(z) =z — iy, gdzie x,y € R, mamy Ze jej czesé
rzeczywista u(x,y) = x, natomiast urojona v(x,y) = —y. Funkcje u oraz
v sg funkcjami cigglymi na R?. Zatem z twierdzenia wynika ciaglosé
funkcji f na C.

Cwiczenie 2.9. Wykaza¢, ze funkcja f(z) = 22 + iz jest ciagla na C.

2.4. Pochodna funkcji zmiennej zespolonej

Zbiér otwarty

Zbior D C C nazywamy zbiorem otwartym, jezeli kazdy punkt tego

zbioru jest jego punktem wewnetrznym, tj. jezeli dla kazdego punktu

29 € D istnieje otoczenie, ktore jest zawarte w zbiorze D.

Niech f: D — C, gdzie D C C jest zbiorem otwartym, oraz niech zy € D.

Pochodna funkcji

e Jezeli istnieje granica ilorazu réznicowego

lim f(z0 + Az) — f(20)
Az—0 Az ’

i jest ona rozna od oo, to granice te nazywamy pochodna funkcji f

w punkcie zq i oznaczamy f/(z9) lub £ f(z).

e Mowimy, ze funkcja f ma pochodna w zbiorze D, gdy ma pochodna

w kazdym punkcie tego zbioru.
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Definicja pochodnej funkcji zespolonej zmiennej zespolonej w punkcie jest
formalnie taka sama jak definicja pochodnej funkcji rzeczywistej zmienne;j
rzeczywistej (roznica polega na tym, ze przyrost Az dazac do zera, moze
przebiega¢ dowolne wartosci zespolone), stad w taki sam sposob dowodzi
sie regut formalnego rézniczkowania. Stuszne sa wiec twierdzenia o pochod-
nej sumy, iloczynu, ilorazu, funkeji ztozonej oraz odwrotnej (przy zatozeniu,
ze odpowiednie funkcje sg rozniczkowalne), znane z rachunku rozniczkowego
funkeji rzeczywistych. Dla funkcji zespolonej zmiennej zespolonej prawdziwy
pozostaje rowniez warunek konieczny istnienia pochodnej w punkcie, miano-

wicle

Warunek konieczny istnienia pochodnej

Twierdzenie 2.11. Jezeli funkcja zespolona f jest okreslona na pew-

nym. otoczeniu punktu zo € C 1 ma w punkcie zy pochodng, to jest ciggta

w tym punkcie.

Dowad. Zatozmy, ze w punkcie zy € C istnieje pochodna funkcji zespolne;

f. Ktadac Az = z — 2y otrzymujemy

Mamy réwniez

lim (f(z) = f(=0)) = }L%f(zi - ﬁO(ZO) (2 = 20)
A zatem
lim (f(2) = f(20)) = f'(20) - 0.
Stad
lim (f() — f(z0)) =0,
czyli

lim f(z) = f(20),

Z—2Z20

co oznacza ciggtosé funkeji f w punkcie zj. ]
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Uwaga. Ciaglo$é¢ funkeji w punkcie jest warunkiem koniecznym istnienia
pochodnej w tym punkcie. Implikacja odwrotna jest falszywa. Istnieja funkcje
ciagle, ktore nie maja pochodnej, np. funkcja f(z) = Rez jest funkcja ciagta
na C, ale w zadnym punkcie nie ma pochodnej.

Istotnie. W przyktadzie pokazalismy, ze funkcja f(z) = Rez jest
ciagta na C. Wezmy dowolne 2, € C. Pokazemy, ze funkcja ta nie ma pochod-
nej w zadnym punkcie. Niech zy = x¢+1y, gdzie xg, yo € R, Az = Ax+1Ay,
gdzie Az, Ay € R. Zbadajmy granice ilorazu réznicowego

lim f(z0+ Az) — f(20) — lim Re(z) + Az) — Re(zo).
Az—0 Az Az—0 Az

Przyrost Az dazy do zera przez dowolne wartosci zespolone. Niech wiec, w

szczegolnosci, Az = Ax. Wowcezas

. Re(zp + Az) — Re(z) Re(zo + 1y + Ax) — Re(xg + iyo)

Az—0 Az Az—0 Ax
. x0+ Ax — x9 _ x _
= lim = lim — = lim 1 = 1.
Az—0 Azr Arz—0Ax Az—0

Z drugiej strony, ktadac Az = 1Ay, otrzymujemy

o Re(zo + Az) — Re(z) - Re(zo + 1yo + iAy) — Re(zg + iyo)

li = li =
Az—0 Az Ay—0 1Ay
x —_
= lim > = im0 =
Ay—0 sz Ay—0

A zatem funkcja f(z) = Rez nie ma pochodnej w zadnym punkcie zbioru C.

Niech f: D — C, gdzie D C C jest zbiorem otwartym.

Réwnania Cauchy’ego-Riemanna

Twierdzenie 2.12. Jezeli funkcja zespolona f = wu + v, gdzie

u = Ref, v = Imf, ma pochodng w punkcie zo = xo + 1yg € D,
gdzie xy = Rezy, yo = Imzy, to istniejg w punkcie (xg,yo) pochodne

czastkowe pierwszego rzedu funkcji u oraz v spetniajgce rownania:

ou ov ou ov
%(ﬂio,yo) = 8y(x0’y0)’ Gy(%’%) = _%(fL’o,yo)a

nazywane rownaniami Cauchy’eqo-Riemanna.
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Dowdd. Niech Az = Ax + iAy, gdzie Ax = Re(Az), Ay = Im(Az).

Zalozmy, ze w punkcie zy istnieje pochodna funkcji f. Wowcezas

f(ea) = Jim HE LT

Przyrost Az dazy do zera przez dowolne wartosci zespolone. Zatem, w szcze-
golnosci, ktadac Az = Ax i uwzgledniajac, ze f(2) = u(z,y) +iv(z,y) oraz
2o = To + 1Yo, mamy

w(xo + Az, yo) + iv(xo + Az, yo) — u(zo, yo) — (0, Yo)

Az—0 Az

— lim U(IO + AI? yO) o U(ﬂfo, yO) + Z-/U(x() + AZ’, yO) — ’U(LUO, y())
Az—0 Az Ax
ou ov

Z drugiej strony, ktadac Az = iAy, otrzymujemy

f(z) = lim u(xo, Yo + Ay) + v (0, Yo + Ay) — u(zo, yo) — 1v(x0, Yo)

Ay—0 ZAy
~ lim _Z.U(xo, Yo + Ay) — u(wo, yo) n (o, yo + Ay) — v(zo, Yo)
Az—0 Ay Ay
Ou ov

= _Zay(xo’ Yo) + ay(%, Yo)-

Zatem

O 0st) + 15 (0, w0) = —i(0,0) + (0,0
I 0, Yo or 0,Y0) = By 0, Yo By 0,Y0)-

Po poréwnaniu czesci rzeczywistych i1 czedci urojonych otrzymujemy réwnania

Cauchy’ego Riemanna. O

Uwaga. Spetnienie warunkéow Cauchy’ego Riemanna nie gwarantuje istnie-

nia pochodnej funkcji w danym punkcie, np. dla funkcji
f(z) = /|Rez - Imz|

w punkcie zg = 0 sg spelnione rownania Cauchy’ego Riemanna, ale funkcja

nie ma w tym punkcie pochodne;j.
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[stotnie. Niech f(z) = \/|Rez - Imz|, gdzie z = x + iy, x,y € R. Wowczas
VIRez - Imz| = \/|:1:y\ Potozmy

u(z,y) = Ref(z) = y]ryl, v(z,y) =Imf(z) =

Mamy
ou , (0+ Az)0—0 v . 0-0
r 00 = fim =0 5, (0.0)= [im T =0,
ou . 00+ Ay) —0 ov . 0-0
=1 =0 —(0,0) =1 =0.
oy 9,0 0) = AzlJIllo Ay ’ 8;(;( 0) A%;IEO Ax
Otrzymalismy, ze
ou ov ou ov
—(0,0) = =—(0,0 —(0,0) = ——=—(0,0
a wiec funkcje w,v speliaja w punkcie (0,0) rownania Cauchy’ego-Rie-
manna. Sprawdzimy teraz, czy istnieje w punkcie zy = 0 granica ilorazu
réznicowego
lim f(0+ Az) — f(0) _ lim VIRe(Az) - Im(Az)| — 0
Az—0 Az Az—0 Az
V/IRe(Az) - Im(Az)|
= lim
Az—0 AZ

Niech Az = Ax + iAy. Wowezas

VIRe(Az) - Im(Az)| = ]| AzAy).

Ktadac Ax = Ay mamy Az = Ax + iAz, a wiec
VIRe(Az) - Im(Az)] . VAz-Ax 1 1—1

li = =
A0 Az v (1+i)Az 1+ 2

Ktadac Ax = 4Ay mamy Az = 4Ay + iAy, a wiec

oo VRe(A2) Im(Az)| . VIAY Ay 2 8- 4
Ao Az A0 (441)Ay T4+ 5

A zatem f’(0) nie istnieje.
Przy dodatkowym warunku ciggtosci pochodnych czastkowych pierwszego

rzedu zachodzi twierdzenie odwrotne do twierdzenia
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Warunek wystarczajacy istnienia pochodnej funkcji zespolonej

Twierdzenie 2.13. Niech [ = u + v, gdzie u = Ref, v = Imf.
Jezeli funkcje u, v majq pochodne czqgstkowe pierwszego rzedu w pewnym
otoczeniu punktu (xo,yo) € R?, pochodne te sq ciggle w tym punkcie
oraz spetniajq w nim rownania Cauchy’ego-Riemanna, to funkcja f ma
w punkcie zy = xg + 1Yo pochodng, przy czym

, 0 0
(=) = a—Z(xo,yo) + ’La—Z(ﬁ/’o,yo)-

Podamy teraz wzory na pochodne omawianych w tym rozdziale funkcji
zespolonych, a nastepnie udowodnimy wybrane z tych wzoréw korzystajac z

przedstawionych wczesniej zaleznosci.

Pochodne - wzory podstawowe

Twierdzenie 2.14. Dla dowolnego z € C zachodzi:

") =nz""1 gdzien € N,

Dowdd. Ad. (1) Niech f(z) = z, gdzie z € C. Mamy

fim LG0T =S G0) g A F AT TR g gy
Az—0 Az Az—0 Az Az—0

Stad oraz z definicji pochodnej (2)" = 1, co dowodzi wzoru (1) dla n =

Zalozmy teraz, ze wzor (1) jest prawdziwy dla liczby k € N, tzn.
(") = k2

Stad oraz z regut rézniczkowania iloczynu funkcji
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(Y = (25 2) = () a4+ 2 (2) =k a4 R

= k2" + 2 = (k4 1)~

Zatem wzor (1) jest prawdziwy dla liczby (k + 1) € N. Na mocy indukeji

matematycznej wzor (1) jest prawdziwy dla dowolnego n € N.
Ad. (2) Niech z € C. Z definicji

e’ = e"(cosy +isiny) = e* cosy + ie” siny,
gdzie z,y € R. Pol6zmy

u(z,y) =e"cosy, v(x,y)=e"siny.

Dla dowolnych (z,y) € R? mamy

ou - ou .

5 & Y) = ¢’ cosy, ay(ﬂf,y) = —e"siny,
Ov . Ov .

5 (& Y) = ¢'siny, é)y(ﬂf,y) = e’ cosy.

Pochodne czastkowe funkeji u i v sa ciagte na calej ptaszczyznie R? i spetniaja
na R? réwnania Cauchy’ego-Riemanna, tj.,

ou ov ou ov

—(r,y) = —(x oraz —(x,y) = ——I(x

5 DY) 5y( \y) oraz ay( ) =5 (@)
dla dowolnych (z,y) € R?. Zatem z twierdzenia istnieje pochodna funk-

cji e* dla dowolnego z € C, przy czym
0 0
(e*) = 8Z(x, y) + za;(x,y) =e"cosy + e’ siny = e°.
Ad. (3) Z definicji cosz = 3(e”* + e7*) dla z € C. Stad, korzystajac ze
wzoru (2) oraz regul rozniczkowania funkcji ztozonej

1~iz - —3zZ\ 1

(cosz) = i(ze —ie (" —e %) = —2—2,(6” — e %) = —sinz.

Ad. (5) Niech Argz # 0. Zauwazmy, ze

6Logz _ 61n|z|—i—iArgz _ 6ln|z| . 6iAlrgz _ 61n|z|(COS(A1"gZ) 4+ zsm(Argz))

= |z|(cos(Argz) + isin(Argz)) = z.
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Zatem y
Logz\ __
% (6 & ) =1.

Mamy réwniez, z regut rézniczkowania funkeji ztozonej, ze
d 0ogz 0gz d
@(eLg):eLg‘a(LOgZ).

A wiec

=2 (Log)
=z — (Logz).
dz &

Stad

d 1
— (L = —.
- (Logz) = —

]

Cwiczenie 2.10. Korzystajac z twierdzenia wykazaé¢, ze dla z € C

zachodzi (sin z)" = cos z.

2.5. Funkcja holomorficzna

Niech f: D — C, gdzie D C C jest zbiorem otwartym, oraz niech zy € D.

e Mowimy, ze funkcja f jest holomorficzna w punkcie zj, jezeli ma

pochodng w pewnym otoczeniu punktu zg.
e Mowimy, ze funkcja f jest holomorficzna w zbiorze D, jezeli jest

holomorficzna w kazdym punkcie tego zbioru.

Przyklad 2.13. Pokazemy, ze funkcja f(z) = 2z + 1 jest holomorficzna w
kazdym punkcie z € C. Niech z =z + 1y, =,y € R. Wowczas

22+ 1=2(x+1dy) +1 =22+ 1+ 2yi.

Kladac u = 2x 4+ 1, v = 2y mamy

ou ov ou ov
—_— — 2 _— — R — _
o (z,y) o (z,y) oraz o (z,y) =0 e (z,y),
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dla dowolnych z,y € R. Pochodne czastkowe funkcji v oraz v, bedacych
odpowiednio czescia rzeczywista oraz urojona funkcji f, sa ciagle na catej
ptaszczyznie R? oraz spelniaja na niej rownania Cauchy’ego-Riemanna, za-
tem z twierdzenia funkcja f(z) = 2z 4+ 1 posiada pochodng w kazdym

punkcie z € C, a wiec jest holomorficzna na catej ptaszczyznie C.

Przyklad 2.14. Pokazemy, ze funkcja f(z) = z Re z nigdzie nie jest holo-
morficzna. Funkcja f jest okre$lona dla dowolnego z € C. Niech z = x + 1y,

x,y € R. Wowcezas
f(2) = (v +iy) Re(x + iy) = (z + iy)w = 2° + izy.

Pochodne czastkowe funkcji

2

u(z,y) =7, v(z,y) =y,

bedacych odpowiednio czedcia rzeczywista i urojong funkeji f, sa rowne

ou v ou Ov

—(x,y) =22, —(x,y)=x oraz —(x,y)=0, —(z,y)=1y.

5 (5 Y) ay( y) ay( 0) 5, (1Y) =Y
Wyznaczymy punkty, w ktorych spetnione sa réwnania Cauchy’ego-Rie-
manna, tzn. punkty w ktorych

ou ov du Ov
5z (®Y) = 5@y orar Fo(@,y) = —5 (@),

X

a wiec punkty, ktore spelniaja warunki
20 =x oraz 0= —y.
Stad
x=0 oraz y=0.

Otrzymaliémy wiec, ze funkcje u i v spelniaja réwnania Cauchy’ego-Rie
manna tylko w jednym punkcie, punkcie (0,0), wobec tego z twierdzenia
mamy, ze funkcja f(z) = zRez jest rozniczkowalna tylko w jednym

punkcie, punkcie zg = 0. A zatem nigdzie nie jest holomorficzna.

Cwiczenie 2.11. Pokaza¢, ze funkcja f(z) = Z nigdzie nie jest holomorficz-

na.
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Funkcja harmoniczna

e Mowimy, ze funkcja u :  — R, gdzie Q C R? jest zbiorem otwar-

tym, jest harmoniczna w punkcie (zg,yo) € €2, gdy ma w pewnym
otoczeniu tego punktu ciggte pochodne czastkowe drugiego rzedu
oraz spelnia réwnanie
0*u N Ou
ox  Oy?

nazywane roOwnaniem Laplace’a.

0,

e Mowimy, ze funkcja u jest harmoniczna w zbiorze €2, jezeli jest

harmoniczna w kazdym punkcie tego zbioru.

Przyklad 2.15. Sprawdzimy, ze cze$¢ rzeczywista u(x,y) = e” cosy i uro-
jona v(x,y) = e*siny funkcji e* = e*(cosy + isiny), gdzie x,y € R, sa
funkcjami harmonicznymi na R%. W tym celu obliczamy odpowiednie po-

chodne drugiego rzedu.

0*u 0%u
@(x, y) = €” cosy, a—y2(az, y) = —e" cosy,
0?v 0

52\ Y) = " siny, a—w(w,y) = —e"siny.

Otrzymali$my, ze pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji v oraz v spet-
niaja na calej ptaszczyznie R? réwnanie Laplace’a, a wiec funkcje u oraz v

sa funkcjami harmonicznymi na R2.

Cwiczenie 2.12. Sprawdzi¢, ze funkcja u(z,y) = 2% — y?> 4+ 22 — 4y jest

funkcjg harmoniczna na R,

Dla funkcji holomorficznej mamy

Warunek konieczny holomorficznosci

Twierdzenie 2.15. Jezeli funkcja zespolona f = u + v jest holo-

morficzna w zbiorze otwartym D C C, to jej czesé rzeczywista u oraz

urojona v g funkcjami harmonicznymi w tym zbiorze.
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Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Cze$¢ rzeczywista u(z,y) = x
oraz urojona v(x,y) = —y funkcji f(z) = z = x — iy, gdzie z,y € R,
spelniaja réwnanie Laplace’a na calej plaszczyznie R?, bowiem

0?u 0*u 0% 0%

—(z,y) = =—=(x,y) =0 oraz —(x,y)=—==(z,y)=0

5,2 (0 Y) 8y2( y) 52 (02 Y) ayQ( y)
dla dowolnych (zg,yy) € R?, natomiast funkcja f nigdzie nie jest holomor-
ficzna.

Przy dodatkowym zalozeniu, ze zbior D C C jest obszarem jednospoj-
nymT| zachodzi twierdzenie odwrotne do twierdzenia [2.15]

Funkcja harmoniczna a funkcja holomorficzna

Kazda funkcja harmoniczna w obszarze jednospéjnym D C R? jest

czescig rzeczywista (urojona) pewnej funkeji holomorficznej.

Majac dang funkcje harmoniczng w mozemy, wykorzystujac réwnania
Cauchy’ego-Riemanna, jednoznacznie wyznaczy¢ taka funkcje v, z doktadno-

Scig do staltej, ze funkcja f = u+ v (f = v +1iu) jest funkcja holomorficzng.

Przyktad 2.16. Wyznaczymy funkcje f(z) = u(z,y)+iv(x,y) holomorficz-

na na plaszezyznie C wiedzac, ze jej czesé urojona v(z,y) = 2oy —y+ 1 oraz

f(1)=3+1.
Zauwazmy najpierw, ze funkcja v spetnia rownania Laplace’a, bowiem
ov ov
%(%y):z% ay('xvy) :2'73_17
stad
v 0%v
— =0 — =0
5.2 (@ y) =0, 07 (z,y) =0,

dla dowolnych (z,y) € R?, a wiec jest czesciag urojong jakiej$ funkcji holo-
morficznej. Funkcja f ma by¢ holomorficzna na ptaszcezyznie C, a wiec jej
czesé rzeczywista u oraz urojona v maja spelnia¢ dla dowolnych (z,y) € R?

rownania Cauchy’ego-Riemanna

ou ov ou ov

'Definicja obszaru jednospéjnego wraz z przyktadami zostanie podana w rozdziale 5, str. @
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Korzystajac z pierwszego z rownan Cauchy’ego-Riemanna mamy

ou
%(.I, y) =2z — 1.

Catkujac powyzsze rownanie stronami wzgledem xr mamy

u(z,y) = 2> —x+ C(y),

gdzie C'(y) jest dowolna funkcja rozniczkowalng zmiennej y. Rozniczkujac
teraz funkcje u wzgledem zmiennej y dostajemy

gZ(ﬂf,y) = C'(y).

Korzystajac teraz z drugiego z rownan Cauchy’ego-Riemanna otrzymujemy

gZ(fca y) = —2y.
Zatem
C'(y) = =2y,
czyli
Cy)=—-y*+C, CeR.
Ostatecznie

f)=2* -2 -y +C+i(2vy —y + 1)
= (x+z'y)2—(:U+iy)+i+0:22—z+i+0.
Uwzgledniajac warunek f(1) = 3 +i mamy f(2) = 22 — 2+ 3 + 4.
Cwiczenie 2.13. Wyznaczy¢ funkcje f(z) = u(x,y)-+iv(z,y) holomorficzna

na plaszezyznie C wiedzac, ze jej czesé rzeczywista u(x,y) = 22 — y? + 4x
oraz f(0) = 2i.

Dwie funkcje harmoniczne zwiazane ze soba réwnaniami Cauchy’ego-

Riemanna nazywamy funkcjami harmonicznymi sprzezonymi.

Zatem czesé rzeczywista 1 urojona kazdej funkcji holomorficznej sa funk-

cjami harmonicznymi sprzezonymi.
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Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1. Zbadac¢ zbieznosé nastepujacych ciagow:

i , 2 — i5n?
a)z, = — 5 b)z, =4+i(n+1), C)zn = SN
14+4\" 2 x
d)z, = ( ;Z> S o A e SR
Zadanie 2. Wyznaczy¢ cze$é rzeczywista i urojona funkeji f, jesli:
B Im(z +1
) f@=22-3). b fe="C g =12,
1 1
DI =1 Q@ =GrR D@ =
Zadanie 3. Wyznaczy¢ czesé rzeczywista i urojong liczb:
a) ettt b) e~ 2, c) 2™,
d) sin(i — ), e) cosi, f) cos(1 —i).

Zadanie 4. Wyznaczy¢ obraz zbioru D przy odwzorowaniu f, jesli:

a) D={z€C:0<Imz<1—-Rez A Rez >0}, f(2)=22z+1,
D={zeC:z=1+iy,y €R}, f(z)=e"z,
D={2eC:z=x—mi,z e R}, f(z)=¢,
d)D={2€C:1<Rez<2 A —1<Imz <1}, f(2)=e?z-2

Zadanie 5. Wyznaczy¢ obszary, w ktorych funkcja f jest holomorficzna,
jesli:
1
2) f(2) =2 b)(s)=2lmz, o) f(2) ==, d) f(2) = Im=.

Zadanie 6. Wyznaczy¢ funkcje holomorficzna f(z) = wu(z,y) + iv(x,y)
taka, ze f(1) =i, jesli:

a) u(zr,y) = 2xy + 3z, b) u(z,y) = 2° — 3xy?,
) u(z,y) = 2* — y* + 2, d) v(x,y) = 2zy + 3z,
e) v(x,y) Y f) v(x,y) = 22% — 2y* + .

- 22 4+ g2’
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Zadanie 7. Wyznaczy¢ cze$é rzeczywista u oraz urojona v funkcji f oraz

sprawdzi¢, ze funkcje te spetniaja rownania Cauchy’ego-Riemanna, jesli:

a) f(z) = 2°, b) (z) = e 7, ¢) f(z) =sinz.



Rozdziat 3

Calki funkcji zespolonych

3.1. Calka funkcji zespolonej zmiennej rzeczywistej

Funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej

Funkcja zespolong zmiennej rzeczywistej nazywamy funkcje okreslona

na pewnym przedziale I C R o wartosciach w zbiorze C.

Kazda funkcje zespolong zmiennej rzeczywistej mozna przedstawi¢ w po-
staci
2(t) = w(t) + iy(t),
gdziet € I, I C R, z,y : I — R. A wiec opisanie funkcji zespolonej zmiennej
rzeczywistej jest rownowazne okresleniu dwoch funkeji rzeczywistych zmien-
nej rzeczywistej. Stad tez badanie ciaglosci, obliczanie pochodnych czy catek
funkcji z sprowadza sie do badania ciggtosci, obliczania pochodnych i calek

funkcji x oraz y.
Niech z(t) = z(t) +iy(t), gdziet € I, I CR, z,y : [ — R,

Ciaglosé

Twierdzenie 3.1. Funkcja z jest ciggta w punkcie tog € I wtedy i tylko
wtedy, gdy obie funkcje x, y sq cigglte w punkcie ty.

Przyktad 3.1. Funkcja z(t) = t + it?, gdzie t € R, jest ciggla w dowolnym
punkcie ¢t € R, bo ciagte w dowolnym punkcie ¢ € I sg obie funkcje z(t) =t
oraz y(t) = t2.
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Ro6zniczkowalnosé

Twierdzenie 3.2. Funkcja z ma w punkcie to € I pochodng

2 (to) = 2'(to) + iy (to)

wtedy @ tylko wtedy, gdy obie funkcje x, y majg w punkcie ty odpowiednio
pochodne x'(ty), v/ (to).

Przyktad 3.2. Obliczymy pochodng funkcji
2(t) = (2 4 it)?,

gdzie t € R. Zauwazmy, ze z(t) = 4 + 4it + i*t?> = 4 — t* + 4it. Funkcje
x(t) = 4 — t? oraz y(t) = 4t maja pochodne dla dowolnego t € R, a wiec z
twierdzenia dla dowolnego ¢ € R mamy

() = (4 —t3) +i(4t) = =2t + 4i.
Cwiczenie 3.1. Obliczyé pochodna funkeji z(t) = 3 + et

Calkowalnosé

Twierdzenie 3.3. Funkcja z jest catkowalna na przedziale [a,b] C I,

pray czym
b b b
[ =yt = [“a(t)ydt +i [ y(t)dt
wtedy 1 tylko wtedy, gdy obie funkcje x, y sq catkowalne na przedziale
[a, b].

Przyktad 3.3. Obliczymy calki:
3 7r
a) [T(at—(1—i))dt,  b) ["(it+2) sintdt.
Ad. a) Z twierdzenia manmy

[t = iyydt = [t - Pyde +i [ dt
, 1
-5

3
=9+ 9.

3 | t3
+1 (3)
0

0
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Ad. b) Z twierdzenia mamy
/0 (it + 2) sintdt = /0 (itsint + 2sint)dt = 2/0 sin tdt + 2/0 tsin tdt.

Poniewaz
2/7T sintdt = —2cost
0

=-2(-1-1)=4,
0
oraz z twierdzenia o catkowaniu przez czesci
fity=t  ¢'(t) =sint
f't)=1 ¢g(t) = —cost

/Oﬁtsintdtz = —tcost

™ s
. +/0 costdt = m,

wiec
/Oﬂ(z't + 2) sintdt = 4 + .

Cwiczenie 3.2. Obliczy¢ catke
1
| i =iy,
3.2. Krzywe na plaszczyznie zespolonej

Niech z(t) = z(t) + iy(t), gdzie t € [a,b], x,y : [a,b] — R.

Krzywa na plaszczyznie zespolonej

Krzywa na ptaszczyznie zespolonej nazywamy zbior

C={z(t)eC:teab]}

gdzie z jest funkcja ciagta na przedziale [a, b], r6zna od statej. Rownanie
z = z(t) nazywamy réwnaniem parametrycznym (lub parametryzacja)

krzywej C'.

Roéwnanie parametryczne odcinka

Rownanie

d(t) =21+ (20— 2)t, tE0,1], (3.1)

gdzie z1,2z9 € C, 21 # z9, jest rOwnaniem parametrycznym odcinka o

poczatku w punkcie z; 1 konicu w punkcie 2.
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Rownanie parametryczne okregu

Rownanie

2(t) = zo +re, te|0,2n), (3.2)

gdzie zp € C, r > 0, jest rownaniem parametrycznym okregu o srodku

w punkcie zp i promieniu r.

Przyktad 3.4. Zapiszemy réwnania parametryczne:
a) odcinka o poczatku w punkcie z; = 2 — 4 i koficu w punkcie zo = 1+ 34,

b) tuku bedacego czescia okregu |z —i| = 2 o poczatku w punkcie z; = 2+

oraz konicu w punkcie zo = —2 + i 1 spetniajacego warunek Im(z) > 1,

¢) fragmentu wykresu funkcji y = (z — 1)? o poczatku w punkcie z; = i

oraz koncu w punkcie zo = 3 + 41.

Ad. a) Odcinek taczacy punkty 21 i 2o przedstawia rysunek [3.1] Korzysta-
jac ze wzoru (3.1 otrzymujemy
) =2 i+ (1+3i—(2— i)t =2—i+(4i—1)
— 2 {4 (4 — 1), telo1].

Imz
A
34
1--
+1 TQ " Rez
T
Rysunek 3.1
Ad. b) Réwnanie |z — i| = 2 opisuje okrag o srodku w punkcie 2y = i

i promieniu r = 2. Korzystajac ze wzoru (3.2)) oraz uwzgledniajac warunek
Imz > 1, (rysunek , otrzymujemy

2(t) =i+ 2", t € [0, 7).
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Imz

-2+ 1+ 2414

_IQ 2 Rez

Rysunek 3.2

Ad. ¢) Szukamy réwnania fragmentu paraboli postaci z(t) = x(t) + iy(¢).
Potozmy z(t) = t + 1. Poniewaz krzywa jest fragmentem wykresu funkcji

y = (z —1)% wiec
y(t) = (o(t) = 12 = ((t+1) = 1) = 12
Stad szukana krzywa ma réwnanie
2(t) =t + 1+t

Zauwazmy, ze z(t) = i dla t = —1, natomiast z(t) = 3 4+ 4i dla t = 2.
Wynika stad, ze t € [—1,2], (rysunek [3.3).

Imz

[ |
3441
h\
Tl -;Rez
Rysunek 3.3

Zaproponowane rownanie parametryczne fragmentu paraboli bedacej wykre-
sem funkcji y = (x — 1)? jest jednym z wielu mozliwych. Funkcje z mozemy
dobiera¢ dowolnie. Od tego wyboru zalezy postaé¢ funkcji y oraz zakres pa-

rametru t.

Cwiczenie 3.3. Zapisa¢ rOwnanie parametryczne:

a) odcinka o poczatku w punkcie z; = 1 — ¢ i konicu w punkcie zo = 3,
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b) okregu |z—141i| = 1 o poczatku w puncie z; = 1 —2i i koricu w punkcie

29 = 1 spetniajacego warunek Rez > 1,

¢) fragmentu wykresu funkcji y = (z — 1)? o poczatku punkcie z; = i oraz

konicu w punkcie zo = 3 + 4¢, kladac z(t) = ¢.

Niech {z(t) € C: t € [a,b]} bedzie krzywa na plaszczyznie zespolonej.

e Mowimy, ze krzywa z = z(t) nie ma punktéw wielokrotnych, jesli
dla dowolnych ¢,y € (a,b), t1 # to, mamy z(t1) # z(t2).

e Krzywa, ktora nie ma punktéow wielokrotnych nazywamy tukiem

zwyktym.
e Krzywa, ktorej korice sie pokrywaja nazywamy krzywa zamknieta.
e Luk zwykly zamkniety nazywamy krzywa Jordana.

o Luk zwyktly, w ktorym ustalono poczatek i koniec nazywamy tu-
kiem skierowanym. Jezeli ze wzrostem parametru poruszamy sie
po tuku w kierunku orientacji, to méwimy, ze parametryzacja tuku

jest zgodna z jego orientacja.

e Mowimy, ze krzywa Jordana jest skierowana dodatnio, jesli poru-
szajac sie po tej krzywej w kierunku orientacji mamy jej wnetrze,
czyli zbior ograniczony ta krzywa, po lewej stronie. W przeciwnym

przypadku moéwimy, ze krzywa Jordana jest zorientowana ujemnie.

e Luk zwykly nazywamy tukiem gtadkim (regularnym), jesli posiada

na danym przedziale [a, b] ciagta pochodna rézna od zera.

o Luk zwykty nazywamy kawatkami gtadkim, jesli mozna go podzielié

na skonczong liczbe tukow gtadkich.

e Regularng krzywa Jordana skierowana dodatnio nazywamy kontu-

remi.
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Fukami zwyklymi sa krzywe przedstawione w przyktadzie m (rysunek
, oraz . Nie sa to krzywe Jordana, bo nie sa krzywymi zamknietymi.
Krzywa Jordana bedzie np. tamana zamknieta o wierzchotkach 0,1,1 4 7,2
(rysunek . Jezeli po tej krzywej, bedacej bokami kwadratu, bedziemy
poruszac sie od wierzchotka do wierzchotka tak, ze jej wnetrze mamy po lewe;j
stronie, to mamy krzywa zorientowana dodatnio. Lamana ta nie jest tukiem
gtadkim, ale jest tukiem kawatkami gtadkim (lukiem gtadkim jest kazdy z
bokéow kwadratu). Lukiem gtadkim bedzie dowolny okrag np. o srodku w
punkcie 27 i promieniu 3 (rysunek i bedzie on skierowany dodatnio, jezeli
bedziemy poruszaé sie po okregu przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Jest
on tez krzywa zamknieta, a zatem jest regularng krzywa Jordana skierowana
dodatnio, a wiec konturem.

Imz Imz
A A

i 1+

0 1 " Rez

Rysunek 3.4: Krzywa Jordana kawatkami gtadka Rysunek 3.5: Kontur

3.3. Calka funkcji zespolonej zmiennej zespolonej

Niech C': z = 2(t), gdzie t € [a,b], bedzie tukiem gladkim na plaszczyZnie
zespolonej, okreslonym zgodnie z jego parametryzacja. Niech funkcja zespo-
lona f bedzie okreslona na D C C oraz niech tuk C' C D.
Podzielmy odcinek [a, b] w dowolny sposob punktami (rysunek
a=ty<ti <.<t,.1<t,=0b0.
Podzial ten ustala podzial krzywej C' na n-tukéw czesciowych zpz1, 212o,

vy Zpn_1%2n, gdzie

20 = 2(to), 21 = 2(t1), 20 = 2(t2), ooy Zn1 = 2(tn_1), 2n = 2(tn)
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Rysunek 3.6

Na kazdym huku czesciowym z;°12;, @ = 1,...,n, obierzmy punkt posredni z}
(rysunek 1 utworzmy sume

Imz

Z0

Rysunek 3.7

Jezeli istnieje granica ciagu (S,,) przy n — 400 (rézna od oo) i jednoczesnie
dhugosé najdtuzszego z przedziatow [t;_1,t;] dla i € [1,n] dazy do zera oraz
granica ta nie zalezy od sposobu wyboru punktow ¢; oraz punktoéw posrednich
2!, to granice te nazywamy calka krzywoliniowa funkcji f po tuku C' i
oznaczamy symbolem

c

Calke krzywoliniows funkcji f zmiennej zespolonej, przy spelnieniu pew-

nych zalozen, mozna sprowadzi¢ do catki oznaczonej zmiennej rzeczywistej.

Zamiana calki krzywoliniowej na oznaczong

Twierdzenie 3.4. Jezeli C' : z = z(t), gdzie t € |a,b] jest tukiem

gtadkim na plaszczyinie zespolonej, okreslonym zgodnie z jego parame-

tryzacjq oraz funkcja zespolona f jest ciggta na C', to

[$)dz = [ F(0)2 (t)dt. (3.3)
C
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7 twierdzenia [3.4.| wynika w szczegblnosci, ze catka krzywoliniowa funkcji
zespolonej zmiennej zespolonej okreslonej na tuku gtadkim zachowuje wszyst-
kie wtasnosci catki krzywoliniowej funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywiste;j.

A wiec zachodzi

Wtlasno$éci calki krzywoliniowej

Twierdzenie 3.5. Jezeli istniejqg catkir krzywoliniowe funkcji f i g

wzdtuz gtadkiego skierowanego tuku C, k € C oraz gtadkie, skierowane
tuki Cy 1 Cy sq takie, ze C1 N Cy =0 oraz C; U Cy = C, to:

o [(F(2)+9(2))dz = [f(z)dz+ [g(2)dz,
C C C

o /kf(z)dz = k:/f(z)dz,
C C

. /f(z)dz = —/f(z)dz, gdzie "—C'" oznacza tuk skierowany
“c c

przeciwnie do tuku C,

o jesli | f(2)| < M dla kazdego z € C oraz d jest dtugo$cig tuku C,

to

< Md.

/f(z)dz
C

Przyktad 3.5. Obliczymy calki:
a) / 2Im(2)dz, gdzie C jest odcinkiem o poczatku w punkcie

e z1 = 21 oraz koncu w punkcie z9 = 3 — 1,

gdzie C jest tukiem bedacym czescia okregu
b) /ERe(z)dz, o réwnaniu |z| = 2 od punktu z; = —2i do punktu
C 2o = 2i speliajacym warunek Re(z) > 0.

Ad. a) Na poczatek wyznaczymy roéwnanie parametryczne krzywej C),
(rysunek 3.8)). Korzystajac ze wzoru (3.1]) mamy

2(t) =2+ (3—3i)t =3t+ (2—3t)i, te[0,1].
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Funkcja podcatkowa f(z) = zIm(z), a wiec
f(z(t)) = (3t 4+ (2 = 31)i)(2 — 3t) = 9(i — 1)t* + 6(1 — 20)t + 4i.
Uwzgledniajac, ze 2/(t) = 3 — 31, ze wzoru (3.3)) mamy

[zIm(z)dz = (3= 3) [ (9(i — 1)f* +6(1 — 20)¢t + 4i)dt =
C

1
= (3—30)(3(i — 1)£* + 3(1 — 20)% + 4¢t)’0 = (3 — 3i)i = 3+ 3i.
Ad. b) Krzywa C' (rysunek[3.9) jest potokregiem o srodku w punkeie zg = 0
1 promieniu r = 2 o rébwnaniu parametrycznym

: T T
t) =2e" te l—,].
z(t) = 2e 55

Funkcja podcatkowa f(z) = zRe(z), a wiec

f(2(t)) = 2¢"Re(2e") = 2(cost +isint) - Re (2(cost + isint))
= 2(cost — isint) - 2cost = 4(cos(—t) + isin(—t)) cost = e~ " cost.

Uwzgledniajac, ze 2/(t) = 2ie”, ze wzoru (3.3) mamy

_ A : . | .
/zRe(z)dz = 8i /27r e "costedt = 8i /27r costdt = 8isint|” = 16i.
C 2 -3 -3

Ima Imz
29 ¢
29 ¢ 1-7\
PT\\\\ F/E// "Rez
1 3\\\5 Rez 7 d
Z1
Rysunek 3.8: Przyktad [3.5.a) Rysunek 3.9: Przyktad 3.5,/ b)

Cwiczenie 3.4. Obliczy¢ catke

/z—idz,

C

gdzie C jest czescia paraboli opisanej rownaniem y = 1 — 2 o poczatku w

punkcie z; = 7 i koricu w punkcie 2o = 1.
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Niech f: D — C, gdzie D C C jest zbiorem otwartym.

Funkcja pierwotna

Mowimy, ze funkcja F' : D — C jest funkcja pierwotna funkcji f

w zbiorze D, jezeli dla dowolnego z € D zachodzi

Miedzy catka krzywoliniowa funkcji zespolonej f a jej funkcja pierwotna
F' zachodzi nastepujacy zwiazek

Calka krzywoliniowa funkcji majacej funkcje pierwotnag

Twierdzenie 3.6. Jezeli funkcja f jest ciggta w zbiorze otwartym
D C C, a F jest jej funkcjqg pierwotng w tym zbiorze, to dla dowolnej
krzywej regularne; C° C D o poczgtku w punkcie z, i koricu w punkcie

29 zachodzi

[F(2)dz = F(z) - F(=).
C

W szczegdlnosci, jezeli krzywa C' jest zamknieta, to / f(z)dz = 0.
c

Przyktad 3.6. Obliczymy catki:
gdzie C jest dowolng krzywa regularna
a) /(z —1)(32z +1)dz, o poczatku w punkcie z; = 0 oraz koricu

¢ w punkcie zo = 2 + 1,
gdzie C' jest dowolng krzywsg regularna
b) /3z(z —4)dz, o poczatku w punkcie z; = i oraz koricu
c 29 = 1.

Ad. a) Funkcja f(2) = (2 — )3z + 1) = 32% — 2iz + 1 jest ciagla
w zbiorze C i ma w tym zbiorze funkcje pierwotng F(z2) = 2% — i2? + 2,
bo F'(2) = 32% — 2iz + 1 dla dowolnego z € C, oraz krzywa C' C C. Zatem
z twierdzenia 3.6]

24
/(z —i)(3z+1i)dz = /(3z2 —2iz+ 1)dz = (2* —iz* + z)‘o = 8+ 9i.
C C
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Ad. b) Funkcja f(2) = 32z(2 — i) jest ciagla w zbiorze C i ma w tym zbio-
rze funkcje pierwotna, ktora wyznaczymy stosujac twierdzenie o catkowaniu

przez podstawienie.

z—1=1
1, 3
[32(z—i)dz = | z =t +i :/3ﬁ+3ﬁwn:3ﬁ+8u8
dz = dt

(2= Bi(z—1)®
-3 T v

gdzie v € C. Zatem z twierdzenia |3.6.

. . . 1 N9 . N
. [(z=19)? Bi(z—1)" (1—12)7  3i(1—1)
432(2—2) dz-[ 3 + g 3 + 3
16160 . 16 2

3 ‘|‘62—§+§Z

Cwiczenie 3.5. Obliczy¢ catke

/cos(z'z)dz,

C

gdzie C' jest dowolna krzywa regularng o poczatku w punkcie z; = 0 i koiicu

w punkcie zp = ¢i.

Przy obliczaniu catek krzywoliniowych funkcji majacych funkcje pierwotna
mozemy roéowniez zastosowacé twierdzenie o zamianie catki krzywoliniowej na

0ZNaczona.

Przyktad 3.7. Obliczymy

/z2dz,

c
jesli C' jest okregiem okreslonym réwnaniem z(t) = e dla t € [0, 27], skie-
rowanym zgodnie z parametryzacja.
a) Stosujac twierdzenie o zamianie calki krzywoliniowej na oznaczong
(twierdzenie [3.4.) mamy

2 i ) i 27 ; 1 Z_27T
észz:/O (et)2-z-etdt:z/0 e?’tdt:§e3t0 = 0.
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b) Stosujac twierdzenie 3.6 z uwagi na fakt, ze krzywa C' jest krzywa
regularng zamknieta, a f jest ciggla na calej ptaszczyznie zespolonej, mamy

bezposrednio /C 22dz = 0.

Zbior otwarty D C C nazywamy obszarem, jezeli kazde dwa punkty

tego zbioru mozna potaczy¢ tamana catkowicie w nim zawarta.

Obszar D C C nazywamy obszarem jednospdéjnym, jezeli nalezy do

niego wnetrze kazdej zawartej w nim krzywej Jordana.

Przyktad 3.8. Obszarami jednospojnymi sa zbiory Dy = {z € C : |z| < 3}

oraz Dy = {z € C: -1 < Rez <1 A —1 < Imz < 1}. Obszarem

jednospojnym nie jest zbior D = Dy \ Do, (rysunek [3.10)).
Tmz Imz Imzk

Dl Dy D3

1 Rez 1 Rez 1 Rez

Rysunek 3.10

Cwiczenie 3.6. Naszkicowaé obszar D oraz okresli¢, czy jest on obszarem
jednospojnym, jesli:

a) D={z€C:|z] <1AN0<Argz <7},

b) D={2€C:3<|z—1| <4},

c) D={2€C:0<|z| <1}

Sformutujemy teraz kilka bardzo waznych w analizie zespolonej twierdzen,

pochodzacych od Cauchy’ego, dotyczacych catek funkcji holomorficznych.
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Twierdzenie calkowe Cauchy’ego

Twierdzenie 3.7. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w jednospoinym

obszarze D C C, a krzywa C' jest dowolng kawatkami gltadkq krzywaq

Jordana lezgcqg w tym obszarze, to

/ f(z)dz = 0.
c
Przyktad 3.9. Obliczymy catke
/ 2ZZ 4dz,
c T
gdzie C ={z € C:|z—i =1}
Punkty 2z = 2¢ oraz zo = —2i, w ktorych funkcja podcatkowa nie jest holo-

morficzna, leza na zewnatrz krzywej C, zatem istnieje obszar jednospojny D,

w ktorym lezy krzywa C' i w ktorym funkcja podcatkowa jest holomorficzna

(rysunek 3.11)).

Rysunek 3.11

Z twierdzenia catkowego Cauchy’ego (twierdzenie |3.7.) wynika, ze
/ ZZ dz = 0.

2 _
52 4

Cwiczenie 3.7. Sprawdzi¢, dla ktorej z calek sa spetnione zalozenia twier-

dzenia catkowego Cauchy’ego:
) / (2% — 2)dz, gdm.e krzywa C' jest brzeglem trojkata |
o wierzchotkach wy = —2i, wy = 4, w3 = 31,

gdzie krzywa C jest okregiem o srodku w punkcie
zp = 1 1 promieniu r = 2.

C
b) / idz,
C
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Uogoélnienie twierdzenia calkowego Cauchy’ego na obszary wielospdjne

Twierdzenie 3.8. Jezeli funkcja f jest holomorficzna wewngtrz i na
brzegu obszaru D C C ograniczonego konturami Cy, Ch, ...,C,, przy

czym kontury C4, ..., C, lezg wewngtrz konturu Cy @ kazdy z nich lezy
na zewnagltrz pozostatych (rysunek[3.13), to

/f(Z)dz = /f(z)dz + /f(z)dz + ...+ /f(z)dz.
Cy Cy C,

Co

Rysunek 3.12

7, powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy

Whniosek z uogdélnienia tw. calkowego Cauchy’ego na obszary wielosp6jne

Whniosek 3.1. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze D C C
z wyjgtkiem punktu zo € D, to

gdzie C1,Cy sq dowolnymi konturami lezgcymi wewngtrz obszaru D

i zawierajgcymi wewnagtrz punkt zo, (rysunek[5.15).

Zbiér domkniety

Zbior D C C nazywamy domknietym, jesli zawiera wszystkie swoje

punkty skupienia.
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Cy G,

Rysunek 3.13

Podamy teraz wzor, zwany wzorem catkowym Cauchy’ego, ktory w przy-
padku funkcji holomorficznej pozwala na obliczenie jej warto$ci w kazdym
punkcie wewnetrznym obszaru jednosp6jnego domknietego, w ktorym funk-

cja jest holomorficzna, za pomoca wartosci tej funkeji na brzegu tego obszaru.

Wzoér catkowy Cauchy’ego

Twierdzenie 3.9. Jezeli funkcja [ jest holomorficzna w obszarze jed-
nospdjnym domknietym D C C, ktorego brzegiem jest kontur C' (rysu-

nek , to w kazdym punkcie wewnetrznym zy tego obszaru wyraza
ste ona wzorem

2m/z — 20

Wzor ten mozna przepisa¢ w rownowaznej postact

/z—zo dz = 2mi - f(z0).

Rysunek 3.14
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Przyktad 3.10. Obliczymy catke

12
ézz — 4dz,

gdzie C - skierowana dodatnio krzywa okreslona nastepujaco:

a) C={ze€C:|z—-1] =2},
b) C={z€C:|z+2]| =1},
c) C={ze€C:|z| =3}

Zauwazmy, ze jedynymi punktami, w ktorych funkcja podcatkowa nie jest
holomorficzna sa punkty z; = 2 oraz 2o = —2. Zauwazmy roéwniez, ze w kaz-
dym z podpunktow zadana krzywa C' jest dodatnio skierowanym okregiem,
a wiec jest konturem.

Ad. a) Punkt 21 lezy wewnatrz krzywej C, a punkt 29 na zewnatrz (rysunek
3.15)).

Imz

Y

zz \ Rez
Rysunek 3.15
Funkcja f(z) = leg jest holomorficzna wewnatrz i na brzegu obszaru D

ograniczonego krzywa C'. Obszar D jest jednospojny, a krzywa C' bedaca jego
brzegiem jest konturem, wiec ze wzoru catkowego Cauchy’ego (twierdzenie

3.9.)) dla zp = 2 mamy

422 4dz-£(z_2 219) —/ ES) dz—27m f(2) = —m.

Ad. b) Punkt 25 lezy wewnatrz krzywej C', a punkt z; na zewnatrz (rysunek
3.16]).
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(&

[ ]
R

Rysunek 3.16

Funkcja f(z) = % jest holomorficzna na obszarze D ograniczonym krzywa

C', wiec ze wzoru catkowego Cauchy’ego (twierdzenie|3.9.) dla zyp = —2 mamy

dz = dz = [ *2.dz =2mi - f(—2) = —7.
422—4 4(2—2)(2%—2) £z+2

Ad. ¢) Oba punkty z; oraz 2o leza wewnatrz krzywej C. W takiej sytuacji
definiujemy dwa roztaczne zewnetrznie, zawarte w obszarze ograniczonym
krzywa C takie kontury Cy i Cy, aby punkt z; lezal wewnatrz konturu C, a
punkt zo wewnatrz konturu Cy. Przyjmijmy (rysunek

1

1
01:{ZEC:|Z—2|:2}, ng{ZEC:\z+2|:2}.

Imz \

A

Rysunek 3.17

Z uogodlnionego twierdzenia catkowego Cauchy’ego na obszary wielospdjne
(twierdzenie 3.8.) wynika, ze

422_4dz=0/z2_4dz+6[222_4dz.

1
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Z podpunktow a) i b) mamy

12 12
/ 5 4dz = —7 oraz / dz = —r.
Clz - Cs

Zatem

Cwiczenie 3.8. Obliczy¢, korzystajac ze wzoru catkowego Cauchy’ego oraz

uogdlnionego twierdzenia Cauchy’ego na obszary wielospojne, catke

1
422 + 9dz’

jesli C jest:
a) dodatnio skierowanym okregiem opisanym rownaniem |z — 2i| = 2,
b) dodatnio skierowanym okregiem opisanym réownaniem |z — 1 4 3i| = 2,

¢) dodatnio skierowanym okregiem opisanym réwnaniem |z| = 6.

O istnieniu pochodnych wyzszych rzedow

Twierdzenie 3.10. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze
jednospoinym domknietym D C C, ktorego brzegiem jest kontur C,
to ma ona w kazdym punkcie wewnetrznym zy tego obszaru pochodne
wszystkich rzedow okreslone wzorams

f(n)(zo)— n!/ /() dz, n=12,...

2wl (2 — 2

Uogoblniony wzoér catkowy Cauchy’ego

Wzor w twierdzeniu [3.10.| nazywamy uogdlnionym wzorem catkowym

Cauchy’ego. Mozna go zapisa¢ w rownowaznej postaci

/Ldz _ 2m - F) (2).

/(2 = zp)"*! nl

W szczegolnoscei dla n = 0 otrzymujemy wzor catkowy Cauchy’ego.
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Wtasnosé sformutowana w twierdzeniu o istnieniu pochodnych wyzszych
rzedow odroznia w sposob istotny funkcje rozniczkowalne zmiennej zespolone;j
od funkeji rézniczkowalnych zmiennej rzeczywistej. Wynika bowiem z niego,
ze jesli funkcja zespolona zmiennej zespolonej, ma pochodng pierwszego rzedu
w pewnym obszarze, to posiada w tym obszarze rowniez pochodne wszystkich
rzedow. Wtasnosé ta nie jest prawdziwa dla funkcji rzeczywistych zmienne;j
rzeczywiste].

Twierdzenia [3.8] oraz pozostaja prawdziwe, jezeli krzywe wy-
stepujace w tych twierdzeniach sa kawatkami gltadkimi, dodatnio zorientowa-
nymi krzywymi Jordana.

Jako podsumowanie tego rozdziatu podamy przyktad, w ktérym do obli-
czenia zespolonych catek krzywoliniowych wykorzystamy wzor catkowy Cau-
chy’ego, uogolniony wzor catkowy Cauchy’ego, a takze twierdzenie o zamianie

calki krzywoliniowej na oznaczona.

Przyktad 3.11. Obliczymy caltki:

1 1
a dz, b) [ ——rdz,
)42—3 )é(z—3)5

gdzie C' - dodatnio skierowany okrag o srodku w punkcie zy = 3 i promieniu

r =1, (rysunek (3.18)).

Imz

N

1

Rez

Rysunek 3.18

Ad. a) Punkt zy = 3, w ktorym funkcja podcatkowa nie jest holomorficz-
na, lezy wewnatrz krzywej C, funkcja f(z) = 1 jest holomorficzna na catej
ptaszczyznie zespolonej, a wiec takze w obszarze jednospojnym D, ktore-
go brzegiem jest krzywa C bedaca konturem. Zatem, stosujac wzor catkowy

Cauchy’ego mamy

1
/ dz = 2mi - f(3) = 2mi.
L7 —3
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Powyzsza calke mozemy tez obliczy¢ korzystajac z twierdzenia o zamianie

catki krzywoliniowej na oznaczong (twierdzenie

. z=3+¢" -
. o 26l o
_ o lt _ o o -
éz_gdz— dz = 1e'dt —/0 3+eit_3dt—z/0 dt = 2.
t € [0,27]

Ad. b) Ktadac f(z) = 1 i stosujac uogdlniony wzor catkowy Cauchy’ego
mamy

R S T O
g(z—3)5dz_ AN

Korzystajac z twierdzenia o zamianie catki krzywoliniowej na oznaczona ma-

my
| z =3+ e i
: 21 1€’
———dz = = je'ldt | = ——dt =
4(2_3)5 z dz = 1e"dt /0 (cit)?
t € [0, 27]

_ Z-/OQ” ot gy _iezm z” _ _i (e787 — &%) = 0,

Cwiczenie 3.9. Obliczy¢, korzystajac ze wzoru catkowego Cauchy’ego lub

uogdlnionego wzoru Cauchy’ego, catki:

2z 2z
d b d
2) £z2+3iz—2 = ) é(z2+3z’z—2)2 =

gdzie C' jest dodatnio skierowanym okregiem o $rodku w punkcie zp = 0 i

promieniu r = 5"

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 1. Obliczy¢ calki:

2) [ —2ti)dt, )[4+ (1+)R)dr, ) [ (sint — i cos(2t))d,

d)[" et, )| '3(1 - it)dt, 0/ T e 2igs,
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Zadanie 2. Zapisa¢ rownania parametryczne krzywych:
a) odcinek o poczatku z; = 0 1 koricu 2y = 1,
b) odcinek o poczatku z; = 1 — i i koncu z9 = 2 + 1,
c¢) okrag o srodku zy = 0 i promieniu r = 2,
d) okrag o srodku zp = 1 — 2i i promieniu r = 3,

)
)

e

f

czesé okregu |z| = 1 o poczatku w i oraz koricu w —i,

2

czesé paraboli y = x* zawartej miedzy punktami 2y = 14171 29 = 2+41.

Zadanie 3. Obliczy¢ catki po zadanych krzywych:

a) /C Re(z)dz, gdzie C jest odcinkiem o poczatku z; = —i
oraz koricu zy = 2,
b) /Czdz, gdzie C jest odcinkiem o poczatku z; =2 — i

oraz koncu zo = 1 + 1,
dz
cz’
¢wiartce uktadu wspotrzednych okregu |z| = 2 o poczatku

c) gdzie C jest czescia lezacego w drugiej, trzeciej i czwartej
W 21 = 21 oraz koncu w z9 = 2,

d) /C zIm(z%)dz, gdzie C jest czedcia lezacego w pierwszej éwiartce
okregu |z| = 3 o poczatku w z; = 3 oraz koncu w zo = 3i,

e) /C 3(z 4 2)dz, gdzie C jest czescia paraboli y = 2% od punktu
z1 = 0 do punktu 2o =1+ 1,

f) /O le*|zdz, gdzie C' jest odcinkiem o poczatku z; =i

oraz koncu zo = 1 + 1.
Zadanie 4. Obliczy¢ calki (zaktadamy, ze krzywe C' sa regularne):

a) /C (2% — 42)dz, gdzie C jest dowolna krzywa o poczatku z; = 0
oraz koncu zy = 21,

b) /C 22(1 4 2°)%dz, gdzie C jest dowolng krzywa o poczatku z; = 0
oraz koncu z9 = 1 + 1,

c) /O ze*dz, gdzie C' jest dowolng krzywa o poczatku z; = 0

oraz koncu zy = 71,
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d) /C sin(i — 22)dz,  gdzie C jest dowolna krzywa o poczatku z; = 0

. s
oraz koncu zy = >

4z . . Ina k K :

e) /C o de, gdzie C jest dowolng krzywa o poczatku z; =1

oraz koncu 1 + 1.

Zadanie 5. Obliczy¢ catki korzystajac ze wzoru catkowego Cauchy’ego lub

jego uogdlnienia (zaktadamy, ze krzywe C' sa skierowane dodatnio):

3 2
a) /C = 2; o Z,)a’z, gdzie C' jest okregiem o srodku w punkcie

Zp = —¢ 1 promieniu r = 1,

b) /C COS(ZZ)dz, gdzie C jest okregiem o $rodku w punkcie zy = 41
z

(z — mi)
1 promieniu r = 3,
3

c) /c mdz, gdzie C jest tamang zamknieta o wierzchotkach

0,3+ 30,3 — 1,

TZ
d) /O Z2e+4dz, gdzie C jest okregiem o $rodku w punkcie zg = 1 + 2
1 promieniu r = 2,
dz

1 promieniu r = 2,

gdzie C jest okregiem o $rodku w punkcie zy = —2i

f) /C zzizs—fi)d'z’ gdzie C' jest okregiem o §rodku w punkcie zg = 0

1 promieniu r = X
Zeiz
g) / ———dz, gdzie C jest okregiem o $rodku w punkcie zp = 3
C(z—m)3

1 promieniu r = 1.



Rozdzial 4

Szeregl zespolone

4.1. Szeregi liczbowe o wyrazach zespolonych

Niech (z,) bedzie ciggiem o wyrazach zespolonych. Zdefiniujmy ciag (.5,)
nastepujaco
Sp,=z1+2z2+...+2z, neN.

e Wyrazy ciagu (5,,) nazywamy sumami czesciowymi ciggu (z,).
e Ciag (.5,) nazywamy szeregiem o wyrazie ogolnym z, i oznaczamy
[0.°]
> Zn.
n=1
e Jezeli istnicje lim 5, = 5, gdzie S € C, to szereg §1zn nazywamy
n=
zbieznym, a granice nazywamy jego suma.
e Szereg, ktory nie jest zbiezny, nazywamy szeregiem rozbieznym.
o Mowimy, ze szereg % 2z, jest bezwzglednie zbiezny, jezeli zbiezny
n=1
jest szereg > ENE
n=1
e Mowimy, ze szereg §1zn jest warunkowo zbiezny, jezeli jest zbiezny,
=

ale nie jest bezwzglq_dnie zbiezny.

Sformutujemy teraz kilka kryteriow zbieznosci szeregow liczbowych o wy-
razach zespolonych. Warunek konieczny zbieznosci oraz bezwzglednej zbiez-

nosci szeregu, jak tez kryterium poréwnawcze, d’Alemberta czy Cauchy’ego
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maja swoje odpowiedniki w teorii szeregow rzeczywistych. Zaczniemy od kry-

terium, ktore takiego odpowiednika nie posiada.

Warunek réwnowazny zbieznosci szeregu o wyrazach zespolonych

Twierdzenie 4.1. Szereg %1,2” o wyrazach zespolonych z, = x,+iy, €
n=
C, gdzie (x,), (y,) C R, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne

0 0
s$q szereqgyr Y. Ty 0TG4z > Yy, PTZY CZYm
n=1 n=1

oo (0.¢] 'OO
D= T 1) Yn
n=1 n=1 n=1

Warunek konieczny zbieznosci szeregu liczbowego

Twierdzenie 4.2. Jezeli szereq g%lzn jest zbiezny, to
n—=

Warunek konieczny bezwzglednej zbieznosci szeregu liczbowego

Twierdzenie 4.3. Jezeli szereqg §1zn jest bezwzglednie zbiezny, to jest
n=

zbiezny.

Kryterium poréwnawcze zbiezno$ci szeregu

Twierdzenie 4.4. Jezeli |z,| < a, dla prawie wszystkich n € N oraz

szereg §1an jest zbiezny, to szereq §1zn jest bezwzglednie zbiezny.
n= n=

Kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu

Twierdzenie 4.5. Szereg %1271 o wyrazach roznych od zera, dla ktorego
n=

Zn+1
Zn

lim =
n—-+00

jest bezwzglednie zbiezny, gdy g < 1, a rozbiezny, gdy g > 1.
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.
~»
.
.
N
.

Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregu
Twierdzenie 4.6. Szereg §1zn, dla ktorego
n—=
i iz = g

jest bezwzglednie zbiezny, gdy g < 1, a rozbiezny, gdy g > 1.

Przypomnijmy z analizy rzeczywistej, ze

.

.
|

.

.

O zbieznosci szeregu harmonicznego

Twierdzenie 4.7. Szereg harmoniczny rzedu o postaci
< 1

n:lna’

gdzie o > 0, jest rozbiezny, gdy 0 < a < 1, a zbiezny, gdy o > 1.

Przyktad 4.1. Zbadamy zbieznos¢ szeregow:

X 2n —1 X n+ 41 X3 —
b
a)ngl no’ )ngl n? ' C)ngl
< (3 — 4i)" oo1+3"
D>
=1 n: n=1
Ad. a) Z twierdzenia 2.8 ] mamy
2n — 1 1
lim —° ! = lim (2 — —) = lim 2 — ¢ lim — =2 #0.

Zatem nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu liczbowego
(twierdzenie 4.2.)), a wiec dany szereg jest rozbiezny.
Ad. b) Niech z, = ”+4Z = 1, + 1y,, gdzie

Szereg %1% jest rozbiezny, jako harmoniczny rzedu 1. Stad oraz z twierdze-
n=
nia wynika, ze dany szereg jest rozbiezny.
Ad. ¢) Niech z, = ¥ Dla dowolnego n € N, n > 3, mamy

B |3—z’n| V9 +n? o V2 +n?  nyv2 V2

m3|  n3 O nd n3 n?
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Szereg n%jlan = Z \[ jako harmoniczny rzedu 2, jest zbiezny. Stad oraz
z kryterium porownawczego (twierdzenie wynika, ze dany szereg jest
bezwzglednie zbiezny.

Ad. d) Niech z, = (3;;”’)71. Wowczas

Zn+1 (3 — 4z)”+1 n! 3 —4i 25 5
n | (n+ 1) (3—4d) :‘n+1 “\(n+12 n+l
Stad
nl_l)gI_loo ZZ: =0<1

Zatem z kryterium d’Alemberta (twierdzenie 4.5.)) wynika, ze dany szereg
jest bezwzglednie zbiezny.

Ad. e) Niech z, = 3% Wowczas

on
o= 1+3z|_Qd1+32n_gd32n(ggn+1)_32n1+1
’271 22n 22n 2 32n )
Poniewaz
. o 1
Jim g 1= 1,
a wiec

S 3
nl_lgloo |2n] = 5> L.

Zatem z kryterium Cauchy’ego (twierdzenie |4.6.) wynika, ze dany szereg jest
rozbiezny.
Cwiczenie 4.1. Zbada¢ zbieznosé szeregow:
i" < (2n + )" < (1—4)"
2) > ot b) > ———, ) 2=

n=1 n=1 n" n=1 ( )

4.2. Szeregi potegowe o wyrazach zespolonych

Niech (a,) C C, gdzie n € Ny. Szeregiem potegowym o srodku w punk-

cie zg € C nazywamy szereg postaci

ian(z —29)", z€C. (4.1)
n=0
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W szczegolnosei dla zp = 0 szereg potegowy jest postaci %Oanz”.

n=
Promien i kolo zbieznosci szeregu potegowego

Promieniem zbieznosci szeregu potegowego (wzor nazywamy liczbe

o0
R =sup{|z — 29| : D_an(z — 20)" jest zbiezny}.
n=0

Jesli R € (0,+00), to zbior {z € C : |z — 29| < R} nazywamy kolem

zbieznosci tego szeregu.

Przy wyznaczaniu promienia zbieznosci szeregdw potegowych o wyrazach
zespolonych mozemy wykorzystac¢ twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda, ktore
jest odpowiednikiem twierdzenia dla szeregéw potegowych o wyrazach rze-

czywistych.

Twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda

Twierdzenie 4.8. Promien zbieznosci szerequ potegowego okreslonego

wzorem [4.1] wyraza sie wzorem

0 gdy~=+oo,
R = % gdy 0 < v < 400,
oo gdy v =0.

gdzie

v = lim supv/|ay|. (4.2)

n—-+0o00

e Jezeli R = 0, to szereg potegowy jest zbiezny tylko w punkcie 2y € C.
e Jezeli R € (0, 4+00), to szereg jest zbiezny w kole {z € C : |z — 2| < R}.
o Jezeli R = 400, to szereg jest zbiezny dla dowolnego z € C.

Przy wyznaczaniu promienia zbieznosci mozna zastosowaé kryterium Cau-

chy’ego, kltadac we wzorze (4.2) v = lim,, .1 /|a,| lub d’Alemberta (przy

zalozeniu, ze a, # 0 dla n € N), ktadac v = lim,, o [ 2.
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Przyklad 4.2. Wyznaczymy promien i koto zbieznosci szeregow:

2) é@z b) il(\/gT_i)n(erl)”.

Ad. a) Niech a,, = (”J;ﬂ Wowezas

ani1| | (n+ 30" n! I +3i Vn?+9
an (n+1!  (n+3)" |n+1 n+l1 "
Stad
. anp+1 n\/l-i-m \/1‘1‘?
lim = lim ———~%~ = lim ——~==1=7,
n—+oo | q,, n—-+o00 n(l + ﬁ) n—too 1 4 -

a wiec z kryterium d’Alemberta promien zbieznosci R =

==

= 1, natomiast
koto zbieznosci jest postaci {z € C: |z| < 1}.
Ad. b) Niech a,, = (‘/gT_’)n Wowezas

lim {/|a,| =2 =17,

n—-+o00

VI
Stad

a wiec z kryterium Cauchy’ego wynika, ze promienn zbieznosci R = % =

DO =

oraz kolo zbieznosci jest postaci {z € C: |z + 1| < 1}.

Cwiczenie 4.2. Wyznaczy¢ promien i koto zbieznosci szeregu

3n n
— X .
21+ 20)

Rozwiniecie funkcji holomorficznej w szereg Taylora

Twierdzenie 4.9. Jesli funkcja zespolona f zmiennej z € C jest ho-
lomorficzna w pewnym otoczeniu punktu zy € C, to w kazdym punkcie
z tego otoczenia posiada rozwiniecie w szereg potegowy

(") (%)

n!

f) =3
n=0

(z — z0)"

nazywany szeregiem Taylora funkcyi f o Srodku w punkcie z.




SZEREGI ZESPOLONE

84

Szereg Maclaurina

Dla zp = 0 otrzymujemy

Powyzszy szereg nazywamy szeregiem Maclaurina funkcji f.

Szeregi Maclaurina wybranych funkcji

Twierdzenie 4.10. Niech z € C. Wowczas:
[e’) ZTL
(1) =Y — dla|z| < 0.
nzOn!
(2) sinz = nz::(](—l) @n 1)l dla |z| < oco.
00 Z2n
(3) cosz= T?::O(—l)” 2n)] dla |z| < oo.
1 o0
(4) = > 2" dla|z| <1.
11—z n=0
(5) = (-1 diaz] <1
) z alz .

Funkcja analityczna

Funkcje zespolona f zmiennej z € C nazywamy funkcja analityczng w

obszarze D C C, jedli kazdy punkt zy € D ma otoczenie, w ktérym

funkcja ta jest sumg szeregu potegowego postaci (4.1)).

Zwiazek miedzy funkcja holomorficzng i analityczna

Twierdzenie 4.11. Funkcja zespolona jest holomorficzna w obszarze

D C C wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest analityczna w tym obszarze.
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4.3. Szereg Laurenta

Szereg Laurenta

Szeregiem Laurenta o wspotczynnikach a, € C i srodku zy € C nazy-

wamy szereg postaci

oo

> an(z —2)", z€C. (4.3)

n=—oo

Szereg Laurenta mozna zapisa¢ w postaci sumy dwoch szeregow
o0

S ap(z—2)" = i::oan(z —20)" + io:

a_p
n=—00 n=1 (Z - ZO)n .

Czes¢é regularna i osobliwa szeregu Laurenta

Szereg §Oan(z — 2p)" nazywamy czescig regularng szeregu Laurenta.
n=

-_n

Szereg %1 (zcizo)n nazywamy czescia gtowng (osobliwg) szeregu Laurenta.
n=

Mowimy, ze szereg Laurenta jest zbiezny w punkcie zy € C, jezeli jego czes¢
regularna jak i jego czes¢ glowna sa szeregami zbieznymi w tym punkcie,
rozbieznym, jezeli co najmniej jeden z tych szeregéw jest rozbiezny. Przez

sume szeregu Laurenta rozumiemy sume sum obydwu jego czesci.

Kryterium zbieznos$ci szeregu Laurenta

Twierdzenie 4.12. Czesé reqularna szerequ Laurenta jest szere-

giem zbieznym wewnqgtrz kota |z — z| < R, a rozbieznym na zewngtrz
tego kota, przy czym

1
R = —, gdzie v = limsupy/|ay,|.
Y +

n—-roo

Czesé gtowna szeregu Laurenta jest szeregiem rozbieznym we-

wnatrz kota |z — zy| < r, a zbieznym na zewngtrz tego kota, przy czym

r = limsupy/|a_,|.

n—-+00
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Liczby R oraz r nazywamy promieniami zbieznosci odpowiednio czesci

regularnej i gtownej szeregu Laurenta.

Pierscien zbieznoSci szeregu Laurenta

Twierdzenie 4.13. Jezeli liczby R oraz r sq zdefintowane tak jak w
twierdzeniu[{.12], a wiec sq promieniami zbieznosci odpowiednio czesci
gtownej © reqularnej szerequ Laurenta oraz r < R, to szereg ten jest

zbiezny w pierscieniu

P={ze€C:r<|z—2]| <R}

Przyktad 4.3. Wyznaczymy pierscien zbieznosci oraz sume szeregu Lauren-
ta % a,z", jesli
n=—00
37" dlan > 0,
2"—1 dlan<0O.

Wyznaczymy sume czesci regularnej oraz osobliwej szukanego szeregu. Wy-

an:

korzystamy do tego wzor na sume szeregu geometrycznego
k

o0 n q
¢ =1 & ld<L (4.4)
n=~k —dq
Dla czedci regularnej, korzystajac ze wzoru (4.4]), mamy
0 o [z\" 1 3
n2 = - = = , dl < 3.
Zo" =2 (3) i—; 3-2 F

7 kolei dla czesci osobliwej dostajemy

“a, 002_71_1:21(1)”_%(1)”.

n=1 2" n=1 2" 2z n=1 \%

x 1\7 . . 1 . 1 - 7
Szereg nz::1 (5) jest zbiezny, gdy ‘Z’ < 1, czyli dla |z| > 5 i wowczas

58 -

s\22) 1L 21

X 1\ . .. 1 . . ,
Szereg Zl (;) jest zbiezny, gdy ‘;‘ < 1, czyli dla |z| > 1 1 wowczas
n=

5 - -

n=1 ; 1 Z—l

IS



87 ELEMENTY ANALIZY ZESPOLONEJ Z PRZYKEADAMI

Otrzymalismy wiec, ze czesS¢ osobliwa danego szeregu jest zbiezna dla |z| > 1.
Podsumowujac, dany szereg jest zbiezny w pierscieniu {z € C : 1 < |z| < 3},
natomiast jego suma jest réwna funkcji

3 n 1 1
3—z 22—1 2z-—-1

f(z) =

Cwiczenie 4.3. Wyznaczy¢ pierécien zbieznosci oraz sume szeregu Laurenta
0.9}
> oayz”, jesli

n=—00

2" dlan > 0,
(—=3)" dlan <0.

O rozwijaniu funkcji w szereg Laurenta

Twierdzenie 4.14. Jezeli funkcja [ jest funkcjg holomorficzng w pier-
scieniu P ={z € C:r < |z — 2| < R}, to daje sie w tym pierscieniu

rozwingc¢ w szereg Laurenta

f(z) = ;Z.j: an(z — 2)",
PrIy czym
1 f(0) _
a, = 27r7l£(§ - ZO)anC, n=0+1,42 ..

gdzie C' jest dowolnym dodatnio skierowanym okregiem o srodku w punk-

cie zo zawartym w tym pierscieniu.

Przy rozwijaniu funkcji w szereg Laurenta mozemy wykorzystaé takze
wlasnosci szeregu geometrycznego oraz wzory na rozwiniecie funkcji w szereg

Maclaurina.

Przyktad 4.4. Wyznaczymy rozwiniecie funkcji
4
(1+2)(3—2)

w szereg Laurenta w pierscieniu P = {z € C: 1 < |z| < 3}.

f(z) =
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Na poczatek roztozymy utamek wystepujacy we wzorze funkcji f na sume

utamkow prostych. Mamy

4 A B AB-2+B(1+2)
(1—|—z)(3—z)_1—|—z+3—z_ (1+2)3—-2)

a wiec
4=AB—-2)+B(1+2).

Stad A =B =1, czyli

1 1

f=) = 1+z+3—z
Zauwazmy, ze dla z € P zachodzi

Z

- <1 oraz |-|<1.

3 z
Stad oraz ze wzoru (4), twierdzenie 4.10) mamy

1 1 12 /z\" & 2"
3—z 3(1-%) 320 (3) B 203%1’

natomiast ze wzoru (5), twierdzenie 4.10.| dostajemy

1 1 e ()" & (=) & (="
= 1y — -2 n 2 el 2 no
1+ =2 2(1 + ;) Zn=0 <~ n=0 < n=1 <

Otrzymalismy zatem, ze

S (_1)71,—1 X 2" = n
gdzie
31 dlan > 0,
ay, =
(=1)™ ! dlan<0.
Przyktad 4.5. Wyznaczymy rozwiniecie funkcji
1 3
f(z) = 371

w szereg Laurenta w pierscieniu P = {z € C: 0 < |z — 3| < 2}.
Zauwazmy, ze dla z € P zachodzi
z—3
2

<
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Chcemy rozwingé¢ funkcje f w szereg Laurenta o §rodku w punkcie zg = 3,
tzn. zapisa¢ ja w postaci

oo

flz)= > an(z=3)".

n=—oo

Stad wystarczy rozwinaé¢ w szereg Laurenta utamek %, (ulamek —— Jest juz

sktadnikiem powyzszego szeregu). Mamy

3 3 3 1

 3+42-3 3(1+53) 1428

Zauwazmy, ze dla z € P zachodzi

z—3’ z—3

3 2
Stad oraz ze wzoru (5), twierdzenie 4.10) mamy

o

z—3 =0 3 n=—00
gdzie
(-3)" dlan>0,
ap =4 1 dlan = —1,
0 dlan < —2.

Cwiczenie 4.4. Wyznaczy¢ rozwiniccie funkeji f(z) = >4 % W szereg
Laurenta w pierscieniu P = {z € C: 0 < |z| < 2}.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Zbadaé zbieznos¢ nastepujacych szeregow:

< 2+ 5n%i (n*+1)(2 —4)"
3n

: )Z

a) >

)§<1—© @cw@+@ﬁ

n=1 n=1 2"n

Y
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x© 14 2™ X cosn
f Rt
e> 712::1 3" ’ ) nz::anJri’
< 1 < (1+14v3)"
h o TVE)
&) ng—:ln_i’ ) nz_:l (2n)!
) i‘é cos(in) ) i (1+ z\/§)n
1 . A—
=2 =TT
e n" o0 1 1
k —_ 1 —1)" AP
) nX::ln!(e—i)”’ ) nZ::l( ) <2n—1 +2n—|—1z>
Zadanie 2. Wyznaczy¢ koto i promient zbieznosci szeregu potegowego:
a) Y —z", b) > Ez“, c) (1+14)"2",
n=1 n=12" n=1
< n! e 1 < 1
d) S —2" —4)", 1) X 5kE-1)"
P D o (RGN Do VR
00 N 00 2n(n|)2 ) . 00 3n
—, h 2", i - 1"
g> n:1n2 ) n=1 (271)' ) nzzzl (3n — 2)2n( )

o0
Zadanie 3. Zbadac¢ obszar zbieznosci i sume szeregu Laurenta Y a,z",

jesli: -
) 27" dlan > 0, b) 0 dlan > 0,

a) a, = a, =
2n=1 _1 dlan <0, 2=+ dlan <0,

27" dlan >0,
) a, = d) a, =

1 dlan <0, 2=+l _ 1 dlan < 0.

{0 dlan > 0,

Zadanie 4. Wyznaczy¢ rozwiniecie funkcji f w szereg Laurenta w podanym

pierscieniu P:

1 1 1
a)f(z):?+1_z+2_z, P={ze€C:0<|z| <1},
1 1 1
b>f(z):§+1—z+2—z’ P={zeC:1<|z| <2},
1 1 1
c) f(z) == , P={2€C:2<|z|] < o0},




91

ELEMENTY ANALIZY ZESPOLONEJ Z PRZYKEADAMI

d)f(z)zz(l_z), P={2e€C:1<|z] < o0},

e)f(z):z(ll_z), P={:eC:0<|z—1] <1},
f)f(z):(z_l)l(Z_Z), Po{:eC:2< |z <ool,
g>f(z):(z—1)1(z—2)’ P={zeC:1<|z—-1| < o0},
h) f(z) = ! P—{:cC:0<|z—2 <3}

(z4+1)(z—2)’



Rozdzial 5

Punkty osobliwe. Residua

W rozdziale tym zaczniemy od przyjrzenia sie punktom zerowym funkcji ze-
spolonej zmiennej zespolonej, ktore to punkty powiagzemy pozniej z punktami
osobliwymi. Podamy wzory umozliwiajace okreslenie rodzaju osobliwosci w
danym punkcie. Wzory te beda bazowaly na rozwinieciu funkcji w szereg

Laurenta oraz na badaniu odpowiednich granic.

5.1. Punkty zerowe funkcji holomorficznej

Okreslenia zer funkcji f holomorficznej w pewnym obszarze D C C oraz ich

krotnosci sg analogiczne jak dla funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej.

Punkt zy € D nazywamy punktem zerowym (lub krotko zerem) funkeji

holomorficznej f, jezeli f(zy) = 0.

Punkt 2y € D nazywamy k-krotnym punktem zerowym funkcji holo-
morficznej f majacej rozwiniecie w szereg potegowy w otoczeniu punktu

Zp postacit
f(Z) = ap + al(z — 2’0) + CLQ(Z — 20)2 + ...

jezeli

ag=a; =as=..=a,_1 =0 oraz ap # 0, gdzie k € N.
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Przyklad 5.1. Punktami zerowymi funkcji f(z) = 2% + 1 sg punkty 21 =1

oraz zo = —i, bowiem f(i) = 0 oraz f(—i) = 0.
Cwiczenie 5.1. Wyznaczy¢ punkty zerowe funkcji f(2) = 2% — 8.

Przyklad 5.2. Punkt z; = 2 jest trzykrotnym punktem zerowym (zerem
trzykrotnym) funkcji f(z) = 5(2 — 2)3, bowiem ag = a1 = ay = 0 oraz
as = 5! 75 0.

Cwiczenie 5.2. Punkt zy = 0 jest zerem funkcji f(2) = 2*(z +3)2. Okreglic

jego krotnosc.

Podamy teraz trzy warunki charakteryzujace krotnosé¢ punktow zerowych

funkcji holomorficznych w pewnym obszarze D C C.

Krotnosé zer funkcji holomorficznej (1)

Twierdzenie 5.1. Punkt zy € D jest k-krotnym punktem zerowym

funkcji holomorficznej f wtedy i tylko wtedy, gdy

Fz0) = (z0) = £"(z0) = o = F5 D (z0) = 0

oraz
f(k) (ZO) ?é 07
gdzie k € N.

Przyktad 5.3. Niech f(z) = cosz — 1. Z réwnania cosz — 1 = 0 otrzy-
mujemy, ze punktami zerowymi funkcji f sa punkty zp = 2kn, gdzie k € Z.
Ustalimy krotno$é punktéw zerowych poprzez badanie wartosci kolejnych po-

chodnych w tych punktach. Dla pochodnej rzedu pierwszego funkcji f mamy
f'(z) = —=sinz, f'(z) =0 dla dowolnego k € Z,

a wiec punkty z, nie sg zerami jednokrotnymi. Badamy pochodna rzedu

drugiego
f"(z) = —cosz, f"(z;) #0 dla dowolnego k € Z,

zatem punkty z; sa zerami dwukrotnymi funkcji f dla dowolnego k € Z.
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Krotnosé zer funkcji holomorficznej (2)

Twierdzenie 5.2. Jezeli punkt zg € D jest k-krotnym punktem zero-

wym funkcji holomorficznej g oraz l-krotnym punktem zerowym funkcji

holomorficznej h, to jest (k+1)-krotnym punktem zerowym funkcji g-h.

Przyktad 5.4. Niech f(z) = (22 — 1)(z — 1)3. Polézmy
g(z) =22 =1, h(z)=(z—1)".

Punkty z; = 1, 29 = —1 sg zerami jednokrotnymi funkcji g, natomiast punkt
2o = 1 jest zerem trzykrotnym funkcji h. A zatem punkt z; = 1 jest zerem

czterokrotnym funkcji f, a punkt zo = —1 jest jej zerem jednokrotnym.

Krotnosé zer funkcji holomorficznej (3)

Twierdzenie 5.3. Punkt zy € D jest k-krotnym punktem zerowym

funkcji holomorficznej f wtedy i tylko wtedy, gdy mozna jg przedstawié

w postact
f(2) = (2 = 20)"p(2),

gdzie funkcja @ jest funkcjqg holomorficzng w punkcie zy oraz

p(20) # 0.

Przyklad 5.5. Niech f(z) = (2 — 1)*(z + 1). Punkty 27 = 1 oraz 25 = —1

sa zerami funkcji f. Funkcje f mozna zapisa¢ w postaci

f(z) = (2 = D%*p(2),
gdzie p(z) = z+1 jest funkcjg holomorficzng w punkcie z; = 1 oraz ¢(z1) =

2 # 0, a zatem punkt z; = 1 jest dwukrotnym punktem zerowym funkcji f.

Analogicznie, zapisujac funkcje f w postaci

f(z) = (z+ Dp(2),

gdzie ¥(z) = (2 — 1)2 jest funkcja holomorficzng w punkcie 2o = —1 oraz
©(z9) = 4 # 0, wnosimy, ze punkt zo = —1 jest jednokrotnym punktem

zerowym danej funkcji f.
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Cwiczenie 5.3. Wyznaczy¢ zera funkcji f oraz okresli¢ ich krotnosci, jesli:
a) f(2) = (2% +4)(z — 2i0), b) f(z) =1+sinz.

5.2. Punkty osobliwe odosobnione

Punkt regularny

Punkt 2z, € C, dla ktorego istnieje otoczenie, w ktorym funkcja zespo-

lona f jest holomorficzna, nazywamy punktem regularnym tej funkcji.

Punkt osobliwy odosobniony

Punkt zyp € C, w ktorym funkcja zespolona f nie jest holomorficzna,

ale jest holomorficzna w pewnym sasiedztwie tego punktu, nazywamy

punktem osobliwym odosobnionym tej funkc;ji.

Przyklad 5.6. Funkcja f(z2) = z + % + Z21+1 ma trzy punkty osobliwe od-
osobnione z; = 0, 29 = 4, 23 = —1. Wszystkie pozostale punkty ptaszczyzny
zespolonej sa jej punktami regularnymi.

.
sinz”

Cwiczenie 5.4. Wskaza¢ punkty osobliwe odosobnione funkcji f(z) =

Wyrézniamy trzy rodzaje osobliwosci, ktore okreslimy z wykorzystaniem
rozwiniecia funkcji w szereg Laurenta. Niech 2y € C bedzie punktem osobli-
wym odosobnionym funkecji f oraz niech rozwiniecie funkcji f w otoczeniu
pierscieniowym (sasiedztwie) tego punktu w szereg Laurenta bedzie postaci

00 X al,
s = St + £

gdzie a, € C dla dowolnego n € Z. Wowczas

Punkt pozornie osobliwy

Punkt zp nazywamy punktem pozornie osobliwym funkcji f, jezeli czesé

osobliwa szeregu Laurenta redukuje sie do zera.

Ktadac f(z9) = ap funkcja f staje sie holomorficzna w punkcie z.
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Punkt zy nazywamy biegunem k-krotnym (biegunem rzedu k) funkeji

f, jezeli czes¢ osobliwa szeregu Laurenta jest postaci
a_n(z—20) "+ . Fas(z—2) P Ftai(z—2),

przy czym a_j # 0, a wiec wowczas, gdy cze$é osobliwa ma skoriczona

ilos¢ wspotezynnikow roznych od zera.

Punkt 2y nazywamy punktem istotnie osobliwym funkcji f, jezeli czesé
osobliwa szeregu Laurenta ma nieskonczenie wiele wyrazow réznych od

Z€ra.

Przyktad 5.7.

a) Niech f(z) = 22, Punktem osobliwym jest punkt zg = 0. Poniewaz

inz = 1y
=2 ) g, )

sin z
z

dla z € C, (twierdzenie 4.10., wzor (2)), wiec rozwiniecie funkeji f(z) =

w szereg Laurenta jest postaci

sin z 00 Z2n 22 2t 6
= V=14 — — — 4 ...
z nzz:o( ) (2n + 1)! 3! * 50 7! T

sin z

gdzie z € C\ {0}. Czeé¢ osobliwa rozwinigeia funkeji f(z) = 2% w szereg
Laurenta w otoczeniu pierscieniowym punktu zy = 0 zredukowata sie do zera
(wszystkie wspotezynniki w czesci osobliwej sa rowne zeru), a wiec punkt
2o = 0 jest punktem pozornie osobliwym tej funkcji.

b) Niech f(z) = ﬁ — 2 42(z—1)+5(z—1)*— (2 —1)°. Punkt 2y = 1
jest punktem osobliwym funkcji f i jest on jej biegunem trzykrotnym (czesé
osobliwa rozwiniecia funkcji f w szereg Laurenta w otoczeniu pierscieniowym
punktu zp = 1 ma skonczona ilo$¢ wspotezynnikéw roéznych od zera, przy
czym a_g = 4 # 0).
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1
z

c) Niech f(z) = e

PR . L, . 0 n . . ,
miejsce z w rownosci e = ¥ %, (twierdzenie 4.10., wzor (1)), mamy
n=0"

. Punktem osobliwym jest punkt zy = 0. Ktadac % W

D R S
[ — _=
—onlzn 11z 2122 3123 ’

gdzie z € C\ {0}. Czes¢ osobliwa rozwiniecia funkcji f(z) = e: W szereg
Laurenta w otoczeniu pierscieniowym punktu zy = 0 ma nieskonczenie wiele
wyrazow réoznych od zera, a wiec punkt zp = 0 jest punktem istotnie osobli-

wym tej funkeji.

Cwiczenie 5.5. Wyznaczy¢ punkt osobliwy odosobniony funkeji f oraz
okresli¢ jego rodzaj, jesli:
=1 oSz

2) /(2) e = 9 fl) =

zZ

Charakteryzacje punktéw osobliwych odosobnionych mozna przeprowa-

dzi¢ poprzez badanie granicy funkcji w punkcie osobliwym.

Charakteryzacja punktéw osobliwych odosobnionych

Twierdzenie 5.4. Niech zy € C bedzie punktem osobliwym odosobnio-

nym funkcji zespolonej f. Wowczas
o Punkt zy jest punktem pozornie osobliwym funkcjyi f wtedy 1 tylko
wtedy, gdy istnieje granica Zlgglo f(z) # 0.

o Punkt zy jest biequnem funkcyi f wtedy @ tylko wtedy, gdy

lim f(2) = occ.

Z—20

Punkt zy jest biequnem k-krotnym funkcyi f wtedy i tylko wtedy,
gdy

lim (= — 20)" () £0 & lim (= — 20)"" £(2)) = 0.

Z—2Z20

o Punkt zy jest punktem istotnie osobliwym funkcji f wtedy i tylko

wtedy, gdy granica ;1_%10 f(z) nie istnieje.
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Podstawiajac w punkcie pozornie osobliwym zy € C

f(z0) = lim f(2)

Z—20

funkcja f staje sie holomorficzna w punkcie z.

Przyktad 5.8.

a) Niech f(z) = SHZIZ. Granica funkcji f w punkcie osobliwym z5 = 0 jest

rowna .
. sinz
lim =1,
z—0 z

a zatem punkt zp = 0 jest punktem pozornie osobliwym funkcji f. Ktadac

f(0) =1 otrzymujemy funkcje

"2 gdy 2 € C\{0},
fz) =
1 gdy z =0,

ktora jest funkcja holomorficzng na caltej ptaszczyznie zespolone;j.

b) Niech f(z) = % Punkt zy = 1 jest biegunem, poniewaz

.1 . o2—1
oy ~m——=0,
stad
. 2
ZIE}}Z -1 o0
Jest to biegun jednokrotny, poniewaz
li —1 =20
g (2= 1)) =27
oraz ,
. ) 9.1 o _
£1£)r%<(2—1)z_ )-2 EE{(Z 1)=0.

¢) Niech f(z) = sini. Punkt zy = 0 jest punktem istotnie osobliwym.
1

= nie istnieje. Wezmy dwa rozne ciagi
z

1
2 =— oraz 2/ =-—77—.
" mn " 5+ 2mn

Pokazemy, ze granica lim sin

z—1

Dla dowolnego n € N wszystkie wyrazy obu ciagéw sa rézne od zera i oba

ciagi sa zbiezne do zera. Natomiast

lim f(z,) = lim sin(nm) =0, a lim f (2;) = sin(;T +2mn) = 1.

Zatem granica funkcji f w punkcie zy = 0 nie istnieje.
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Miedzy zerami funkcji holomorficznej a biegunami zachodza pewne zalez-

nosci, ktore opisuja trzy ponizsze twierdzenia.

Zwiazek miedzy zerami a biegunami (1)

Twierdzenie 5.5. Jezeli punkt zy € C jest biequnem k-krotnym funkcji

f, to jest on zerem k-krotnym funkcji

L dla z # 2,
h(z) = f(z) 7 %0

0 dla z = 2.

Zwiazek miedzy zerami a biegunami (2)

Twierdzenie 5.6. Jezeli punkt zg € C jest zerem k-krotnym funkcji f,

to jest biegunem k-krotnym funkcy %

Zwiazek miedzy zerami a biegunami (3)

Twierdzenie 5.7. Jezeli funkcja g ma w punkcie zg € C zero k-krotne,

funkcja h ma w punkcie zy zero l-krotne, to punkt zy jest
o biegunem (I — k)-krotnym funkcji f = ¥, gdy | >k,

e punktem pozornie osobliwym funkcji f =1, gdy I < k.

Przyktad 5.9.

a) Punkt zp = 1 jest zerem jednokrotnym funkcji f(z) = %, a wiec jest
on biegunem jednokrotnym funkeji f(z) = ﬁ = Z%l
b) Niech f(z) = %. Funkcje te mozemy przepisa¢ w postaci
z(z —21
foy= 2

(2 —2i)° (z 4+ 20)*
Potézmy
g(2) = 2(z = 20), h(z)=(2—2)%(z+2i)*.
Punkt 2y = 2¢ jest zerem trzykrotnym funkcji A oraz jest zerem jednokrotnym

funkcji g, a zatem jest biegunem dwukrotnym funkcji f. Punkt zyp = —2¢
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jest zerem trzykrotnym funkcji h, ale nie jest zerem funkcji g, a zatem jest
biegunem trzykrotnym funkcji f.
c¢) Niech f(z) = C=DEH)  Fynkeje te mozemy przepisaé w postaci

21
f(2) = (z—=1)(z+1) |
(z—1)(z+1)
Potozmy
9(z) =(z=1)(z+1); h(z)=(z-1)(z+1).
Punkt zp = —1 jest zerem jednokrotnym funkcji A oraz nie jest zerem funkcji

g, a zatem jest biegunem jednokrotnym funkcji f. Punkt zy = 1 jest zerem
jednokrotnym funkcji h, ale jest tez zerem jednokrotnym funkcji g, a zatem

jest punktem pozornie osobliwym funkcji f.

Cwiczenie 5.6. Wyznaczy¢ punkty osobliwe podanych funkeji oraz okregli¢
ich rodzaj, jesli:

2) F(z) = 2z z4+1

28+ 2 b) f(z) = (22 =222+ (i — 2)z — 2i)

5.3. Residua

Niech funkcja zespolona f bedzie holomorficzna w pewnym sasiedztwie punk-
tu 2o € C.

Residuum funkcji f w punkcie osobliwym odosobnionym zy nazywamy

liczbe
res, f 2m / f(z

gdzie C' jest dowolnym konturem zawierajacym w swoim wnetrzu punkt
2y oraz zawartym w sasiedztwie punktu zp, w ktorym funkcja f jest

holomorficzna.

Przyktad 5.10. Niech f(z) = =5

punkty z; = 31, 2o = —3i. Funkcja f jest holomorficzna np. w sasiedztwie

0 < |z — 3i| < v/6 punktu z; = 3i. Konturem C moze byé¢ np. dodatnio

Punktami osobliwymi funkcji f sa
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skierowany okrag o srodku w punkcie z; = 3¢ i promieniu réownym 2, (patrz

rysunek .

Imz
\
3i
C
'1 Rez
—3ie
Rysunek 5.1

Zauwazmy, ze

1 1 %31
gf@dz = /o=l erae—m = ézigzdz'

c C
Niech g(z) = - j&.. Funkcja ¢ jest holomorficzna wewnatrz i na brzegu ob-
szaru jednospojnego ograniczonego konturem C' (punkt zo = —3i, w ktorym

funkcja g nie jest holomorficzna, lezy na zewnatrz tego obszaru), wiec ze

wzoru catkowego Cauchy’ego

1

1 1
/L&-dz =/ 9(2) dz = 2mi- g(3i) = 2mi- = ..
Cz—Sz Cz—3z 61 3

Zatem

1 =« 1.
— = ——1.

T2 36
Funkcja f jest réwniez holomorficzna np. w sasiedztwie 0 < |z 4 3i| < v/6

ress; f(z)

punktu zo = —3¢. Niech C' bedzie teraz dowolnym konturem zawierajacym w
swoim wnetrzu punkt zo = —3i zawartym w sasiedztwie 0 < |z + 3i| < V6.

Postepujac analogicznie otrzymujemy

1 78 1

res_sif(z) = ks <—3> = 62’.
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Cwiczenie 5.7. Wyznaczy¢ residuum funkeji f w punkcie zg = —1, jesli
12
z) = :
/) Z+1

Przy obliczaniu residuum funkcji zespolonych mozemy wykorzystac¢ naste-
pujacy zwigzek miedzy residuum funkcji a jej rozwinieciem w szereg Lauren-

ta.

Zwiazek miedzy residuum funkcji i jej szeregiem Laurenta

Twierdzenie 5.8. Residuum funkcji f holomorficznej w pewnym sq-
siedztwie punktu zy € C jest réwne wspotczynnikowi a_q pray (z—z9) !

w rozwinieciu funkcji f w szereg Laurenta w tym sqsiedztwie, tj.

res., f(z) = a_1.

Dowdd. 7 zatozenia funkcja f jest holomorficzna w pewnym sasiedztwie
punktu zg € C, zatem jest w tym sgsiedztwie rozwijalna w szereg Laurenta,
a wiec mozemy ja przedstawi¢ w postaci

FE) = Sane =) + Xa,—

(z — z)"
Stad

/f(z /i z—zondz+/2a_ L dz,
c c n=0

con= (Z - ZO)n
gdzie C jest dowolnym konturem zawartym w sasiedztwie punktu zy, w kto-

rym funkcja f jest holomorficzna. Z twierdzenia catkowego Cauchy’ego

/(z — 20)"dz = 0 dla dowolnego n > 0.
c

Mamy wiec

gf(z)dzzéa 1Z_Zodz+/a 9

Niech C' = {z € C: |z — 29| = r}, gdzie r > 0. Krzywa C' mozemy zapisa¢ w

1 1
——dz+ [a3——dz + ...
(z — 20)2 é (z — 20)3

nastepujacej postaci parametrycznej

C:z=z+re", gdze te0,2n]
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Wowcezas

dz = ire'dt.
Korzystajac ze wzoru na zamiane catki zespolonej na catke oznaczona (twier-
dzenie 3.4.)) mamy

1 2w 1 2w
/a_1 dz = /a 1—t2fre”dt =a_ 1/zdt = q_q2m1.
L 2= y o rel )
Niech n > 2. Wéwecezas
1 2 1 ]
/a_nindz :/a_n - m.tire”dt =
L (2= 2) , e
. 2 .
L it(1-n) gy — L L aanf™ _
a_nrnlge “pn=li(1 —n)e 0
1 omi(l—n) _ _0i
n e n _ ¥ — 0'
=11 —n) (e ")
Otrzymalismy
/f(z)dz = 2mia_q,
c
Stad

a1 = Zlméf(z)dz = res,, f(2).
[

Jezeli punkt zy € C jest punktem pozornie osobliwym funkcji f, to czesé

osobliwa szeregu Laurenta redukuje sie do zera, a wiec wspotczynnik a_q

przy (z — z) 7!
punkcie tez jest réwne zeru.

rozwiniecia jest rowny zeru, stad residuum funkeji f w tym

Rozwiniecie funkcji w szereg Laurenta wykorzystujemy w szczegdlnosci
przy obliczaniu residuum w punkecie istotnie osobliwym, co ilustruje ponizszy

przyktad.

Przyktad 5.11. Funkcja f(z) = e jest holomorficzna w sasiedztwie
0 < |z] < oo punktu zy = 0. Rozwiniecie funkeji f w szereg Laurenta w
tym sasiedztwie jest postaci

o2 1 1 1 1

ez:nz::()z”n!:1+ +T?+T?ﬂ+
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Stad
resoe% = 1.

Cwiczenie 5.8. Wyznaczy¢ residuum funkeji f w punkcie 2o = 0, jesli
sin 2

f(Z)— 4

z

Do obliczenia residuum funkcji zespolonej w punkcie osobliwym odosob-

nionym zy € C mozna wykorzysta¢ nastepujace trzy twierdzenia.

Zwiazek miedzy residuum a biegunem jednokrotnym (1)

Twierdzenie 5.9. Jezeli zy jest biegunem jednokrotnym funkcji f, to

res., f(z) = lim ((z — 20) f(2)).

Z—20

Dowdd. Niech punkt zy bedzie biegunem jednokrotnym funkeji f, wowczas

rozwiniecie funkcji f w sasiedztwie punktu zy w szereg Laurenta jest postaci
1

f(z) = a1 — - + goan(z — 20)".
Zatem
lim ((z — 20) f(2)) = lim (a_l + iojan(z — Zo)n+1> =a_1 =res, f(z).
0 =20 o

]

Przyklad 5.12. Niech f(z) = zQﬂrg. Punkt z; = 3i jest biegunem jedno-
1

krotnym funkcji f, bo jest zerem jednokrotnym funkcji 7 wiec z twierdzenia

B.9l

1 1 1 1
resyf(2) = lim, ((Z 3= 32)) G366
Biegunem jednokrotnym funkcji f jest réwniez punkt zo = —3i. Postepujac

analogicznie otrzymujemy
1
3 = i 31 : :
res—sif(2) A ((Z + 3i) (z+3i)(z — 3@))
1 1 1.

=3i(z—3i) 6 6
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Zwiazek miedzy residuum a biegunem jednokrotnym (2)

Twierdzenie 5.10. Jezeli funkcja f = {, gdzie funkcje g, h sq ho-
lomorficzne w pewnym otoczeniu punktu zy bedgcego biequnem jedno-
krotnym funkcji f, przy czym g(z9) # 0, h(z) = 0 oraz h'(z)) # 0,
to

res, f(z) = g(zo).

Przyklad 5.13. Obliczymy residua funkcji f(2) = 255 w jej punktach

osobliwych odosobnionych. Punkt z; = i jest biegunem jednokrotnym funkcji
f. Niech

g(z) =cosz, h(z)=2*+1.
Funkcje g, h sa holomorficzne na C, a wiec na dowolnym otoczeniu punktu
Z1 =1, oraz

1, 1
g(1) = cosi = % # 0,

h(i) =0 oraz h'(i) = 2i # 0.

Zatem z twierdzenia [5.10]

cosz  el4el 1 eld4e 142 —1-—¢2,
res; = == — = — = L.
22 +1 2 2i 41 4ei 4e
Biegunem jednokrotnym funkcji f jest rowniez punkt zo = —i. Postepujac

analogicznie otrzymujemy

cosz e l4+el 1 el4+e 1+4+¢e> 1462,
res._; = : = = = i
2241 2 —21 —4 —4eq 4e

Zwiazek miedzy residuum a biegunem k-krotnym (3)

Twierdzenie 5.11. Jezeli zy jest biequnem k-krotnym funkcyi f, to

1 . dk—l )
ress f(z) = m ' ;L@OW((Z — 20)" f(2)).

Przyktad 5.14. Niech f(z) = % Punkt 2y = 1 jest biegunem trzykrot-

nym funkcji f(z), bo jest zerem trzykrotnym funkcji w mianowniku i nie jest
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zerem funkcji w liczniku, a wiec

f =L (e 2 ) e = o
resif(z) = =-lm|(z—1)0°——=| == -lim(2z°) = - -lim 4 = 2.
! 21 251 (2_1)3 2 2l 2 2ol
Cwiczenie 5.9. Obliczy¢ residua funkeji f w jej punktach osobliwych od-

osobnionych, jesli
2i(z — 1)

fz) = (z414)(22—1)%

Korzystajac bezposrednio z definicji residuum mamy, ze jezeli krzywa C
jest konturem zawierajacym w swoim wnetrzu punkt osobliwy odosobniony
29 € C funkcji zespolonej f i lezacym w sasiedztwie punktu zp, w ktorym

funkcja f jest holomorficzna, to
/f(z)dz = 2mi - res,, f(2).
C

Mozemy wiec wykorzysta¢ rachunek residuéw do obliczania catek po kontu-

rach.

Przyktad 5.15. Niech f(z) = 2% oraz niech C' bedzie dodatnio skierowa-

T z—i
nym okregiem o §rodku w punkcie 1 + ¢ i promieniu 2. Funkcja f ma jeden
punkt osobliwy zy = ¢, bedacy biegunem jednokrotnym, ktory lezy wewnatrz
konturu C. (patrz rysunek

Imz‘

\i/ " Rez

Rysunek 5.2

Residuum w punkcie zy = ¢ jest rowne

res;f(z) = lim ((z — 1) 52 > = lim(3z) = 3i.

z—1 z — z—1



107 ELEMENTY ANALIZY ZESPOLONEJ Z PRZYKEADAMI

Zatem

3 3
/ : dz = 2mi - res; Z,:—67r.

CZ—Z Z—1

Cwiczenie 5.10. Obliczy¢, korzystajac z definicji residuum, calke
/ 2'23
C(z —4)2dz’

gdzie C' jest dodatnio zorientowanym okregiem o rownaniu |z — 3| = 2.

Jezeli wewnatrz konturu wzdtuz ktorego przebiega catkowanie znajduje sie
wiecej niz jeden punkt osobliwy, to wowczas do dyspozycji mamy nastepujace

twierdzenie, nazywane twierdzeniem catkowym o residuach.

Twierdzenie calkowe o residuach

Twierdzenie 5.12. Jezeli funkcja | jest holomorficzna w obszarze jed-

nospognym D C C z wyjatkiem co najwyzej skornczonej liczby punktow
214 29, ooy Zn, @ krzywa C' jest zawartym w obszarze D konturem zawie-

rajgcym w swoim wnetrzu punkty zi, 2o, ..., Zn, to

/f(z)dz = 27Tz'§:reszkf(zk).
C k=1

Przyklad 5.16. Niech f(z2) = 7,

okregiem okreglonym réownaniem |z 4+ 1| = 2. Funkcja f jest holomorficzna

a (' niech bedzie dodatnio skierowanym

w zbiorze D = C\ {i,—i}. Punkty z; = i oraz zo = —i bedace biegunami
jednokrotnymi funkeji f leza wewnatrz konturu C'. (patrz rysunek

Imz

1 Rez

Rysunek 5.3



PUNKTY OSOBLIWE. RESIDUA 108

Zatem z twierdzenia dotyczacego obliczania residuum w przypadku bie-

guna jednokrotnego mamy

resif(2) = lim ((z Sl Z)Z(Z H)) it L

res_if(z) = lim ((z—l—i) (Z_Z,)Z(ZH_)) ot L

Stosujac twierdzenie catkowe o residuach otrzymujemy

éf(z)dz = 2mi - (res; f(2) + res_if(z)) = 2mi (% + %) — i,

Cwiczenie 5.11. Obliczy¢, korzystajac z twierdzenia catkowego o residuach,

catke _
z2—1
—dz
/C (z+1i)z
gdzie C' jest dodatnio zorientowanym okregiem o réwnaniu |z| = 5.

Rachunek residuéw znajduje réwniez zastosowanie przy obliczaniu niekto-

rych typow calek niewlasciwych funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywiste;j.

Zwiazek residuow z calka niewlasciwag funkcji rzeczywistej

Twierdzenie 5.13. Niech R(x) = ggg bedzie funkcjq wymierng

zmiennej x € R, gdzie Q) jest wielomianem stopnia wyzszeqo o przynaj-

mnie] dwa stopnie od stopnia wielomianu P. Jezeli wielomian @) nie
ma pierwiastkow rzeczywistych, to istnieje catka niewtasciwa zmiennej
rzeczywiste] postact

+00

/ R(x)dx

—0

1 7est ona rowna

00 n
/ R(x)dx = 2mi) res, R(z), Im(z;) > 0.
o k=1

Przyktad 5.17. Obliczmy catke
+oo
1

/x2+16

—00

dx.
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Potozmy

oraz niech

1
224+ 16
Wielomian () nie ma pierwiastkow rzeczywistych oraz jest on wielomianem

R(z) =

stopnia wyzszego o dwa stopnie od wielomianu P. Zatem do obliczenia dane;j
catki mozemy zastosowaé twierdzenie Punktami osobliwymi funkcji R
sa punkty z; = 47 oraz zo = —4i. W gornej poiptaszczyznie zespolonej lezy
tylko pierwiastek z; = 4i (Imz; > 0), ktory jest biegunem jednokrotnym
funkcji f, a wiec

1 1 1 1

resyR(z) = le_%(z — 4@)22 T Zh_%z At

400
1 (1.
_/00372 n 16dx = 2T <—82> =

Wykorzystujac metody z analizy rzeczywistej mamy

Zatem

e

o0 o0
+ 1 +

_/(>0x2+16dx:24 da:—QBH%O

O

= — EI—POO (arctg (4) — arctg(0 ) =

Cwiczenie 5.12. Obliczy¢ catke
+00 2

x
——dx.
_/OO(:U2+1)2 v

N[N

N | —
e |

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Wyznaczy¢ zera podanych funkeji oraz obliczy¢ ich krotnosci:

a) f(z) = 2>+ 22+5, b) f(2) = (z — ) (2% + 1),
) f(2) = (z4+19)%(2* + 3iz + 4), d) f(z) = zsin z,

e) f(z) =1—cosz, f) f(z) = (z = m)*(** = 1),
8) fz) = — ) f(z) = 2D

sin z’ cos2z — 1
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ punkty osobliwe podanych funkcji. Okresli¢ i uza-

sadni¢ ich rodzaj. W przypadku biegunéw podac ich krotnos¢.

z zZ 41

2z — 3i 1

@)= e VIE) = o —2ia—2)
3 z
e) J(z) = z4(cosz — 1)’ D) /(z) = sin z’
z+ 21
) J(2) = 221", T
i) f(z) =1 ¢, i) f(z) = e,
Zadanie 3. Obliczy¢ residua podanych funkcji we wskazanych punktach
osobliwych:
) JE) = s 2=
22 —4
2—1
A by g Fy ya M
3

d) f(Z):ZQ(Z_Z.), 29 = 0,

3 _ 2 2 .
e) f(z) = (2/2—27;2)3’ 20 =21

CoS 2
f) f(z):z(Qeri)’ zyp =0
D 0= o =i
b f(2) = o =,
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Zadanie 4. Obliczy¢ podane catki korzystajac z twierdzenia catkowego

o residuach:

1
a)/c Ldz, C' — dodatnio zorientowany okrag|z| = 2,

22(z — 1)
d
b) /C 2(2214), C — 11ama'na fam%{r;i‘egta o wierzchotkach
— 1, =1 =191,

2
c)/o Ldz, C' — dodatnio zorientowany okrag|z| = 3,

22 —iz 42
d) / 9z C' — tamana zamknieta o wierzchotkach
C (122 + 2 + 21)?’ €

2,—2,—21,
sin 2

e>/0 22(2z — )

dz, C — dodatnio zorientowany okrag|z| = 2,
z

f)/c e%’i—ldz’ C' — dodatnio zorientowany okrag|z + 2i| = 3,

g)/c 2®e*dz, C — dodatnio zorientowany okrag|z| = 1,

2\ 1
h)/c (623 + ) ezdz, (C — lamana zamknieta o wierzchotkach
2

14,1 —d,—1—i,—1+4.

Zadanie 5. Obliczy¢ podane catki niewtasciwe korzystajac z residuéw:

2

+oo 5 +oo T
——d b d
a>/—oo 224 >/—oo PP
00 6 00 9
o) s, o/ dz.

—0 (34 22)3 —o0o (224 1)%(22 +4)



Rozdzial 6

Transformata Laplace’a

W rozdziale tym zajmiemy sie transformata Laplace’a, oméwimy jej wiasno-
sci. Transformata Laplace’a jest jednym z narzedzi stuzacych do rozwiazywa-
nia rownan oraz uktadéw réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Zastosowanie
metody operatorowej do rozwigzania réwnania rézniczkowego powoduje prze-
ksztatcenie problemu wyjsciowego w rownanie algebraiczne. Majac rownanie
rozniczkowe dla oryginatu i wykorzystujac wlasnosci transformaty Laplace’a
dostajemy rownanie algebraiczne dla obrazu. Z otrzymanego rownania wy-

znaczamy obraz, a nastepnie na podstawie obrazu wyznaczamy oryginatl.

6.1. Przeksztalcenie Laplace’a

e Transformata Laplace’a funkcji zespolonej f okreslonej na R nazy-

wamy taka funkcje zespolong ® okreslong na C, ze
B(s) = [ f(t)e "dt, (6.1)
0

okreslong dla tych s, dla ktorych catka wystepujaca po prawej stro-
nie wzoru jest zbiezna.

e Funkcje ® nazywamy obrazem funkcji f, a catke wystepujaca po
prawej stronie wzoru nazywamy caltka Laplace’a.

Transformate Laplace’a funkeji f oznacza sie¢ takze przez L{f} lub L[f] .
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Niech X oznacza przestrzeni, w ktorej catka Laplace’a jest zbiezna.

Wowezas odwzorowanie

X f—L{f}

nazywamy przeksztatceniem Laplace’a.

Warto zwroci¢é uwage, ze przeksztalcenie Laplace’a jest przeksztatceniem
zbioru funkeji zespolonych f okreslonych na R, dla ktorych catka Laplace’a
jest zbiezna, w zbior funkcji zespolonych okreslonych na C, a transformata
Laplace’a jest obrazem pewnej funkcji f przez przeksztatcenie Laplace’a.
Omoéwimy teraz pewng istotna klase funkceji, nazywanych oryginatami, a

nastepnie wskazemy ich zwiazek z transformata Laplace’a.

Oryginatem nazywamy funkcje zespolona f okreslona na R spelniajaca,

nastepujace warunki:
e f(t)=0dlat <0,

e funkcja f ma na kazdym przedziale [0, T], gdzie T' > 0, skoriczona

liczbe punktow niecigglosci pierwszego rodzaju,

e funkcja f jest funkcja rzedu wyktadniczego o wskazniku Ag, tj. ist-
nieja takie dwie stale \y > 0 oraz M > 0, ze dla kazdego ¢t > 0

spetniona jest nieréwnosé

()] < Me.

Wiele funkcji staje sie oryginatami po przemnozeniu jej przez funkcje jed-

(1) = 0 dla t<0,
P71 dla t>0

nostkowa

ktora jest oryginatem, (rysunek[6.1)). Jest to funkcja rzedu wykladniczego o
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wskazniku A\g = 1. Jedynym punktem nieciagtosci tej funkcji jest punkt t = 0

i jest to punkt niecigglosci pierwszego rodzaju, bowiem

li = li =1.
Jim 7(t) =0, lim 7(t)
Funkcja jednostkowa n nazywana jest tez funkcja Heaviside’a.

O

1

Rysunek 6.1: Funkcja jednostkowa (Heaviside’a)

Przyklad 6.1. Funkcja fi(t) = €' staje si¢ oryginalem po przemnozeniu

przez funkcje jednostkowa. Mamy wowczas
0 dlat<O,
el dlat>0.

p1(t) = filt)n(t) = e'n(t) =

Funkcja o1 jest rzedu wyktadniczego o wskazniku \g = 1 przy M = 1.
Oryginatem, po przemnozeniu przez funkcje jednostkowa 7, staja sie row-
niez funkcje fo(t) = sint oraz f3(t) = cost, a wiec oryginatami sg funkcje
wa(t) = fa(t)n(t), ws(t) = f3(t)n(t). Warunek (3) spelniaja z M = 1 oraz
Ao = 0.

(pl(t)i/ P9 (t)“ ©3 (t)“
1 h\
2

Rysunek 6.2

Dla uproszczenia, jesli funkcja f po przemnozeniu przez funkcje jednost-

kowa 7 staje si¢ oryginatem, bedziemy pisac¢ tylko f.
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Transformate Laplace’a z oryginatami taczy nastepujace twierdzenie

Zwiazek transformaty Laplace’a z oryginatami

Twierdzenie 6.1. Niech f bedzie oryginatem ze wskaznikiem wzro-

stu rownym Ng. Wowczas w potptaszezyinie zespolonej D = {s € C :
Res > Ao} catka Laplace’a jest zbiezna, transformata ® jest okreslona,

holomorficzna oraz Rlim O(s) =0.

Przyktad 6.2. Wyznaczymy, korzystajac bezposrednio z definicji transfor-
maty Laplace’a, obraz funkcji jednostkowej n. Przyktadajac przeksztalcenie

Laplace’a do funkcji jednostkowej n mamy

Lin(t)] = L[1] = ®(s) = 76_Stdt = O}i_)rgo7e_8tdt
0 0

__1 : —st
= — i, (™)

* = —1 lim (e‘as — 1) )

0 S a—00

Niech s = A + ww, gdzie A\,w € R. Wowczas

|e—as‘ _ |e—a(>\+iw)| _ |e—a)\e—iaw| _ ‘e—a/\‘ . |e—z‘aw‘ _ e—a)\.

Dla funkcji jednostkowej n wskaznik wzrostu wyktadniczego Ag = 0, stad dla
tych s, dla ktorych Res = A > \p mamy

lim e~ = 0.
a—00

Zatem

lime " = 0.
a—00

Ostatecznie otrzymalismy, ze obraz funkcji jednostkowej jest okreslony wzo-

rem

Przyklad 6.3. Dla funkcji f(t) = e™, ktora po przemnozeniu przez funkcje

jednostkowa staje si¢ oryginatem, postepujac analogicznie jak powyzej, mamy

L[e™] = ®(s) = /e“te_Stdt = O}ggo/e(a_s)tdt
0 0

= ! lim (e(“_s)t)

a— se7®

a1

0 Ss—a
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Przyktad 6.4. Funkcja f(t) = sin (bt) po przemnozeniu przez funkcje jed-
nostkowa staje si¢ oryginatem ze wskaznikiem wzrostu A\g = 0. Przyktadajac
do niej przeksztalcenie Laplace’a, korzystajac ze wzoru na catkowanie przez
czedci, oraz uwzgledniajac, ze Res = A > A\g = 0 otrzymujemy, ze
o
Llsin (bt)] = ®(s) = /sin (bt) - e *dt
0

1
= gm0~ beos 00)
S aeo

@ b
0 s24 b2

6.2. Wlasnosci przeksztalcenia Laplace’a

Podamy teraz, wraz z przyktadami zastosowarn, kilka bardzo waznych wta-
snosci przeksztatcenia Laplace’a. Korzystajac z definicji oraz wymienionych
wtasnosci mozemy uzyskaé transformaty wielu waznych funkcji. Transforma-
ty najwazniejszych funkcji zostaty zebrane w tabeli na koncu tego rozdziatu.

Niech ¢t — f(t), gdzie t € R, bedzie oryginatem, L[f(t)] = ®(s), gdzie
s € C. Wowcezas:

Jesli t — g(t), gdzie t € R, jest oryginatem, to

L(cif + cog) = e1 L(f) + c2L(g), gdzie ¢1,¢o € C.

Przyktad 6.5. Niech f(t) = ¥, g(t) = sint. Wowczas z liniowosci prze-
ksztatcenia Laplace’a oraz wzorow z przyktadow [6.3] [6.4] mamy

2 5
L[2e* + 5sint] = 2L[e*] 4 5L[sint] = +

s—3 s2+1
(2) rozniczkowanie oryginatu

Jezeli funkcja t — f'(t), gdzie t € R, jest oryginatem, to
L[f'(t)] = sL{f()] = f(07),

gdzie f(07) = lim f(t).
W szezegolnosed, jezeli f(07) =0, to L{f'(t)] = sL[f(t)].
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Przyklad 6.6. Niech f(t) = ;sin (bt). Wowczas f/(t) = cos(bt). Znajac
transformate funkeji f(t) = sin (bt), przyklad [6.4] ze wzoru na rézniczkowa-

nie oryginatu oraz liniowosci przeksztalcenia Laplace’a mamy

1 ! 1
Licos(bt)] = L [(5 sin bt) ] = sL lg sin bt] = %L [sin bt] = SZL_H)?

(3) calkowanie oryginalu

Przyktad 6.7. Niech f(u) = 1. Znajac transformate funkcji f(u) = 1,
przyktad [6.2] ze wzoru na calkowanie oryginalu mamy

7@] =1l =

L

7 rachunku catkowego mamy, ze

A zatem

Przyktad 6.8. Z liniowosci przeksztatcenia Laplace’a
L[-tf(t)] = —L[tf(t)] = —2'(s).

Niech f(t) = t. Wowczas znajac transformate funkeji f(¢) = ¢, prayklad [6.7]

ze wzoru na rozniczkowanie obrazu mamy
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Stosujac ponownie wzor na rozniczkowanie obrazu otrzymamy
2\ 2-3
s 5
Ogolnie
n!

L[tn] - Sn—H'

Przyktad 6.9. Niech f(t) = sint. Znajac transformate funkcji f(¢) = sint,

przyktad [6.4] ze wzoru na rozniczkowanie obrazu mamy

. 1\ 2s

Ogolnie

Lit sin(bt)] = — (Q:bﬁ _ (8211’562)2

Przyktad 6.10. Niech f(t) = ¢'. Znajac transformate funkcji f(t) = €,

przyktad [6.3] ze wzoru na rézniczkowanie obrazu mamy

i (s . 1>/ B (5_11)2'

L[te“t]:—< ! >'= !

Ogolnie

(5) n-krotne rézniczkowanie oryginalu

Jezeli funkcja f — fM(t), gdzie t € R, jest oryginatem, to

LIf™(#)] = s"L[f(t)] — s" 1 f(07) = s" 2/ (0%) — ... — f1D(0%),

gdzie f®)(0F) = tlix(%f(k)(t) dlak=0,1,2,...,n — 1.

Przyklad 6.11. Niech f(t) = te!. Wowcezas f(t) = (2+1t)e'. Znajac trans-
formate funkcji f(¢) = te', przyklad [6.10. ze wzoru na n—krotne rézniczko-

wanie oryginatu mamy

0 N T 2s—1
L[(2+t)e]—L[(te)]—sL[te]—l—M—1—<s_1)2.
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(6) n-krotne rézniczkowanie obrazu

L{(=1)" " f(1)] = 2" (s).

Przykltad 6.12. Niech f(t) = €. Znajac transformate funkcji f(t) = €,

przyktad [6.3] ze wzoru na n—krotne rézniczkowanie obrazu mamy

1 \" 2
L[] = ( ) _ .
s—1 (s —1)
Ogolnie
1 \™ !
Lire) = (=) =
s—a (s —a)

(7) calkowanie obrazu

Jezeli funkcja f — @, gdzie t € R\ {0}, jest oryginatem, to

110

(0.9]

= /Cb(s)ds,

S

gdzie7: lim 7.

Rep—o0 s

Przyktad 6.13. Jesli f(t) = sint, to L[sint] = ﬁ, przyktad[6.4.| Wowcezas

ze wzoru na catkowanie obrazu mamy

NI Tl
e ds = lim [arctg ]} =

t 2+ 1 1oL 52 41
s 1
5~ arctg s = arcctg s = arctg —.
S

(8) podobienstwo

Dla dowolnego a > 0 mamy

Lifan) = .® ().

a a

Przyktad 6.14. Niech f(t) = sint, wowczas L[sint] = ﬁ Stad i ze wzoru

na podobienstwo mamy
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L[sin2f] — %@(g) _

Ogolnie

(9) przesuniecie oryginatu

Dla dowolnego b > 0 mamy

Lf(t—0)] =e "d(s).

Przyktad 6.15. Niech f(t) = sint, wowezas L[sint] = . Stad i ze wzoru

na przesuniecie oryginatu mamy

L[sin(t —3)] = e a1

(10) przesuniecie obrazu

Dla dowolnego b € C mamy

L [ebtf(t)} = ®O(s —b).

Przyktad 6.16. Niech f(t) = sint, wowczas L[sint] = ﬁ Stad i ze wzoru

na przesuniecie oryginatu mamy

1
taind] _
Lle'sint] =@ (s—1) = Gt
Ogolnie, uwzgledniajac, ze L[sin(bt)] = ﬁ, mamy
b
at _: _ —
L[e"sin (bt)] = @ (s —a) = oo i

Cwiczenie 6.1. Korzystajac z powyzszych wlasnosci oraz tablicy trans-
format wybranych funkeji (strona |[131]), wyznaczy¢ transformaty Laplace’a
nastepujacych funkcji:

a) f(t) = 3e* —cosdt, b) f(t)=t'+te", c) f(t)=7—e *cost.
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6.3. Przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia Laplace’a

Wzé6r Riemanna-Mellina

Twierdzenie 6.2. Jezeli ® jest transformatq Laplace’a oryginatu f
o wskazniku wzrostu Ao, to w kazdym punkcie ciggtosci funkcyi f
1 A+i00
. st
Jt) =5 | ®(s)eds,
A—ioco
dla Res = XA > )\, gdzie
Aioco Atiwg
/ d(s)eds = Jim / ®(s)eds.
A—1i00 A—iwg

Przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia Laplace’a

Odwzorowanie
d=L[f] = f

okreslone wzorem Riemanna-Mellina nazywamy przeksztatceniem od-

wrotnym do przeksztalcenia Laplace’a i oznaczamy przez £-! lub L1

6.4. Wilasnosci przeksztalcenia odwrotnego wzgledem przeksztal-

cenia Laplace’a

(1) liniowo$é

Niech &1, ®5 beda transformatami Laplace’a pewnych funkcji bedacych

oryginatami. Woéwczas dla dowolnego s € C mamy
L_I(Clq)l(S) + Czq)g(S)) = ClL_l((I)l(S)) + CQL_l((I)Q(S)),

gdzie c1,co € C.

Przyklad 6.17. Wyznaczymy oryginal f, ktorego transformata jest rowna

2+ s

o(s) = =,
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Mamy

Stad i z liniowosci przeksztalcenia odwrotnego do przeksztalcenia Laplace’a

oraz z faktu, ze 25* = % + 1 mamy
2 1 1 1
f(t)y="L" (— - —) = 2L7! (—) + L1 (—) .
s2 s s? s

Z tablicy transformat wybranych funkcji (strona [131)) otrzymujemy, ze
f(t)=2t+1.

Cwiczenie 6.2. Wyznaczy¢ oryginal f, ktorego transformata jest rowna

3s+4
P(s) = )
(5) s2+4

(2) zwiazek z residuami

Jezeli funkcja @ spetnia nastepujace warunki:

e jest transformata Laplace’a pewnej funkcji f, ktora jest orygina-

tem,

e jest funkcja holomorficzna na calej ptaszczyznie zespolonej z wy-

jatkiem skoriczonej liczby punktow sq, sg, ..., s, W ktorych ma bie-

guny,

e |O(s)| dazy jednostajnie do zera, gdy |s| — oo,

to 1 A+ioo n
%A_/iooq)(S)GStdS = kglressk [@(s)e”| dla t > 0.

(3) zwiazek oryginatu z residuami

Oryginal f, ktorego transformatg jest znana funkcja ®, mozna wyrazié

wzorern

f(t) =L [®(s)] = émssk [@(s)e”] dla t > 0.
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6.5. Splot

Splotem funkcji f1 i1 fo catkowalnych w kazdym przedziale [0, a], gdzie

a > 0, nazywamy funkcje

t

h(t) = [ fi(t =) falr)dr

0

i oznaczamy przez f1 * fo.

Przyktad 6.18. Niech fi(t) = €', fo(t) = 1. Splot funkcji fi, fo jest rowny

¢ ¢
t
elx1 = /et_T -ldt = et/e_TdT = —¢ .7
0 0

0

= e’ —e") = —-1+¢"

Cwiczenie 6.3. Wyznaczy¢ splot funkcji f(t) =t oraz fo(t) = sint.

Wtlasnosci splotu

Twierdzenie 6.3. Jesli funkcje f1, fa, f3 sq catkowalne na przedziale
0, a], dla kazdego a > 0, to

o (przemiennosé)
Jix fo= fax f1,
e (tgcznosé)

(fi*x f2) x fs= fix (fax f3),

e (rozdzielnosé wzgledem dodawania)

fix(fat f3) = fix fo+ f1* [,

e (jednorodnosé)

(cfi)x fa=c(fi* f2), dla kazdego c € R.
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Twierdzenie Borela o mnozeniu transformat

Twierdzenie 6.4. Jezeli f1, fo sq oryginatamsi, to

Lifi]- Lfe] = L[f1* fo].

Wzér Borela o splocie

Jezeli funkcje @1, P9 s transformatami Laplace’a funkcji odpowiednio
fi, fo, tan. L{fi] = @1, L[fo] = @, to

L7V @y - ®o) = fi* fo=L7" @] % L7 [®y)] .

6.6. Wyznaczanie oryginalu, gdy znana jest transformata

Do wyznaczenia oryginatu f, gdy dana jest transformata Laplace’a & = L|f]

mozna zastosowac trzy metody:
a) rozklad na utamki proste,

b) metode residuéw (wlasnosé (3) przeksztalcenia odwrotnego do prze-

ksztatcenia Laplace’a),

¢) wzor Borela o splocie.

Przyklad 6.19. Wyznaczymy oryginal f(t) = L™ (®(s)), jesli
1
s2—s

D(s) =
a) Stosujac rozktad na utamki proste mamy

1 _A+ B A(s—1)+ Bs

2—s s s—1 s — s
Stad po poréwnaniu licznikow A = —1, B = 1. OtrzymaliSmy
1 —1 1
+

s2—s s  s—1
Przyktadajac do obu stron powyzszej rownosci odwrotne przeksztatcenie La-

place’a, jednoczesnie korzystajac z liniowosci tego przeksztatcenia mamy

P ) ()
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Z tablicy transformat wybranych funkcji (strona|131)) odczytujemy, ze

1 1
Lt () =1, L ( ) = ¢
S s—1

Ostatecznie szukany oryginal wyraza sie wzorem

flt)=—1+¢"

b) Zastosujemy teraz do wyznaczania oryginatu podanej funkcji metode
residuéw. Zauwazmy, ze punktami osobliwymi funkcji ® sg punkty s; = 0

oraz so = 1, ktore sg biegunami jednokrotnymi. Mamy zatem

res, (B(s)e™) = lim (33(81_1)@%) "

s—0

S—

ress, (®(s)e’) = lim ((s — 1)5(31_1)6“) = el

A wiec z wlasnosci (3) przeksztalcenia odwrotnego wzgledem przeksztatcenia

Laplace’a
f(t) =resy, (P(s)e™) + res,, (P(s)e™) = -1+ €.

¢) Stosujac teraz wzor Borela o splocie oraz korzystajac z obliczen z przy-

ktadu otrzymujemy

Cwiczenie 6.4. Wyznaczy¢ oryginal, ktorego transformata jest rowna

2
H(s) =
(5) s34+ s’

stosujac kolejno rozktad na utamki proste, metode residuéw oraz wzor Borela

o splocie.

6.7. Metoda operatorowa

Transformata Laplace’a znajduje zastosowanie w wyznaczaniu rozwigzan

szczegbdlnych liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, spetniajacych



TRANSFORMATA LAPLACE’A 126

zadane warunki poczatkowe. W poréwnaniu do klasycznych metod, meto-
da transformaty Laplace’a (nazywana tez metoda operatorowa) przeksztal-
ca réwnanie rozniczkowe w réwnanie algebraiczne, ktorego niewiadoma jest
transformata Laplace’a funkcji bedacej niewiadoma rownania rézniczkowego.
Po wyznaczeniu tej transformaty i zastosowaniu do niej przeksztatcenia od-
wrotnego do przeksztalcenia Laplace’a, otrzymamy rozwiazanie wyjsciowego
rownania. Metode operatorowa mozemy tez zastosowaé¢ do uktadow rownan

rozniczkowych.
Przyktad 6.20. Niech dane bedzie nastepujace réwnanie rézniczkowe
(%) ¥’ — 2y + 2y = 2¢' sint.

Wyznaczymy, korzystajac z metody operatorowej, rozwigzanie powyzszego

roOwnania spetniajace nastepujace warunki poczatkowe
y(0) =0, ' (0)=0.
Stosujac przeksztalcenie Laplace’a do obu stron réwnania (*) mamy
Lly" — 2y + 2y] = L[2¢" sint].
Z liniowosci przeksztalcenia Laplace’a
L[y"] — 2L[y] + 2L[y] = 2L[e' sint].

Stosujac do prawej strony wzor 9. z tablicy transformat Laplace’a (strona

131)) otrzymujemy
1

(s—1)22+1

Do lewej strony stosujemy wzor (5) z wtasnosci przeksztalcenia Laplace’a o

Lle'sint] =

n-krotnym rézniczkowaniu oryginatu

Po uwzglednieniu powyzszych réwnosci i warunkow poczatkowych mamy
1

s*Lly] — 2sL[y] + 2L[y] = 2(3 m
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Stad
2

L[?J]<32 —25+42) = (s—12+1

a wiec

2
==y

Przyktadajac do obu stron powyzszego rownania odwrotne przeksztatcenie

Laplace’a otrzymujemy

y=2L" {«3 5 1)2] |

Stosujac wzor 12. z tablicy transformat wybranych funkcji, otrzymujemy

t
e
= 2——(sint — tcost).
y =25 )
Ostatecznie

y = e'(sint — tcost).
Przyktad 6.21. Niech dany bedzie uktad rownan rozniczkowych

Y + 3z = —€*,
(%)
2+ 2y = be L.
Wyznaczymy, korzystajac z metody operatorowej, rozwiazanie powyzszego

uktadu spetniajace nastepujace warunki poczatkowe

Stosuac przeksztalcenie Laplace’a do obu stron obu rownan uktadu (#*) ma-
my

L[y + 3z] = L[—e?],

L[z' 4 2y] = L[5e"].
Stosujac do obu rownan liniowosé¢ przeksztatcenia Laplace’a oraz wzor 3. z

tablic transformat Laplace’a (strona [131)) otrzymujemy

Lly]+3L[z] = — 55,

L[| 4 2L[y| = 5.
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Do lewych stron obu réwnar zastosujmy teraz wzor (3) z wiasnosci prze-

ksztatcenia Laplace’a o n-krotnym rozniczkowaniu oryginatu

sLly] — 4+ 3L[z] = -5

5—27
sL[z] +2L[y] = 5.

Otrzymalismy uktad rownari, w ktérym niewiadomymi sg transformaty La-
place’a szukanych funkcji y oraz z. Wyznaczajac z drugiego rownania L]y]

o} 1

Ly] = m — 53L[z].

Wstawiamy teraz wyznaczone L[y| do pierwszego z rownarii. Po przeksztal-

ceniach otrzymujemy

(3—132>L[z]:4— L 58

2 s—2 2(s+1)
czyli
1 352 — 18
3— - 2) Liz] =
( 28 ) = S s =
a wiec
Ll = (6:2)
z| = : :
(s+1)(s—2)
Podstawiajac wyznaczong transformate funkcji z do wzoru na Lly], dostaje-
my
5 3s 4s — 5
Lly] = + = (6.3)

2(s4+1)  2(s+1)(s—2) (s+1)(s—2)
Rozktadajac utamki po prawych stronach réownar (6.2) oraz (6.3) na sume

utamkow prostych otrzymujemy

[]_ 3 n 1
y_erl s—2’
1 1
Lzl = — .
A= s

Stad oraz ze wzoru 3. z tablic transformat Laplace’a (strona|l31]), dostajemy
ostatecznie
y=3e !t + e,

2=t — 2,
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Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1. Okresli¢, czy funkcja f jest oryginatem, jesli:

1

a) f(t) =n(t)e ™, D) f(t) = ?7(75)\/%7 c) f(t) =n(t)In(t +1).

Zadanie 2. Naszkicowa¢ wykres funkcji f oraz korzystajac z definicji wy-

znaczy¢ jest transformate Laplace’a, jesli:

R 0, t <0,

0 F&) = o), b)) = D PEOEh g e
0, gD

1, t>1.

Zadanie 3. Korzystajac z wtasnosci przeksztalcenia Laplace’a (podaé okre-
slong wlasnosé) wyznaczy¢ obraz funkeji f, wiedzac ze L[sin ft] = ﬁ:

a) f(t) = e sin f3t, b) f(t) = tsin G, c) f(t) = cos ft.
Zadanie 4. Korzystajac z wlasnosci oraz tablic wyznaczy¢ transformate
Laplace’a nastepujacych funkcji:

a) f(t) =4+ e, b) f(t) =sin3t+5, ¢c) f(t) =e "+ cost,

d) f(t) =tsin2t —1, ) f(t) = e*sint, f) f(t) = te " + 12

Zadanie 5. Stosujac metode rozktadu na utamki proste wyznaczy¢ orygi-

naly, ktorych transformatami sg podane funkcje:

s +s+1 1
a) (s) = 831;8276 b) ®(s) = m;
s+ S
) = e as 13y Y e) = g 59y
1 s+6
©) ®(8) = Gz 1y Do) = (e ss 1 6)

Zadanie 6. Stosujac metode residudéw wyznaczy¢ oryginaly, ktorych trans-

formatami sa podane funkcje:

s—1 4

2138 ) ©(s) :

) () —
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1 s+6
c) &(s) = ma d) ®(s) = s(s2+ 554 6)°
1 3
e) O(s) = ma f) @(s) = m
Zadanie 7. Wyznaczy¢ splot fi *x fo, jezeli:
a) fl(t) = t27 b) fl(t) =, C) fl(t) =,
fa(t) = ¢, fa () = cos 2t, fa(t) =t

Zadanie 8. Korzystajac ze wzoru Borela o splocie wyznaczyé oryginaty,

ktorych transformatami sg podane funkcje:

1 1
V= ey )
S 1
c) ®(s) = (321+9) (s—2) d) B(s) = s,(32+4)1
e) ®(s) = 52— 16’ ) @(s) = s(s? 8—_23 +2)

Zadanie 9. Stosujac metode operatorowa wyznaczy¢ rozwiazanie rownania

rozniczkowego przy podanych warunkach poczatkowych:
a)y'—y —2y=1y(0)=1 4(0)=0,

b)y" =3y’ +2y=te’, y(0)=0, y'(0) =1,
o)y’ —y' —6y=2, y(0)=1, y(0)
)
)

dl/+y—$M%) y(0) =0, y'(0)
y" +y =e*, y(0)=14y'(0) =1%"(0)=0.

Zadanie 10. Stosujac metode operatorows wyznaczy¢ rozwiazanie uktadu

e

rownan rozniczkowych przy podanych warunkach poczatkowych:

"+y—z=¢,
ay {77 y(0) =1, 2(0) = 1,

2+ 3y — 22 = 2¢,
Yy +2=0,
2 —2y—22=0,

Y —y+z=3t%

2+ 4y + 2z = 4t + 1,
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Tablica transformat Laplace’a wybranych funkcji

Oryginal f(¢) Obraz ®(s)
1 1 p
. n!
2. t Sn—H
1
3 eat
s—a
. b
4. sin(bt) 2 1 b2
s
5. cos(bt) 2 112
o n!
6. et (S _ a)n—i—l
at . b
7. e sin(bt) (s — a)2 + b2
s —a
8. e cos(bt) (s — a)? + b2
_ 2sb
9. tsin(bt) (52 1 02)2
82 . b2
10. t cos(bt) (52 1 02)2
' 2b?
11. +sin(bt) — ¢ cos(bt) (5% 1 b2)?
at (1 .2 2b2
12. e (5 sin(bt) — tcos(bt)) (G —aZ + 02
t . bs
13. e (asin(bt) + bcos(bt)) ( EE
s—a
. 2b%s
14. | e™ K% + bt) sin(bt) — at cos(bt)} (5 — )2 + b2)2




Rozdzial 7

Dodatek

7.1. Rozkltad wyrazen wymiernych na sume utlamkéw prostych

Rozwazmy wyrazenie wymierne postaci

P
gdzie P i @ sa takimi wielomianami, ze st(P) = m, st(Q) = n oraz m < n.
Definicja 7.1.

e Ulamkiem prostym pierwszego rodzaju nazywamy kazde wyraze-

nie wymierne postaci
A

(azx + b)*’
gdzieb e R, A,a € R\ {0}, k€{1,2,3,...}.

e Ulamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy kazde wyrazenie

wymierne postaci
Az + B

(ax? + bx + c)*’
gdzie A, B,b,c € R, a € R\ {0}, k € {1,2,3,...} oraz A% + B? > 0,
b — 4ac < 0.

Twierdzenie 7.1. Kazde wyrazenie wymierne postaci mozna w jedno-
znaczny sposob zapisaé jako sume skonczonej iloSci utamkow prostych pierw-

szego 1 drugiego rodzaju.

Sposob rozktadu wyrazen wymiernych na sume utamkoéow prostych przed-

stawimy w kolejnych przyktadach.
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Przyklad 7.1. Roztozymy na sume utamkéw prostych wyrazenie
dr +5
(z+3)(2x —1)

Dane wyrazenie wymierne mozemy zapisa¢ w postaci sumy utamkow prostych

pierwszego rodzaju w nastepujacy sposob
dr + 5 A B

(x+3)(2x — 1) x—|—3+2x—1'

Sprowadzajac prawa strone powyzszej réwnosci do wspolnego mianownika,

dostaniemy
dr +5 A2z — 1) + B(z + 3)

(x+3)(2z —1) (x+3)(2z —1)
Wynika stad, ze dla kazdego x € R prawdziwa jest réwnosé

A2z — 1)+ B(z +3) =4z + 5.
Stad, w szczegolnoscei, dla x = —3

—TA=-7 = A=1,

natomiast dla z = %

;3:7 = B =2.

Ostatecznie
4 + 5 1 2

(z +3)(2z — 1) BT

Przyktad 7.2. Roztozymy na sume utamkoéw prostych wyrazenie
622 + 2z
(B3—x)(z2+1)

Dane wyrazenie wymierne mozemy zapisa¢ w postaci sumy utamkow prostych

pierwszego 1 drugiego rodzaju w nastepujacy sposob

6x2 + 2z B A Bx +C

(3—x)(x2—|—1)_3—x+ 2+1°

Sprowadzajac prawa strone powyzszej réwnosci do wspolnego mianownika,

dostaniemy

622 + 2 A(x?+ 1)+ (Bx+ C)(3 — 2)

(3—a2)(z2+1) (3—x)(x2+1)
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Stad
A(x* +1) + (Bx + C)(3 — x) = 62° + 27

dla kazdego x € R. W szczegolnosci dla x = 3 dostaniemy
10A=60 = A=6.
Ponadto dla np. z = 11 x = 2, uwzgledniajac A = 6, mamy odpowiednio
12+2(B+C) =38 B+(C=-2
30+ (2B+C) =28 2B+ C = -2

Stad B = 0 oraz C' = —2. Ostatecznie
6% + 2x 6 2

B—z)(x2+1) 33—z 2241

Przyktad 7.3. Rozlozymy na sume utamkoéw prostych wyrazenie
3+ 4r — 8
xd — 223
Dane wyrazenie wymierne mozemy zapisa¢ w postaci sumy utamkow prostych
pierwszego rodzaju w nastepujacy sposob

m3+4:1:—8_:63+4x—8_é E g D

vt —223 23(r—2) AR AT
Sprowadzajac prawa strone powyzszej réownosci do wspolnego mianownika,
dostaniemy
o +4x -8  Alxr —2)+ Bx(x —2) 4+ Ca*(x — 2) + Da?
xt — 223 zt — 223 '

Stad dla kazdego x € R mamy
A(r —2) + Ba(z — 2) + Co*(x — 2) + Do’ = 2% + 42 — 8.
W szczegolnodei:
(1) dla z = 0 mamy —2A = —8, czyli A = 4,
(2) dla =2 mamy 8D = 8, czyli D = 1;

(3)dlax =1mamy —A—B—-C+ D = -3, czyli B+ C =0;
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(4) dla x = 3 mamy A + 3B +9C + 27D = 31, czyli 3B + 9C = 0.
Z réwnan (3) i (4) wynika, ze B = C' = 0. Ostatecznie
3 +4r -8 4 1

xt — 223 _ﬁ—kx—?

Przyklad 7.4. Roztozymy na sume utamkéw prostych wyrazenie

6
x5 4+ 623 4+ 9

Zauwazmy, ze x° 4+ 62° + 9z = x(z* + 62° + 9) = z(2* + 3)% Zatem da-
ne wyrazenie wymierne mozemy zapisa¢ w postaci sumy utamkoéw prostych
pierwszego oraz drugiego rodzaju w nastepujacy sposob
6 A Bx+C Dx+F
x5+6x3+9x25+ 2+3 (224 3)%

Sprowadzajac prawa strone powyzszej réwnosci do wspolnego mianownika,

dostaniemy

6 A(z* + 3)? + x(Bx + O)(x? +3)+x(Da:+E)

x5 4 623 + 9 x5 + 623 + 9x

Stad dla kazdego z € R mamy

A(x®* +3)? + (Bz? 4 Cx)(2* 4+ 3) + D2® + Ex = 6.
W szczegolnosei dla x = 0 dostaniemy 94 = 6, czyli A = % Ponadto:
1) dla x =1 mamy 16A+4(B+C)+ D+ E = 6;
2) dla v = —1 mamy 16A+4(B - C)+ D — E = 6;
3) dla © = 2 mamy 494 + 7(4B 4+ 2C) + 4D + 2F = 6;

4

(1)
(2)
(3)
(4) d —2 mamy 494 + 7(4B — 2C) + 4D — 2F = 6.

Dodajac do siebie rownania (1) i (2) oraz (3) i (4) dostaniemy uktad réwnan

4B+ D=4
TB+D=-%,
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ktorego rozwigzaniami sa B = —% oraz D = —2. Odejmujac teraz réwnanie

(2) od rownania (1) oraz rownanie (4) od rownania (3) dostaniemy uktad
204 2F =0,
4C +4FE = 0,

ktorego rozwigzaniami sa C' = 0 oraz £ = 0. Podsumowujac, rozktad na

sume utamkow prostych danego wyrazenia wymiernego jest postaci

6 2 2z 2T
5+ 623 +9r 3z 3(22+3) (22 +3)%




Odpowiedzi do ¢wiczen 1 zadan

1. Algebra liczb zespolonych
Cwiczenia
LIl 2 + 20 = (—1,0); 21 - 22 = (=11, 7).
L2Ja) 2+ 34, b) 5+ 3
[M.3.] okrag o srodku zy = 2 — 3¢ oraz promieniu r = 4.
L4la) 1+3i;b) 3 — 34
5] |z| =5, =7+ 2km, Argz = 7.
L6]a) Argz =3m; b) {z€C: 0< Argz < IV
L.7] z = 2(cos(—F) +isin(—75)).
L8] a) —11v/2 +4; b) —§ + .
TOa) {4 -, —4+i}; b) {3, — 23, 3 + 2%}
m,Zl:—%—li 222—1.

27

RN}

T < Argz < 27}

Mla);b)3414;c)2 —2i'd)§—|—%i;e)%—lz"f)'
2] a) v2(cos T +isinT); b) 2v/2(cos(2F) +isin(Z)); ¢) 2(cos 2 +i sin ZF);
d) cos(3F) + isin(%); e) 2(cosw + isin); f) cos § + isin 7.

2%(i — V/3); b) 4; ¢) —1.
2

o) By Ly B L L1
2—2i, 242, —242i, —2— 2i.

1—2i;b) 2 —4;¢) =2+ 3i,—2 — 3i; d) (V2 +1)i, —(v2 — 1)i;
e)i,—1+4i;f) —1,—3 + 3i; g) —24,24,3,—i; h) —1,1, —4,4, % + i,
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6l a) 2i;b) i, —1+4;d) 1,4

2. Funkcje zespolone zmiennej zespolonej
Cwiczenia
21la) D;={2€C:0<Imz
b) Dy ={2z€C:0< Rez
c) Dy={2€C:0< Rez
2.2 Okrag o srodku w punkcie wy = 0 i promieniu r = 2.
2.3] Ln(i) = §i.
2.4 u(x, y) ssinz(e? +e7Y), v(z,y) = cosz(e¥ —e7Y).
2.7 zg =
2.13) f(z) = z2 + 4z + 2i.

2 A Imz = 0};
<1AImz =1}

Zadania

[ a) zbiezny, zg = 3; b) rozbiezny; ¢) zbiezny, zo = —5i; d) zbiezny, zy = 0;
e) rozbiezny; f) rozbiezny.

)
Y u(z,y) = 22 — 32? — 3y?, v(x,y) = —2y;

2] a
b) u(x,y) = xgyiy”%, v(w,y) = =5
c) u(z,y) =1+ 7 y2 v(z,y) = 2zy;
d> U(ZL‘, y) 1+$%i§ )_+4:v2y27 U(x’ y) - (1+x2+_y2:)c 24+4x2y 25
e) u(r,y) = 2* + (y +1)% v(r,y) = 2a(y + 1);
f) u(@,y) = Gpris, 0(T,9) = b
Bla) 92 4492 b) —ei; ¢) =2 ) —i(L —); ) e +e);
f) <Slle+e!)+i¥ (e —e™).

Bl a) f jest holomorficzna na calej ptaszczyznie zespolonej; b) f nigdzie
nie jest holomorficzna; ¢) f jest holomorficzna wszedzie poza z = 0;

d) f nigdzie nie jest holomorficzna.

6] a) f(z) = —iz+32—3+2i; b) f(2) = 23—1+4; c) f(2) = 2°4+22—3+1;
d) f(z) = 2243iz—1-2i; e) f(z) = —14+144; ) f(z) = 2iz>+2i—2i.
7] a) u(z,y) = 23 — 3xy?, v(z,y) = 32 — y3;
b) u(z,y) = e " cosy, v(r,y) = —e Tsiny;
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¢) u(r,y) =

(e¥ + e Y)sinz, v(z,y) = 3(e¥ — e¥) cos .

DO [—

3. Calki funkcji zespolonych
Cwiczenia
B 2/(t) = 2ite"”.
2 4
[3:23 3 52.
B3la) z(t) =1+2t+(t—1)i, t € [0,1]; b) 2(t) =1 —i+e", t € [-5,5];
c) z(t) =t +i(t—1)% t€]0,3].
B4l — i
B.61] a) jest jednospojny; b) nie jest jednospojny; c¢) nie jest jednospojny.
B.8Ja)3;b) —%;¢) 0.
301 a) —4mi; b) —127i.

Zadania

MJa) 20 —8i; b) ¥ -3 ¢)1; d)2i; e) —4—1i; f) mi.

3 3
21a) 2(t) =it, t €[0,1]; b) 2(t) = —(1—275)@', t €10,1];
) z(t) = 2", t €[0,2x]; d) z(t) —2i+3e", t €0, 2n];
e) z(t) =€, t € [Z,37]; f)z(t) = th, tel,2].
Bla)2+i; b) —3+43i; ¢)1; d)8li; e)3+4i; ) 14+i(e—1).
dla) 12; b) —2—6i; ¢) 2—mi; d) —62421; e) 3In2+ Zi.
Bla) 2m; b) —2; ¢) 2r+1lni;d) 55 e) =55 f) 2mi; ) 2w + w2

4. Szeregi zespolone

Cwiczenia
4.1 a) zbiezny; b) rozbiezny; c) zbiezny.
4.2]{z € C:|z| <5}, r =5
4.3] f(z) = 1 2z+1—?-gz’ gdzie%< 2| <%'
A4 f(z) =2+ nZ::o?"ilZn'
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Zadania

[ a) rozbiezny; b) bezwzglednie zbiezny; c¢) bezwzglednie zbiezny;
d) rozbiezny; e) zbiezny; f) bezwzglednie zbiezny; g) rozbiezny;
b)

k) bezwzglednie zbiezny; 1) zbiezny.

2la){zeC:|z|<1},r=1; b){z€C:|z| <2}, r=2;

){ZE(C:\Z|<§},T:§; d){zeC:|z| <e},r=c¢;

)

)

bezwzglednie zbiezny; 1) rozbiezny; j) bezwzglednie zbiezny;

o

) {z€C:lz—i|<V2hr=v2; f){zeC:|z—1]<1},r=1;
g){zeC:lz|<1}l,r=1; h){zeC:|z| <V2},r =2
i ZGCZ|Z—1|<§},T=§.
(2) = 55 + o5 — =, edzie 1 <z < 2;
(2) = 5, gdzie |2] > 2;
(2) = 52 + 2, gdzie 1 < |z| < 2;

1

(1 + 2—(n+1)) 2" b) %‘E (1 + 2—(n+1)) -

n=0

+ E D1 B
o0 X (_1\n+1
> s h) 3(21—2) T n§0( 3}1)+2 (z—2)".

5. Punkty osobliwe. Residua
Cwiczenia
5.1J2,1—iv3,1+iv3.
5.2 zero 4-krotne.
5.3 a) 2i - zero dwukrotne, —2i - zero jednokrotne;
b) 31 + 2k, k € Z - zera dwukrotne.
6.4] z. = km, k € Z.
[6.5.] a) pozornie osobliwy, b) biegun 2-krotny, ¢) istotnie osobliwy.
(.61 a) 0 - punkt pozornie osobliwy, —i,4 - bieguny 1-krotne;
b) —i - punkt pozornie osobliwy, —2 - biegun 2-krotny, 2 - biegun
3-krotny.
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.71 1.

5El L.

B9 res_if(z) = § — §i, resi f(z) = =%, res_1 f(z) = =2
5.10.] —967.
B.11.] 27.

Zadania

Mla) —1+ 2, —1 — 2¢ - zera jednokrotne;

b) i - zero czterokrotne, —i - zero trzykrotne;
¢) i, —4i - zera jednokrotne, —i - zero dwukrotne;
d) 0 - zero dwukrotne, kmw, k= +1,£2, ... - zera jednokrotne;
e) 2km, k € Z - zera dwukrotne;
f) 7 - zero trzykrotne, km, k € Z \ {1} - zera jednokrotne;
g) brak zer;
h) —2i, 2i - zera dwukrotne.
2] a) i - biegun jednokrotny, —2 - biegun dwukrotny;

b) i - biegun jednokrotny, —i - punkt pozornie osobliwy;
¢) 0 - biegun jednokrotny, —3i - biegun trzykrotny:;
3¢ - biegun dwukrotny;
d) —1 4 - biegun dwukrotny, 14 4 - biegun jednokrotny;
e) 0 - biegun szesciokrotny, 2kmw, k= +1,+2,... - bieguny dwukrotne;
f) km, k= £1,42,... - bieguny jednokrotne,
0 - punkt pozornie osobliwy;
g) 5 +km, k € Z - bieguny trzykrotne;
h) 1+ 4 - biegun jednokrotny, —2i - punkt pozornie osobliwy;

i

)
)

0 - punkt istotnie osobliwy;

j) —1 - punkt istotnie osobliwy.
Bla)res_;f(z) =1; b)resaf(z) =1—14; c)resaf(z)=—1— 21

d) resof( ) =3; e)resyf(z) =—246i; f)resyf(z) = —i;

g) res; f(z) = —; h) resgf(z) = =3m; i) resof(z) =1; j)resof(z) = %
@la) 0; b) G o) —4m d) 5 e) M f) —i g) 55 h) T
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Bla)2m b) I ¢ 7%3; d) .

6. Transformata Laplace’a
Cwiczenia
a) L[f(t)] - é - 32_~_L16§ b) L[f(t>] - %;1 -+ (3—1—11)2;
o) LIfW)] =1 - 50
f(t) = 3 cos(2t) + 2sin(2t).
fi(t) * fo(t) =t — sint.
f(t) =2 —2cost.

Zadania

2. (t)] ) LIf(1)] = o (L +e %) ¢) LIf(H)] = 5 (1 —e7)
B a) LU (0] = ez b) LU (O) = =2 ) LU = =
@a) L] = 1+ 553 ) LUO) = 25+ 5 o) LIFO) = 24 + w8

D) L) = = — L 0) L] = ooy D) LO] = L+ 2
Bla) f(t) =1+ sint;

b) f(t) = 3e*(t — 5) + 1

c) f(t) = e? (3sin 3t — 2 cos 3t);

d) f(t) = —5 cos(3t) + 5 sin(3t) + He*;

¢) f(t) = 5(e" —e™" —2t);

f) f(t) = =272 + 73 + 1.
B]a) f(t) = 5(4e™ —1);b) f(t) = 4(e" —1); ¢) f(t) = 5(e' —e™" —2¢);

d) f(t) = —2e7 2 +e 3 4 1;e) f(t) =t —sint; f) f(t) = 3e! + 3> + 6.
7] a) 2¢' — 1> — 2t — 2; b) 1 (1 — cos(2t)); ¢) 4.
Bla) f(t) =1t —sint;

b) f(t) = qe ¥ + 5t — 1

¢) f(t) = — cos(3t) + 13 sin(3t) + 5e*;

d) f(t) = (1 = cos(2¢));

e) f(t) = g(e* —e ) = 1 sinh(4¢);

f) f(t) = 3€'(cost + sint) — 3.
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Q]a)y = % + %e% +e i b)y=—2e" —te! — %tQGt + 2e?t:
o)y=—3+ e+ e d) y =1 (2sint — sin(2t));

2

&

~—

RSN~ S N

(@)
—

~—

15 3
1, 19t 2 1
—5 + 15¢” + scost — zsint.
e', z=¢; b)y=cel(cost —2sint), z = e'(cost + 3sint);

—3th 2 =t+1%
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Skorowidz

argument
gtowny liczby zespolonej,
liczby zespolonej,

catka krzywoliniowa funkcji majacej
funkcje pierwotna,
ciag
zespolony;,
zespolony rozbiezny,
zespolony zbiezny;,
ciagtosé funkcji, 40]

funkcja

analityczna,
harmoniczna,

hiperboliczna,
holomorficzna,
pierwotna, [65]
trygonometryczna, [29
wyktadnicza,
zespolona

zmiennej rzeczywistej, [59]
granica funkcji,
jednostka urojona,

kryterium

Cauchy’ego,
d’Alemberta, [79]

poréwnawcze, [79

zbieznosci szeregu Laurenta,

logarytm

glowny,
naturalny;,

modul liczby zespolonej, [0

obszar, [67]

obszar jednospojny, [67]
oryginal,

otoczenie pierscieniowe, [39

otoczenie punktu,

ptaszczyzna Gaussa,
pierwiastek z liczby zespolonej,
pochodna funke;ji,
postaé liczby zespolonej
kartezjanska,
trygonometryczna, [13]
wyktadnicza,
przeksztatcenie
Laplace’a, [113
liniowe,
punkt osobliwy odosobniony,
biegun,
zwiazek z residuum,

biegun k-krotny,
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zwigzek z punktem zerowym, sprzezenie liczby zespolonej, [9]

zwiazek z residuum, 105
charakteryzacja, [97]
istotnie osobliwy,
pozornie osobliwy,

punkt regularny,

punkt zbioru
izolowany,
skupienia,

punkt zerowy,
k-krotny,

charakteryzacja, [93] [04]

rownania Cauchy’ego-Riemanna,
rownanie Laplace’a,

rOwnanie parametryczne

odcinka,

okregu,
residuum funkeji, [100]

zwiazek z catka niewtasciwa, [108
zwiazek z szeregiem Laurenta, 102
rodzaje krzywych

tuk

gtadki,

kawalkami gtadki,

regularny,

skierowany,

zwykly,

kontur,
krzywa Jordana,

skierowana dodatnio,

splot funkcji,

szereg

harmoniczny,
Laurenta,

pierscien zbieznosci,
liczbowy,
Maclaurina,

wybrane funkcje,
potegowy, [8T]

koto zbieznosci,

promien zbieznosci,
Taylora,

transformata Laplace’a, (112
twierdzenie
Borela, [124]
catkowe Cauchy’ego,
uogolnienie na obszary wielo-
spojne, [69]
catkowe o residuach,
Cauchy’ego-Hadamarda,
o istnieniu pochodnych wyzszych

rzedow,

wtasnosci
calki krzywoliniowej,
funkeji hiperbolicznych,
funkeji trygonometrycznych,
funkeji wyktadniczej,
modutu,
przeksztatcenia Laplace’a, [116

przeksztatcenia liniowego,
splotu,
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sprzezenia, [J)
warunek
konieczny bezwzglednej zbieznosci
szeregu, [79
konieczny zbieznosci szeregu,
zbieznosci szeregu, [79
wielomian zespolony,
wzOr
Borela o splocie, [124
catkowy Cauchy’ego, [70]
uogdlniony;,
de Moivre’a,

Eulera,
Riemanna-Mellina,

zamiana catki krzywoliniowej na
oznaczona, [62]
zasadnicze twierdzenie algebry,
zbior
dombkniety,
liczb zespolonych, [7]

otwarty, [4]]
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