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1. CELE MODELOWANIA MATEMATYCZNEGO POWIERZCHNI

Istnieje wiele sposobow podejscia do modelowania matematycznego struktury
geometrycznej powierzchni obrabianych mechanicznie. Zalezg one przede wszystkim
od celéow stawianych przed modelem, ktorymi sg np.: ocena jako$ciowa i ilosciowa
struktury geometrycznej powierzchni uksztalttowanych w procesach technologicznych,
mozliwo$¢ opisu zjawisk powierzchniowych zachodzacych w tych procesach, ocena
zakresu i skali ich wystepowania, prognozowanie wynikow ilosciowych na podstawie
zadanych parametréow wejsciowych procesu obrobki [1, 5+7].

W artykule zaproponowano model matematyczny majacy spelni¢ nastepujace
zadania:

e odzwierciedla¢ w sposob iloSciowy aspekty technologiczne powierzchni stopdw
lekkich polerowanych do najwyzszej klasy chropowato$ci, w tym parametry
statystyczne: Ry, Ry, Ru Ra, Ry Rsews Riurt Oraz morfologi¢ powierzchni,
wlacznie z mozliwosciag odtworzenia jej charakterystycznej tekstury;

e umozliwia¢ precyzyjne modelowanie stopnia rozwinigcia powierzchni, bez
zasadniczego wplywania na parametry statystyczne oraz wnikliwg ocen¢
mechanizmow procesu abrazji powierzchni w mikro- i nanoskali;

e umozliwia¢ identyfikacje parametrow, wynikajaca z posiadanej aparatury
badawczej (pomiar 2D i 3D), stosowanych metod odwzorowania powierzchni,
np. profilometr lub mikroskop AFM;

e umozliwia¢ weryfikacje doswiadczalng przewidywan iloSciowych.
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2. ZALOZENIA I PROCEDURY DO MODELOWANIA POWIERZCHNI
ZEL.OZONEJ

Koniecznos¢ odzwierciedlenia (wygenerowania) przez model konkretnej powierz-
chni, a nie tylko ujgcia wskaznikow statystycznych, przy pozostawieniu jednoczesnie
bardzo duzego stopnia swobody co do konkretnego ksztattu, sktania do wyboru gene-
ralnego sposobu jakim jest uzycie rozmaitosci ciggtej, niekoniecznie rézniczkowalnej,
utworzonej z elementéw bedacych rozmaitosciami rozniczkowalnymi (gtadkimi) [8].
Uzywany jest rowniez termin ,,powierzchnia ztozona”, ktory jednakze ma nieco szer-
sze znaczenie niz to, ktore okresla powierzchnig proponowang w tej pracy.
Rolg elementu wiodacego, okreslajacego wilasnosci lokalne rozmaitosci ciaglej,
z ktérego zbudowana jest modelowana powierzchnia, spetnia stozek regularny, o wie-
rzchotku lezagcym nad $rodkiem symetrii podstawy i podstawie eliptycznej (w szcze-
gablnosci kotowej) ze wzgledu na swoje wiasnosci topologicze (rys. 9):
jego powierzchnia jest rozmaito$cig rézniczkowalna (z wyjatkiem wierzchotka) [8],
jest brytg prostokresing [3], na ktorej mozna utworzy¢ dwie rodziny linii ortogonal-
nych, co pozwala jednoznacznie roztozy¢ proces powierzchniowy na elementy
sktadowe,

posiada mozliwo$¢ deformacji bez zmiany objetosci, co pozwala modelowa¢é niezalez-
nie od siebie parametry statystyczne powierzchni, jej rozwini¢cie i masowg wy-
dajnos¢ abrazji.

Ta ostatnia wlasno$¢ wynika z bardzo waznej cechy bryt kreslonych pgkiem
prostych (rowniez wieloscianéw). Objetos¢ takiej bryty okreslona zaleznoscia:

vl S, -h €y
3
nie zalezy od ksztattu powierzchni stanowiacej podstawe takiej bryly, nie zalezy od tego,

czy wierzchotek znajduje sie nad $rodkiem ciezkosci podstawy (bryta nie musi by¢ regu-
larna), a nawet, czy jest potozony nad podstawa — co jakosciowo ilustruje rys. 1.

80



gdzie:

Wierzchotek stozka
Stozki o te} samej objetoich
jednakowa wysokoSE | pole powierzchniy

h

Pobocznica

Rozwarcie (apertura) stozka kolawego

stozka kotowego

Pobocznica
stozka eliptycznego

stozka eliptycznego

Oba stozki majg
taka samg wysokosE

Zasada splaszczania:
takie same pola podstawy holowej i efiptycznej

Podstawa
stozka kotowego

b
Podstawa
stozka eliptycznego

Rys. 1. Stozki regularne, o wierzchotku lezacym prostopadle nad $rodkiem symetrii podstawy,
deformowalnej od kota do elipsy o dowolnej mimosrodowosci, z zatozeniem stalego pola podstawy

Zapis symboliczny definiujacy opisany model, obejmuje zardéwno obiekty sktadaja-
ce si¢ na powierzchnie wraz z opisujgcymi je parametrami, jak i sposob operowania
nimi i ma postac:

S={P:L,X,Y,N,,N,).{C:0.(h:h,.h,).ea}lU:0F,F,. N @
P - (pojedynczy obiekt) podstawa plaska generowanej powierzchni,
L - umowny poziom zerowy modelowanej powierzchni, X, Y -
wymiary liniowe, N, Ny - rozmiary siatki dyskretnej punktow
generacji powierzchni;

C - {zbidr obiektéw} stozkéw o parametrach: € - kat rozwarcia stozka
(apertura), h - wysoko$¢ stozka, ktora moze by¢ zadana
jednoznacznie, lub by¢ generowana wedhug rozktadu logarytmo-
norma-Inego o parametrach: e - ekscentryczno$¢ (mimosrodowosc)
podstawy stozka, o - kat obrotu podstawy stozka wzgledem
wspotrzednych podstawy powierzchni,

U - [sposob utozenia] uktad stozkow na powierzchni:
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@) - orientacja polozenia stozkow, dodatnia (stozki utworzone na
powierzchni) lub ujemna (stozki zaglebione
w powierzchni¢) od umownego poziomu L,

Fy, Fy - rozklad prawdopodobienstwa polozenia wspotrzgdnej na
powierzchni,
N¢ - liczba stozkow.

Stozki, z ktorych utworzona jest powierzchnia modelowana, maja jednakowa roz-
wartos¢. Nie jest to sztuczne ograniczenie mozliwosci modelu, ale wyraz, potwierdzo-
nego eksperymentalnie (rys. 9) przejawu jednorodnosci przestrzennej parametrow
procesu technologicznego polerowania na modelowanej powierzchni. Stozki te mozna
deformowa¢, czyli od podstawy kotowej przechodzi¢ do eliptycznej. Przy zatozeniu
stato$ci pola powierzchni podstawy, stozki te zachowajg rowniez stalg objetos¢, przy
znaczacej réznicy w polu powierzchni bocznej. Ma to znaczenie przy niezaleznym
modelowaniu rozwiniecia powierzchni i jej parametroéw statystycznych oraz dla oceny
ksztattowanej mikrogeometrii powierzchni przy zadanych warunkach jej tworzenia ze
stozkow.

Stozki potozone sa na powierzchni w taki sposob, ze w znacznej mierze przekry-
wajg sie (rys. 2). Wzajemne przecinanie si¢ pobocznic S, stozkéw na tworzonej po-
wierzchni zawsze generuje linie przecie¢ w postaci hiperbol o wielko$ci i nachyleniu
pod katem zaleznym od wzajemnej wysokosci przecinajacych si¢ stozkdw. ROwniez
pomiar profilometrem powierzchni utworzonej ze stozk6w, daje lini¢ profilu sktadaja-
cg si¢ z odcinkow hiperbol (np. rys. 7 i rys. 10).

Spos6b wzajemnego przekrywania si¢ stozkow, czyli sposob tworzenia ze stozkoOw
modelowanej powierzchni, okre§lony jest regula:
dla ,,stozkéw dodatnich” — nadbudowanych na powierzchni okreslanej jako umowny

poziom odniesienia (rys. 2), dla danego punktu P(x;, y;) siatki powierzchni przyj-

muje si¢ warto$¢ najwyzej potozonej powierzchni bocznej stozka, ktory przekry-
wa si¢ z innymi w tym wezle:

P(Xiin): MAX (AKENC L"'S(Xck: Yoo X0 Yi )) ©)

dla ,,stozkéw ujemnych” — zaglebionych od powierzchni okre$lanej jako umowny poziom

odniesienia, dla danego punktu siatki powierzchni przyjmuje si¢ warto$¢ najhizej po-
ozonej powierzchni bocznej stozka, ktory przekrywa sie z innymi w tym wezle:

P(Xi:Yi):'\/”N(/\kemC L_S(Xcklycklxivyi)) “)
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Rys. 2. Kolejne etapy tworzenia powierzchni poprzez przekrywajace si¢ stozki, ulokowane na umownej
ptaszczyznie odniesienia. Wyglad z centrum generowanego obszaru dla kolejno: 50, 100, 200 i 400 stozkow

Z rysunku 2 wynika, ze przy 200 natozonych stozkach znaczaco zmniejszyty si¢ obszary
niepokryte, a jeden znowych stozkow przykryt uprzednio wygenerowane stozki
0 mniejszej wysokosci. Przy 400 stozkach powierzchnia zostata utworzona catkowicie,
a zgrupowania pobliskich, niewielkich stozkoéw zaczely tworzy¢ charakterystyczne,
sptaszczone, lekko pofalowane obszary (rys. 6. i rys. 9).

Roéwnanie stozka eliptycznego, o wysokosci prostopadtej do podstawy ma postaé [3]:

(x=x ) (y=yof (z-hf' _, ®)
r r h?

gdzie: Xc, Yc, — wspotrzedne $rodka stozka, ry, ry — promienie, h — wysokos¢.
Rownanie okreslajgce regularny stozek eliptyczny dowolnie obrécony wokot wy-
sokosci jako osi, zapisane jest w tzw. pierwszej formie kanonicznej:

z:h—g\/A-(X—XC)Z‘FB'(Y‘Yc)2+c'(X—Xc)(y—Yc) ©)
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A= cos’(a) +sin?(a \1-€?
Ny W)

Taki zapis pozwala na bardzo efektywne obliczenia, pozwalajac unikna¢ obliczania
funkcji trygonometrycznych wewnatrz funkcji kreslacej stozek, a zatem, przy posiada-
nych mozliwosciach obliczeniowych, efektywne generowanie réznych powierzchni,
nieraz ztozonych z duzej liczby stozkow. Wspoétczynnik rozwinigcia powierzchni Ru
jest stosunkiem pola powierzchni bocznej do pola powierzchni podstawy stozka i dla
stozka regularnego o podstawie eliptycznej ma postac:

2 h? e ®)
Ru=<. [1+ ‘E
m r’1-e? \/ 2.1 ¢?

1+ 2

gdzie: E(-) - zupelna catka eliptyczna drugiego rodzaju, nie majaca postaci analitycz-
nej [9].
Kody wszystkich obliczen zapisane zostalty w jezyku Visual Basic bedacych uzu-
petnieniem arkusza kalkulacyjnego Excel firmy Microsoft, w ktérym zostaty wykona-
ne obliczenia i wykresy.

3. OBLICZANIE POLA POWIERZCHNI Z DANYCH DYSKRETNYCH

Wszelkie obliczenia zwigzane z rozwinigciem powierzchni, zarbwno w modelu
matematycznym jak i dla danych do$wiadczalnych, wymagaja rozwigzania zadania
obliczenia pdl powierzchni, ktorych analityczna posta¢ jest nie znana. Znane sa
natomiast warto$ci wysokosci ponad umowny poziom, okreSlone w weztach siatki
prostokatnej, w szczegolnosci kwadratowej. Siatka taka daje naturalny podziat ptasz-
czyzny umownej podstawy na prostokaty (kwadraty), a powierzchni na prostokaty
(kwadraty) krzywoliniowe, ktore sa w ogdlnosci nieplanarne. PodejSciem szeroko sto-
sowanym w grafice komputerowej i metodach MES (Metody Elementéw Skonczo-
nych), jest podziat powierzchni na trojkaty, z definicji planarne, ktérych pole powierz-
chni jest potowa wartosci iloczynu wektorowego tworzacych je wektorow [2].
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Rys. 3. Schemat do obliczania pola powierzchni danej w dyskretnych weztach metoda triangulacji

Korzystajac z przytoczonej reguly, dla siatki kwadratowej (rys. 3), jezeli
AX =AY = A, powierzchnie opisujg rOwnania:

:%\/(Zml,ml_zn,ml)z+(Zn,n+1_zn,n)2+A2 (9)

\/(Zml,n - Zn,n + (Zn+1,n+1 n+1 n)2 + Az (10)

Stad wspolczynnik rozwinigcia powierzchni dla elementarnego deltoidu (kafelka) wynosi:

Sg =

N | D>

Ry = 2 - (11)
i(\/(Znﬂ.,nﬁ. - Zn‘nJrl)z + (Zn,n+1 - Zn‘n)2 +A2 +\/(Zn+1‘n - Zn,n + (Zn+l,n+l n+1 n)z + AZ)

2A

Kiedy wspotrzedne z wszystkich punktow sg rowne, czyli dla powierzchni ptaskiej, po-
wierzchnia ,,kafelka” wynosi A?, a wspotczynnik rozwinigcia powierzchni Ru wynosi 1,
wige wzory (10) i (11) sg formalnie poprawne. Tak szczegdtowe podejscie do obliczania
wspotezynnika rozwiniecia powierzchni, zaréwno w modelu jak i uzyskanej ekspery-
mentalnie, ma swoje uzasadnienie w tym, ze dla powierzchni modelowej ogdlne rozwi-
nigcie powierzchni jest takie samo jak dla pojedynczego stozka, ze wzgledu na prosto-
kreslnos¢ stozka.
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4. IDENTYFIKACJA PARAMETROW MODELU

Przedstawiony w artykule przyktad generacji powierzchni modelowej zostal wyko-
nany dla powierzchni zdefiniowanej w oparciu o sie¢ dziatan przedstawiong na rys. 4,
wykonanych dla rzeczywistej powierzchni przedstawionej na rys. 9.

Okreélenie rozmiaréw
rzeczywistych generowanej
powierzchni

Okreslenie skoku siatki

Okreglenie rozmiaru siatki S, o .
Okreslenie $redniej minimalnej

Okredlenie liczby stozkéw .~ odlegtosci pomiedzy stozkami

Ustalenie warunkow
brzegowych modelu

QOkreslenie sposobu roztozenia
stozkdw na ptaszczyZnie

Rys. 4.

<

Zasady identyfikacji parametréw modelu z eksperymentalnej powierzchni badanej

Badanie rzeczywistej powierzchni mikroskopem AFM Zestaw parametréw
. okreslenych w réwnaniu (1)
Usrednienie dla kilku losowo wyb-
ranych stozkdw, rozlozonych moz- W &rodowad T o
Er . - yliczenie owosci -~ e >
liwie réwnomiemie po badanej umownego stozka
powierzchni
QOkreélenie kratsze] | diuzsze] Whyliczenie promienia kotowej - -
pétosi przekroju poziomego podstawy umownego stozka = T Lol
stozka dla wyrdznionej warstwicy dla wyrdznionej warstwicy
Okreslenie przyrostu wysokosci . — oy
stozka pomigdzy kolejnymi W}dr\lczeme kata ruzwatrcrwi Lanlil] =
wyrdznionymi warstwicami (apertury) umawnego stozka
Qkreélenie wysokodci wierzchot- h
ka umownego stozka z ukladu Wygenerowanie zestawu
warstwic Whliczenie wariancji do wysokosci stozkewi {h} =t
rozkladu logarytmo-normalnego =V
wysokodci stozkéw = Vh
o o = . Wygenerowanie zestawu  _|
Wymaczenie ystyki statystyczneji g rycznej centrow stozkow (X, Ye)
Rp Rv Rt Ra Rq Rekew Ryurt Ru

Whyliczenie spodziewanego

Generacja
modelowej Rp
powierzchni
Ry
Rt
Ra
RCI
Rskew
Rkurt
Wyznaczenie Ru
charakterystyki
statystycznej i
geometrycznej n

rozwinigcia powierzchni

=

e £

4
“\.________‘ Whliczenie spodziewanej war-

tosci redniej powierzchni

Poréwnanie uzyskanych

charakterystyk statystycz-

nych i geometrycznych

z charakterystykami dla po-

wierzchni rzeczywistej
i dalsze strojenie modelu

mikroskopem AFM i siatka dziatan do generacji powierzchni modelowej

Tabela 1. Parametry modelowanej powierzchni i rozktadu stozkéw

[ um

Modelled surface limits Area pm
Modelled surface dimensions Nominal lattice Total
Yo o Y s X Y 9.000 |
0.000 3.000 0.000 3.000 151 151 Stripe
8x 0.020 Sy 0.020 Nodes 22801 | 0.060000 |
Total surface of cones' generation Tiles 22500 Tile
0155 | 3455 | -0155 | 3.55 | Diagonal | 4.681 | 0.000400 | 25.00
Ax_ | 3310 | Ay | 3310 Area 10956 | Auxillary | 0.000067

Parametry w tab. 1 wybrano tak, aby mozna bylto otrzymang powierzchni¢ poréwnac

z powierzchniami otrzymanymi

eksperymentalnie,

bez skalowania,

€0 mogto

by

znieksztalci¢ zarowno parametry statystyczne jak i wspotczynnik rozwinigcia. Stozki na
rys. 5 wygenerowano w nieco wiekszym polu (tab. 1), obejmujacym pewien margines
dla uniknigcia efektow brzegowych na obserwowanym polu, powodujacych zmniejsze-
nie si¢ wartosci $redniej powierzchni na brzegu. Przyjeto zatem margines, ktory jest
rowny promieniowi podstawowego stozka kotowego. Rozpigtos¢ krzyzykow na rys. 5
jest proporcjonalna do promieni stozkdw na umownej plaszczyznie, a pole
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jasnoblekitne jest obrysem umownej plaszczyzny generacji powierzchni. Przyktad
wygenerowanej powierzchni przedstawiono na rys. 6, dla ktérej punktem wyjscia byt
stozek kotowy o zadanej aperturze, przeksztalcony w stozek eliptyczny lezacy
poziomo. Parametry pojedynczego stozka do generacji powierzchni przedstawiono
w tab. 2.

Tabela 2. Parametry pojedynczego stozka do generacji powierzchni z rys. 6

| Regular (right) cone parameters

Base 0.1550 (pm 155.00|nm Basearea | 0.07548 |um® Aperture (opening angle)

Mean 0.0850 |um 85.00/nm Lateral area | 0.08608 |um? hir 0.548387 |-
Heighth |Variance | 0.00082 |um? 816.75|nm? -2.518654| Log-Normal | Rugosity =6 122.52°

et . angle
Deviation | 0.028579|um 28.58/nm 0.327261 | distribution| 1.14049 - 2.1384/rad
Shaped cone parameters
Eccentricity & 0.65000 |- Base axes a 0.177805|pm 177.80\nm Lateral area| Volume
(for equal base area) | 0,759934| 0.346108 b 0.135120|pum 135,12\nm 0.08644 | 0.00214
Direction o 1.57080 |rad A 0.759934 - Rugosity | 1.14519 pm? pm?
& N Directional "
90.000 - B 1.315903 |- Proportions b/a
coefficients
c 0.000000|- 0.759934 \ 3/4 19/25 459/604

— Surface spread of cones

Rys. 5. Rozktad $rodkow stozkéw, wygenerowany losowym rozktadem réwnomiernym dla osi X 1Y

Do badan wykonano prébki o $rednicy 20 mm i grubo$ci 2 mm ze stopu magnezu AZ31,
pozyskanego z firmy TECHNO-COAT Oberflaechentechnik GmbH, Zittau, Niemcy.
Proces szlifowania i polerowania probek ze stopu magnezu realizowano na dwutarczowej
szlifierko-polerce Phoenix Beta 2 produkcji firmy Wirtz Buehler. Obejmowat on
szlifowanie na krazkach $ciernych SiC P600 i SiC P1200, dwuetapowe polerowanie
w zawiesinie diamentowej Buehler Metadi® 3 um (I etap) i zawiesinie Al,O; Buehler
Masterprep® 0,05 um (Il etap) [5]. Podstawowym wymaganiem tego procesu
technolo-gicznego bylto przygotowanie probek o mozliwie malej chropowatosci
powierzchni oraz usunigcie z ich warstwy wierzchniej (WW) produktéw zanieczysz-
czajacych.
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Rys. 7. Przyktadowe linie profilow chropowatoséci powierzchni wygenerowanej na rys. 6

Tabela 3. Parametry statystyczne i wspdtczynnik rozwinigcia powierzchni wygenerowanej na rys. 6

[ R [ R T R [ w [ Ra [ Ry [ shape [ Pesk [ Retew | Ram | Ru
| 02157 | 00000 | 02157 | 00805 | 00225 | 0.0285 | 12681 | 3.7866 | 0.4130 | 3.4138 | 1.12858 |

— Hitograe cines

BARERERRRR

§E35g8188398888883008833333053%3330035355998838843

Rys. 8. Histogram chropowatosci i krzywa nosnos$ci powierzchni z rys. 6
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Rys. 9. Wizualizacja powierzchni polerowanego stopu magnezu, zbadanej mikroskopem AFM
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Rys. 10. Przyktadowe, wybrane linie profilow chropowatosci powierzchni pokazanej na rys. 9

Tabela 4. Parametry statystyczne i wspotczynnik rozwinigeia powierzchni pokazanej na rys. 9

Rp Ry Ry Rg Rq Shape Peak Rek Ryu Ru
0.2210 0.0222 0.1988 0.0267 0.0335 1.2578 2.9643 0.8023 3.4755 1.1213

= Hatogram class

—sowhgeuve
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Rys. 11. Histogram chropowatosci i krzywa nosnosci dla powierzchni z rys. 9



Podstawg do oceny nanostruktury WW prébek ze stopu magnezu AZ31 byty profi-
logramy powierzchni w ukladzie przestrzennym 3D, ktére uzyskano przy uzyciu mik-
roskopu sit atomowych (AFM) typu VEECO Multimode 5, firmy VEECO, USA.
Wykonano profilogramy polerowanej powierzchni stopu magnezu, ktoéra podzielono
siatka na pola pomiarowe. Kazde pole pomiarowe zawieralo 512 x 512 =262144
punktéw pomiarowych. Ze wzgledu na mozliwosci wizualizacji w arkuszu Excel,
jednorazowe pole obserwacji mato rozmiary 151 x 151 = 22801 punktéw pomiarowych,
dla ktérych wykonano obliczenia na modelu matematycznym.

WNIOSKI

Przeprowadzone  badania  mikrostruktury ~ geometrycznej  powierzchni
polerowanego stopu magnezu AZ31 i badania numeryczne przedstawionego modelu
potwierdzily jego bardzo dobrg przydatnos¢ w modelowaniu powierzchni o zadanym
stopniu rozwini¢cia. Rozbieznosci dla przyktadowych powierzchni (rys. 6 i rys. 9)
byty niewielkie i wyniosty 0,0073, co przy dobrej zgodnosci pozostatych parametrow
statystycznych i geometrycznych (tab. 3 i tab. 4), nalezy uzna¢ za zadowalajace.
Najwigksze rozbieznosci wystapily natomiast w modelowaniu rozktadu (histogramu)
wysokosci chropowatosci (rys. 8 i rys. 11). Szerokie mozliwo$ci opracowanego
modelu, widoczne w liczbie jego stopni swobody, uzasadniaja rozwijanie tej koncepcji
modelowania struktury geometrycznej powierzchni oraz eksperymentalng weryfikacje
modelu w innych procesach obrébki ubytkowej.
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