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1. Wprowadzenie

Niech X1, X5, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych okreslonych na tej samej przestrze-
ni probabilistycznej. Statystyki porzadkowe Xj.,, ..., X,., powstaja w wyniku ustawienia
wartosci obserwacji w prébie losowej (X7, ..., X,,) w porzadku niemalejacym. W szczegdl-
nosci, X1., = min{ Xy, ..., X,,} i X,,., = max{Xj,..., X,,}. Liczne zastosowania statystyk
porzadkowych we wnioskowaniu statystycznym i w teorii niezawodno$ci opisane sg np.
w monografiach [3], [8] oraz [19].

Chronologiczny spis i omowienie wynikéw najwazniejszych, wydanych przed rokiem
1950, publikacji dotyczacych statystyk porzadkowych z niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozktadzie, zawiera opracowanie Hartera [41]. Jeden z pierwszych rezul-
tatéw uzyskal Bernoulli [10], ktéry — w kontekscie ubezpieczen na zycie — obliczyt war-
tos¢ oczekiwang maksimum obserwacji z rozktadu jednostajnego na przedziale jednostko-
wym. Badajac wlasnosci asymptotyczne mediany z préby, Laplace [52] wyznaczyt rozkta-
dy pojedynczych statystyk porzadkowych. Ogdlne wzory na wartosci oczekiwane spacji
X i1.n — Xjm oraz statystyk Xj., podali Pearson [73] i Daniell [18]. Prekursorami w ba-
daniach rozkltadéw granicznych wartosci ekstremalnych ciagéw zmiennych losowych byli
Fréchet [27], Fisher i Tippett [26], a takze Gumbel [39] oraz von Mises [57]. Badaniem
problemow asymptotycznych mieszczacych sie w ramach teorii statystyk porzadkowych
(zob. np. [77]), zajmowali si¢ réwniez Kolmogorow, Erdds i Rényi.
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Wszystkie powyzej wymienione rezultaty zostaly uzyskane przy zatozeniu, ze roz-
ktad proby jest w peli znany. W przypadku, gdy taczny rozktad obserwacji jest jedynie
czesciowo znany, wazng role odgrywa znajomos¢ mozliwie najlepszych oszacowan dla wy-
branych charakterystyk statystyk porzadkowych. W dalszej czesci tego rozdziatu dokonam
przegladu najwazniejszych wynikow dotyczacych optymalnych oszacowan dla dystrybu-
ant i wartosci oczekiwanych statystyk porzadkowych, sformutuje cel rozprawy oraz krotko
opisze uzyskane rezultaty — bardziej szczegdtowe ich omdwienie przedstawie w kolejnych
rozdziatach.

1.1. Klasyczne oszacowania dla statystyk porzadkowych. Pierwsze uniwersalne
ograniczenia dla statystyk porzadkowych zostaly podane niezaleznie przez Gumbela [40],
Hartleya i Davida [42] oraz Morigutiego [58]. Autorzy dwbch pierwszych prac rozwazy-
li prébe niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze znang wartoscia
oczekiwang j oraz wariancja o2 i wyznaczyli optymalne oszacowania na warto$é oczeki-
wang zmiennej losowej (X,., — pu)/o. Moriguti [58], wprowadzajac metode najwiekszych
wypuklych minorant, rozszerzyt rezultat Gumbela, Hartleya i Davida na pozostalte staty-
styki porzadkowe oraz podat jego odpowiednik dla spacji Xj 1, — Xjm, 1 < j<n—1
Metoda Morigutiego umozliwia wyznaczenie optymalnych oszacowan tego typu dla do-
wolnych kombinacji liniowych statystyk porzadkowych, czyli dla dowolnych L-statystyk.
Wspomniane wyniki oraz ich odpowiedniki dla pewnych nieparametrycznych rodzin roz-
ktadow, dotyczace klasycznego modelu niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie, zostaly zebrane i szczegétowo opisane w monografii Rychlika [88] (zob. réwniez
(12, 13, 14]).

Przedmiotem zainteresowania matematykow byty takze, motywowane réznorodny-
mi probabilistycznymi i statystycznymi zastosowaniami, optymalne oszacowania dla wy-
branych funkcjonatow statystyk porzadkowych z dowolnie zaleznych zmiennych losowych
o niekoniecznie identycznych rozktadach. Badania wtasnosci ekstremalnych rozktadow sta-
tystyk porzadkowych z préb dowolnie zaleznych obserwacji zostaly zainicjowane przez
Mallowsa [55] oraz Lai’a i Robbinsa [51] — wyznaczyli oni stochastycznie ekstremalne
rozktady maksymalnej statystyki porzadkowej dla, odpowiednio, obserwacji z rozktadu
jednostajnego na przedziale jednostkowym oraz obserwacji o dowolnych — niekoniecznie
identycznych — rozktadach. W przypadku zmiennych losowych o tym samym rozktadzie,
Rychlik [82] oraz Caraux i Gascuel [16] rozszerzyli rezultat Lai’a i Robbinsa na pozostate
statystyki porzadkowe (por. [86]). Jednostajnie osiggalne ograniczenia dla kombinacji li-
niowych dystrybuant statystyk porzadkowych z dowolnie zaleznych zmiennych losowych
o identycznym rozktadzie podal Rychlik [83]. Wymienione rezultaty prowadza do opty-
malnych oszacowan dla warto$ci oczekiwanych statystyk porzadkowych i L-statystyk (zob.
[87] i [88]).

Osiggalne ograniczenia dla wartosci oczekiwanych liniowych funkcji statystyk porzad-
kowych z proby niekoniecznie identycznie roztozonych, dowolnie zaleznych zmiennych lo-
sowych o pewnych znanych momentach, uzyskano stosujac inne podejscie. Polega ono na
wykorzystaniu zaleznosci pomiedzy statystykami porzadkowymi z proby deterministycznej
x1,...,%,, a momentami z tej proby. Oszacowania dla statystyk porzadkowych z;., oraz
ich liniowych kombinacji wyrazone za pomoca sredniej i wariancji z proby stanowity przed-
miot systematycznych badan dotyczacych identyfikacji obserwacji odstajacych (zob. np.
2], [67], [87]). Osiagalne ograniczenia dla wartosci oczekiwanych dowolnych L-statystyk
z dowolnie zaleznych obserwacji o znanych wartosciach oczekiwanych i wariancjach wy-
znaczyli Arnold i Groeneveld [4] (por. [63], [2]). Przy dodatkowym zalozeniu, ze znane sa
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réwniez kowariancje obserwacji, Aven [5] zaproponowal lepsze ograniczenie dla wartosci
oczekiwanej maksymalnej statystyki porzadkowej. Lefévre [53] rozszerzyl rezultat Avena
na kombinacje liniowe statystyk porzadkowych, lecz okazato si¢, ze jego oszacowania moga
by¢ gorsze od oszacowan Arnolda i Groenevelda. Ograniczenia lepsze zaré6wno od ogra-
niczen Arnolda i Groenevelda, jak i od ograniczeni Lefévre’a podal Papadatos [70] (por.
(11, 72]).

Prac poswieconych optymalnym oszacowaniom dla dystrybuant statystyk porzadko-
wych z préb zaleznych zmiennych losowych o cze$ciowo znanej strukturze zaleznosci jest
niewiele. Pierwszy wynik tego typu uzyskal Kemperman [47]. Rozwazyl on przypadek
proby k-tkami niezaleznych obserwacji o tym samym znanym rozktadzie, sprowadzit pro-
blem wyznaczania punktowo osiggalnych ograniczen dla dystrybuant statystyk porzadko-
wych do prostszego problemu, okreslonego przez Autora mianem problemu momentéw,
a nastepnie rozwigzat problem momentéow odpowiadajacy géornym ograniczeniom dla po-
jedynczych statystyk porzadkowych (por. [56]). Drugi wynik otrzymal Papadatos [71],
ktory wprowadzil pojecie prob maksymalnie i minimalnie stabilnych ustalonego rzedu
i podat dla takich prob optymalne jednostronne oszacowania dla dystrybuant i wartosci
oczekiwanych pojedynczych statystyk porzadkowych.

1.2. Cel naukowy. Gléwnym celem rozprawy jest wyznaczenie nowych osiagalnych ogra-
niczen dla wybranych funkcjonaléw statystyk porzadkowych z préb zaleznych zmiennych
losowych. Rozwazania prowadzone beda w ramach trzech klas modeli, wyrdznionych ze
wzgledu na zakres dostepnej informacji o strukturze zaleznosci obserwacji. Bedziemy za-
ktada¢, ze struktura ta jest albo w petni znana, albo catkowicie nieznana, albo czesciowo
znana .

W przypadku modeli niepetnej wiedzy o strukturze zaleznosci obserwacji, realizacja
wytyczonego celu wymagata zaproponowania odpowiedniego podejscia oraz wypracowania
stosownych narzedzi. Kluczowa role odgrywaja tu dwa typy charakteryzacji. Charakte-
ryzacje pierwszego typu polegaja na okresleniu wszystkich mozliwych rozktadow wektora
losowego opisujacego liczby sukceséw ¢ rodzajow w n zaleznych do$wiadczeniach loso-
wych. Charakteryzacje drugiego typu sprowadzaja si¢ do podania warunkow koniecznych
i wystarczajacych na to, aby proces stochastyczny miat identyczne rozktady jednowy-
miarowe jak dystrybuanta empiryczna z pewnej n-elementowej proby w okreslony sposob
zaleznych zmiennych losowych o tym samym znanym rozktadzie. Czesé uzyskanych wyni-
kow to istotne uogolnienia klasycznych rezultatéw opisanych w poprzednim podpunkcie,
pozostate wyniki sa nowe.

1.3. Syntetyczny opis uzyskanych wynikéw. W pracach [Al] i [A2], omdéwionych
w rozdziale 2, podano odpowiedniki klasycznych wynikéw typu Hartleya-Davida-Gumbela
dla prob zaleznych zmiennych losowych o znanej strukturze zaleznosci. W artykule [Al]
wyznaczono osiagalne ograniczenia dla wartosci oczekiwanej L-statystyk z prob losowej
licznosci zaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie o pewnych znanych mo-
mentach, gdy zaleznos¢ pomiedzy obserwacjami jest modelowana za pomoca znanych ko-
put. Do momentu ukazania sie publikacji [A1], w literaturze nie byly znane rezultaty tego
typu dla préb zaleznych obserwacji o znanej strukturze zaleznosci. W pracy [A2] podano
osiggalne ograniczenia dla wartosci oczekiwanej maksimum konkomitant odpowiadajacych
wybranym kolejnym statystykom porzadkowym, gdy zaleznosci poprzednikéw i nastepni-
koéw deterministycznej liczby niezaleznych par losowych okreslono za pomoca znanych —

LW ostatnich latach takie modele sg wykorzystywane m.in. w matematyce finansowej i ubezpiecze-
niowej (zob. np. [24, 75, 81, 95]).
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niekoniecznie identycznych — koput, poprzedniki par majg identyczny rozktad o nieznanej
ciggtej dystrybuancie, natomiast nastepniki par maja ten sam rozktad o znanej wartosci
oczekiwanej i wariancji. Dopuszczono tym samym mozliwos¢ zmiany struktury zalezno-
Sci w czasie — wezesniej badane byly jedynie wlasno$ci maksimow konkomitant dla par
identycznie roztozonych. Za pomoca uzyskanych w [A2] oszacowan, poréwnano zapropo-
nowang w pracy nowa metode wyceny ryzyk ubezpieczeniowych, alternatywna dla sktadki
zaufania, ze sktadkami wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego.

Artykut [A3], oméwiony w rozdziale 3, dotyczy sytuacji, gdy struktura zaleznosci
proby jest catkowicie nieznana. W pracy uogdlniono wynik Erdésa—Neveu—Rényi’ego [25],
mowiacy o rozktadzie liczby sukceséw w schemacie Bernoulliego, gdy proby sa zalezne.
Rezultat ten zastosowano do podania alternatywnego dowodu optymalnych nieréwnosci
Rychlika [83] dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porzadkowych z obserwacji
o tym samym rozktadzie. Proponowane podejscie umozliwia wyznaczenie odpowiednikdéw
ograniczen Rychlika dla zmiennych losowych o réznych rozktadach, jak i uzyskanie nowych
optymalnych oszacowan dla innych funkcjonatéw statystyk porzadkowych.

Wyniki prac [A4]-[A9], przedstawione w kolejnych rozdziatach, dotycza r6znych mo-
deli cze$ciowej, niepelnej informacji o strukturze zaleznosci proby. W [A4] rozszerzono
nieréwnosci Arnolda—Groenevelda—Papadatosa [4, 70] dla wartosci oczekiwanej dowolnych
L-statystyk z prob zaleznych, niekoniecznie identycznie roztozonych zmiennych losowych
o pewnych znanych momentach — na przypadek préb o losowej licznosci, gdy liczba obser-
wacji jest dowolng zmienng losowa o wartosciach w zbiorze dodatnich liczb catkowitych.
Ciggi zmiennych losowych o losowej dtugosci pojawiaja sie w wielu modelach probabili-
stycznych, np. w estymacji sekwencyjnej lub w matematyce ubezpieczeniowej. Istniejace
nierownosci nie obejmowaty tego przypadku.

W pracy [A5] zaprezentowano dalsze — w odniesieniu do przedstawionego w [A3] —
uogolnienie wyniku Erdosa—Neveu—Rényi’ego i, korzystajac z niego, rozszerzono nierow-
nosci Papadatosa [71] dla dystrybuant pojedynczych statystyk porzadkowych z maksy-
malnie oraz minimalnie stabilnych obserwacji do obustronnych osiggalnych nieréwnosci
dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porzadkowych. Nastepnie podano osiggal-
ne gorne i dolne ograniczenia dla wartosci oczekiwanych L-statystyk z takich obserwacji
oraz zbadano stabilnos¢ wartosci oczekiwanej L-statystyki z proby o zadanej maksymal-
nie stabilnej strukturze zaleznosci ze wzgledu na maksymalnie stabilne odchylenia od
tej struktury. Czes¢ uzyskanych wynikéw to uogoélnienia odpowiadajacych im rezultatéow
z prac [71, 82, 83, 84, 85, 89, 90], pozostate wyniki sg nowe.

Artykut [A6] jest poswiecony badaniu wplywu zaleznosci na wartosé oczekiwana
L-statystyki w przypadku, gdy nieznana struktura zaleznosci obserwacji nalezy do pewne-
go nieparametrycznego otoczenia niezaleznosci typu Kolmogorowa lub typu chi-kwadrat.
Inspiracje do rozwazenia otoczen tego typu stanowily warunki ¢ mieszania (ang.
W-mizing, zob. np. [20]). W pracy podajemy osiagalne — w odrdéznieniu od nieosiagalnych
zaprezentowanych w [C13] ? — ograniczenia dla réznicy wartosci oczekiwanych L-statystyk
z prob niezaleznych i zaleznych, niekoniecznie identycznie roztozonych obserwacji, o ta-
kich samych odpowiadajacych sobie jednowymiarowych rozktadach brzegowych. Ograni-
czenia wyrazone sg za pomoca charakterystyk liczbowych préby niezaleznych zmiennych
losowych oraz parametrow liczbowych opisujacych wielko$¢ otoczenia. To pierwsze w lite-
raturze osiggalne tego typu nierownosci dla wartosci oczekiwanych dowolnych kombinacji
liniowych statystyk porzadkowych.

2Symbolem C (odpowiednio, B) w niniejszym opracowaniu sa oznaczane prace nie wchodzace w sklad
osiagniecia naukowego, opublikowane po uzyskaniu (odpowiednio, przed uzyskaniem) stopnia doktora.
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W artykutach [A7] i [A8] rozszerzono podana przez Kempermana [47] charakteryza-
cje rodziny mozliwych rozktadow wektora opisujacego liczby sukcesow ¢ rodzajow w n
niezaleznych k-tkami probach, na przypadek préb zaleznych obserwacji o znanych kawat-
kami jednostajnych k-wymiarowych koputach brzegowych ® lub znanych k-wymiarowych
koputach brzegowych typu mieszanego. Uzyskane wyniki wykorzystano do wyznaczenia
punktowo osiagalnych goérnych i dolnych ograniczen dla dowolnych kombinacji liniowych
dystrybuant statystyk porzadkowych z prob jednakowo roztozonych, zaleznych obserwacji
o znanych k-wymiarowych koputach brzegowych. W przypadku wybranych rodzin zalez-
nosci podano jawne postaci ograniczen dla dystrybuant pojedynczych statystyk porzad-
kowych oraz réznic dystrybuant dwoch kolejnych statystyk porzadkowych.

W pracy [A9] wprowadzono, majace naturalng interpretacje w teorii niezawodnosci,
pojecie zaleznosci przekatniowej oraz sformutowano warunki konieczne i wystarczajace na
to, aby proces stochastyczny miatl takie same jednowymiarowe rozktady brzegowe jak dys-
trybuanta empiryczna z pewnej n-elementowej proby przekatniowo zaleznych zmiennych
losowych o tym samym znanym rozktadzie. Korzystajac z tej charakteryzacji, sprowa-
dzono problem wyznaczania ograniczen dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk
porzadkowych z préob przekatniowo zaleznych obserwacji do pewnego problemu momen-
toéw, rozwigzano ten problem metoda geometryczng oraz przedstawiono warunki konieczne
i wystarczajace jednostajnej osiagalnosci uzyskanych ograniczen. W przypadku wybranej
klasy rodzin zaleznosci wyznaczono stochastycznie ekstremalne rozktady pojedynczych
statystyk porzadkowych. Uzyskane wyniki stanowia istotne ogélnienie rezultatéw Rychli-
ka [82, 83] dotyczacych prob dowolnie zaleznych obserwacji.

Wyniki prac [A3] — [A9] moga znalezé zastosowanie w teorii niezawodnosci, np. do
oceny przecietnego czasu bezawaryjnej pracy uktadu (n—k+ 1)-sposrdéd-n lub uktadu ko-
herentnego w sytuacji, kiedy taczny rozktad czasow bezawaryjnej pracy elementow uktadu
nie jest w petni znany. Moga by¢ one uzyteczne rowniez w matematyce aktuarialnej, gdy
struktura zaleznosci ryzyk wchodzacych w sktad portfela jest czesciowo znana lub catko-
wicie nieznana, np. przy kalkulacji sktadki za reasekuracje typu ECOMOR lub typu LC
(zob. np. [50]), kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej w jednorodnym modelu indywidual-
nego ryzyka za pomoca empirycznych spektralnych miar ryzyka (zob. np. [22, 38]) lub
kalkulacji sktadki w ubezpieczeniach dla wielu os6b (zob. [C18]).

2. Zmnana struktura zaleznosci

W niniejszym rozdziale zaprezentujemy dwa podejscia prowadzace do uogolnien klasycz-
nych wynikéw typu Hartleya-Davida—Gumbela na przypadek zaleznych zmiennych loso-
wych o znanej strukturze zaleznosci. Pierwsze podejécie zostalo przedstawione w arty-
kule [A1]. Umozliwia ono wyznaczenie osiggalnych ograniczen dla wartosci oczekiwanej
L-statystyk z prob zaleznych obserwacji, gdy zalezno$¢ pomiedzy obserwacjami modelo-
wana jest za pomocg znanych koput.

Niech X, X1, X5, ... bedg zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie z nieznana
dystrybuantg F i znanym drugim momentem zwyklym py, = EX? < oo. Jedli nie za-
znaczono inaczej, zmienne losowe wystepujace w niniejszym opracowaniu beda okreslone
na tej samej przestrzeni probabilistycznej (2,4, P). Oznaczmy przez F~! lewostronnie
ciagla funkcje kwantylowa, tzn. F~'(u) = inf{zx € R: F(z) > u} dla u € (0, 1). Zal6zmy,

3K0puly kawalkami jednostajne, okreslane w literaturze réwniez mianem kopul wieloliniowych lub sza-
chownicowych (ang. multilinear or checkerboard copulas; zob. np. [23]), odgrywaja kluczowa role w pro-
cesie estymacji struktur zaleznodci dyskretnych wektoréw losowych (zob. [33, 34]).
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ze dla dowolnych z1,..., 2, € Rin > 2,
P(Xi<zy,...,. X, <z,) = Co(F(z1),...,F(x,)),

gdzie (C,)%°, jest zgodnym ciggiem koput. Niech N bedzie zmienna losowa o wartosciach
w Zy := {0,1,2,...}. Dla dowolnych a,b € Z, okre$lmy [a;b] = {a,a + 1,...,b}, gdy
a < boraz [a;b] = 0, gdy a > b. Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste \;,, gdzie i € [1;n]
oraz n € N:= {1,2,...}. Przyjmijmy konwencje 37 _. a, = 0, gdy i > J.

Wykorzystujac metode Morigutiego, udowodniono nastepujace

Twierdzenie 2.1 ([Al], Thm. 2.2). Jezeli N i (X;)2, sq niezaleine oraz spelniony jest
jeden z ponizszych warunkow:

Z1. N < c dla pewnego ¢ < o0,
2. X >0 1\, 20 dla wszystkich 1 <1< n < oo,
Z3. E|X| < 00, EN < 00 @ SUP;¢icpens | Ain] < 00,
to
1/2

Eg:l M Xy < (1) ( /0 1 o]’ dt) , (2.1)

gdzie @ oznacza prawostronng pochodng najwiekszej wypuktej minoranty funkcji

60 = POV =0 3 -0+, s, re o,

pray czym

1<ki<...<ki<n
Clhy,o e (F(21), ... F(23)) = P(Xy, < q,..., Xy, < 15)
oraz C,y(u) = u dla wszystkich u € [0,1]. Rownosé w (2.1) jest osiggana wtedy i tylko
wtedy, gdy F~1(t) = cp(t) dlat € (0,1), gdzie ¢ > 0 jest stalg normujgcq.

W przypadku deterministycznej licznosci proby oraz znanej wartosci oczekiwanej
p = EX i wariancji 0> = VarX < oo, standardowa modyfikacja dowodu twierdze-
nia 2.1 prowadzi do nastepujacego uogélnienia rezultatu Hartleya—Davida—Gumbela na
przypadek zmiennych losowych o dowolnej strukturze zaleznosci opisanej znana koputa
Cn: EXp < p+ o[y p(t) — 1]2 dt)Y2, przy czym réwnoéé jest osiagana wtedy i tylko
wtedy, gdy F~1(t) = c[p(t) — 1] dla t € (0,1), gdzie ¢ > 0 jest stalag normujaca.

Zastepujac w dowodzie twierdzenia 2.1 nieréwno$é Schwarza — nieréwnoscia Holdera,
Younga lub Jensena, otrzymamy ograniczenia dla warto$ci oczekiwanej L-statystyk wy-
razone za pomoca p-norm, momentow wyktadniczych lub kwantyli rozktadu pojedyncze;j
obserwacji (zob. [Al, Rem. 2.3]).

Warunki osiggalnosci uzyskanych ograniczen charakteryzuja nietrywialne rozktady
prawdopodobiefistwa (zob. [A1, Sect. 3.3.1 i Rem. 2.3]), umozliwiajac konstruowanie te-
stow zgodnosci (zob. np. [59]). Ograniczenia te daja réwniez mozliwosé konstruowania
przedzialéw ufnosci i testow dla momentow statystyk porzadkowych oraz oceny asymp-
totycznego zachowania momentow L-statystyk.

W pracy [A2] zaprezentowano inne podejscie, ktore doprowadzito do wyznaczenia
osiggalnych ograniczen dla wartosci oczekiwanej maksimum konkomitant dowolnie wybra-
nych kolejnych statystyk porzadkowych. Niech (Xi,Y7),...,(X,,Y,) bedzie ciagiem par
losowych o poprzednikach majacych ten sam rozktad z ciggta dystrybuanta F' i nastepni-
kach posiadajacych rozktad z dystrybuantg G. Zmienna losowa Y odpowiadajaca Xj., —
oznaczana symbolem Y[;.,; — nazywana jest konkomitantg j-tej statystyki porzadkowej lub
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statystyka stowarzyszona z j-ta statystyka porzadkowa. W przypadku par niezaleznych
o identycznych rozktadach, wtasnosci maksimow

Visn = maX{Yr:n aYV[rJrl:n}a s 7Yv[s:n } oraz V;",n = ‘/rnna

gdzie 1 < < n, badali Nagaraja i David [64] oraz Chu i in. [17].

W pracy [AZ] rozwazyliSmy przypadek ogélniejszy — niezaleznych par losowych o nie-
koniecznie tym samym rozktadzie. Najpierw wyznaczyliémy posta¢ dystrybuanty rozktadu
prawdopodobienstwa zmiennej losowe;j an, pokazujac ze

P(V;"sng = ars Z /

Tr<Ts

P(Y;, <ylz, < X;, <x,) X

k

k= 7"+1

-----

X P(KT < y‘er = xr)P(szs < y‘XzS = xs) frs(xmxs> dxrd:[;Sa

gdziey € R, a,s = (n—s+r—1)!/nl, f,s jest gestodcia wektora (X,.,,, Xs.p), za$ sumowanie
odbywa sie po wszystkich wariacjach bez powtérzen (i,,...,is) elementéw zbioru [1;n).
Nastepnie zatozylidémy, ze zalezno$é zmiennych X; oraz Y; jest opisana znang koputy C;
i sprawdzilismy, ze P(V,s, < y) = W(G(y)) dla y € R, gdzie

(ns—i—rl 151

I ] Z // (2, 1) — Oy (u, )]

Tpyennyd k= r+1

><C£T(u7t)053(z,t) w1 - 2)" dzdu,

przy czym s > r, t € [0,1], i:i ar = 1 dla ¢ > j, natomiast C! oznacza pochodna
czastkowa kopuly C; wzgledem pierwszej zmiennej. Y.aczac powyzsze z metoda Morigu-
tiego i wykazujac, ze pochodna w najwiekszej wypuktej minoranty funkcji W jest funkcja
ograniczong, uzyskaliSmy nastepujace

Twierdzenie 2.2 ([A2], Thm. 2.1). Jezeli 0 = VarY < oo i u=EY, to

1/2

1
EV,,, <pu+o (/ wg(a:) dr — 1) ) (2.2)
0
Ograniczenie w (2.2) jest osiggalne.

Uwaga 1. Twierdzenie 2.2 podaje postaé osiggalnego oszacowania gérnego dla maksymal-
nej statystyki porzadkowej z proby zaleznych zmiennych losowych o réznych rozktadach.

W pracy [A2] wyznaczylismy réwniez optymalne oszacowania na EV,.,, w przypadku,
gdy kopuly C; nie sa w pelni znane — wiadomo jedynie, ze C; sg ograniczone z dotu i z gory
przez znane kopuly (zob. [A2, Thm. 2.2]).

3. Calkowicie nieznana struktura zaleznosci

W niniejszym rozdziale oméwimy idee, zaprezentowanej w artykule [A3], alternatywnej
metody wyznaczania ograniczen Rychlika [83] dla kombinacji liniowych dystrybuant staty-
styk porzadkowych z préby dowolnie zaleznych zmiennych losowych o tym samym znanym
rozktadzie, umozliwiajacej podanie postaci ich odpowiednikéw dla obserwacji o réznych
rozktadach. Posta¢ optymalnych ograniczen Rychlik uzyskat rozwiazujac pewien nieskon-
czenie wymiarowy problem programowania liniowego, zas ich jednostajna osiggalnosé¢ wy-
kazal konstruujac odpowiedni cigg zmiennych losowych.
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Niech X1,..., X, beda dowolnymi zmiennymi losowymi. Ustalmy x, \;,..., A\, € R.
Posta¢ oszacowan dla kombinacji liniowej >7_; \;P (X}, < x) otrzymamy korzystajac
z wyniku Mériego i Székley’ego [60] mowiacego o tym, ze zbiér mozliwych wartosci wektora
momentéw (Efi(v,), ..., Efi(v,)), gdzie fi,..., fi sa dowolnymi funkcjami rzeczywistymi
na [0;n|, gdy zmienna losowa v, ma dowolny rozktad prawdopodobienstwa na [0; n], jest
domknieta otoczka wypukta conv {(f1(7),..., fi(i)): i € [0;n]}. Stosujac ten rezultat do

Vn = 20y 1ix,<a), J1(t) = t/n oraz fo(t) = X5 Aj1jje0)(t), dostajemy

(F(x),zn:)\jP(ij < a:)) € conv { (;’i)\j) D1 € [O;n]} : (3.1)

a stad wynika, ze

n

C(F(x)) < D NP (Xjm < 7) < C(F(2)), (3.2)
7j=1
gdzie F(x) = + Y% | P(X; < x), 14 oznacza indykator zbioru A, natomiast C' i C to,

odpowiednio, obwiednia dolna i obwiednia gérna otoczki wypuktlej z (3.1) (por. [83, Lem.
2]). W przypadku pojedynczych statystyk porzadkowych, postaé ograniczen (3.2) poda-
li Caraux i Gascuel [16], natomiast warunki konieczne i wystarczajace ich osiagalnosci
sformutowat Rychlik [86].

Kluczowym elementem zaproponowanego w pracy [A3] dowodu jednostajnej osiggal-
nosci nieréwnosci (3.2) dla jednakowo roztozonych obserwacji, jest nastepujace uogdlnienie
wyniku Erdésa—Neveu-Rényi’ego [25] (zob. réwniez [30, Lem. III.1]) na przypadek mono-
tonicznych rodzin zdarzen:

Twierdzenie 3.1 ([A3], Thm. 2). Niech {Y (z): x € R} bedzie procesem stochastycznym
o wartosciach w [0;n]. Nastepujoce warunki sqg réwnowazne:

(i) Istnieje przestrzen probabilistyczna oraz taki cigg wymienialnych zmiennych loso-
wych Xq, ..., X, okreslonych na tej przestrzeni, ze

Voer V()< > 1ix,<a}s

J=1

gdzie L ornacza réwnosé rozkladéw.
(ii) Funkcja R 3 x — P(Y(x) > j) jest dystrybuantq dla kazdego j € [1;n].

Dowdd twierdzenia 3.1 wymagal nowego pomystu. Adaptacja oryginalnego dowodu
nie byta mozliwa, poniewaz skonstruowana w przedstawiony tam sposéb miara P zalezala
od z. Idei dowodu podanego przez Sibuya [94] réwniez nie mozna byto wykorzystaé, gdyz
uzyskane w taki sposob rodziny zdarzen mogty nie by¢ monotoniczne.

Na mocy twierdzenia 3.1, do wykazania na przyktad jednostajnej osiagalnosci gérnego
ograniczenia (3.2), wystarczy rozwazy¢ proces stochastyczny {Y (z): © € R} spemhiajacy
warunek P(Y(z) = n;) = p(z) = 1 — P(Y(x) = n;11) dla nF(x) € [n;,n;11], gdzie i €
[1;m—1], przy czym nq, ..., n,, oznaczaja odciete kolejnych koncéw odcinkéw tworzacych
tamang C, za$ p(t) jest tak dobrane, ze Ef)(Y(z)) = F(z), a nast¢pnie sprawdzi¢, ze
Ef,(Y(z)) = C(F(x)) dla nF(z) € [n;,n;y1] oraz zauwazy¢, ze R 3 z — P(Y(x) > j)
jest dystrybuanta dla kazdego j € [1;n].

Przedstawione podejscie moze by¢ wykorzystane do wyznaczania nowych ograniczen
dla wybranych funkcjonaléw statystyk porzadkowych z préb dowolnie zaleznych zmien-
nych losowych o tym samym rozktadzie, jak i uzyskiwania jednostajnie osiggalnych nie-
rownosci typu Bonferroniego (zob. [A3, Sect. 3]).
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4. Proby o losowej licznosci o pewnych znanych momentach

W rozdziale tym przedstawimy zaproponowane w [A4] rozszerzenie nieréwnosci Arnolda—
Groenevelda—Papadatosa [4, 70] dla wartosci oczekiwanej L-statystyk, na przypadek préb
o losowej licznosci.

Niech N bedzie zmienna losowa przyjmujaca wartosci w N i niech X, Xy, ... bedzie
ciggiem dowolnych zmiennych losowych. Powiemy, ze ciag X, X, ... jest warunkowo wy-
mienialny wzgledem N, jesli dla kazdego n € N, dla ktorego P (N = n) > 0, nastepujaca
rOWnos¢

P(Xy <2y, Xy <2 | N=n) =P (Xo0) <1, Xogn) < | N =)
zachodzi dla wszystkich permutacji 7 = (7(1),...,7(n)) elementéw zbioru [1;n] oraz
wszystkich zq,...,x, € R.

Ustalmy liczby rzeczywiste A, oraz zdefiniujmy wielkosci ¢, = C™ (i/n) — C™ ((i —
1)/n) i dym = C"(i/n) — C"™((i — 1)/n), gdzie i € [L;n], n € N, zag C™ i ™ to, odpo-
wiednio, dolna i gérna obwiednia otoczki wypuktej conv {(z [, )\jn) 1€ [0; n]} :

Twierdzenie 4.1 ([A4], Thm. 2.1). Jezeli EXN | X2 < 00 i sup, 5, n~ ' Y0y [Ain| < o0,

to
N N N 2
Ez/\iNXi!N <E<XNZ/\1N> + lEZ(CiN—AN) ] AN (41)
i=1 i=1 i=1
oraz
N N N R
EY \iyvXiy > E (XN > AZ-N) - [EZ (din — ) ] Aw, (4.2)
i1 i=1 i=1
gdzie T, = n 10w, Ay = 0L iy, natomiast

N2 — Ei(xi )’ —E [N (Xn —MN)2] ,

przy czym @, = n~* " EX;. Ponadto jezeli dla kazdego n cigg (N\in);_, jest niemalejgcy
(odpowiednio, nierosngcy), to dla dowolnej catkowalnej zmiennej losowej N istnieje cigg
zmiennych losowych (X;);2, warunkowo wymienialny wzgledem N, dla ktérego w nierdw-
nosci (4.1) (odpowiednio, (4.2)) osiggana jest réwnosé.

Odnotujmy, ze (4.1) i (4.2) sprowadzaja si¢ do nieréwnosci Papadatosa [71, Thm. 2.1,
Eq. (2.2) oraz Thm. 2.2] w przypadku, gdy P(N = n) = 1 dla pewnego n € N. Warto
podkresli¢, ze osiagalne ograniczenia (4.1) i (4.2) nie sa bezposrednimi wnioskami z rezul-
tatéw Papadatosa — nie mozna ich otrzymaé np. metoda warunkowania (zob. [A4, Example
2.1]). Wyznaczenie postaci (4.1) i (4.2) wymagalo zastosowania dwuetapowego oszacowa-
nia, dla ktérego punktem wyjscia jest tozsamosé Abela. Osiggalnos¢ ograniczen wykazano
konstruujac ciag zmiennych losowych Xi, X,,... warunkowo wymienialny wzgledem NN,
speliajacy warunki osiggalnosci obu szacowan.

Oszacowania (4.1) i (4.2) sa uzyteczne pod warunkiem, ze znamy wartosci wystepu-
jacych w nich momentéw. Mozna je wyznaczy¢ np. w przypadku, gdy znany jest rozktad
N oraz dla wszystkich 1 <14 < j < oo znane sg warunkowe wartosci oczekiwane E[X;| V],
warunkowe wariancje Var[X;|N| i warunkowe kowariancje Cov[X;, X;|N]|. Gdy znamy
jedynie rozktad N oraz E[X;|N] i Var[X;|N] dla i > 1, mozemy skorzysta¢ z osiagalnych
ograniczen postaci (4.1) i (4.2), w ktorych Ay zastapiono (nie mniejsza) wielkoscia A

gdzie é?v =EXN (X — ﬁN)Q -E [\/N (YN — ﬁN)r . Jezeli wariancje obserwacji nie sa
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skoriczone, lecz E|X; In X;| < oo dla ¢ € N, to uzyteczne moga by¢ oszacowania uzyskane
za pomoca nieréwnosci Younga (zob. [A4, Thm. 4.1]).

Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia 4.1 jest nastepujace rozszerzenie klasycznej
nieréwnosci Samuelsona [92]

li (Tnm — Tn)Pn

n=1

< (1—i n) (anz —:rn)2>,

n=1 =1 =1

gdzie (2,)° jest dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych, za$ (p,)32, jest dowolnym roz-
ktadem prawdopodoblenstwa na N (zob. [A4, Sect. 5.6]). Przyklady statystycznych iak-
tuarialnych zastosowan twierdzenia 4.1 oraz ograniczen [A4, Thm. 4.1] wyrazonych za
pomoca wartosci oczekiwanych i entropii obserwacji podano w [A4, Subsect. 5.4, 5.51 5.6].

5. Préoby maksymalnie stabilne

W rozdziale tym zaprezentujemy wyniki pracy [A5] dotyczace jednego z dwoch rozwaza-
nych w niej modeli stochastycznej zaleznosci — modelu obserwacji maksymalnie stabilnych.
Pojecie to wprowadzit Papadatos [71].

Definicja 1. Niech j € [1;n]. Mowimy, ze zmienne losowe X, ..., X, sa maksymalnie
stabilne rzedu j, gdy dla wszystkich j-elementowych podzbioréw {k1, ..., k;} zbioru [1;n],
zmienne losowe max{Xy,,..., Xy} maja ten sam rozktad.
Twierdzenie 5.1 ([A5], Thm. 2.1). Niech j € [1;n] i A\j, \jt1,- .., A\ € R.
(i) Jezeli zmienne losowe Xq,. .., X, s¢ maksymalnie stabilne rzedu j oraz
Fijy(z) =P(max{Xy,...,X;} <z), zeR, (5.1)

to dla kazdego v € R

C; (Fiy(@) < 3 MP (Xiw < 2) < T (Fy (@) (5.2)

k=)

gdzie C; i C; oznaczajq, odpowiednio, obwiednie dolng i obwiednie gérng otoczki wypukiej

zbioru
o

przy czym (i); =i(i —1)---(i—j+1) dlai > j oraz (i); =0 dla i < j.

(ii) Ponadto dla dowolnej dystrybuanty Fi; istniejg wymienialne zmienne losowe
Xi,..., X, spelniajgce warunek (5.1), dla ktorych réwnosé w pierwszej (odpowiednio,
drugiej) nieréwnosci w (5.2) jest osiggana dla wszystkich x € R.

Postaé¢ ograniczen (5.2) wyznaczono, stosujac — opisang w trzecim rozdziale — me-
tode obwiedni zbioru momentéw. Osiggalno$é¢ ograniczen udowodniono, wykorzystujac
nastepujace uogoélnienie twierdzenia 3.1.

Lemat 5.2 ([A5], Lem. 2.2). Niech j € [1;n] i niech {v(z): x € R} bedzie procesem

stochastycznym o wartosciach w Z; = { (;), (”1) ()} Nastepujgce warunki sq

rownowazne:

(i) Istnieje przestrzeri probabilistyczna oraz takie wymienialne zmienne losowe X1, . . .,
X, okreSlone na tej przestrzeni, ze
)

d
Veer v(z)= > 1{Xk1<ac,...,Xk].<:c}-
1<k <. <kj<n
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(ii) Funkcja R > x +— P(v(x) > 1) jest dystrybuantq dla kazdego i € Z;\ {0}.

Twierdzenie 5.1 prowadzi do osiagalnych ograniczen dla wartosci oczekiwanej L-sta-
tystyk. W dalszej czesci niniejszego opracowania bedziemy zaktadaé, ze wystepujace w niej
calki istnieja i sg skonczone.

Twierdzenie 5.3 ([A5], Thm. 3.1(i)). Niech j € [1;n] i X\j, N\js1,..., A\, € R. JeZeli
X1, ..., X, sq maksymalnie stabilne rzedu j oraz P(Xj,; < x) = Fjy(x) dla x € R, to

1 o n 1
/0 FL(t) dCy(t) S BY. MeXpn < /0 FL(t) dC(t), (5.3)
k=j

gdzie C i C; sq zdefiniowane tak jak w twierdzeniu 5.1. Oba ograniczenia w (5.3) sq o0sig-
galne, tzn. dla dowolnej dystrybuanty F\;) istniejq wymienialne zmienne losowe X, ..., X,
spetniajgce warunek: P(X;.; < x) = Fj)(x), x € R, dla ktorych w pierwszej (odpowiednio,
drugiej) nieréwnosci zachodzi réwnosé.

Uwaga 2. W przypadku pojedynczych statystyk porzadkowych, gérne ograniczenia (5.2)
i dolne ograniczenia (5.3) — w inny sposéb — wyznaczyt Papadatos [71]. Obustronne ogra-
niczenia (5.2) i (5.3) dla j = 1, czyli dla dowolnie zaleznych obserwacji o tym samym

rozkladzie, podat Rychlik [83].

Twierdzenie 5.3 moze stanowi¢ punkt wyjsécia do poszukiwania nowych oszacowan dla
wartosci oczekiwanej L-statystyk. Laczac ten rezultat z metoda Morigutiego, otrzymamy
ograniczenia wyrazone za pomocg dwoch pierwszych momentow Xj.;. Oznaczmy przez c;
prawostronng pochodng funkeji C';.

Twierdzenie 5.4 ([A5], Prop. 3.2). Ustalmy j € [1;n] oraz A\j, A\j11,..., A\, € R. Niech
Xq,..., X, bedg zmiennymi losowymi maksymalnie stabilnymi rzedu j, o znanej warto$ci
oczekiwane] EX.; = ) ¢ wariancyi VarX;,; = 0(2]-). Wowczas

E Z )\k (Xk:n — ,u(j)) < u(]) O‘(j), (5.4)
k=j

gdzie
1/2

u() = | [ ey ae- (z Ak)

Jezeliu(j) > 0, to ograniczenie (5.4) jest osiggane dla pewnych wymienialnych zmiennych
losowych X1, ..., X,, dla ktérych funkcja kwantylowa maksimum X;.; ma postac

FG) (1) = gy + (Cj(t) = kf: Ak) )/ u(j)-

Jezeli u(j) = 0, to dla dowolnej dystrybuanty F\;) istniejq takie wymienialne zmienne
losowe X1, ..., Xy, z2e P(Xj; <z)=Fy(z), z € R, dla ktérych ograniczenie w (5.4) jest
osiggane.

Uwaga 3. Dolne odpowiedniki ograniczen (5.4) podano w [A5, Prop. 3.2]. Ktadac j =1
w twierdzeniu 5.4, otrzymujemy szczegdlny przypadek ograniczen Rychlika [84]. Przy do-
datkowych zalozeniach o rozktadzie statystyki X;.; mozna wyznaczy¢ oszacowania lepsze

od (5.4) (zob. [A5, Prop. 3.4]).
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. . n
Latwo spostrzec, ze Cj = Dij

0 = (n) C,((0);/(n);) = Cy((0 = 1);/(n);)
! (1); — (@ —1); ’
za$ 1; jest indykatorem przedziatu [(i —1);/(n);, (i);/(n);). Oznacza to, ze funkcja kwan-
tylowa wystepujaca w (5.5) jest funkcja schodkowa o skokach w pewnych punktach zbioru
{(1);/(n);:i=j,7+1,...,n—1}. Twierdzenie 5.4 umozliwia tym samym uzyskanie osia-
galnych deterministycznych odpowiednikéw nieréwnosci (5.4), stanowiacych uogélnienie
klasycznej nieréwnosci Samuelsona (por. [92, 87]).

Niech j € [1;n] i z1,...,2, € R. Dla kazdego j-elementowego podzbioru I zbioru
[1;n], oznaczmy przez x;; maksimum zbioru {z;: [ € I}. Zdefiniujmy wielkosci

—1 —1
n n
Tjj = <]> Y wr; oraz 7= ( ) S (xry —7y)°, (5.6)
I

J T

a;1;, gdzie

(5.5)

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich j-elementowych zbiorach I C [1;n].

Wnhniosek 5.5 ([A5], Cor. 3.3). Niech j € [1;n] oraz A\j, A\j11,..., A\, € R. Wowczas dla
dowolnych z1,...,x, € R,

Z )\k’ (J:k:n - Tj:j) < u(j)sj:jy (57)
k=i

gdzie
1/2

-1 . 2
, n ~ 1—1 -
an={(1) £l (Ea) ]
J i=j J— k=j
2a$ a;, Tj.j 1 55, okreslone sq wzorami (5.5) i (5.6). Jezeli u(j) > 0, to réwnosé w nieréw-
nodci (5.7) jest osiggana, gdy
$1:$2:...:$j:a+bjﬁ
oraz
xi:a—i_biﬁa Z:j+17j+277n7
przy czym o« € R 1 3 > 0 sqg dowolne, natomiast

ap — S\
b, = kT iy kE=j,j+1,...,n.

[(7;)1 e af(;:i) _ ( . )\i)g] 12’

Jezeli u(j) = 0, to réwno$é w (5.7) zachodzi dla wszystkich xq, ..., x, € R.

Twierdzenie 5.3 mozna réwniez wykorzysta¢ do badania stabilnosci wartosci ocze-
kiwanej L-statystyki z proby o znanej maksymalnie stabilnej strukturze zaleznosci ze
wzgledu na maksymalnie stabilne odchylenia od tej struktury.

Ustalmy j € [1;n]1Aj, Aji1,..., A, € R.Niech X3, ..., X, beda zmiennymi losowymi
maksymalnie stabilnymi rzedu j oraz Fi;)(z) = P(X;; < z) dla z € R. Niech dalej
D: [0,1)" — [0, 1] bedzie taka koputa, ze

Dkl,...,kj (t, e ,t) = D17._.7j(t, e ,t) = (Sj(t), t € [0, 1],
dla wszystkich 1 < ky < ... < k; < n, gdzie Dy, 4, (t,...,t) = D(z1,...,2,), przy czym

i

zm =t dlam € {ly,...,[;} oraz z,, = 1 w przypadku przeciwnym (1 < [; < ... <[; <
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n, i = 1,...,n). Zatézmy, ze §; jest funkcja Scisle rosngca i rozwazmy zmienne losowe
Y1, Ys, ..., Y, o tacznym rozktadzie z dystrybuantg

PYi<uzy,....Y,<xz,) = D(F(x1),...,F(x,)), x1,...,2, € R,

gdzie F(z) = 5]-_1(F(j)(x)). Oznaczmy k-ta statystyke porzadkowa w prébie Yi,..., Y,
przez Yy.,. Skoro

P(Y;‘:j < SL’) = Dl,...,j<F<x)7 M) F(QZ)) = @(F(l’)) = F(])(QJ): T e R,
to zmienne losowe Yj.; i X;.; majg ten sam rozklad.

Twierdzenie 5.6 ([A5], Prop. 4.1). Jezeli przekgtna 0; kopuly Dy jest funkcjq Scisle
rosnqcq oraz znana jest wartos¢ oczekiwana BXj.; = pey 1 wariancja VarX;,; = 0(2]-), to

—(j)og) KEY MNeXin — ED S MYin < wp(5)o(), (5.8)

k=j k=j

gdzie
w) = ([mora) . w = ([ mera)”

przy czym h; (odpowiednio, h;) oznacza pochodng prawostronng najwickszej wypuklej ma-
joranty (odpowiednio, najmniejszej wklgstej minoranty) funkcji H;(t) = C;(t)—®;(0; (¢)),
zas

n n - i—1
;) =S N> (~1) k(k 1) Y Diw(t,. 1)
= - 1<k <...<k;<n
Jezeli 1y(j) > 0 ¢ up(j) > 0, to dolne ograniczenie i gorne ograniczenie w (5.8) jest
osiggane dla pewnych wymienialnych zmiennych losowych X1, ..., X,, dla ktorych funkcja
kwantylowa F(;)l maksimum X;.; jest, odpowiednio, postaci

F(;)l(t) = HKi) — Ej(t)a(j)/lb(j) U F(;)l(t) = p) + by (t)og) /us(d)-
Jezeli ly(7) = 0 (up(j) = 0), to dla dowolnej dystrybuanty Fjy réwnos¢ w pierwszej (dru-
giej) nieréwnosci w (5.8) jest osiggana dla pewnych takich wymienialnych zmiennych lo-
sowych Xi,...,X,, te P(X;,; < ) = F(j)(z) dla wszystkich v € R.

Dla j = 1 oraz koputly niezaleznosci D(t1, ..., t,) = t1-...-t,, jawne postaci ograniczen
dla, odpowiednio, EXy., — EY}., oraz E (Xii1., — Xgn) — E (Yer1.n — Yin) , wyrazonych
za pomoca, odpowiednio, p-normy (1 < p < oo) oraz odchylenia standardowego, zostaty
wyznaczone przez Rychlika [89, 90].

6. Nieparametryczne otoczenia niezaleznosci

Praca [A6] jest po$wiecona badaniu wplywu zaleznosci na warto$¢ oczekiwana L-sta-
tystyki w przypadku, gdy nieznana struktura zaleznos$ci obserwacji nalezy do pewnego
nieparametrycznego otoczenia niezaleznosci.

Niech Xi,..., X, n > 2, bedg nieujemnymi zmiennymi losowymi o dystrybuantach,
odpowiednio, Fi, ..., F, i niech X|,... ,X;L beda takimi niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi, ze X; 2 X; dla i € [1;n]. Symbolem X ,’m oznaczmy k-ta statystyke porzadkowa
w probie Xi,..., X, za$ symbolem X, oznaczmy min{X;: i € I}, ) # I C [1;n].

) n’
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Przypomnijmy, ze n-koputa Farliego-Gumbela—Morgensterna (krétko, n-koputa FGM)
zdefiniowana jest wzorem

Cluy, ... u,) = (1 +zn: > e [J2 —uj)) f[lu,-, (u1,...,un) €10,1]",

t=21eC;  jeI

gdzie C; to rodzina wszystkich t-elementowych podzbioréw zbioru [1;n], natomiast para-
metry p; € [—1,1], I € Z, = U}, C}, spelniaja warunek

L+> > pr[[¢i >0 dla wszystkich  #y,...,9, € {—1,1} (6.1)

t=21eCy i€l

(zob. np. [48]). Zbiér dopuszczalnych wartosci parametréw © jest domknietym wypuktym
wielotopem w R?"~"~! o niepustym wnetrzu.

Ustalmy liczby rzeczywiste A1, ..., \,, zdefiniujmy zmienne losowe L = >} 1 A\ Xk
i L =" \.X,., oraz okreslmy wielkosci

- ¢ t—1
A= An_kﬂ(—l)t—’f( ) t=1,2,3,...,n. (6.2)
= k—1

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: card A — moc zbioru A, intA — wnetrze zbioru A,
Cogy =1{Z C I:cardZ = k} oraz sgn(a) = —1(_0)(a) + 1o,)(a) dla a € R.

Ponizej przedstawimy gérne oszacowania na E(L—L') dla dwéch typéw otoczen nieza-
leznoéci, wyrazone za pomoca momentéw proby niezaleznych zmiennych losowych X, . . .,
X;L oraz parametrow liczbowych opisujacych wielkos¢ otoczen. Ich dolne odpowiedniki
mozna otrzymaé, korzystajac z zaleznosci inf E>p | Mg Xy, = —sup E Y} (=) X
Postac ograniczen wyznaczono dokonujac dwu- lub trzyetapowych oszacowan. Osiagalnosé¢
ograniczen uzyskano, przeprowadzajac analize warunkéw osiggalnosci uzytych nieréwnosci
oraz stosujac zasade wlaczen i wylgczen.

Najpierw zaprezentujemy oszacowania dla otoczen niezaleznosci typu Kotmogorowa.
Bedziemy uzywaé konwencji, ze 0/0 = 0.

Twierdzenie 6.1 ([A6], Thm. 1). Zaléimy, Ze dla dowolnego t € [2;n] oraz dowolnych
1 € C; istniejg takie e; > 0, Ze
oy [P (OerXs > 0) — [Ler PYs > )
>0 [Lier P(X; > 7)

K Er.

Wowcezas

n

E(L-L)<Y MY eEXy . (6.3)

t=2 IeC,

Jezeli wielkosci e sq dostatecznie male, tzn. (pr)rez, € intO, gdzie pr = b _o(—1)*
Sgn(S\k)ZJeCk’I ey, to réwnosé w nieréwnodci (6.3) osiggana jest dla pewnego wektora
losowego (X1,...,X,) o n-kopule FGM z parametrami p; = prLie;p; " oraz o jedno-
wymiarowych rozktadach brzegowych o dystrybuantach F; = piljg e,y + Li,00), © € [1i7],
gdzie ¢; sq dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, zas p1,...,p, € (0,1) sq takie,
ze (p[)[e_’[z € int®.

Kolejne dwa twierdzenia prezentuja oszacowania na E(L — L") dla dwéch rodzajéw
otoczen niezaleznosci typu chi-kwadrat.
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Twierdzenie 6.2 ([A6], Thm. 3). Zaldimy, zZe dla dowolnego t € [2;n] oraz dowolnych
I € C; istniejg takie e > 0, Ze

[P (Nie {Xi > 2}) — [Lie; P(X; > 2))? 2
J e P(X; > ) s
Wtedy
B(L- L) <3 IM Y e (Bx,) (6.4)

t=2 IeC

gdzie N dane sq wzorem (6.2). Ograniczenie (6.4) jest osiggane, gdy (Xi,...,X,) ma
n-kopute FGM z parametram:

1, ~1/2
pr = (sz) S (—DFsgn(h) Y esey'? (H(l —Pj)) :

il k=2 JECk.1 jeJ

I €Cy, t€[2;n], przy czym ¢y = min{c;: i € J}, oraz jednowymiarowe rozklady brzegowe
o dystrybuantach F; = pilic,y + lie, 00, @ € [150], gdzie p1,...,pn € (0,1) icy, .. cp >0
sq takie, Ze spelniony jest warunek (6.1).

Twierdzenie 6.3 ([A6], Thm. 5). Zaldimy, zZe dla dowolnego t € [2;n] oraz dowolnych
I € C; istniejg €7 > 0, dla ktorych

/°° [P (Nic {X: < 7)) — [Lie; P(X; < @) do < &2
0 1 — L, P(X; < 2) S
Wtedy
LN ;N1/2
B(L- L)< Y |M Y & (BX),)". (6.5)
t=2 I1€Cy

gdzie X;.; = max{X;: i € I} oraz

t—1

t
A,:§2A4—1Yk< ), t=1,2,3,...,n.
= k—1

Ograniczenie (6.5) jest osiggane, gdy (X1, ..., X,) ma n-kopute FGM z parametrami

1, 1/2 —1
pr = <H(1 —pz‘)) Z(—l)t_k+18gn(5\k) > 5Jé;1/2 (1 - Hpj) (H pj) ;

k=2 JeCy 1 jeJ jeJ

I €Cy, t €2;n], przy czym ¢; = max{c;: i € I}, oraz jednowymiarowe rozklady brzegowe
o dystrybuantach F; = p;ligc,) + 1ie 00y, © € [1;n], gdzie p1,...,pn € (0,1) icy,...,cn >0,
sq takie, Ze spelniony jest warunek (6.1).

Uwaga 4. Nieréwnosci (6.3), (6.4) i (6.5) sa pierwszymi w literaturze osiggalnymi nier6w-
nosciami dla wartosci oczekiwanych dowolnych L-statystyk z proby zaleznych zmiennych
losowych o réznych rozktadach i czesciowo znanej niewymienialnej strukturze zaleznosci.
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7. Znane wielowymiarowe rozktady brzegowe

W niniejszym rozdziale oméwimy rezultaty prac [A7] i [A8], uogdlniajace wyniki Kem-
permana [47] dla k-tkami niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie, na
przypadek wektorow losowych o wartosciach w R”, ktorych k-wymiarowe rozktady brze-
gowe maja te samg wymienialng kopute kawatkami jednostajna lub t¢ sama wymienialng
kopute typu mieszanego.

Zacznijmy od okreslenia rodzin generatoréw klas Frécheta n-koput o identycznych,
kawatkami jednostajnych, wymienialnych koputach brzegowych. Niech n € {2,3,...}, r €
Z., D, oznacza zbior wszystkich takich (r + 2)-elementowych ciagéw liczb rzeczywistych
do,dl,...,dr_;,_l, ze0=dy<dy <...<d, < dr-l—l =1loraz d = (dg,dl,...,dT_H) € D,.
Ciag d wyznacza rozbicie przedziatu (0, 1] na r+1 roztacznych przedziatéw V; = (d;, di1 1],
i € [0;r]. Rozbicie to wyznacza z kolei rozbicie kostki (0, 1]™ na (r +1)" prostopadltoscien-
nych blokéw postaci V;, x ... x V; ;| gdzie iy,...,i, € [0;r]. Oznaczmy przez Q} rodzine
wszystkich tgcznych rozktadéw n wymienialnych zmiennych losowych o tym samym roz-
ktadzie jednostajnym na (0, 1], ktérych obciecia do blokéw V;, X ... XV, iy, ... i, € [0;7],
sa jednostajne na tych blokach. Przyktady takich rozkladéw podano w [A7, Example 2.1
i 2.2]. Kopuly stowarzyszone z rozkladami z Q} sa znane w literaturze jako koputy wieloli-
niowe lub szachownicowe (ang. multilinear or checkerboard copulas; zob. np. [23]). Koputy
te odgrywaja kluczowa role w modelowaniu i estymacji struktur zaleznosci dyskretnych
wektoréw losowych (zob. [33] 1 [34]).

Zauwazmy, ze jesli (Ui, ..., U,) marozktad Q* € Q}, to zmienne losowe Uy, ..., U, sa
warunkowo niezalezne pod warunkiem (Uy, ..., U,) € V;, x...xXV; ,gdzie iy, ..., i, € [0;r].
Odnotujmy réwniez, ze dla r = 0 otrzymujemy rozktad jednostajny na kostce (0,1]",
stowarzyszony z n-koputa niezaleznosci. Z kolei dla r > 1, jako przypadki szczegodlne,
uzyskujemy rozktady prowadzace do sum porzadkowych (ang. ordinal sums) koput nieza-
leznosci, jak i rozktady odpowiadajace mieszankom koput rzadkich (ang. sparse copulas)
wyznaczonych przez ciagi kopul niezaleznosci (por. [23]).

Niech Qx(Q*), gdzie 1 < k < n—11 Q" € Qf, oznacza rodzine wszystkich miar
probabilistycznych na (0, 1]", majacych takie same k-wymiarowe rozktady brzegowe jak
Q*. W przypadku szczegdlnym jednostajnego rozktadu Q* na (0, 1]", Qr(Q*) jest rodzing
wszystkich miar probabilistycznych na (0, 1]" o jednostajnych k-wymiarowych rozktadach
brzegowych. Przyklad [A7, Example 2.3] pokazuje, ze dla dowolnego Q* € Q} rodzina
Q1 (Q*) jest nieprzeliczalna oraz ze elementami Q(Q*) sa zaréwno rozktady wymienialne,
jak i niewymienialne. Swiadczy to o nietrywialnosci nieregularnego uktadu rozkladéw

brzegowych Q(Q*) (zob. np. [80]).

Niech 1 < k < ni@Q* € Q). Oznaczmy przez C* kopule stowarzyszona z rozkladem
Q*, zas przez C; — kawaltkami jednostajng kopute (-wymiarowych rozktadéw brzegowych
Q); rozktadu Q*. Przyjmijmy, ze C = C* oraz C}(u) = u dla v € [0, 1].

Wprowadzmy nastepujaca definicje:

Definicja 2 ([AT7], Sect. 3). Méwimy, ze X = (X3,...,X,,) jest wektorem C}-zaleznych
zmiennych losowych lub ze X jest C}-zalezny, gdy dla wszystkich 1 < j; < ... < jp <n
wektory (Xj,,...,Xj,) maja t¢ samg kopute C}.

Odnotujmy, ze C}-zalezne zmienne losowe Xj,..., X, nie musza mie¢ kopuly C*,
chyba ze k = n. W istocie dla k = 1 otrzymujemy model dowolnie zaleznych zmiennych
losowych, natomiast dla r =012 < k <n — 1 — model k-niezaleznosci, rozwazany przez
Kempermana [47].
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W pracy [AT7] zaprezentowano metode wyznaczania punktowo osiggalnych ograniczen
dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porzadkowych w prébie C}-zaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozktadzie. Jej zasadniczym elementem jest charak-
teryzacja rodziny wszystkich mozliwych rozktadéw wektora losowego opisujacego liczby
sukceséw g rodzajow w skonczonej liczbie C}-zaleznych doswiadczeniach, z ktérych kazde
prowadzi do sukcesu jednego rodzaju w przypadku, gdy prawdopodobienstwa sukceséw
poszczegblnych rodzajoéow sg ustalone.

Niech F' bedzie dystrybuanta na R. Okreslmy wielkosci dy = F “(d;) dla ¢ € [1;7].
Bedziemy zaktadac, ze

F(d;)=d; dla ie€][l;r]; (7.1)
warunek ten jest spetniony, gdy F' jest ciagta w punktach di,....d,. Ustalmy wielkosci
—00 =29 < T < Ty < ...< Ty < Tyy1 = +00 (7.2)
i zapiszmy zbior A = {xq,z1,..., 251} U{ds,...,d.} w postaci A% = {vo,v1,..., 0411},
gdzie
—00 =) <V <V < ...< Uy < Vgyq = 400, (7.3)
przy czym q = card A% — 2.
Dla kazdego wektora losowego X = (X1, ..., X,,) zdefiniujmy zmienne losowe
B, = B,(X) = 22‘211{%%@“1}, p=0,1,....q. (7.4)
Aby unikna¢ rozktadéw zdegenerowanych, bedziemy zaktadaé, ze
F(up41) — F(v,) >0 dla p=0,1,...,q. (7.5)

Latwo spostrzec, ze wektor losowy B = B(X) = (By, By, ..., B,) przyjmuje wartosci
w zbiorze

q
1
Zq[n] = {(y()ayh s :yq) S Z?‘:_ : Zyp = TL}
p=0
Niech (X7,..., X}) bedzie wektorem losowym o kopule C* i identycznych jednowy-
miarowych rozktadach brzegowych o dystrybuancie F. Okre$lmy zmienne losowe

Zy=Y_ Ly,<xi<opny, P=0,1,...,q,
j=1
oraz wektor losowy Z = (Zy, Z1, ..., Z,). Odnotujmy, ze Z przyjmuje wartoéci w zbiorze
>-,[n] oraz ze Z ma rozktad wielomianowy, gdy r = 0.
Charakteryzacje rodziny By (F') wszystkich mozliwych rozkladéw wektora losowego
B(X), gdy X jest dowolnym wektorem C}-zaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie z dystrybuanta F, podaje nastepujace

Twierdzenie 7.1 ([A7], Thm. 2.1). Niech Y = (Yo, Y1,...,Y,) bedzie dowolnym wektorem
losowym o wartosciach w Y- ,[n] i niech vy,... v, bedq takie jak w (7.5). Nastepujgce
warunki sq réwnowazne.

(i) Wektor losowy Y ma taki sam rozkltad jak wektor losowy B = (By, By, ..., By)
zwigzany zaleznosciq opisang przez (7.4) z pewnym wektorem X = (X1, Xa, ..., X,)
C-zaleznych zmiennych losowych o dystrybuancie F.

(ii) Dla tych wszystkich ig, i1, ..., iq € Zy, dla ktorych io + i1 + ... + i, < k,

E[Y Y. . Y| =EB[Z{Z} ... Z}]. (7.6)
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(iii) Dla wszystkich ig, iy, ..., 1y € Zy, dla ktorych io+ 11 + ... + 14, <k,

q
E[H%(Yp_l)“'(%_ip"’lﬂ :E[HZP(ZP_1)'-'(Zp_ip+1>]'
p=0 p=0

Réwnowaznosé (ii) oraz (iii) jest konsekwencja definicji liczb Stirlinga pierwszego
i drugiego rodzaju. Dowdd implikacji (i) = (ii) sprowadza sie do wykonania odpowied-
nich przeksztalcen algebraicznych. W dowodzie implikacji (iii) = (i) wykorzystano podej-
scie Kempermana [47]: najpierw dla kazdego Y speiajacego (iii), skonstruowano miare
probabilistyczna @ na kostce (0, 1], nastepnie pokazano, ze teza (i) zachodzi dla pewne-
go wektora X o rozktadzie @) w przypadku, gdy Y 2 Z, po czym udowodniono, ze (i)
zachodzi dla wszystkich Y spelniajacych (iii).

Z twierdzenia 7.1 wynika, ze wektor losowy Y = (Y, Y3, ...,Y,) ma taki sam rozktad
jak wektor losowy B = (By, By, . .., B,) zwiazany zgodnie z (7.4) z pewnym C}-zaleznym
wektorem losowym X = (X7, ..., X,,) oidentycznych jednowymiarowych rozktadach brze-

gowych z dystrybuantg F wtedy i tylko wtedy, gdy Y przyjmuje wartosci w 3>, [n] i spetnia
(7.6). Poniewaz rozktad Z jest znany, mianowicie

n *
P(ZO =%Yoo, .-, Zq = yq) = (y)@ ((thtl]yO X... X (tqvtq-i-l]yq)’

gdzie y = (Yo, ..., Yq) € 2g[nl it, = F(v,), (p=0,1,...,¢q), wiec dla dowolnej funkcji 1,
problem maksymalizacji (minimalizacji) wartosci oczekiwanej Eq)(B) przy ograniczeniu,
ze B ma rozktad z Bj(F), redukuje si¢ do problemu maksymalizacji (minimalizacji) E¢(Y)
przy warunku, ze Y przyjmuje wartosci w Y- [n] i spetnia (7.6).

Naszym celem staje sie zatem maksymalizacja (minimalizacja) funkcjonatu

w klasie X} (F') wszystkich Cf-zaleznych wektoréw losowych X o identycznych jednowy-
miarowych rozktadach brzegowych z dystrybuanta F, gdzie x i Ay,..., A\, sa ustalonymi
liczbami rzeczywistymi, Fj.,(z) = P(X;., < x), zas

k=Y Ljo,p(a)(di).
=1

Powyzszy problem jest réwnowazny z problemem maksymalizacji (minimalizacji)
funkcjonatu

T(Y"):= zninP (ZYP > z) :

i=1 p=0
przy ograniczeniu, ze Y~ = (Yp,Y1,...,Y,_1) przyjmuje wartosci w zbiorze
Zq [n] = {(uo,u1, ..., ug—1) € Z%L: Y u, <n} (7.7)
p=0
i dla wszystkich i, ...,i,1 € Z;, dla ktorych Zg;(l) tp, < k, zachodzi réwnos¢
E[Yiovi .. Y, | = E[ZP 70 ... Z07). (7.8)

Ostatni warunek moze by¢ zapisany w postaci

EO(Y™) = EO(Z") = ©*(t1,....1,), (7.9)
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gdzie Z~ = (Z(), Liy..., Zq—l) i

przy czym u = (ug, U1, ..., Uug—1) € >, [n], wielkodci 0',6%,...,6” to elementy zbioru
~ q—1
Zq (k] = {(io, i1, ...y igm1) €280 <> iy <k
p=0

za$ u® = [[1- Oup - dla 0 = (6,07,...,0_1)ij € [1;9].

W pracy [A7] rozwiazano problem maksymalizacji i minimalizacji funkcjonatu T okre-
slonego w (7.9), przy ograniczeniach na zbiér wartosci (7.7) i na momenty (7.8) wektora
Y ~, wykorzystujac podejécie geometryczne. Idea tego podejscia polega na rozwazeniu
pomocniczej funkceji

2 ~

é(u) = (u517u6 ) 7u607 @(u))7 u = <u0’ U1, - ,Uq—l) < Z;[n]
gdzie

n Kl
= Z AiLfio0) <Z up) ,
=1 p=0

oraz na wyznaczeniu obwiedni zbioru wszystkich mozliwych momentéw EQ(Y ™) € R+,
gdy Y~ ma dowolny taki rozktad na 3 [n], ze E©O(Y~) = E©(Z™) (por. [60]). Punkto-
wa osiggalnos¢ uzyskanych w ten sposoéb ograniczen dla kombinacji liniowych dystrybuant
statystyk porzadkowych z proby Cj-zaleznych zmiennych losowych jest bezposrednia kon-
sekwencja twierdzenia 7.1 (zob. réwniez [A7, Rem. 4.2]).

Przed sformutowaniem twierdzenia o postaci osiggalnych ograniczen dla T'(X) oznacz-
my przez M, otoczke wypukta zbioru

Lln] = {6(u): ue Y [n

okreslmy zbior

Dp(ty, ... ty) = My N {(O%(t1,...,t,),v): v € R}, (7.10)
gdzie ©*(t4,...,t,) dane jest wzorem (7.9), oraz przypomnijmy, ze t1,...,t, to uporzad-
kowane rosnaco elementy zbioru {F(x),ds, ..., d,}.

Twierdzenie 7.2 ([A7], Sect. 4). Niechn > 2,1 < k<n—1ir >0 bedqg ustalonymi
liczbami catkowitymi, x i N\;, gdzie 1 < © < n, bedg ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
d € D, oraz Q* € Qq. Niech C* oznacza kopule rozkladu Q.

(i) Jezeli Xq,..., X, sq Ci-zaleinymi zmiennymi losowymi o dystrybuancie F spel-
niajgcej warunki (7.1) i (7.5), to

Dy (ty,. .. 1, ZA,FW < Oplty, ..., ty), (7.11)

gdzie
Du(ty, ... t) =min®, (ty,...,t,) i Pp(ty,... t,) = max®,(ty,...,t,),

pray czym ® (1, ..., t,) oznacza projekcje odcinka ®y(ty, . . ., t,) okreslonego wzorem (7.10)
na R otrzymang w wyniku pominiecia wszystkich wspotrzednych oprécz ostatniej.

(ii) Ponadto dla dowolnej dystrybuanty F spetniajgcej warunki (7.1) i (7.5), istnie-
ja wymienialne Cj-zalezne zmienne losowe Xy,..., X, o dystrybuancie F, dla ktérych
w pierwszej (odpowiednio, drugiej) nieréwnodci zachodzi réwnosé.
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Ktadac d = (do,d1), k = 21 A\; = 1;;(i) w twierdzeniu 7.2, otrzymujemy ogra-
niczenia Kempermana [47] dla dystrybuant pojedynczych statystyk porzadkowych Xj.,,.
Warto podkresli¢, ze w proponowanym podejsciu nie korzystamy ze — stanowiacej istotny
element metody Kempermana — charakteryzacji tzw. stowarzyszonego rozktadu optymal-
nego (zob. [49]; por. [47]). Dla k = 1, czyli w przypadku dowolnie zaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozktadzie, ograniczenia (7.11) przyjmuja posta¢ odpowiadajacych
im jednostajnie osiagalnych ograniczen Lai’a i Robbinsa [51], Caraux i Gascuela [16] oraz
Rychlika [82, 83]. Dla k > 1 ograniczenia (7.11) na ogd6l nie sa jednostajnie osiagalne (zob.
[47, 56]; por. [A7, Rem. 4.3(ii)]).

Uzyskane wyniki moga utatwi¢ ocene niezawodnosci uktadéw koherentnych, zbudo-
wanych z identycznych elementow, gdy zaleznosci pomiedzy czasami bezawaryjnej pracy
elementéw nie sa w pelni znane (zob. [66]). W wiekszosci przypadkéw miar Q* i wspot-
czynnikéw \; wyznaczenie otoczek wypuktych zbioréw I'[n] i I'[n] wymaga zastosowania
metod numerycznych (zob. np. [93]). Jawne postaci ograniczen (7.11) — dla wybranych
rodzin zaleznosci, dystrybuant pojedynczych statystyk porzadkowych oraz réznic dystry-
buant dwoch kolejnych statystyk porzadkowych — podano w [A7, Example 4.4 i 4.5].

Dalsza czesé tego rozdzialu poswiecona bedzie zaproponowanemu w [A8] rozszerze-
niu modelu k-niezaleznosci na przypadek wektoréw losowych o znanych k-wymiarowych
koputach brzegowych typu mieszanego. Zacznijmy od skonstruowania na kostce jednost-
kowej (0,1]", (n € {2,3,...}), klasy wzorcowych rozkladéw prawdopodobienstwa typu
mieszanego o jednostajnych jednowymiarowych rozktadach brzegowych. Niech r € {0, 2,
4,...} 1 D oznacza zbidr wszystkich takich ciagéw liczb rzeczywistych do, dy, ..., d.11, 7€
O=dy<dy <...<d, <dpy1 =1 oraz

dr—i—i—l =1- dz‘, 1€ [1,7‘] (712)

Niech d = (dy,dy,...,d,+1) € Dr. Ciag d wyznacza rozbicie przedziatu jednostkowego
(0,1] na r + 1 roztacznych przedziatéw V; = (d;, d;+1], @ € [0;7]. Rozbicie to wyznacza
rozbicie kostki jednostkowej (0, 1]" na (r 4 1)" prostopadiosciennych blokéw postaci

G(it, .. yin) =Viy X ooox Vi, (i1,...,0,) € [0;7]™. (7.13)

Oznaczmy przez S rodzine wszystkich blokéw rozbicia (7.13), ktérych czesci wspolne
z suma D,, wszystkich przekatnych kostki (0, 1] maja dodatnie dtugosci. Symbolem Sy (),
(7 € [0;7/2]), oznaczmy rodzing wszystkich blokéw z S7, ktorych pierwsza krawedzia jest
Vi lub V,_;. Latwo spostrzec, ze S = U;/ZQO ST (), przy czym zbiér S7(r/2) sktada sie
z jednego elementu — bloku V7, za$ dla dowolnego j < r/2, zbiér ST (j) sktada sig z 2"
blokéw postaci Vi, x ... x V; , gdze (i1,...,i,) € {j,r — j}"™

Niech A € (0,1]iv € Iy :== {(70,71,---»%y2) = v € {0,1}}. Zdefiniujmy zbiory
By (j) ={V;",V;*;} dla j € [0;7/2] oraz wielkoSci &; = diyy — d; dla i € [0;7]. Zauwazmy,
ze zbiér By (j) sktada sie z tych wszystkich blokéw z S7 (5), ktérych czesci wspdlne z gtow-
na przekatna M, kostki (0, 1]™ (tzn. odcinkiem taczacym punkty (0,0,...,0)i(1,1,...,1))
majg dodatnie dtugosci, oraz ze wielkosci d; sa dodatnie, sumujg sie do jednosci i, na mocy
(7.12), 6; = 9,_; dla i € [0;r]. Dla dowolnego j < r/2, przyporzadkujmy kazdemu blokowi
G € S{(j) mase réwna AJ;, jesli G € BF (j) lub mase réwna (1 — A\)d;/(2"1 — 1), jedli
G ¢ B (j), i roztézmy ja albo réwnomiernie na G, gdy 7; = 1, albo réwnomiernie na
G N D, gdy 7; = 0, natomiast dla j = r/2, jedynemu blokowi G = Vs € ST (r/2) przy-
porzadkujmy mas¢ réwng o, /2 i albo roztézmy ja réwnomiernie na G, gdy 7,2 = 1, albo
roztézmy jej czedci réwne odpowiednio Ad,jo i (1 — A)d, /2 réwnomiernie na odpowiednio
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GNM,iGN(D,\ M,), gdy 72 = 0. Otrzymana w ten sposob miara
Q" =Q"(d, A7)

na kostce (0, 1]" jest wymienialna miara probabilistyczna o jednostajnych jednowymiaro-
wych rozktadach brzegowych.

Zauwazmy, ze dla r = 0 i 79 = 1 otrzymujemy rozktad jednostajny na kostce (0, 1]"
stowarzyszony z n-kopula niezaleznosci. Odnotujmy, ze dla r = 0, A € (0,1) i 40 = 0
dostajemy mieszanke rozktadéw jednostajnych na przekatnych kostki (0, 1], tzn. mie-
szanke wielowymiarowych rozktadéw ekstremalnych (zob. [96]). Z kolei dla r = 0, A =1
i v = 0 uzyskujemy rozktad stowarzyszony z n-koputa komonotonicznosci, natomiast
dlar>2 A=1iv= (v,...,%p2) € I, takich, ze Z;/foyj > 1 — rozklad stowa-
rzyszony z suma porzadkowa Coyq odpowiadajaca rozbiciu V, = (Vy,...,V;) i ciagowi
koput C, = (C,,, C, ..., O, Oy s, Cy), Przy czym Gy oznacza n-kopule komo-
notonicznosci, a Cy — n-kopule niezaleznosci (por. [23]). Ponadto dla r > 2, A € (0,1)
iy € I', otrzymujemy rozktad stowarzyszony z mieszanks koput rzadkich odpowiadaja-
cych rozbiciu V, i ciggowi C,, gdzie Cy i C oznaczaja, odpowiednio, n-kopute rozktadu
ekstremalnego i n-kopute niezaleznosci (zob. [23]). Przyktad 2.2 z pracy [A8] pokazuje,
ze nieregularny uklad rozktadéw brzegowych Q(Q*(d, \,v)) jest nietrywialny, chyba ze
A=1iy=(0,0,...,0).

Ustalmy r € {0,2,4,...}, d = (do,...,drs1) € Df, v = (Y05---:%/2) € I oraz
A € (0,1] takie, ze A € (0,1) lub v # (0,0, ...,0). Niechn > 21k € [1;n] beda ustalonymi
liczbami naturalnymi. Niech F' bedzie dana dystrybuanta spetniajaca warunek (7.1) i niech
T, X1, ..., Tsy1 beda takimi ustalonymi wielkosciami spetiajacymi warunek (7.2), ze

F(xs—py1) =1—F(zy) dla (=1,2,...s. (7.14)

W pracy [A8, Thm. 3.1 i Prop. 4.1] udowodniono, ze przy powyzszych zalozeniach twier-
dzenia 7.11 7.2 pozostaja prawdziwe dla modelu C}-zaleznych zmiennych losowych w przy-
padku, gdy C* jest kopula stowarzyszong z rozktadem Q* = @Q*(d, A,~v). Jawna postac
osiggalnych ograniczen dla pojedynczych statystyk porzadkowych z 2-zaleznych prob typu
mieszanego podano w [A8, Example 4.3].

8. Przekatniowa zaleznos$¢é

W rozdziale tym oméwimy wyniki pracy [A9]. Zacznijmy od wprowadzenia pojecia prze-
katniowej zaleznosci. Niech Q* bedzie dowolnym ustalonym tacznym rozktadem n wy-
mienialnych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie jednostajnym na (0, 1]. Ustal-
my liczby naturalne 1 < £ < nin > 2 oraz dystrybuante F' na R. Okreslmy zbiory
Ip(u) = [0,u] i I(u) = (u,1] dla w € [0,1] oraz Jy(z) = (—o0,x] i Ji(x) = (z,00) dla
x € R. Oznaczmy przez C* kopute rozkltadu Q*, za$ przez C] — kopule (-wymiarowego
rozktadu brzegowego )} rozkltadu @Q*. Przyjmijmy dodatkowo, ze QFf = Q*, C¥ = C*
i1 Cf(u) =udlawuel0,1].

Definicja 3 ([A9], Sect. 2). Méwimy, ze X = (Xi,...,X,) jest wektorem przekatniowo
Cj-zaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie z dystrybuanta F' lub ze wek-
tor X o jednowymiarowych rozktadach brzegowych z dystrybuanta F' jest przekatniowo
Cr-zalezny, gdy

P(Xj, € Jo(2),.... X, € Jo(2)) = Qf (I, (F(x)) x ... X L,(F(x))) (8.1)

(2

dla wszystkich 1 <i <k, 1<j1<---<j<n, s1,...,5 €{0,1} iz eR.
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Pojecie przekatniowej zaleznosci ma naturalng interpretacje w teorii niezawodnosci,
mianowicie kazdy uktad ztozony z n elementow, ktérych czasy bezawaryjnej pracy sa
przekatniowo C}-zaleznymi zmiennymi losowymi ma te wtasnos¢, ze dla dowolnego i < k
wszystkie jego i-elementowe poduktady o identycznej strukturze (np. wszystkie i-elemen-
towe poduklady szeregowe) maja te sama znana niezawodno$é (por. [9]).

Zauwazmy, ze ktadac kK = 1 w (8.1), otrzymujemy dowolnie zalezne zmienne losowe
o tym samym rozkladzie z dystrybuantg F. Odnotujmy réwniez, ze jesli X jest wekto-
rem przekatniowo Cj-zaleznych zmiennych losowych, to X jest maksymalnie i minimalnie
stabilny dowolnego rzedu nieprzekraczajacego k (por. [71]).

Wprowadzmy nastepujaca definicje:

Definicja 4. Niech k € [1;n]. Powiemy, ze wektor losowy X = (X7, ..., X,,) ma whasnosé
przekatniowej zaleznosci rzedu k, gdy P(X;, < z,...,X;, <z) = 0;(F(x)) dla wszystkich
ie{l,... k} 1<j <---<ji<nixz€R, gdze 0; jest przekatna i-wymiarowej koputy
brzegowej pewnej wymienialnej n-kopuly, F' jest dystrybuanta na R, za$ d§;(u) = u dla
u € [0,1].

Mozna udowodnié¢, ze X ma wtasnos¢ przekatniowej zaleznosci rzedu k wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest wektorem przekatniowo Cj-zaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie, gdzie C} jest k-wymiarowa kopula brzegowa pewnej wymienialnej n-koputy
(zob. [A9, Rem. 2.2(iii)]).

Przedstawimy teraz idee zaproponowanej w pracy [A9] metody wyznaczania jedno-
stajnie osiaggalnych ograniczen dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porzadko-
wych z préb przekatniowo Cf-zaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze
znang dystrybuantg F. Podstawe tej metody stanowi charakteryzacja rodzin rozktaddow
jednowymiarowych dystrybuanty empirycznej dla przekatniowo C}-zaleznych obserwacji.

Zdefiniujmy zmienne losowe

Z(1) =Y Lxieny, 7€R,
j=1

gdzie (X7,..., X}) jest wektorem losowym o kopule C* i jednowymiarowych rozktadach
brzegowych z dystrybuantg F.
Korzystajac z twierdzenia 3.1, uzyskano nastepujaca charakteryzacje:

Twierdzenie 8.1 ([A9], Thm. 2.1). Niech Y = {Y(x): x € R} bedzie procesem stocha-
stycznym o wartosciach w [0;n]. Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(1) Istnieje taki wektor X = (Xy,..., X,) wymienialnych, przekgtniowo Cj-zaleznych
zmiennych losowych o tej samej dystrybuancie F, Ze

VweR Y(x) i Z 1{X‘7-<ac}‘
j=1

(i) Funkcja R 3 x +— P(Y(x) > j) jest dystrybuantq dla kazdego j € [1;n] oraz dla
wszystkich 1 < k

Veer EY'(2) = EZ'(z). (8.2)

Uwaga 5. Twierdzenie 8.1 jest uogdlnieniem twierdzenia 3.1 na przypadek k& > 2. Przy-
ktady proceséw stochastycznych speliajacych — dla nietrywialnych struktur zaleznosci —
zalozenia twierdzenia 8.1(ii), zostaly podane w dowodach stwierdzen [A9, Prop. 3.3 1 3.7]

(zob. réwniez [A9, Rem. 3.4(ii) i 3.8]).
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Zdefiniujmy pomocnicze zmienne losowe
B(z) = B(z,X) = ijll{Xjéw} (8.3)

dla x € R oraz n-wymiarowych wektoréw losowych X = (Xj,..., X,,). Na mocy twierdze-
nia 8.1, proces stochastyczny Y = {Y(x): z € R} ma takie same rozklady jednowymia-
rowe jak proces stochastyczny B = {B(z): z € R} zwiazany zaleznoscia (8.3) z pewnym
wektorem X = (Xj,..., X)) przekatniowo C}-zaleznych zmiennych losowych o dystrybu-
ancie F' wtedy i tylko wtedy, gdy Y przyjmuje wartosci w [0; n], spelnia warunek (8.2)
oraz funkcja R 3 = — P(Y(x) > j) jest dystrybuanta dla kazdego j € [1;n]. Ozna-
cza to, ze dla dowolnej funkcji ¢, gérne (dolne) ograniczenie na E[¢(B(z, X))] w klasie
przekatniowo C}-zaleznych wektoréw X = (X7, ..., X,,) o jednowymiarowych dystrybuan-
tach brzegowych F' mozna wyznaczy¢ maksymalizujac (minimalizujac) E[¢(Y (z))] przy
warunku, ze Y(x) przyjmuje wartosci w [0;n] i spetnia (8.2). Uzyskane w ten sposéb
ograniczenie jest jednostajnie osiggalne, tzn. osiggane dla wszystkich = € R, wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dla pewnego Y, dla ktérego osiagane jest maksimum (minimum), funkcja
R 3>z~ P(Y(z) > j) jest dystrybuanta dla kazdego j € [1;n].

Aby w klasie przekatniowo C}-zaleznych obserwacji o tym samym rozktadzie wyzna-
czy¢ posta¢ gornych i dolnych ograniczen dla

n

ZAFM Z > j),

gdzie x € R oraz Ay, ... ,)\n sq ustalonyml liczbami rzeczywistymi, wystarczy rozwiagzac
problem maksymalizacji (minimalizacji) 35_; \;P(Y (z) > j) przy ograniczeniu, ze Y ()
przyjmuje wartosci w [0; 1] i spelnia (8.2). Mozna to zrobi¢ metoda geometryczna opisana
w poprzednim rozdziale. Oznaczmy przez Mj, i M,, otoczki wypukte zbioréw, odpowiednio,
Cn] = {©): u 6 [0;n]} i I'[n] = {O(u): u € [0;n]}, gdzie O(u) = (u,u?,... uF),
O(u) = (u,u?, ..., u*, O(u)), zas O(u) = t1 A1 (oo (7). Okredlmy wielkodci

CI’2(17(90)) = min @y (F(2)) i P4(F(z)) = max &, (F()),
gdzie ®, (F(x)) jest projekcja zbioru
& (F(z)) = M, N {(0*(F(z)),a): a € R}

na R uzyskang przez pominiecie wszystkich wspotrzednych z wyjatkiem ostatniej, przy

czym ©*(F(z)) := E[O(Z(x))]. Wowczas
<3N Fnle) < BLF(), (8.4)

Na mocy twierdzenia 8.1, ograniczenie ®Y(F(z)), gdzie 0 € {0, 1}, jest jednostajnie
osiggane wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki proces stochastyczny o wartosciach w [0; n),
ze BO(Y(z)) = EO(Z(z)) i EO(Y (x)) = ®Y(F(z)) dla wszystkich 2 € R. Naszym ce-
lem staje si¢ zatem okreslenie warunkéw koniecznych i wystarczajacych istnienia takiego
procesu.

Oznaczmy przez F} (odpowiednio, F?) rodzine wszystkich k-wymiarowych $cian
(k + 1)-wymiarowego wielotopu Mk, wyznaczajacych hiperplaszczyzny lezace, wzglgdem
ostatniej wspolrzednej, powyze] (odpovvlednlo pOHlZQ]) wnetrza mt(Mk) gdy 1nt(Mk) #
0, 1 przyjmijmy, ze ]-"k = F) = Mk, gdy mt(Mk) = (). Sume Wszystklch zbioréw z Fk
(odpowiednio, F?) oznaczmy symbolem uenv(Mj) (odpowiednio, lenv(Mj,)) i nazwijmy
obwiednia gérna (odpowiednio, obwiednia dolna) zbioru M,. Odnotujmy, ze rodzina D;
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(odpowiednio, DY) projekcji wszystkich wielotopéw z F} (odpowiednio, F9) na M, sta-
nowi podziat M.
Niech Dy € {DY, D} } i niech ©*(t) = ©*(t/n) dla t € [0, n]. Przypusémy, ze
(P1) czesci wspélne krzywej ©* i wnetrz wszystkich k-wielotopéw z Dy sa zbiorami
spojnymi.
Poltézmy ty = 0. Oznaczmy przez P, = Pm(vyn), o)) edzie vém) = (UET), . ,vg}j))

i vgf) = (v%))i, k-wielotop z Dy, ktérego przeciecie ze spdjna czeécig ©* zawierajaca
punkt ©*(¢,,—1) ma najwigksza dtugosé, oraz okreslmy t,, = max{t > t,,_;: ©*(t) € P},
gdzie m € [1;n*], przy czym n* to liczba wszystkich takich k-wielotopéw, zas r,, — liczba
wierzchotkow P,,.

Niech Y = {Y(z): = € R} bedzie takim procesem stochastycznym, ze dla wszystkich
m € [1;n*]

Voer 1 /minmy P (V@) =0)) = p{™ (@), (8.5)
gdzie (pgm) (x),..., pﬁ’z)(m)) jest jakims$ rozwigzaniem ukladu réwnan liniowych
EY'(r) = EZ' () = ©}(F(x)), i=1,... k. (8.6)

W artykule [A9] wykazano, ze jezeli
(P2) dla pewnego procesu stochastycznego {Y (x): z € R} spelniajacego warunki (8.5)—
(8.6), funkcja R 3 z — P(Y(x) > j) jest dystrybuanta dla kazdego j € [1;n],
to B[O(Y (2))] = ®¢(F(z)) dla wszystkich = € R, gdzie § = 0 dla D, = DY i § = 1 dla
Dy, = Di. Na mocy twierdzenia 8.1, ograniczenia (8.4) sa jednostajnie osiagalne wtedy
i tylko wtedy, gdy spetione sa warunki (P1)—(P2). Laczac powyzsze z faktem, ze (P1)
jest warunkiem koniecznym dla zachodzenia (P2), otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie 8.2 ([A9], Thm. 3.1). Niech Ay, ..., \, beda dowolnymi ustalonymi liczbamsi
TZeczywistyms.

(i) Jezeli Xy,...,X, sq przekatniowo C}-zaleinymi zmiennymi losowymi o tym sa-
mym rozkladzie z dystrybuantg F, to nieréwnosci (8.4) sq spetnione dla kazdego
r e R.

(ii) Ponadto dla dowolnej dystrybuanty F, warunki (P1)—(P2) sq warunkami koniecz-
nymi 1 wystarczajgcymsi istnienia wymienialnych, przekgtniowo Cj -zaleznych zmien-
nych losowych Xi,...,X, o dystrybuancie F, dla ktorych réownos$é w pierwszej
(odpowiednio, drugiej) nieréwnosci w (8.4) jest osiggana dla wszystkich x € R.

Uwaga 6. Ktadac k = 1 w twierdzeniu 8.2, otrzymujemy jednostajnie osiggalne osza-
cowania Rychlika [83] dla prob dowolnie zaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie.

Korzystajac z twierdzenia 8.2, mozna wyznaczy¢ — dla pewnych klas przekatniowo
2-zaleznych zmiennych losowych — jawng postaé stochastycznie ekstremalnych rozktadow
pojedynczych statystyk porzadkowych. Niech £ = 2, n > 3, F' bedzie dystrybuanta na R
oraz C* bedzie taka koputa wymienialng, ze przekatna d, koputy C5 jest funkcja wypu-
kta. Jedli istnieje lewostronna (odpowiednio, prawostronna) pochodna pewnej funkcji g,
bedziemy oznaczaé ja symbolem g~ (odpowiednio, g*). Zdefiniujmy funkcjonaty

r1(dg) = max{r €l;n—1]: r-1 < 5;(0)}

n—1
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oraz rs(d2) = min{ri(d2), s — 1} dla s € [2;n]. Okreslmy wielkosci 79 = 0, 7,, = n + 1 oraz
7,(02) = max{t > 0: (n — 1)nds(t/n) = rt}

dlar € {1,...,n— 1}, przy czym max() = 0. Aby skroci¢ zapis, bedziemy pisac r1, 7, i 7,
zamiast 11 (dz2), r5(d2) 1 7.(d2).

Posta¢ stochastycznie maksymalnych rozktadéw statystyk porzadkowych z przekat-
niowo C3-zaleznych zmiennych losowych o dystrybuancie F' podaje nastepujace

Twierdzenie 8.3 ([A9], Prop. 3.3). (i) Niech s € [2;n]. Jezeli 65 (1) < (n+s—2)/(n—1)
oraz

(C1) 65 (1/n) <2r/(n—1) dlar € [rg;s — 2],
to dla kazdego x € R
(n = D& (F() = (s = 2)F (1)

n—s-+1

Ponadto istniejg przekgtniowo C}-zalezne zmienne losowe X, ..., X, o dystrybuancie F),
dla ktorych rownosé w nieréwnosci (8.7) jest osiggana dla wszystkich x € R.

(i1) Jezeli warunek (C1) jest spetniony dla wszystkich r € [ri;n — 2|, to dla kazdego
reR

Fon(2) > Lir, s 00) (nF(2))- (8.7)

Fn() > 3 20 7?515”5“ ()

r=r1

L,y oy (). (8.8)

Réwnosé w nieréwnosci (8.8) jest jednostajnie osiggalna.

Uwaga 7. Niech C* = oIl + (1 — a)C?, gdzie a € (0, 1], natomiast IT i C° sq odpowiednio
n-koputa niezaleznosci i n-koputa komonotonicznosci. Wowcezas dla dowolnego s € [1;n],
warunek (C1) z twierdzenia 8.3 zachodzi dla wszystkich « € (0, 1], za$ dla dowolnego s €
[2; n], warunek 0, (1) < (n+s—2)/(n—1) jest spetniony dla wszystkich o < (s—1)/(n—1).

Jako wniosek z twierdzenia 8.3 mozna otrzymac posta¢ stochastycznie minimalnych
rozkladow statystyk porzadkowych z przekatniowo C3-zaleznych zmiennych losowych.
Niech Q" bedzie taka miara borelowska na kostce (0,1]", ze Q*((0,u1] x ... x (0,u,]) =
Q" (1 — up, 1] x -+ X (1 = up, 1]) dla uy,...,u, € [0,1]. Oznaczmy przez 0y przekatna
kopuly €3 dwuwymiarowych rozktadow brzegowych Q. Okreslmy wielkosci F=1-F
Ts =1s5(09) dla s € [1;n], 7, = 7.(62) dlar € [1;n — 1], 7o = 7 oraz 7, = T,.

Whiosek 8.4 ([A9], Cor. 3.5). (i) Niech s € [1;n—1]. Jezeli 05 (1) < (2n—s—1)/(n—1)
oraz

(C2) 65 (7/n) <2r/(n—1) dlar € [Fp_gp1;n — s — 1],
to dla kazdego x € R

(= DoF() = (n=s = DE@) 3 - oF), (8.9)

Fon(z) <1-—
() :

przy czym rownosé w nierownosci (8.9) jest jednostajnie osiggalna.
(i1) Jezeli warunek (C2) jest spetniony dla wszystkich r € [r1;n — 2|, to dla kazdego
reR

Fon(z) <1-— Xn: 2rnk(z) _rZﬂ(Z —1)1)52(F (v))

r=T1

1, 7 (nF(2)) (8.10)

i réwno$é w nieréwnosci (8.10) jest jednostajnie osiggalna.
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Zauwazmy, ze ktadac do(u) = u? we wniosku 8.4 (ii), otrzymamy ograniczenia Kem-

permana [47] dla parami niezaleznych zmiennych losowych.

Na zakonczenie tego rozdziatu zaprezentujemy jednostajnie osiaggalne ograniczenia dla
kombinacji linowych dystrybuant statystyk porzadkowych z pewnej klasy przekatniowo
2-zaleznych obserwacji, znacznie bardziej restrykcyjnej niz klasy rozwazane w twierdze-
niu 8.3 i wniosku 8.4. Symbolem A(ug, ug, u3) bedziemy oznaczaé trojkat w wierzchotkach
w punktach O(uy), O(uz) 1 O(us), gdzie uy, us, us € [0;n| sa takie, ze u; # w; dla j # [

Twierdzenie 8.5 ([A9], Prop. 3.7). Jezeli \y,..., A\, €R, 65 (0) > (n—2)/(n—1) oraz
9y (1) <n/(n—1), to dla kazdego x € R

< YN Fy(x) < DY(F (), (8.11)
gdzie
(1) = ((n — D)nAme) — (mg — DymgA™)u — (n — 1) (nAle) — my A8, (u)

(n —mg)my

dlaw e [0,1] i 0 € {0,1}, pray czym N = 37" N}, natomiast my € [L;n — 1] jest takie,
ze A(0,1,n) N A(0,n — 1,n) C A(0,mg,n) € DY. Ograniczenia (8.11) sq jednostajnie
osiqggalne.

Odnotujmy, ze zatozenia twierdzenia 8.5 dotyczace ds sa spetnione, np. dla koputy
C* z uwagi 7(ii), gdy o € (0,1/(n — 1)].
7 twierdzenia 8.5 wynika nastepujacy

Whiosek 8.6 ([A9], Cor. 3.9). Jezeli spetnione sq zaloZenia twierdzenia 8.5, to

/01 F—l(u) d@%(u) < E(En: )\ijm> / 1 dCIJO (u) (8.12)

o ile calki wystepujace w (8.12) istniejq i sq skonczone. Dolne i gérne ograniczenie w (8.12)
jest osiggalne, tzn. dla dowolnej dystrybuanty F, dla ktdrej calki wystepujoce w (8.12)
istniejq 1 sq skonczone, istniejg wymienialne, przekgtniowo Cj-zalezne zmienne losowe
Xi1,..., X, o dystrybuancie F, dla ktorych osiggana jest réwnosé w pierwszej (drugiej)
nIerownosci.

Korzystajac z twierdzenia 8.3 i wniosku 8.4, mozna otrzymac¢ osiggalne odpowied-
niki ograniczen (8.12) dla EXj,.,. Tego typu nieréwnosci moga stanowié¢ punkt wyjscia
do wyznaczania nowych ograniczen dla wartosci oczekiwanych statystyk porzadkowych
i L-statystyk z prob przekatniowo zaleznych obserwacji (zob. np. [84] i [28]; por. twierdze-
nie 5.4). W teorii niezawodnosci takie oszacowania dostarczaja informacji o przecietnych
czasach bezawaryjnej pracy uktadow (n — k + 1)-sposréd-n lub uktadéw koherentnych
w przypadku, gdy taczne rozktady czaséw bezawaryjnej pracy elementow uktadu nie sa
w pelni znane.
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Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo—badawczych
Moje pozostate osiagniecia naukowo-badawcze stanowia 24 artykuty naukowe.

Prace opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora

[B1] L. GAJEK, A. OKOLEWSKI, Steffensen type inequalities for order and record statistics, Annales
UMCS, Vol. LI (1997), 41-59.

[B2] L. GAJEK, A. OKOLEWSKI, Sharp bounds on moments of generalized order statistics, Metrika 52
(2000), 27-43.

Prace opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora

[C1] L. GAJEK, A. OKOLEWSKI, Improved Steffensen type bounds on generalized moments of record
statistics, Statist. Probab. Lett. 55 (2001), 205-212.

[C2] L. GAJEK, A. OKOLEWSKI, Sharp bounds on quasiconvex moments of generalized order statistics,
J. Inequal. Pure Appl. Math. 2 (2001), Article 6.

[C3] L. GAJEK, A. OKOLEWSKI Inequalities for generalized order statistics from some restricted family
of distributions, Comm. Statist. Theory Methods 29 (2001), 2427-2438.
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[C7] M. KaALuszkA, A. OKOLEWSKI, Tsalis’ entropy bounds for generalized order statistics, Probab.
Math. Statist. 4 (2004), 253-262.

[C8] M. KALUSZKA, A. OKOLEWSKI, On Fatou-type lemma for monotone moments of weakly convergent
random variables, Statist. Probab. Lett. 66 (2004), 45-50.

[C9] M. KALUSZKA, A. OKOLEWSKI, Sharp bounds for generalized order statistics via logarithmic mo-
ments, Comm. Statist. Theory Methods 34 (2005), 1911-1923.

[C10] M. KALUSZKA, A. OKOLEWSKI, An extension of Arrow’s result on optimal reinsurance, J. Risk
and Insurance 75 (2008), 275-288.

[C11] A. OKOLEWSKI, M. KALUSZKA, Bounds for expectations of concomitants, Statist. Papers 49
(2008), 603-618.

[C12] M. KALUSZKA, A. OKOLEWSKI, A note on order statistics from symmetrically distributed samples,
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[C13] M. KaLuszkA, A. OKOLEWSKI, Stability of L-statistics from weakly dependent observations, Sta-
tist. Probab. Lett. 81 (2011), 618-625.

[C14] M. KaruszkA, R. J. A. LAEVEN, A. OKOLEWSKI, A note on weighted premium calculation
principles, Insurance Math. Econom. 51 (2012), 379-381.

[C15] W. SERWETA, A. OKOLEWSKI, B. BLAZEJCZYK-OKOLEWSKA, K. CzOLCzYNSKI, T. KAPITA-
NIAK, Lyapunov exponents of impact oscillators with Hertz’s and Newton’s contact models, Int. J.
Mech. Sci. 89 (2014), 194-206.

[C16] M. KaLuszkA, A. OKOLEWSKI, M. BOCZEK, On Chebyshev type inequalities for generalized Su-
geno integrals, Fuzzy Sets Syst. 244 (2014), 51-62.

[C17] M. KALUSZKA, A. OKOLEWSKI, M. BOCZEK, On the Jensen type inequality for generalized Sugeno
integral, Inform. Sci. 266 (2014), 140-147.

[C18] M. KALUSZKA, A. OKOLEWSKI, A note on multiple life premiums for dependent lifetimes, Insu-
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[C19] W. SERWETA, A. OKOLEWSKI, B. BLAZEJCZYK-OKOLEWSKA, K. CzoLCZYNSKI, T. KAPITA-
NIAK, Mirror hysteresis and Lyapunov exponents of impact oscillator with symmetrical soft stops,
Int. J. Mech. Sci. 101-102 (2015), 89-98.

[C20] K. CzoLCzYNSKI, B. BLAZEJCZYK-OKOLEWSKA, A. OKOLEWSKI, Analytical and numerical in-
vestigations of stable periodic solutions of the impacting oscillator with a moving base, Int. J. Mech.
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[C21] B. BLAZEJCZYK-OKOLEWSKA, K. CZOLCZYNSKI, A. OKOLEWSKI, Analytical and numerical inve-
stigations of stable periodic solutions of the impacting oscillator with a moving base and two fenders,
J. Comput. Nonlinear Dynam. 12 (2017), 061008-061008-11 (11 pages).

[C22] K. CzoLczyYNsKI, A. OKOLEWSKI, B. BLAZEJICZYK-OKOLEWSKA, Lyapunov exponents in discrete
modelling of a cantilever beam impacting on a moving base, Int. J. Non-Lin. Mech. 88 (2017), 74-84.

Powyzsze artykuty sa poswiecone pieciu nastepujacym tematom badawczym:

1. oszacowania funkcjonatéw uporzadkowanych zmiennych losowych ([B1], [B2], [C1]-[CT7],
C9), [C11-[C13);

lemat Fatou dla stabej zbieznosci ([C8]);

matematyka ubezpieczeniowa ([C10], [C14], [C18]);

dynamika uktadéw mechanicznych ze zderzeniami ([C15], [C19]-[C22]);

nierownosci dla catek wzgledem miar nieaddytywnych ([C16], [C17]).

= ok

Oszacowania funkcjonaléw uporzadkowanych zmiennych losowych. Nierow-
nosci sa waznym narzedziem badawczym w rachunku prawdopodobienstwa i statystyce
matematycznej. Dostarczajg informacji o mozliwych wartosciach pewnych charakterystyk
modelu matematycznego w sytuacji, kiedy wiedza na temat modelowanego zjawiska, pro-
cesu czy eksperymentu losowego jest niepetna. Pierwsze oszacowania dla wartosci ocze-
kiwanych statystyk porzadkowych z niezaleznych obserwacji o tym samym rozktadzie,
o znanej wartosci oczekiwanej i wariancji, podali Gumbel [40], Hartley i David [42] oraz
Moriguti [58]. Prace te zainicjowaly serie uogélnien. Wymienimy tylko kilka z nich. Odpo-
wiedniki nieréwnosci Hartleya-Davida—Gumbela dla klasycznych statystyk rekordowych
i statystyk rekordowych k-tego rzedu przedstawili Nagaraja [62] i Raqab [76]. Rozszerzenia
do modelu progresywnie cenzurowanych statystyk porzadkowych i uogolnionych statystyk
porzadkowych zaprezentowali Balakrishnan i in. [7] oraz Kamps [45]. Oszacowania wyrazo-
ne za pomoca p-tych momentow absolutnych i p-tych absolutnych momentéw centralnych
wyznaczyli Gilstein [35], Arnold [1] i Lin [54]. Podsumowanie uzyskanych wynikéw moz-
na znalez¢ m.in. w monografiach Arnolda i Balakrishnana [2], Rychlika [88] oraz Davida
i Nagaraja [19].

Praca [B1] nawiazuje do wymienionych wyzej wynikéw i podaje kilka nowych nieréw-
nosci dla wartosci oczekiwanych statystyk porzadkowych i rekordowych wyrazonych za
pomoca wartodci oczekiwanej odpowiednio ucietego rozktadu obserwacji. W matematyce
finansowej i ubezpieczeniowej takie funkcjonaty wykorzystuje sie do wyceny ryzyka i okre-
$la mianem wartosci zagrozonej na ogonie rozktadu (ang. Tail Value-at-Risk, TVaR; zob.
np. [44]). W pracy [B2] wyznaczono ograniczenia tego typu dla uogélnionych statystyk po-
rzadkowych i pokazano, ze sa one lepsze od odpowiadajacych im oszacowan Rychlika [82]
oraz Gascuela i Caraux [32] dla statystyk porzadkowych z dowolnie zaleznych zmiennych
losowych. Jako wnioski, przy stabszych dodatkowych zatozeniach o rozktadzie obserwac;ji,
otrzymano rozszerzenie wynikéw Papadatosa [69] i Bloma [15] do modelu uogélnionych
statystyk porzadkowych. W przypadku statystyk rekordowych oszacowania te ulepszono
w artykule [C1]. W pracy [C2] podano odpowiedniki twierdzen z [B2] dla wartosci ocze-
kiwanej quasi-wypuktlej, niemonotonicznej funkcji uogélnionych statystyk porzadkowych,
ktére prowadza m.in. do oszacowan dla wariancji uogélnionych statystyk porzadkowych
(por. [68]). Artykut [C3] jest poswiecony oszacowaniom momentéw uogdélnionych statystyk
porzadkowych, gdy proba pochodzi z rozktadu nalezacego do pewnej klasy rozktadow, zde-
finiowanej poprzez pewna wtasnos¢ dystrybuant. Elementami rozwazanej klasy sg m.in.
rozktady Pareto, jednostajne i wyktadnicze. W szczegodlnosci, dla wybranych rozktadéw
o funkcjach kwantylowych wypuktych (wklestych), podane oszacowania dolne (gorne) sa
lepsze od uzyskanych przez Kampsa [45]. Gléwnym narzedziem stuzacym do konstrukeji
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oszacowan w pracach [B1, B2, C1, C2, C3] jest nier6wnosé¢ Steffensena oraz nieréwnosé
Morigutiego.

Wykorzystujac metode Morigutiego, w pracy [C4] wyznaczamy jawna postaé opty-
malnych gornych i dolnych oszacowari dla obciazenia estymatora F ~1(p) nieznanego kwan-
tyla F~1(p) w przypadku, gdy ﬁ’*l(p) jest kwantylem z préby X, takim, ze j/n jest
bliskie p € (0,1). Ograniczenia wyrazone sag w jednostkach odchylenia standardowego
rozktadu obserwacji.

W artykule [C5] podajemy optymalne oszacowania gérne wartosci oczekiwanej k-tych
statystyk rekordowych w ciggu niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkta-
dzie z malejacym prawdopodobienstwem awarii oraz z malejaca intensywnosciag awarii,
wyrazone za pomoca drugiego momentu zwyktego obserwacji. Obie klasy rozktadéw maja
podstawowe znaczenie w teorii niezawodno$ci. Do uzyskania oszacowan zastosowaliSmy
metode rzutowania zaproponowang — oraz wykorzystana w przypadku statystyk porzad-
kowych — przez Gajka i Rychlika [28, 29]. Metoda ta, bedaca uogélnieniem metody Mori-
gutiego, umozliwia wyznaczenie maksimum liniowego i ciagtego funkcjonatu okreslonego
na przestrzeni Hilberta X', w stozku wypuklym C C X. Glowng przeszkoda, ktora musie-
liSmy pokonac, byto wykazanie prawdziwosci wiasnosci zmniejszajgcej sie zmiennosci dla
kombinacji liniowych gestosci k-tych statystyk rekordowych z rozktadu jednostajnego na
przedziale (0,1). W tym celu uzylismy twierdzenia Karlina [46] dla rozkltadéw typu Pélya.

W pracy [C6] przedstawiono pierwsze w literaturze nieréwnosci, ktére do oszacowa-
nia momentéw uogdlnionych statystyk porzadkowych wykorzystuja dwa wazne funkcjo-
naty: entropie oraz momenty wyktadnicze. Podano tam takze oszacowania nieasympto-
tyczne i asymptotyczne dla wartos$ci oczekiwanej funkcji wektora uogdlnionych statystyk
porzadkowych. W artykule [C7] wyznaczamy ograniczenia dla momentéw uogdlnionych
statystyk porzadkowych za pomoca entropii Tsallisa, ktéra zostata wprowadzona w fizy-
ce w 1988 roku jako uogoélnienie entropii Boltzmanna-Gibbsa. Nie naktadamy zadnych
ograniczen na wartosci parametréow uogélnionych statystyk porzadkowych oraz dopusz-
czamy mozliwosé losowosci indeksow. Statystyki porzadkowe z losowymi indeksami po-
jawiajg sie w naturalny sposoéb np. w stochastycznym modelu relaksacji, rozwazanym
przez Jurlewicz i Weron [43]. Osiagalne nieréwnosci dla wartosci oczekiwanej uogdlnio-
nych statystyk porzadkowych wyrazone za pomocg momentéw postaci E (X “(Iny X )b) ,
gdzie Iny z = Inmax(z, 1), podaliémy w pracy [C9]. Momenty tego typu spotykamy m.in.
w nierownosci Dooba dla nieujemnych submartyngatow oraz w wielowymiarowych twier-
dzeniach ergodycznych. W przypadku statystyk rekordowych uzyskane oszacowania sg
uniwersalne w tym sensie, ze ograniczenie na warto$¢ oczekiwana r-tego rekordu pierw-
szego rzedu EY (V| gdzie r > 2, wyrazone jest za pomoca momentu logarytmicznego, ktory
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje EY, (). Oszacowania zaprezentowane w [C6] zo-
staly uzyskane w oparciu o nieréwnosci Morigutiego i Younga, natomiast przedstawione
w [C7, C9] — przy uzyciu nieréwnosci Morigutiego i odpowiednio skonstruowanych nie-
rownosci elementarnych.

Praca [C11] podaje uogdlnienia oszacowan dla statystyk porzadkowych na przypa-
dek konkomitant (statystyk stowarzyszonych) w prébie niezaleznych par o tym samym
rozktadzie. Zalezno$¢ pomiedzy poprzednikami a nastepnikami par modelowana jest za
pomoca koput lub klasycznego schematu losowania bez zwracania. Wyznaczono m.in. od-
powiedniki nieréwnosci Hartleya—Davida-Gumbela oraz Balakrishnana—Charalambidesa—
Papadatosa (zob. [6]).
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W artykule [C12] badamy wtasnosci statystyk porzadkowych z préby dowolnie zalez-
nych zmiennych losowych o niekoniecznie tych samych rozktadach symetrycznych wzgle-
dem pewnego i € R. Przyktadami tego typu modeli sa wybrane tancuchy Markowa oraz
modele GARCH i ARMA. Pokazujemy, ze warto$¢ oczekiwana pewnych L-statystyk z ta-
kich prob jest nie mniejsza od wartosci oczekiwanej pojedynczej obserwacji. Uzyskane
nieréwnosci stanowia odpowiednik nieréwnosci Rychlika [91] dla niezaleznych zmiennych
losowych o identycznym rozktadzie symetrycznym (por. [87, Eq. (53)]).

Praca [C13] jest po$wiecona badaniu stabilnogci wartosci oczekiwanej, drugiego mo-
mentu zwyktego i wariancji L-statystyki ze wzgledu na pewne typy zaleznosci obserwacji
inspirowane koncepcja warunkéw mieszania. Podajemy w niej oszacowania dla réznicy
momentéw L-statystyk z prob niezaleznych i zaleznych obserwacji o identycznych od-
powiadajacych sobie jednowymiarowych rozktadach brzegowych, wyrazone za pomocy
iloczynu parametru liczbowego opisujacego wielko$¢ otoczenia i charakterystyki liczbowej
proby niezaleznych zmiennych losowych.

Oszacowania uzyskane w pracach [B2], [C1]-[C3], [C5]-[C7], [C9], [C11]-[C13] moga

by¢ uzyte m.in. do konstrukeji testéw zgodnosci dla pewnych typow rozktadéw, konstruk-
cji przedzialéow ufnosci dla pewnych funkcjonatéw uogdlnionych statystyk porzadkowych
i konkomitant, weryfikacji hipotez statystycznych i sprawdzenia, czy spelnione sg warunki
wystarczajace lub konieczne do zachodzenia twierdzen granicznych wyrazone za pomo-
cg istnienia skonczonych momentow uogoélnionych statystyk porzadkowych i konkomitant.
Warto podkresli¢, ze wyniki zadnej z prac [B2], [C2], [C3], [C5]-[CT7], [C9] oraz [C11]-[C13]
nie uogolniaja wynikéw z innej pracy z tego zestawu.
2. Lemat Fatou dla stabej zbieznosci. Wyznaczanie granic ciaggdéw momentéw zmien-
nych losowych jest jednym z waznych probleméw rachunku prawdopodobienstwa. W pra-
cy [C8] podano odpowiednik lematu Fatou dla monotonicznych funkcji stabo zbieznych
ciagébw zmiennych losowych. Sprowadza on zadanie wyznaczania granicy do konstrukcji
pewnego ciagu blizniaczego (ang. coupling) i skorzystania z odpowiedniego twierdzenia
granicznego podajacego oszacowanie szybkosci zbieznosci do rozktadu granicznego, np.
twierdzenia Berry—Esséena, oszacowania Bikelisa lub twierdzenia Craméra. Praca kory-
guje btedne twierdzenie z pracy Garcii i Palaciosa [31].

3. Matematyka ubezpieczeniowa. Matematyka aktuarialna powstata wraz z rozwojem
dziatalnosci ubezpieczeniowej. Podzielona jest na teorie ubezpieczen osobowych i teorie
ubezpieczen majatkowych. Studia nad metodami obliczania wartosci produktow ubezpie-
czeniowych przyczynity si¢ do rozwoju probabilistyki.

W artykule [C18] badamy wtasnosci sktadek jednorazowych netto w ubezpieczeniach
dla wielu osob w przypadku, gdy taczny rozktad przysztych czasoéw trwania zycia posiada
nieznang strukture zaleznosci, nalezaca do pewnego nieparametrycznego otoczenia nieza-
leznosci typu Kotmogorowa (zob. [C13, A6]). Podajemy oszacowania réznicy sktadek dla
grupy osob o zaleznych i dla grupy oséb o niezaleznych przysztych czasach trwania zycia
w sytuacji, kiedy przyszte czasy zycia odpowiadajacych sobie oséb z tych dwbéch grup
maja identyczne rozktady. Ograniczenia wyrazone sa za pomoca parametru liczbowego
okreslajacego wielkos¢ otoczenia i jednorazowych sktadek netto dla statusow lagcznego
zycia podgrup grupy osob o niezaleznych przysztych czasach zycia.

W pracy [C14] wyznaczono optymalny podziat ryzyka w klasie uogélnionych sktadek
Esschera (zwanych tez wazonymi skladkami), ktéra zawiera sktadki Karlsruhe, Kamp-
sa, Aumanna—Shapleya, Esschera—Girsanowa i wiele innych, oraz udowodniono twier-
dzenie o warunku koniecznym optymalnosci. Ponadto wykazano, ze charakteryzacja De
Vyldera—Goovaertsa—Haezendoncka sktadki Esschera, podana w 1984 roku w ksiazce [37]
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i replikowana w wielu monografiach (np. [21, 44]) jest falszywa nawet wtedy, gdy wyktad-
nicza funkcje uzytecznosci zamienimy na dowolng funkcje $cisle rosnacg lub prawdopodo-
bienstwo ruiny. Zaproponowano kilka sposobéw korekty tego wyniku.

Praca [C10] jest poswiecona problemowi optymalnego podziatu ryzyka, gdy do wy-
ceny kontraktu zostanie uzyta sktadka maksymalnych mozliwych szkéd. Sktadka ta ma
wiele korzystnych wtasnosci, m.in. jest koherentna, addytywna dla ryzyk niezaleznych
i addytywna dla ryzyk komonotonicznych. Ponadto jest ona granicg innych sktadek, gdy
parametry okreslajace te sktadki daza do wartosci ekstremalnych (patrz [C10]). W pracy
podano jawne rozwigzania zadan minimalizacji pewnych miar stabilnosci wyptat cedenta
oraz maksymalizacji jego oczekiwanej uzytecznosci.

4. Dynamika ukladéw mechanicznych ze zderzeniami. W teorii drgan uktadéw me-
chanicznych wazne miejsce zajmuja uktady wibrouderzeniowe. Staty si¢ one przedmiotem
badan w potowie lat pie¢dziesigtych minionego wieku i od tego czasu zainteresowanie nimi
stale rosnie. Analiza dynamiki takich uktadéw za pomocg klasycznych metod sprawia wie-
le trudnosci. Prace [C15, C19] zawieraja rezultaty symulacji numerycznych dotyczacych
ruchu uktadu o jednym stopniu swobody, w ktorym pod wplywem harmonicznego wy-
muszenia zewnetrznego dochodzi do jedno- lub dwustronnych zderzen z nieruchoma hert-
zowska lub newtonowska ostoja. W pracach [C20, C21] rozwazono uktad ztozony z ciata
jednostronnie lub dwustronnie uderzajgcego o ruchome newtonowskie podtoze. Modyfiku-
jac podejscie Peterki [74] oparte na teorii réwnan réznicowych, analitycznie wyznaczono
obszary wystepowania stabilnych rozwigzan okresowych. Liczne eksperymenty numerycz-
ne pokazaly, ze metoda analityczna i odpowiednio zaadaptowana metoda Miillera [61] —
numerycznej estymacji wyktadnikéw Lapunowa — prowadza do zgodnych wynikow. W ar-
tykule [C22] przedstawiono rezultaty symulacji numerycznych $wiadczacych o tym, ze
odpowiednio skonstruowane uktady zastepcze — o jednym, a zwlaszcza o dwoch stopniach
swobody — mozna wykorzysta¢ do badania okresowosci ruchu z uderzeniami rzeczywistych
uktadow drgajacych o znaczacej masie elementéw sprezystych.

5. Nier6éwnosci dla calek wzgledem miar nieaddytywnych. Badania nad klasyczny-
mi nieréwnosciami dla caltki Sugeno zainicjowali Roman-Flores i in. [78, 79] w 2007 roku.
W kolejnych latach powstato wiele prac poswieconych tego typu nieréwnosciom oraz ich
rozszerzeniom na uogoélnione catki Sugeno. Tylko w jednej z nich — pracy Girotto i Hol-
zera [36] dotyczacej nieréwnosci typu Czebyszewa dla catki Sugeno — oprécz warunkéw
wystarczajacych, przedstawiono réwniez warunki konieczne zachodzenia nierownosci dla
funkeji komonotonicznych. Wykorzystujac nowa metode dowodu, w pracach [C16, C17]
sformutowano warunki konieczne i wystarczajace zachodzenia nieréwnosci typu Jensena
i Czebyszewa dla uogdlnionej catki Sugeno wzgledem dowolnej miary nieaddytywnej. Uzy-
skane wyniki umozliwity m.in. podanie charakteryzacji klas funkcji speliajacych pewne
typy nieréwnosci Czebyszewa dla wybranych uogélnionych catek Sugeno.
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