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1. Wprowadzenie

Niech X1, X2, . . . będzie ciągiem zmiennych losowych określonych na tej samej przestrze-
ni probabilistycznej. Statystyki porządkowe X1:n, . . . , Xn:n powstają w wyniku ustawienia
wartości obserwacji w próbie losowej (X1, . . . , Xn) w porządku niemalejącym. W szczegól-
ności, X1:n = min{X1, . . . , Xn} i Xn:n = max{X1, . . . , Xn}. Liczne zastosowania statystyk
porządkowych we wnioskowaniu statystycznym i w teorii niezawodności opisane są np.
w monografiach [3], [8] oraz [19].

Chronologiczny spis i omówienie wyników najważniejszych, wydanych przed rokiem
1950, publikacji dotyczących statystyk porządkowych z niezależnych zmiennych losowych
o tym samym rozkładzie, zawiera opracowanie Hartera [41]. Jeden z pierwszych rezul-
tatów uzyskał Bernoulli [10], który – w kontekście ubezpieczeń na życie – obliczył war-
tość oczekiwaną maksimum obserwacji z rozkładu jednostajnego na przedziale jednostko-
wym. Badając własności asymptotyczne mediany z próby, Laplace [52] wyznaczył rozkła-
dy pojedynczych statystyk porządkowych. Ogólne wzory na wartości oczekiwane spacji
Xj+1:n −Xj:n oraz statystyk Xj:n podali Pearson [73] i Daniell [18]. Prekursorami w ba-
daniach rozkładów granicznych wartości ekstremalnych ciągów zmiennych losowych byli
Fréchet [27], Fisher i Tippett [26], a także Gumbel [39] oraz von Mises [57]. Badaniem
problemów asymptotycznych mieszczących się w ramach teorii statystyk porządkowych
(zob. np. [77]), zajmowali się również Kołmogorow, Erdős i Rényi.
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Wszystkie powyżej wymienione rezultaty zostały uzyskane przy założeniu, że roz-
kład próby jest w pełni znany. W przypadku, gdy łączny rozkład obserwacji jest jedynie
częściowo znany, ważną rolę odgrywa znajomość możliwie najlepszych oszacowań dla wy-
branych charakterystyk statystyk porządkowych. W dalszej części tego rozdziału dokonam
przeglądu najważniejszych wyników dotyczących optymalnych oszacowań dla dystrybu-
ant i wartości oczekiwanych statystyk porządkowych, sformułuję cel rozprawy oraz krótko
opiszę uzyskane rezultaty – bardziej szczegółowe ich omówienie przedstawię w kolejnych
rozdziałach.

1.1. Klasyczne oszacowania dla statystyk porządkowych. Pierwsze uniwersalne
ograniczenia dla statystyk porządkowych zostały podane niezależnie przez Gumbela [40],
Hartleya i Davida [42] oraz Morigutiego [58]. Autorzy dwóch pierwszych prac rozważy-
li próbę niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie ze znaną wartością
oczekiwaną µ oraz wariancją σ2 i wyznaczyli optymalne oszacowania na wartość oczeki-
waną zmiennej losowej (Xn:n − µ)/σ. Moriguti [58], wprowadzając metodę największych
wypukłych minorant, rozszerzył rezultat Gumbela, Hartleya i Davida na pozostałe staty-
styki porządkowe oraz podał jego odpowiednik dla spacji Xj+1:n − Xj:n, 1 ¬ j ¬ n − 1.
Metoda Morigutiego umożliwia wyznaczenie optymalnych oszacowań tego typu dla do-
wolnych kombinacji liniowych statystyk porządkowych, czyli dla dowolnych L-statystyk.
Wspomniane wyniki oraz ich odpowiedniki dla pewnych nieparametrycznych rodzin roz-
kładów, dotyczące klasycznego modelu niezależnych zmiennych losowych o tym samym
rozkładzie, zostały zebrane i szczegółowo opisane w monografii Rychlika [88] (zob. również
[12, 13, 14]).

Przedmiotem zainteresowania matematyków były także, motywowane różnorodny-
mi probabilistycznymi i statystycznymi zastosowaniami, optymalne oszacowania dla wy-
branych funkcjonałów statystyk porządkowych z dowolnie zależnych zmiennych losowych
o niekoniecznie identycznych rozkładach. Badania własności ekstremalnych rozkładów sta-
tystyk porządkowych z prób dowolnie zależnych obserwacji zostały zainicjowane przez
Mallowsa [55] oraz Lai’a i Robbinsa [51] – wyznaczyli oni stochastycznie ekstremalne
rozkłady maksymalnej statystyki porządkowej dla, odpowiednio, obserwacji z rozkładu
jednostajnego na przedziale jednostkowym oraz obserwacji o dowolnych – niekoniecznie
identycznych – rozkładach. W przypadku zmiennych losowych o tym samym rozkładzie,
Rychlik [82] oraz Caraux i Gascuel [16] rozszerzyli rezultat Lai’a i Robbinsa na pozostałe
statystyki porządkowe (por. [86]). Jednostajnie osiągalne ograniczenia dla kombinacji li-
niowych dystrybuant statystyk porządkowych z dowolnie zależnych zmiennych losowych
o identycznym rozkładzie podał Rychlik [83]. Wymienione rezultaty prowadzą do opty-
malnych oszacowań dla wartości oczekiwanych statystyk porządkowych i L-statystyk (zob.
[87] i [88]).

Osiągalne ograniczenia dla wartości oczekiwanych liniowych funkcji statystyk porząd-
kowych z próby niekoniecznie identycznie rozłożonych, dowolnie zależnych zmiennych lo-
sowych o pewnych znanych momentach, uzyskano stosując inne podejście. Polega ono na
wykorzystaniu zależności pomiędzy statystykami porządkowymi z próby deterministycznej
x1, . . . , xn, a momentami z tej próby. Oszacowania dla statystyk porządkowych xj:n oraz
ich liniowych kombinacji wyrażone za pomocą średniej i wariancji z próby stanowiły przed-
miot systematycznych badań dotyczących identyfikacji obserwacji odstających (zob. np.
[2], [67], [87]). Osiągalne ograniczenia dla wartości oczekiwanych dowolnych L-statystyk
z dowolnie zależnych obserwacji o znanych wartościach oczekiwanych i wariancjach wy-
znaczyli Arnold i Groeneveld [4] (por. [63], [2]). Przy dodatkowym założeniu, że znane są
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również kowariancje obserwacji, Aven [5] zaproponował lepsze ograniczenie dla wartości
oczekiwanej maksymalnej statystyki porządkowej. Lefévre [53] rozszerzył rezultat Avena
na kombinacje liniowe statystyk porządkowych, lecz okazało się, że jego oszacowania mogą
być gorsze od oszacowań Arnolda i Groenevelda. Ograniczenia lepsze zarówno od ogra-
niczeń Arnolda i Groenevelda, jak i od ograniczeń Lefévre’a podał Papadatos [70] (por.
[11, 72]).

Prac poświęconych optymalnym oszacowaniom dla dystrybuant statystyk porządko-
wych z prób zależnych zmiennych losowych o częściowo znanej strukturze zależności jest
niewiele. Pierwszy wynik tego typu uzyskał Kemperman [47]. Rozważył on przypadek
próby k-tkami niezależnych obserwacji o tym samym znanym rozkładzie, sprowadził pro-
blem wyznaczania punktowo osiągalnych ograniczeń dla dystrybuant statystyk porządko-
wych do prostszego problemu, określonego przez Autora mianem problemu momentów,
a następnie rozwiązał problem momentów odpowiadający górnym ograniczeniom dla po-
jedynczych statystyk porządkowych (por. [56]). Drugi wynik otrzymał Papadatos [71],
który wprowadził pojęcie prób maksymalnie i minimalnie stabilnych ustalonego rzędu
i podał dla takich prób optymalne jednostronne oszacowania dla dystrybuant i wartości
oczekiwanych pojedynczych statystyk porządkowych.

1.2. Cel naukowy. Głównym celem rozprawy jest wyznaczenie nowych osiągalnych ogra-
niczeń dla wybranych funkcjonałów statystyk porządkowych z prób zależnych zmiennych
losowych. Rozważania prowadzone będą w ramach trzech klas modeli, wyróżnionych ze
względu na zakres dostępnej informacji o strukturze zależności obserwacji. Będziemy za-
kładać, że struktura ta jest albo w pełni znana, albo całkowicie nieznana, albo częściowo
znana 1.

W przypadku modeli niepełnej wiedzy o strukturze zależności obserwacji, realizacja
wytyczonego celu wymagała zaproponowania odpowiedniego podejścia oraz wypracowania
stosownych narzędzi. Kluczową rolę odgrywają tu dwa typy charakteryzacji. Charakte-
ryzacje pierwszego typu polegają na określeniu wszystkich możliwych rozkładów wektora
losowego opisującego liczby sukcesów q rodzajów w n zależnych doświadczeniach loso-
wych. Charakteryzacje drugiego typu sprowadzają się do podania warunków koniecznych
i wystarczających na to, aby proces stochastyczny miał identyczne rozkłady jednowy-
miarowe jak dystrybuanta empiryczna z pewnej n-elementowej próby w określony sposób
zależnych zmiennych losowych o tym samym znanym rozkładzie. Część uzyskanych wyni-
ków to istotne uogólnienia klasycznych rezultatów opisanych w poprzednim podpunkcie,
pozostałe wyniki są nowe.

1.3. Syntetyczny opis uzyskanych wyników. W pracach [A1] i [A2], omówionych
w rozdziale 2, podano odpowiedniki klasycznych wyników typu Hartleya–Davida–Gumbela
dla prób zależnych zmiennych losowych o znanej strukturze zależności. W artykule [A1]
wyznaczono osiągalne ograniczenia dla wartości oczekiwanej L-statystyk z prób losowej
liczności zależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie o pewnych znanych mo-
mentach, gdy zależność pomiędzy obserwacjami jest modelowana za pomocą znanych ko-
puł. Do momentu ukazania się publikacji [A1], w literaturze nie były znane rezultaty tego
typu dla prób zależnych obserwacji o znanej strukturze zależności. W pracy [A2] podano
osiągalne ograniczenia dla wartości oczekiwanej maksimum konkomitant odpowiadających
wybranym kolejnym statystykom porządkowym, gdy zależności poprzedników i następni-
ków deterministycznej liczby niezależnych par losowych określono za pomocą znanych –

1 W ostatnich latach takie modele są wykorzystywane m.in. w matematyce finansowej i ubezpiecze-
niowej (zob. np. [24, 75, 81, 95]).
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niekoniecznie identycznych – kopuł, poprzedniki par mają identyczny rozkład o nieznanej
ciągłej dystrybuancie, natomiast następniki par mają ten sam rozkład o znanej wartości
oczekiwanej i wariancji. Dopuszczono tym samym możliwość zmiany struktury zależno-
ści w czasie – wcześniej badane były jedynie własności maksimów konkomitant dla par
identycznie rozłożonych. Za pomocą uzyskanych w [A2] oszacowań, porównano zapropo-
nowaną w pracy nową metodę wyceny ryzyk ubezpieczeniowych, alternatywną dla składki
zaufania, ze składkami wartości oczekiwanej i odchylenia standardowego.

Artykuł [A3], omówiony w rozdziale 3, dotyczy sytuacji, gdy struktura zależności
próby jest całkowicie nieznana. W pracy uogólniono wynik Erdősa–Neveu–Rényi’ego [25],
mówiący o rozkładzie liczby sukcesów w schemacie Bernoulliego, gdy próby są zależne.
Rezultat ten zastosowano do podania alternatywnego dowodu optymalnych nierówności
Rychlika [83] dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porządkowych z obserwacji
o tym samym rozkładzie. Proponowane podejście umożliwia wyznaczenie odpowiedników
ograniczeń Rychlika dla zmiennych losowych o różnych rozkładach, jak i uzyskanie nowych
optymalnych oszacowań dla innych funkcjonałów statystyk porządkowych.

Wyniki prac [A4]-[A9], przedstawione w kolejnych rozdziałach, dotyczą różnych mo-
deli częściowej, niepełnej informacji o strukturze zależności próby. W [A4] rozszerzono
nierówności Arnolda–Groenevelda–Papadatosa [4, 70] dla wartości oczekiwanej dowolnych
L-statystyk z prób zależnych, niekoniecznie identycznie rozłożonych zmiennych losowych
o pewnych znanych momentach – na przypadek prób o losowej liczności, gdy liczba obser-
wacji jest dowolną zmienną losową o wartościach w zbiorze dodatnich liczb całkowitych.
Ciągi zmiennych losowych o losowej długości pojawiają się w wielu modelach probabili-
stycznych, np. w estymacji sekwencyjnej lub w matematyce ubezpieczeniowej. Istniejące
nierówności nie obejmowały tego przypadku.

W pracy [A5] zaprezentowano dalsze – w odniesieniu do przedstawionego w [A3] –
uogólnienie wyniku Erdősa–Neveu–Rényi’ego i, korzystając z niego, rozszerzono nierów-
ności Papadatosa [71] dla dystrybuant pojedynczych statystyk porządkowych z maksy-
malnie oraz minimalnie stabilnych obserwacji do obustronnych osiągalnych nierówności
dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porządkowych. Następnie podano osiągal-
ne górne i dolne ograniczenia dla wartości oczekiwanych L-statystyk z takich obserwacji
oraz zbadano stabilność wartości oczekiwanej L-statystyki z próby o zadanej maksymal-
nie stabilnej strukturze zależności ze względu na maksymalnie stabilne odchylenia od
tej struktury. Część uzyskanych wyników to uogólnienia odpowiadających im rezultatów
z prac [71, 82, 83, 84, 85, 89, 90], pozostałe wyniki są nowe.

Artykuł [A6] jest poświęcony badaniu wpływu zależności na wartość oczekiwaną
L-statystyki w przypadku, gdy nieznana struktura zależności obserwacji należy do pewne-
go nieparametrycznego otoczenia niezależności typu Kołmogorowa lub typu chi-kwadrat.
Inspirację do rozważenia otoczeń tego typu stanowiły warunki ψ mieszania (ang.
ψ-mixing, zob. np. [20]). W pracy podajemy osiągalne – w odróżnieniu od nieosiągalnych
zaprezentowanych w [C13] 2 – ograniczenia dla różnicy wartości oczekiwanych L-statystyk
z prób niezależnych i zależnych, niekoniecznie identycznie rozłożonych obserwacji, o ta-
kich samych odpowiadających sobie jednowymiarowych rozkładach brzegowych. Ograni-
czenia wyrażone są za pomocą charakterystyk liczbowych próby niezależnych zmiennych
losowych oraz parametrów liczbowych opisujących wielkość otoczenia. To pierwsze w lite-
raturze osiągalne tego typu nierówności dla wartości oczekiwanych dowolnych kombinacji
liniowych statystyk porządkowych.

2Symbolem C (odpowiednio, B) w niniejszym opracowaniu są oznaczane prace nie wchodzące w skład
osiągnięcia naukowego, opublikowane po uzyskaniu (odpowiednio, przed uzyskaniem) stopnia doktora.
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W artykułach [A7] i [A8] rozszerzono podaną przez Kempermana [47] charakteryza-
cję rodziny możliwych rozkładów wektora opisującego liczby sukcesów q rodzajów w n
niezależnych k-tkami próbach, na przypadek prób zależnych obserwacji o znanych kawał-
kami jednostajnych k-wymiarowych kopułach brzegowych 3 lub znanych k-wymiarowych
kopułach brzegowych typu mieszanego. Uzyskane wyniki wykorzystano do wyznaczenia
punktowo osiągalnych górnych i dolnych ograniczeń dla dowolnych kombinacji liniowych
dystrybuant statystyk porządkowych z prób jednakowo rozłożonych, zależnych obserwacji
o znanych k-wymiarowych kopułach brzegowych. W przypadku wybranych rodzin zależ-
ności podano jawne postaci ograniczeń dla dystrybuant pojedynczych statystyk porząd-
kowych oraz różnic dystrybuant dwóch kolejnych statystyk porządkowych.

W pracy [A9] wprowadzono, mające naturalną interpretację w teorii niezawodności,
pojęcie zależności przekątniowej oraz sformułowano warunki konieczne i wystarczające na
to, aby proces stochastyczny miał takie same jednowymiarowe rozkłady brzegowe jak dys-
trybuanta empiryczna z pewnej n-elementowej próby przekątniowo zależnych zmiennych
losowych o tym samym znanym rozkładzie. Korzystając z tej charakteryzacji, sprowa-
dzono problem wyznaczania ograniczeń dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk
porządkowych z prób przekątniowo zależnych obserwacji do pewnego problemu momen-
tów, rozwiązano ten problem metodą geometryczną oraz przedstawiono warunki konieczne
i wystarczające jednostajnej osiągalności uzyskanych ograniczeń. W przypadku wybranej
klasy rodzin zależności wyznaczono stochastycznie ekstremalne rozkłady pojedynczych
statystyk porządkowych. Uzyskane wyniki stanowią istotne ogólnienie rezultatów Rychli-
ka [82, 83] dotyczących prób dowolnie zależnych obserwacji.

Wyniki prac [A3] – [A9] mogą znaleźć zastosowanie w teorii niezawodności, np. do
oceny przeciętnego czasu bezawaryjnej pracy układu (n−k+1)-spośród-n lub układu ko-
herentnego w sytuacji, kiedy łączny rozkład czasów bezawaryjnej pracy elementów układu
nie jest w pełni znany. Mogą być one użyteczne również w matematyce aktuarialnej, gdy
struktura zależności ryzyk wchodzących w skład portfela jest częściowo znana lub całko-
wicie nieznana, np. przy kalkulacji składki za reasekurację typu ECOMOR lub typu LC
(zob. np. [50]), kalkulacji składki ubezpieczeniowej w jednorodnym modelu indywidual-
nego ryzyka za pomocą empirycznych spektralnych miar ryzyka (zob. np. [22, 38]) lub
kalkulacji składki w ubezpieczeniach dla wielu osób (zob. [C18]).

2. Znana struktura zależności

W niniejszym rozdziale zaprezentujemy dwa podejścia prowadzące do uogólnień klasycz-
nych wyników typu Hartleya–Davida–Gumbela na przypadek zależnych zmiennych loso-
wych o znanej strukturze zależności. Pierwsze podejście zostało przedstawione w arty-
kule [A1]. Umożliwia ono wyznaczenie osiągalnych ograniczeń dla wartości oczekiwanej
L-statystyk z prób zależnych obserwacji, gdy zależność pomiędzy obserwacjami modelo-
wana jest za pomocą znanych kopuł.

Niech X,X1, X2, . . . będą zmiennymi losowymi o tym samym rozkładzie z nieznaną
dystrybuantą F i znanym drugim momentem zwykłym µ2 = EX2 < ∞. Jeśli nie za-
znaczono inaczej, zmienne losowe występujące w niniejszym opracowaniu będą określone
na tej samej przestrzeni probabilistycznej (Ω,A,P) . Oznaczmy przez F−1 lewostronnie
ciągłą funkcję kwantylową, tzn. F−1(u) = inf{x ∈ R : F (x)  u} dla u ∈ (0, 1). Załóżmy,

3Kopuły kawałkami jednostajne, określane w literaturze również mianem kopuł wieloliniowych lub sza-
chownicowych (ang. multilinear or checkerboard copulas; zob. np. [23]), odgrywają kluczową rolę w pro-
cesie estymacji struktur zależności dyskretnych wektorów losowych (zob. [33, 34]).
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że dla dowolnych x1, . . . , xn ∈ R i n  2,

P(X1 ¬ x1, . . . , Xn ¬ xn) = Cn(F (x1), . . . , F (xn)),

gdzie (Cn)∞n=2 jest zgodnym ciągiem kopuł. Niech N będzie zmienną losową o wartościach
w Z+ := {0, 1, 2, . . .}. Dla dowolnych a, b ∈ Z, określmy [a; b] = {a, a + 1, . . . , b}, gdy
a ¬ b oraz [a; b] = ∅, gdy a > b. Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste λin, gdzie i ∈ [1;n]
oraz n ∈ N := {1, 2, . . .}. Przyjmijmy konwencję

∑j
k=i ak = 0, gdy i > j.

Wykorzystując metodę Morigutiego, udowodniono następujące

Twierdzenie 2.1 ([A1], Thm. 2.2). Jeżeli N i (Xi)∞i=1 są niezależne oraz spełniony jest
jeden z poniższych warunków:

Z1. N ¬ c dla pewnego c <∞,
Z2. X  0 i λin  0 dla wszystkich 1 ¬ i ¬ n <∞,
Z3. E|X| <∞, EN <∞ i sup1¬i¬n<∞ |λin| <∞,

to

E
N∑
k=1

λkNXk:N ¬ (µ2)1/2
(∫ 1

0

[
ϕ(t)

]2
dt
)1/2

, (2.1)

gdzie ϕ oznacza prawostronną pochodną największej wypukłej minoranty funkcji

φ(t) =
∞∑
n=1

P(N = n)
n∑
k=1

λkn
n∑
i=k

(−1)i−k
(
i− 1
k − 1

)
Si(t), t ∈ (0, 1),

przy czym
Si(t) =

∑
1¬k1<...<ki¬n

C(k1,...,ki)(t, . . . , t),

C(k1,...,ki)(F (x1), . . . , F (xi)) = P(Xk1 ¬ x1, . . . , Xki ¬ xi)
oraz C(k1)(u) = u dla wszystkich u ∈ [0, 1]. Równość w (2.1) jest osiągana wtedy i tylko
wtedy, gdy F−1(t) = cϕ(t) dla t ∈ (0, 1), gdzie c > 0 jest stałą normującą.

W przypadku deterministycznej liczności próby oraz znanej wartości oczekiwanej
µ = EX i wariancji σ2 = VarX < ∞, standardowa modyfikacja dowodu twierdze-
nia 2.1 prowadzi do następującego uogólnienia rezultatu Hartleya–Davida–Gumbela na
przypadek zmiennych losowych o dowolnej strukturze zależności opisanej znaną kopułą
Cn : EXn:n ¬ µ + σ(

∫ 1
0 [ϕ(t) − 1]2 dt)1/2, przy czym równość jest osiągana wtedy i tylko

wtedy, gdy F−1(t) = c[ϕ(t)− 1] dla t ∈ (0, 1), gdzie c > 0 jest stałą normującą.
Zastępując w dowodzie twierdzenia 2.1 nierówność Schwarza – nierównością Höldera,

Younga lub Jensena, otrzymamy ograniczenia dla wartości oczekiwanej L-statystyk wy-
rażone za pomocą p-norm, momentów wykładniczych lub kwantyli rozkładu pojedynczej
obserwacji (zob. [A1, Rem. 2.3]).

Warunki osiągalności uzyskanych ograniczeń charakteryzują nietrywialne rozkłady
prawdopodobieństwa (zob. [A1, Sect. 3.3.1 i Rem. 2.3]), umożliwiając konstruowanie te-
stów zgodności (zob. np. [59]). Ograniczenia te dają również możliwość konstruowania
przedziałów ufności i testów dla momentów statystyk porządkowych oraz oceny asymp-
totycznego zachowania momentów L-statystyk.

W pracy [A2] zaprezentowano inne podejście, które doprowadziło do wyznaczenia
osiągalnych ograniczeń dla wartości oczekiwanej maksimum konkomitant dowolnie wybra-
nych kolejnych statystyk porządkowych. Niech (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) będzie ciągiem par
losowych o poprzednikach mających ten sam rozkład z ciągłą dystrybuantą F i następni-
kach posiadających rozkład z dystrybuantą G. Zmienna losowa Y odpowiadająca Xj:n –
oznaczana symbolem Y[j:n] – nazywana jest konkomitantą j-tej statystyki porządkowej lub
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statystyką stowarzyszoną z j-tą statystyką porządkową. W przypadku par niezależnych
o identycznych rozkładach, własności maksimów

Vrsn = max{Y[r:n], Y[r+1:n], . . . , Y[s:n]} oraz Vr,n = Vrnn,

gdzie 1 ¬ r ¬ s ¬ n, badali Nagaraja i David [64] oraz Chu i in. [17].
W pracy [A2] rozważyliśmy przypadek ogólniejszy – niezależnych par losowych o nie-

koniecznie tym samym rozkładzie. Najpierw wyznaczyliśmy postać dystrybuanty rozkładu
prawdopodobieństwa zmiennej losowej Vrsn, pokazując że

P(Vrsn ¬ y) = ars
∑

(ir,...,is)

∫
xr<xs

[ s−1∏
k=r+1

P (Yik ¬ y|xr ¬ Xik ¬ xs)×

× P (Yir ¬ y|Xir = xr)P (Yis ¬ y|Xis = xs)
]
frs(xr, xs) dxrdxs,

gdzie y ∈ R, ars = (n−s+r−1)!/n!, frs jest gęstością wektora (Xr:n, Xs:n), zaś sumowanie
odbywa się po wszystkich wariacjach bez powtórzeń (ir, . . . , is) elementów zbioru [1;n].
Następnie założyliśmy, że zależność zmiennych Xi oraz Yi jest opisana znaną kopułą Ci
i sprawdziliśmy, że P(Vrsn ¬ y) = W (G(y)) dla y ∈ R, gdzie

W (t) =

(
n−s+r−1

r−1

)
(s− r − 1)!

∑
(ir,...,is)

∫ 1

0

∫ 1

u

s−1∏
k=r+1

[Cik(z, t)− Cik(u, t)]×

×C ′ir(u, t)C
′
is(z, t) u

r−1(1− z)n−s dzdu,

przy czym s > r, t ∈ [0, 1],
∏j
k=i ak = 1 dla i > j, natomiast C ′i oznacza pochodną

cząstkową kopuły Ci względem pierwszej zmiennej. Łącząc powyższe z metodą Morigu-
tiego i wykazując, że pochodna w największej wypukłej minoranty funkcji W jest funkcją
ograniczoną, uzyskaliśmy następujące

Twierdzenie 2.2 ([A2], Thm. 2.1). Jeżeli σ2 = VarY <∞ i µ = EY , to

EVrsn ¬ µ+ σ
(∫ 1

0
w2(x) dx− 1

)1/2

. (2.2)

Ograniczenie w (2.2) jest osiągalne.

Uwaga 1. Twierdzenie 2.2 podaje postać osiągalnego oszacowania górnego dla maksymal-
nej statystyki porządkowej z próby zależnych zmiennych losowych o różnych rozkładach.

W pracy [A2] wyznaczyliśmy również optymalne oszacowania na EVr,n w przypadku,
gdy kopuły Ci nie są w pełni znane – wiadomo jedynie, że Ci są ograniczone z dołu i z góry
przez znane kopuły (zob. [A2, Thm. 2.2]).

3. Całkowicie nieznana struktura zależności

W niniejszym rozdziale omówimy ideę, zaprezentowanej w artykule [A3], alternatywnej
metody wyznaczania ograniczeń Rychlika [83] dla kombinacji liniowych dystrybuant staty-
styk porządkowych z próby dowolnie zależnych zmiennych losowych o tym samym znanym
rozkładzie, umożliwiającej podanie postaci ich odpowiedników dla obserwacji o różnych
rozkładach. Postać optymalnych ograniczeń Rychlik uzyskał rozwiązując pewien nieskoń-
czenie wymiarowy problem programowania liniowego, zaś ich jednostajną osiągalność wy-
kazał konstruując odpowiedni ciąg zmiennych losowych.
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Niech X1, . . . , Xn będą dowolnymi zmiennymi losowymi. Ustalmy x, λ1, . . . , λn ∈ R.
Postać oszacowań dla kombinacji liniowej

∑n
j=1 λjP(Xj:n ¬ x) otrzymamy korzystając

z wyniku Móriego i Székley’ego [60] mówiącego o tym, że zbiór możliwych wartości wektora
momentów (Ef1(νn), . . . ,Efl(νn)) , gdzie f1, . . . , fl są dowolnymi funkcjami rzeczywistymi
na [0;n], gdy zmienna losowa νn ma dowolny rozkład prawdopodobieństwa na [0;n], jest
domkniętą otoczką wypukłą conv {(f1(i), . . . , fl(i)) : i ∈ [0;n]}. Stosując ten rezultat do
νn =

∑n
j=1 1{Xj¬x}, f1(t) = t/n oraz f2(t) =

∑n
j=1 λj1[j,∞)(t), dostajemyF (x),

n∑
j=1

λjP(Xj:n ¬ x)

 ∈ conv


 i
n
,

i∑
j=1

λj

 : i ∈ [0;n]

 , (3.1)

a stąd wynika, że

C (F (x)) ¬
n∑
j=1

λjP (Xj:n ¬ x) ¬ C(F (x)), (3.2)

gdzie F (x) = 1
n

∑n
j=1 P(Xj ¬ x), 1A oznacza indykator zbioru A, natomiast C i C to,

odpowiednio, obwiednia dolna i obwiednia górna otoczki wypukłej z (3.1) (por. [83, Lem.
2]). W przypadku pojedynczych statystyk porządkowych, postać ograniczeń (3.2) poda-
li Caraux i Gascuel [16], natomiast warunki konieczne i wystarczające ich osiągalności
sformułował Rychlik [86].

Kluczowym elementem zaproponowanego w pracy [A3] dowodu jednostajnej osiągal-
ności nierówności (3.2) dla jednakowo rozłożonych obserwacji, jest następujące uogólnienie
wyniku Erdősa–Neveu–Rényi’ego [25] (zob. również [30, Lem. III.1]) na przypadek mono-
tonicznych rodzin zdarzeń:

Twierdzenie 3.1 ([A3], Thm. 2). Niech {Y (x) : x ∈ R} będzie procesem stochastycznym
o wartościach w [0;n]. Następujące warunki są równoważne:

(i) Istnieje przestrzeń probabilistyczna oraz taki ciąg wymienialnych zmiennych loso-
wych X1, . . . , Xn określonych na tej przestrzeni, że

∀x∈R Y (x) d=
n∑
j=1

1{Xj¬x},

gdzie d= oznacza równość rozkładów.
(ii) Funkcja R 3 x 7→ P(Y (x)  j) jest dystrybuantą dla każdego j ∈ [1;n].

Dowód twierdzenia 3.1 wymagał nowego pomysłu. Adaptacja oryginalnego dowodu
nie była możliwa, ponieważ skonstruowana w przedstawiony tam sposób miara P̃ zależała
od x. Idei dowodu podanego przez Sibuya [94] również nie można było wykorzystać, gdyż
uzyskane w taki sposób rodziny zdarzeń mogły nie być monotoniczne.

Na mocy twierdzenia 3.1, do wykazania na przykład jednostajnej osiągalności górnego
ograniczenia (3.2), wystarczy rozważyć proces stochastyczny {Y (x) : x ∈ R} spełniający
warunek P(Y (x) = ni) = p(x) = 1 − P(Y (x) = ni+1) dla nF (x) ∈ [ni, ni+1], gdzie i ∈
[1;m−1], przy czym n1, . . . , nm oznaczają odcięte kolejnych końców odcinków tworzących
łamaną C, zaś p(t) jest tak dobrane, że Ef1(Y (x)) = F (x), a następnie sprawdzić, że
Ef2(Y (x)) = C(F (x)) dla nF (x) ∈ [ni, ni+1] oraz zauważyć, że R 3 x 7→ P(Y (x)  j)
jest dystrybuantą dla każdego j ∈ [1;n].

Przedstawione podejście może być wykorzystane do wyznaczania nowych ograniczeń
dla wybranych funkcjonałów statystyk porządkowych z prób dowolnie zależnych zmien-
nych losowych o tym samym rozkładzie, jak i uzyskiwania jednostajnie osiągalnych nie-
równości typu Bonferroniego (zob. [A3, Sect. 3]).
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4. Próby o losowej liczności o pewnych znanych momentach

W rozdziale tym przedstawimy zaproponowane w [A4] rozszerzenie nierówności Arnolda–
Groenevelda–Papadatosa [4, 70] dla wartości oczekiwanej L-statystyk, na przypadek prób
o losowej liczności.

Niech N będzie zmienną losową przyjmującą wartości w N i niech X1, X2, . . . będzie
ciągiem dowolnych zmiennych losowych. Powiemy, że ciąg X1, X2, . . . jest warunkowo wy-
mienialny względem N, jeśli dla każdego n ∈ N, dla którego P (N = n) > 0, następująca
równość

P (X1 ¬ x1, . . . , Xn ¬ xn | N = n) = P
(
Xπ(1) ¬ x1, . . . , Xπ(n) ¬ xn | N = n

)
zachodzi dla wszystkich permutacji π = (π(1), . . . , π(n)) elementów zbioru [1;n] oraz
wszystkich x1, . . . , xn ∈ R.

Ustalmy liczby rzeczywiste λin oraz zdefiniujmy wielkości cin = C(n)(i/n)−C(n)((i−
1)/n) i din = C

(n)(i/n)−C(n)((i− 1)/n), gdzie i ∈ [1;n], n ∈ N, zaś C(n) i C(n) to, odpo-
wiednio, dolna i górna obwiednia otoczki wypukłej conv

{(
i/n,

∑i
j=1 λjn

)
: i ∈ [0;n]

}
.

Twierdzenie 4.1 ([A4], Thm. 2.1). Jeżeli E
∑N
i=1 X

2
i <∞ i supn1 n

−1∑n
i=1 |λin| <∞,

to

E
N∑
i=1

λiNXi:N ¬ E
(
XN

N∑
i=1

λiN

)
+
[
E

N∑
i=1

(
ciN − λN

)2
]1/2

4N (4.1)

oraz

E
N∑
i=1

λiNXi:N  E
(
XN

N∑
i=1

λiN

)
−
[
E

N∑
i=1

(
diN − λN

)2
]1/2

4N , (4.2)

gdzie xn = n−1∑n
i=1 xi, λn = n−1∑n

i=1 λin, natomiast

42
N = E

N∑
i=1

(Xi − µN)2 − E
[
N
(
XN − µN

)2
]
,

przy czym µn = n−1∑n
i=1 EXi. Ponadto jeżeli dla każdego n ciąg (λin)ni=1 jest niemalejący

(odpowiednio, nierosnący), to dla dowolnej całkowalnej zmiennej losowej N istnieje ciąg
zmiennych losowych (Xi)

∞
i=1 warunkowo wymienialny względem N, dla którego w nierów-

ności (4.1) (odpowiednio, (4.2)) osiągana jest równość.

Odnotujmy, że (4.1) i (4.2) sprowadzają się do nierówności Papadatosa [71, Thm. 2.1,
Eq. (2.2) oraz Thm. 2.2] w przypadku, gdy P(N = n) = 1 dla pewnego n ∈ N. Warto
podkreślić, że osiągalne ograniczenia (4.1) i (4.2) nie są bezpośrednimi wnioskami z rezul-
tatów Papadatosa – nie można ich otrzymać np. metodą warunkowania (zob. [A4, Example
2.1]). Wyznaczenie postaci (4.1) i (4.2) wymagało zastosowania dwuetapowego oszacowa-
nia, dla którego punktem wyjścia jest tożsamość Abela. Osiągalność ograniczeń wykazano
konstruując ciąg zmiennych losowych X1, X2, . . . warunkowo wymienialny względem N,
spełniający warunki osiągalności obu szacowań.

Oszacowania (4.1) i (4.2) są użyteczne pod warunkiem, że znamy wartości występu-
jących w nich momentów. Można je wyznaczyć np. w przypadku, gdy znany jest rozkład
N oraz dla wszystkich 1 ¬ i < j <∞ znane są warunkowe wartości oczekiwane E[Xi|N ],
warunkowe wariancje Var[Xi|N ] i warunkowe kowariancje Cov[Xi, Xj|N ]. Gdy znamy
jedynie rozkład N oraz E[Xi|N ] i Var[Xi|N ] dla i  1, możemy skorzystać z osiągalnych
ograniczeń postaci (4.1) i (4.2), w których 4N zastąpiono (nie mniejszą) wielkością 4

N
,

gdzie 42
N

= E
∑N
i=1 (Xi − µN)2−E

[√
N
(
XN − µN

)]2
. Jeżeli wariancje obserwacji nie są
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skończone, lecz E|Xi lnXi| <∞ dla i ∈ N, to użyteczne mogą być oszacowania uzyskane
za pomocą nierówności Younga (zob. [A4, Thm. 4.1]).

Bezpośrednim wnioskiem z twierdzenia 4.1 jest następujące rozszerzenie klasycznej
nierówności Samuelsona [92][ ∞∑

n=1

(xn:n − xn)pn

]2

¬
(

1−
∞∑
n=1

pn
n

)( ∞∑
n=1

pn
n∑
i=1

(xi − xn)2

)
,

gdzie (xn)∞n=1 jest dowolnym ciągiem liczb rzeczywistych, zaś (pn)∞n=1 jest dowolnym roz-
kładem prawdopodobieństwa na N (zob. [A4, Sect. 5.6]). Przykłady statystycznych i ak-
tuarialnych zastosowań twierdzenia 4.1 oraz ograniczeń [A4, Thm. 4.1] wyrażonych za
pomocą wartości oczekiwanych i entropii obserwacji podano w [A4, Subsect. 5.4, 5.5 i 5.6].

5. Próby maksymalnie stabilne

W rozdziale tym zaprezentujemy wyniki pracy [A5] dotyczące jednego z dwóch rozważa-
nych w niej modeli stochastycznej zależności – modelu obserwacji maksymalnie stabilnych.
Pojęcie to wprowadził Papadatos [71].

Definicja 1. Niech j ∈ [1;n]. Mówimy, że zmienne losowe X1, . . . , Xn są maksymalnie
stabilne rzędu j, gdy dla wszystkich j-elementowych podzbiorów {k1, . . . , kj} zbioru [1;n],
zmienne losowe max{Xk1 , . . . , Xkj} mają ten sam rozkład.

Twierdzenie 5.1 ([A5], Thm. 2.1). Niech j ∈ [1;n] i λj, λj+1, . . . , λn ∈ R.
(i) Jeżeli zmienne losowe X1, . . . , Xn są maksymalnie stabilne rzędu j oraz

F(j)(x) = P(max{X1, . . . , Xj} ¬ x), x ∈ R, (5.1)

to dla każdego x ∈ R

Cj

(
F(j)(x)

)
¬

n∑
k=j

λkP (Xk:n ¬ x) ¬ Cj

(
F(j)(x)

)
, (5.2)

gdzie Cj i Cj oznaczają, odpowiednio, obwiednię dolną i obwiednię górną otoczki wypukłej
zbioru 

 (i)j
(n)j

,
i∑

k=j

λk

 : i ∈ [0;n]

 ,
przy czym (i)j = i(i− 1) · · · (i− j + 1) dla i  j oraz (i)j = 0 dla i < j.

(ii) Ponadto dla dowolnej dystrybuanty F(j) istnieją wymienialne zmienne losowe
X1, . . . , Xn spełniające warunek (5.1), dla których równość w pierwszej (odpowiednio,
drugiej) nierówności w (5.2) jest osiągana dla wszystkich x ∈ R.

Postać ograniczeń (5.2) wyznaczono, stosując – opisaną w trzecim rozdziale – me-
todę obwiedni zbioru momentów. Osiągalność ograniczeń udowodniono, wykorzystując
następujące uogólnienie twierdzenia 3.1.

Lemat 5.2 ([A5], Lem. 2.2). Niech j ∈ [1;n] i niech {ν(x) : x ∈ R} będzie procesem
stochastycznym o wartościach w Zj =

{
0,
(
j
j

)
,
(
j+1
j

)
, . . . ,

(
n
j

)}
. Następujące warunki są

równoważne:
(i) Istnieje przestrzeń probabilistyczna oraz takie wymienialne zmienne losowe X1, . . . ,

Xn określone na tej przestrzeni, że

∀x∈R ν(x) d=
∑

1¬k1<...<kj¬n
1{Xk1¬x,...,Xkj¬x}.
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(ii) Funkcja R 3 x 7→ P(ν(x)  i) jest dystrybuantą dla każdego i ∈ Zj \ {0}.

Twierdzenie 5.1 prowadzi do osiągalnych ograniczeń dla wartości oczekiwanej L-sta-
tystyk. W dalszej części niniejszego opracowania będziemy zakładać, że występujące w niej
całki istnieją i są skończone.

Twierdzenie 5.3 ([A5], Thm. 3.1(i)). Niech j ∈ [1;n] i λj, λj+1, . . . , λn ∈ R. Jeżeli
X1, . . . , Xn są maksymalnie stabilne rzędu j oraz P(Xj:j ¬ x) = F(j)(x) dla x ∈ R, to∫ 1

0
F−1

(j) (t) dCj(t) ¬ E
n∑
k=j

λkXk:n ¬
∫ 1

0
F−1

(j) (t) dCj(t), (5.3)

gdzie Cj i Cj są zdefiniowane tak jak w twierdzeniu 5.1. Oba ograniczenia w (5.3) są osią-
galne, tzn. dla dowolnej dystrybuanty F(j) istnieją wymienialne zmienne losowe X1, . . . , Xn,
spełniające warunek: P(Xj:j ¬ x) = F(j)(x), x ∈ R, dla których w pierwszej (odpowiednio,
drugiej) nierówności zachodzi równość.

Uwaga 2. W przypadku pojedynczych statystyk porządkowych, górne ograniczenia (5.2)
i dolne ograniczenia (5.3) – w inny sposób – wyznaczył Papadatos [71]. Obustronne ogra-
niczenia (5.2) i (5.3) dla j = 1, czyli dla dowolnie zależnych obserwacji o tym samym
rozkładzie, podał Rychlik [83].

Twierdzenie 5.3 może stanowić punkt wyjścia do poszukiwania nowych oszacowań dla
wartości oczekiwanej L-statystyk. Łącząc ten rezultat z metodą Morigutiego, otrzymamy
ograniczenia wyrażone za pomocą dwóch pierwszych momentów Xj:j. Oznaczmy przez cj
prawostronną pochodną funkcji Cj.

Twierdzenie 5.4 ([A5], Prop. 3.2). Ustalmy j ∈ [1;n] oraz λj, λj+1, . . . , λn ∈ R. Niech
X1, . . . , Xn będą zmiennymi losowymi maksymalnie stabilnymi rzędu j, o znanej wartości
oczekiwanej EXj:j = µ(j) i wariancji VarXj:j = σ2

(j). Wówczas

E
n∑
k=j

λk
(
Xk:n − µ(j)

)
¬ u(j) σ(j), (5.4)

gdzie

u(j) =

∫ 1

0
cj

2(t) dt−

 n∑
k=j

λk

2


1/2

.

Jeżeli u(j) > 0, to ograniczenie (5.4) jest osiągane dla pewnych wymienialnych zmiennych
losowych X1, . . . , Xn, dla których funkcja kwantylowa maksimum Xj:j ma postać

F−1
(j) (t) = µ(j) +

cj(t)− n∑
k=j

λk

σ(j)/u(j).

Jeżeli u(j) = 0, to dla dowolnej dystrybuanty F(j) istnieją takie wymienialne zmienne
losowe X1, . . . , Xn, że P(Xj:j ¬ x) = F(j)(x), x ∈ R, dla których ograniczenie w (5.4) jest
osiągane.

Uwaga 3. Dolne odpowiedniki ograniczeń (5.4) podano w [A5, Prop. 3.2]. Kładąc j = 1
w twierdzeniu 5.4, otrzymujemy szczególny przypadek ograniczeń Rychlika [84]. Przy do-
datkowych założeniach o rozkładzie statystyki Xj:j można wyznaczyć oszacowania lepsze
od (5.4) (zob. [A5, Prop. 3.4]).
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Łatwo spostrzec, że cj =
∑n
i=j ai1i, gdzie

ai = (n)j
Cj((i)j/(n)j)− Cj((i− 1)j/(n)j)

(i)j − (i− 1)j
, (5.5)

zaś 1i jest indykatorem przedziału [(i− 1)j/(n)j, (i)j/(n)j). Oznacza to, że funkcja kwan-
tylowa występująca w (5.5) jest funkcją schodkową o skokach w pewnych punktach zbioru
{(i)j/(n)j : i = j, j+ 1, . . . , n−1}. Twierdzenie 5.4 umożliwia tym samym uzyskanie osią-
galnych deterministycznych odpowiedników nierówności (5.4), stanowiących uogólnienie
klasycznej nierówności Samuelsona (por. [92, 87]).

Niech j ∈ [1;n] i x1, . . . , xn ∈ R. Dla każdego j-elementowego podzbioru I zbioru
[1;n], oznaczmy przez xI:j maksimum zbioru {xl : l ∈ I}. Zdefiniujmy wielkości

xj:j =
(
n

j

)−1∑
I

xI:j oraz s2
j:j =

(
n

j

)−1∑
I

(xI:j − xj:j)2 , (5.6)

gdzie sumowanie odbywa się po wszystkich j-elementowych zbiorach I ⊂ [1;n].

Wniosek 5.5 ([A5], Cor. 3.3). Niech j ∈ [1;n] oraz λj, λj+1, . . . , λn ∈ R. Wówczas dla
dowolnych x1, . . . , xn ∈ R,

n∑
k=j

λk (xk:n − xj:j) ¬ u(j)sj:j, (5.7)

gdzie

u(j) =

(n
j

)−1 n∑
i=j

a2
i

(
i− 1
j − 1

)
−

 n∑
k=j

λk

2


1/2

,

zaś ai, xj:j i s2
j:j określone są wzorami (5.5) i (5.6). Jeżeli u(j) > 0, to równość w nierów-

ności (5.7) jest osiągana, gdy

x1 = x2 = . . . = xj = α + bjβ

oraz

xi = α + biβ, i = j + 1, j + 2, . . . , n,

przy czym α ∈ R i β > 0 są dowolne, natomiast

bk =
ak −

∑n
i=j λi[(

n
j

)−1∑n
i=j a

2
i

(
i−1
j−1

)
−
(∑n

i=j λi
)2
]1/2 , k = j, j + 1, . . . , n.

Jeżeli u(j) = 0, to równość w (5.7) zachodzi dla wszystkich x1, . . . , xn ∈ R.

Twierdzenie 5.3 można również wykorzystać do badania stabilności wartości ocze-
kiwanej L-statystyki z próby o znanej maksymalnie stabilnej strukturze zależności ze
względu na maksymalnie stabilne odchylenia od tej struktury.

Ustalmy j ∈ [1;n] i λj, λj+1, . . . , λn ∈ R. Niech X1, . . . , Xn będą zmiennymi losowymi
maksymalnie stabilnymi rzędu j oraz F(j)(x) = P(Xj:j ¬ x) dla x ∈ R. Niech dalej
D : [0, 1]n → [0, 1] będzie taką kopułą, że

Dk1,...,kj(t, . . . , t) = D1,...,j(t, . . . , t) =: δj(t), t ∈ [0, 1],

dla wszystkich 1 ¬ k1 < . . . < kj ¬ n, gdzie Dl1,...,li(t, . . . , t) = D(z1, . . . , zn), przy czym
zm = t dla m ∈ {l1, . . . , li} oraz zm = 1 w przypadku przeciwnym (1 ¬ l1 < . . . < li ¬
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n, i = 1, . . . , n). Załóżmy, że δj jest funkcją ściśle rosnącą i rozważmy zmienne losowe
Y1, Y2, . . . , Yn o łącznym rozkładzie z dystrybuantą

P(Y1 ¬ x1, . . . , Yn ¬ xn) = D(F (x1), . . . , F (xn)), x1, . . . , xn ∈ R,

gdzie F (x) = δ−1
j (F(j)(x)). Oznaczmy k-tą statystykę porządkową w próbie Y1, . . . , Yn

przez Yk:n. Skoro

P(Yj:j ¬ x) = D1,...,j(F (x), . . . , F (x)) = δj(F (x)) = F(j)(x), x ∈ R,

to zmienne losowe Yj:j i Xj:j mają ten sam rozkład.

Twierdzenie 5.6 ([A5], Prop. 4.1). Jeżeli przekątna δj kopuły D1,...,j jest funkcją ściśle
rosnącą oraz znana jest wartość oczekiwana EXj:j = µ(j) i wariancja VarXj:j = σ2

(j), to

−lb(j)σ(j) ¬ E
n∑
k=j

λkXk:n − E
n∑
k=j

λkYk:n ¬ ub(j)σ(j), (5.8)

gdzie

lb(j) =
(∫ 1

0
[hj(t)]2 dt

)1/2

, ub(j) =
(∫ 1

0
[hj(t)]

2 dt
)1/2

,

przy czym hj (odpowiednio, hj) oznacza pochodną prawostronną największej wypukłej ma-
joranty (odpowiednio, najmniejszej wklęsłej minoranty) funkcji Hj(t) = Cj(t)−Φj(δ−1

j (t)),
zaś

Φj(t) =
n∑
k=j

λk
n∑
i=k

(−1)i−k
(
i− 1
k − 1

) ∑
1¬k1<...<ki¬n

Dk1,...,ki(t, . . . , t).

Jeżeli lb(j) > 0 i ub(j) > 0, to dolne ograniczenie i górne ograniczenie w (5.8) jest
osiągane dla pewnych wymienialnych zmiennych losowych X1, . . . , Xn, dla których funkcja
kwantylowa F−1

(j) maksimum Xj:j jest, odpowiednio, postaci

F−1
(j) (t) = µ(j) − hj(t)σ(j)/lb(j) i F−1

(j) (t) = µ(j) + hj(t)σ(j)/ub(j).

Jeżeli lb(j) = 0 (ub(j) = 0), to dla dowolnej dystrybuanty F(j) równość w pierwszej (dru-
giej) nierówności w (5.8) jest osiągana dla pewnych takich wymienialnych zmiennych lo-
sowych X1, . . . , Xn, że P(Xj:j ¬ x) = F(j)(x) dla wszystkich x ∈ R.

Dla j = 1 oraz kopuły niezależnościD(t1, . . . , tn) = t1·. . .·tn, jawne postaci ograniczeń
dla, odpowiednio, EXk:n −EYk:n oraz E (Xk+1:n −Xk:n)−E (Yk+1:n − Yk:n) , wyrażonych
za pomocą, odpowiednio, p-normy (1 ¬ p ¬ ∞) oraz odchylenia standardowego, zostały
wyznaczone przez Rychlika [89, 90].

6. Nieparametryczne otoczenia niezależności

Praca [A6] jest poświęcona badaniu wpływu zależności na wartość oczekiwaną L-sta-
tystyki w przypadku, gdy nieznana struktura zależności obserwacji należy do pewnego
nieparametrycznego otoczenia niezależności.

Niech X1, . . . , Xn, n  2, będą nieujemnymi zmiennymi losowymi o dystrybuantach,
odpowiednio, F1, . . . , Fn i niech X

′
1, . . . , X

′
n będą takimi niezależnymi zmiennymi loso-

wymi, że X
′
i
d= Xi dla i ∈ [1;n]. Symbolem X

′
k:n oznaczmy k-tą statystykę porządkową

w próbie X
′
1, . . . , X

′
n, zaś symbolem X

′
1:I oznaczmy min{X ′i : i ∈ I}, ∅ 6= I ⊂ [1;n].
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Przypomnijmy, że n-kopuła Farliego–Gumbela–Morgensterna (krótko, n-kopuła FGM)
zdefiniowana jest wzorem

C(u1, . . . , un) =

1 +
n∑
t=2

∑
I∈Ct

ρI
∏
j∈I

(1− uj)

 n∏
i=1

ui, (u1, . . . , un) ∈ [0, 1]n,

gdzie Ct to rodzina wszystkich t-elementowych podzbiorów zbioru [1;n], natomiast para-
metry ρI ∈ [−1, 1], I ∈ I2 =

⋃n
t=2Ct, spełniają warunek

1 +
n∑
t=2

∑
I∈Ct

ρI
∏
i∈I
ψi  0 dla wszystkich ψ1, . . . , ψn ∈ {−1, 1} (6.1)

(zob. np. [48]). Zbiór dopuszczalnych wartości parametrów Θ jest domkniętym wypukłym
wielotopem w R2n−n−1 o niepustym wnętrzu.

Ustalmy liczby rzeczywiste λ1, . . . , λn, zdefiniujmy zmienne losowe L =
∑n
k=1 λkXk:n

i L′ =
∑n
k=1 λkX

′
k:n oraz określmy wielkości

λ̃t =
t∑

k=1

λn−k+1(−1)t−k
(
t− 1
k − 1

)
, t = 1, 2, 3, . . . , n. (6.2)

Przyjmijmy następujące oznaczenia: cardA – moc zbioru A, intA – wnętrze zbioru A,
Ck,I = {Z ⊂ I : cardZ = k} oraz sgn(a) = −1(−∞,0)(a) + 1(0,∞)(a) dla a ∈ R.

Poniżej przedstawimy górne oszacowania na E(L−L′) dla dwóch typów otoczeń nieza-
leżności, wyrażone za pomocą momentów próby niezależnych zmiennych losowych X

′
1, . . . ,

X
′
n oraz parametrów liczbowych opisujących wielkość otoczeń. Ich dolne odpowiedniki

można otrzymać, korzystając z zależności inf E
∑n
k=1 λkXk:n = − sup E

∑n
k=1(−λk)Xk:n.

Postać ograniczeń wyznaczono dokonując dwu- lub trzyetapowych oszacowań. Osiągalność
ograniczeń uzyskano, przeprowadzając analizę warunków osiągalności użytych nierówności
oraz stosując zasadę włączeń i wyłączeń.

Najpierw zaprezentujemy oszacowania dla otoczeń niezależności typu Kołmogorowa.
Będziemy używać konwencji, że 0/0 = 0.

Twierdzenie 6.1 ([A6], Thm. 1). Załóżmy, że dla dowolnego t ∈ [2;n] oraz dowolnych
I ∈ Ct istnieją takie εI  0, że

sup
x>0

|P (
⋂
i∈I{Xi > x})−∏i∈I P(Xi > x)|∏

i∈I P(Xi > x)
¬ εI .

Wówczas

E(L− L′) ¬
n∑
t=2

|λ̃t|
∑
I∈Ct

εIEX
′

1:I . (6.3)

Jeżeli wielkości εI są dostatecznie małe, tzn. (ρ̃I)I∈I2 ∈ intΘ, gdzie ρ̃I =
∑t
k=2(−1)k

sgn(λ̃k)
∑
J∈Ck,I εJ , to równość w nierówności (6.3) osiągana jest dla pewnego wektora

losowego (X1, . . . , Xn) o n-kopule FGM z parametrami ρI = ρ̃I
∏
i∈I p

−1
i oraz o jedno-

wymiarowych rozkładach brzegowych o dystrybuantach Fi = pi1[0,ci) + 1[ci,∞), i ∈ [1;n],
gdzie ci są dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, zaś p1, . . . , pn ∈ (0, 1) są takie,
że (ρI)I∈I2 ∈ intΘ.

Kolejne dwa twierdzenia prezentują oszacowania na E(L − L′) dla dwóch rodzajów
otoczeń niezależności typu chi-kwadrat.
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Twierdzenie 6.2 ([A6], Thm. 3). Załóżmy, że dla dowolnego t ∈ [2;n] oraz dowolnych
I ∈ Ct istnieją takie εI  0, że

∫ ∞
0

[P (
⋂
i∈I{Xi > x})−∏i∈I P(Xi > x)]2∏

i∈I P(Xi > x)
dx ¬ ε2

I .

Wtedy

E(L− L′) ¬
n∑
t=2

|λ̃t|
∑
I∈Ct

εI
(
EX

′

1:I

)1/2
, (6.4)

gdzie λ̃t dane są wzorem (6.2). Ograniczenie (6.4) jest osiągane, gdy (X1, . . . , Xn) ma
n-kopułę FGM z parametrami

ρI =
(∏
i∈I
pi

)−1 t∑
k=2

(−1)ksgn(λ̃k)
∑

J∈Ck,I
εJc
−1/2
J

∏
j∈J

(1− pj)

−1/2

,

I ∈ Ct, t ∈ [2;n], przy czym cJ = min{ci : i ∈ J}, oraz jednowymiarowe rozkłady brzegowe
o dystrybuantach Fi = pi1[0,ci) + 1[ci,∞), i ∈ [1;n], gdzie p1, . . . , pn ∈ (0, 1) i c1, . . . , cn > 0
są takie, że spełniony jest warunek (6.1).

Twierdzenie 6.3 ([A6], Thm. 5). Załóżmy, że dla dowolnego t ∈ [2;n] oraz dowolnych
I ∈ Ct istnieją εI  0, dla których

∫ ∞
0

[P (
⋂
i∈I{Xi ¬ x})−∏i∈I P(Xi ¬ x)]2

1−∏i∈I P(Xi ¬ x)
dx ¬ ε2

I .

Wtedy

E(L− L′) ¬
n∑
t=2

|λ̂t|
∑
I∈Ct

εI
(
EX

′

I:I

)1/2
, (6.5)

gdzie X
′
I:I = max{Xi : i ∈ I} oraz

λ̂t =
t∑

k=1

λk(−1)t−k
(
t− 1
k − 1

)
, t = 1, 2, 3, . . . , n.

Ograniczenie (6.5) jest osiągane, gdy (X1, . . . , Xn) ma n-kopułę FGM z parametrami

ρI =
(∏
i∈I

(1− pi)
)−1 t∑

k=2

(−1)t−k+1sgn(λ̂k)
∑

J∈Ck,I
εJ ĉ
−1/2
J

1−
∏
j∈J

pj

1/2∏
j∈J

pj

−1

,

I ∈ Ct, t ∈ [2;n], przy czym ĉJ = max{ci : i ∈ I}, oraz jednowymiarowe rozkłady brzegowe
o dystrybuantach Fi = pi1[0,ci) + 1[ci,∞), i ∈ [1;n], gdzie p1, . . . , pn ∈ (0, 1) i c1, . . . , cn > 0,
są takie, że spełniony jest warunek (6.1).

Uwaga 4. Nierówności (6.3), (6.4) i (6.5) są pierwszymi w literaturze osiągalnymi nierów-
nościami dla wartości oczekiwanych dowolnych L-statystyk z próby zależnych zmiennych
losowych o różnych rozkładach i częściowo znanej niewymienialnej strukturze zależności.
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7. Znane wielowymiarowe rozkłady brzegowe

W niniejszym rozdziale omówimy rezultaty prac [A7] i [A8], uogólniające wyniki Kem-
permana [47] dla k-tkami niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie, na
przypadek wektorów losowych o wartościach w Rn, których k-wymiarowe rozkłady brze-
gowe mają tę samą wymienialną kopułę kawałkami jednostajną lub tę samą wymienialną
kopułę typu mieszanego.

Zacznijmy od określenia rodzin generatorów klas Frécheta n-kopuł o identycznych,
kawałkami jednostajnych, wymienialnych kopułach brzegowych. Niech n ∈ {2, 3, . . .}, r ∈
Z+, Dr oznacza zbiór wszystkich takich (r + 2)-elementowych ciągów liczb rzeczywistych
d0, d1, . . . , dr+1, że 0 = d0 < d1 < . . . < dr < dr+1 = 1 oraz d = (d0, d1, . . . , dr+1) ∈ Dr.
Ciąg d wyznacza rozbicie przedziału (0, 1] na r+1 rozłącznych przedziałów Vi = (di, di+1],
i ∈ [0; r]. Rozbicie to wyznacza z kolei rozbicie kostki (0, 1]n na (r+ 1)n prostopadłościen-
nych bloków postaci Vi1 × . . . × Vin , gdzie i1, . . . , in ∈ [0; r]. Oznaczmy przez Q∗d rodzinę
wszystkich łącznych rozkładów n wymienialnych zmiennych losowych o tym samym roz-
kładzie jednostajnym na (0, 1], których obcięcia do bloków Vi1×. . .×Vin , i1, . . . , in ∈ [0; r],
są jednostajne na tych blokach. Przykłady takich rozkładów podano w [A7, Example 2.1
i 2.2]. Kopuły stowarzyszone z rozkładami z Q∗d są znane w literaturze jako kopuły wieloli-
niowe lub szachownicowe (ang. multilinear or checkerboard copulas; zob. np. [23]). Kopuły
te odgrywają kluczową rolę w modelowaniu i estymacji struktur zależności dyskretnych
wektorów losowych (zob. [33] i [34]).

Zauważmy, że jeśli (U1, . . . , Un) ma rozkład Q∗ ∈ Q∗d, to zmienne losowe U1, . . . , Un są
warunkowo niezależne pod warunkiem (U1, . . . , Un) ∈ Vi1×. . .×Vin , gdzie i1, . . . , in ∈ [0; r].
Odnotujmy również, że dla r = 0 otrzymujemy rozkład jednostajny na kostce (0, 1]n,
stowarzyszony z n-kopułą niezależności. Z kolei dla r  1, jako przypadki szczególne,
uzyskujemy rozkłady prowadzące do sum porządkowych (ang. ordinal sums) kopuł nieza-
leżności, jak i rozkłady odpowiadające mieszankom kopuł rzadkich (ang. sparse copulas)
wyznaczonych przez ciągi kopuł niezależności (por. [23]).

Niech Qk(Q∗), gdzie 1 ¬ k ¬ n − 1 i Q∗ ∈ Q∗d, oznacza rodzinę wszystkich miar
probabilistycznych na (0, 1]n, mających takie same k-wymiarowe rozkłady brzegowe jak
Q∗. W przypadku szczególnym jednostajnego rozkładu Q∗ na (0, 1]n, Qk(Q∗) jest rodziną
wszystkich miar probabilistycznych na (0, 1]n o jednostajnych k-wymiarowych rozkładach
brzegowych. Przykład [A7, Example 2.3] pokazuje, że dla dowolnego Q∗ ∈ Q∗d rodzina
Qk(Q∗) jest nieprzeliczalna oraz że elementami Qk(Q∗) są zarówno rozkłady wymienialne,
jak i niewymienialne. Świadczy to o nietrywialności nieregularnego układu rozkładów
brzegowych Qk(Q∗) (zob. np. [80]).

Niech 1 ¬ k ¬ n i Q∗ ∈ Q∗d. Oznaczmy przez C∗ kopułę stowarzyszoną z rozkładem
Q∗, zaś przez C∗` – kawałkami jednostajną kopułę `-wymiarowych rozkładów brzegowych
Q∗` rozkładu Q∗. Przyjmijmy, że C∗n = C∗ oraz C∗1(u) = u dla u ∈ [0, 1].

Wprowadźmy następującą definicję:

Definicja 2 ([A7], Sect. 3). Mówimy, że X = (X1, . . . , Xn) jest wektorem C∗k -zależnych
zmiennych losowych lub że X jest C∗k -zależny, gdy dla wszystkich 1 ¬ j1 < . . . < jk ¬ n
wektory (Xj1 , . . . , Xjk) mają tę samą kopułę C∗k .

Odnotujmy, że C∗k -zależne zmienne losowe X1, . . . , Xn nie muszą mieć kopuły C∗,
chyba że k = n. W istocie dla k = 1 otrzymujemy model dowolnie zależnych zmiennych
losowych, natomiast dla r = 0 i 2 ¬ k ¬ n− 1 – model k-niezależności, rozważany przez
Kempermana [47].
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W pracy [A7] zaprezentowano metodę wyznaczania punktowo osiągalnych ograniczeń
dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porządkowych w próbie C∗k -zależnych
zmiennych losowych o tym samym rozkładzie. Jej zasadniczym elementem jest charak-
teryzacja rodziny wszystkich możliwych rozkładów wektora losowego opisującego liczby
sukcesów q rodzajów w skończonej liczbie C∗k -zależnych doświadczeniach, z których każde
prowadzi do sukcesu jednego rodzaju w przypadku, gdy prawdopodobieństwa sukcesów
poszczególnych rodzajów są ustalone.

Niech F będzie dystrybuantą na R. Określmy wielkości d̃i = F−1(di) dla i ∈ [1; r].
Będziemy zakładać, że

F (d̃i) = di dla i ∈ [1; r]; (7.1)

warunek ten jest spełniony, gdy F jest ciągła w punktach d̃1, . . . , d̃r. Ustalmy wielkości

−∞ = x0 < x1 < x2 < . . . < xs < xs+1 = +∞ (7.2)

i zapiszmy zbiór Adx = {x0, x1, . . . , xs+1} ∪ {d̃1, . . . , d̃r} w postaci Adx = {v0, v1, . . . , vq+1},
gdzie

−∞ = v0 < v1 < v2 < . . . < vq < vq+1 = +∞, (7.3)

przy czym q = card Adx − 2.
Dla każdego wektora losowego X = (X1, . . . , Xn) zdefiniujmy zmienne losowe

Bp ≡ Bp(X) =
∑n

j=1
1{vp<Xj¬vp+1}, p = 0, 1, . . . , q. (7.4)

Aby uniknąć rozkładów zdegenerowanych, będziemy zakładać, że

F (vp+1)− F (vp) > 0 dla p = 0, 1, . . . , q. (7.5)

Łatwo spostrzec, że wektor losowy B ≡ B(X) = (B0, B1, . . . , Bq) przyjmuje wartości
w zbiorze ∑

q
[n] = {(y0, y1, . . . , yq) ∈ Zq+1

+ :
q∑
p=0

yp = n}.

Niech (X∗1 , . . . , X
∗
n) będzie wektorem losowym o kopule C∗ i identycznych jednowy-

miarowych rozkładach brzegowych o dystrybuancie F. Określmy zmienne losowe

Zp =
n∑
j=1

1{vp<X∗j¬vp+1}, p = 0, 1, . . . , q,

oraz wektor losowy Z = (Z0, Z1, . . . , Zq). Odnotujmy, że Z przyjmuje wartości w zbiorze∑
q[n] oraz że Z ma rozkład wielomianowy, gdy r = 0.

Charakteryzację rodziny B∗k(F ) wszystkich możliwych rozkładów wektora losowego
B(X), gdy X jest dowolnym wektorem C∗k -zależnych zmiennych losowych o tym samym
rozkładzie z dystrybuantą F, podaje następujące

Twierdzenie 7.1 ([A7], Thm. 2.1). Niech Y = (Y0, Y1, . . . , Yq) będzie dowolnym wektorem
losowym o wartościach w

∑
q[n] i niech v1, . . . , vq będą takie jak w (7.5). Następujące

warunki są równoważne.
(i) Wektor losowy Y ma taki sam rozkład jak wektor losowy B = (B0, B1, . . . , Bq)

związany zależnością opisaną przez (7.4) z pewnym wektorem X = (X1, X2, . . . , Xn)
C∗k-zależnych zmiennych losowych o dystrybuancie F.

(ii) Dla tych wszystkich i0, i1, . . . , iq ∈ Z+, dla których i0 + i1 + . . .+ iq ¬ k,

E[Y i0
0 Y i1

1 . . . Y iq
q ] = E[Zi0

0 Z
i1
1 . . . Ziq

q ]. (7.6)
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(iii) Dla wszystkich i0, i1, . . . , iq ∈ Z+, dla których i0 + i1 + . . .+ iq ¬ k,

E[
q∏
p=0

Yp(Yp − 1) . . . (Yp − ip + 1)] = E[
q∏
p=0

Zp(Zp − 1) . . . (Zp − ip + 1)].

Równoważność (ii) oraz (iii) jest konsekwencją definicji liczb Stirlinga pierwszego
i drugiego rodzaju. Dowód implikacji (i) ⇒ (ii) sprowadza się do wykonania odpowied-
nich przekształceń algebraicznych. W dowodzie implikacji (iii)⇒ (i) wykorzystano podej-
ście Kempermana [47]: najpierw dla każdego Y spełniającego (iii), skonstruowano miarę
probabilistyczną Q na kostce (0, 1]n, następnie pokazano, że teza (i) zachodzi dla pewne-
go wektora X o rozkładzie Q w przypadku, gdy Y d= Z, po czym udowodniono, że (i)
zachodzi dla wszystkich Y spełniających (iii).

Z twierdzenia 7.1 wynika, że wektor losowy Y = (Y0, Y1, . . . , Yq) ma taki sam rozkład
jak wektor losowy B = (B0, B1, . . . , Bq) związany zgodnie z (7.4) z pewnym C∗k -zależnym
wektorem losowym X = (X1, . . . , Xn) o identycznych jednowymiarowych rozkładach brze-
gowych z dystrybuantą F wtedy i tylko wtedy, gdy Y przyjmuje wartości w

∑
q[n] i spełnia

(7.6). Ponieważ rozkład Z jest znany, mianowicie

P(Z0 = y0, . . . , Zq = yq) =
(
n

y

)
Q∗((t0, t1]y0 × . . .× (tq, tq+1]yq),

gdzie y = (y0, . . . , yq) ∈
∑
q[n] i tp = F (vp), (p = 0, 1, . . . , q), więc dla dowolnej funkcji ψ,

problem maksymalizacji (minimalizacji) wartości oczekiwanej Eψ(B) przy ograniczeniu,
że B ma rozkład z B∗k(F ), redukuje się do problemu maksymalizacji (minimalizacji) Eψ(Y)
przy warunku, że Y przyjmuje wartości w

∑
q[n] i spełnia (7.6).

Naszym celem staje się zatem maksymalizacja (minimalizacja) funkcjonału

T (X) :=
n∑
i=1

λiFi:n(x) =
n∑
i=1

λiP

 κl∑
p=0

Bp  i


w klasie X ∗k (F ) wszystkich C∗k -zależnych wektorów losowych X o identycznych jednowy-
miarowych rozkładach brzegowych z dystrybuantą F, gdzie x i λ1, . . . , λn są ustalonymi
liczbami rzeczywistymi, Fi:n(x) = P(Xi:n ¬ x), zaś

κl =
r∑
i=1

1[0,F (x))(di).

Powyższy problem jest równoważny z problemem maksymalizacji (minimalizacji)
funkcjonału

T̃ (Y−) :=
n∑
i=1

λiP

 κl∑
p=0

Yp  i

 ,
przy ograniczeniu, że Y− = (Y0, Y1, . . . , Yq−1) przyjmuje wartości w zbiorze

∑−
q

[n] = {(u0, u1, . . . , uq−1) ∈ Zq+ :
q−1∑
p=0

up ¬ n} (7.7)

i dla wszystkich i0, . . . , iq−1 ∈ Z+, dla których
∑q−1
p=0 ip ¬ k, zachodzi równość

E[Y i0
0 Y i1

1 . . . Y
iq−1
q−1 ] = E[Zi0

0 Z
i1
1 . . . Z

iq−1
q−1 ]. (7.8)

Ostatni warunek może być zapisany w postaci

EΘ(Y−) = EΘ(Z−) =: Θ∗(t1, . . . , tq), (7.9)
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gdzie Z− = (Z0, Z1, . . . , Zq−1) i

Θ(u) = (uδ
1
, uδ

2
, . . . , uδ

ϑ

),

przy czym u = (u0, u1, . . . , uq−1) ∈ ∑−q [n], wielkości δ1, δ2, . . . , δϑ to elementy zbioru

∑̃−

q
[k] = {(i0, i1, . . . , iq−1) ∈ Zq+ : 0 <

q−1∑
p=0

ip ¬ k},

zaś uδ
j

=
∏q−1
p=0 u

δjp
p dla δj = (δj0, δ

j
1, . . . , δ

j
q−1) i j ∈ [1;ϑ].

W pracy [A7] rozwiązano problem maksymalizacji i minimalizacji funkcjonału T̃ okre-
ślonego w (7.9), przy ograniczeniach na zbiór wartości (7.7) i na momenty (7.8) wektora
Y−, wykorzystując podejście geometryczne. Idea tego podejścia polega na rozważeniu
pomocniczej funkcji

Θ̃(u) = (uδ
1
, uδ

2
, . . . , uδ

ϑ

, Θ̂(u)), u = (u0, u1, . . . , uq−1) ∈
∑−

q
[n],

gdzie

Θ̂(u) =
n∑
i=1

λi1[i,∞)

 κl∑
p=0

up

 ,
oraz na wyznaczeniu obwiedni zbioru wszystkich możliwych momentów EΘ̃(Y−) ∈ Rϑ+1,
gdy Y− ma dowolny taki rozkład na

∑−
q [n], że EΘ(Y−) = EΘ(Z−) (por. [60]). Punkto-

wa osiągalność uzyskanych w ten sposób ograniczeń dla kombinacji liniowych dystrybuant
statystyk porządkowych z próby C∗k -zależnych zmiennych losowych jest bezpośrednią kon-
sekwencją twierdzenia 7.1 (zob. również [A7, Rem. 4.2]).

Przed sformułowaniem twierdzenia o postaci osiągalnych ograniczeń dla T (X) oznacz-
my przez M̃k otoczkę wypukłą zbioru

Γ̃[n] = {Θ̃(u) : u ∈
∑−

q
[n]},

określmy zbiór

Φk(t1, . . . , tq) = M̃k ∩ {(Θ∗(t1, . . . , tq), v) : v ∈ R}, (7.10)

gdzie Θ∗(t1, . . . , tq) dane jest wzorem (7.9), oraz przypomnijmy, że t1, . . . , tq to uporząd-
kowane rosnąco elementy zbioru {F (x), d1, . . . , dr}.

Twierdzenie 7.2 ([A7], Sect. 4). Niech n  2, 1 ¬ k ¬ n − 1 i r  0 będą ustalonymi
liczbami całkowitymi, x i λi, gdzie 1 ¬ i ¬ n, będą ustalonymi liczbami rzeczywistymi,
d ∈ Dr oraz Q∗ ∈ Qd. Niech C∗ oznacza kopułę rozkładu Q∗.

(i) Jeżeli X1, . . . , Xn są C∗k-zależnymi zmiennymi losowymi o dystrybuancie F speł-
niającej warunki (7.1) i (7.5), to

Φk(t1, . . . , tq) ¬
n∑
i=1

λiFi:n(x) ¬ Φk(t1, . . . , tq), (7.11)

gdzie

Φk(t1, . . . , tq) = min Φ
′

k(t1, . . . , tq) i Φk(t1, . . . , tq) = max Φ
′

k(t1, . . . , tq),

przy czym Φ
′
k(t1, . . . , tq) oznacza projekcję odcinka Φk(t1, . . . , tq) określonego wzorem (7.10)

na R otrzymaną w wyniku pominięcia wszystkich współrzędnych oprócz ostatniej.
(ii) Ponadto dla dowolnej dystrybuanty F spełniającej warunki (7.1) i (7.5), istnie-

ją wymienialne C∗k-zależne zmienne losowe X1, . . . , Xn o dystrybuancie F, dla których
w pierwszej (odpowiednio, drugiej) nierówności zachodzi równość.
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Kładąc d = (d0, d1), k = 2 i λi = 1{j}(i) w twierdzeniu 7.2, otrzymujemy ogra-
niczenia Kempermana [47] dla dystrybuant pojedynczych statystyk porządkowych Xj:n.
Warto podkreślić, że w proponowanym podejściu nie korzystamy ze – stanowiącej istotny
element metody Kempermana – charakteryzacji tzw. stowarzyszonego rozkładu optymal-
nego (zob. [49]; por. [47]). Dla k = 1, czyli w przypadku dowolnie zależnych zmiennych
losowych o tym samym rozkładzie, ograniczenia (7.11) przyjmują postać odpowiadających
im jednostajnie osiągalnych ograniczeń Lai’a i Robbinsa [51], Caraux i Gascuela [16] oraz
Rychlika [82, 83]. Dla k > 1 ograniczenia (7.11) na ogół nie są jednostajnie osiągalne (zob.
[47, 56]; por. [A7, Rem. 4.3(ii)]).

Uzyskane wyniki mogą ułatwić ocenę niezawodności układów koherentnych, zbudo-
wanych z identycznych elementów, gdy zależności pomiędzy czasami bezawaryjnej pracy
elementów nie są w pełni znane (zob. [66]). W większości przypadków miar Q∗ i współ-
czynników λi wyznaczenie otoczek wypukłych zbiorów Γ[n] i Γ̃[n] wymaga zastosowania
metod numerycznych (zob. np. [93]). Jawne postaci ograniczeń (7.11) – dla wybranych
rodzin zależności, dystrybuant pojedynczych statystyk porządkowych oraz różnic dystry-
buant dwóch kolejnych statystyk porządkowych – podano w [A7, Example 4.4 i 4.5].

Dalsza część tego rozdziału poświęcona będzie zaproponowanemu w [A8] rozszerze-
niu modelu k-niezależności na przypadek wektorów losowych o znanych k-wymiarowych
kopułach brzegowych typu mieszanego. Zacznijmy od skonstruowania na kostce jednost-
kowej (0, 1]n, (n ∈ {2, 3, . . .}), klasy wzorcowych rozkładów prawdopodobieństwa typu
mieszanego o jednostajnych jednowymiarowych rozkładach brzegowych. Niech r ∈ {0, 2,
4, . . .} i D?r oznacza zbiór wszystkich takich ciągów liczb rzeczywistych d0, d1, . . . , dr+1, że
0 = d0 < d1 < . . . < dr < dr+1 = 1 oraz

dr−i+1 = 1− di, i ∈ [1; r]. (7.12)

Niech d = (d0, d1, . . . , dr+1) ∈ D?r . Ciąg d wyznacza rozbicie przedziału jednostkowego
(0, 1] na r + 1 rozłącznych przedziałów Vi = (di, di+1], i ∈ [0; r]. Rozbicie to wyznacza
rozbicie kostki jednostkowej (0, 1]n na (r + 1)n prostopadłościennych bloków postaci

G(i1, . . . , in) = Vi1 × . . .× Vin , (i1, . . . , in) ∈ [0; r]n. (7.13)

Oznaczmy przez S+
d rodzinę wszystkich bloków rozbicia (7.13), których części wspólne

z sumąDn wszystkich przekątnych kostki (0, 1]n mają dodatnie długości. Symbolem S+
d (j),

(j ∈ [0; r/2]), oznaczmy rodzinę wszystkich bloków z S+
d , których pierwszą krawędzią jest

Vj lub Vr−j. Łatwo spostrzec, że S+
d =

⋃r/2
j=0 S

+
d (j), przy czym zbiór S+

d (r/2) składa się
z jednego elementu – bloku V n

r/2, zaś dla dowolnego j < r/2, zbiór S+
d (j) składa się z 2n

bloków postaci Vi1 × . . .× Vin , gdzie (i1, . . . , in) ∈ {j, r − j}n.
Niech λ ∈ (0, 1] i γ ∈ Γr := {(γ0, γ1, . . . , γr/2) : γj ∈ {0, 1}}. Zdefiniujmy zbiory

B+
d (j) = {V n

j , V
n
r−j} dla j ∈ [0; r/2] oraz wielkości δi = di+1 − di dla i ∈ [0; r]. Zauważmy,

że zbiór B+
d (j) składa się z tych wszystkich bloków z S+

d (j), których części wspólne z głów-
ną przekątną Mn kostki (0, 1]n (tzn. odcinkiem łączącym punkty (0, 0, . . . , 0) i (1, 1, . . . , 1))
mają dodatnie długości, oraz że wielkości δi są dodatnie, sumują się do jedności i, na mocy
(7.12), δi = δr−i dla i ∈ [0; r]. Dla dowolnego j < r/2, przyporządkujmy każdemu blokowi
G ∈ S+

d (j) masę równą λδj, jeśli G ∈ B+
d (j) lub masę równą (1 − λ)δj/(2n−1 − 1), jeśli

G /∈ B+
d (j), i rozłóżmy ją albo równomiernie na G, gdy γj = 1, albo równomiernie na

G ∩Dn, gdy γj = 0, natomiast dla j = r/2, jedynemu blokowi G = V n
r/2 ∈ S

+
d (r/2) przy-

porządkujmy masę równą δr/2 i albo rozłóżmy ją równomiernie na G, gdy γr/2 = 1, albo
rozłóżmy jej części równe odpowiednio λδr/2 i (1 − λ)δr/2 równomiernie na odpowiednio
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G ∩Mn i G ∩ (Dn \Mn), gdy γr/2 = 0. Otrzymana w ten sposób miara

Q? = Q?(d, λ, γ)

na kostce (0, 1]n jest wymienialną miarą probabilistyczną o jednostajnych jednowymiaro-
wych rozkładach brzegowych.

Zauważmy, że dla r = 0 i γ0 = 1 otrzymujemy rozkład jednostajny na kostce (0, 1]n

stowarzyszony z n-kopułą niezależności. Odnotujmy, że dla r = 0, λ ∈ (0, 1) i γ0 = 0
dostajemy mieszankę rozkładów jednostajnych na przekątnych kostki (0, 1]n, tzn. mie-
szankę wielowymiarowych rozkładów ekstremalnych (zob. [96]). Z kolei dla r = 0, λ = 1
i γ0 = 0 uzyskujemy rozkład stowarzyszony z n-kopułą komonotoniczności, natomiast
dla r  2, λ = 1 i γ = (γ0, . . . , γr/2) ∈ Γr takich, że

∑r/2
j=0 γj  1 – rozkład stowa-

rzyszony z sumą porządkową Cord odpowiadającą rozbiciu Vr = (V0, . . . , Vr) i ciągowi
kopuł Cγ = (Cγ0 , Cγ1 , . . . , Cγr/2 , Cγr/2−1 , . . . , Cγ0), przy czym C0 oznacza n-kopułę komo-
notoniczności, a C1 – n-kopułę niezależności (por. [23]). Ponadto dla r  2, λ ∈ (0, 1)
i γ ∈ Γr otrzymujemy rozkład stowarzyszony z mieszanką kopuł rzadkich odpowiadają-
cych rozbiciu Vr i ciągowi Cγ, gdzie C0 i C1 oznaczają, odpowiednio, n-kopułę rozkładu
ekstremalnego i n-kopułę niezależności (zob. [23]). Przykład 2.2 z pracy [A8] pokazuje,
że nieregularny układ rozkładów brzegowych Qk(Q?(d, λ, γ)) jest nietrywialny, chyba że
λ = 1 i γ = (0, 0, . . . , 0).

Ustalmy r ∈ {0, 2, 4, . . .}, d = (d0, . . . , dr+1) ∈ D?r , γ = (γ0, . . . , γr/2) ∈ Γr oraz
λ ∈ (0, 1] takie, że λ ∈ (0, 1) lub γ 6= (0, 0, . . . , 0). Niech n  2 i k ∈ [1;n] będą ustalonymi
liczbami naturalnymi. Niech F będzie daną dystrybuantą spełniającą warunek (7.1) i niech
x0, x1, . . . , xs+1 będą takimi ustalonymi wielkościami spełniającymi warunek (7.2), że

F (xs−`+1) = 1− F (x`) dla ` = 1, 2, . . . , s. (7.14)

W pracy [A8, Thm. 3.1 i Prop. 4.1] udowodniono, że przy powyższych założeniach twier-
dzenia 7.1 i 7.2 pozostają prawdziwe dla modelu C?

k -zależnych zmiennych losowych w przy-
padku, gdy C? jest kopułą stowarzyszoną z rozkładem Q? = Q?(d, λ, γ). Jawną postać
osiągalnych ograniczeń dla pojedynczych statystyk porządkowych z 2-zależnych prób typu
mieszanego podano w [A8, Example 4.3].

8. Przekątniowa zależność

W rozdziale tym omówimy wyniki pracy [A9]. Zacznijmy od wprowadzenia pojęcia prze-
kątniowej zależności. Niech Q∗ będzie dowolnym ustalonym łącznym rozkładem n wy-
mienialnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie jednostajnym na (0, 1]. Ustal-
my liczby naturalne 1 ¬ k ¬ n i n  2 oraz dystrybuantę F na R. Określmy zbiory
I0(u) = [0, u] i I1(u) = (u, 1] dla u ∈ [0, 1] oraz J0(x) = (−∞, x] i J1(x) = (x,∞) dla
x ∈ R. Oznaczmy przez C∗ kopułę rozkładu Q∗, zaś przez C∗` – kopułę `-wymiarowego
rozkładu brzegowego Q∗` rozkładu Q∗. Przyjmijmy dodatkowo, że Q∗n = Q∗, C∗n = C∗

i C∗1(u) = u dla u ∈ [0, 1].

Definicja 3 ([A9], Sect. 2). Mówimy, że X = (X1, . . . , Xn) jest wektorem przekątniowo
C∗k -zależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie z dystrybuantą F lub że wek-
tor X o jednowymiarowych rozkładach brzegowych z dystrybuantą F jest przekątniowo
C∗k -zależny, gdy

P(Xj1 ∈ Js1(x), . . . , Xji ∈ Jsi(x)) = Q∗i (Is1(F (x))× . . .× Isi(F (x))) (8.1)

dla wszystkich 1 ¬ i ¬ k, 1 ¬ j1 < · · · < ji ¬ n, s1, . . . , si ∈ {0, 1} i x ∈ R.
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Pojęcie przekątniowej zależności ma naturalną interpretację w teorii niezawodności,
mianowicie każdy układ złożony z n elementów, których czasy bezawaryjnej pracy są
przekątniowo C∗k -zależnymi zmiennymi losowymi ma tę własność, że dla dowolnego i ¬ k
wszystkie jego i-elementowe podukłady o identycznej strukturze (np. wszystkie i-elemen-
towe podukłady szeregowe) mają tę samą znaną niezawodność (por. [9]).

Zauważmy, że kładąc k = 1 w (8.1), otrzymujemy dowolnie zależne zmienne losowe
o tym samym rozkładzie z dystrybuantą F. Odnotujmy również, że jeśli X jest wekto-
rem przekątniowo C∗k -zależnych zmiennych losowych, to X jest maksymalnie i minimalnie
stabilny dowolnego rzędu nieprzekraczającego k (por. [71]).

Wprowadźmy następującą definicję:

Definicja 4. Niech k ∈ [1;n]. Powiemy, że wektor losowy X = (X1, . . . , Xn) ma własność
przekątniowej zależności rzędu k, gdy P(Xj1 ¬ x, . . . , Xji ¬ x) = δi(F (x)) dla wszystkich
i ∈ {1, . . . , k}, 1 ¬ j1 < · · · < ji ¬ n i x ∈ R, gdzie δi jest przekątną i-wymiarowej kopuły
brzegowej pewnej wymienialnej n-kopuły, F jest dystrybuantą na R, zaś δ1(u) = u dla
u ∈ [0, 1].

Można udowodnić, że X ma własność przekątniowej zależności rzędu k wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest wektorem przekątniowo C∗k -zależnych zmiennych losowych o tym samym
rozkładzie, gdzie C∗k jest k-wymiarową kopułą brzegową pewnej wymienialnej n-kopuły
(zob. [A9, Rem. 2.2(iii)]).

Przedstawimy teraz ideę zaproponowanej w pracy [A9] metody wyznaczania jedno-
stajnie osiągalnych ograniczeń dla kombinacji liniowych dystrybuant statystyk porządko-
wych z prób przekątniowo C∗k -zależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie ze
znaną dystrybuantą F. Podstawę tej metody stanowi charakteryzacja rodzin rozkładów
jednowymiarowych dystrybuanty empirycznej dla przekątniowo C∗k -zależnych obserwacji.

Zdefiniujmy zmienne losowe

Z(x) =
n∑
j=1

1{X∗j¬x}, x ∈ R,

gdzie (X∗1 , . . . , X
∗
n) jest wektorem losowym o kopule C∗ i jednowymiarowych rozkładach

brzegowych z dystrybuantą F.
Korzystając z twierdzenia 3.1, uzyskano następującą charakteryzację:

Twierdzenie 8.1 ([A9], Thm. 2.1). Niech Y = {Y (x) : x ∈ R} będzie procesem stocha-
stycznym o wartościach w [0;n]. Następujące warunki są równoważne:

(i) Istnieje taki wektor X = (X1, . . . , Xn) wymienialnych, przekątniowo C∗k-zależnych
zmiennych losowych o tej samej dystrybuancie F, że

∀x∈R Y (x) d=
n∑
j=1

1{Xj¬x}.

(ii) Funkcja R 3 x 7→ P(Y (x)  j) jest dystrybuantą dla każdego j ∈ [1;n] oraz dla
wszystkich i ¬ k

∀x∈R EY i(x) = EZi(x). (8.2)

Uwaga 5. Twierdzenie 8.1 jest uogólnieniem twierdzenia 3.1 na przypadek k  2. Przy-
kłady procesów stochastycznych spełniających – dla nietrywialnych struktur zależności –
założenia twierdzenia 8.1(ii), zostały podane w dowodach stwierdzeń [A9, Prop. 3.3 i 3.7]
(zob. również [A9, Rem. 3.4(ii) i 3.8]).
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Zdefiniujmy pomocnicze zmienne losowe

B(x) ≡ B(x,X) =
∑n

j=1
1{Xj¬x} (8.3)

dla x ∈ R oraz n-wymiarowych wektorów losowych X = (X1, . . . , Xn). Na mocy twierdze-
nia 8.1, proces stochastyczny Y = {Y (x) : x ∈ R} ma takie same rozkłady jednowymia-
rowe jak proces stochastyczny B = {B(x) : x ∈ R} związany zależnością (8.3) z pewnym
wektorem X = (X1, . . . , Xn) przekątniowo C∗k -zależnych zmiennych losowych o dystrybu-
ancie F wtedy i tylko wtedy, gdy Y przyjmuje wartości w [0;n], spełnia warunek (8.2)
oraz funkcja R 3 x 7→ P(Y (x)  j) jest dystrybuantą dla każdego j ∈ [1;n]. Ozna-
cza to, że dla dowolnej funkcji ψ, górne (dolne) ograniczenie na E[ψ(B(x,X))] w klasie
przekątniowo C∗k -zależnych wektorów X = (X1, . . . , Xn) o jednowymiarowych dystrybuan-
tach brzegowych F można wyznaczyć maksymalizując (minimalizując) E[ψ(Y (x))] przy
warunku, że Y (x) przyjmuje wartości w [0;n] i spełnia (8.2). Uzyskane w ten sposób
ograniczenie jest jednostajnie osiągalne, tzn. osiągane dla wszystkich x ∈ R, wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dla pewnego Y, dla którego osiągane jest maksimum (minimum), funkcja
R 3 x 7→ P(Y (x)  j) jest dystrybuantą dla każdego j ∈ [1;n].

Aby w klasie przekątniowo C∗k -zależnych obserwacji o tym samym rozkładzie wyzna-
czyć postać górnych i dolnych ograniczeń dla

n∑
j=1

λjFj:n(x) =
n∑
j=1

λjP(B(x)  j),

gdzie x ∈ R oraz λ1, . . . , λn są ustalonymi liczbami rzeczywistymi, wystarczy rozwiązać
problem maksymalizacji (minimalizacji)

∑n
j=1 λjP(Y (x)  j) przy ograniczeniu, że Y (x)

przyjmuje wartości w [0;n] i spełnia (8.2). Można to zrobić metodą geometryczną opisaną
w poprzednim rozdziale. Oznaczmy przez Mk i M̃k otoczki wypukłe zbiorów, odpowiednio,
Γ[n] = {Θ(u) : u ∈ [0;n]} i Γ̃[n] = {Θ̃(u) : u ∈ [0;n]}, gdzie Θ(u) = (u, u2, . . . , uk),
Θ̃(u) = (u, u2, . . . , uk, Θ̂(u)), zaś Θ̂(u) =

∑n
j=1 λj1(−∞,u](j). Określmy wielkości

Φ0
k(F (x)) = min Φ

′

k(F (x)) i Φ1
k(F (x)) = max Φ

′

k(F (x)),

gdzie Φ
′
k(F (x)) jest projekcją zbioru

Φk(F (x)) = M̃k ∩ {(Θ∗(F (x)), a) : a ∈ R}

na R uzyskaną przez pominięcie wszystkich współrzędnych z wyjątkiem ostatniej, przy
czym Θ∗(F (x)) := E[Θ(Z(x))]. Wówczas

Φ0
k(F (x)) ¬

n∑
j=1

λjFj:n(x) ¬ Φ1
k(F (x)). (8.4)

Na mocy twierdzenia 8.1, ograniczenie Φθ
k(F (x)), gdzie θ ∈ {0, 1}, jest jednostajnie

osiągane wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki proces stochastyczny o wartościach w [0;n],
że EΘ(Y (x)) = EΘ(Z(x)) i EΘ̂(Y (x)) = Φθ

k(F (x)) dla wszystkich x ∈ R. Naszym ce-
lem staje się zatem określenie warunków koniecznych i wystarczających istnienia takiego
procesu.

Oznaczmy przez F̃1
k (odpowiednio, F̃0

k ) rodzinę wszystkich k-wymiarowych ścian
(k + 1)-wymiarowego wielotopu M̃k, wyznaczających hiperpłaszczyzny leżące, względem
ostatniej współrzędnej, powyżej (odpowiednio, poniżej) wnętrza int(M̃k), gdy int(M̃k) 6=
∅, i przyjmijmy, że F̃1

k = F̃0
k = M̃k, gdy int(M̃k) = ∅. Sumę wszystkich zbiorów z F̃1

k

(odpowiednio, F̃0
k ) oznaczmy symbolem uenv(M̃k) (odpowiednio, lenv(M̃k)) i nazwijmy

obwiednią górną (odpowiednio, obwiednią dolną) zbioru M̃k. Odnotujmy, że rodzina D1
k
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(odpowiednio, D0
k) projekcji wszystkich wielotopów z F̃1

k (odpowiednio, F̃0
k ) na Mk sta-

nowi podział Mk.
Niech Dk ∈ {D0

k,D1
k} i niech Θ?(t) = Θ∗(t/n) dla t ∈ [0, n]. Przypuśćmy, że

(P1) części wspólne krzywej Θ? i wnętrz wszystkich k-wielotopów z Dk są zbiorami
spójnymi.

Połóżmy t0 = 0. Oznaczmy przez Pm = Pm(v(m)
1 , . . . , v(m)

rm ), gdzie v(m)
` = (v(m)

`,1 , . . . , v
(m)
`,k )

i v(m)
`,i = (v(m)

`,1 )i, k-wielotop z Dk, którego przecięcie ze spójną częścią Θ? zawierającą
punkt Θ?(tm−1) ma największą długość, oraz określmy tm = max{t > tm−1 : Θ?(t) ∈ Pm},
gdzie m ∈ [1;n∗], przy czym n∗ to liczba wszystkich takich k-wielotopów, zaś rm – liczba
wierzchołków Pm.

Niech Y = {Y (x) : x ∈ R} będzie takim procesem stochastycznym, że dla wszystkich
m ∈ [1;n∗]

∀x∈F−1([tm−1/n,tm/n]) P
(
Y (x) = v

(m)
`,1

)
= p

(m)
` (x), (8.5)

gdzie (p(m)
1 (x), . . . , p(m)

rm (x)) jest jakimś rozwiązaniem układu równań liniowych

EY i(x) = EZi(x) =: Θ∗i (F (x)), i = 1, . . . , k. (8.6)

W artykule [A9] wykazano, że jeżeli

(P2) dla pewnego procesu stochastycznego {Y (x) : x ∈ R} spełniającego warunki (8.5)–
(8.6), funkcja R 3 x 7→ P(Y (x)  j) jest dystrybuantą dla każdego j ∈ [1;n],

to E[Θ̂(Y (x))] = Φθ
k(F (x)) dla wszystkich x ∈ R, gdzie θ = 0 dla Dk = D0

k i θ = 1 dla
Dk = D1

k. Na mocy twierdzenia 8.1, ograniczenia (8.4) są jednostajnie osiągalne wtedy
i tylko wtedy, gdy spełnione są warunki (P1)–(P2). Łącząc powyższe z faktem, że (P1)
jest warunkiem koniecznym dla zachodzenia (P2), otrzymujemy następujące

Twierdzenie 8.2 ([A9], Thm. 3.1). Niech λ1, . . . , λn będą dowolnymi ustalonymi liczbami
rzeczywistymi.

(i) Jeżeli X1, . . . , Xn są przekątniowo C∗k-zależnymi zmiennymi losowymi o tym sa-
mym rozkładzie z dystrybuantą F, to nierówności (8.4) są spełnione dla każdego
x ∈ R.

(ii) Ponadto dla dowolnej dystrybuanty F, warunki (P1)–(P2) są warunkami koniecz-
nymi i wystarczającymi istnienia wymienialnych, przekątniowo C∗k-zależnych zmien-
nych losowych X1, . . . , Xn o dystrybuancie F, dla których równość w pierwszej
(odpowiednio, drugiej) nierówności w (8.4) jest osiągana dla wszystkich x ∈ R.

Uwaga 6. Kładąc k = 1 w twierdzeniu 8.2, otrzymujemy jednostajnie osiągalne osza-
cowania Rychlika [83] dla prób dowolnie zależnych zmiennych losowych o tym samym
rozkładzie.

Korzystając z twierdzenia 8.2, można wyznaczyć – dla pewnych klas przekątniowo
2-zależnych zmiennych losowych – jawną postać stochastycznie ekstremalnych rozkładów
pojedynczych statystyk porządkowych. Niech k = 2, n  3, F będzie dystrybuantą na R
oraz C∗ będzie taką kopułą wymienialną, że przekątna δ2 kopuły C∗2 jest funkcją wypu-
kłą. Jeśli istnieje lewostronna (odpowiednio, prawostronna) pochodna pewnej funkcji g,
będziemy oznaczać ją symbolem g− (odpowiednio, g+). Zdefiniujmy funkcjonały

r1(δ2) = max
{
r ∈ [1;n− 1] :

r − 1
n− 1

¬ δ+
2 (0)

}
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oraz rs(δ2) = min{r1(δ2), s− 1} dla s ∈ [2;n]. Określmy wielkości τ0 = 0, τn = n+ 1 oraz

τr(δ2) = max{t > 0: (n− 1)nδ2(t/n) = rt}

dla r ∈ {1, . . . , n− 1}, przy czym max ∅ = 0. Aby skrócić zapis, będziemy pisać r1, rs i τr
zamiast r1(δ2), rs(δ2) i τr(δ2).

Postać stochastycznie maksymalnych rozkładów statystyk porządkowych z przekąt-
niowo C∗2 -zależnych zmiennych losowych o dystrybuancie F podaje następujące

Twierdzenie 8.3 ([A9], Prop. 3.3). (i) Niech s ∈ [2;n]. Jeżeli δ−2 (1) ¬ (n+s−2)/(n−1)
oraz

(C1) δ−2 (τr/n) ¬ 2r/(n− 1) dla r ∈ [rs; s− 2],

to dla każdego x ∈ R

Fs:n(x)  (n− 1)δ2(F (x))− (s− 2)F (x)
n− s+ 1

1[τs−2,∞)(nF (x)). (8.7)

Ponadto istnieją przekątniowo C∗k-zależne zmienne losowe X1, . . . , Xn o dystrybuancie F,
dla których równość w nierówności (8.7) jest osiągana dla wszystkich x ∈ R.

(ii) Jeżeli warunek (C1) jest spełniony dla wszystkich r ∈ [r1;n − 2], to dla każdego
x ∈ R

F1:n(x) 
n∑

r=r1

2rnF (x)− n(n− 1)δ2(F (x))
r(r + 1)

1[τr−1,τr)(nF (x)). (8.8)

Równość w nierówności (8.8) jest jednostajnie osiągalna.

Uwaga 7. Niech C∗ = αΠ + (1−α)C0, gdzie α ∈ (0, 1], natomiast Π i C0 są odpowiednio
n-kopułą niezależności i n-kopułą komonotoniczności. Wówczas dla dowolnego s ∈ [1;n],
warunek (C1) z twierdzenia 8.3 zachodzi dla wszystkich α ∈ (0, 1], zaś dla dowolnego s ∈
[2;n], warunek δ−2 (1) ¬ (n+s−2)/(n−1) jest spełniony dla wszystkich α ¬ (s−1)/(n−1).

Jako wniosek z twierdzenia 8.3 można otrzymać postać stochastycznie minimalnych
rozkładów statystyk porządkowych z przekątniowo C∗2 -zależnych zmiennych losowych.
Niech Q̄∗ będzie taką miarą borelowską na kostce (0, 1]n, że Q̄∗((0, u1] × . . . × (0, un]) =
Q∗((1 − u1, 1] × · · · × (1 − un, 1]) dla u1, . . . , un ∈ [0, 1]. Oznaczmy przez δ̄2 przekątną
kopuły C̄∗2 dwuwymiarowych rozkładów brzegowych Q̄∗. Określmy wielkości F = 1 − F,
r̄s = rs(δ̄2) dla s ∈ [1;n], τ̄r = τr(δ̄2) dla r ∈ [1;n− 1], τ̄0 = τ0 oraz τ̄n = τn.

Wniosek 8.4 ([A9], Cor. 3.5). (i) Niech s ∈ [1;n−1]. Jeżeli δ̄−2 (1) ¬ (2n−s−1)/(n−1)
oraz

(C2) δ̄−2 (τ̄r/n) ¬ 2r/(n− 1) dla r ∈ [r̄n−s+1;n− s− 1],

to dla każdego x ∈ R

Fs:n(x) ¬ 1− (n− 1)δ̄2(F (x))− (n− s− 1)F (x)
s

1[τ̄n−s−1,∞)(nF (x)), (8.9)

przy czym równość w nierówności (8.9) jest jednostajnie osiągalna.
(ii) Jeżeli warunek (C2) jest spełniony dla wszystkich r ∈ [r̄1;n − 2], to dla każdego

x ∈ R

Fn:n(x) ¬ 1−
n∑

r=r̄1

2rnF (x)− n(n− 1)δ̄2(F (x))
r(r + 1)

1[τ̄r−1,τ̄r)(nF (x)) (8.10)

i równość w nierówności (8.10) jest jednostajnie osiągalna.
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Zauważmy, że kładąc δ2(u) = u2 we wniosku 8.4 (ii), otrzymamy ograniczenia Kem-
permana [47] dla parami niezależnych zmiennych losowych.

Na zakończenie tego rozdziału zaprezentujemy jednostajnie osiągalne ograniczenia dla
kombinacji linowych dystrybuant statystyk porządkowych z pewnej klasy przekątniowo
2-zależnych obserwacji, znacznie bardziej restrykcyjnej niż klasy rozważane w twierdze-
niu 8.3 i wniosku 8.4. Symbolem ∆(u1, u2, u3) będziemy oznaczać trójkąt w wierzchołkach
w punktach Θ(u1), Θ(u2) i Θ(u3), gdzie u1, u2, u3 ∈ [0;n] są takie, że uj 6= ul dla j 6= l.

Twierdzenie 8.5 ([A9], Prop. 3.7). Jeżeli λ1, . . . , λn ∈ R, δ+
2 (0)  (n− 2)/(n− 1) oraz

δ−2 (1) ¬ n/(n− 1), to dla każdego x ∈ R

Φ0
2(F (x)) ¬

n∑
j=1

λjFj:n(x) ¬ Φ1
2(F (x)), (8.11)

gdzie

Φθ
2(u) =

((n− 1)nλ[mθ] − (mθ − 1)mθλ
[n])u− (n− 1)(nλ[mθ] −mθλ

[n])δ2(u)
(n−mθ)mθ

dla u ∈ [0, 1] i θ ∈ {0, 1}, przy czym λ[m] =
∑m
j=1 λj, natomiast mθ ∈ [1;n− 1] jest takie,

że ∆(0, 1, n) ∩ ∆(0, n − 1, n) ⊂ ∆(0,mθ, n) ∈ Dθ2. Ograniczenia (8.11) są jednostajnie
osiągalne.

Odnotujmy, że założenia twierdzenia 8.5 dotyczące δ2 są spełnione, np. dla kopuły
C∗ z uwagi 7(ii), gdy α ∈ (0, 1/(n− 1)].

Z twierdzenia 8.5 wynika następujący

Wniosek 8.6 ([A9], Cor. 3.9). Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 8.5, to∫ 1

0
F−1(u) dΦ1

2(u) ¬ E
( n∑
j=1

λjXj:n

)
¬
∫ 1

0
F−1(u) dΦ0

2(u) (8.12)

o ile całki występujące w (8.12) istnieją i są skończone. Dolne i górne ograniczenie w (8.12)
jest osiągalne, tzn. dla dowolnej dystrybuanty F, dla której całki występujące w (8.12)
istnieją i są skończone, istnieją wymienialne, przekątniowo C∗2 -zależne zmienne losowe
X1, . . . , Xn o dystrybuancie F, dla których osiągana jest równość w pierwszej (drugiej)
nierówności.

Korzystając z twierdzenia 8.3 i wniosku 8.4, można otrzymać osiągalne odpowied-
niki ograniczeń (8.12) dla EXs:n. Tego typu nierówności mogą stanowić punkt wyjścia
do wyznaczania nowych ograniczeń dla wartości oczekiwanych statystyk porządkowych
i L-statystyk z prób przekątniowo zależnych obserwacji (zob. np. [84] i [28]; por. twierdze-
nie 5.4). W teorii niezawodności takie oszacowania dostarczają informacji o przeciętnych
czasach bezawaryjnej pracy układów (n − k + 1)-spośród-n lub układów koherentnych
w przypadku, gdy łączne rozkłady czasów bezawaryjnej pracy elementów układu nie są
w pełni znane.
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Omówienie pozostałych osiągnięć naukowo–badawczych

Moje pozostałe osiągnięcia naukowo-badawcze stanowią 24 artykuły naukowe.

Prace opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora

[B1] L. Gajek, A. Okolewski, Steffensen type inequalities for order and record statistics, Annales
UMCS, Vol. LI (1997), 41–59.

[B2] L. Gajek, A. Okolewski, Sharp bounds on moments of generalized order statistics, Metrika 52
(2000), 27–43.

Prace opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora

[C1] L. Gajek, A. Okolewski, Improved Steffensen type bounds on generalized moments of record
statistics, Statist. Probab. Lett. 55 (2001), 205–212.

[C2] L. Gajek, A. Okolewski, Sharp bounds on quasiconvex moments of generalized order statistics,
J. Inequal. Pure Appl. Math. 2 (2001), Article 6.

[C3] L. Gajek, A. Okolewski Inequalities for generalized order statistics from some restricted family
of distributions, Comm. Statist. Theory Methods 29 (2001), 2427–2438.

[C4] A. Okolewski, T. Rychlik, Sharp distribution-free bounds on the bias in estimating quantiles via
order statistics, Statist. Probab. Lett. 52 (2001), 207–213.

[C5] L. Gajek, A. Okolewski, Projection bounds on expectations of record statistics from restricted
families, J. Statist. Plann. Inference 110 (2003), 97–108.

[C6] M. Kaluszka, A. Okolewski, Sharp exponential and entropy bounds on expectations of genera-
lized order statistics, Metrika 58 (2003), 159–171.

[C7] M. Kaluszka, A. Okolewski, Tsalis’ entropy bounds for generalized order statistics, Probab.
Math. Statist. 4 (2004), 253–262.

[C8] M. Kaluszka, A. Okolewski, On Fatou-type lemma for monotone moments of weakly convergent
random variables, Statist. Probab. Lett. 66 (2004), 45–50.

[C9] M. Kaluszka, A. Okolewski, Sharp bounds for generalized order statistics via logarithmic mo-
ments, Comm. Statist. Theory Methods 34 (2005), 1911–1923.

[C10] M. Kaluszka, A. Okolewski, An extension of Arrow’s result on optimal reinsurance, J. Risk
and Insurance 75 (2008), 275–288.

[C11] A. Okolewski, M. Kaluszka, Bounds for expectations of concomitants, Statist. Papers 49
(2008), 603–618.

[C12] M. Kaluszka, A. Okolewski, A note on order statistics from symmetrically distributed samples,
Appl. Math. 38 (2011), 477–483.

[C13] M. Kaluszka, A. Okolewski, Stability of L-statistics from weakly dependent observations, Sta-
tist. Probab. Lett. 81 (2011), 618–625.

[C14] M. Kaluszka, R. J. A. Laeven, A. Okolewski, A note on weighted premium calculation
principles, Insurance Math. Econom. 51 (2012), 379–381.

[C15] W. Serweta, A. Okolewski, B. Blazejczyk-Okolewska, K. Czolczynski, T. Kapita-
niak, Lyapunov exponents of impact oscillators with Hertz’s and Newton’s contact models, Int. J.
Mech. Sci. 89 (2014), 194–206.

[C16] M. Kaluszka, A. Okolewski, M. Boczek, On Chebyshev type inequalities for generalized Su-
geno integrals, Fuzzy Sets Syst. 244 (2014), 51–62.

[C17] M. Kaluszka, A. Okolewski, M. Boczek, On the Jensen type inequality for generalized Sugeno
integral, Inform. Sci. 266 (2014), 140–147.

[C18] M. Kaluszka, A. Okolewski, A note on multiple life premiums for dependent lifetimes, Insu-
rance Math. Econom. 57 (2014), 25–30.

[C19] W. Serweta, A. Okolewski, B. Blazejczyk-Okolewska, K. Czolczynski, T. Kapita-
niak, Mirror hysteresis and Lyapunov exponents of impact oscillator with symmetrical soft stops,
Int. J. Mech. Sci. 101-102 (2015), 89–98.

[C20] K. Czolczynski, B. Blazejczyk-Okolewska, A. Okolewski, Analytical and numerical in-
vestigations of stable periodic solutions of the impacting oscillator with a moving base, Int. J. Mech.
Sci. 115 (2016), 325–338.
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[C21] B. Blazejczyk-Okolewska, K. Czolczynski, A. Okolewski, Analytical and numerical inve-
stigations of stable periodic solutions of the impacting oscillator with a moving base and two fenders,
J. Comput. Nonlinear Dynam. 12 (2017), 061008-061008-11 (11 pages).

[C22] K. Czolczynski, A. Okolewski, B. Blazejczyk-Okolewska, Lyapunov exponents in discrete
modelling of a cantilever beam impacting on a moving base, Int. J. Non-Lin. Mech. 88 (2017), 74–84.

Powyższe artykuły są poświęcone pięciu następującym tematom badawczym:

1. oszacowania funkcjonałów uporządkowanych zmiennych losowych ([B1], [B2], [C1]-[C7],
[C9], [C11]-[C13]);

2. lemat Fatou dla słabej zbieżności ([C8]);
3. matematyka ubezpieczeniowa ([C10], [C14], [C18]);
4. dynamika układów mechanicznych ze zderzeniami ([C15], [C19]-[C22]);
5. nierówności dla całek względem miar nieaddytywnych ([C16], [C17]).

1. Oszacowania funkcjonałów uporządkowanych zmiennych losowych. Nierów-
ności są ważnym narzędziem badawczym w rachunku prawdopodobieństwa i statystyce
matematycznej. Dostarczają informacji o możliwych wartościach pewnych charakterystyk
modelu matematycznego w sytuacji, kiedy wiedza na temat modelowanego zjawiska, pro-
cesu czy eksperymentu losowego jest niepełna. Pierwsze oszacowania dla wartości ocze-
kiwanych statystyk porządkowych z niezależnych obserwacji o tym samym rozkładzie,
o znanej wartości oczekiwanej i wariancji, podali Gumbel [40], Hartley i David [42] oraz
Moriguti [58]. Prace te zainicjowały serię uogólnień. Wymienimy tylko kilka z nich. Odpo-
wiedniki nierówności Hartleya–Davida–Gumbela dla klasycznych statystyk rekordowych
i statystyk rekordowych k-tego rzędu przedstawili Nagaraja [62] i Raqab [76]. Rozszerzenia
do modelu progresywnie cenzurowanych statystyk porządkowych i uogólnionych statystyk
porządkowych zaprezentowali Balakrishnan i in. [7] oraz Kamps [45]. Oszacowania wyrażo-
ne za pomocą p-tych momentów absolutnych i p-tych absolutnych momentów centralnych
wyznaczyli Gilstein [35], Arnold [1] i Lin [54]. Podsumowanie uzyskanych wyników moż-
na znaleźć m.in. w monografiach Arnolda i Balakrishnana [2], Rychlika [88] oraz Davida
i Nagaraja [19].

Praca [B1] nawiązuje do wymienionych wyżej wyników i podaje kilka nowych nierów-
ności dla wartości oczekiwanych statystyk porządkowych i rekordowych wyrażonych za
pomocą wartości oczekiwanej odpowiednio uciętego rozkładu obserwacji. W matematyce
finansowej i ubezpieczeniowej takie funkcjonały wykorzystuje się do wyceny ryzyka i okre-
śla mianem wartości zagrożonej na ogonie rozkładu (ang. Tail Value-at-Risk, TVaR; zob.
np. [44]). W pracy [B2] wyznaczono ograniczenia tego typu dla uogólnionych statystyk po-
rządkowych i pokazano, że są one lepsze od odpowiadających im oszacowań Rychlika [82]
oraz Gascuela i Caraux [32] dla statystyk porządkowych z dowolnie zależnych zmiennych
losowych. Jako wnioski, przy słabszych dodatkowych założeniach o rozkładzie obserwacji,
otrzymano rozszerzenie wyników Papadatosa [69] i Bloma [15] do modelu uogólnionych
statystyk porządkowych. W przypadku statystyk rekordowych oszacowania te ulepszono
w artykule [C1]. W pracy [C2] podano odpowiedniki twierdzeń z [B2] dla wartości ocze-
kiwanej quasi-wypukłej, niemonotonicznej funkcji uogólnionych statystyk porządkowych,
które prowadzą m.in. do oszacowań dla wariancji uogólnionych statystyk porządkowych
(por. [68]). Artykuł [C3] jest poświęcony oszacowaniom momentów uogólnionych statystyk
porządkowych, gdy próba pochodzi z rozkładu należącego do pewnej klasy rozkładów, zde-
finiowanej poprzez pewną własność dystrybuant. Elementami rozważanej klasy są m.in.
rozkłady Pareto, jednostajne i wykładnicze. W szczególności, dla wybranych rozkładów
o funkcjach kwantylowych wypukłych (wklęsłych), podane oszacowania dolne (górne) są
lepsze od uzyskanych przez Kampsa [45]. Głównym narzędziem służącym do konstrukcji
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oszacowań w pracach [B1, B2, C1, C2, C3] jest nierówność Steffensena oraz nierówność
Morigutiego.

Wykorzystując metodę Morigutiego, w pracy [C4] wyznaczamy jawną postać opty-
malnych górnych i dolnych oszacowań dla obciążenia estymatora F̂−1(p) nieznanego kwan-
tyla F−1(p) w przypadku, gdy F̂−1(p) jest kwantylem z próby Xj:n takim, że j/n jest
bliskie p ∈ (0, 1). Ograniczenia wyrażone są w jednostkach odchylenia standardowego
rozkładu obserwacji.

W artykule [C5] podajemy optymalne oszacowania górne wartości oczekiwanej k-tych
statystyk rekordowych w ciągu niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozkła-
dzie z malejącym prawdopodobieństwem awarii oraz z malejącą intensywnością awarii,
wyrażone za pomocą drugiego momentu zwykłego obserwacji. Obie klasy rozkładów mają
podstawowe znaczenie w teorii niezawodności. Do uzyskania oszacowań zastosowaliśmy
metodę rzutowania zaproponowaną – oraz wykorzystaną w przypadku statystyk porząd-
kowych – przez Gajka i Rychlika [28, 29]. Metoda ta, będąca uogólnieniem metody Mori-
gutiego, umożliwia wyznaczenie maksimum liniowego i ciągłego funkcjonału określonego
na przestrzeni Hilberta X , w stożku wypukłym C ⊂ X . Główną przeszkodą, którą musie-
liśmy pokonać, było wykazanie prawdziwości własności zmniejszającej się zmienności dla
kombinacji liniowych gęstości k-tych statystyk rekordowych z rozkładu jednostajnego na
przedziale (0, 1). W tym celu użyliśmy twierdzenia Karlina [46] dla rozkładów typu Pólya.

W pracy [C6] przedstawiono pierwsze w literaturze nierówności, które do oszacowa-
nia momentów uogólnionych statystyk porządkowych wykorzystują dwa ważne funkcjo-
nały: entropię oraz momenty wykładnicze. Podano tam także oszacowania nieasympto-
tyczne i asymptotyczne dla wartości oczekiwanej funkcji wektora uogólnionych statystyk
porządkowych. W artykule [C7] wyznaczamy ograniczenia dla momentów uogólnionych
statystyk porządkowych za pomocą entropii Tsallisa, która została wprowadzona w fizy-
ce w 1988 roku jako uogólnienie entropii Boltzmanna-Gibbsa. Nie nakładamy żadnych
ograniczeń na wartości parametrów uogólnionych statystyk porządkowych oraz dopusz-
czamy możliwość losowości indeksów. Statystyki porządkowe z losowymi indeksami po-
jawiają się w naturalny sposób np. w stochastycznym modelu relaksacji, rozważanym
przez Jurlewicz i Weron [43]. Osiągalne nierówności dla wartości oczekiwanej uogólnio-
nych statystyk porządkowych wyrażone za pomocą momentów postaci E

(
Xa (ln+X)b

)
,

gdzie ln+ x = ln max(x, 1), podaliśmy w pracy [C9]. Momenty tego typu spotykamy m.in.
w nierówności Dooba dla nieujemnych submartyngałów oraz w wielowymiarowych twier-
dzeniach ergodycznych. W przypadku statystyk rekordowych uzyskane oszacowania są
uniwersalne w tym sensie, że ograniczenie na wartość oczekiwaną r-tego rekordu pierw-
szego rzędu EY (1)

r , gdzie r  2, wyrażone jest za pomocą momentu logarytmicznego, który
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje EY (1)

r . Oszacowania zaprezentowane w [C6] zo-
stały uzyskane w oparciu o nierówności Morigutiego i Younga, natomiast przedstawione
w [C7, C9] – przy użyciu nierówności Morigutiego i odpowiednio skonstruowanych nie-
równości elementarnych.

Praca [C11] podaje uogólnienia oszacowań dla statystyk porządkowych na przypa-
dek konkomitant (statystyk stowarzyszonych) w próbie niezależnych par o tym samym
rozkładzie. Zależność pomiędzy poprzednikami a następnikami par modelowana jest za
pomocą kopuł lub klasycznego schematu losowania bez zwracania. Wyznaczono m.in. od-
powiedniki nierówności Hartleya–Davida-Gumbela oraz Balakrishnana–Charalambidesa–
Papadatosa (zob. [6]).
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W artykule [C12] badamy własności statystyk porządkowych z próby dowolnie zależ-
nych zmiennych losowych o niekoniecznie tych samych rozkładach symetrycznych wzglę-
dem pewnego µ ∈ R. Przykładami tego typu modeli są wybrane łańcuchy Markowa oraz
modele GARCH i ARMA. Pokazujemy, że wartość oczekiwana pewnych L-statystyk z ta-
kich prób jest nie mniejsza od wartości oczekiwanej pojedynczej obserwacji. Uzyskane
nierówności stanowią odpowiednik nierówności Rychlika [91] dla niezależnych zmiennych
losowych o identycznym rozkładzie symetrycznym (por. [87, Eq. (53)]).

Praca [C13] jest poświęcona badaniu stabilności wartości oczekiwanej, drugiego mo-
mentu zwykłego i wariancji L-statystyki ze względu na pewne typy zależności obserwacji
inspirowane koncepcją warunków mieszania. Podajemy w niej oszacowania dla różnicy
momentów L-statystyk z prób niezależnych i zależnych obserwacji o identycznych od-
powiadających sobie jednowymiarowych rozkładach brzegowych, wyrażone za pomocą
iloczynu parametru liczbowego opisującego wielkość otoczenia i charakterystyki liczbowej
próby niezależnych zmiennych losowych.

Oszacowania uzyskane w pracach [B2], [C1]-[C3], [C5]-[C7], [C9], [C11]-[C13] mogą
być użyte m.in. do konstrukcji testów zgodności dla pewnych typów rozkładów, konstruk-
cji przedziałów ufności dla pewnych funkcjonałów uogólnionych statystyk porządkowych
i konkomitant, weryfikacji hipotez statystycznych i sprawdzenia, czy spełnione są warunki
wystarczające lub konieczne do zachodzenia twierdzeń granicznych wyrażone za pomo-
cą istnienia skończonych momentów uogólnionych statystyk porządkowych i konkomitant.
Warto podkreślić, że wyniki żadnej z prac [B2], [C2], [C3], [C5]-[C7], [C9] oraz [C11]-[C13]
nie uogólniają wyników z innej pracy z tego zestawu.
2. Lemat Fatou dla słabej zbieżności. Wyznaczanie granic ciągów momentów zmien-
nych losowych jest jednym z ważnych problemów rachunku prawdopodobieństwa. W pra-
cy [C8] podano odpowiednik lematu Fatou dla monotonicznych funkcji słabo zbieżnych
ciągów zmiennych losowych. Sprowadza on zadanie wyznaczania granicy do konstrukcji
pewnego ciągu bliźniaczego (ang. coupling) i skorzystania z odpowiedniego twierdzenia
granicznego podającego oszacowanie szybkości zbieżności do rozkładu granicznego, np.
twierdzenia Berry–Esséena, oszacowania Bikelisa lub twierdzenia Craméra. Praca kory-
guje błędne twierdzenie z pracy Garcii i Palaciosa [31].
3. Matematyka ubezpieczeniowa. Matematyka aktuarialna powstała wraz z rozwojem
działalności ubezpieczeniowej. Podzielona jest na teorię ubezpieczeń osobowych i teorię
ubezpieczeń majątkowych. Studia nad metodami obliczania wartości produktów ubezpie-
czeniowych przyczyniły się do rozwoju probabilistyki.

W artykule [C18] badamy własności składek jednorazowych netto w ubezpieczeniach
dla wielu osób w przypadku, gdy łączny rozkład przyszłych czasów trwania życia posiada
nieznaną strukturę zależności, należącą do pewnego nieparametrycznego otoczenia nieza-
leżności typu Kołmogorowa (zob. [C13, A6]). Podajemy oszacowania różnicy składek dla
grupy osób o zależnych i dla grupy osób o niezależnych przyszłych czasach trwania życia
w sytuacji, kiedy przyszłe czasy życia odpowiadających sobie osób z tych dwóch grup
mają identyczne rozkłady. Ograniczenia wyrażone są za pomocą parametru liczbowego
określającego wielkość otoczenia i jednorazowych składek netto dla statusów łącznego
życia podgrup grupy osób o niezależnych przyszłych czasach życia.

W pracy [C14] wyznaczono optymalny podział ryzyka w klasie uogólnionych składek
Esschera (zwanych też ważonymi składkami), która zawiera składki Karlsruhe, Kamp-
sa, Aumanna–Shapleya, Esschera–Girsanowa i wiele innych, oraz udowodniono twier-
dzenie o warunku koniecznym optymalności. Ponadto wykazano, że charakteryzacja De
Vyldera–Goovaertsa–Haezendoncka składki Esschera, podana w 1984 roku w książce [37]
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i replikowana w wielu monografiach (np. [21, 44]) jest fałszywa nawet wtedy, gdy wykład-
niczą funkcję użyteczności zamienimy na dowolną funkcję ściśle rosnącą lub prawdopodo-
bieństwo ruiny. Zaproponowano kilka sposobów korekty tego wyniku.

Praca [C10] jest poświęcona problemowi optymalnego podziału ryzyka, gdy do wy-
ceny kontraktu zostanie użyta składka maksymalnych możliwych szkód. Składka ta ma
wiele korzystnych własności, m.in. jest koherentna, addytywna dla ryzyk niezależnych
i addytywna dla ryzyk komonotonicznych. Ponadto jest ona granicą innych składek, gdy
parametry określające te składki dążą do wartości ekstremalnych (patrz [C10]). W pracy
podano jawne rozwiązania zadań minimalizacji pewnych miar stabilności wypłat cedenta
oraz maksymalizacji jego oczekiwanej użyteczności.

4. Dynamika układów mechanicznych ze zderzeniami. W teorii drgań układów me-
chanicznych ważne miejsce zajmują układy wibrouderzeniowe. Stały się one przedmiotem
badań w połowie lat pięćdziesiątych minionego wieku i od tego czasu zainteresowanie nimi
stale rośnie. Analiza dynamiki takich układów za pomocą klasycznych metod sprawia wie-
le trudności. Prace [C15, C19] zawierają rezultaty symulacji numerycznych dotyczących
ruchu układu o jednym stopniu swobody, w którym pod wpływem harmonicznego wy-
muszenia zewnętrznego dochodzi do jedno- lub dwustronnych zderzeń z nieruchomą hert-
zowską lub newtonowską ostoją. W pracach [C20, C21] rozważono układ złożony z ciała
jednostronnie lub dwustronnie uderzającego o ruchome newtonowskie podłoże. Modyfiku-
jąc podejście Peterki [74] oparte na teorii równań różnicowych, analitycznie wyznaczono
obszary występowania stabilnych rozwiązań okresowych. Liczne eksperymenty numerycz-
ne pokazały, że metoda analityczna i odpowiednio zaadaptowana metoda Müllera [61] –
numerycznej estymacji wykładników Lapunowa – prowadzą do zgodnych wyników. W ar-
tykule [C22] przedstawiono rezultaty symulacji numerycznych świadczących o tym, że
odpowiednio skonstruowane układy zastępcze – o jednym, a zwłaszcza o dwóch stopniach
swobody – można wykorzystać do badania okresowości ruchu z uderzeniami rzeczywistych
układów drgających o znaczącej masie elementów sprężystych.

5. Nierówności dla całek względem miar nieaddytywnych. Badania nad klasyczny-
mi nierównościami dla całki Sugeno zainicjowali Román-Flores i in. [78, 79] w 2007 roku.
W kolejnych latach powstało wiele prac poświęconych tego typu nierównościom oraz ich
rozszerzeniom na uogólnione całki Sugeno. Tylko w jednej z nich – pracy Girotto i Hol-
zera [36] dotyczącej nierówności typu Czebyszewa dla całki Sugeno – oprócz warunków
wystarczających, przedstawiono również warunki konieczne zachodzenia nierówności dla
funkcji komonotonicznych. Wykorzystując nową metodę dowodu, w pracach [C16, C17]
sformułowano warunki konieczne i wystarczające zachodzenia nierówności typu Jensena
i Czebyszewa dla uogólnionej całki Sugeno względem dowolnej miary nieaddytywnej. Uzy-
skane wyniki umożliwiły m.in. podanie charakteryzacji klas funkcji spełniających pewne
typy nierówności Czebyszewa dla wybranych uogólnionych całek Sugeno.
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