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Rozdziaª 1

Wst¦p

1.1. Ukªad pracy

Rozprawa skªada si¦ z o±miu (wraz ze wst¦pem) rozdziaªów.

Rozdziaª 1 - wst¦p zawieraj¡cy uzasadnienie wyboru tematu na które skªadaj¡ si¦ przegl¡d
ultrad¹wi¦kowych metod nieniszcz¡cej kontroli elementów konstrukcji i maszyn, opis
roli wzorców w badaniach ultrad¹wi¦kowych, modelowanie procedur oraz metod ultra-
d¹wi¦kowej nieniszcz¡cej kontroli elementów konstrukcji i maszyn, przegl¡d oprogramowa-
nia symuluj¡cego wykorzystywanego zamiast wzorców oraz przegl¡d istniej¡cych modeli
dla cienkich pªaskich wª¡cze«, które mog¡ zosta¢ u»yte w oprogramowaniu symuluj¡cym

Rozdziaª 2 zawiera opis metod wykorzystywanych w rozdziaªach czwartym, pi¡tym oraz
szóstym. W rozdziale tym przedstawione s¡ nast¦puj¡ce metody: metoda Winera-Hopfa,
metoda kwadratur mechanicznych oraz metoda Galorkina.

Rozdziaª 3 przedstawia zagadnienia modelowaniu których po±wi¦cona jest niniejsza rozprawa.
Pierwsze zagadnienie polega na rozpraszaniu fali na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w
materiale spr¦»ystym przy zaªo»eniu identycznych warunków brzegowych na górnym i dol-
nym brzegu niejednorodno±ci. Drugie zagadnienie polega na rozpraszaniu fali na cienkiej
pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym przy zaªo»eniu braku przemieszcze« na
dolnym brzegu niejednorodno±ci

Rozdziaª 4 przedstawia model pola fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci
w materiale spr¦»ystym dla pierwszego zagadnienia przedstawionego w rozdziale trzecim.
Przy opracowaniu modelu wykorzystuje si¦ metod¦ szeregów asymptotycznych, metod¦
Fouriera oraz metod¦ Winera-Hopfa rozwi¡zywania mocno osobliwych równa« caªkowych.

Rozdziaª 5 przedstawia model pola fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci
w materiale spr¦»ystym dla drugiego zagadnienia przedstawionego w rozdziale trzecim.
Przy opracowaniu modelu wykorzystuje si¦ metod¦ szeregów asymptotycznych, metod¦
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Fouriera oraz metod¦ Winera-Hopfa rozwi¡zywania ukªadów mocno osobliwych równa«
caªkowych.

Rozdziaª 6 po±wi¦cony jest wery�kacji modeli przedstawionych w rozdziaªach czwartym i
pi¡tym.

Rozdziaª 7 przedstawia program symulacyjny wykorzystuj¡cy modele przedstawione rozdzi-
aªach czwartym i pi¡tym.

Rozdziaª 8 zawiera podsumowanie, wnioski z przeprowadzonych prac oraz propozycje kierunków
dalszych bada« w dziedzinie.

1.2. Uzasadnienie wyboru tematu

W ostatnich latach znacznie wzrosªo zainteresowanie problemem matematycznego mode-
lowania rozprzestrzeniania si¦ fal elastycznych w jednorodnych izotropowych liniowo-spr¦»ystych
o±rodkach oraz dyfrakcji fal spr¦»ystych na nieci¡gªo±ciach wyst¦puj¡cych w o±rodkach ci¡gªych
w zwi¡zku z szybkim rozwojem ultrad¹wi¦kowych metod bada« materiaªów spr¦»ystych.

1.2.1. Przegl¡d ultrad¹wi¦kowych metod nieniszcz¡cej kontroli elementów
konstrukcji i maszyn

Ultrad¹wi¦kowe metody nieniszcz¡cej kontroli elementów konstrukcji i maszyn wyko-
rzystywane obecnie powszechnie w przemy±le na etapie produkcji oraz przy okresowych
przegl¡dach. Metody te sªu»¡ do wykrywania nieci¡gªo±ci (wad) w materiaªach, do okre±lenia
poªo»enia nieci¡gªo±ci oraz do okre±lenia wielko±ci, ksztaªtu, orientacji nieci¡gªo±ci. Pozwala
to na podejmowanie decyzji co do zasadno±ci dalszej eksploatacji danej konstrukcji. Metody
ultrad¹wi¦kowe pozwalaj¡ na wykrycie nast¦puj¡cych nieci¡gªo±ci w materiaªach spr¦»ystych
[4]:
� jamy skurczowe lub pozostaªo±ci jamy skurczowej, rzadzizny i wtr¡cenia w k¦sach i

wlewkach,
� p¦kni¦cia podªu»ne (gªównie) i poprzeczne, w tym p¦kni¦cia pªatkowe, wtr¡cenia i inne

nieci¡gªo±ci obj¦to±ciowe, pozostaªo±ci jamy usadowej i zawalcowania w pr¦tach,
� p¦kni¦cia podªu»ne (gªównie) i poprzeczne, pozostaªo±ci jamy usadowej, zawalcowania,

rozwarstwienia, zanieczyszczenia oraz niewªa±ciwa grubo±¢ ±cianki rur,
� p¦kni¦cia, jamy skurczowe, rzadzizny, wtr¡cenia, p¦cherze i porowato±¢ w odlewach,
� rzadzizny, wtr¡cenia niemetaliczne: tlenki, siarczki, wtr¡cenia, np. materiaªów ogniotr-

waªych, »u»le, du»e p¦kni¦cia ku¹nicze, w tym krzy»e kucia, p¦kni¦cia cieplne i drobne
p¦kni¦cia (pªatkowe) i segregacje w odkuwkach,

� rozwarstwienia, wtr¡cenia i p¦kni¦cia w blachach,
� p¦kni¦cia pªatkowe, rozwarstwienia, zawalcowania itd. w szynach,
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� nieci¡gªo±ci pªaskie: przyklejenia brzegowe i mi¦dzywarstwowe, braki przetopu, p¦kni¦cia
podªu»ne i poprzeczne, wycieki, podtopienia lica i grani, nadmierne nadlewy lica, uskoki w
zª¡czach spawanych oraz rozwarstwienia w materiale podstawowym, w obszarze przesuwu
gªowic ultrad¹wi¦kowych, a tak»e nieci¡gªo±ci przestrzenne: p¦cherze i skupiska p¦cherzy,
»u»le i wtr¡cenia obcego metalu w tych zª¡czach,

� p¦kni¦cia, przyklejenia w poª¡czeniach zgrzewanych,
� nieci¡gªo±ci makroskopowe: rozwarstwienia, braki przyczepno±ci i p¦kni¦cia, wtr¡cenia,

porowato±¢, rozszczepienia wªókien, a tak»e nieci¡gªo±ci strukturalne (niedopuszczalne
odst¦pstwa od zaªo»onej struktury, np. niedostateczna zawarto±¢ wªókien wzmacniaj¡-
cych, niewªa±ciwy kierunek ich uªo»enia, niedostateczna adhezja pomi¦dzy skªadnikami
kompozytów, mikrop¦kni¦cia i pory) materiaªów kompozytowych-odznaczaj¡ si¦ one siln¡
anizotropi¡ i du»¡ warto±ci¡ wspóªczynnika tªumienia fal ultrad¹wi¦kowych; informacja
o wyst¦powaniu nieci¡gªo±ci jest zawarta w anomaliach tªumienia fal oraz w zmianach
czasu przej±cia fal.
Wi¦kszo±¢ ultrad¹wi¦kowych metod bazuje si¦ na rozpraszaniu spr¦»ystych (ultrad¹wi¦kowych)

fal przez skazy (nieci¡gªo±ci, niejednorodno±ci, wª¡czenia) w badanym materiale. W meto-
dach tych uzyskuje si¦ geometryczne oraz mechaniczne parametry skazy w oparciu o pole
fali rozproszonej na tej skazie. W praktyce dane pomiarowe porównuje si¦ z danymi teore-
tycznymi uzyskanymi dla fal harmonicznych.

Metodami ultrad¹wi¦kowymi mo»na bada¢ wyroby przemysªowe powstaªe w wyniku pro-
cesów walcowania, przeci¡gania, odlewania oraz kucia. Badane wyroby mog¡ by¢ wyko-
nane z metali (stali, aluminium, magnezu, miedzi, stopów miedzi, stopu oªowiu, cynku,
niklu, stopów niklu, cyrkonu, metali spiekanych, aluminium, wolframu, tytanu, tantalu),
materiaªów kompozytowych, drewna, tworzyw ceramicznych (porcelany, ceramiki ogniotr-
waªej), tworzyw sztucznych, szkªa, betonu, gumy i wyrobów gumowych oraz poª¡cze«,
przede wszystkim zª¡czy spawanych stali ferrytycznych. Metodami tymi mog¡ by¢ równie»
badane poª¡czenia zgrzewane, poª¡czenia klejone, lutowane, nitowane oraz obiekty wykonane
ze struktur z wypeªniaczami komórkowymi, z których wykonuje si¦ podzespoªy statków
powietrznych (stery wysoko±ci, stery kierunku, owiewki, podªoga) oraz podzespoªy samo-
chodów. Metody ultrad¹wi¦kowe przydaj¡ si¦ do bada« du»ych oraz grubych wyrobów, ta-
kich jak k¦sy, pr¦ty, rury. Mo»liwe jest wykrywanie wewn¦trznych nieci¡gªo±ci materiaªowych
oraz nieci¡gªo±ci powierzchniowych oraz podpowierzchniowych. Badane wyroby mog¡ mie¢
ró»norodne ksztaªty. Metody ultrad¹wi¦kowe pozwalaj¡ stwierdza¢ obecno±¢ nieci¡gªo±ci w
materiale, okre±la¢ poªo»enie nieci¡gªo±ci, okre±la¢ wymiary nieci¡gªo±ci (gª¦boko±ci, dªu-
go±ci oraz szeroko±ci). Wachlarz zastosowa« metod ultrad¹wi¦kowych jest bardzo szeroki.
Najbardziej istotne zastosowania to:
� defektoskopia ró»nych obiektów
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� pomiar grubo±ci obiektów
� mikrodefektoskopia materiaªów
� mikroskopia ultrad¹wi¦kowa
� badania wªa±ciwo±ci materiaªów

Parametry fal ultrad¹wi¦kowych wykorzystywanych w badaniach zale»¡ od makroskopowych
oraz mikroskopowych wªa±ciwo±ci materiaªów obiektów badanych takich jak: wymiary, g¦s-
to±¢, wªasno±ci spr¦»yste, anizotropia oraz budowa molekularna. Na przykªad do wykrywa-
nia maªych nieci¡gªo±ci, o ile jest to mo»liwe ze wzgl¦du na tªumienie fal ultrad¹wi¦kowych,
powinny by¢ stosowane przetworniki o mo»liwie du»ej cz¦stotliwo±ci pracy. Najlepsza wykry-
walno±¢ nieci¡gªo±ci w wyrobach jest uzyskiwana, je±li kierunek wi¡zki ultrad¹wi¦kowej jest
prostopadªy do nieci¡gªo±ci.

Zalety metod ultrad¹wi¦kowych s¡ nast¦puj¡ce:
� Mo»liwo±¢ kontroli obiektów w caªej ich obj¦to±ci-od powierzchni, po której przesuwa si¦

gªowic¦ przetwornika do ±cian tylnych(den).
� Mo»liwo±¢ wykrywania nieci¡gªo±ci poªo»onych gª¦boko w obiektach
� Prowadzenie bada« nie jest niebezpieczne dla operatorów oraz innych osób znajduj¡cych

si¦ w pobli»u.
� Mo»liwo±¢ prowadzenia bada« przy dost¦pie tylko do jednej powierzchni obiektów.
� Mo»liwo±¢ wykonywania automatycznej analizy i dokumentowania wyników bada« prowad-

zonych z wykorzystywaniem defektoskopów cyfrowych i zautomatyzowanych systemów
bada«.
W ultrad¹wi¦kowych badaniach defektoskopowych zakªada si¦ staªo±¢ pr¦dko±ci propa-

gacji fal w materiale badanego obiektu. Nieniszcz¡ce badania obiektów s¡ prowadzone falami
ultrad¹wi¦kowymi o cz¦stotliwo±ciach od 20kHz do 100MHz. Poni»ej podano przykªadowe
zastosowania ultrad¹wi¦ków , wedªug stosowanych cz¦stotliwo±ci [4]:
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Zakres cz¦stotliwo±ci Materiaªy/zastosowanie
0,5-25MHz (najcz¦±ciej 1-6MHz) obiekty metalowe
20kHz-1MHz (cz¦sto ok. 40-50 kHz) badanie wytrzymaªo±ci betonów na pod-

stawie pr¦dko±ci propagacji fal
100-500 kHz (ew. 1Mhz) drewno
1MHz guma
1-2 MHz tworzywa sztuczne
0,5-2,25 MHz materiaªy kompozytowe
50 MHz badanie mikrodefektów materiaªów kom-

pozytowych
(10 MHz) 50-100 MHz wykrywanie mikrodefektów w metalach
2-4 MHz pomiary makronapr¦»e« w obiektach o

du»ych masach i gabarytach
Obecnie wykorzystywane s¡ nast¦puj¡ce metody ultrad¹wi¦kowe:

� Metoda echa. Metoda ta jest oparta na odbiciu fal od powierzchni obiektów oraz od
nieci¡gªo±ci obiektów.

� Metoda cienia (przepuszczania). Ta metoda oparta jest na przesªanianiu wi¡zki fal
przez nieci¡gªo±¢. Wykorzystywana do badania materiaªów silnie tªumi¡cych fale ul-
trad¹wi¦kowe.

� Metoda TOFD (ang. Time Of Flight Di�raction). Metoda ta wykorzystuje dyfrakcyjne
ugi¦cie oraz rozpraszanie fal ultrad¹wi¦kowych na kraw¦dziach poprzecznych, w stosunku
do kierunku propagacji fal, nieci¡gªo±ci pªaskich.
W jednym procesie bada« mog¡ by¢ ª¡czone ró»ne metody bada« ultrad¹wi¦kowych,

np. metoda echa z metod¡ przepuszczania. W systemach bada« wykorzystuj¡cych metod¦
TOFD jest stosowana metoda przepuszczania i zjawisko odbicia fal.

Metoda echa. Przy wykorzystaniu metody echa prowadz¡cy badania musi mie¢ dost¦p
tylko do jednej powierzchni obiektu, tej z której prowadzi si¦ skanowanie. W metodzie tej
informacj¦ o wyst¦powaniu i wymiarach nieci¡gªo±ci zawiera jej echo. Echem nazywamy
sygnaªy, wywoªane przez re�ektory obiektów , prezentowana ekranach defektoskopów ul-
trad¹wi¦kowych. Echo nieci¡gªo±ci pojawia si¦ mi¦dzy impulsem pocz¡tkowym, stanow-
i¡cym zobrazowanie sygnaªu, wzbudzaj¡cym przetwornik ultrad¹wi¦kowy do drga« a
echem dna obiektu lub mi¦dzy dalszymi echami dna obiektu. Poªo»enie echa nieci¡gªo±ci,
wzdªu» wyskalowanej podstawy czasu (osi poziomej defektoskopu), zawiera informa-
cj¦ o odlegªo±ci nieci¡gªo±ci od powierzchni przesuwu gªowicy przetwornika. Lokaliza-
cja (okre±lenie odlegªo±ci nieci¡gªo±ci od powierzchni przesuwu gªowicy przetwornika)
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nieci¡gªo±ci polega na pomiarze czasu przej±cia fali ultrad¹wi¦kowej w okre±lonym mate-
riale.
Na wysoko±¢ echa nieci¡gªo±ci, przy okre±lonym wzmocnieniu defektoskopu, maj¡ wpªyw:
� rodzaj i ksztaªt nieci¡gªo±ci,
� pole powierzchni nieci¡gªo±ci,
� orientacja nieci¡gªo±ci wzgl¦dem wprowadzonej wi¡zki fal ultrad¹wi¦kowych,
� odlegªo±¢ nieci¡gªo±ci od gªowicy przetwornika,
� wªasno±ci spr¦»yste, jednorodno±¢ i anizotropia materiaªu.

Metoda przepuszczania. Ta metoda jest stosowana do badania obiektów, wykonanych
z materiaªów silnie tªumi¡cych fale ultrad¹wi¦kowe, dla których nie mo»e by¢ wyko-
rzystana metoda echa oraz do wykrywania nieci¡gªo±ci poªo»onych blisko powierzchni
obiektu. W metodzie przepuszczania dwie oddzielne gªowice pojedyncze s¡ umieszczane
naprzeciwko siebie, na przeciwlegªych powierzchniach obiektu. Jedna z gªowic peªni
rol¦ gªowicy nadawczej, a druga-gªowicy odbiorczej. Sygnaª, obserwowany na ekranie
defektoskopu, stanowi impuls fali, która przechodzi przez obiekt. Je±li na drodze fali
wyst¦puje nieci¡gªo±¢, to rejestrowany impuls ma mniejsz¡ amplitud¦, ni» wtedy, gdy nie
ma nieci¡gªo±ci. O wyst¦powaniu nieci¡gªo±ci ±wiadczy wi¦c osªabienie energii fali prze-
chodz¡cej od nadajnika do odbiornika. Osªabienie energii tej fali zale»y od wymiarów
i poªo»enia nieci¡gªo±ci wzgl¦dem gªowic. W tej metodzie nie ma mo»liwo±ci lokalizacji
nieci¡gªo±ci, poniewa» obserwuje si¦ jedynie impuls wywoªany przez przej±cie fal. Wi¦ksze
osªabienie energii fali przechodz¡cej nast¦puje, gdy danej wielko±ci nieci¡gªo±¢ znajduje
si¦ bli»ej gªowicy nadawczej. Wtedy nieci¡gªo±¢ przysªania wi¦ksz¡ cz¦±¢ padaj¡cej na ni¡
wi¡zki ultrad¹wi¦kowej ni», wtedy gdy taka sama nieci¡gªo±¢ znajduje si¦ bli»ej gªowicy
odbiorczej. Ocena wymiarów nieci¡gªo±ci, wykrytych metod¡ przepuszczania, jest oparta
na analizie amplitudy impulsu przechodz¡cego i na pomiarze szeroko±ci obwiedni tego
impulsu [4]. Metoda przepuszczania jest te» stosowana w aplikacjach metody TOFD.

Metoda TOFD. W aplikacjach tej metody wykorzystywane jest zjawisko dyfrakcji fal ul-
trad¹wi¦kowych na kraw¦dziach nieci¡gªo±ci pªaskich, a tak»e odbicie fal ultrad¹wi¦kowych.
W przypadku pªaskich nieci¡gªo±ci poprzecznych ugi¦cie fali ultrad¹wi¦kowej nast¦puje
zarówno na dolnych, jak i na górnych ich kraw¦dziach. Nieci¡gªo±ci pªaskie zorien-
towane poziomo powoduj¡ odbicie fal. Nieci¡gªo±ci obj¦to±ciowe powoduj¡ odbicie cz¦±ci
wi¡zki od górnej ich powierzchni. Cze±¢ wi¡zki obiega doln¡ powierzchni¦ nieci¡gªo±ci,
trac¡c swoj¡ energi¦ wskutek odpromieniowania. W badaniach z wykorzystaniem metody
TOFD dwie gªowice sko±ne fal podªu»nych s¡ umieszczane symetrycznie po obu stronach
badanego obszaru obiektu. Jedna z gªowic peªni funkcj¦ gªowicy nadawczej, a druga-gªowicy
odbiorczej. Mi¦dzy gªowic¡ nadawcz¡ a gªowic¡ odbiorcz¡ rozchodzi si¦ fala podpowierzch-
niowa podªu»na. Wskutek dyfrakcji fal, zachodz¡cej na górnej i dolnej kraw¦dzi nieci¡gªo±ci,
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wyst¦puj¡ tak»e fale ugi¦te. Impulsy, wywoªane przez fale ugi¦te pojawiaj¡ si¦ na ekranie
ultrad¹wi¦kowego defektoskopu mi¦dzy impulsem wywoªanym przez fal¦ podpowierzch-
niow¡ a impulsem wywoªanym przez fal¦ odbita od dna obiektu. W aplikacjach metody
TOFD jest wykorzystywana informacja zawarta zarówno w amplitudzie, jak i w fazie
sygnaªów gªowic przetworników ultrad¹wi¦kowych. Impuls odbity od dna obiektu (za-
zwyczaj odbity od granicy z o±rodkiem o mniejszej akustycznej oporno±ci falowej) oraz
impuls wywoªany przez fal¦ ugi¦t¡ na górnej kraw¦dzi nieci¡gªo±ci maj¡ faz¦ ró»n¡ o 180◦

w stosunku do fazy impulsu wywoªanego fal¡ podpowierzchniow¡. Analiza fazy ugi¦tych
sygnaªów dostarcza informacji odno±nie do rodzajów wykrytych nieci¡gªo±ci.

1.2.2. Rola wzorców w badaniach ultrad¹wi¦kowych

Wbadaniach nieniszcz¡cych wyrobów przemysªowych metodami ultrad¹wi¦kowymi powszech-
nie wykorzystywane s¡ ró»nego rodzaju wzorce. Poni»ej przedstawiono najwa»niejsze zas-
tosowania wzorców [4]:
� sprawdzenia mo»liwo±ci wykonania okre±lonych bada« za pomoc¡ wybranej aparatury,
� porównywania wskaza« (wysoko±ci obrazów ech, otrzymywanych dla okre±lonej odlegªo±ci),

wywoªane przez naturalne nieci¡gªo±ci obiektów ze wskazaniami, uzyskiwanymi dla sz-
tucznych nieci¡gªo±ci wzorców,

� porównywania nieznanych warto±ci mierzonych wielko±ci, np. grubo±ci ±cianki zbiorników
lub gª¦boko±ci zzalegania nieci¡gªo±ci materiaªowych, z warto±ci¡ znan¡-grubo±ci¡ lub
innym wymiarem okre±lonego wzorca,

� porównywania wªasno±ci materiaªów, np. pr¦dko±ci propagacji fal, ze znanymi, kon-
trolowanymi wªasno±ciami wzorców,

� opracowywania procedur bada«,
� porównywania wyników bada«, wykonanych przez ró»ne instytucje, z u»yciem ró»nej

aparatury,
� wykonywania kalibracji: skalowania zakresu obserwacji ukªadów defektoskop-gªowica oraz

w sprawdzeniu defektoskopów,
� ustawiania czuªo±ci badania,
� sprawdzania parametrów gªowic, przede wszystkim rzeczywistego poªo»enia ±rodka oraz

k¡ta zaªamania gªowic sko±nych, a tak»e badania widma cz¦stotliwo±ciowego, geometrii
wi¡zki ultrad¹wi¦kowej i wielko±ci ogniska przetworników o wi¡zce ogniskowanej,

� sprawdzania poprawno±ci pracy i powtarzalno±ci uzyskiwanych wyników bada«,
� sprawdzania parametrów defektoskopów: liniowo±ci toru X i charakterystyki wzmocnienia

toru Y,
� pomiarów strat przej±cia,
� wyznaczania skoku gªowic sko±nych,
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� sporz¡dzania wykresów OWR (Odlegªo±¢-Wzmocnienie-Rozmiar),
� sporz¡dzania krzywych OKA (Odlegªo±ciowa Korekta Amplitudy),
� wykonywania bada«, w wyniku których s¡ oceniane wymiary nieci¡gªo±ci, z wykorzys-

taniem metody OWR,
� wykonywania bada«, w wyniku których obiekty s¡ kwali�kowane do wadliwych i do

takich, w których nie wykryto nieci¡gªo±ci przekraczaj¡cych wybrany próg selekcji, na
podstawie krzywych OKA, funkcji zasi¦gowej regulacji wzmocnienia ZRW i przy odnosze-
niu sygnaªów wywoªanych przez naturalne nieci¡gªo±ci obiektów do sygnaªów wywoªanych
przez okre±lone nieci¡gªo±ci sztuczne, np. naci¦cia,

� wykonywania pomiarów pr¦dko±ci fal ultrad¹wi¦kowych, w celu zapewnienia poprawnej
lokalizacji nieci¡gªo±ci obiektów. Powstaje problem wytworzenia wzorców posiadaj¡cych
okre±lone parametry mechaniczne i zawieraj¡cych nieci¡gªo±ci o wymaganych parame-
trach mechanicznych oraz geometrycznych.
Ze wzgl¦du na trudno±ci zwi¡zane z wytworzeniem ró»nego rodzaju wzor-

ców do bada« ultrad¹wi¦kowych prowadz¡cy badania mo»e si¦gn¡¢ po opro-
gramowanie symuluj¡ce pole fali rozproszonej niejednorodno±ci w materiale
spr¦»ystym.

1.2.3. Modelowanie i symulacja procedur oraz metod ultrad¹wi¦kowej
nieniszcz¡cej kontroli elementów konstrukcji i maszyn

Modelowanie procedur oraz metod ultrad¹wi¦kowej nieniszcz¡cej kontroli w ostatniej
dekadzie jest rozwijaj¡c¡ si¦ dyscyplin¡ z rozszerzaj¡cym si¦ zainteresowaniem ze strony
przemysªu. Powy»szy fakt wymuszaj¡ nowe, bardziej rygorystyczne wymagania niezawod-
no±ci wykorzystywanych metod oraz procedur w NDE/NDT(nondestructive evaluation -
nieniszcz¡cej ewaluacji/nondestructive testing - nieniszcz¡cej kontroli) materiaªów spr¦»ystych.
W celu zakwali�kowania procedury bada« ultrad¹wi¦kowych do u»ycia w okre±lonych warunk-
ach musi zosta¢ wykonana spora praca eksperymentalna. Zwi¦ksza to ogólny koszt oraz czas
przeprowadzenia bada« nieniszcz¡cych ró»nych wyrobów przemysªowych. W celu obni»enia
kosztów bada« gruntownie uzasadniony model mo»e zosta¢ wykorzystany jako alternatywa
oraz uzupeªnienie pracy eksperymentalnej.

Najwi¦ksz¡ zalet¡ wydajnego obliczeniowo, szybkiego, uzasadnionego oraz zwery�kowanego
modelu jest jego zdolno±¢ do parametrycznych bada« oraz do tworzenia nowych procedur
testowych.

W przypadku przetestowanych i wdro»onych w proces NDE narz¦dzi symulacyjnych spore
korzy±ci ekonomiczne mog¡ by¢ czerpane w caªym cyklu »ycia produktu. Kontrola mo»e
by¢ rozwa»ona w sensie liczbowym ju» na etapie wst¦pnego projektu podzespoªu, kontrola
w trakcie produkcji mo»e by¢ zoptymalizowana, natomiast reakcja na sytuacje zwi¡zane
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z u»ytkowaniem podzespoªu mo»e by¢ szybsza i ta«sza. Wykorzystanie narz¦dzi symu-
luj¡cych NDE pozwala skróci¢ znacz¡co czas tracony na przeprowadzenie caªej procedury
NDE. Naprzykªad dla bada« radiologicznych wywoªanie ka»dej kliszy zajmuje sporo czasu w
sytuacji kiedy trzeba wykona¢ kilkadziesi¡t zdj¦¢ radiologicznych aby móc obejrze¢ podze-
spóª o skomplikowanej geometrii pod ka»dym interesuj¡cym badacza k¡tem. Wykorzystanie
narzedzia symuluj¡cego pozwala uzyska¢ podobne wyniki zdecydowanie szybciej. Uzyskanie
lub wyprodukowanie podzespoªów z wadami (nieci¡gªo±ciami) urz¡dzenia znajduj¡cych si¦
we wszystkich krytycznych miejscach urz¡dzenia jest bardzo drogie [78].

Narz¦dzia symuluj¡cyjne NDE pozwalaj¡ zademonstrowa¢ mo»liwo±ci metod NDE oraz
zakwali�kowanie metod NDE. Zazwyczaj jest du»o parametrów zmieniaj¡cych si¦ niezale»nie.
Modele (makiety) du»ych urz¡dze« (turbin, reaktorów itd.) kosztuj¡ sporo pieni¦dzy, a w
trakcie eksperymentów tylko niektóre parametry mog¡ by¢ zmieniane. Symulacje pozwalaj¡
tanim kosztem przeprowadza¢ badania niezale»nie zmieniaj¡c dowolne parametry w celu wyz-
naczenia istotnych z punktu widzenia eksploatacji urz¡dzenia zakresów zmienno±ci parametrów.
Wyznaczenie tych zakresów znacz¡co wpªywa na bezpiecze«stwo ekspoatacji urz¡dzenia [78].

1.2.4. Oprogramowanie symuluj¡ce procedury ultrad¹wi¦kowej nieniszcz¡cej
kontroli wykorzystywane zamiast wzorców w procedurach
ultrad¹wi¦kowej nieniszcz¡cej kontroli

W chwili obecnej istnieje kilka pakietów oprogramowania symuluj¡cego caª¡ procedur¦
testow¡.

Istnieje kilka powa»nych wymaga« stawianych takiemu oprogramowaniu. Po pierwsze
taki program musi dziaªa¢ na dowolnym sprz¦cie, co poci¡ga za sob¡ wymóg pracy w
±rodowisku wi¦kszo±ci systemów operacyjnych dost¦pnych na rynku. Po drugie oprogramowanie
musi dostarcza¢ wyniki w czasie bardzo zbli»onym do rzeczywistego, co poci¡ga za sob¡
wykorzystywanie szybkich algorytmów modeluj¡cych.

Symulatory NDE mog¡ by¢ wykorzystywane zamiast wzorców w trakcie bada« ultra-
d¹wi¦kowych.

Analiza rynku oprogramowania tego rodzaju pozwala wyci¡gn¡¢ wniosek, i» najbardziej
popularnym pakietem jest CIVA [5], [60], [78], [96], [97], [105], [112], [113], [114], [122], [127],
[128], [129], [130]. Pakiet CIVA powstaª we Francuskiej Komisji Energii Atomowej (French
Atomic Energy Comission-CEA). CIVA pozwala symulowa¢ caª¡ procedur¦ NDT nie tylko
dla bada« ultrad¹wi¦kowych, ale tak»e dla bada« radiologicznych oraz pr¡dów wirowych. Dla
bada« ultrad¹wi¦kowych pakiet ten pozwala zamodelowa¢ pole ultrad¹wi¦kowej fali rozpros-
zonej na kilku ró»nych klasach niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym.

Symulatory NDE skªadaj¡ si¦ z nast¦puj¡cych skªadników (moduªów) [78]:
1. gra�cznego interfejsu u»ytkownika (GUI)
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Rysunek 1.1. Fragment okna pakietu CIVA zawieraj¡cy symulacj¦ bada« ultrad¹wi¦kowych a) oraz
B-Scan otrzymany w wyniku symulacji b) [114].

2. moduªu geometrycznej reprezentacji badanej cz¦±ci lub podzespoªu
3. moduªu geometrycznej reprezentacji niejednorodno±ci (skazy) w badanym podzespole
4. moduªu symuluj¡cego sygnaª wej±ciowy (sygnaª ultrad¹wi¦kowy)
5. moduªu wykonuj¡cego obliczenia wzajemnego oddziaªywania sygnaªu wej±ciowego, podze-

spoªu oraz niejednorodno±ci
6. moduªu obliczaj¡cego sygnaª odbierany przez odbiornik
7. moduªu wykonuj¡cego post processing syntetycznych danych

Moduª 5 wykorzystuje modele pola fali rozproszonej na niejednorodno±ci w
materiale spr¦»ystym.

1.2.5. Przegl¡d istniej¡cych modeli pola fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej
niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym

Przeprowadzona analiza literatury pozwala wyró»ni¢ oprócz klasycznych modeli takich
jak model Bourna zakªadaj¡cy maª¡ ró»nic¦ warto±ci parametrów mechanicznych niejed-
norodno±ci oraz materiaªu oraz model Fresnela uwzgl¦dniaj¡cy wkªad w pole fali rozproszonej
tylko skªadowej geometrycznej fali padaj¡cej na niejednorodno±¢ nast¦puj¡cych modeli:
� modele pola fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym

dla niejednorodno±ci o maªym wspóªczynniku spr¦»ysto±ci w porównaniu z materiaªem
macierzy (p¦kni¦cie) [13], [40], [61], [72], [75], [84], [117], [146],

� modele pola fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym
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dla niejednorodno±ci o du»ym wspóªczynniku spr¦»ysto±ci w porównaniu z materiaªem
macierzy [42], [73], [116],

� Modele dla cienkich pªaskich niejednorodno±ci o wspóªczynniku spr¦»ysto±ci i g¦sto±ci
podobnych do materiaªu macierzy [33], [97],

� Model dla cienkich pªaskich niejednorodno±ci symetrycznych wzgl¦dem osi przechodz¡cej
przez ±rodek niejednorodno±ci dla dowolnych wspóªczynnikach spr¦»ysto±ci i g¦sto±ci
niejednorodno±ci i materiaªu macierzy [154].

Analiza literatury prowadzi do nast¦puj¡cego wniosku: istnieje potrzeba stworzenia uniw-
ersalnego modelu pola fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale
spr¦»ystym obejmuj¡cego wszystkie trzy przypadki
� cienkich pªaskich niejednorodno±ci o du»ym wspóªczynniku spr¦»ysto±ci w porównaniu z

materiaªem macierzy
� cienkich pªaskich niejednorodno±ci o maªym wspóªczynniku spr¦»ysto±ci w porównaniu z

materiaªem macierzy (p¦kni¦cie)
� cienkich pªaskich niejednorodno±ci o wspóªczynniku spr¦»ysto±ci i g¦sto±ci podobnych do

materiaªu macierzy

1.3. Cele i tezy pracy

Niniejsza rozprawa ma na celu opracowanie uniwersalnych modeli pola fali rozproszonej
na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym uwzgl¦dniaj¡cych dowolne
parametry materiaªu oraz niejednorodno±ci dla ró»nych warunków brzegowych na brzegu
niejednorodno±ci oraz stworzenie oprogramowania symulacyjnego wykorzystuj¡cego opra-
cowane modele.

Na podstawie bada« wªasnych i analizy literatury zostaªy sformuªowane tezy pracy w
sposób nast¦puj¡cy:

Mo»liwe jest stworzenie uniwersalnego modelu pola SH fali rozproszonej na
cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym, który uwzgl¦dnia
dowolne warto±ci parametrów mechanicznych (g¦sto±¢, wspóªczynnik spr¦»ys-
to±ci) materiaªu oraz wª¡czenia.

Mo»liwe jest stworzenie uniwersalnego modelu pola SH fali rozproszonej na
cienkiej pªaskiej sztywno podpartej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym,
który uwzgl¦dnia dowolne warto±ci parametrów mechanicznych (g¦sto±¢, wspóªczyn-
nik spr¦»ysto±ci) materiaªu oraz wª¡czenia.
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1.4. Oznaczenia

W rozprawie wykorzystywana jest notacja wektorowa oraz notacja indeksowa. W pros-
tok¡tnym prawoskr¦tnym Kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych ze wspóªrz¦dnymi oznac-
zonymi xj, wektor u(x, t) jest przedstawiony jako

u = u1i1 + u2i2 + u3i3, (1.1)

gdzie ij s¡ wersorami ukªadu wspóªrz¦dnych. Poniewa» w pracy cz¦sto b¦dzie wykorzysty-
wane sumowanie jak we wzorze (1.1), wprowadzona zostaªa zasada sumowania zakªadaj¡ca,
»e za powtarzaj¡cymi si¦ indeksami ªaci«skimi b¦dzie przeprowadzane sumowanie. Zgodnie
z t¡ zasad¡ równanie (1.1) mo»e zosta¢ zapisane w postaci u = ujij.

Poni»ej umieszczone zostaªy poszczególne symbole wykorzystywane w rozprawie
x wektor pozycji (wspóªrz¦dne xi)
u wektor przemieszcze« (skªadowe ui)
ε tensor maªych deformacji (skªadowe εij)
τ tensor napr¦»e« (skªadowe τij)
u̇ pierwsza pochodna po czasie
ü druga pochodna po czasie
ρ g¦sto±¢
µ moduª ±ci¦cia (staªa Lamego)
λ moduª spr¦»ysto±ci podªu»nej (staªa Lamego)
(., .) iloczyn skalarny

Wprowadzony zostaª równie» skrócony zapis dla pochodnych cz¡stkowych: ∂uj

∂xj
= ui,j.

Wzory numerowane s¡ kolejno w formacie (rozdziaª.wzór), np.: (1.2). Odwoªania do wzorów
maj¡ posta¢ ich porz¡dkowych numerów (jw.). W podobny sposób, tylko »e bez nawiasów
numerowane s¡ rysunki oraz tabele. Odwoªania do rysunków oraz tabel oprócz numeru
porz¡dkowego zawieraj¡ równie» sªowo - odpowiednio - »ysunek"(rys.), "tabela"(tab.)

1.5. Wnioski

W podrozdziale 1.2 zostaªo umieszczone uzasadnienie wyboru tematu rozprawy na które
si¦ skªadaj¡: przegl¡d ultrad¹wi¦kowych metod nieniszcz¡cej kontroli elementów konstrukcji
i maszyn, omówienie roli wzorców w badaniach ultrad¹wi¦kowych, omówienie zagadnienia
modelowania procedur oraz metod ultrad¹wi¦kowej nieniszcz¡cej kontroli elementów kon-
strukcji i maszyn, omówienie oprogramowania symuluj¡cego wykorzystywanego zamiast wzor-
ców w procedurach ultrad¹wi¦kowej nieniszcz¡cej kontroli

W podrozdziale 1.3 zostaªy umieszczone cele oraz tezy pracy.
W podrozdziale 1.4 zostaªy wprowadzone oznaczenia wykorzystane w pracy.



Rozdziaª 2

Opis wykorzystanych metod

2.1. Opis metody Wienera-Hopfa

Metoda Wienera-Hopfa [8], [17],[145] sªu»y do rozwi¡zywania równa« oraz ukªadów rów-
na« postaci ∫ ∞

0
Φ(z0)K(z − z0)dz0 = A(z), 0 < z < ∞ (2.1)

lub
Φ(z) +

∫ ∞

0
Φ(z0)K(z − z0)dz0 = A(z), 0 < z < ∞ (2.2)

(niejednorodne równania pierwszego oraz drugiego typu). W zagadnieniach zwi¡zanych z
dyfrakcj¡ fal spr¦»ystych w równaniach (2.1-2.2) j¡dro przeksztaªcenia caªkowego K(z − z0)

okre±la znana funkcja Greena, natomiast prawa strona równa« A(z) opisuje rodzaj pola fali
padaj¡cej. W równaniach (2.1-2.2) niewiadom¡ jest funkcja Φ(z), która opisuje zazwyczaj
rozkªad przemieszcze« lub napr¦»e« na powierzchni póªniesko«czonej niejednorodno±ci w ma-
teriale spr¦»ystym. Równania (2.1-2.2) nazywane s¡ równaniami caªkowymi Wienera-Hopfa.
Mo»na zauwa»y¢, »e równania (2.1-2.2) miaªyby posta¢ równa« typu splotu gdyby caªki
w tych równaniach miaªy niesko«czone granice caªkowania, czyli −∞ < z < ∞, za± rów-
nania byªyby okre±lone dla wszystkich z. Do rozwi¡zywania równa« typu splotu mo»na
zastosowa¢ przeksztaªcenie Fouriera. W przestrzeni przeksztaªcenia Fouriera równania typu
splotu s¡ zwykªymi równaniami algebraicznymi. Pierwszym krokiem w rozwi¡zywaniu rów-
na« (2.1-2.2) jest sprowadzenie tych równa« do postaci równa« splotu. W tym celu oz-
naczymy

Φ+(z) =





Φ(z) , z > 0

0 , z < 0
,

gdzie (+) oznacza, »e funkcja równa si¦ zeru przy z < 0. Lew¡ cz¦±¢ równania (2.1) mo»na
zamieni¢ na ∫ ∞

−∞
Φ(z0)K(z − z0)dz0.
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Praw¡ stron¦ równania (2.1) przedstawimy w postaci

A+(z) =





A(z) , z > 0

0 , z < 0
.

Teraz mo»emy zapisa¢ równanie(2.1) w postaci
∫ ∞

−∞
Φ(+)(z0)K(z − z0)dz0 = A(+)(z), −∞ < z < ∞, (2.3)

ale uzyskane równanie nie jest prawdziwe dla wszystkich z < 0. Aby równanie (2.3) byªo
speªnione dla wszystkich z musimy wprowadzi¢ dodatkow¡ nieznan¡ funkcj¦ B(−) równ¡ zero
dla wszystkich z > 0. Równanie (2.3) mo»emy teraz zapisa¢ w postaci do której mo»emy
zastosowa¢ przeksztaªcenie Fouriera

∫ ∞

−∞
Φ(+)(z0)K(z − z0)dz0 = A(+)(z)−B(−)(z), −∞ < z < ∞. (2.4)

W trakcie przeksztaªcenia równania (2.4) musimy zna¢ asymptotyki wchodz¡cych do
tego równania funkcji w celu okre±lenie obszarów analityczno±ci ich przeksztaªce« Fouri-
era. Poniewa» funkcje K(z) oraz A(+)(z) s¡ znane, mo»emy ªatwo okre±li¢ obszary anal-
ityczno±ci na pªaszczy¹nie zmiennej zespolonej α = σ + iτ funkcji k(α) = F(K(z)) oraz
a(+)(α) = F(A(+)(z)), gdzie F(K(z)) jest przeksztaªceniem Fouriera funkcji K(z). Za-
chowanie nieznanych funkcji Φ(+) oraz B(−) przy z → 0 mo»e by¢ okre±lone a priori na
podstawie �zycznych uwarunkowa« rozpatrywanego zagadnienia. A wi¦c obszary anality-
czno±ci funkcji φ(+)(α) = F(Φ(+)(z)) oraz b(−)(α) = F(B(−)(z)) te» mog¡ zosta¢ okre±lone.
Funkcje k(α), a(+)(α), φ(+)(α) oraz b(−)(α) musz¡ posiada¢ wspólny obszar analityczno±ci
na pªaszczy¹nie zmiennej zespolonej α = σ + iτ . Oznaczymy ten pas τ− < τ < τ+, gdzie
τ = Re(α). Stosuj¡c do równania (2.4) przeksztaªcenie Fouriera dostajemy

φ(+)(α)k(α) = a(+)(α)− b(−)(α), τ− < τ < τ+, (2.5)

które zazwyczaj nazywane jest równaniem Wienera-Hopfa lub funkcyjnym równaniem
Wienera-Hopfa.

Równanie to zawiera dwie funkcje niewiadome b(−)(α) oraz φ(+)(α) . Funkcje a(+)(α)

oraz k(α) s¡ znane. Metoda Wienera-Hopfa pozwala znale¹¢ obydwie funkcje niewiadome z
jednego równania. Zakªadamy, »e funkcj¦ wyst¦puj¡ce w równaniu s¡ analityczne w nast¦pu-
j¡cych obszarach:

a(+)(α) jest analityczna w górnej póªpªaszczy¹nie Im(α) > τ
′
−,

φ(+)(α) jest analityczna w górnej póªpªaszczy¹nie Im(α) > τ
′′
−,

b(−)(α) jest analityczna w dolnej póªpªaszczy¹nie Im(α) < τ+.
Zakªadamy, »e τ− = max(τ

′
−, τ

′′
−). Wszystkie funkcje wyst¦puj¡ce w równaniu b¦d¡

analityczne w pasie τ− < τ < τ+, a wi¦c równanie jest okre±lone w tym pasie.
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Metoda ta polega na przedstawieniu równania (2.5) w postaci

E+(α) = E−(α), τ− < τ < τ+. (2.6)

W równaniu (2.6) E+(α) zawiera φ(+)(α) oraz znane funkcje, natomiast E−(α) zawiera
b(−)(α) oraz znane funkcje. Funkcja E+(α) jest analityczna dla Im(α) > τ−, natomiast
funkcja E−(α) jest analityczna dla Im(α) < τ+.

W pasie τ− < Im(α) < τ+ funkcje E+(α) oraz E−(α) s¡ ci¡gªe i s¡ sobie równe. Zatem
mo»emy traktowa¢ funkcj¦ E+(α) jako przedªu»enie analityczne funkcji E−(α), a funkcj¦
E−(α) mo»emy traktowa¢ jako przedªu»enie analityczne funkcji E+(α). Funkcje E+(α) oraz
E−(α) reprezentuj¡ zatem jedn¡ funkcj¦ caªkowit¡ E(α) (analityczn¡ na caªej pªaszczy¹nie
zmiennej zespolonej |α| < ∞). Nast¦pnie wykorzystywane jest twierdzenie Liouvilla, które
mówi, i» je»eli E(α) jest funkcj¡ caªkowit¡ oraz |E(α)| jest ograniczony dla wszystkich
warto±ci z pªaszczyzny zmiennej zespolonej α, to E(α) jest staªa. W celu wyznaczenia
warto±ci tej staªej musimy wyznaczy¢ warto±¢ funkcji E+(α) lub funkcji E−(α) dla dowolnego
α. Zazwyczaj wykazuje si¦, »e E(α) = o(1) dla |α| → ∞, co po zastosowaniu twierdzenia
Liouvilla daje E(α) ≡ 0.

W celu przedstawienia równania (2.5) w postaci (2.6) musimy sfaktoryzowa¢ znan¡
funkcj¦ k(α), czyli musimy przedstawi¢ t¦ funkcj¦ w postaci iloczynu dwóch funkcji

k(α) = k(+)(α)k(−)(α), (2.7)

gdzie k(+)(α) jest regularna w górnej póªpªaszczy¹nie τ > τ−, natomiast k(−)(α) jest anal-
ityczna w dolnej póªpªaszczy¹nie τ < τ+ zmiennej zespolonej α. Dodatkowo funkcje te nie
mog¡ posiada¢ miejsc zerowych w swoich obszarach analityczno±ci.

Podstawienie (2.7) w (2.5) daje

φ(+)(α)k(+)(α) =
a(+)(α)

k(−)(α)
− b(−)(α)

k(−)(α)
, τ− < τ < τ+. (2.8)

Poniewa» zarówno iloczyn jak i iloraz funkcji analitycznych jest funkcj¡ analityczn¡ lewa
strona równania (2.8) jest analityczna w górnej póªpªaszczy¹nie, natomiast iloraz b(−)(α)/k(−)(α)

jest analityczny w dolnej póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej α.
Nast¦pnie iloraz a(+)(α)/k(−)(α) musi by¢ przedstawiony w postaci sumy

a(+)(α)

k(−)(α)
= V(+)(α) + V(−)(α). (2.9)

Podstawienie (2.9) w (2.8) daje (2.6), gdzie E(+)(α) oraz E(−)(α) zde�niowane s¡ w
nast¦puj¡cy sposób

E(+)(α) = φ(+)(α)k(+)(α)− V(+)(α), E(−)(α) = V(−)(α)− b(−)(α)

k(−)(α)
, τ− < τ < τ+.
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W równaniu (2.9) wymagane jest rozªo»enie funkcji (oznaczymy t¦ funkcj¦ V (α)) na sum¦

V (α) = V(+)(α) + V(−)(α), (2.10)

w której funkcja V (α) jest analityczna w pasie τ− < Im(α) < τ+ oraz V (α) → 0 równomiernie
dla |Re(α)| → ∞ w pasie swojej analityczno±ci, natomiast funkcje V(+)(α) oraz V(−)(α) s¡
analityczne dla Im(α) > τ− oraz Im(α) < τ+ odpowiednio. Funkcja V(+)(α) → 0 dla
Im(α) →∞, funkcja V(−)(α) → 0 dla Im(α) → −∞.

W rozªo»eniu (2.10) mo»emy wykorzysta¢ caªkowe twierdzenie Cauchiego [59], [148], które
wi¡»e warto±¢ funkcji analitycznej w dowolnym punkcje obszaru jej analityczno±ci ogranic-
zonym pewnym konturem z warto±ciami funkcji na tym konturze wedªug poni»szego wzoru:

V (α) =
1

2πi

∫

C

V (ω)

ω − α
dω.

Na na rys. 2.1 przedstawiony jest obszar analityczno±ci funkcji V (α) oraz kontur caªkowa-
nia C z twierdzenia caªkowego Cauchiego przestawiony w postaci czterech odcinków C1, C3, C2, C4.

Rysunek 2.1. Obszar analityczno±ci funkcji V (α) oraz kontur caªkowania C.

Dla wszystkich α z obszaru wewn¡trz prostok¡tnego konturu C1−C2−C3−C4 zachodzi
nast¦puj¡cy wzór

2πiV (α) =
∫

C1

V (ω)

ω − α
dω +

∫

C2

V (ω)

ω − α
dω +

∫

C3+C4

V (ω)

ω − α
dω.

Poniewa» V(+)(α) → 0 dla |Re(ω)| → ∞, to je»eli zaªo»ymy, »e szeroko±¢ konturu C1 −
C3 − C2 − C4 jest niesko«czona, warto±¢ caªek po konturach C3 oraz C4 wynsi 0. Kontury
C1 oraz C2 mog¡ by¢ wybrane dowolnie blisko τ+ oraz τ−, wi¦c mo»emy przyj¡¢

2πiV (α) =
∫ ∞+iτ−

−∞+iτ−

V (ω)

ω − α
dω −

∫ ∞+iτ+

−∞+iτ+

V (ω)

ω − α
dω.
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Poniewa» pierwsza oraz druga caªki s¡ analityczne odpowiednio dla Im(α) > τ− oraz
Im(α) < τ+, to mo»emy przyj¡¢

V(+)(α) =
1

2πi

∫ ∞+iτ−

−∞+iτ−

V (ω)

ω − α
dω, V(−)(α) =

1

2πi

∫ ∞+iτ+

−∞+iτ+

V (ω)

ω − α
dω. (2.11)

Z równania (2.7) wypªywa nast¦puj¡ca zale»no±¢

ln k(α) = lnk(+)(α) + lnk(−)(α). (2.12)

Je»eli V (α) jest analityczna i nie posiada miejsc zerowych w pasie τ− < Im(α) < τ+ oraz
V (α) → 1 równomiernie dla |Re(α)| → ∞ w pasie swojej analityczno±ci, natomiast funkcje
V(+)(α) oraz V(−)(α) s¡ analityczne i nie posiadaj¡ miejsc zerowych w Im(α) > τ− oraz
Im(α) < τ+ odpowiednio, to na podstawie (2.11) oraz (2.12) mo»emy przedstawi¢ funkcj¦
V (α) w postaci

V (α) = V(+)(α) + V(−)(α), (2.13)

gdzie funkcje V(+)(α) oraz V(−)(α) okre±lone s¡ przy pomocy nast¦puj¡cych wzorów

V(+)(α) =
1

2πi

∫ ∞+iτ−

−∞+iτ−

ln V (ω)

ω − α
dω, V(−)(α) = − 1

2πi

∫ ∞+iτ+

−∞+iτ+

ln V (ω)

ω − α
dω. (2.14)

W przypadku wektorowych funkcjonalnych równa« Wienera-Hopfa j¡dro operatorów
caªkowych jest macierz¡ kwadratow¡ K(α). Dla ka»dej funkcji przedstawionej w postaci
macierzy K(α) logarytm naturalny G(α) = ln(K(α)) mo»e zosta¢ przedstawiony w postaci
szeregu pot¦gowego ln[I+(K(α)−I)] = K(α)−I−(1/2)(K(α)−I)2+. . ., gdzie I jest macierz¡
jednostkow¡. Rozkªad G(α) na sum¦ dwóch funkcji mo»e by¢ wykonany przy u»yciu caªek
typu Cauchy'ego dla ka»dego elementu macierzy. Sfaktoryzowanie funkcji G(α) w postaci

exp[G+(α) + G−(α)] = exp[G+(α)] exp[G−(α)]

jest mo»liwe wtedy i tylko wtedy gdy

K+(α)K−(α) ≡ exp[G+(α)] exp[G−(α)] = exp[G−(α)] exp[G+(α)] ≡ K−(α)K+(α),

czyli kiedy faktoryzacja jest przemienna. Ka»de j¡dro operatora caªkowego przedstawione
w postaci macierzy kwadratowej K(α) pozwalaj¡ce na faktoryzacje przemienn¡ mo»e zosta¢
przedstawione (przy pomocy mno»enia na odpowiednie macierze) w postaci Khrapkova [29]:

K(α) = a(α)I + b(α)J(α) (2.15)

gdzie I jest macierz¡ jednostkow¡, a(α) oraz b(α) s¡ dowolnymi skalarnymi funkcjami α

analitycznymi w pasie D rosn¡cymi nie szybciej ni» wielomianowo przy d¡»eniu argumentu
do niesko«czono±ci, natomiast J(α) jest macierz¡ kwadratow¡ której elementami s¡ funkcje
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caªkowite. Elementy macierzy J(α) s¡ funkcjami rosn¡cymi nie szybciej ni» wielomianowo
przy d¡»eniu argumentu do niesko«czono±ci oraz zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢

J2(α) = ∆2(α)I,

gdzie ∆2(α) jest wielomianem wzgl¦dem α. Dzi¦ki ostatniej wªa±ciwo±ci macierzy J(α)

przemienna faktoryzacja K(α) mo»e zosta¢ przedstawiona jako

K(α) = Q−(α)Q+(α),

gdzie Q±(α) oraz macierze, których elementy s¡ funkcjami odwrotnymi do elementów Q±(α)

s¡ analityczne w obszarach D±. Macierze Q±(α) mo»na przedstawi¢ w postaci:

Q±(α) = r±(α)

[
cosh [∆(α)θ±(α)] I +

1

∆(α)
sinh [∆(α)θ±(α)]J(α)

]
.

Funkcja ∆(α) posiada punkty rozgaª¦zienia w obydwu póªpªaszczyznach, natomiast funkcje
Q±(α) tych punktów nie posiadaj¡, poniewa» s¡ funkcjami kwadratu ∆(α). Zagadnienie re-
dukuje si¦ do rozwi¡zania dla skalarnych funkcji r±(α) oraz θ±(α). Funkcje te mog¡ by¢
wyznaczone poprzez pomno»enie Q+(α) przez Q−(α) i podstawienie wyniku tego mno»enia
w równanie (2.15). Uzyskujemy w ten sposób

r+(α)r−(α) cosh [∆(α)(θ+(α) + θ−(α))] = a(α),

r+(α)r−(α)

∆(α)
sinh [∆(α)(θ+(α) + θ−(α))] = b(α),

co po przeksztaªceniach daje

[r+(α)r−(α)]2 = a2(α)−∆2(α)b2(α), (2.16)

θ+(α) + θ−(α) =
1

∆(α)
arctanh

[
∆(α)b(α)

a(α)

]
. (2.17)

Uwzgl¦dniaj¡c równania (2.10) oraz (2.11) uzyskujemy

θ+(α) =
1

2πi

∫ ∞+iτ−

−∞+iτ−

arctanh
[

∆(ω)b(ω)
a(ω)

]

∆(ω)(ω − α)
dω,

θ−(α) = − 1

2πi

∫ ∞+iτ+

−∞+iτ+

arctanh
[

∆(ω)b(ω)
a(ω)

]

∆(ω)(ω − α)
dω.

Analogicznie uwzgl¦dniaj¡c równania (2.13) oraz (2.14) uzyskujemy wzory dla funkcji r+(α)

oraz r−(α).
W przypadku wektorowych funkcjonalnych równa« Wienera-Hopfa po sfaktoryzowaniu

j¡dra operatora caªkowego K(α) post¦pujemy dalej zgodnie z algorytmem przedstawionym
powy»ej.

Rozwi¡zanie równa« (2.1) oraz (2.2), czyli funkcj¦ Φ(+)(z) uzyskuje si¦ stosuj¡c odwrotne
przeksztaªcenie Fouriera dla znalezionej funkcji φ(+)(z).
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2.2. Opis metody Galerkina rozwi¡zywania równa« caªkowych
Fredholma drugiego rodzaju

W celu rozwi¡zania równania

u(x)− λ
∫ b

a
K(x, p)u(p)dp = f(x) (2.18)

metod¡ Galerkina obiera si¦ ukªad funkcji φn(x) (n = 1, 2, ...) zupeªny w przestrzeni L2(a, b)

i taki, »e dla dowolnego N ukªad u1(x), u2(x), ..., uN(x) jest liniowo niezale»ny [1], [62].
Nast¦pnie przyjmuje si¦, »e rozwi¡zanie przybli»one jest funkcj¡ postaci

uN(x) =
N∑

n=1

anφn(x). (2.19)

Wspóªczynniki an wyznacza si¦ z warunku, aby residuum równania (2.19) byªo ortogonalne
do funkcji u1(x), u2(x), ..., uN(x). W przestrzeni L2(a, b) iloczyn skalarny dwóch elementów
f(x) i g(x) jest okre±lony jako

(f(x), g(x)) =
∫ b

a
f(x)ḡ(x)dx,

gdzie ḡ jest wielko±ci¡ sprz¦»on¡ do g. Warunek ortogonalno±ci residuum równania (2.19)
dla funkcji bazowych w przestrzeni L2(a, b) sprowadza si¦ do ukªadu równa« liniowych dla
niewiadomych wspóªczynników an

N∑

n=1

an

∫ b

a
φ(x)dx− λ

N∑

n=1

an

∫ b

a

∫ b

a
K(x, p)φn(p)dpφ̄m(x)dx =

∫ b

a
f(x)φ̄m(x)dx, (2.20)

m = 1, 2, ..., N.

Je±li λ nie jest liczb¡ charakterystyczn¡, to przy N dostatecznie du»ych ukªad (2.20) daje
rozwi¡zanie jednoznaczne. Przy N →∞ rozwi¡zania przybli»one (2.19) d¡»¡ w przestrzeni
L2(a, b) do rozwi¡zania dokªadnego φ(x) równania (2.18). Zachodzi oszacowanie

‖ φ− φN ‖≤ (1 + εN) ‖ φ− PNφ ‖,

gdzie PN jest operatorem rzutowania na podprzestrze« rozpi¦t¡ na funkcjach u1(x), u2(x), ..., uN(x),
a ε → 0 przy N →∞.

2.3. Opis metody kwadratur mechanicznych rozwi¡zywania równa«
caªkowych Fredholma drugiego rodzaju

W celu rozwi¡zania równania

u(x)−
∫ b

a
K(x, p)u(p)dp = f(x) (2.21)
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metod¡ kwadratur mechanicznych do caªki wyst¦puj¡cej w tym równaniu stosujemy dowolny
wzór na kwadratur¦ [1], [62], [149]. Niech b¦dzie to wzór postaci

∫ b

a
K(x)dx =

N∑

n=1

anK(xn). (2.22)

Wtedy równanie (2.21) zostanie zast¡pione w sposób przybli»ony przez równanie

u(x)−
N∑

n=1

anK(x, xn)u(xn) = f(x). (2.23)

Przyjmuj¡c tu x = xm (m = 1, 2, ..., N) otrzymamy ukªad równa« algebraicznych z niewiadomymi
u(xm):

u(xm)−
N∑

n=1

anK(xm, xn)u(xn) = f(xm), m = 1, 2, ..., N. (2.24)

Rozwi¡zuj¡c ten ukªad otrzymamy warto±ci niewiadomej funkcji u(x) w punktach xm. Stosu-
j¡c interpolaj¦ uzyskamy warto±ci funkcji u(x) na caªym przedziale [a, b]. Metoda kwadratur
mechanicznych jest zbie»na te» dla pewnej klasy równa« z nieci¡gªym j¡drem.

2.4. Wnioski

W rozdziale tym przedstawione zostaªy metody, które zostan¡ wykorzystane w dalszej
cz¦±ci rozprawy.

W podrozdziale 2.1 przedstawiona zostaªa metoda Wienera-Hopfa, która zastanie wyko-
rzystana w rozdziaªach 4 oraz 5. W podrozdziaªach 2.2 oraz 2.3 przedstawione zostaªy
odpowiednio metody Galorkina i kwadratur mechanicznych wykorzystane w rozdziale 6.



Rozdziaª 3

Opis zagadnie«

3.1. Wprowadzenie

Materiaª spr¦»ysty zawieraj¡cy cienk¡ pªask¡ skaz¦ mo»e zosta¢ zamodelowany jako jed-
norodny izotropowy liniowo-spr¦»ysty o±rodek zawieraj¡cy cienk¡ pªask¡ niejednorodno±¢.

Izotropowy oznacza, »e spr¦»yste parametry o±rodka nie zale»¡ od kierunku badania
o±rodka. Anizotropia (zale»no±¢ parametrów spr¦»ystych o±rodka od kierunku badania) wys-
t¦puje np. w krysztaªach. Wi¦kszo±¢ materiaªów anizotropii jednak nie wykazuje, wi¦c to
zaªo»enie nie ogranicza znacz¡co wachlarza zastosowa« modelu.

Jednorodno±¢ o±rodka polega na tym, »e wªa±ciwo±ci spr¦»yste o±rodka nie s¡ funkcjami
wspóªrz¦dnych (s¡ staªe dla caªego o±rodka). Poniewa» z reguªy w praktyce bada si¦ wyroby
przemysªowe wykonane z jednego materiaªu lub z takiego materiaªu, którego parametry
spr¦»yste zmieniaj¡ si¦ w niewielkim zakresie oraz powoli. To zaªo»enie nie ogranicza zasad-
niczo uniwersalno±ci modelu.

Liniowa spr¦»ysto±¢ o±rodka polega na tym, »e zale»no±¢ pomi¦dzy deformacjami i napr¦»e-
niami zachodz¡cymi w o±rodku jest liniowa. Implikuje to wymóg niewielkich amplitud de-
formacji zachodz¡cych w o±rodku. Wykorzystywane w badaniach fale ultrad¹wi¦kowe s¡
powodem rozprzestrzeniania si¦ w o±rodku spr¦»ystym deformacji o niewielkiej amplitudzie.

Zakªadamy, »e o±rodek ma znane parametry g¦sto±ci ρ oraz moduªu ±ci¦cia µ. W o±rodku
znajduje si¦ jednorodna cienka pªaska niejednorodno±¢. Materiaª niejednorodno±ci ma g¦s-
to±¢ ρ0 oraz moduª ±ci¦cia µ0. Zakªadamy idealny (sztywny) kontakt niejednorodno±ci z
o±rodkiem, czyli zakªadamy ci¡gªo±¢ napr¦»e« oraz przemieszcze« na granicy niejednorod-
no±ci.

Niejednorodno±¢ zajmuje obszar S = {|x1| < a, |x3| < h/2} , |x2| < ∞, gdzie a jest sze-
roko±ci¡ niejednorodno±ci, h jest grubo±ci¡ niejednorodno±ci, x1, x2 oraz x3 s¡ wspóªrz¦dnymi
Kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych umieszczonego w centrum ci¦»ko±ci niejednorodno±ci.
Poniewa» niejednorodno±¢ jest jednorodna, ±rodek ci¦»ko±ci jest ±rodkiem niejednorodno±ci.
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Zagadnienie jest dwuwymiarowe. Zakªadamy, »e niejednorodno±¢ jest ograniczona w
kierunku osi x2. Zakªadamy, »e pole fali padaj¡cej i odbitej oraz caªkowite pole nie zale»y od
wspóªrz¦dnej x2. W praktyce nie stanowi to du»ego ograniczenia, poniewa» wkªad brzegów
niejednorodno±ci w polu dalekim (a takim si¦ zajmujemy) nie jest istotny. Pole dalekie
(strefa Fraunhofera) zaczyna si¦ w odlegªo±ci kilku dªugo±ci fali od ¹ródªa tej fali. W stre�e
Fraunhofera pole zawiera tylko skªadow¡ falow¡, czyli jest o wiele mniej skomplikowane
ni» przy powierzchni ¹ródªa lub ¹ródªa wtórnego, którym jest skaza. W praktyce tak do-
biera si¦ cz¦stotliwo±¢ fali wykorzystywanej w badaniach, »e nawet przy wykrywaniu skaz
podpowierzchniowych skaza znajduje si¦ w polu dalekim nadajnika, natomiast odbiornik
znajduje si¦ w polu dalekim skazy.

Ogólnie wady dzielimy na obj¦to±ciowe oraz pªaskie. W tej pracy zajmujemy si¦ wadami
pªaskimi. Zakªadamy, »e stosunek grubo±ci do szeroko±ci niejednorodno±ci jest bardzo maªy:
h/a << 1. W praktyce istnieje caªa klasa zagadnie« dotycz¡cych bada« wad cienkich w
stosunku do szeroko±ci. Takimi wadami s¡ p¦kni¦cia oraz wª¡czenia innych materiaªów. Nie
stanowi wi¦c to du»ego ograniczenia modelu.

Trzeba podkre±li¢, »e nie nakªadamy »adnych ogranicze« na spr¦»yste parametry o±rodka
oraz niejednorodno±ci ani na stosunek tych parametrów. Sprawia to, »e model jest bardzo
uniwersalny.

Zakªadamy, »e na granic¦ niejednorodno±ci z o±rodka spada pªaska harmoniczna poprzeczna,
spolaryzowana poziomo spr¦»ysta fala (fala SH). Przedstawione to zostaªo na rys. 3.1.

Rysunek 3.1. Opis zagadnienia pierwszego.
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Fala padaj¡ca jest opisana nast¦puj¡cym równaniem:

ui(x) = A0 exp [ik(l,x)] , (3.1)

gdzie A0 jest amplitud¡ fali padaj¡cej, k jest liczb¡ falow¡ w o±rodku, k = ω/c gdzie ω jest
cz¦sto±ci¡ koªow¡, c jest pr¦dko±ci¡ fali w o±rodku, l = (l1, l3), l1 = sin θ0, l3 = − cos θ0 jest
kierunkiem rozprzestrzeniania si¦ fali, θ0 jest k¡tem pomi¦dzy kierunkiem rozchodzenia si¦
fali a zewn¦trzn¡ normaln¡ do górnej powierzchni niejednorodno±ci, θ jest k¡tem obserwacji,
ν = (sin θ0, cos θ0) jest kierunkiem obserwacji. Pr¦dko±¢ fali poprzecznej w o±rodku wynosi
c2= µ/ρ, natomiast w niejednorodno±ci pr¦dko±¢ ta wynosi c2

0 = µ0/ρ0.
Zakªadamy równie», »e grubo±¢ niejednorodno±ci jest maªa w porównaniu z dªugo±ci¡

fali wykorzystywan¡ w badaniach, czyli kh << 1. Nie stanowi to »adnego ograniczenia
modelu, poniewa», jak zaznaczyªem wy»ej w praktyce zawsze mo»na dobra¢ odpowiedni¡
cz¦stotliwo±¢ fali padaj¡cej.

Zagadnienie rozpraszania harmonicznych fal w o±rodkach spr¦»ystych opisywane jest
ukªadem równa« Lamego:

µ∆u(x) = (λ + µ)graddivu(x) + ρω2u(x) = 0. (3.2)

Jest to ukªad równa« ruchu dla o±rodków spr¦»ystych, czyli takich w których mog¡
rozprzestrzenia¢ si¦ oprócz fal podªu»nych jeszcze fale poprzeczne. W tej pracy zakªadamy,
»e w badaniach jest wykorzystywana tylko fala poprzeczna spolaryzowana poziomo (fala SH).
W przypadku fal tego typu nie zachodz¡ transformacje fal przy odbiciu od niejednorodno±ci,
co bardzo upraszcza model. W przypadku odbicia fal podªu»nych oraz fal poprzecznych
spolaryzowanych pionowo (fal SV) od dowolnej przeszkody powstaj¡ dwie fale odbite. W
przypadku odbicia fali podªu»nej powstaje odbita fala podªu»na oraz odbita fala SV. W
przypadku odbicia fali SV powstaje odbita fala SV oraz odbita fala podªu»na. W fali SH
przemieszczenia cz¡stek o±rodka zachodz¡ tylko w kierunku x2. Pozwala to w równaniu (3.2)
pomin¡¢ czªon (λ + µ)graddivu(x). W ten sposób z (3.2) uzyskujemy równanie

µ∆u(x) + ρω2u(x) = 0,

które uwzgl¦dniaj¡c zale»no±¢ c2 = µ/ρ mo»emy przedstawi¢ w postaci

∆u(x) + k2u(x) = 0. (3.3)

Jest to znane z teorii akustyki falowe równanie Helmholca. Równanie (3.3) opisuje pole
przemieszcze« w o±rodku u(x). W równaniu (3.3) k jest liczb¡ falow¡ w o±rodku. Pole
przemieszcze« w niejednorodno±ci u0(x) opisywane jest przy pomocy równania

∆u0(x) + k2
0u

0(x) = 0. (3.4)
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gdzie k0 jest liczb¡ falow¡ w niejednorodno±ci.
W przypadku zagadnienia pierwszego równania (3.3) oraz (3.4) powi¡zane ze sob¡ przy

pomocy warunków na brzegu niejednorodno±ci x ∈ ∂S

u(x) = u0(x), (3.5)
∂u(x)

∂n
=

µ0

µ

∂u0(x)

∂n
, x ∈ ∂S, (3.6)

gdzie n jest zewn¦trzn¡ normaln¡ do górnej powierzchni niejednorodno±ci. Równanie (3.5)
opisuje ci¡gªo±¢ przemieszcze« na brzegu niejednorodno±ci, natomiast równanie (3.6) zakªada
ci¡gªo±¢ normalnych skªadowych napr¦»e« na brzegu niejednorodno±ci. Wprowadzamy oz-
naczenie γ = µ0/µ.

Zagadnienie drugie przy obowi¡zuj¡cych wszystkich przytoczonych wy»ej zaªo»eniach
zakªada równie», »e niejednorodno±¢ jest sztywno podparta z jednej strony. W praktyce
sytuacja taka ma miejsce mi¦dzy innymi w materiaªach kompozytowych, kiedy kompozyt
zawiera skaz¦ znajduj¡c¡ si¦ tu» nad pr¦tem lub tkanin¡ wzmacniaj¡c¡. Zazwyczaj mate-
riaª, z którego wykonane s¡ pr¦ty lub tkaniny wzmacniaj¡ce kompozyty jest bardzo sztywny
w porównaniu z reszt¡ skªadników kompozytu. W przypadku naszego modelu dodatkowe
zaªo»enie zmienia warunki na brzegach niejednorodno±ci. Opis zagadnienia drugiego przed-
stawiony zostaª na rys. 3.2.

Rysunek 3.2. Opis zagadnienia drugiego.

Sztywne podparcie niejednorodno±ci implikuje brak przemieszcze« na brzegu niejednorod-
no±ci od strony podparcia.

u(x) = u0(x),
∂u(x)

∂n
=

µ0

µ

∂u0(x)

∂n
, x ∈ ∂S\

{
x3 = −h

2

}
, (3.7)
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u(x) = u0(x) = 0, x3 = −h/2. (3.8)

Równanie (3.7) opisuje ci¡gªo±¢ przemieszcze« oraz ci¡gªo±¢ normalnych skªadowych
napr¦»e« na brzegu niejednorodno±ci pomijaj¡c cz¦±¢ brzegu od strony podparcia, natomiast
równanie (3.8) zakªada brak przemieszcze« na brzegu niejednorodno±ci od strony podparcia.

Równania (3.1)-(3.8) modeluj¡ ruch o±rodka spr¦»ystego zawieraj¡cego cienki¡ pªask¡
niejednorodno±¢ (zagadnienie pierwsze) oraz zawieraj¡cego cienk¡ pªask¡ sztywno podpart¡
niejednorodno±¢ (zagadnienie drugie) w przypadku rozchodzenia si¦ w o±rodku harmonicznej
fali spr¦»ystej. Opisuj¡ one kontaktowe zagadnienia brzegowe dynamicznej teorii spr¦»ys-
to±ci.

Równania te s¡ równaniami wyj±ciowymi dla poni»ej przedstawionych modeli amplitudy
(w polu dalekim) us(x) fali odbitej od wª¡czenia w materiale spr¦»ystym.

3.2. Wyprowadzenie zasady wzajemno±ci dla ruchu harmonicznego

Drugie prawo Newtona dla o±rodków spr¦»ystych przybiera posta¢ pierwszego prawa
ruchu Cauchyego

τij,j + fj = ρüi, (3.9)

gdzie f jest siª¡ dziaªaj¡c¡ na jednostk¦ obj¦to±ci o±rodka o g¦sto±ci ρ, τij s¡ skªadowymi
tensora napr¦»e«, ui s¡ skªadowymi wektora przemieszcze«. Dla ruchu harmonicznego (za-
le»no±¢ czasowa postaci e−iωt) równanie to przyjmuje posta¢

τij,j − ρω2ui = −fj. (3.10)

W liniowo spr¦»ystych o±rodkach deformacj¦ mo»na przedstawi¢ przy pomocy tensora
maªych odksztaªce« ε którego skªadowe zale»¡ od skªadowych wektora przemieszcze« w
nast¦puj¡cy sposób

εij =
1

2
(ui,j + uj,i). (3.11)

Oczywi±cie εij = εji, wi¦c ε jest symetrycznym tensorem drugiego rz¦du.
Skªadowe tensora napr¦»e« τij powi¡zane ze skªadowymi tensora maªych odksztaªce« εij

przy pomocy prawa Hooka, które dla jednorodnych izotropowych o±rodków przyjmuje posta¢

τij = λεkkδij + 2µεij (3.12)

gdzie λ oraz µ s¡ staªymi Lamego opisuj¡cymi wªa±ciwo±ci spr¦»yste o±rodka, natomiast δij

jest delt¡ Kronekera

δij =





1 , i = j

0 , i 6= j
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Podstawiaj¡c równanie (3.11) do równania (3.12), a nast¦pnie podstawiaj¡c otrzymany wynik
w równanie (3.10) uzyskujemy (3.2) dla poszczególnych skªadowych wektora przemieszcze«
ui przy zaªo»eniu, »e f(x, ω) ≡ 0, i = 1, 2, 3.

Rozpatrzmy dwa ró»ne pola przemieszcze« uA
i oraz uB

i speªniaj¡ce poni»sze równania

τA
ij,j − ρω2uA

i = −fA
i , (3.13)

τB
ij,j − ρω2uB

i = −fB
i . (3.14)

Mno»ymy równanie (3.13) przez uB
i , a równanie (3.14) przez uA

i i odejmujemy równanie
(3.14) od równania (3.13). Dostajemy

fB
i uA

i − fA
i uB

i = τA
ij,ju

B
i − τB

ij,ju
A
i . (3.15)

Z równa« (3.11) oraz (3.12) otrzymujemy

τA
ij,ju

B
i − τB

ij,ju
A
i = 0. (3.16)

Uwzgl¦dniaj¡c równanie (3.16) oraz zale»no±¢
(
τA
ij u

B
i − τB

ij uA
i

)
,j

= τA
ij,ju

B
i + τA

ij u
B
i,j − τB

ij,ju
A
i − τB

ij uA
i,j

z równania (3.15) uzyskujemy

fB
i uA

i − fA
i uB

i =
(
τA
ij u

B
i − τB

ij uA
i

)
,j

(3.17)

Caªkuj¡c obustronnie równanie (3.17) po dowolnym obszarze V z brzegiem S oraz stosuj¡c
twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego dostajemy

∫

V
fB

i uA
i − fA

i uB
i dV =

∫

S

(
τA
ij u

B
i − τB

ij uA
i

)
njdS. (3.18)

W równaniu (3.18) n jest jednostkowym wektorem kierunku zewn¦trznej normalnej do
powierzchni S. Równanie (3.18) jest elastodynamiczn¡ zasad¡ wzajemno±ci dla fal har-
monicznych. To»samo±¢ ta pozwala uzale»ni¢ pole fali rozproszonej na niejednorodno±ci
znajduj¡cej si¦ w materiale spr¦»ystym z warto±ci¡ pola na powierzchni tej niejednorodno±ci.

3.3. Przedstawienie pola fali rozproszonej na niejednorodno±ci w
materiale spr¦»ystym w postaci caªki po powierzchni
niejednorodno±ci

Niech znajduj¡ca si¦ w materiale spr¦»ystym niejednorodno±¢ zajmuje obszar S wraz
z brzegiem ∂S. Zakªadamy, »e SR jest okr¦giem o promieniu R ze ±rodkiem w pocz¡tku
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przyj¦tego przez nas ukªadu wspóªrz¦dnych, VR jest wn¦trzem okr¦gu SR. R wybieramy
tak, aby niejednorodno±¢ caªkowicie mie±ciªa si¦ w SR. Zakªadamy równie», »e w obszarze
D = VR − S znajduje si¦ ¹ródªo fali padaj¡cej na niejednorodno±¢. Fala padaj¡ca jest
rozpraszana na niejednorodno±ci, wi¦c niejednorodno±¢ jest ¹ródªem wtórnego promieniowa-
nia. Caªkowite pole w D mo»e by¢ przedstawione w postaci

ui = ui
i + us

i , τij = τ i
ij + τ s

ij,

gdzie ui
i oraz τ i

ij opisuj¡ pole przemieszcze« oraz napr¦»e« w przypadku braku niejednorod-
no±ci. Rozproszone pole speªnia jednorodne równanie (3.2) (dla f(x, ω) ≡ 0) oraz pewne
warunki brzegowe na ∂S. Zastosujemy zasad¦ wzajemno±ci (3.18) dla obszaru D dla nast¦pu-
j¡cych dwu stanów {

uA
i (x), τA

ij (x)
}

=
{
us

i (x), τ s
ij(x)

}

oraz {
uB

i (x), τB
ij (x)

}
=

{
uG

i;k(x− xQ), τG
ij;k(x− xQ)

}
.

Stan A odpowiada polu fali rozproszonej na niejednorodno±ci. Stan B odpowiada rozwi¡za-
niu równania (3.10) dla punktowego ¹ródªa fB o jednostkowej amplitudzie umieszczonego w
punkcie obserwacji Q i promieniuj¡cego w kierunku ik

fB = ikδ(x− xQ), (3.19)

gdzie funkcja δ jest delt¡ Diraka [131]. Jest to tak zwane rozwi¡zanie podstawowe.
Dla xQ nale»¡cego do D wzór (3.18) przybiera posta¢

us
k(x

Q) = −
∫

S

(
uG

i;kτ
s
ij − us

i τ
G
ij;k

)
njdS + Ik, (3.20)

gdzie
Ik = −

∫

SR

(
uG

i;kτ
s
ij − us

i τ
G
ij;k

)
njdS (3.21)

oraz n jest jednostkowym wektorem kierunku zewn¦trznej normalnej do powierzchni ∂S oraz
SR (normalna do powierzchni ∂S jest skierowana w otaczaj¡cy niejednorodno±¢ materiaª).

We wzorach (3.20) oraz (3.21) zostaª uwzgl¦dniony ten fakt, i» dla rozproszonego pola
w (3.18) fA

i ≡ 0 oraz fB
i ≡ 1, poniewa» opisane równaniem (3.19) ¹ródªo ma jednostkow¡

amplitud¦.
Dowiedziemy, »e caªka (3.21) znika przy R → ∞. Mo»emy tego dokona¢ korzystaj¡c

z warunku promieniowania Sommerfelda. Warunek ten gªosi, »e na du»ych odlegªo±ciach
od ¹ródªa zale»no±¢ pomi¦dzy przemieszczeniami i napr¦»eniami, które maj¡ miejsce w fali
musz¡ by¢ lokalnie takie same jak w fali pªaskiej biegn¡cej w niesko«czono±¢. Oprócz tego
amplituda fali maleje przy R →∞ jak 1/R dla przypadku trójwymiarowego lub jak 1/

√
R
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dla przypadku dwuwymiarowego. Warunek promieniowania Sommerfelda mo»na zapisa¢ w
nast¦puj¡cej postaci

lim
R→∞

√
R

(
∂

∂R
− ik

)
u(x) = 0 (3.22)

dla
R = |x| =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3

lub
lim

R→∞
R

(
∂

∂R
− ik

)
u(x) = 0 (3.23)

dla
R = |x| =

√
x2

1 + x2
2,

gdzie
k =

√
µ

ρ
.

Poniewa» rozwi¡zanie podstawowe speªnia warunek promieniowania Sommerfelda, to
uG

i;k → 0 oraz τG
ij;k → 0 przy R → ∞. Wi¦c przy R → ∞ caªka (3.21) d¡»y do zera. Dalej

b¦dziemy zakªada¢, »e argumentem funkcji us
k(x)Q jest punkt obserwacji rozproszonego na

niejednorodno±ci pola przemieszcze« i b¦dziemy go oznacza¢ x, natomiast lew¡ stron¦ rów-
nania (3.20) b¦dziemy oznacza¢ us

k(x). Poniewa» SR mo»emy wybra¢ dowolnie (lewa strona
równania (3.20) nie zale»y od wyboru R) mo»emy równanie (3.20) zapisa¢ w postaci

us
k(x) = −

∫

S

(
uG

i;kτ
s
ij − us

i τ
G
ij;k

)
njdS. (3.24)

Dla przypadku dwuwymiarowego rozwi¡zanie podstawowe uG przyjmuje posta¢

g(x,y) = − i

4
H

(1)
0 (k|x− y|), (3.25)

gdzie H
(1)
0 (z) jest funkcj¡ Hankela pierwszego rodzaju. g(x,y) jest funkcj¡ dwóch zmiennych.

Warto±¢ tej funkcji okre±la przemieszczenie w punkcie x powstaªe na skutek dziaªania w
punkcie y jednostkowego ¹ródªa punktowego okre±lonego równaniem (3.19).

Pole fali rozproszonej na niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym us musi speªnia¢
warunek promieniowania Sommerfelda [8]. Wynika z tego, »e

us(x) ≈ A
eikR+iπ/4

√
8πkR

, R →∞, R = |x| =
√

x2
1 + x2

2, (3.26)

gdzie A jest zespolon¡ amplitud¡ fali rozproszonej. Ogólnie warto±¢ A zale»y od liczby falowej
k oraz kierunku l fali u»ytej w badaniu oraz od kierunku obserwacji ν = x/|x| = (sin θ, cos θ).
Dlatego b¦dziemy korzysta¢ z oznaczenia f(k; l, ν) dla zespolonej amplitudy fali rozproszonej
i równanie (3.26) przyjmie posta¢

us(x) ≈ f(k; l, ν)
eikR+iπ/4

√
8πkR

, R →∞, R = |x| =
√

x2
1 + x2

2. (3.27)
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Funkcj¦ Hankela pierwszego rodzaju przy R → ∞ mo»emy przedstawi¢ w postaci przy-
bli»onej:

H
(1)
0 (kR) ≈

√
2

πkR
eikR−iπ/4.

Tak wi¦c funkcj¦ g(x,y) przy R →∞ mo»emy zapisa¢ w postaci

g(x,y) ≈ −
√

1

8πkR
eikR+iπ/4e−ik(ν,y). (3.28)

Poniewa» skªadowe tensora napr¦»e« s¡ proporcjonalne do pochodnej wektora przemieszcze«
w kierunku zewn¦trznej normalnej do powierzchni, równanie (3.24) mo»emy zapisa¢ w postaci
(wektorowej)

us(x) =
∫

S

(
g(xQ,y)τ s(y)− us(y)

∂g(xQ,y)

∂n

)
ndSy. (3.29)

Dla zagadnie« opisywanych wzorami (3.1)-(3.8), czyli dla cienkich pªaskich niejednorod-
no±ci w materiale spr¦»ystym przy zaªo»eniu kh << 1 równanie (3.29) przyjmuje posta¢

us(x) =
∫ a

−a

(
g(x,y)Φ1(y1)− Φ3(y1)

∂g(x,y)

∂y3

)

y3=0

dy1, (3.30)

gdzie Φ3(y1) jest skokow¡ zmian¡ przemieszcze« na wª¡czeniu (ró»nic¡ warto±ci przemieszcze«
mi¦dzy górnym i dolnym brzegu), natomiast Φ1(y1) jest skokow¡ zmian¡ napr¦»e« na wª¡cze-
niu.

Φ1(y1) =

(
∂u+(y)

∂x3

− ∂u−(y)

∂x3

)

y3=0

, Φ3(y1) = u+(y)− u−(y), (3.31)

gdzie
u±(y) = lim

ε→0
u(y1,±ε).

W równaniu (3.30) caªkowanie odbywa si¦ po ±rodkowej linii wª¡czenia. Uwzgl¦dniaj¡c
zale»no±¢ (3.28) równanie (3.30) mo»emy zapisa¢ w postaci

us(x) = −eik|x|+iπ/4

√
8πk|x|

∫ a

−a

[
Φ1(y1)e

−ik(ν,y) + Φ3(y1)
∂

∂y3

e−ik(ν,y)

]

y3=0

dy1 (3.32)

Obliczaj¡c pochodn¡ cz¡stkow¡ drugiego skªadnika funkcji podcaªkowej w równaniu (3.32)
uzyskujemy

us(x) = −eik|x|+iπ/4

√
8πk|x|

∫ a

−a

[
Φ1(y1)e

−ik(ν,y) + Φ3(y1)ikν3e
−ik(ν,y)

]
y3=0

dy1 (3.33)

Uwzgl¦dniaj¡c, »e w równaniu (3.33) caªkowanie odbywa si¦ wzdªu» ±rodkowej linii niejed-
norodno±ci (y3 = 0) uzyskujemy

us(x) = −eik|x|+iπ/4

√
8πk|x|

∫ a

−a
Φ1(y1)e

−ikν1y1 + Φ3(y1)ikν3e
−ikν1y1dy1 (3.34)



Rozdziaª 3. Opis zagadnie« 33

Uwzgl¦dniaj¡c równanie (3.27) z równania (3.34) uzyskujemy

f(k; l, ν) = −
∫ a

−a
Φ1(y1)e

−ikν1y1 + Φ3(y1)ikν3e
−ikν1y1dy1 (3.35)

Równanie (3.35) pozwala obliczy¢ w polu dalekim zespolon¡ amplitud¦ fali rozproszonej
na niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym. W praktyce wykorzystuje si¦ tylko cz¦±¢ rzeczy-
wist¡ amplitudy Re(f(ω; l, ν)).

Przedstawione w rozprawie modele pozwalaj¡ uzyskiwa¢ warto±¢ amplitudy (3.35) dla
dowolnych kierunków sondowania l, dowolnych kierunków obserwacji ν, oraz dowolnych
wspóªczynników spr¦»ysto±ci µ i g¦sto±ci ρ materiaªu spr¦»ystego i niejednorodno±ci.

Równanie (3.35) zawiera niewiadome funkcje Φ1(y1) oraz Φ3(y1). Wyznaczenie tych
funkcji dla dwóch zagadnie« przedstawionych w tym rozdziale stanowi tre±¢ nast¦pnych
dwóch rozdziaªów.

3.4. Wnioski

W podrozdziale 3.1 zostaªy przedstawione zagadnienia tworzeniu modeli których jest
poswi¦cona rozprawa.

W podrozdziale 3.2 zostaªa wyprowadzona zasada wzajemno±ci dla ruchu harmonicznego
w oparciu o któr¡ w podrozdziale 3.3 pole fali rozproszonej na niejednorodno±ci w materiale
spr¦»ystym zostaªo przedstawione w postaci caªki po powierzchni niejednorodno±ci.

W podrozdziale 3.3 zostaª wyprowadzony wzór (3.35) pozwalaj¡cy obliczy¢ w polu dalekim
zespolon¡ amplitud¦ fali rozproszonej na niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym. Rów-
nanie (3.35) zawiera niewiadome funkcje Φ1(y1) oraz Φ3(y1). Wyznaczeniem tych funkcji dla
pierwszego zagadnienia przedstawionego w podrozdziale 3.1 zajmiemy si¦ w rozdziale 4, nato-
miast wyznaczeniem funkcji Φ1(y1) oraz Φ3(y1) dla drugiego zagadnienia przedstawionego w
podrozdziale 3.1 zajmiemy si¦ w rozdziale 5.

W dalszej cz¦±ci rozprawy stosowa¢ b¦dziemy x1 do oznaczenia argumentu funkcji Φ1 oraz
Φ3, aby zaznaczy¢, »e argument tych funkcji jest pierwsz¡ skªadow¡ wektora wspóªrz¦dnych
punktu w ukªadzie wspóªrz¦dnych kartezja«skich.



Rozdziaª 4

Model pola SH fali rozproszonej na cienkiej
pªaskiej niejednorodno±ci w materiale
spr¦»ystym

4.1. Wyprowadzenie efektywnych warunków brzegowych

Wprowadzaj¡c efektywne warunki brzegowe mo»emy zast¡pi¢ ukªad równa« ró»niczkowych
(3.3) i (3.4) oraz warunki brzegowe (3.5) i (3.6) tylko jednym równaniem, które musi speª-
nia¢ szukana funkcja speªniaj¡ca jednocze±nie efektywne warunki brzegowe. Upraszcza to
znacz¡co zagadnienie, co prowadzi do skrócenia czasu potrzebnego do uzyskania rozwi¡zania
zagadnienia [43], [45], [46], [55], [65], [73], [126]. Wyprowadzenie efektywnych warunków
brzegowych zgodnie z ogólnym schematem metody asymptotycznej [81], [82], [103] zaczy-
namy od wprowadzenia zmiennej x3 : x3 = εx3 oraz przedstawienia pola przemieszcze«
w niejednorodno±ci (pomijaj¡c otoczenie punktów x1 = ±a) w postaci szeregu asymptoty-
cznego:

u0(x) ≈
∞∑

j=0

εju0
j(x1, x3), x ∈ S. (4.1)

Analogicznie dla R2 \ S przedstawiamy pole rozproszone w postaci szeregu asymptoty-
cznego

us(x) ≈
∞∑

j=0

εjus
j(x). (4.2)

Asymptotyki pól (4.1) oraz (4.2) uzale»nione s¡ od relacji pomi¦dzy parametrami γ oraz
ε:
1. √ε ≤ γ ≤ 1/

√
ε;

2. 0 ≤ γ ≤ √
ε;

3. 1/
√

ε ≤ γ ≤ ∞.
Przedziaª 1 odpowiada sªabej niejednorodno±ci kiedy mechaniczne parametry o±rodka i

niejednorodno±ci s¡ zbli»one.
Przedziaª 2 opisuje przypadek mi¦kkiej niejednorodno±ci kiedy sztywno±¢ niejednorod-

no±ci jest o wiele mniejsza od sztywno±ci o±rodka.
Przedziaª 3 odpowiada niejednorodno±ci o du»ej sztywno±ci.
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Podstawiaj¡c równania (4.1), (4.2) w odpowiednie równania Helmholca (3.3), (3.4) i
warunki brzegowe (3.5) i (3.6) oraz przyrównuj¡c do siebie wspóªczynniki przy takich samych
pot¦gach ε uzyskujemy rekurencyjny ci¡g zwykªych równa« ró»niczkowych zmiennej x3 = εx3

wzgl¦dem nieznanych wspóªczynników równa« (4.1) oraz (4.2). Uwzgl¦dniaj¡c tylko pierwsze
wyrazy szeregów (4.1) oraz (4.2) i uwzgl¦dniaj¡c ten fakt, »e γ ≈ const 6= 0 przy ε → 0 dla
sªabej niejednorodno±ci uzyskujemy

Φ1(x1) ≈ (1− γ)h
∂2ui(x1)

∂x2
1

+ (k2 − γk2
0)hui(x1), (4.3)

Φ3(x1) ≈ 1− γ

γ
h

∂ui(x)

∂x3

∣∣∣∣∣
x3=0

, |x1| < a,

u0(x) ≈ ui(x1) +
x3

γ

∂ui(x)

∂x3

∣∣∣∣∣
x3=0

, x ∈ S, (4.4)

Φ1 =

[
∂u

∂x3

]+

−
=

∂u+

∂x3

− ∂u−

∂x3

, Φ3 = [u]+− = u+ − u−, u± = lim
ε→0

u(x1, ±ε).

Dla przypadku mi¦kkiej niejednorodno±ci (γ = o(ε) dla ε → 0) uzyskujemy

Φ1(x1) = 0, Φ3(x1) ≈ 1

γ
h

∂

∂x3

u(x)

∣∣∣∣∣
x3=0

, |x1| < a, (4.5)

u0(x) ≈ w(x1) +
x3

h
Φ3(x1).

Dla przypadku niejednorodno±ci o du»ej sztywno±ci (γ−1 = o(ε) dla ε → 0) uzyskujemy

Φ1(x1) = −γh

[
∂2

∂x1

+ k2
0

]
u(x1), Φ3(x1) = 0 , |x1| < a, (4.6)

u0(x) ≈ u(x1),

∂

∂x1

w(x1) = 0, x1 = ±a, w =
1

2

(
u+ + u−

)
. (4.7)

Warunek (4.7) okre±la brak skªadowej σ13 tensora napr¦»e« na ko«cach niejednorodno±ci
o du»ej sztywno±ci.

Aby uzyska¢ model wzajemnego oddziaªywania niejednorodno±ci z o±rodkiem który jest
niezale»ny od relacji pomi¦dzy parametrami γ oraz ε musimy zastosowa¢ metod¦ Fraenkela
dopasowywania szeregów asymptotycznych [21], [38], [98], [118] dla wzorów (4.3-4.6). Roz-
patrzmy przedziaªy 1 i 2. Zakªadamy, »e we wzorze (4.5) γ = O(1) oraz γ−1 = O(1) przy
ε → 0. Poszukujemy rozwi¡zania dla zagadnienia okre±lonego równaniami (3.3), (3.4) oraz
(4.5) w postaci szeregu asymptotycznego

us(x) = ω0(x) + εω1(x) + . . . , ε → 0. (4.8)
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Podstawiaj¡c (4.8) w równania (3.3), (3.4) oraz (4.5) uzyskujemy dla funkcji ωj(x), (j =

0, 1) na przedziale |x1| < a nast¦puj¡ce zale»no±ci

ω0(x) = 0;
∂ω+

1

∂x3

− ∂ω−1
∂x3

= 0, ω+
1 − ω−1 = ε−1γ−1h

∂ui

∂x3

.

Stosuj¡c twierdzenie Greena uzyskujemy

us(x) ≈ εω1(x) = −h

γ

∫ a

−a

∂ui(y)

∂y3

∂g(x,y)

∂y3

∣∣∣∣∣
y3=0

dy1. (4.9)

Przyjmuj¡c γ = εγ, γ = const przy ε → 0 z prawej strony równania (3.30), w którym
funkcje Φ1 oraz Φ3 wyznaczone s¡ przy pomocy warunku (4.3) uzyskamy ten sam wynik co
daje nam prawa strona równania (4.9). A wi¦c zgodnie z metod¡ Fraenkela dopasowywania
szeregów asymptotycznych [38] musi istnie¢ przedziaª w którym rozwi¡zania odpowiadaj¡ce
zakresom 1 oraz 2 si¦ pokrywaj¡. Okre±limy ten przedziaª przyjmuj¡c γ = ε1/2γ, γ = const

przy ε → 0. Warunki okre±laj¡ce zachowanie pól przemieszcze« us oraz u0 w przedziale
0 ≤ γ < ε−1/2 mog¡ by¢ uzyskane poprzez sumowanie warunków okre±lonych równaniami
(4.3), (4.4) oraz (4.5) bez uwzgl¦dnienia ich wspólnych cz¦±ci wyznaczonych przez równanie
(4.9). W ten sposób uzyskujemy

Φ1(x1) = (1− γ)h
∂2

∂x2
1

ui(x1) + (k2 − γk2
0)hui(x1), (4.10)

Φ3(x1) =
h

γ

∂

∂x3

[
u(x)− γui(x)

]
x3=0

.

Stosuj¡c teraz metod¦ Fraenkela dopasowywania szeregów asymptotycznych do wzorów
(4.6) oraz (4.10) uzyskujemy efektywne warunki brzegowe wzajemnego elastodynamicznego
oddziaªywania cienkiej niejednorodno±ci z o±rodkiem (do wielko±ci (czªonu) rz¦du ε).

Φ1(x1) = −2Z1mk

(
1 + ξ2k−2 ∂2

∂x2
1

)
w(x1) + h

(
k2 +

∂2

∂x2
1

)
ui(x1), (4.11)

Φ3(x1) = 2k−1Z3m
∂

∂x3

[
w(x)− Z−1

3 ui(x)
]
x3=0

,
∂w

∂x1

∣∣∣∣∣
x1=±a

= 0,

u0(x) = w(x1) +
x3

γ

[
∂

∂x3

u(x)

]

x3=0

, x ∈ S,

Z1 =
ρ0

ρ
, Z3 =

µ

µ0

, ξ =
c0

c
, m =

kh

2
.

Warunki (4.11) obowi¡zuj¡ dla dowolnych warto±ci γ dla |x1| < a.
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4.2. Wyprowadzenie mocno osobliwych równa« caªkowych

Poniewa» ±rodkowa powierzchnia niejednorodno±ci jest pªaska mo»emy przedstawi¢ funkcj¦
H

(1)
0 (fal¦ cylindryczn¡) w postaci superpozycji fal pªaskich:

H
(1)
0 (|x− y|) = − i

π

∫

Γ

e∓(x3−y3)γ(α)+iα(x1−y1)

γ(α)
dα, γ(α) =

√
α2 − 1,

gdzie gaª¡¹ funkcji γ(α) jest wybrana tak, aby byª speªniony warunek Imγ < 0 dla |α| < 1.
Kontur caªkowania Γ przechodzi wzdªu» osi rzeczywistej wsz¦dzie oprócz punktów roz-
gaª¦zienia funkcji γ(α) : α = ±1. Kontur omija te punkty poni»ej w prawej póªpªaszczy¹nie
zmiennej zespolonej α (α = σ + iτ) oraz powy»ej w lewej póªpªaszczy¹nie. Punkt α = 0

znajduje si¦ poni»ej konturu caªkowania.
Przedstawiaj¡c funkcj¦ g(x,y) w postaci superpozycji fal pªaskich uzyskujemy

g(x,y) = − i

4π

∫

Γ

e∓(x3−y3)kγ(α)+iαk(x1−y1)

γ(α)
dα. (4.12)

Uwzgl¦dniaj¡c wzory (3.30) oraz (4.12) pole fali rozproszonej mo»emy przedstawi¢ w
postaci:

us(x) = − 1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
∓ kΦ3(p)

}
e∓x3kγ(α)+iαk(x1−y1). (4.13)

We wzorze (4.13) i w poni»szych wzorach y1 jest skªadow¡ wektora p. Przedstawiaj¡c
pole fali rozproszonej jako ró»nic¦ pola caªkowitego i pola fali padaj¡cej oraz uwzgl¦dniaj¡c
wzór (4.13) dla górnej powierzchni wª¡czenia uzyskujemy

u+(x)− ui = − 1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
− kΦ3(p)

}
e−x3kγ(α)+iαk(x1−y1), (4.14)

a dla dolnej powierzchni niejednorodno±ci uzyskujemy:

u−(x)− ui = − 1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
+ kΦ3(p)

}
ex3kγ(α)+iαk(x1−y1). (4.15)

Dodaj¡c do siebie równania (4.14), (4.15) i dziel¡c wynik przez 2 oraz uwzgl¦dniaj¡c
wzory na funkcje sinus oraz kosinus hiperboliczny uzyskujemy:

w(x)− ui = − 1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
cosh(x3kγ(α)) + kΦ3(p) sinh(x3kγ(α))

}
eiαk(x1−y1)

lub

w(x) = − 1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
cosh(x3kγ(α)) + kΦ3(p) sinh(x3kγ(α))

}
eiαk(x1−y1) + ui

(4.16)
Podstawiaj¡c (4.16) do wzoru na funkcj¦ Φ1(x1) w (4.11) uzyskujemy dla x3 = 0

Φ1(x1) = 2Z1mk

(
1 + ξ2k−2 ∂2

∂x2
1

)
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)

}
eiαk(x1−y1)− (4.17)
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−2Z1mk

(
1 + ξ2k−2 ∂2

∂x2
1

)
ui(x1) + h

(
k2 +

∂2

∂x2
1

)
ui(x1).

Obliczaj¡c w (4.17) drug¡ pochodn¡ po x1 funkcji ui(x1) dla x3 = 0 uzyskujemy

∂2

∂x2
1

ui(x1) =
∂2

∂x2
1

eikl1x1 = −k2l21e
ikl1x1 . (4.18)

Uwzgl¦dniaj¡c (4.18) oraz obliczaj¡c w (4.17) drug¡ pochodn¡ po x1 funkcji podcaªkowej
uzyskujemy:

Φ1(x1) = 2Z1mk
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)

}
(1− ξ2α2)eiαk(x1−y1)− (4.19)

−2Z1mk
(
1− ξ2l21

)
eikl1x1 + h(k2 − k2l21)e

ikl1x1 .

Po przeksztaªceniach wzór (4.19) przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

Φ1(x1) = 2Z1mk
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)

}
(1− ξ2α2)eiαk(x1−y1)− (4.20)

−Z1hk2
(
1− ξ2l21

)
eikl1x1 + hk2(1− l2l )e

ikl1x1 .

Podstawiaj¡c sin(θ1) = ξ2l21 do wzoru (4.20) oraz uwzgl¦dniaj¡c zale»no±¢ 1 − l21 = −l23

uzyskujemy

Φ1(x1) = 2Z1mk
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)

}
(1− ξ2α2)eiαk(x1−y1)−

−hk2
(
Z1 cos2(θ1)− l23

)
eikl1x1 .

lub
Φ1(x1)− Z1mk

∫ a

−a
Φ1(p)K1(k|x1 − p|)dp = q1(θ0)e

ikl1x1 , (4.21)

K1(|z|) =
1

2π

∫

Γ
e±iαzL1(α)dα, L1(α) =

1− ξ2α2

γ(α)
,

q1(θ0) = −2mk(Z1 cos2(θ1)− l23).

Podstawiaj¡c (4.16) do wzoru na funkcj¦ Φ3(x1) w (4.11) uzyskujemy:

Φ3(x1) =

(
−2Z3mk−1 ∂

∂x3

)
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
cosh(x3kγ(α))

}
eiαk(x1−y1)+ (4.22)

+

(
−2Z3mk−1 ∂

∂x3

)
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα {kΦ3(p) sinh(x3kγ(α))} eiαk(x1−y1)+

+2Z3mk−1 ∂

∂x3

ui(x1)− 2mk−1 ∂

∂x3

ui(x1).

Obliczaj¡c w (4.22) pochodn¡ po x3 funkcji ui(x1) dla x3 = 0 uzyskujemy

∂

∂x3

ui(x1) = ikl3e
ikl1x1 . (4.23)
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Uwzgl¦dniaj¡c (4.23) oraz obliczaj¡c w (4.22) pochodn¡ po x3 funkcji podcaªkowych
uzyskujemy dla x3 = 0

Φ3(x1) = −2Z3h
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dαΦ3(p)k2γ(α)eiαk(x1−y1)+ (4.24)

+2iZ3ml3e
ikl1x1 − 2iml3e

ikl1x1

Po przeksztaªceniach wzór (4.24) przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

Φ3(x1)− Z3mk
∫ a

−a
Φ3(p)K3(k|x1 − p|)dp = q3(θ0)e

ikl1x1 , (4.25)

K3(|z|) =
1

2π

∫

Γ
e±iαzL3(α)dα, L3(α) = −γ(α),

q3(θ0) = 2il3m(Z3 − 1).

Podstawiaj¡c (4.16) do wzoru na warunek na ko«cach wª¡czenia w (4.11) uzyskujemy dla
x3 = 0, x1 = ±a

1

4π

∂

∂x1

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)

}
eiαk(x1−y1) =

∂

∂x1

ui(x1). (4.26)

Obliczaj¡c pochodne po x1 w równaniu (4.26) uzyskujemy dla x3 = 0, x1 = ±a

1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)

}
eiαk(x1−y1) = ikl1e

ikl1x1 . (4.27)

Warto zwróci¢ uwag¦ na to, »e równania (4.21) oraz (4.27) stanowi¡ ukªad równa«, nato-
miast równanie (4.25) nie jest powi¡zane z równaniami (4.21) oraz (4.27), czyli równanie to
mo»emy rozwi¡zywa¢ oddzielnie.

4.3. Analityczne rozwi¡zanie równa« caªkowych

Gªówne czªony rozwini¦¢ w szeregi asymptotyczne (dla x = ka >> 1) funkcji Φβ(x1), β =

1, 3 wyst¦puj¡cych w równaniach (4.21), (4.25) oraz (4.27) mo»emy przedstawi¢ w postaci
[51]

Φβ(x1) = Φ+
β (x1) + Φ−

β (x1)− ϑβ(x1), |x1| < a, (4.28)

gdzie funkcje ϑβ(η) = Φβ(ηk−1) oraz Φ±
β (η) = Φβ(∓a±ηk−1) speªniaj¡ równania typu splotu:

ϑβ(η)− Zβ

∫ ∞

−∞
ϑβ(ζ)Kβ (|η − ζ|) dζ = qβ(θ0) exp (iηl1), −∞ < η < ∞, (4.29)

Φ±
β (η)− Zβ

∫ ∞

0
Φ±

β (ζ)Kβ (|η − ζ|) dζ = qβ(θ0) exp (iηl1), 0 < η < ∞. (4.30)
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Poniewa» równania (4.29) wyznaczone na caªej osi rzeczywistej mo»emy do rozwi¡zania
tych równa« zastosowa¢ metod¦ przeksztaªcenia Fouriera. Stosujemy przeksztaªcenie Fouri-
era dla obydwu stron równania (4.29) korzystaj¡c z twierdzenia o przeksztaªceniu Fouri-
era splotu (przeksztaªcenie splotu dwóch funkcji jest iloczynem przeksztaªce« tych funkcji).
Nast¦pnie stosuj¡c elementarne przeksztaªcenia uzyskujemy wzór na przeksztaªcenie Fouri-
era funkcji ϑβ(η). Stosuj¡c odwrotne przeksztaªcenie Fouriera do tego wzoru uzyskamy
rozwi¡zanie równania (4.29)

ϑβ(η) = Wβ(θ0) exp (iηl1), Wβ(θ0) = qβ(θ0)R
−1
β (l1), (4.31)

Rβ(α) = 1− ZβmLβ(α).

We wzorach (4.31) funkcje Rβ(α) s¡ funkcjami regularnymi w pªaszczy¹nie zmiennej
zespolonej α, która jest rozci¦ta tak, aby byª speªniony warunek Reγ = 0. Funkcja R3(α)

nie posiada miejsc zerowych, natomiast funkcja R1(α) posiada miejsca zerowe okre±lone
równaniem

α2 ≈ 1

ξ2
+

i

Z1mξ2
= ξ2

1 .

Trzeba zwróci¢ uwag¦ na to, »e niezerowa cz¦±¢ urojona ξ1 jest zwi¡zana z oddziaªywaniem
o±rodka na niejednorodno±¢. Je»eli µ0µ

−1 = O(ah−1) (sztywno±¢ niejednorodno±ci jest du»a
w porównaniu ze sztywno±ci¡ o±rodka), to Z1ξ

2 = O(x) i zero ξ1 musi by¢ uwzgl¦dnione.
Rozwi¡zuj¡c równanie Wienera-Hopfa (4.30) wykorzystuj¡c transformat¦ Fouriera uzysku-

jemy zagadnienie Riemanna:

Rβ(α)φ±β (α) = Y −
β (α) +

iqβ

(α± l1)
, α ∈ Γ, (4.32)

φ±β (α) =
∫ ∞

0
Φ±

β (ξ)eiαξdξ, Y −
β (α) =

∫ 0

−∞
yβ(ξ)eiαξdξ,

gdzie yβ jest now¡ nieznan¡ funkcj¡.
Rozwi¡zujemy to zagadnienie wykorzystuj¡c metod¦ Wienera-Hopfa.
Zgodnie z wymogami metody Wienera-Hopfa funkcje, które mo»na sfaktoryzowa¢ nie

mog¡ posiada¢ miejsc zerowych oraz musz¡ d¡»y¢ do jedynki przy argumencie d¡»¡cym
do niesko«czono±ci. Funkcje Rβ(α) nie speªniaj¡ obydwu tych warunków. Wprowadzamy
wi¦c funkcje rβ(α), które speªniaj¡ powy»sze warunki (nie posiadaj¡ miejsc zerowych oraz
rβ(α) → 1 dla |α| → ∞)

r1(α) =
R1(α)γ(α)

Z1ξ2 (α2 − ξ2
1)

, r3(α) =
R3(α)

Z3γ(α)
, (4.33)

Funkcje rβ(α) mog¡ by¢ przedstawione (sfaktoryzowane) w postaci:

rβ(α) = r+
β (α)r−β (α), r±β (α) = exp

[
χ±β (α)

]
, α ∈ P±,



Rozdziaª 4. Model dla zagadnienia pierwszego 41

gdzie funkcje χ±β (α) s¡ funkcjami regularnymi odpowiednio w górnej P+ oraz w dolnej P−

póªpªaszczyznach zmiennej zespolonej α, które powstaªy po podziale pªaszczyzny przez kon-
tur caªkowania Γ. Funkcje χ±β (α) zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

πχ±1 (u) =
∫ ∞

0
arctan

[ √
1 + τ 2

Z1(1 + τ 2ξ2)

]
idτ

iτ ± u
−

∫ 1

0
arctan

[ √
1− σ2

Z1(1− σ2ξ2)

]
dσ

σ ± u
,

πχ±3 (u) =
∫ ∞

0
arctan

[
1

Z3

√
1 + τ 2

]
idτ

iτ ± u
−

∫ 1

0
arctan

[
1

Z3

√
1− σ2

]
dσ

σ ± u
.

Wykorzystuj¡c (4.33) przedstawiamy dla φ+
3 (α) równanie (4.32) w nast¦puj¡cej postaci

√
α + 1r+

3 (α)φ+
3 (α) =

Y −

Z3r
−
3 (α)

√
α− 1

+
iq3

Z3(α + l1)r
−
3 (α)

√
α− 1

. (4.34)

Lewa strona równania (4.34) jest analityczna w póªpªaszczyznie P+. Zgodnie ze sche-
matem post¦powania metody Wienera-Hopfa przedstawimy drugi skªadnik prawej strony
równania (4.34) w postaci sumy dwóch funkcji z których jedna jest analityczna w póªpªaszczyznie
P+, natomiast druga jest analityczna w póªpªaszczyznie P−. Mozemy zapisa¢ równanie (4.34)
w nast¦puj¡cej postaci

√
α + 1r+

3 (α)φ+
3 (α) =

Y −

Z3r
−
3 (α)

√
α− 1

+ H+
3 + H−

3 . (4.35)

Stosuj¡c caªkowe twierdzenie Cauchiego mo»emy zapisa¢ funkcje H+
3 oraz H−

3 nast¦puj¡co

H+
3 (α) =

1

2πi

∫

Γ

iq3

Z3(α + l1)r
−
3 (α)

√
α− 1

dζ

ζ − α
,

H−
3 (α) =

1

2πi

∫

Γ

iq3

Z3(α− l1)r
−
3 (α)

√
α− 1

dζ

ζ − α
.

Zamykaj¡c kontur caªkowania caªki we wzorze na funkcj¦ H+
3 w póªpªaszczyznie P− i

obliczaj¡c residua funkcji podcaªkowej uzyskujemy

H+
3 (α) =

q3

Z3(α + l1)r
−
3 (−l1)

√
1 + l1

. (4.36)

Zamykaj¡c kontur caªkowania caªki we wzorze na funkcj¦ H−
3 w póªpªaszczyznie P+ i

obliczaj¡c residua funkcji podcaªkowej uzyskujemy

H−
3 (α) =

q3

Z3(α− l1)r
−
3 (l1)

√
1− l1

. (4.37)

Przeksztaª¢my równanie (4.35) do nast¦puj¡cej postaci

√
α + 1r+

3 (α)φ+
3 (α)−H+

3 =
Y −

Z3r
−
3 (α)

√
α− 1

+ H−
3 . (4.38)
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Lewa strona równania (4.38) jest analityczna w póªpªaszczyznie P+, natomiast prawa
strona jest analityczna w póªpªaszczyznie P−. Stosuj¡c twierdzenie o przedªu»eniu anali-
tycznym oraz twierdzenie Liouvilla mo»emy stwierdzi¢, »e obydwie strony równania (4.38)
opisuj¡ t¡ sam¡ funkcj¡ staª¡.

Uwzgl¦dniaj¡¢ ten fakt, i» zagadnienie (4.32) ma rozwi¡zanie w klasie funkcji speªniaj¡-
cych warunek φ±1 (α) → const|α|−1/2 oraz φ±3 (α) → const|α|−3/2 dla |α| → ∞ uzyskujemy

√
α + 1r+

3 (α)φ+
3 (α)−H+

3 =
Y −

Z3r
−
3 (α)

√
α− 1

+ H−
3 = 0. (4.39)

Po przeksztaªceniu równania (4.39) uzyskujemy
√

α + 1r+
3 (α)φ+

3 (α) = H+
3

i ostatecznie
φ+

3 (α) =
q3

Z3r
−
3 (−l1)r

+
3 (α)(α + l1)

√
1 + l1

√
1 + α

. (4.40)

Post¦puj¡c analogicznie uzyskamy dla φ−3 (α)

φ−3 (α) =
q3

Z3r
−
3 (l1)r

+
3 (α)(α− l1)

√
1− l1

√
1 + α

. (4.41)

W przypadku funkcji φ±1 (α) post¦pujemy analogicznie. W tym przypadku funkcje H±
1

zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

H±
1 (α) =

1

2πi

∫

Γ

iq1

ζ ± l1

√
ζ − 1

(ζ − ξ1)r
−
1 (ζ)

dζ

ζ − α
.

Obliczaj¡c warto±¢ caªki w powy»szym wzorze uzyskujemy

H±
1 (α) = − q1

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)(α± l1)

.

Podstawiaj¡c funkcje H±
1 do równania (4.32), wykonuj¡c przeksztaªcenia, stosuj¡c twierdzenia

o przedªu»eniu analitycznym i Liouvilla oraz uwzgl¦dniaj¡c zachowanie asymptotyczne funkcji
φ±3 (α) uzyskujemy

φ±1 (α) =

√
1 + α

(α + ξ1)r
+
1 (α)

[
ic± − q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)(α± l1)r
−
1 (∓l1)

]
+ φ0

1(α), (4.42)

φ0
1(α) = −iA±

∗
2ξ1r

+
1 (ξ1)(1 + ξ1)

−1/2
√

1 + α

r+
1 (α)(α2 − ξ2

1)
, ξ1 ∈ P+,

gdzie φ0
1(α) jest jednorodnym rozwi¡zaniem równania (4.32) odpowiadaj¡cym powierzch-

niowej fali o amplitudzie A∗ biegn¡cej po powierzchni niejednorodno±ci i odbitej od ko«ca
niejednorodno±ci, natomiast c± s¡ dowolnymi staªymi.
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W celu wyznaczenia c± przepiszemy warunek (4.27) w nast¦puj¡cej postaci

1

2π

∂

∂η

∫

Γ
φ±1 (α)γ−1(α)e−iαη = ±2ikl1, η = 0. (4.43)

Uwzgl¦dniaj¡c asymptotyk¦ φ±1 (α) ≈ ic±(1 + α)1/2(α + ξ1)
−1, przy |α| → ∞ oraz

de�nicj¦ funkcji γ(α) mo»emy przedstawi¢ caªk¦ wyst¦puj¡c¡ w równaniu (4.43) w nast¦pu-
j¡cej postaci

1

2π

∫

Γ

√
1 + α

(α + ξ1)
√

α2 − 1
ic±e−iαηdα =

= ic±
1

2π

∫

Γ

e−iαη

(α + ξ1)
√

α− 1
dα. (4.44)

Obliczaj¡c warto±¢ caªki we wzorze (4.44) uzyskujemy

ic±
1

2π
(−2πi)

eiαη

√−ξ1 − 1
=

= ic±
1

2π
(−2πi)

eiαη

−i
√

1 + ξ1

=

= ic±
eiαη

√
1 + ξ1

. (4.45)

Podstawiaj¡c warto±¢ caªki (4.45) do (4.43) uzyskujemy

ic±
1

2π

∂

∂η

eiαη

√
1 + ξ1

= ±2ikl1. (4.46)

Obliczaj¡c warto±¢ pochodnej ∂
∂η

po lewej stronie równania (4.46) uzyskujemy

−c±
ξ1√

1 + ξ1

= ±2ikl1,

i ostatecznie
c± = ∓2ikl1

√
1 + ξ1

ξ1

. (4.47)

W celu uzyskania funkcji Φ±
1 (η) w przestrzeni oryginaªów stosujemy odwrotne przeksz-

taªcenie Fouriera do wzoru (4.42):

Φ±
1 (η) =

1

2π

∫

Γ
φ±1 (α)e−iαηdα. (4.48)

Podstawiaj¡c wzór (4.42) do wzoru (4.48) uzyskujemy

Φ±
1 (η) = I11 + I12 + I0

1 , (4.49)

gdzie caªki I11, I12 oraz I0
1 okre±lone s¡ przy pomocy nast¦puj¡cych wzorów:

I11 =
ic±
2π

∫

Γ

√
1 + α

(α + ξ1)r
+
1 (α)

e−iαηdα, (4.50)
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I12 = − q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)2π

∫

Γ

√
1 + α

(α + ξ1)r
+
1 (α)(α± l1)

e−iαηdα, (4.51)

I0
1 = −iA±

∗
2ξ1r

+
1 (ξ1)√

1 + ξ12π

∫

Γ

√
1 + α

r+
1 (α)(α2 − ξ2

1)
e−iαηdα. (4.52)

Zamykamy kontur caªkowania (4.50) w górnej póªplaszczy¹nie zmiennej zespolonej α. Sto-
sujemy zamian¦ zmiennej α na −α i uzyskujemy

I11 = −ic±
2π

∫

Γ

√
1− α

(α− ξ1)r
+
1 (−α)

eiαηdα. (4.53)

Warto±¢ caªki (4.53) równa si¦ warto±ci residuum funkcji podcaªkowej w punkcie α = ξ1

pomno»onej przez 2πi i wynosi

I11 = −ic±2πi

2π

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

eiξ1η = c±

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

eiξ1η. (4.54)

Zamykamy kontur caªkowania (4.51) w górnej póªplaszczy¹nie zmiennej zespolonej α. Sto-
sujemy zamian¦ zmiennej α na −α i uzyskujemy

I12 = − q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)2π

∫

Γ

√
1− α

(α− ξ1)r
+
1 (−α)(α∓ l1)

eiαηdα. (4.55)

Warto±¢ caªki (4.55) równa si¦ warto±ci residuum funkcji podcaªkowej w punktach α = ξ1

oraz α = ±l1 pomno»onej przez 2πi i wynosi

I12 = − q1

Z1ξ2

√
1± l12πi

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)2π

[ √
1− ξ1e

iξ1η

r+
1 (−ξ1)(ξ1 ∓ l1)

+

√
1∓ l1e

±il1η

(±l1 − ξ1)r
+
1 (∓l1)

]
=

= −i
q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)

[ √
1− ξ1e

iξ1η

r+
1 (−ξ1)(ξ1 ∓ l1)

+

√
1∓ l1e

±il1η

(±l1 − ξ1)r
+
1 (∓l1)

]
. (4.56)

Zamykamy kontur caªkowania (4.52) w górnej póªplaszczy¹nie zmiennej zespolonej α. Sto-
sujemy zamian¦ zmiennej α na −α i uzyskujemy

I0
1 = −iA±

∗
2ξ1r

+
1 (ξ1)√

1 + ξ12π

∫

Γ

√
1− α

r+
1 (−α)(α2 − ξ2

1)
eiαηdα. (4.57)

Warto±¢ caªki (4.57) równa si¦ warto±ci residuum funkcji podcaªkowej w punkcie α = ξ1

pomno»onej przez 2πi i wynosi

I0
1 = −iA±

∗
2ξ1r

+
1 (ξ1)2πi√

1 + ξ12π

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)2ξ1

eiξ1η = A±
∗

r+
1 (ξ1)

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

√
1 + ξ1

eiξ1η. (4.58)

Podstawiaj¡c wzory (4.54), (4.56) oraz (4.58) do (4.49) uzyskujemy

Φ±
1 (η) = c±

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

eiξ1η − i
q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)

[ √
1− ξ1e

iξ1η

r+
1 (−ξ1)(ξ1 ∓ l1)

+

√
1∓ l1e

±il1η

(±l1 − ξ1)r
+
1 (∓l1)

]
+

+A±
∗

r+
1 (ξ1)

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

√
1 + ξ1

eiξ1η =
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= eil1η

[√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

c± −
√

1− ξ1

r+
1 (−ξ1)(ξ1 ∓ l1)

i
q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)

]
− (4.59)

−i
q1

Z1ξ2

√
1± l1

√
1∓ l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)(±l1 − ξ1)r

+
1 (∓l1)

e±il1η + A±
∗

r+
1 (ξ1)

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

√
1 + ξ1

eiξ1η.

Wykorzystuj¡c we wzorze (4.59) wzór na funkcj¦ r1(α) = r+
1 (α)r−1 (α) uzyskujemy

Φ±
1 (η) = eiξ1η

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

[
c± − i

q1

Z1ξ2

√
1± l1r

+
1 (∓l1)

(ξ2
1 − l21)r

+
1 (∓l1)r

−
1 (∓l1)

]
+

+i
q1

Z1ξ2

√
1− l21

(ξ2
1 − l21)r1(∓l1)

e±iξ1η + A±
∗

r+
1 (ξ1)

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

√
1 + ξ1

eiξ1η =

= eiξ1η

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)


c± − i

q1

Z1ξ2

√
1− l21r

+
1 (∓l1)

(ξ2
1 − l21)r1(∓l1)

√
1∓ l1


 + (4.60)

+i
q1

Z1ξ2

√
l21 − 1

(l21 − ξ2
1)r1(∓l1)

e±iξ1η + A±
∗

r+
1 (ξ1)

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

√
1 + ξ1

eiξ1η.

Korzystaj¡c z de�nicji funkcji r1(α) przedstawiamy funkcj¦ R1(α) w nast¦puj¡cej postaci:

R1(α) =
r1(α)Z1ξ

2(α2 − ξ2
1)√

α2 − 1
. (4.61)

De�niujemy funkcj¦ R:
R =

r+
1 (ξ1)

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

√
1 + ξ1

. (4.62)

Korzystaj¡c ze wzorów (4.61) oraz (4.62) mo»emy zapisa¢ wzór (4.60) nast¦puj¡co:

Φ±
1 (η) = eiξ1η

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

[
c± − q1r

+
1 (∓l1)

R1(l1)
√

1∓ l1

]
+

q1

R1(l1)
e±iξ1η + A±

∗ Reiξ1η. (4.63)

Wprowadzamy funkcj¦ W1:
W1 =

q1

R1(l1)
(4.64)

oraz funkcje D±
1 :

D±
1 = i

√
1− ξ1

r+
1 (−ξ1)

[
∓2kl1

√
1 + ξ1

ξ1

+ i
r+
1 (∓l1)√
1∓ l1

W1

]
. (4.65)

Pierwszy skªadnik w nawiasach we wzorze (4.65) jest warto±ci¡ staªej c± ze wzoru (4.47).
Wykorzystuj¡c wzory (4.64) oraz (4.65) mo»emy zapisa¢ wzór(4.63) nat¦puj¡co:

Φ±
1 (η) = W1e

±il1η + D±
1 eiξ1η + Φ0

1(η), (4.66)

gdzie funkcja Φ0
1(η) jest przeksztaªceniem Fouriera funkcji φ0

1(α):

Φ0
1(η) = A±

∗ Reiξ1η. (4.67)
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Wzór (4.66) obowi¡zuje dla θ0 < π/2, czyli dla przypadków, kiedy |l1| < 1. Dla przypadku
θ0 = π/2, |l1| = 1 we wzorze (4.49) zmieni si¦ warto±¢ caªki I12 i wzór (4.51) przyjmie posta¢

I12 = − q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)2π

∫

Γ

√
1 + α

(α + ξ1)r
+
1 (α)(α± l1)

e−iαηdα =

= − q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)2π

∫

Γ

e−iαη

(α + ξ1)r
+
1 (α)

√
1 + α

dα. (4.68)

Warto±¢ caªki (4.68) wynosi

I12 = −i
eiξ1η

√
1− ξ1r

+
1 (−ξ1)

+ i
1

(1− ξ1)r
+
1 (−1)

√
1

πη
ei(η+π/4), (4.69)

natomiast wzór (4.66) przyjmuje dla |l1| = 1 nast¦puj¡c¡ posta¢:

Φ±
1 (η) = D±

1 (π/2)eiξ1η + Φ0
1(η)− i

q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)(1− ξ1)r

+
1 (−1)

√
1

πη
ei(η+π/4). (4.70)

Dla przypadku −l1 we wzorze (4.70) pierwiastek w liczniku trzeciego skªadnika równa si¦
zeru i trzeci skªadnik znika. Uwzgl¦dniaj¡c warto±¢ l1 zapisujemy wzór (4.70) nast¦puj¡co:

Φ±
1 (η) = D±

1 (π/2)eiξ1η + Φ0
1(η)− i

q1(π/2)

Z1ξ2

δ±
√

2

(ξ1 + 1)r−1 (−1)(1− ξ1)r
+
1 (−1)

√
1

πη
ei(η+π/4),

(4.71)

δ± =





1

0

Uwzgl¦dnizj¡c zale»no±¢ r1(α) = r+
1 (α)r−1 (α) mo»emy przepisa¢ wzór (4.71) nast¦puj¡co:

Φ±
1 (η) = D±

1 (π/2)eiξ1η + Φ0
1(η)− i

q1(π/2)

Z1ξ2

δ±
√

2

(1− ξ2
1)r1(−1)

√
1

πη
ei(η+π/4), (4.72)

Na mocy de�nicji funkcji r1(α) mo»emy napisa¢:

r1(1) =
R1(α)γ(α)

Z1ξ2(1− ξ2
1)

∣∣∣∣∣
α=1

, (4.73)

natomiast uwzgl¦dniaj¡c de�nicj¦ funkcji R1(α) mo»emy przedstawi¢ licznik we wzorze (4.73)
w postaci:

R1(α)γ(α) = γ(α) [1− Z1L1(α)] ,

lub po uwzgl¦dnieniu de�nicji funkcji L1(α) w nast¦puj¡cej postaci:

R1(α)γ(α) = −Z1

(
1− ξ2

)
. (4.74)

Warto±¢ funkcji q1 dla θ0 = π/2 obliczmy posªuguj¡c si¦ de�nicj¡ tej funkcji:

q1(π/2) = −2kZ1(1− sin2θ1) = −2kZ1

(
1− ξ2

)
. (4.75)
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Podstawiaj¡c wzory (4.74) oraz (4.75) do wzoru (4.72) uzyskujemy:

Φ±
1 (η) = D±

1 (π/2)eiξ1η + Φ0
1(η)− iδ±

√
2 [−2kZ1(1− ξ1)]

−Z1(1− ξ1)

√
1

πη
ei(η+π/4),

lub po uwzgl¦dnieniu faktu, i» mno»enie przez −i powoduje zmniejszenie liczby zespolonej o
π/2

Φ±
1 (η) = 2kδ±

√
1

πη
ei(η+π/4) + D±

1 (π/2)eiξ1η + Φ0
1(η). (4.76)

W celu uzyskania funkcji Φ±
3 (η) w przestrzeni oryginaªów stosujemy odwrotne przeksz-

taªcenie Fouriera do wzorów (4.40) oraz (4.41):

Φ±
3 (η) =

1

2π

∫

Γ
φ±3 (α)e−iαηdα. (4.77)

Podstawiaj¡c wzór (4.77) do wzorów (4.40) oraz (4.41) uzyskujemy

Φ±
3 (η) = − q3

Z3

√
1± l1r

−
3 (∓l1)

1

2π

∫

Γ

e−iαη

√
1 + α(α± l1)r

+
3 (α)

dα. (4.78)

Obliczaj¡c warto±c caªki w (4.78) dla θ0 < π/2, czyli dla przypadków, kiedy |l1| < 1 uzysku-
jemy

Φ±
3 (η) = W3e

±il1η + i
q3

Z3π
√

1± l1r
−
3 (∓l1)

g±(η, l1), (4.79)

gdzie funkcja W3 jest zde�niowana w sposób nast¦puj¡cy:

W3 =
q3

R3(l1)
, q3 = 2il3

(
Z3 − kh

2

)
, R3(α) = 1 + Z3γ(α), (4.80)

natomiast funkcje g±(η, l1) s¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

g±(η, l1) =
r+
1 (1)

1∓ l1

√
π

η
ei(η+π/4)g0(η), (4.81)

g0(η) = 1− 1

Z3

√
πη

2
eiπ/4eiη/2Z2

3erfc
[

1

Z3

√
η

2
eiπ/4

]
, (4.82)

erfc(η) =
2√
π

∫ ∞

η
e−t2dt.

Wprowadzamy funkcje D±
3 :

D±
3 = i

q3r
+
3 (1)

Z3l3
√

1∓ l1r
−
3 (∓l1)

. (4.83)

Podstawiaj¡c de�nicj¦ (4.83) do (4.79) uzyskujemy

Φ±
3 (η) = W3e

±il1η + D±
3

√
1

πη
ei(η+π/4)g0(η). (4.84)

Dla przypadku θ0 = π/2, |l1| = 1 warto±¢ funkcji Φ±
3 (η) wynosi zero. Dzieje si¦ tak za

spraw¡ zerowania si¦ funkcji q3, która znajduje si¦ w liczniku obydwu skªadników po prawej
stronie wzoru (4.84).
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Funkcje D±
β s¡ wspóªczynnikami dyfrakcji na lewym i prawym ko«cu niejednorodno±ci,

R jest wspóªczynnikiem odbicia fali powierzchniowej, której amplituda wynosi A±
∗ . Pierwsze

czªony we wzorach (4.66), (4.76) oraz (4.84) opisuj¡ skªadniki pól dyfrakcyjnych odpowiada-
j¡ce promieniom optyki geometrycznej, natomiast pozostaªe dwa czªony odpowiadaj¡ falom
rozproszonym na ko«cach niejednorodno±ci.

Podstawiaj¡c wzory (4.66), (4.76) i (4.84) do (3.35) oraz uwzgl¦dniaj¡c tylko wtórn¡
dyfrakcj¦ uzyskujemy

f(k; l, ν) = −2x

{
k−1W1 + iν3W1j0 [x(l1 − ν1)] + eixξ1k−1

∑

±
e∓ixl1A±

∗ j0 [x(ν1 ∓ ξ1)] +

(4.85)

iν3
eiπ/4

√
πx

∑

±
D±

3 eix(±ν1∓l1)
∫ √

2x

0
eiu2(1∓ν1)g0(u

2)du

}
,

A±
∗ = D±

1 + D∓
1 Re2iξ1x, j0(x) =

sin(x)

x
, x = ka.

Wzór (4.85) jest poszukiwanym modelem w polu dalekim amplitudy fali rozproszonej na
cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym.

4.4. Wnioski

W podrozdziale 4.1 zostaªy wyprowadzone efektywne warunki brzegowe upraszczaj¡ce
znacz¡co pierwsze zagadnienie przedstawione w podrozdziale 3.1, co prowadzi do skrócenia
czasu potrzebnego do uzyskania rozwi¡zania zagadnienia.

W podrozdziale 4.2 zostaªy wyprowadzone mocno osobliwe równania caªkowe dla niewiadomych
funkcji Φ1(x1) oraz Φ3(x1).

W podrozdziale 4.3 równania te zostaªy rozwi¡zane przy u»yciu metody Wienera-Hopfa,
co pozwoliªo uzyska¢ analityczne wzory dla funkcji Φ1(x1) oraz Φ3(x1). Po podstawieniu tych
wzorów do równania (3.35) uzyskano dla pola dalekiego poszukiwany model (wzór (4.85))
fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym dla pierwszego
zagadnienia przedstawionego w podrozdziale 3.1.



Rozdziaª 5

Model pola SH fali rozproszonej na cienkiej
pªaskiej sztywno podpartej niejednorodno±ci w
materiale spr¦»ystym

5.1. Wprowadzenie efektywnych warunków brzegowych

Dla tego zagadnienia wprowadzamy efektywne warunki brzegowe zgodnie ze schematem
wprowadzonym w poprzednim rozdziale [44], [47], [48], [49]. Warunki brzegowe zagadnienia
opisywanego równaniami (3.3), (3.4), (3.7) oraz (3.8) mo»na zast¡pi¢ efektywnymi warunk-
ami brzegowymi eliminuj¡c potrzeb¦ rozwi¡zywania równania (3.4) dla niejednorodno±ci:

u+(x1) = 2
Z

k

∂u+(x1)

∂x3

, (5.1)

u−(x1) = 0, Z =
m

γ0

, u± = lim
ε→0

u(x1,±ε). (5.2)

5.2. Wyprowadzenie ukªadu mocno osobliwych równa« caªkowych

Z de�nicji funkcji Φ3(x1) wynika, »e dla funkcji u+(x1) oraz u−(x1) wyst¦puj¡cych w
warunkach brzegowych (5.1) oraz (5.2) ma miejsce nast¦puj¡ca zale»no±¢:

u+(x1)− u−(x1) = u+(x1) = Φ3(x1). (5.3)

Przedstawiaj¡c caªkowite pole przemieszcze« jako sum¦ pola fali padaj¡cej i pola fali rozpros-
zonej na wª¡czeniu oraz uwzgl¦dniaj¡c wzór (5.3) uzyskujemy dla górnej powierzchni wª¡czenia:

Φ3(x1) = ui(x1) + us(x1). (5.4)

Ze wzoru (4.13) wynika, »e pole rozproszone na górnej powierzchni niejednorodno±ci ma
posta¢:

us(x) = − 1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
− kΦ3(p)

}
e−x3kγ(α)+iαk(x1−y1). (5.5)

Obliczaj¡c pochodn¡ po x3 funkcji wyst¦puj¡cych we wzorze (5.5) uzyskujemy:

∂

∂x3

us(x) =
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
kΦ1(p) + k2Φ3(p)γ(α)

}
e−x3kγ(α)+iαk(x1−y1). (5.6)
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Podstawiaj¡c wzory (5.4) oraz (4.13) do warunku (5.1) uzyskujemy:

Φ3(x1) = −
(

2Z

k

∂

∂x3

)
1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
− kΦ3(p)

}
e−x3kγ(α)+iαk(x1−y1)+ (5.7)

+

(
2Z

k

∂

∂x3

)
ui(x1).

Korzystaj¡c ze wzorów (4.23) oraz (5.6) z równania (5.7) uzyskujemy dla x3 = 0:

Φ3(x1) =
Z

2π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα {Φ1(p)− kγ(α)Φ3(p)} eiαk(x1−y1) + 2iZl3e

ikl1x1 . (5.8)

Przedstawiaj¡c caªkowite pole przemieszcze« jako sum¦ pola fali padaj¡cej i pola fali rozpros-
zonej na niejednorodno±ci oraz uwzgl¦dniaj¡c warunek (5.2) uzyskujemy dla dolnej powierzchni
niejednorodno±ci:

ui(x1) + us(x1) = 0. (5.9)

Ze wzoru (4.13) wynika, »e pole rozproszone na dolnej powierzchni wª¡czenia ma posta¢:

us(x) = − 1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
− kΦ3(p)

}
ex3kγ(α)+iαk(x1−y1). (5.10)

Podstawiaj¡c do wzoru (5.9) wzory (5.10) oraz (3.1) uzyskujemy dla x3 = 0:

1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
dα

{
Φ1(p)

γ(α)
+ kΦ3(p)

}
eiαk(x1−y1) = eikl1x1 . (5.11)

Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±¢ ∫

Γ
eiαk(x1−y1)dα = 2πδ(k(x1 − p)), (5.12)

gdzie δ(k(x1 − p)) jest funkcj¡ Delta Diraka mo»emy przedstawi¢ wzór (5.8) w nast¦puj¡cej
postaci:

Φ3(x1) =
Z

k
Φ1(x1)− kZ

2π

∫ a

−a
dp

∫

Γ
γ(α)Φ3(p)eiαk(x1−y1)dα + 2iZl3e

ikl1x1 , (5.13)

natomiast wzór (5.11) mo»emy przedstawi¢ w postaci
1

2
Φ3(x1) +

1

4π

∫ a

−a
dp

∫

Γ

Φ1(p)

γ(α)
eiαk(x1−y1)dα = eikl1x1 . (5.14)

Równania (5.13) oraz (5.14) stanowi¡ ukªad równa«. Odejmuj¡c równanie (5.14) od równania
(5.13) uzyskujemy nast¦puj¡cy ukªad równa«:

Φ1(x1) +
k

Z

∫ a

−a
Φ1(p)K3(k|x1 − p|)dp− k

∫ a

−a
Φ3(p)K1(k|x1 − p|)dp = q1e

ikl1x1 , (5.15)

Φ3(x1) + k
∫ a

−a
Φ1(p)K3(k|x1 − p|)dp = q3e

ikl1x1 ,

K1(|z|) =
1

2π

∫

Γ
e±iαzγ(α)dα, K3(|z|) =

1

2π

∫

Γ
e±iαzγ−1(α)dα,

q1 = 2il3 +
2

Z
, q3 = 2.
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5.3. Analityczne rozwi¡zanie ukªadu równa« caªkowych

Gªówne czªony rozwini¦¢ w szeregi asymptotyczne (dla x = ka >> 1) funkcji Φβ(x1), β =

1, 3 (funkcji speªniaj¡cych ukªad równa« (5.15) )mo»emy przedstawi¢ w postaci

Φβ(x1) = Φ+
β (x1) + Φ−

β (x1)− ϑβ(x1), |x1| < a, β = 1, 3, (5.16)

gdzie funkcje Φ±
β (η) = Φβ(∓a± ηk−1) exp(±ixl1) speªniaj¡ ukªad równa« typu splotu:

Φ±
1 (η) +

1

Z

∫ ∞

0
Φ±

1 (ζ)K3(|η − ζ|)dζ −
∫ ∞

0
Φ±

3 (ζ)K1(|η − ζ|)dζ = q1e
±iηl1 , (5.17)

Φ±
3 (η) +

∫ ∞

0
Φ±

1 (ζ)K3(|η − ζ|)dζ = q3e
±iηl1 , 0 < η < ∞,

ϑβ(η) = Φβ(ηk−1), ϑβ(η) = Wβ exp(iηl1), β = 1, 3,

W1 = −A0
2il3

1− 2il3Z
, W3 = −A0

4il3Z

1− 2il3Z
.

Wzory na funkcje ϑβ(η) zostaªy uzyskane przy u»yciu metody przeksztaªcenia Fouriera
wedªug schematu podanego w poprzednim rozdziale. Stosuj¡c przeksztaªcenie Fouriera

φ±β (α) =
∫ ∞

0
Φ±

β (η)eiαηdη,

Y −
β (α) =

∫ 0

−∞
Φ±

β (η)eiαηdη

mo»emy przedstawi¢ ukªad równa« (5.17) w postaci macierzowego równania Wienera-Hopfa:

G(α)


φ±1 (α)

φ±3 (α)


 =

i

α± l1


q1

q3


 +


Y −

1 (α)

Y −
3 (α)


 , α ∈ Γ, (5.18)

G(α) =


g(α) −γ

γ−1 1


 , g(α) = 1 +

1

Zγ(α)
.

Aby zapewni¢ jednoznaczno±¢ rozwi¡zania ukªadu równa« (5.17) musimy uwzgl¦dni¢ nast¦pu-
j¡cy warunek brzegowy [Jemec Kuniec Matus, Arch Appl Mech]:

us(r, φ) = a∓0 (ω) + a∓1 (ω)r1/4

(
cos

φ

4
+ sin

φ

4

)
+ o(r1/4), (5.19)

−π ≤ φ ≤ π, r → 0, γ0 = o(ε), ε → 0,

us(r, φ) = b∓0 (ω) + b∓1 (ω)r1/2 cos
φ

2
+ o(r1/2), (5.20)

−π ≤ φ ≤ π, r → 0, γ0 = O(1), γ−1
0 = o(ε), ε → 0,

gdzie znaki plus oraz minus odpowiadaj¡ odpowiednio lewemu i prawemu ko«cu niejed-
norodno±ci, r jest odlegªo±ci¡ od ko«ca niejednorodno±ci, natomiast φ jest k¡tem ukªadu
biegunowego z pocz¡tkiem w lewym lub prawym ko«cu niejednorodno±ci. Warto±ci a∓n (ω)
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oraz b∓n (ω), n = 0, 1 zawieraj¡ parametry opisuj¡ce materiaª niejednorodno±ci oraz pole fali
padaj¡cej. Asymptotyczne zachowanie pól us(r, φ) zale»y od stosunku parametrów γ0 oraz
ε. Funkcje φ±1 (α) oraz φ±3 (α) maj¡ nast¦puj¡ce zachowanie asymptotyczne dla ε → 0:

φ±1 (α) = O(α−1/4), φ±3 (α) = O(α−5/4), |α| → ∞, (5.21)

γ0 = O(ε),

φ±1 (α) = O(α−1/2), φ±3 (α) = O(α−3/2), |α| → ∞, (5.22)

γ0 = O(1), γ0 = O(ε−1),

Najpierw rozpatrzymy przypadek γ0 = 0(ε), ε → 0. Pierwszym krokiem faktoryzacji
j¡dra G(α) w równaniu (5.18) jest przedstawienie tej funkcji w postaci Khrapkova [Abra-
hams...]:

G(α) =
1

2
(1 + g(α))I +

1

γ(α)
J(α), (5.23)

J(α) =


(2Z)−1 −γ2

1 −(2Z)−1


 , J2(α) = −γ2

1(α)I(α),

γ1(α) =
√

α2 − ξ2, ξ2 = 1 +
1

4Z2
,

gdzie I jest macierz¡ jednostkow¡. Macierz G(α) w równaniu (5.23) jest w postaci Khrap-
kova, a wi¦c mo»e zosta¢ sfaktoryzowana przy u»yciu metody Khrapkova:

G(α) = G−(α)G+(α) = G+(α)G−(α), (5.24)

G±(α) = 21/4r
1/2
± (α) cos[γ1(α)θ±(α)]I + 21/4r

1/2
± (α)

1

γ1(α)
sin[γ1(α)θ±(α)]J(α),

gdzie
r+(α)r−(α) =

1

2
(1 + g(α)),

θ+(α) + θ−(α) =
1

γ1(α)
tan−1

(
γ1(α)

γ(α) + (2Z)−1

)
.

Funkcja γ1(α) posiada punkty rozgaª¦zienia w górnej P+ oraz w dolnej P− póªpªaszczyz-
nach zmiennej zespolonej α = σ + iτ , które powstaªy po podziale pªaszczyzny przez kontur
caªkowania Γ. Natomiast funkcje G±(α) ju» nie posiadaj¡ punktów rozgaª¦zienia, poniewa»
s¡ to funkcje drugiej pot¦gi funkcji γ1(α). Do wyznaczenia funkcji θ±(α) korzystamy z
nast¦puj¡cego wzoru:

θ±(α) =
±1

2πi

∫

Γ

tan−1(γ1(ζ)/(γ(ζ) + 1/2Z))

γ1(ζ)(ζ − α)
dζ,

gdzie ±α znajduje si¦ powy»ej konturu Γ. Do wyznaczenia funkcji r±(α) korzystamy z
nast¦puj¡cego wzoru:

r±(α) = exp[±χ±(α)],
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χ±(α) =
1

2πi

∫

Γ

ln
(
1 + 1

2Zγ(ζ)

)

ζ ± α
dζ,

gdzie α znajduje si¦ powy»ej (poni»ej) ζ dla χ+(α) (χ−(α)). W ten sposób uzyskujemy

χ±(α) = − 1

π

∫ ∞

0
tan−1

[
1

2Z
√

1 + τ 2

]
idτ

iτ ± α
+

1

π

∫ 1

0
tan−1

[
1

2Z
√

1− σ2

]
dσ

σ ± α
, (5.25)

θ−(α) =
i

4γ1(α)
ln

(α +
√

α2 − ξ2)(1− α)

α− ξ2 +
√

ξ2 − 1
√

ξ2 − α2
, θ+(α) = θ−(−α).

Kiedy |α| → ∞ w górnej póªpªaszczy¹nie P+ z równa« (5.24) oraz (5.25) wynika przybli»enie

G+(α) ≈ 2−3/4
[
(α1/4 + α−1/4)I +

1

iα
(α1/4 − α−1/4)J̃(α)

]
, (5.26)

G−1
+ (α) ≈ 2−5/4

[
(α1/4 + α−1/4)I− 1

iα
(α1/4 − α−1/4)J̃(α)

]
,

J̃(α) =


0 −α2

1 0


 .

Nast¦pnym krokiem po faktoryzacji funkcji G(α) jest przedstawienie wzoru (5.18) w
nast¦puj¡cej postaci:

G+(α)


φ±1
φ±3


− i

α± l1
G−1
− (∓l1)


q1

q3


 = (5.27)

= G−1
− (α)


Y −

1

Y −
3


 +

i

α± l1

[
G−1
− (α)−G−1

− (∓l1)
]


q1

q3


 .

Lewa strona (5.27) jest regularna w dolnej póªpªaszczy¹nie P−, natomiast prawa strona
jest regularna w górnej póªpªaszczy¹nie P+. Stosuj¡c twierdzenie o przedªu»eniu anality-
cznym mo»emy stwierdzi¢, »e obydwie strony równania (5.27) s¡ t¡ sam¡ macierzow¡ funkcj¡
caªkowit¡ C(α). Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±ci (5.21) i (5.26) oraz korzystaj¡c z twierdzenia

Liouville'a dochodzimy do wniosku, »e C(α) jest staª¡ macierz¡ postaci C(α) =


c

0


. Z

powy»szego wynika rozwi¡zanie równania (5.27):

φ±1
φ±3


 (α) = G−1

+ (α)


I±1 (α) + c

I±3 (α)


 ,

gdzie

I
±
1 (α)

I±3 (α)


 =

2−1/4i

(α± l1)r
1/2
− (∓l1)




q1

(
cosh φ±0 − sinh φ±0

2Zφ1

)
− q3l

2
3

sinh φ±0
φ1

−q1
sinh φ±0

φ1
+ q3

(
sinh φ±0
2Zφ1

+ cosh φ±0

)


 ,

φ±0 = θ−(∓l1)φ1, φ1 =
(
l23 +

1

4Z2

)1/2

.
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Niewiadoma staªa c mo»e by¢ wyznaczona, je»eli uwzgl¦dnimy zale»no±¢ (5.21) oraz przy-
bli»enie (5.26): 

φ±1
φ±3


 (α) = 2−5/4(c− iĨ±3 )


 α1/4

iα−3/4


 + O


α−1/4

α−5/4


 ,

Ĩ±3 = lim
α→∞αI±3 (α).

Aby zapewni¢ wªa±ciwe zachowanie funkcji φ±1,3(α) wybieramy c = iĨ±3 . W ten sposób
uzyskujemy wzory dla funkcji φ±1,3(α):

φ±1 (α) = 2−1/4r
−1/2
+ (α)

{
[I±1 (α) + iĨ±3 ]

(
cos γ1θ+(α)− sin γ1θ+(α)

2Zγ1(α)

)
+ (5.28)

+
γ2(α)

γ1(α)
I±3 (α) sin γ1θ+(α)

}
,

φ±3 (α) = 2−1/4r
−1/2
+ (α)

{
[−I±1 (α) + iĨ±3 ]

1

γ1(α)
sin γ1θ+(α)+

+I±3 (α)

(
cos γ1θ+(α) +

sin γ1θ+(α)

2Zγ1(α)

)}
.

W celu uzyskania funkcji Φ±
β (η) w przestrzeni oryginaªów stosujemy odwrotne przeksz-

taªcenie Fouriera do wzoru (5.28):

Φ±
β (η) =

1

2π

∫

Γ
e−iηαφ±β (α)dα = (5.29)

= − 1

2π

∫

Γ1

eiη cos φφ±β (− cos φ) sin φdφ,

gdzie Γ1 jest nowym konturem caªkowania przedstawionym na Rys 5.1. Punkty krytyczne
(5.28) mog¡ by¢ okre±lone jako biegun (φ = π

2
∓ θ0) oraz punkt brzegowy (φ = 0). Kiedy η

jest du»e, gªówny udziaª w caªce (5.29) pochodzi od tych punktów. Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±ci

r
−1/2
− (α) sin[γ1θ−(α)] = fs(α)

[
γ(α) + (2Z)−1

]−1/2
, (5.30)

fs(α) = −ir
1/2
+ (α)(2

√
ξ)−1(α + 1)1/4

[
f

1/4
+ (α)− f

1/4
− (α)

]
,

f±(α) =
(
α± i

√
ξ2 − α2

) (
ξ2 − α∓ 1

2Z

√
ξ2 − α2

)

uzyskujemy
Φ±

1 = ν1(±η) + O(η−3/2), (5.31)

Φ±
3 = ν3(±η) +

√
1

2πη
ei(η−π/4)g±0 (η) + O(η−3/2),

g±0 (η) = 2−3/4r
1/2
+ (1)ξ−1/2

(
1− i

2Z

)1/4

×
[
iĨ±3 +

1

1± l1

(
Ĩ±3
2Z

− Ĩ±1

)]
ei η

8Z2 F
(√

η

8Z2

)
,
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gdzie

F (u) =
eiπ/4

√
π

∫ ∞

u
e−iν2

dν

jest caªk¡ Fresnela.
Na mocy (5.16) oraz (5.31) mo»emy napisa¢

Φ1(x1) ≈ W1 exp(ikl1x1), (5.32)

Φ3(x1) ≈ W3 exp(ikl1x1) +
∑

±
D± eik(α±x1)

(α± x1)1/2
g±0 [k(a± x1)],

D± =

√
1

2πk
e−iπ/4e∓ixl1 .

Kiedy η jest maªe, z równan (5.28) oraz (5.29) uzyskujemy

Φ±
3 (η) ≈ 2−1/4Ĩ±3

1

2π

∫

Γ
exp(−iαη)α−5/4dα + Φ0

3(η), (5.33)

Φ0
3(η) ≈ −A∗

i

2π

∫

Γ
exp(−iαη)

α−1/4

α− 1
dα.

Funkcja Φ0
3(η) = A∗e−iη, η < 0 odpowiada promieniom padaj¡cym, których pole pow-

staje na skutek kolejnych dyfrakcji na ko«cach niejednorodno±ci. Wykorzystuj¡c wzór
∫

Γ
exp(−iαη)α−5/4dα = − 4π

Γ(1/4)
ei3π/8η1/4,

gdzie Γ jest funkcj¡ Gamma, uzyskujemy warto±¢ caªki (5.33) dla η << 1:

Φ±
3 (η) ≈ −2

ei3π/8

Γ(1/4)
η1/4

(
2−1/4Ĩ±3 − iA∗

)
. (5.34)

W celu okre±lenia zachowania funkcji Φ±
3 (η) w okolicach ko«ców niejednorodno±ci musimy

wyznaczy¢ warto±¢ A∗. Ze wzoru (5.32) wida¢, »e podstawowe pola dyfrakcyjne zanikaj¡ jak
x−1 przy Z 6= ∞ oraz jak x−1/2 przy Z = ∞. Korzystaj¡c ze wzoru (5.34) mo»emy napisa¢

Φ±
3 (x1) = −2

ei3π/8

Γ(1/4)
[k(α± x1)]

1/4

(
Ĩ±3
4
√

2
− iA±

∗

)
e∓ixl1 , (5.35)

A±
∗ = (2a)−1/2D∓e2ixg∓0 (2x), x1 → ∓a, x >> 1.

Ostatecznie wykorzystuj¡c równania (3.27), (3.30),(5.31) oraz równania (5.35) i (5.19) uzysku-
jemy

f(k; l, ν) = −2
sin[x(l1 − ν1)]

l1 − ν1

(W1 + iν3W3)− (5.36)

−iν3

√
2

π

∑

±
e∓ix(l1−ν1)

∫ √
2x

0
eiν2(1∓ν1)g±0 (ν2)dν,
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a±1 (ω) = − ei3π/8

Γ(1/4)

(
k

2

)1/4

(Ĩ±3 − 21/4iA±
∗ )e∓ixl1 . (5.37)

Dla przypadku γ0 = O(1), γ−1
0 = o(ε) kiedy ε → 0 ukªad równa« caªkowych (5.15) mo»e

zosta¢ rozwi¡zany przy u»yciu metody iteracyjnej. Rozwi¡zania pierwszego rz¦du mog¡ by¢
przedstawione w nast¦puj¡cej postaci:

Φ1(x1) = Φ
(0)
1 (x1) + ZΦ

(1)
1 (x1) + . . . , (5.38)

Φ3(x1) = ZΦ
(1)
3 (x1) + . . . ,

gdzie funkcje Φ
(i)
β (x1), β = 1, 3, i = 0, 1 speªniaj¡ nast¦puj¡ce równania

k
∫ a

−a
Φ

(i)
1 (p)K3(k|x1 − p|)dp = ai, i = 0, 1; |x1| < a, (5.39)

Φ
(1)
3 (x1) = Φ

(0)
1 (x1)− 2il3 exp(ikl1x1), a0 = q3 exp(ikl1x1),

a1 = −Φ
(1)
3 .

Równanie (5.39) rozwi¡zujemy wykorzystuj¡c metod¦ Wienera-Hopfa. Uzyskujemy

f(k; l, ν) = −2
sin[x(l1 − ν1)]

l1 − ν1

(W1 + iν3W3), (5.40)

b±1 = 2q3Z
√

1∓ l1(πk)1/2e−iπ/4e∓ixl1 . (5.41)

Równania (5.36) oraz (5.40) opisuj¡ rozwi¡zanie dla strefy falowej niejednorodno±ci (w
polu dalekim), natomiast równania (5.19), (5.37) oraz (5.41) opisuj¡ rozwi¡zanie w okolicach
ko«ców niejednorodno±ci. Rozwi¡zania te obowi¡zuj¡ dla zakresu wysokich cz¦stotliwo±ci,
kiedy dªugo±¢ fali u»ytej w badaniach jest maªa w porównaniu z dªugo±ci¡ niejednorodno±ci.

5.4. Wnioski

W podrozdziale 5.1 zostaªy wprowadzone efektywne warunki brzegowe upraszczaj¡ce
znacz¡co drugie zagadnienie przedstawione w podrozdziale 3.1, co prowadzi do skrócenia
czasu potrzebnego do uzyskania rozwi¡zania zagadnienia.

W podrozdziale 5.2 zostaª wyprowadzony ukªad mocno osobliwych równa« caªkowych dla
niewiadomych funkcji Φ1(x1) oraz Φ3(x1).

W podrozdziale 5.3 ukªad ten zostaª rozwi¡zany przy u»yciu metody Wienera-Hopfa,
co pozwoliªo uzyska¢ analityczne wzory dla funkcji Φ1(x1) oraz Φ3(x1). Po podstawieniu
tych wzorów do równania (3.35) uzyskano dla pola dalekiego poszukiwany model (wzory
(5.36) oraz (5.40)) fali rozproszonej na cienkim pªaskim wª¡czeniu w materiale spr¦»ystym
dla drugiego zagadnienia przedstawionego w podrozdziale 3.1.



Rozdziaª 6

Wery�kacja przedstawionych modeli

W celu wery�kacji przedstawionych modeli musimy dowie±¢, »e wprowadzenie efekty-
wnych warunków brzegowych (4.11) oraz (5.1)-(5.2) nie powoduje wprowadzenia bl¦dów
do modelu wi¦kszych od ε a tak»e udowodni¢, »e analityczne rozwi¡zanie ukªadów równa«
caªkowych (4.21),(4.25),(4.27) oraz (5.15) daje wyniki zgodne z numerycznym rozwi¡zaniem
tych równa«.

6.1. Wery�kacja efektywnych warunków brzegowych

6.1.1. Wery�kacja efektywnych warunków brzegowych dla cienkiej pªaskiej
niejednorodno±ci

W celu wery�kacji efektywnych warunków brzegowych rozpatrzymy przypadek niesko«c-
zonej cienkiej warstwy o grubo±ci h = const. Dla tego przypadku do obliczenia Φβ(x1), β =

1, 3 mo»e zosta¢ u»yta metoda Fouriera.
Wykorzystuj¡c efektywne warunki brzegowe (4.11) dla niesko«czonej cienkiej warstwy

uzyskujemy
Φβ(x1) =

qβm exp (ikl1x1)

1− ZβmLβ(l1)
. (6.1)

Z drugiej strony stosuj¡c metod¦ Fouriera do zagadnienia brzegowego (3.1),(3.3)-(3.6)
dla niesko«czonej cienkiej warstwy uzyskujemy

Φ1(x1) = A0
−2km [Z1s(m) cos2 θ1 cos (ml3)− l23 cosh (mγ1)si(ml3)]

cosh (mγ1)− Z1mL1(l1)s(m)
eikl1x1 , (6.2)

Φ3(x1) = A0

−2iml3si(ml3)
[
cosh (mγ1)− Z3si

−1(ml3)s(m) cos (ml3)
]

cosh (mγ1)− Z3mL3(l1)s(m)
eikl1x1 ,

s(m) =
sinh (mγ1)

mγ1

, si(x) =
sin x

x
, sin θ1 = ξ sin θ0, γ1 =

√
l21 − ξ−2.

Dla dowolnych maªych warto±ci falowej grubo±ci warstwy max(kh, k0h) ¿ 1 równanie (6.2)
przyjmuje posta¢

Φ1(x1) = A0
−2km (Z1 cos2 θ1 − l23)

1− Z1mL1(l1)
eikl1x1 , Φ3(x1) = A0

−2iml3 (1− Z3)

1− Z3mL3(l1)
eikl1x1 . (6.3)
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Równanie (6.3) jest identyczne z równaniem (6.1) oraz maksymalne bª¦dy wynikaj¡ce z
zastosowania efektywnych warunków brzegowych (4.11) s¡ mniejsze od ε dla dowolnych me-
chanicznych parametrów materiaªu oraz wª¡czenia.

Dla przypadku niesko«czonej cienkiej warstwy efektywne rarunki brzegowe (4.3) (sªaba
niejednorodno±¢), (4.5) (mi¦kkie wª¡czenie) oraz (4.6) (wª¡czenie o du»ej sztywno±ci) przyj-
muj¡ posta¢ odpowiednio

Φ1(x1) = −2A0km
(
Z1 cos2 θ1 − l21

)
eikl1x1 , Φ3(x1) = −2A0iml3 (1− Z3) eikl1x1 , (6.4)

Φ1(x1) = 0, Φ3(x1) = 2A0
iml3Z3

1− Z3mL3(l1)
eikl1x1 (6.5)

oraz
Φ1(x1) = −2A0

kmZ1 cos2 θ1

1− Z1mL1(l1)
eikl1x1 , Φ3(x1) = 0. (6.6)

Rysunek 6.1. Wpªyw efektywnych warunków brzegowych na warto±¢ znormalizowanego wspóªczyn-
nika odbicia. Znormalizowany wspóªczynnik odbicia jako funkcja lgγ dla θ0 = 0.

Na rys. 6.1 oraz rys. 6.2 zostaªa przedstawiona warto±¢ znormalizowanego wspóªczynnika
odbicia A−1

0 |V |, V = 1
2

[
Φ3(0) + 1

ik cos θ0
Φ1(0)

]
w funkcji lgγ dla ρ0/ρ = γ1/2, kh = 0.05, θ0 =

0 oraz θ0 = π/4 dla fali odbitej od niesko«czonej cienkiej warstwy. Dokªadne rozwi¡zanie
zostaªo przedstawione razem z trzema przybli»eniami (6.1), (6.6), (6.5). Jak wida¢ wyniki
uzyskane przy u»yciu efektywnych warunków brzegowych (4.5) dla niesko«czonej cienkiej
warstwy s¡ zgodne z dokladnym rozwi¡zaniem tylko kiedy lgγ ≤ −0.5, natomiast wyniki
uzyskane przy u»yciu efektywnych warunków brzegowych (4.6) dla niesko«czonej cienkiej
warstwy s¡ zgodne z dokladnym rozwi¡zaniem tylko kiedy lgγ > 0.5. Warunki brzegowe
(4.11) u»yte do niesko«czonej cienkiej warstwy s¡ zgodne z dokªadnym rozwi¡zaniem dla
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Rysunek 6.2. Wpªyw efektywnych warunków brzegowych na warto±¢ znormalizowanego wspóªczyn-
nika odbicia. Znormalizowany wspóªczynnik odbicia jako funkcja lgγ dla θ0 = π/4.

caªego zakresu warto±ci lgγ. Na rys. 6.3 zostaªa przedstawiona warto±¢ |V1 = V (A0kh)−1| w
funkcji lgγ dla θ0 = 0. Dokªadne rozwi¡zanie zostaªo przedstawione razem z dwoma przy-
bli»eniami (6.1) oraz (6.4). Jak wida¢ wyniki uzyskane przy u»yciu efektywnych warunków
brzegowych (6.4) s¡ zgodne z dokladnym rozwi¡zaniem tylko kiedy −1 ≤ lgγ ≤ 2. Warunki
brzegowe (6.1) s¡ zgodne z dokªadnym rozwi¡zaniem dla caªego zakresu warto±ci lgγ.

6.1.2. Wery�kacja efektywnych warunków brzegowych dla cienkiej pªaskiej
sztywno podpartej niejednorodno±ci

Tak jak powy»ej w celu wery�kacji efektywnych warunków brzegowych (5.1)-(5.2) rozpa-
trzymy przypadek niesko«czonej cienkiej warstwy o grubo±ci h = const do którego mo»emy
u»y¢ metod¦ Fouriera.

Wykorzystuj¡c efektywne warunki brzegowe (5.1)-(5.2) dla niesko«czonej cienkiej warstwy
uzyskujemy warto±¢ amplitudy fali rozproszonej na tej warstwie [49]:

f(k; l, ν) = −1− ikhl3γ
−1

1 + ikhl3γ−1
. (6.7)

Z drugiej strony stosuj¡c metod¦ Fouriera do zagadnienia brzegowego (3.1), (3.3)-(3.4),
(3.7)-(3.8) dla niesko«czonej cienkiej warstwy uzyskujemy

f(k; l, ν) = −cos θ2 − iξγ−1l3 tan(k0h cos θ2)

cos θ2 + iξγ−1l3 tan(k0h cos θ2)
, sin θ2 =

kl1
k0

. (6.8)
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Rysunek 6.3. Wpªyw efektywnych warunków brzegowych na warto±¢ znormalizowanego wspóªczyn-
nika odbicia. |V1| = |V |(A0kh)−1 jako funkcja lgγ dla θ0 = π/4.

Dla dowolnych maªych warto±ci falowej grubo±ci warstwy max(kh, k0h) ¿ 1 równanie (6.8)
przyjmuje posta¢

f(k; l, ν) = −cos θ2 − iξγ−1l3k0h cos θ2

cos θ2 + iξγ−1l3k0h cos θ2

. (6.9)

Równanie (6.9) jest identyczne z równaniem (6.7) oraz maksymalne bª¦dy wynikaj¡ce z
zastosowania efektywnych warunków brzegowych (5.1)-(5.2) s¡ mniejsze od ε dla dowolnych
mechanicznych parametrów materiaªu oraz wª¡czenia.

6.2. Porównanie analitycznego oraz numerycznego rozwi¡zania
równania caªkowego dla cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci

6.2.1. Numeryczne rozwi¡zanie mocno osobliwego równania caªkowego przy
u»yciu metody Galerkina dla przypadku mi¦kkiej niejednorodno±ci

Do wery�kacji modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w
materiale spr¦»ystym dla przypadku mi¦kkiej niejednorodno±ci przedstawimy numeryczne
rozwi¡zanie równania (4.25) i porównamy uzyskane wyniki z wyj±ciem modelu. Zgodnie
ze schematem metody Galerkina zaprezentowanym w rozdziale 2 przedstawimy nieznan¡
funkcj¦ Φ3(x1) wyst¦puj¡c¡ w równaniu (4.25) w postaci kombinacji liniowej wielomianów
Czebyszewa pierwszego rodzaju [51], [52]

Ψm(x1) = sin(m arccos(x1/a)) (6.10)
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w sposób nast¦puj¡cy [88], [43]:

Φ3(x1) = q3

∞∑

m=1

amΨm(x1), (6.11)

gdzie am s¡ nieznanymi wspóªczynnikami. W celu wyznaczenia am podstawimy wzór (6.11)
do równania (4.25) oraz wprowadzimy zamiany zmniennych: x1 = au oraz p = ap′. W ten
sposób uzyskujemy algebraiczny ukªad równa« liniowych dla niewiadomych zmiennych am

∞∑

m=1

amΨm(u) + Z3x
1

2π

∫ 1

−1

∞∑

m=1

amΨm(p)
∫

Γ
γ(α)eix(u−p)αdαdp = eixl1u. (6.12)

Podstawiaj¡c zale»no±¢ [125], [2]
∫ 1

−1
Ψm(p)e−ixpαdp = (−i)m−1πm

Jm(αx)

αx
(6.13)

do równania (6.12) uzyskujemy
∞∑

m=1

amΨm(u) + Z3x
1

2π

∫

Γ
γ(α)

∞∑

m=1

ameixuα(−i)m−1πm
Jm(αx)

αx
dα = eixl1u. (6.14)

Wyst¦puj¡ca w równaniach (6.13) oraz (6.14) funkcja Jm jest cylindryczn¡ funkcj¡ Bessela
m-tego rz¦du. Mno»¡c obustronnie równanie (6.14) przez Ψn(u), a nast¦pnie caªkuj¡c obus-
tronnie to równanie po zmiennej u w przedziale [−1, 1] uzyskujemy

∞∑

m=1

am

∫ 1

−1
Ψm(u)Ψn(u)du +

Z3

2

∞∑

m=1

(−i)m−1mam

∫

Γ

γ(α)Jm(αx)

α

∫ 1

−1
eixuαΨn(u)dαdu =

(6.15)
=

∫ 1

−1
eixl1uΨn(u)du.

Podstawiaj¡c zale»no±¢ [125], [2]
∫ 1

−1
Ψn(u)eixuαdu = (i)n−1πn

Jn(αx)

αx
(6.16)

do lewej i prawej strony równania (6.15) uzyskujemy
∞∑

m=1

am

∫ 1

−1
Ψm(u)Ψn(u)du +

Z3

2

∫

Γ

γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα

1

x

∞∑

m=1

am(−i)m−1m(i)n−1nπ =

(6.17)
= (i)n−1nπ

Jn(xl1)

xl1
.

Podstawiaj¡c wzór (6.10) do pierwszej caªki wyst¦puj¡cej w lewej stronie równania (6.17)
oraz zaznaczaj¡c t¦ caªk¦ Cmn uzyskujemy

Cmn =
∫ 1

−1
Ψm(u)Ψn(u)du =

∫ 1

−1
sin(m arccos u) sin(n arccos u)du. (6.18)
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Wprowadzaj¡c zamian¦ zmiennych u = cos ϑ w (6.18) uzyskujemy

Cmn =
1

π

∫ π

0
sin(mϑ) sin(nϑ) sin ϑdϑ. (6.19)

Zaznaczaj¡c drug¡ caªk¦ wyst¦puj¡c¡ w lewej stronie równania (6.17)

Imn =
1

2

∫

Γ

γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα (6.20)

oraz uwzgl¦dniaj¡c wzór (6.19) mo»emy ukªad równa« (6.17) zapisa¢ nast¦puj¡co:
N∑

m=1

am

[
Cmn +

Z3

x
mn(i)n−mImn

]
= n(i)n−1π

Jn(xl1)

xl1
. (6.21)

W ukªadzie liniowych algebraicznych równa« (6.21) wyst¦puje N równa«. W celu uzyska-
nia dobrej dokªadno±ci dla ka»dej warto±ci bezwymiarowej liczby falowej x = ka wystarczy
ustali¢ liczb¦ równa« N = 2x.

Uzyskane wspóªczynniki am podstawiamy do wzoru (6.11) i w ten sposób uzyskujemy
warto±¢ funkcji Φ3(x1), któr¡ nast¦pnie podstawiamy do wzoru (3.35). Wzór (3.35) przyjmuje
nast¦puj¡c¡ posta¢:

f(k; l, ν) = −
∫ a

−a
Φ3(y1)ikν3e

−ikν1y1dy1 = −ixν3

N∑

m=1

am

∫ 1

−1
Φ3(y1)e

−ixν1y1dy1. (6.22)

Podstawiaj¡c zale»no±¢ (6.13) do wzoru (6.22) uzyskujemy

f(k; l, ν) = ν3πx
N∑

m=1

amm(−i)m Jm(xν1)

xν1

. (6.23)

Dla ka»dej warto±ci x przed rozwi¡zaniem ukªadu równa« (6.21) musimy obliczy¢ wszys-
tkie wsóªczynniki Cmn oraz Imn dla n = [1..N ] oraz m = [1..N ] co zajmuje wi¦cej czasu ni»
samo rozwi¡zywanie ukªadu równa«. Opªaca si¦ wi¦c sporz¡dzenie tablicy wspóªczynników
Cmn oraz Imn przed wªa±ciwym rozwi¡zywaniem ukªadu równa« (6.21). Poniewa» liczba rów-
na«, a wi¦c i liczba wspóªczynników zale»¡ od warto±ci x dla której chcemy uzyska¢ warto±¢
amplitudy f(k; l, ν)), to wielko±¢ tabeli wspóªczynników i czas potrzebny na zapeªnienie tej
tablicy równie» zale»¡ od warto±ci x. Dla du»ej warto±ci x czas potrzebny na wypeªnienie
tablicy wspóªczynników ukªadu równa« mo»e si¦ga¢ kilku dni na komputerach klasy PC.

6.2.2. Numeryczne rozwi¡zanie mocno osobliwego równania caªkowego przy
u»yciu metody kwadratur mechanicznych dla przypadku sztywnej
niejednorodno±ci

Zaczniemy od wprowadzenia nast¦puj¡cego oznaczenia we wzorze (4.11):

f(x1) =

(
∂2

∂x2
1

+ k2ξ−2

)
w(x1). (6.24)
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Podstawiaj¡c (6.24) do (4.11) po przeprowadzeniu przeksztaªce« uzyskujemy

f(x1) = − Φ1(x1)

ξ22Z1mk−1
+

h

2Z1mk−1ξ2

(
∂2

∂x2
1

+ k2

)
ui(x1)

lub uwzgl¦dniaj¡c de�nicje Z1 oraz m:

f(x1) = −Φ1(x1)(hγ)−1 + γ−1

(
∂2

∂x2
1

+ k2

)
ui(x1). (6.25)

Rozpatrzmy równanie falowe dla przypadku jednostkowego punktowego ¹ródªa zaburze«
umieszczonego w punkcie y:

(
∂2

∂x2
1

+ k2ξ−2

)
ε(x,y) = δ(x− y).

Rozwi¡zaniem tego równania (zwanego równaniem podstawowym) jest funkcja

ε(x,y) =
1

2ikξ−1
eikξ−1|x−y|. (6.26)

W celu uzyskania rozwi¡zania równania falowego z niezerow¡ praw¡ stron¡ musimy pom-
no»y¢ (6.26) przez praw¡ stron¦ równania. W naszym przypadku funkcja f(x1) w (6.24)
jest okre±lona na powierzchni niejednorodno±ci, dlatego w rozwi¡zaniu trzeba uwzgl¦dni¢
caªkowanie funkcji f(x1) po powierzchni niejednorodno±ci. Uzyskujemy w ten sposób dla
w(x1):

w(x1) = c1 cos(kξ−1x1) + c2 sin(kξ−1x1) +
∫ a

−a
f(y1)

1

2ikξ−1
eikξ−1|x1−y1|dy1. (6.27)

Warto±¢ pochodnej po x1 funkcji w(x1) wynosi

∂w(x1)

∂x1

= −kξ−1c1 sin(kξ−1x1) + kξ−1c2 cos(kξ−1x1) +
∫ a

−a
f(y1)

1

2ikξ−1
ikξ−1eikξ−1|x1−y1|dy1.

W celu wyznaczenia staªych c1 oraz c2 uwzgl¦dnimy warunki na ko«cach wª¡czenia (4.27)

∂w(x1)

∂x1

∣∣∣∣∣
x1=a

= −kξ−1c1 sin(xξ−1)+kξ−1c2 cos(xξ−1)+
1

2

∫ a

−a
f(y1)e

ikξ−1|a−y1|dy1 = 0, (6.28)

∂w(x1)

∂x1

∣∣∣∣∣
x1=−a

= kξ−1c1 sin(xξ−1)+ kξ−1c2 cos(xξ−1)− 1

2

∫ a

−a
f(y1)e

ikξ−1|a+y1|dy1 = 0, (6.29)

Po dodaniu równa« (6.28) oraz (6.29) uzyskujemy

2kξ−1c2 cos(xξ−1) +
1

2
eixξ−1

∫ a

−a
f(y1)

[
e−ikξ−1y1 − eikξ−1y1

]
dy1 = 0,

i po uwzgl¦dnieniu wzorów Eulera uzyskujemy

c2 =
ieixξ−1

2kξ−1 cos(xξ−1)

∫ a

−a
f(y1) sin(kξ−1y1)dy1. (6.30)
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Odejmuj¡c równanie (6.28) od równania (6.29) uzyskujemy

2kξ−1c1 sin(xξ−1)− 1

2
eixξ−1

∫ a

−a
f(y1)

[
eikξ−1y1 + e−ikξ−1y1

]
dy1 = 0,

i po uwzgl¦dnieniu wzorów Eulera uzyskujemy

c1 =
ieixξ−1

2kξ−1 sin(xξ−1)

∫ a

−a
f(y1) cos(kξ−1y1)dy1. (6.31)

Podstawiaj¡c wzory (6.30) oraz (6.31) do (6.27) uzyskujemy

w(x1) =
exξ−1

2kξ−1 sin(xξ−1)

∫ a

−a
f(y1) cos(kξ−1y1)dy1 cos(kξ−1x1)+ (6.32)

+
ieixξ−1

2kξ−1 cos(xξ−1)

∫ a

−a
f(y1) sin(kξ−1y1)dy1 sin(kξ−1x1) +

1

2ikξ−1

∫ a

−a
f(y1)e

ikξ−1|x1−y1|dy1.

Wprowadzamy funkcj¦ g(x, y1, x1):

g(x, y1, x1) =
exξ−1

sin(xξ−1)
cos(kξ−1y1) cos(kξ−1x1)+ (6.33)

+
ieixξ−1

cos(xξ−1)
sin(kξ−1y1) sin(kξ−1x1)− ieikξ−1|x1−y1|dy1.

Po przeprowadzeniu zamiany zmiennej caªkowania i po uwzgl¦dnieniu de�nicji funkcji g(x, y1, x1)

wzór (6.32) mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡co:

w(u) =
a2

2xξ−1

∫ 1

−1
f(p)g(x, p, u)dp. (6.34)

Korzystaj¡c z zale»no±ci

w(u) = ui(u)− a

4π

∫ 1

−1
dp

∫

Γ
dα

Φ1(p)

γ(α)
eiαx(u−p)dα

oraz korzystaj¡c z zale»no±ci (6.25) uzyskujemy

− a2

2xξ−1

∫ 1

−1

[
Φ1(p)(hγ)−1

]
g(x, p, t)dp +

a

4π

∫ 1

−1
dp

∫

Γ
dα

Φ1(p)

γ(α)
eiαx(t−p)+ (6.35)

+
a2

2xξ−1γ

∫ 1

−1

(
∂2

∂p2
+ k2

)
ui(p)g(x, p, t)dp = ui(t), |t| < 1.

Uwzgl¦dniaj¡c wzór (3.1) oraz obliczaj¡c drug¡ pochodn¡ po p funkcji fali padaj¡cej na
niejednorodno±¢ ui(p) zapiszemy (6.35) nast¦puj¡co

− a

2xξ−1hγ

∫ 1

−1
Φ1(p)g(x, p, t)dp +

1

4π

∫ 1

−1
dp

∫

Γ
dα

Φ1(p)

γ(α)
eiαx(t−p) = (6.36)

= − xl23
2ξ−1γ

∫ 1

−1
eixl1pg(x, p, t)dp + eixl1t.
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Przedstawimy nieznan¡ funkcj¦ Φ1(p) wyst¦puj¡c¡ w równaniu (6.36) w postaci kombi-
nacji liniowej wielomianów Czebysheva drugiego rodzaju w sposób nast¦puj¡cy [88], [43]:

Φ1(p) =
1√

1− p2

∞∑

m=0

amTm(p), (6.37)

gdzie am s¡ nieznanymi wspóªczynnikami. W celu wyznaczenia am podstawimy wzór (6.37)
do równania (4.36):

− a

2xξ−1hγ

∫ 1

−1

1√
1− p2

∞∑

m=0

amTm(p)g(x, p, t)dp+ (6.38)

+
1

4π

∫ 1

−1
dp

∫

Γ
dα

1√
1− p2

∞∑

m=0

amTm(p)
1

γ(α)
eiαx(t−p) = − xl23

2ξ−1γ

∫ 1

−1
eixl1pg(x, p, t)dp + eixl1t.

Mno»¡c obustronnie równanie (6.38) przez Tn(p)/
√

1− t2, a nast¦pnie caªkuj¡c obustronnie
to równanie po zmiennej t w przedziale [−1, 1] uzyskujemy

− a

2xξ−1hγ

∫ 1

−1
dp

∫ 1

−1
dt

1√
1− p2

√
1− t2

∞∑

m=0

amTm(p)Tn(p)g(x, p, t)+ (6.39)

+
1

4π

∫ 1

−1
dp

∫ 1

−1
dt

∫

Γ
dα

1√
1− p2

√
1− t2

∞∑

m=0

amTm(p)Tn(p)
1

γ(α)
eiαx(t−p) =

= − xl23
2ξ−1γ

∫ 1

−1
dp

∫ 1

−1
dt

Tn(p)√
1− t2

eixl1pg(x, p, t) +
∫ 1

−1

Tn(p)√
1− t2

eixl1tdt.

Korzystaj¡c z nast¦uj¡cych zale»no±ci [125], [2]
∫ 1

−1

Tm(p)√
1− p2

e−iαxpdp = πimJm(αx) (6.40)

oraz ∫ 1

−1

Tn(p)√
1− p2

eiαxpdp = π(−i)nJn(αx)

mo»emy przedstawi¢ równanie (6.39) w nast¦puj¡cej postaci

N∑

m=0

amImn = Cn, n = 0, 1, 2, ...N, (6.41)

Imn = − a

2xhξ−1γ
Bmn +

π

2
I(1)
mni

m−n, (6.42)

I(1)
mn =

1

2

∫

Γ

Jm(αx)Jn(αx)

γ(α)
dα, (6.43)

cn = − xl23
2ξ−1γ

∫ 1

−1

∫ 1

−1

eixl1pTn(t)√
1− t2

g(x, p, t)dpdt + π(−i)nJn(xl1), (6.44)

Bmn =
∫ 1

−1

∫ 1

−1

Tn(p)Tm(p)g(x, p, t)√
1− p2

√
1− t2

dpdt. (6.45)
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Zgodnie ze schematem post¦powania metody kwadratur mechanicznych zast¦pujemy caªkowanie
sum¡ warto±ci funkcji podcaªkowej w wyznaczonych punktach:

∫ 1

−1

f(u)√
1− u2

du ≈ π

N

N∑

k=1

f(xk), xk = cos
(2k − 1)π

2N
. (6.46)

Wykorzystuj¡c (6.46) zapisujemy (6.44) oraz (6.45) nast¦puj¡co:

cn = − xl23
2ξ−1γ

π

N

N∑

k=1

Tn(t)
∫ 1

−1
eixl1pg(x, p, xk)dp + π(−i)nJn(xl1), (6.47)

Bmn =
(

π

N

)2 N∑

k=1

N∑

j=1

g(x, xk, xj)Tm(xk)Tn(xj). (6.48)

Po przeprowadzeniu przeksztaªce« trygonometrycznych funkcj¦ g(x, p, u) mo»emy zapisa¢
nast¦puj¡co

g(x, p, t) = sin(xξ−1|t− p|) +
1

2 sin(2xξ−1)

[
cos[xξ−1(2− |t− p|)]+ (6.49)

+ cos[xξ−1(2 + |t− p|)] + 2 cos[xξ−1|t + p|]
]
.

W ukªadzie liniowych równa« algebraicznych (6.41) wyst¦puje N równa«. W celu uzyska-
nia dobrej dokªadno±ci dla ka»dej warto±ci bezwymiarowej liczby falowej x = ka wystarczy
ustali¢ liczb¦ równa« N = 2x.

Uzyskane wspóªczynniki am podstawiamy do wzoru (6.37) i w ten sposób uzyskujemy
warto±¢ funkcji Φ1(x1), któr¡ nast¦pnie podstawiamy do wzoru (3.35). Wzór (3.35) przyjmuje
nast¦puj¡c¡ posta¢:

f(k; l, ν) = −
∫ a

−a
Φ1(y1)e

−ikν1y1dy1 = −
N∑

m=0

am

∫ 1

−1
Tm(p)

e−ixν1p

√
1− p2

dp. (6.50)

Podstawiaj¡c zale»no±¢ (6.40) do wzoru (6.50) uzyskujemy

f(k; l, ν) = −π
N∑

m=0

am(i)mJm(xν1). (6.51)

Dla ka»dej warto±ci x przed rozwi¡zaniem ukªadu równa« (6.41) musimy obliczy¢ wszys-
tkie wsóªczynniki Cn, Bmn oraz I(1)

mn dla n = [0..N ] oraz m = [0..N ], co zajmuje wi¦cej czasu
ni» samo rozwi¡zywanie ukªadu równa«. Opªaca si¦ wi¦c sporz¡dzenie tablicy wspóªczyn-
ników Cn, Bmn oraz I(1)

mn przed wªa±ciwym rozwi¡zywaniem ukªadu równa« (6.41). Poniewa»
liczba równa«, a wi¦c i liczba wspóªczynników zale»¡ od warto±ci x dla której chcemy uzyska¢
warto±¢ amplitudy f(k; l, ν)), to wielko±¢ tabeli wspóªczynników i czas potrzebny na zapeªnie-
nie tej tabliczy równierz zale»¡ od warto±ci x.
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6.2.3. Numeryczne rozwi¡zanie mocno osobliwego równania caªkowego dla
przypadku dowolnego stosunku wªa±ciwo±ci mechanicznych
niejednorodno±ci i materiaªu

Dla dowolnego stosunku wªa±ciwo±ci mechanicznych niejednorodno±ci i materiaªu wzór
(3.35) przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

f(k; l, ν) = −π
N∑

m=0

am(i)mJm(xν1) + ν3πx
N∑

m=1

amm(−i)m Jm(xν1)

xν1

. (6.52)

6.2.4. Porównanie analitycznego oraz numerycznego rozwi¡zania równania
caªkowego dla cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci

Warto±¢ amplitudy fali rozproszonej mo»e by¢ u»yta do okre±lenia czynnego przekroju
rozpraszania fali na cienkim pªaskim wª¡czeniu w materiale spr¦»ystym. Czynny przekroj
rozpraszania jest stosunkiem energii odbitej od wª¡czenia w wybranym kierunku do caªkow-
itaej energii, któr¡ niesie fala padaj¡ca na wª¡czenie. Czynny przekroj rozpraszania jest
obliczany wedªug nast¦puj¡cego wzoru:

σ(θ0) =
1

A0k
Imf(k; l, l). (6.53)

Na rysunkach rys. 6.4-6.6 przedstawione s¡ wykresy bezwymiarowego czynnego przekroju
rozpraszania σ0 = σ(θ0)/2a w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x dla ró»nych k¡tów
obserwacji. Do obliczenia warto±ci bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania zostaªa
u»yta warto±¢ amplitudy fali rozproszonej u»yskana numerycznie (wzór 6.52) oraz przy u»yciu
zaprezentowanego w rozprawie modelu (wzór 4.85). Jak wida¢ na rys. 6.4 dla θ0 = 0

zaprezentowany w rozprawie model pozwala uzyska¢ dobr¡ dokªadno±¢ dla zakresu warto±ci
bezwymiarowej liczby falowej x zaczynaj¡cego si¦ od 2. Dla wi¦kszych k¡tów obserwacji
zaprezentowany w rozprawie model pozwala uzyska¢ dobr¡ dobr¡ dokªadno±¢ dla zakresu
warto±ci x zaczynaj¡cego si¦ od nieco wi¦kszych warto±ci x (6.5, 6.6).
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Rysunek 6.4. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej x dla θ0 = 0 oraz µ0 = 0.2 · 109Pa, ρ0 = 920kg/m3, µ = 27 · 109Pa, ρ = 10600kg/m3.

Rysunek 6.5. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej x dla θ0 = π/4 oraz µ0 = 0.2 ·109Pa, ρ0 = 920kg/m3, µ = 27 ·109Pa, ρ = 10600kg/m3.
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Rysunek 6.6. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej x dla θ0 = π/3 oraz µ0 = 0.2 ·109Pa, ρ0 = 920kg/m3, µ = 27 ·109Pa, ρ = 10600kg/m3.
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6.3. Porównanie analitycznego oraz numerycznego rozwi¡za«
ukªadów równa« caªkowych dla cienkiej pªaskiej sztywno
podpartej niejednorodno±ci

6.3.1. Numeryczne rozwi¡zanie ukªadu mocno osobliwych równa« caªkowych
przy u»yciu metody Galerkina

Do wery�kacji modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej sztywno podpartej
niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym przedstawimy numeryczne rozwi¡zanie ukªadu rów-
na« (5.15) i porównamy uzyskane wyniki z wyj±ciem modelu. Zgodnie ze schematem metody
Galerkina zaprezentowanym w rozdziale 2 przedstawimy nieznane funkcje Φ1(x1) oraz Φ3(x1)

wyst¦puj¡ce w ukªadzie równa« (5.15) w postaci kombinacji liniowej wielomianów ortogo-
nalnych Jacobiego w sposób nast¦puj¡cy [43], [53], [86], [88]:

Φ1(x1) = q1(1− p2)µ1

∞∑

n=0

an1P
(µ1,µ1)
n (p), p = x1/a, (6.54)

oraz
Φ3(x1) = q3(1− p2)µ3

∞∑

n=0

an3P
(µ3,µ3)
n (p), (6.55)

gdzie an1 oraz an3 s¡ niewiadomymi wspóªczynnikami, natomiast funkcje P (µ1,µ1)
n (p) oraz

P (µ3,µ3)
n (p) s¡ wielomianami ortogonalnymi Jacobiego. Staªe µβ okre±lone przez równania

(5.19) oraz (5.20): µ1 = −3/4, µ3 = 1/4 dla γ0 = O(ε) oraz µ1 = −3/2, µ3 = 1/2 dla
γ0 = o(ε−1) i γ0 = O(1). W celu wyznaczenia an1 oraz an3 podstawimy wzory (6.54) oraz
(6.55) do ukªadu równa« (5.15) oraz wprowadzimy zamian¦ zmniennych x1 = ua. W ten
sposób pierwsze równanie ukªadu (5.15) przyjmuje posta¢ algebraicznego ukªadu równa«
liniowych dla niewiadomych wspóªczynników an1 oraz an3

q1(1− u2)µ1

∞∑

n=0

an1P
(µ1,µ1)
n (u) +

kq1

Z

∞∑

n=0

an1

∫ 1

−1
(1− p2)µ1P (µ1,µ1)

n (p)K3(k|u− p|)dp− (6.56)

−kq3

∞∑

n=0

an3

∫ 1

−1
(1− p2)µ3P (µ3,µ3)

n (p)K1(k|u− p|)dp = q1e
ikl1u.

Mno»¡c obustronnie równanie(6.56) przez
√

1− u2Um(u), gdzie Um(u) jest ortogonalnym
wielomianem Czebyszewa drugiego rodzaju, a nast¦pnie caªkuj¡c obustronnie to równanie
po zmiennej u w przedziale [−1, 1] uzyskujemy

q1

∞∑

n=0

an1

∫ 1

−1
(1− u2)µ1+1/2P (µ1,µ1)

n (u)Um(u)du+ (6.57)

+
kq1

Z

∞∑

n=0

an1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
(1− p2)µ1P (µ1,µ1)

n (p)K3(k|u− p|)dp
√

1− u2Um(u)du−
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−kq3

∞∑

n=0

an3

∫ 1

−1

∫ 1

−1
(1− p2)µ3P (µ3,µ3)

n K1(k|u− p|)dp
√

1− u2Um(u)du =

= q1

∫ 1

−1

√
1− u2Um(u)eikl1udu,

lub po wprowadzeniu de�nicji funkcji K1(k|u− p|) oraz K3(k|u− p|)

q1

∞∑

n=0

an1

∫ 1

−1
(1− u2)µ1+1/2P (µ1,µ1)

n (u)Um(u)du+ (6.58)

+
kq1

2πZ

∞∑

n=0

an1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
(1− p2)µ1P (µ1,µ1)

n (p)
∫

Γ

eikuαe−ikpαdα

γ(α)
dp
√

1− u2Um(u)du−

−kq3

2π

∞∑

n=0

an3

∫ 1

−1

∫ 1

−1
(1− p2)µ3P (µ3,µ3)

n (p)
∫

Γ
eikuαe−ikpαγ(α)dαdp

√
1− u2Um(u)du =

= q1

∫ 1

−1

√
1− u2Um(u)eikl1udu.

Wykorzystuj¡c w ukªadzie równa« (6.58) oraz do drugiego równania w ukªadzie równa«
(5.15) nast¦puj¡ce zale»no±ci [125],[2]

∫ 1

−1

√
1− u2Um(u)eikuαdu =

π

αx
im(m + 1)Jm+1(αx),

gdzie x = ka, Jm jest cylindryczn¡ funkcj¡ Bessela m-tego rz¦du, oraz

e−ikpα =
2

αk

∞∑

j=0

(−i)j(j + 1)Jj+1(αk)Uj(p)

uzyskujemy algebraiczny ukªad równa« liniowych dla niewiadomych wspóªczynników an1

oraz an3 ∞∑

n=0

[
an,1(Anm,1 +

Bnm,1

Zx
)− an,3q

−1
0 Bnm,2

]
= bm, (6.59)

∞∑

n=0

[
an,3Anm,3 + an,1

q0

x
Bnm,1

]
= bm, m = 0, 1, 2, . . . , (6.60)

Bmn,β = (m + 1)
∞∑

j=0

im−j(j + 1)Bβ
njImj,β, q0 =

q1

q3

, β = 1, 3,

B1
nj =

∫ 1

−1
(1− p2)µ1P (µ1,µ1)

n (p)Uj(p)dp, B3
nj =

∫ 1

−1
(1− p2)µ3P (µ3,µ3)

n (p)Uj(p)dp,

Anm,1 =
∫ 1

−1
(1− p2)µ3P (µ1,µ1)

n (p)Um(p)dp, Anm,3 =
∫ 1

−1
(1− p2)µ1P (µ1,µ1)

n (p)Um(p)dp,

Imn,1 =
1

2

∫

Γ

1

γ(α)
Jm+1(xα)Jn+1(xα)α−2dα, Imn,3 =

1

2

∫

Γ
γ(α)Jm+1(xα)Jn+1(xα)α−2dα,

bm =
π

xl1
im(m + 1)Jm+1(xl1).

Uzyskane wspóªczynniki an1 oraz an3 podstawiamy odpowiednio do wzorów (6.54) oraz (6.55)
i w ten sposób uzyskujemy warto±ci funkcji Φ1(x1) oraz Φ3(x1), które nast¦pnie podstawiamy
do wzoru (3.35).
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6.3.2. Porównanie analitycznego oraz numerycznego rozwi¡zania równania
caªkowego dla cienkiej pªaskiej sztywno podpartej niejednorodno±ci

Na rysunkach rys. 6.7-6.9 przedstawione s¡ wykresy bezwymiarowego czynnego przekroju
rozpraszania σ0 w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x dla ró»nych k¡tów obserwacji. Do
obliczenia warto±ci bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania zostaªa u»yta warto±¢
amplitudy fali rozproszonej u»yskana numerycznie oraz przy u»yciu zaprezentowanego w
rozprawie modelu (wzór 5.36). Jak wida¢ na rys. 6.7 oraz 6.8 dla θ0 = 0 oraz θ0 = π/4

zaprezentowany w rozprawie model pozwala uzyska¢ dobr¡ dokªadno±¢ dla zakresu warto±ci
bezwymiarowej liczby falowej x zaczynaj¡cego si¦ od 5. Dla θ0 = π/3 zaprezentowany w
rozprawie model pozwala uzyska¢ dobr¡ dokªadno±¢ dla zakresu warto±ci x zaczynaj¡cego
si¦ od nieco wi¦kszych warto±ci x (rys. 6.9).

Rysunek 6.7. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej x dla θ0 = 0 oraz µ0 = 1.9 · 109Pa, ρ0 = 1100kg/m3, µ = 80 · 109Pa, ρ = 7800kg/m3.

6.4. Wnioski

W rozdziale tym zamieszczono wery�kacj¦ modeli przedstawionych w rozdziale 4 oraz w
rozdziale 5. Wyniki podrozdziaªów 6.1.1, 6.1.2, 6.2.4 oraz 6.3.2 stanowi¡ dowód zasadno±ci
przedstawionych w rozprawie modeli.
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Rysunek 6.8. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej x dla θ0 = π/4 oraz µ0 = 1.9 ·109Pa, ρ0 = 1100kg/m3, µ = 80 ·109Pa, ρ = 7800kg/m3.

Rysunek 6.9. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej x dla θ0 = π/3 oraz µ0 = 1.9 ·109Pa, ρ0 = 1100kg/m3, µ = 80 ·109Pa, ρ = 7800kg/m3.



Rozdziaª 7

Symulacja komputerowa zjawiska rozpraszania
SH fali na cienkiej niejednorodno±ci w materiale
spr¦»ystym

7.1. Pakiet Mathematica

Do zaimplementowania przedstawionych w rozprawie algorytmów zostaª u»yty j¦zyk
programowania Java oraz pakiet Mathematica. Mathematica jest wiod¡cym narz¦dziem
na rynku oprogramowania wykorzystywanego do wykonywania ró»nego rodzaju oblicze«,
tworzenia modeli matematycznych zagadnie« z ró»nych dziedzin nauki i techniki, tworzenia
symulacji i wizualizacji ró»nych procesów ci¡gªych oraz dyskretnych [10], [11], [18], [19], [23],
[24], [27], [31], [37], [67], [68], [91], [92], [99], [101], [102], [104], [123], [124], [134], [137], [139],
[140], [141], [142], [143], [151], [152], [153], [157].

Mathematica zawiera olbrzymi¡ bibliotek¦ zaimplementowanych algorytmów i metod
numerycznych do rozwi¡zywania matematycznych problemów z bardzo szerokiego zakresu.
Narz¦dzie to pozwala na automatyczny dobór algorytmu do konkretnego zagadnienia. Pozwala
równie» na wskazanie wybranej metody lub algorytmu. Mathematica zawiera równie» de�nicje
funkcji specjalnych, na przykªad takich jak wielomiany Czebyszewa pierwszego i drugiego
rodzaju, cylindryczn¡ funkcj¦ Bessela lub funkcj¦ Rfc. Bardzo wa»n¡ cech¡ pakietu Math-
ematica jest numeryczne oraz analityczne obliczanie caªek oznaczonych, równie» zawieraj¡-
cych osobliwo±ci, wyznaczanie gªównej warto±ci Cauchiego. S¡ to cechy, które zdecydowaªy
o wyborze pakietu Mathematica jako narz¦dzia do zaimplementowania przedstawionych w
rozprawie algorytmów.

Mathematica skªada si¦ z moduªu sªu»¡cego do wykonywania oblicze« (Mathematica
Kernel) oraz moduªu pozwalaj¡cego komunikowa¢ si¦ z u»ytkownikiem, pobiera¢ dane oraz
wypisywa¢ lub kre±li¢ wyniki (tzw. Mathematica FrontEnd).

Pakiet Mathematica dost¦pny jest dla wielu platform sprz¦towo-systemowych, co umo»li-
wia uruchamianie aplikacji stworzonych w tym narz¦dziu na szerokiej gamie systemów kom-
puterowych bez konieczno±ci wprowadzania jakichkolwiek zmian do kodu aplikacji.

Mathematica umo»liwia tworzenie wizualizacji danych uzyskanych w procesie symulacji.
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Posiada równie» mo»liwo±¢ wspóªpracy z zewn¦trznymi programami bardziej przystosowanymi
do tworzenia ró»nego rodzaju wizualizacji oraz animacji.

7.2. J¦zyk programowania Java

J¦zyk programowania Java zostaª stworzony przez �rm¦ Sun Microsystems jako j¦zyk
programowania umo»liwiaj¡cy tworzenie aplikacji przeznaczonych dla wielu urz¡dze« oraz
platform sprz¦towo-systemowych. Podstawowym zaªo»eniem twórców Javy byªo umo»li-
wienie programistom tworzenia kodu, który bez »adnych zmian b¦dzie dziaªaª na ró»nych
urz¡dzeniach, pod kontrol¡ ró»nych systemów operacyjnych. Staªo si¦ to mo»liwe dzi¦ki
wprowadzeniu dodatkowej warstwy oprogramowania pomi¦dzy systemem operacyjnym a pro-
gramami stworzonymi w Javie. Ta dodatkowa warstwa oprogramowania nazywa si¦ JVM,
czyli Wirtualna Maszyna Javy. JVM tªumaczy tak zwany byte-code programów stworzonych
w Javie na kod maszynowy sprz¦tu na którym dziaªa. Umo»liwia to uruchomienie tej samej
aplikacji napisanej w Javie na dowolnym urz¡dzeniu (nie koniecznie komputerze) posiada-
j¡cym JVM. Jak si¦ okazaªo pomysª twórców Javy byª bardzo udany. W tej chwili j¦zyk
programowania Java jest jednym z najbardziej popularnych j¦zyków programowania ci¡gle
pozyskuj¡cym nowe dziedziny informatyki, w których znajduje zastosowanie [12], [20], [25],
[26], [28], [34], [35], [36], [39], [58], [63], [64], [69], [70], [71], [89], [90], [93], [94], [100], [110],
[133], [135], [136], [138], [150], [156].

W chwili obecnej jedn¡ z najwi¦kszych zalet Javy jest jej popularno±¢ oraz fakt, i» coraz
wi¦cej producentów oprogramowania doª¡cza do swoich programów mo»liwo±¢ wspóªpracy
z aplikacjami stworzonymi w Javie. Pozwala to na wykorzystywanie Javy jako narz¦dzia
integruj¡cego oprogramowanie ró»nych producentów oraz jako integratora rozbudowanych
systemów informatycznych. Pakiet Mathematica posiada specjalny interfejs J/Link pozwala-
j¡cy na wspóªprac¦ z zewn¦trznymi programami stworzonymi w Javie. Daje to mo»liwo±¢
tworzenia w Javie aplikacji pobieraj¡cych dane od u»ytkownika poprzez gra�czny interfejs
u»ytkownika, wysyªaj¡cych do pakietu Mathematica tych danych jako parametrów pewnych
modeli matematycznych zaimplementowanych w tym pakiecie, a nast¦pnie pobieraj¡cych
wyniki symulacji i przesyªaj¡cych te wyniki do innych aplikacji lub narz¦dzi gra�cznych.
Czyli stwarza to mo»liwo±¢ tworzenia w Javie aplikacji wykorzystywanych jako klej ª¡cz¡cy
pakiet Mathemaica oraz inne pakiety i programy w celu stworzenia wizualizacji ró»nych
procesów �zycznych.
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7.3. Interfejs J/Link

Interfejsem pakietu Mathematica pozwalaj¡cym na wspóªprac¦ z aplikacjami stworzonymi
w Javie jest J/Link. J/Link umo»liwia wysyªanie ró»nych danych do moduªu pakietu
Mathematica odpowiedzialnego za wykonywanie oblicze« z pomini¦ciem FrontEnd. Daje
to mo»liwo±¢ korzystania tylko z Mathematica Kernel jako ¹aawansowanego kalkulatora¹
pomini¦ciem pozostaªych skªadników pakietu Mathematica. Interfejs J/Link pozwala na:
� uruchomienie Mathematica Kernel,
� wczytanie przez Mathematica Kernel zawarto±ci ró»nych plików (w tym plików zawiera-

j¡cych de�nicje funkcji implementuj¡cych dowolny model matematyczny),
� przesªanie do Mathematica Kernel danych pobranych od u»ytkownika (np. parametrów

modelu matematycznego),
� wysªanie »¡dania wykonania przez Mathematica Kernel ró»nych oblicze« (np. wywoªanie

ró»nych funkcji implementuj¡cych model matematyczny),
� uzyskanie wyników oblicze« od Mathematica Kernel (np. wyników symulacji),
� zamkni¦cie Mathematica Kernel.

7.4. OpenGl

Do wizualizacji wyników zostaªa u»yta technologia OpenGL oraz biblioteka j¦zyka Java
Java3D, która obsªuguje t¦ popularn¡ technologi¦.

OpenGl jest pierwszym przeno±nym ±rodowiskiem programistycznym (bibliotek¡) do tworzenia
interaktywnych aplikacji dwu i trzy wymiarowych. OpenGl stanowi jedn¡ z podstawowych
bibliotek typu API (Application Programming Interface) obok DirectX powszechnie u»y-
wanych do wizualizacji i tworzenia precyzyjnych aplikacji gra�cznych [109], [111], [132].
Struktura OpenGl pozwala na tworzenie oprogramowania niezale»nego od platformy sprz¦-
towej. OpenGl wªo»yª olbrzymi wkªad w rozwój aplikacji, pozwalaj¡c wykorzysta¢ zaawan-
sowane techniki renderingu, teksturowania, efektów specjalnych i wszelkiego rodzaju funkcji
wizualizacyjnych. Niezale»no±¢ sprz¦towa i otwarto±¢ biblioteki pozwala na jej nieustanny
rozwój przez niezale»nych programistów z caªego ±wiata, jak i rozwój sprz¦tu wspomaga-
j¡cego operacje renderingu.

Technologia OpenGL speªnia zaªo»enia dotycz¡ce dost¦pno±ci aplikacji dla wielu plat-
form sprz¦towo-systemowych. Równie» pozwala w atrakcyjny sposób wizualizowa¢ uzyskane
wyniki. Dla systemów operacyjnych �rmy Microsoft mo»e by¢ równie» wykorzystana tech-
nologia DirectX.
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7.5. Aplikacja symuluj¡ca zjawisko rozpraszania SH fali na cienkiej
niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym

Schemat dziaªania aplikacji wykorzystuj¡cych przedstawione w rozprawie modeli jest ten
sam dla wszystkich aplikacji i bazuje si¦ na nast¦puj¡cych krokach [52], [85], [86]:
� po uruchomieniu wy±wietla gra�czny interfejs u»ytkownika stworzony przy pomocy stan-

dardowej biblioteki gra�cznych kontrolek Java
� u»ytkownik podaje parametry materiaªu oraz wª¡czenia
� program uruchamia moduª Mathematica Kernel pakietu Matematica
� do moduªu Mathematica Kernel zostaje wysªane »¡danie wczytania pliku de�nicji funkcji

implementuj¡cych przedstawione w rozprawie modele
� program wysyªa do Mathematica Kernel parametry podane przez u»ytkownika
� do moduªu Mathematica Kernel zostaje wysªane »¡danie uruchomienia wybranych funkcji

implementuj¡cych modele i wykonanie odpowiednich oblicze«
� moduªu Mathematica Kernel po wykonaniu oblicze« przesyªa wyniki do programu
� program wy±wietla wyniki oblicze« w postaci wykresów dwuwymiarowych oraz przy

wykorzystaniu technologii OpenGl wy±wietla wyniki w nowym oknie w postaci wykresów
trójwymiarowych posiadaj¡cych t¡ wªa±ciwo±¢, i» u»ytkownik mo»e przy pomocy myszki
obraca¢ wykres i ogl¡da¢ ten wykres pod dowolnym k¡tem
Program korzysta ze wzoru (4.85) dla pierwszego zagadnienia przedstawionego w po-

drozdziale 3.1 oraz ze wzorów (5.36) oraz (5.40)) dla drugiego zagadnienia przedstawionego w
podrozdziale 3.1 w celu obliczenia amplitudy fali rozproszonej na cienkim pªaskim wª¡czeniu
w materiale spr¦»ystym.

Na rys. 7.1 oraz rys. 7.2 przedstawione jest okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy
wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania σ0 = σ(θ0)/2a w funkcji bezwymi-
arowej liczby falowej x dla ró»nych warto±ci g¦sto±ci i wspóªczynnika spr¦»ysto±ci materiaªu
i wª¡czenia.

Warto±¢ amplitudy fali rozproszonej mo»e by¢ u»yta równie» do okre±lenia radarowego
przekroju skutecznego (RCS). Radarowy przekrój skuteczny jest obliczany wedªug nast¦pu-
j¡cego wzoru:

RCS(θ0) = 20 log

[ |f(k; l,−l)|
A0

]
. (7.1)

Na rys. 7.3 oraz rys. 7.4 przedstawione jest okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy
wykres radarowego przekroju skutecznego w funkcji k¡ta obserwacji θ0 dla ró»nych warto±ci
bezwymiarowej liczby falowej x oraz dla ró»nych warto±ci g¦sto±ci i wspóªczynnika spr¦»ys-
to±ci materiaªu i wª¡czenia.
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Rysunek 7.1. Okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy wykres bezwymiarowego czynnego
przekroju rozpraszania σ0 w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x dla µ0 = 1.9 · 109Pa, ρ0 =

1100kg/m3, µ = 80 · 109Pa, ρ = 7800kg/m3, θ0 = 0.

Rysunek 7.2. Okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy wykres bezwymiarowego czynnego
przekroju rozpraszania σ0 w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x dla µ = 1.9 · 109Pa, ρ =

1100kg/m3, µ0 = 80 · 109Pa, ρ0 = 7800kg/m3, θ0 = 0.

Na rys. 7.5 przedstawione jest okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy wykres na
którym widoczny jest efekt nie lustrzanego odbicia fali od wª¡czenia dla znormalizowanej
amplitudy fali f ∗ = |f(k; l,−l)|/2a.

Na rys. 7.6 przedstawione jest okno OpenGL aplikacji zawieraj¡ce trójwymiarowy wykres
czynnego przekroju rozpraszania w funkcji w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x oraz
k¡ta obserwacji θ0.
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Rysunek 7.3. Okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy wykres radarowego przekroju skutecznego
dla zakresu k¡tów obserwacji θ0 od −Pi/2 do Pi/2 dla x = 5 oraz µ0 = 1.9 · 109Pa, ρ0 =

1100kg/m3, µ = 80 · 109Pa, ρ = 7800kg/m3.

Rysunek 7.4. Okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy wykres radarowego przekroju skutecznego
dla zakresu k¡tów obserwacji θ0 od −Pi/2 do Pi/2 dla x = 10 oraz µ0 = 1.9 · 109Pa, ρ0 =

1100kg/m3, µ = 80 · 109Pa, ρ = 7800kg/m3.

7.6. Wnioski

W podrozdziaªach 7.1, 7.2, 7.3 oraz 7.4 zostaªy przedstawione technologie i narz¦dzia
u»yte do tworzenia aplikacji symuluj¡cej pole fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejed-
norodno±ci w materiale spr¦»ystym.

W podrozdziale 7.5 zostaªy przedstawione wyniki symulacji.
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Rysunek 7.5. Okno aplikacji zawieraj¡ce dwuwymiarowy wykres na którym widoczny jest efekt
nie lustrzanego odbicia fali od wª¡czenia dla znormalizowanej amplitudy fali dla x = 10 oraz dla

µ = 1.6 · 109Pa, ρ = 1210kg/m3, µ0 = 27.1 · 109Pa, ρ0 = 10600kg/m3.

Rysunek 7.6. Okno OpenGL aplikacji zawieraj¡ce trójwymiarowy wykres czynnego przekroju
rozpraszania w funkcji w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x oraz k¡ta obserwacji θ0 dla

µ = 2.41 · 109Pa, ρ = 1180kg/m3, µ0 = 131.1 · 109Pa, ρ0 = 19100kg/m3.



Rozdziaª 8

Podsumowanie, wnioski i propozycje kierunków
dalszych bada«

Zakres wykonanych prac i uzyskane wyniki stanowi¡ realizacj¦ postawionych przez autora
pracy celów. Do najwa»niejszych rezultatów pracy nale»y zaliczy¢ w szczególno±ci:
� opracowanie oryginalnego modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej niejed-

norodno±ci w materiale spr¦»ystym, który uwzgl¦dnia dowolne warto±ci parametrów me-
chanicznych (g¦sto±¢, wspóªczynnik spr¦»ysto±ci) materiaªu oraz wª¡czenia. Uzyskany
analityczny wzór pozwala w efektywny sposób oblicza¢ pole fali rozproszonej, co umo»li-
wia u»ycie modelu w oprogramowaniu symuluj¡cym wykorzystywanym w ultrad¹wi¦kowej
nieniszcz¡cej kontroli elementów konstrukcji i maszyn, a wszczególno±ci w oprogramowa-
niu pozwalaj¡cym zast¡pi¢ wzorce skaz i wad wyst¦puj¡cych w materiaªach spr¦»ystych,

� opracowanie oryginalnego modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej pªaskiej sztywno
podpartej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym,

� stworzenie oprogramowania wykorzystuj¡cego opracowane modele. Oprogramowanie wyko-
rzystuje trzy ró»ne technologie informatyczne takie jak pakiet sªu»¡cy do wykonywania
zaawansowanych oblicze« matematycznych, j¦zyk wysokiego poziomu jakim jest Java
oraz bibliotek¦ gra�czn¡ OpenGl pozwalaj¡c¡ wizualizowa¢ uzyskane wyniki. Trzeba
podkre±li¢ wykorzystanie j¦zyka wysokiego poziomu jako narz¦dzia l¡cz¡cego ró»ne tech-
nologie informatyczne w celu dostarczenia u»ytecznego narz¦dzia dla zespoªów prowadz¡-
cych badania nieniszcz¡ce. Jest to mo»liwe dzi¦ki powszechnej akceptacji j¦zyka Java jako
pomocnego i pot¦»nego narz¦dzia w ró»nych dziedzinach informatyki. Przeprowadzone
przez autora rozprawy prace pozwalaj¡ na wyci¡gni¦cie wniosków, i» j¦zyk wysokiego
poziomu Java mo»e by¢ wykorzystany jako ª¡cznik sªu»¡cy do integracji ró»nych sys-
temów informatycznych opartych o ró»ne technologie informatyczne.
Wszystkie trzy powy»sze punkty stanowi¡ element oryginalny pracy. Na uwag¦ zasªuguje

fakt, i» przedstawione modele zostaªy poparte peªnymi wyprowadzeniami.
Tezy pracy sformuªowane w rozdziale 1 zostaªy udowodnione zarówno teoretycznie - przez

wyprowadzenie w rozdziaªach 4 oraz 5 analitycznych wzorów - jak i praktycznie, przez wyko-
rzystanie opracowanych modeli w oprogramowaniu symulacyjnym.
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Jako propozycj¦ kierunków dalszych bada« trzeba wymieni¢ opracowanie uniwersalnych
modeli pola SH fali rozproszonej na:
� cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym przy zaªo»eniu braku napr¦»e«

na dolnej powierzchni niejednorodno±ci (niejednorodno±¢ jest odklejona od materiaªu z
doªu)

� cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym przy zaªo»eniu braku napr¦»e«
na górnej powierzchni niejednorodno±ci (niejednorodno±¢ jest odklejona od materiaªu z
góry)

� cienkiej pªaskiej niejednorodno±ci w materiale spr¦»ystym przy zaªo»eniu braku przemieszcze«
na górnej powierzchni niejednorodno±ci (niejednorodno±¢ jest sztywno przymocowana do
materiaªu od góry)



Rozdziaª 9

Zaª¡cznik

9.1. Obliczanie warto±ci caªki ze wzoru (4.68)

Zaczniemy od tego, »e wypiszemy jeszcze raz caªk¦ ze wzoru (4.68):

I12 = − q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)2π

∫

Γ

e−iαη

(α + ξ1)r
+
1 (α)

√
1 + α

dα. (9.1)

Caªka ta jest postaci:
I = const

1

2π

∫

Γ
e−iαη f(α)

(α + ξ1)
√

1 + α
dα. (9.2)

W caªce ze wzoru (9.1) funkcja f(α) ≡ 1
r+
1 (α)

. W celu zamkni¦cia konturu caªkowania w
górnej póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej α dokonamy zamian¦ zmiennych α = −α w
caªce (9.2). Gaª¡¹ funkcji

√
1− α w mianowniku funkcji podcaªkowej zostaªa wybrana tak,

aby byª speªniony warunek
√

1− α = i
√

α− 1.Pomijaj¡c staª¡ przed znakiem caªki mo»emy
napisa¢:

I = − 1

2π

∫

Γ
eiαη f(−α)

(α− ξ1)
√

1− α
dα =

i

2π

∫

Γ
eiαη f(−α)

(α− ξ1)
√

α− 1
dα. (9.3)

Zamykamy kontur caªkowania w górnej póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej α. Na rys.
9.1 zostaª przedstawiony nowy kontur CΓ zamkni¦ty w górnej póªpªaszczy¹nie zmiennej ze-
spolonej α skªadaj¡cy si¦ z konturu Γ oraz p¦tli λ1.

Korzystaj¡c z uogólnienia twierdzenia caªkowego Cauchy'ego które mówi, »e warto±¢ caªki
po konturze zamkni¦tym le»¡cym w obszarze analityczno±ci funkcji podcaªkowej (funkcja
podcaªkowa jest analityczna w caªym obszarze poza sko«czon¡ ilo±ci¡ punktów) równa si¦
sumie residuów funkcji podcaªkowej w jej punktach osobliwych pomno»onej przez 2πi, mo»emy
napisa¢: ∫

Γ
g(α) +

∫

λ1

g(α) =
∫

CΓ

g(α) = 2πi
∑
a

resag(α). (9.4)

Warto±¢ caªki po konturze zamkni¦tym CΓ równa si¦ warto±ci residuum w punkcie ξ1 pom-
no»onej przez 2πi:

i

2π

∫

CΓ

eiαη f(−α)

(α− ξ1)
√

α− 1
dα = −eiξ1η f(−ξ1)√

ξ1 − 1
. (9.5)
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Rysunek 9.1. Kontur caªkowania CΓ.

Korzystaj¡c ze wzorów (9.4) oraz (9.5) mo»emy napisa¢:
i

2π

∫

Γ
eiαη f(−α)

(α− ξ1)
√

α− 1
dα = −eiξ1η f(−ξ1)√

ξ1 − 1
+

i

2π

∫

λ1

eiαη f(−α)

(α− ξ1)
√

α− 1
dα

lub
i

2π

∫

Γ
e−iαη f(−α)

(α− ξ1)
√

α− 1
dα = −ieiξ1η f(−ξ1)√

1− ξ1

+
i

2π

∫

λ1

eiαη f(−α)

(α− ξ1)
√

α− 1
dα (9.6)

W caªce po konturze λ1 wprowadzamy zamian¦ zmiennych α− 1 = s2:
i

2π

∫

λ1

eiαη f(−α)

(α− ξ1)
√

α− 1
dα =

i

2π

∫

λ1

ei(s2+1)η f(−1− s2)2s

(1 + s2 − ξ1)s
ds =

= i
2f(−1)

2π(1− ξ1)
eiη

∫

λ1

eis2ηds = i
f(−1)

π(1− ξ1)
eiη

√
π

η
eiπ/4 = i

f(−1)

(1− ξ1)

√
1

πη
ei(η+π/4). (9.7)

Korzystaj¡c ze wzorów (9.6) oraz (9.7) mo»emy napisa¢:

i

2π

∫

Γ
e−iαη f(α)

(α + ξ1)
√

1 + α
dα = −ieiξ1η f(−ξ1)√

1− ξ1

+ i
f(−1)

(1− ξ1)

√
1

πη
ei(η+π/4). (9.8)

Korzystaj¡c ze wzoru (9.8) uzyskujemy warto±¢ caªki ze wzoru (9.2):

I = const

{
−ieiξ1η f(−ξ1)√

1− ξ1

+ i
f(−1)

(1− ξ1)

√
1

πη
ei(η+π/4)

}
. (9.9)

Zamieniaj¡c we wzorze (9.9) funkcj¦ f(α) na 1
r+
1 (α)

, podstawiaj¡c −ξ jako warto±¢ parametru
do tej funkcji oraz podstawiaj¡c

− q1

Z1ξ2

√
1± l1

(ξ1 ± l1)r
−
1 (∓l1)
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jako warto±¢ staªej uzyskujemy:

I = −i
eiξ1η

√
1− ξ1r

+
1 (−ξ1)

+ i
1

(1− ξ1)r
+
1 (−1)

√
1

πη
ei(η+π/4). (9.10)

Wzór (9.10) odpowiada wzoru (4.69) z rozdziaªu 4.

9.2. Obliczanie warto±ci caªki ze wzoru (4.78)

Zaczniemy od tego, »e wypiszemy jeszcze raz caªk¦ ze wzoru (4.78):

Φ±
3 (η) = − q3

Z3

√
1± l1r

−
3 (∓l1)

1

2π

∫

Γ

e−iαη

√
1 + α(α± l1)r

+
3 (α)

dα. (9.11)

Zamykamy kontur caªkowania w górnej póªplaszczy¹nie zmiennej zespolonej α. Stosujemy
zamian¦ zmiennej α na −α i uzyskujemy

Φ±
3 (η) =

q3

Z3

√
1± l1r

−
3 (∓l1)

1

2π

∫

Γ

eiαη

√
1− α(α∓ l1)r

+
3 (−α)

dα. (9.12)

Na rys. 9.2 oraz rys. 9.3 zostaª przedstawiony nowy kontur CΓ zamkni¦ty w górnej póªpªaszczy¹nie
zmiennej zespolonej α skªadaj¡cy si¦ z konturu Γ oraz p¦tli λ1 dla przypadków uwzgl¦dnia-
j¡cych l1 (przy obliczaniu Φ+

3 ) oraz −l1 (przy obliczaniu Φ−
3 ).

Rysunek 9.2. Kontur caªkowania CΓ dla przypadku l1.

Warto±¢ caªki po konturze zamkni¦tym CΓ równa si¦ warto±ci residuum w punkcie l1 (lub
−l1) pomno»onej przez 2πi:

q3

Z3

√
1± l1r

−
3 (∓l1)

1

2π

∫

CΓ

eiαη

√
1− α(α∓ l1)r

+
3 (−α)

dα = i
q3

Z3

√
1± l1r

−
3 (∓l1)

e±il1η

√
1∓ l1r

+
3 (∓l1)

.

(9.13)



Rozdziaª 9. Zaª¡cznik 86

Rysunek 9.3. Kontur caªkowania CΓ dla przypadku −l1.

Korzystaj¡c ze wzorów (9.4) oraz (9.13) uzyskujemy:

Φ±
3 (η) = − q3

Z3

√
1± l1r

−
3 (∓l1)

{
i

e±il1η

√
1∓ l1r

+
3 (∓l1)

− 1

2π

∫

λ1

eiαη

√
1− α(α∓ l1)r

+
3 (−α)

dα

}
.

(9.14)
Caªk¦ wyst¦puj¡c¡ w prawej stronie równania (9.14) mo»emy przedstawi¢ w nast¦puj¡cej
postaci:

∫

λ1

eiαη
√

1 + αr−3 (−α)√
1− α2(α∓ l1)r3(α)

dα = Z3

∫

λ1

eiαη

Z3γ(α)
√

1− α(α∓ l1)r
+
3 (−α)

dα. (9.15)

Korzystaj¡c z de�nicji funkcji R3(α) mo»emy przedstawi¢ wzór (9.15) w nast¦puj¡cej postaci:

Z3

∫

λ1

eiαη

Z3γ(α)
√

1− α(α∓ l1)r
+
3 (−α)

dα = Z3

∫

λ1

eiαη
√

1 + αr+
3 (α)

iR3(α)(α∓ l1)
dα. (9.16)

Po zastosowaniu de�nicji funkcji R3(α) do wzoru (9.16) uzyskujemy

Z3

∫

λ1

eiαη
√

1 + αr+
3 (α)

iR3(α)(α∓ l1)
dα = Z3

∫

λ1

eiαη
√

1 + αr+
3 (α)

i
[
1 + Z3

√
α2 − 1

]
(α∓ l1)

dα. (9.17)

Caªk¦ ze wzoru (9.16) przedstawiamy jako sum¦ czterech caªek:

Z3

∫

λ1

eiαη
√

1 + αr+
3 (α)

i
[
1 + Z3

√
α2 − 1

]
(α∓ l1)

dα = (9.18)

=
Z3

i



−

∫ ∞

0

e−τη
√

1 + iτr+
3 (iτ)

i
[
1 + Z3

√
τ 2 + 1

]
(iτ ∓ l1)

idτ +
∫ ∞

0

e−τη
√

1 + iτr+
3 (iτ)

i
[
1− Z3

√
τ 2 + 1

]
(iτ ∓ l1)

idτ +
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+
∫ 1

0

eiση
√

1 + σr+
3 (σ)[

1 + iZ3

√
1− σ2

]
(σ ∓ l1)

dσ −
∫ 1

0

eiση
√

1 + σr+
3 (σ)[

1− iZ3

√
1− σ2

]
(σ ∓ l1)

dσ



 .

Korzystaj¡c z poni»szych zale»no±ci

− 1

1 + iZ3

√
1− iτ 2

+
1

1− iZ3

√
1 + iτ 2

=
−1 + iZ3

√
1 + τ 2 + 1 + iZ3

√
1 + τ 2

1 + Z2
3(1 + τ 2)

=

=
2iZ3

√
1 + τ 2

1 + Z2
3(1 + τ 2)

1

1 + iZ3

√
1− σ2

− 1

1− iZ3

√
1− σ2

=
1− iZ3

√
1− σ2 − 1− iZ3

√
1− σ2

1 + Z2
3(1− σ2)

=

=
−2iZ3

√
1− σ2

1 + Z2
3(1− σ2)

mo»emy przedstawi¢ wzór (9.18) w nast¦puj¡cej postaci

Z3

∫

λ1

eiαη
√

1 + αr+
3 (α)

i
[
1 + Z3

√
α2 − 1

]
(α∓ l1)

dα = (9.19)

= 2Z2
3





∫ ∞

0

e−τη
√

1 + iτ
√

1 + τ 2r+
3 (iτ)[

1 + Z2
3

√
τ 2 + 1

]
(iτ ∓ l1)

idτ −
∫ 1

0

eiση(1 + σ)
√

1− σr+
3 (σ)

[1 + Z2
3(1− σ2)] (σ ∓ l1)

iσ



 .

Warto±ci¡ dwóch caªek po prawej stronie wzoru (9.19) jest funkcja g±(η, l1) zde�niowana we
wzorze (4.81). Podstawiaj¡c de�nicj¦ funkcji g±(η, l1) do wzoru (9.14) oraz uwzgl¦dniaj¡c
de�nicj¦ funkcji W3 ze wzoru (4.80) uzyskujemy:

Φ±
3 (η) = W3e

±il1η + i
q3

Z3π
√

1± l1r
−
3 (∓l1)

g±(η, l1). (9.20)

Wzór (9.20) odpowiada wzoru (4.79) z rozdziaªu 4.

9.3. Obliczanie caªek ze wzorów (6.11) oraz (6.42)

Zaczniemy od wypisania jeszcze raz caªki ze wzoru (6.11):

Imn =
1

2

∫

Γ

γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα. (9.21)

Spróbujemy przedstawi¢ t¦ caªk¦ w postaci umo»liwiaj¡cej uzyskanie jej warto±ci przy u»yciu
procedur numerycznych. Rozbijaj¡c przedziaª caªkowania w (9.21) uzyskujemy

Imn =
1

2

∫ 0

−∞
γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα +

1

2

∫ ∞

0

γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα. (9.22)

Korzystaj¡c z wªa±ciwo±ci cylindrycznych funkcji Bessela z (9.22) uzyskujemy

Imn =
(−1)m+n

2

∫ ∞

0

γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα +

1

2

∫ ∞

0

γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα.
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i nast¦pnie
Imn =

1 + (−1)m+n

2

∫ ∞

0

γ(α)Jm(αx)Jn(αx)

α2
dα. (9.23)

Nast¦pnie przedstawiamy (9.23) w nast¦puj¡cej postaci:

Imn =
1 + (−1)m+n

2

[∫ ∞

0

Jm(αx)Jn(αx)

α
dα +

∫ ∞

0

[
γ(α)

α2
− 1

α

]
Jm(αx)Jn(αx)dα

]
. (9.24)

Warto±¢ pierwszej caªki w (9.24) wynosi δmn/2n, gdzie δmn jest delt¡ Kronekera. Oznaczymy
I0
mn drug¡ caªk¦ w (9.24). Rozbijaj¡c przedziaª caªkowania w tej caªce uzyskujemy

I0
mn =

∫ 1

0

[
γ(α)

α2
− 1

α

]
Jm(αx)Jn(αx)dα +

∫ ∞

1

[
γ(α)

α2
− 1

α

]
Jm(αx)Jn(αx)dα. (9.25)

Wprowadzaj¡c zamian¦ zmiennych α = sinϑ w pierwszej caªce we wzorze (9.25) uzyskujemy

I0
mn = −

∫ π/2

0

[
i cos ϑ

sin2 ϑ
+

1

sin ϑ

]
Jm(x sin ϑ)Jn(x sin ϑ) cos ϑdϑ+ (9.26)

+
∫ ∞

1

[
γ(α)

α2
− 1

α

]
Jm(αx)Jn(αx)dα.

i ostatecznie caªka ze wzoru (6.11) przyjmuje posta¢

Imn =
1 + (−1)m+n

2

[
σnm

2n
−

∫ π/2

0

[
i cos ϑ

sin2 ϑ
+

1

sin ϑ

]
Jm(x sin ϑ)Jn(x sin ϑ) cos ϑdϑ+ (9.27)

+
∫ ∞

1

[
γ(α)

α2
− 1

α

]
Jm(αx)Jn(αx)dα

]
.

Warto±¢ caªki ze wzoru (9.27) mo»emy uzyska¢ przy u»yciu procedur numerycznych.
Post¦puj¡c analogicznie caªk¦ ze wzoru (6.42) mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej postaci

I(1)
mn =

1

2

∫

Γ

Jm(αx)Jn(αx)√
α2 − 1

dα =
1 + (−1)m+n

2

[
i
∫ π/2

0
Jm(x cos ϑ)Jn(x cos ϑ)dϑ+

+
∫ ∞

1

Jm(xα)Jn(xα)√
α2 − 1

dα

]
.
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