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Rozdzial 1

Wstep

1.1. Uklad pracy

Rozprawa sklada sie z osmiu (wraz ze wstepem) rozdzialow.

Rozdzial 1 - wstep zawierajacy uzasadnienie wyboru tematu na ktore sktadaja sie przeglad
ultradzwiekowych metod nieniszczacej kontroli elementow konstrukcji i maszyn, opis
roli wzorcow w badaniach ultradZzwiekowych, modelowanie procedur oraz metod ultra-
dzwiekowej nieniszczacej kontroli elementéw konstrukeji i maszyn, przeglad oprogramowa-
nia symulujacego wykorzystywanego zamiast wzorcow oraz przeglad istniejacych modeli
dla cienkich ptaskich wtaczen, ktére moga zosta¢ uzyte w oprogramowaniu symulujacym

Rozdzial 2 zawiera opis metod wykorzystywanych w rozdziatach czwartym, pigtym oraz
szostym. W rozdziale tym przedstawione sa nastepujace metody: metoda Winera-Hopfa,
metoda kwadratur mechanicznych oraz metoda Galorkina.

Rozdzial 3 przedstawia zagadnienia modelowaniu ktérych po$wiecona jest niniejsza rozprawa.
Pierwsze zagadnienie polega na rozpraszaniu fali na cienkiej ptaskiej niejednorodnosci w
materiale sprezystym przy zatozeniu identycznych warunkéw brzegowych na gérnym i dol-
nym brzegu niejednorodnosci. Drugie zagadnienie polega na rozpraszaniu fali na cienkiej
plaskiej niejednorodnosci w materiale sprezystym przy zalozeniu braku przemieszczen na
dolnym brzegu niejednorodnosci

Rozdzial 4 przedstawia model pola fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej niejednorodnodci
w materiale sprezystym dla pierwszego zagadnienia przedstawionego w rozdziale trzecim.
Przy opracowaniu modelu wykorzystuje sie metode szeregow asymptotycznych, metode
Fouriera oraz metode Winera-Hopfa rozwiazywania mocno osobliwych réwnan catkowych.

Rozdzial 5 przedstawia model pola fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej niejednorodnodci
w materiale sprezystym dla drugiego zagadnienia przedstawionego w rozdziale trzecim.

Przy opracowaniu modelu wykorzystuje sie metode szeregobw asymptotycznych, metode
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Fouriera oraz metode Winera-Hopfa rozwigzywania uktadéw mocno osobliwych réwnan
catkowych.

Rozdzial 6 poswiecony jest weryfikacji modeli przedstawionych w rozdziatach czwartym i
piatym.

Rozdzial 7 przedstawia program symulacyjny wykorzystujacy modele przedstawione rozdzi-
atach czwartym i pigtym.

Rozdzial 8 zawiera podsumowanie, wnioski z przeprowadzonych prac oraz propozycje kierunkow

dalszych badan w dziedzinie.

1.2. Uzasadnienie wyboru tematu

W ostatnich latach znacznie wzrosto zainteresowanie problemem matematycznego mode-
lowania rozprzestrzeniania sie fal elastycznych w jednorodnych izotropowych liniowo-sprezystych
o$rodkach oraz dyfrakcji fal sprezystych na niecigglo$ciach wystepujacych w osrodkach ciaglych

w zwiazku z szybkim rozwojem ultradZwiekowych metod badan materialéw sprezystych.

1.2.1. Przeglad ultradZzwiekowych metod nieniszczacej kontroli elementow

konstrukcji i maszyn

UltradZzwiekowe metody nieniszczacej kontroli elementéw konstrukecji i maszyn wyko-
rzystywane obecnie powszechnie w przemysle na etapie produkcji oraz przy okresowych
przegladach. Metody te stuza do wykrywania nieciaglosci (wad) w materiatach, do okreslenia
potozenia nieciaglosci oraz do okreslenia wielko$ci, ksztattu, orientacji nieciagtosci. Pozwala
to na podejmowanie decyzji co do zasadnosci dalszej eksploatacji danej konstrukcji. Metody
ultradzwiekowe pozwalaja na wykrycie nastepujacych nieciaglosci w materiatach sprezystych
[4]:

— jamy skurczowe lub pozostatosci jamy skurczowej, rzadzizny i wtracenia w kesach i
wlewkach,

— pekniecia podtuzne (glownie) i poprzeczne, w tym pekniecia platkowe, wtracenia i inne
niecigglosci objetosciowe, pozostalosci jamy usadowej i zawalcowania w pretach,

— pekniecia podtuzne (glownie) i poprzeczne, pozostatosci jamy usadowej, zawalcowania,
rozwarstwienia, zanieczyszczenia oraz niewlasciwa grubosé¢ Scianki rur,

— pekniecia, jamy skurczowe, rzadzizny, wtracenia, pecherze i porowatos¢ w odlewach,

— rzadzizny, wtracenia niemetaliczne: tlenki, siarczki, wtracenia, np. materialéw ogniotr-
walych, zuzle, duze pekniecia kuznicze, w tym krzyze kucia, pekniecia cieplne i drobne
pekniecia (platkowe) i segregacje w odkuwkach,

— rozwarstwienia, wtracenia i pekniecia w blachach,

— pekniecia ptatkowe, rozwarstwienia, zawalcowania itd. w szynach,
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— niecigglodci ptaskie: przyklejenia brzegowe i miedzywarstwowe, braki przetopu, pekniecia
podtuzne i poprzeczne, wycieki, podtopienia lica i grani, nadmierne nadlewy lica, uskoki w
ztaczach spawanych oraz rozwarstwienia w materiale podstawowym, w obszarze przesuwu
glowic ultradzwickowych, a takze niecigglosci przestrzenne: pecherze i skupiska pecherzy,
zuzle i wtracenia obcego metalu w tych ztaczach,

— pekniecia, przyklejenia w potaczeniach zgrzewanych,

— niecigglo$ci makroskopowe: rozwarstwienia, braki przyczepnosci i pekniecia, wtracenia,
porowatos¢, rozszczepienia wiokien, a takze nieciaglosci strukturalne (niedopuszczalne
odstepstwa od zalozonej struktury, np. niedostateczna zawarto$¢ wiokien wzmacniaja-
cych, niewlasciwy kierunek ich ulozenia, niedostateczna adhezja pomiedzy sktadnikami
kompozytow, mikropekniecia i pory) materiatow kompozytowych-odznaczaja sie one silna
anizotropia i duza wartoscia wspotczynnika thumienia fal ultradzwiekowych; informacja
o wystepowaniu niecigglosci jest zawarta w anomaliach tlumienia fal oraz w zmianach
czasu przejscia fal.

Wiegkszosé ultradzwiekowych metod bazuje sie na rozpraszaniu sprezystych (ultradzwiekowych)
fal przez skazy (nieciagtosci, niejednorodnosci, wlaczenia) w badanym materiale. W meto-
dach tych uzyskuje sie geometryczne oraz mechaniczne parametry skazy w oparciu o pole
fali rozproszonej na tej skazie. W praktyce dane pomiarowe poréwnuje si¢ z danymi teore-
tycznymi uzyskanymi dla fal harmonicznych.

Metodami ultradzwiekowymi mozna bada¢ wyroby przemystowe powstate w wyniku pro-
cesOW walcowania, przeciggania, odlewania oraz kucia. Badane wyroby moga by¢ wyko-
nane z metali (stali, aluminium, magnezu, miedzi, stopéw miedzi, stopu otowiu, cynku,
niklu, stopéw niklu, cyrkonu, metali spiekanych, aluminium, wolframu, tytanu, tantalu),
materiatéow kompozytowych, drewna, tworzyw ceramicznych (porcelany, ceramiki ogniotr-
walej), tworzyw sztucznych, szkla, betonu, gumy i wyrobéw gumowych oraz polaczen,
przede wszystkim ztaczy spawanych stali ferrytycznych. Metodami tymi moga by¢ rowniez
badane polaczenia zgrzewane, potaczenia klejone, lutowane, nitowane oraz obiekty wykonane
ze struktur z wypelniaczami komoérkowymi, z ktérych wykonuje sie podzespoty statkow
powietrznych (stery wysokosci, stery kierunku, owiewki, podloga) oraz podzespoly samo-
chodéw. Metody ultradzwiekowe przydaja sie do badan duzych oraz grubych wyrobow, ta-
kich jak kesy, prety, rury. Mozliwe jest wykrywanie wewnetrznych niecigglo$ci materialowych
oraz nieciaglosci powierzchniowych oraz podpowierzchniowych. Badane wyroby moga miec¢
roznorodne ksztalty. Metody ultradZzwiekowe pozwalaja stwierdza¢ obecnosé nieciggltosci w
materiale, okresla¢ polozenie nieciaglodci, okresla¢ wymiary nieciaglosci (glebokosei, dhu-
gosci oraz szerokosci). Wachlarz zastosowan metod ultradzwiekowych jest bardzo szeroki.
Najbardziej istotne zastosowania to:

— defektoskopia roznych obiektow
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— pomiar grubo$ci obiektow

— mikrodefektoskopia materialow

— mikroskopia ultradzwieckowa

— badania wlasciwosci materiatow
Parametry fal ultradzwiekowych wykorzystywanych w badaniach zaleza od makroskopowych

oraz mikroskopowych wlasciwosci materiatow obiektow badanych takich jak: wymiary, ges-

tos¢, wlasnosSci sprezyste, anizotropia oraz budowa molekularna. Na przyktad do wykrywa-
nia matych niecigglodci, o ile jest to mozliwe ze wzgledu na ttumienie fal ultradzwickowych,
powinny by¢ stosowane przetworniki o mozliwie duzej czestotliwosci pracy. Najlepsza wykry-
walnos¢ niecigglo$ci w wyrobach jest uzyskiwana, jesli kierunek wigzki ultradzwiekowej jest
prostopadty do nieciagtosci.

Zalety metod ultradzwiekowych sa nastepujace:

— Mozliwos$é kontroli obiektow w catej ich objetosci-od powierzchni, po ktorej przesuwa sie
glowice przetwornika do Scian tylnych(den).

— Mozliwo$¢ wykrywania nieciggtosci potozonych glteboko w obiektach

— Prowadzenie badan nie jest niebezpieczne dla operatoréw oraz innych oséb znajdujacych
sie w poblizu.

— Mozliwo$é prowadzenia badan przy dostepie tylko do jednej powierzchni obiektow.

— Mozliwos¢ wykonywania automatycznej analizy i dokumentowania wynikéw badan prowad-
zonych z wykorzystywaniem defektoskopow cyfrowych i zautomatyzowanych systemow
badan.

W ultradzwiekowych badaniach defektoskopowych zaktada sie statosé predkosci propa-
gacji fal w materiale badanego obiektu. Nieniszczace badania obiektéw sa prowadzone falami
ultradzwiekowymi o czestotliwo$ciach od 20kHz do 100MHz. Ponizej podano przyktadowe

zastosowania ultradzwiekow , wedlug stosowanych czestotliwosci [4]:
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Zakres czestotliwosci Materialy /zastosowanie
0,5-25MHz (najczesciej 1-6MHz) obiekty metalowe
20kHz-1MHz (czesto ok. 40-50 kHz) | badanie wytrzymatosci betonéw na pod-

stawie predkosci propagacji fal

100-500 kHz (ew. 1Mhz) drewno

1MHz guma

1-2 MHz tworzywa sztuczne

0,5-2,25 MHz materiaty kompozytowe

50 MHz badanie mikrodefektow materialow kom-
pozytowych

(10 MHz) 50-100 MHz wykrywanie mikrodefektow w metalach

2-4 MHz pomiary makronaprezen w obiektach o

duzych masach i gabarytach

Obecnie wykorzystywane sa nastepujace metody ultradzwiekowe:

— Metoda echa. Metoda ta jest oparta na odbiciu fal od powierzchni obiektéw oraz od
nieciagtosci obiektow.

— Metoda cienia (przepuszczania). Ta metoda oparta jest na przeslanianiu wiazki fal
przez nieciaglos¢é. Wykorzystywana do badania materialow silnie ttumigcych fale ul-
tradzwiekowe.

— Metoda TOFD (ang. Time Of Flight Diffraction). Metoda ta wykorzystuje dyfrakcyjne
ugiecie oraz rozpraszanie fal ultradzwickowych na krawedziach poprzecznych, w stosunku
do kierunku propagacji fal, nieciggtosci ptaskich.

W jednym procesie badan moga by¢ laczone rézne metody badan ultradzwiekowych,
np. metoda echa z metoda przepuszczania. W systemach badan wykorzystujacych metode

TOFD jest stosowana metoda przepuszczania i zjawisko odbicia fal.

Metoda echa. Przy wykorzystaniu metody echa prowadzacy badania musi mie¢ dostep
tylko do jednej powierzchni obiektu, tej z ktorej prowadzi sie skanowanie. W metodzie tej
informacje o wystepowaniu i wymiarach nieciaggtosci zawiera jej echo. Echem nazywamy
sygnaly, wywolane przez reflektory obiektéw , prezentowana ekranach defektoskopow ul-
tradZwiekowych. Echo nieciggto$ci pojawia sie miedzy impulsem poczatkowym, stanow-
igcym zobrazowanie sygnatlu, wzbudzajacym przetwornik ultradZzwiekowy do drgan a
echem dna obiektu lub miedzy dalszymi echami dna obiektu. Poltozenie echa nieciggtosci,
wzdhuz wyskalowanej podstawy czasu (osi poziomej defektoskopu), zawiera informa-
cje o odlegtosci nieciaglosci od powierzchni przesuwu glowicy przetwornika. Lokaliza-

cja (okreslenie odleglosci nieciaglosci od powierzchni przesuwu glowicy przetwornika)
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niecigglosci polega na pomiarze czasu przejscia fali ultradzwiekowej w okreslonym mate-
riale.

Na wysoko$¢ echa nieciggtodci, przy okreslonym wzmocnieniu defektoskopu, maja wptyw:
— rodzaj i ksztalt nieciagtosci,

— pole powierzchni niecigglosci,

— orientacja nieciagltosci wzgledem wprowadzonej wiazki fal ultradzwiekowych,

— odlegto$¢ nieciagtosci od glowicy przetwornika,

— wlasnosci sprezyste, jednorodnosé i anizotropia materiatu.

Metoda przepuszczania. Ta metoda jest stosowana do badania obiektow, wykonanych
z materialow silnie ttumiacych fale ultradZzwiekowe, dla ktorych nie moze byé¢ wyko-
rzystana metoda echa oraz do wykrywania nieciggtoéci potozonych blisko powierzchni
obiektu. W metodzie przepuszczania dwie oddzielne gtowice pojedyncze sa umieszczane
naprzeciwko siebie, na przeciwleglych powierzchniach obiektu. Jedna z glowic pelni
role glowicy nadawczej, a druga-glowicy odbiorczej. Sygnal, obserwowany na ekranie
defektoskopu, stanowi impuls fali, ktéra przechodzi przez obiekt. Jesli na drodze fali
wystepuje nieciaglosé, to rejestrowany impuls ma mniejszg amplitude, niz wtedy, gdy nie
ma nieciaggtosci. O wystepowaniu nieciaglosci $wiadczy wiec ostabienie energii fali prze-
chodzacej od nadajnika do odbiornika. Ostabienie energii tej fali zalezy od wymiarow
i polozenia nieciggto$ci wzgledem glowic. W tej metodzie nie ma mozliwosci lokalizacji
niecigglosci, poniewaz obserwuje sie jedynie impuls wywotany przez przejscie fal. Wieksze
ostabienie energii fali przechodzacej nastepuje, gdy danej wielkosci nieciggtosé znajduje
sie blizej gtowicy nadawczej. Wtedy nieciaglosé przystania wieksza czesé padajacej na nig
wigzki ultradzwiekowej niz, wtedy gdy taka sama niecigglto$¢ znajduje sie blizej gltowicy
odbiorczej. Ocena wymiarow niecigglosci, wykrytych metoda przepuszczania, jest oparta
na analizie amplitudy impulsu przechodzacego i na pomiarze szeroko$ci obwiedni tego
impulsu [4]. Metoda przepuszczania jest tez stosowana w aplikacjach metody TOFD.

Metoda TOFD. W aplikacjach tej metody wykorzystywane jest zjawisko dyfrakcji fal ul-
tradzwiekowych na krawedziach niecigglosci ptaskich, a takze odbicie fal ultradzwiekowych.
W przypadku ptaskich nieciagtosci poprzecznych ugiecie fali ultradzwiekowej nastepuje
zaré6wno na dolnych, jak i na gornych ich krawedziach. Nieciggltoéci plaskie zorien-
towane poziomo powoduja odbicie fal. Nieciaglosci objeto$ciowe powoduja odbicie czesci
wiazki od gornej ich powierzchni. Cze$¢ wiazki obiega dolna powierzchnie nieciagtosci,
tracac swoja energie wskutek odpromieniowania. W badaniach z wykorzystaniem metody
TOFD dwie gtowice skoéne fal podtuznych sa umieszczane symetrycznie po obu stronach
badanego obszaru obiektu. Jedna z glowic pelni funkcje gtowicy nadawczej, a druga-gltowicy
odbiorczej. Miedzy glowicg nadawcza a glowicg odbiorczg rozchodzi sie fala podpowierzch-

niowa podtuzna. Wskutek dyfrakeji fal, zachodzacej na gérnej i dolnej krawedzi nieciaglosci,
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wystepuja takze fale ugiete. Impulsy, wywotane przez fale ugiete pojawiaja sie na ekranie
ultradzwiekowego defektoskopu miedzy impulsem wywotanym przez fale podpowierzch-
niowa a impulsem wywotanym przez fale odbita od dna obiektu. W aplikacjach metody
TOFD jest wykorzystywana informacja zawarta zar6wno w amplitudzie, jak i w fazie
sygnalow glowic przetwornikow ultradzwiekowych. Impuls odbity od dna obiektu (za-
zwyczaj odbity od granicy z osrodkiem o mniejszej akustycznej opornosci falowej) oraz
impuls wywolany przez fale ugieta na goérnej krawedzi nieciggtosci maja faze rozna o 180°
w stosunku do fazy impulsu wywolanego falag podpowierzchniowa. Analiza fazy ugietych

sygnalow dostarcza informacji odnosnie do rodzajow wykrytych nieciggtodci.

1.2.2. Rola wzorcéw w badaniach ultradzwiekowych

W badaniach nieniszczacych wyrobéw przemystowych metodami ultradzwiekowymi powszech-
nie wykorzystywane sa roznego rodzaju wzorce. Ponizej przedstawiono najwazniejsze zas-
tosowania wzorcow [4]:

— sprawdzenia mozliwosci wykonania okre$lonych badan za pomoca wybranej aparatury,

— poroéwnywania wskazan (wysokosci obrazow ech, otrzymywanych dla okreslonej odlegtosci),
wywolane przez naturalne niecigglto$ci obiektow ze wskazaniami, uzyskiwanymi dla sz-
tucznych niecigglosci wzorcow,

— poroéwnywania nieznanych wartos$ci mierzonych wielkosci, np. grubogci $cianki zbiornikow
lub gtebokosci zzalegania niecigglosci materialowych, z wartoscia znang-gruboscia lub
innym wymiarem okreslonego wzorca,

— poréwnywania wlasnosci materiatow, np. predkoséci propagacji fal, ze znanymi, kon-
trolowanymi wtasno$ciami wzorcow,

— opracowywania procedur badan,

— porownywania wynikéw badan, wykonanych przez rézne instytucje, z uzyciem roznej
aparatury,

— wykonywania kalibracji: skalowania zakresu obserwacji uktadow defektoskop-gtowica oraz
w sprawdzeniu defektoskopow,

— ustawiania czulosci badania,

— sprawdzania parametrow glowic, przede wszystkim rzeczywistego potozenia $rodka oraz
kata zalamania glowic sko$nych, a takze badania widma czestotliwoSciowego, geometrii
wiazki ultradZzwiekowej i wielkosci ogniska przetwornikéw o wigzce ogniskowanej,

— sprawdzania poprawnosci pracy i powtarzalnosci uzyskiwanych wynikéw badan,

— sprawdzania parametrow defektoskopow: liniowoéci toru X i charakterystyki wzmocnienia
toru Y,

— pomiaréw strat przejscia,

— wyznaczania skoku gtowic skosnych,
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— sporzadzania wykresow OWR (Odleglosé-Wzmocnienie-Rozmiar),

— sporzadzania krzywych OKA (Odlegtosciowa Korekta Amplitudy),

— wykonywania badan, w wyniku ktérych sa oceniane wymiary nieciggltodci, z wykorzys-
taniem metody OWR,

— wykonywania badan, w wyniku ktorych obiekty sa kwalifikowane do wadliwych i do
takich, w ktorych nie wykryto nieciagtosci przekraczajacych wybrany prog selekcji, na
podstawie krzywych OKA, funkcji zasiegowej regulacji wzmocnienia ZRW i przy odnosze-
niu sygnalow wywotanych przez naturalne nieciagltosci obiektow do sygnatow wywotanych
przez okreslone nieciagglosci sztuczne, np. naciecia,

— wykonywania pomiaréw predkosci fal ultradzwiekowych, w celu zapewnienia poprawnej
lokalizacji niecigglosci obiektow. Powstaje problem wytworzenia wzorcéw posiadajacych
okre§lone parametry mechaniczne i zawierajacych nieciaglosci o wymaganych parame-
trach mechanicznych oraz geometrycznych.

Ze wzgledu na trudnos$ci zwigzane z wytworzeniem réznego rodzaju wzor-
coOw do badan ultradzwiekowych prowadzacy badania moze siegnaé po opro-
gramowanie symulujgce pole fali rozproszonej niejednorodnosci w materiale

sprezystym.

1.2.3. Modelowanie i symulacja procedur oraz metod ultradZwiekowej

nieniszczacej kontroli elementéw konstrukcji i maszyn

Modelowanie procedur oraz metod ultradZzwiekowej nieniszczacej kontroli w ostatniej
dekadzie jest rozwijajaca sie dyscypling z rozszerzajacym sie zainteresowaniem ze strony
przemystu. Powyzszy fakt wymuszaja nowe, bardziej rygorystyczne wymagania niezawod-
nosci wykorzystywanych metod oraz procedur w NDE/NDT(nondestructive evaluation -
nieniszczacej ewaluacji/nondestructive testing - nieniszczacej kontroli) materiatow sprezystych.
W celu zakwalifikowania procedury badan ultradzwiekowych do uzycia w okreslonych warunk-
ach musi zosta¢ wykonana spora praca eksperymentalna. Zwieksza to ogolny koszt oraz czas
przeprowadzenia badan nieniszczacych réznych wyrobéw przemystowych. W celu obnizenia
kosztow badan gruntownie uzasadniony model moze zosta¢ wykorzystany jako alternatywa
oraz uzupelnienie pracy eksperymentalnej.

Najwieksza zaleta wydajnego obliczeniowo, szybkiego, uzasadnionego oraz zweryfikowanego
modelu jest jego zdolno$¢ do parametrycznych badan oraz do tworzenia nowych procedur
testowych.

W przypadku przetestowanych i wdrozonych w proces NDE narzedzi symulacyjnych spore
korzysci ekonomiczne moga byé¢ czerpane w calym cyklu zycia produktu. Kontrola moze
by¢ rozwazona w sensie liczbowym juz na etapie wstepnego projektu podzespohu, kontrola

w trakcie produkcji moze by¢ zoptymalizowana, natomiast reakcja na sytuacje zwigzane
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z uzytkowaniem podzespolu moze by¢ szybsza i tansza. Wykorzystanie narzedzi symu-
lujacych NDE pozwala skroci¢ znaczaco czas tracony na przeprowadzenie caltej procedury
NDE. Naprzyktad dla badan radiologicznych wywotlanie kazdej kliszy zajmuje sporo czasu w
sytuacji kiedy trzeba wykonaé kilkadziesiat zdje¢ radiologicznych aby moc obejrze¢ podze-
spot o skomplikowanej geometrii pod kazdym interesujacym badacza katem. Wykorzystanie
narzedzia symulujacego pozwala uzyska¢ podobne wyniki zdecydowanie szybciej. Uzyskanie
lub wyprodukowanie podzespoléw z wadami (nieciagltoSciami) urzadzenia znajdujacych sie
we wszystkich krytycznych miejscach urzadzenia jest bardzo drogie [78|.

Narzedzia symulujacyjne NDE pozwalaja zademonstrowaé¢ mozliwosci metod NDE oraz
rakwalifikowanie metod NDE. Zazwyczaj jest duzo parametréw zmieniajacych sie niezaleznie.
Modele (makiety) duzych urzadzen (turbin, reaktorow itd.) kosztuja sporo pieniedzy, a w
trakcie eksperymentow tylko niektore parametry moga by¢ zmieniane. Symulacje pozwalaja
tanim kosztem przeprowadza¢ badania niezaleznie zmieniajac dowolne parametry w celu wyz-
naczenia istotnych z punktu widzenia eksploatacji urzadzenia zakres6w zmiennosci parametrow.

Wyznaczenie tych zakresow znaczaco wplywa na bezpieczenstwo ekspoatacji urzadzenia |78|.

1.2.4. Oprogramowanie symulujace procedury ultradZwiekowej nieniszczacej
kontroli wykorzystywane zamiast wzorcéow w procedurach

ultradzwiekowej nieniszczacej kontroli

W chwili obecnej istnieje kilka pakietow oprogramowania symulujacego cala procedure
testowq.

Istnieje kilka powaznych wymagan stawianych takiemu oprogramowaniu. Po pierwsze
taki program musi dziala¢ na dowolnym sprzecie, co pociaga za soba wymog pracy w
srodowisku wiekszosci systemow operacyjnych dostepnych na rynku. Po drugie oprogramowanie
musi dostarcza¢ wyniki w czasie bardzo zblizonym do rzeczywistego, co pociaga za soba
wykorzystywanie szybkich algorytméw modelujacych.

Symulatory NDE moga by¢ wykorzystywane zamiast wzorcow w trakcie badan ultra-
dzwiekowych.

Analiza rynku oprogramowania tego rodzaju pozwala wyciggna¢ wniosek, iz najbardziej
popularnym pakietem jest CIVA [5], [60], [78], [96], [97], [105], [112], [113], [114], [122], [127],
[128], [129], [130]. Pakiet CIVA powstal we Francuskiej Komisji Energii Atomowej (French
Atomic Energy Comission-CEA). CIVA pozwala symulowaé cala procedure NDT nie tylko
dla badan ultradzwiekowych, ale takze dla badan radiologicznych oraz pradéow wirowych. Dla
badan ultradZzwiekowych pakiet ten pozwala zamodelowaé pole ultradzwiekowej fali rozpros-
zonej na kilku réznych klasach niejednorodnosci w materiale sprezystym.

Symulatory NDE skladaja sie z nastepujacych sktadnikow (modutow) [78]:

1. graficznego interfejsu uzytkownika (GUI)
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Rysunek 1.1. Fragment okna pakietu CIVA zawierajacy symulacje badan ultradzwiekowych a) oraz
B-Scan otrzymany w wyniku symulacji b) [114].

modutu geometrycznej reprezentacji badanej czesci lub podzespotu
modultu geometrycznej reprezentacji niejednorodnosci (skazy) w badanym podzespole

modultu symulujacego sygnal wejsciowy (sygnal ultradzwiekowy)

BANEE- S

modutu wykonujacego obliczenia wzajemnego oddziatywania sygnatu wejsciowego, podze-

spotu oraz niejednorodnosci

e

modutu obliczajacego sygnal odbierany przez odbiornik
modutu wykonujacego post processing syntetycznych danych
Modutl 5 wykorzystuje modele pola fali rozproszonej na niejednorodnosci w

materiale sprezystym.

1.2.5. Przeglad istniejacych modeli pola fali rozproszonej na cienkiej ptlaskiej

niejednorodnos$ci w materiale sprezystym

Przeprowadzona analiza literatury pozwala wyrézni¢ oprocz klasycznych modeli takich
jak model Bourna zaktadajacy mata réznice warto$ci parametréw mechanicznych niejed-
norodno$ci oraz materiatu oraz model Fresnela uwzgledniajacy wktad w pole fali rozproszonej
tylko sktadowej geometrycznej fali padajacej na niejednorodnosé nastepujacych modeli:

— modele pola fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej niejednorodnosci w materiale sprezystym
dla niejednorodnosci o matym wspotczynniku sprezysto$ci w poréwnaniu z materiatem

macierzy (pekniecie) [13], [40], [61], [72], [75], [84], [117], [146],

— modele pola fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej niejednorodnosci w materiale sprezystym
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dla niejednorodnosci o duzym wspoélczynniku sprezystosci w poroéwnaniu z materiatem
macierzy [42], |73], |116],

— Modele dla cienkich ptaskich niejednorodnosci o wspo6tczynniku sprezystosci i gestosci
podobnych do materialu macierzy [33], [97],

— Model dla cienkich ptaskich niejednorodnosci symetrycznych wzgledem osi przechodzacej
przez Srodek niejednorodnosci dla dowolnych wspotczynnikach sprezystosci i gestosci
niejednorodnosci i materiatu macierzy [154].

Analiza literatury prowadzi do nastepujacego wniosku: istnieje potrzeba stworzenia uniw-

ersalnego modelu pola fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej niejednorodnosci w materiale

sprezystym obejmujacego wszystkie trzy przypadki

— cienkich ptlaskich niejednorodnosci o duzym wspoétczynniku sprezystosci w poréwnaniu z
materiatem macierzy

— cienkich ptaskich niejednorodnosci o maltym wspotczynniku sprezystosci w poréwnaniu z
materialem macierzy (pekniecie)

— cienkich ptaskich niejednorodnosci o wspotczynniku sprezystosci i gestosci podobnych do

materialu macierzy

1.3. Cele i tezy pracy

Niniejsza rozprawa ma na celu opracowanie uniwersalnych modeli pola fali rozproszone;j
na cienkiej ptaskiej niejednorodno$ci w materiale sprezystym uwzgledniajacych dowolne
parametry materialu oraz niejednorodnosci dla réznych warunkow brzegowych na brzegu
niejednorodnosci oraz stworzenie oprogramowania symulacyjnego wykorzystujacego opra-
cowane modele.

Na podstawie badari wlasnych i analizy literatury zostaly sformutowane tezy pracy w
sposob nastepujacy:

Mozliwe jest stworzenie uniwersalnego modelu pola SH fali rozproszonej na
cienkiej ptlaskiej niejednorodnosci w materiale sprezystym, ktéry uwzglednia
dowolne wartosci parametré6w mechanicznych (gesto$é, wspolczynnik sprezys-
tosci) materialu oraz wlaczenia.

Mozliwe jest stworzenie uniwersalnego modelu pola SH fali rozproszonej na
cienkiej plaskiej sztywno podpartej niejednorodnosci w materiale sprezystym,
ktory uwzglednia dowolne warto$ci parametréow mechanicznych (gestosé, wspotczyn-

nik sprezystosci) materialu oraz wlaczenia.
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1.4. Oznaczenia

W rozprawie wykorzystywana jest notacja wektorowa oraz notacja indeksowa. W pros-
tokatnym prawoskretnym Kartezjanskim uktadzie wspolrzednych ze wspotrzednymi oznac-

zonymi x;, wektor u(x,t) jest przedstawiony jako
u = U,lil + u2i2 + Ugig, (11)

gdzie i; sa wersorami uktadu wspohrzednych. Poniewaz w pracy czesto bedzie wykorzysty-
wane sumowanie jak we wzorze (1.1), wprowadzona zostala zasada sumowania zakltadajaca,
ze za powtarzajacymi sie indeksami tacinskimi bedzie przeprowadzane sumowanie. Zgodnie
z ta zasada rownanie (1.1) moze zosta¢ zapisane w postaci u = u;i;.
Ponizej umieszczone zostaly poszczegolne symbole wykorzystywane w rozprawie
x wektor pozycji (wspolrzedne x;)

u wektor przemieszczen (sktadowe w;)

™

tensor malych deformacji (sktadowe &)
tensor naprezen (sktadowe 7;;)

pierwsza pochodna po czasie

druga pochodna po czasie

gestosé

modul $ciecia (stala Lamego)

modul sprezystosci podtuznej (stata Lamego)

(D = <« B o S = D |

,.) iloczyn skalarny

Wprowadzony zostal réwniez skrocony zapis dla pochodnych czastkowych: 27"2 = Uy ;.
Wrzory numerowane sa kolejno w formacie (rozdziat.wzor), np.: (1.2). Odwotlania do wzorow
maja posta¢ ich porzadkowych numeréw (jw.). W podobny sposob, tylko ze bez nawiasow
numerowane s3 rysunki oraz tabele. Odwotania do rysunkéw oraz tabel oprocz numeru

porzadkowego zawieraja rowniez stowo - odpowiednio - zysunek"(rys.), "tabela" (tab.)

1.5. Whnioski

W podrozdziale 1.2 zostalo umieszczone uzasadnienie wyboru tematu rozprawy na ktore
sie sktadaja: przeglad ultradZzwiekowych metod nieniszczacej kontroli elementow konstrukeji
i maszyn, omoéwienie roli wzorcow w badaniach ultradzwiekowych, omoéwienie zagadnienia
modelowania procedur oraz metod ultradZzwiekowej nieniszczacej kontroli elementéw kon-
strukcji i maszyn, omowienie oprogramowania symulujacego wykorzystywanego zamiast wzor-
cow w procedurach ultradzwiekowej nieniszczacej kontroli

W podrozdziale 1.3 zostaly umieszczone cele oraz tezy pracy.

W podrozdziale 1.4 zostaty wprowadzone oznaczenia wykorzystane w pracy.
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Opis wykorzystanych metod

2.1. Opis metody Wienera-Hopfa

Metoda Wienera-Hopfa [8], [17],[145] stuzy do rozwiazywania rownan oraz ukltadow row-

nan postaci

/OOO D(20)K(z — 2z9)dzo = A(z), 0 < z < 0 (2.1)

lub
o(2) + /0°° ®(20) K (2 — 20)dzo = A(2), 0 < 2 < 00 (2.2)

(niejednorodne réwnania pierwszego oraz drugiego typu). W zagadnieniach zwiazanych z
dyfrakcja fal sprezystych w rownaniach (2.1-2.2) jadro przeksztalcenia catkowego K(z — 2)
okresla znana funkcja Greena, natomiast prawa strona réownan A(z) opisuje rodzaj pola fali
padajacej. W rownaniach (2.1-2.2) niewiadoma jest funkcja ®(z), ktora opisuje zazwyczaj
rozklad przemieszczen lub naprezen na powierzchni potnieskonczonej niejednorodnosci w ma-
teriale sprezystym. Rownania (2.1-2.2) nazywane sa rownaniami catkowymi Wienera-Hopfa.
Mozna zauwazy¢, ze rownania (2.1-2.2) mialyby posta¢ rownan typu splotu gdyby calki
w tych réwnaniach mialy nieskonczone granice catkowania, czyli —oo < z < o0, za§ row-
nania bylyby okreslone dla wszystkich z. Do rozwigzywania rownan typu splotu mozna
zastosowal przeksztalcenie Fouriera. W przestrzeni przeksztalcenia Fouriera rownania typu
splotu sa zwyklymi rownaniami algebraicznymi. Pierwszym krokiem w rozwigzywaniu row-

nan (2.1-2.2) jest sprowadzenie tych rownan do postaci réownan splotu. W tym celu oz-

O(z) ,2>0
®+(z):{0 Z<O7

naczymy

gdzie (+) oznacza, ze funkcja rowna sie zeru przy z < 0. Lewa cze$¢ rownania (2.1) mozna
zamieni¢ na

/OO D(20) K (2 — 20)dzp.

—0o0
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Prawg strone réwnania (2.1) przedstawimy w postaci

LR PRt

Teraz mozemy zapisa¢ rownanie(2.1) w postaci
/_ Oy (20) K (2 — 20)dz0 = A4)(2), —00 < 2 < 00, (2.3)

ale uzyskane rownanie nie jest prawdziwe dla wszystkich z < 0. Aby réwnanie (2.3) bylo
spelnione dla wszystkich z musimy wprowadzi¢ dodatkowa nieznang funkcje By rowna zero
dla wszystkich z > 0. Roéwnanie (2.3) mozemy teraz zapisa¢ w postaci do ktorej mozemy

zastosowal przeksztalcenie Fouriera
[ By (20) K (2 — 20)dz0 = Ay (2) — By(2), —o00 < 2 < 0. (2.4)

W trakcie przeksztalcenia réwnania (2.4) musimy zna¢ asymptotyki wchodzacych do
tego rownania funkcji w celu okreslenie obszaréw analitycznosci ich przeksztatcern Fouri-
era. Poniewaz funkcje K(z) oraz A(y)(z) sa znane, mozemy latwo okresli¢ obszary anal-
itycznosci na plaszczyznie zmiennej zespolonej a = o + it funkcji k(o) = F(K(z)) oraz
apy(a) = F(A(2)), gdzie F(K(2)) jest przeksztalceniem Fouriera funkcji K(z). Za-
chowanie nieznanych funkcji ®) oraz B(_y przy z — 0 moze by¢ okreslone a priori na
podstawie fizycznych uwarunkowan rozpatrywanego zagadnienia. A wiec obszary anality-
cznosci funkcji ¢y (o) = F(P(y(2)) oraz b_y(a) = F(B()(z)) tez moga zostaé okreslone.
Funkcje k(a), acy(a), ¢4 (a) oraz b_y(o) musza posiadaé¢ wspolny obszar analitycznosci
na plaszczyznie zmiennej zespolonej o = o + i7. Oznaczymy ten pas 7 < 7 < 74, gdzie

T = Re(a). Stosujac do rownania (2.4) przeksztalcenie Fouriera dostajemy
B (@h(a) = acpy(a) — boy(a), T < 7 < 7o, 25)

ktore zazwyczaj nazywane jest rownaniem Wienera-Hopfa lub funkcyjnym réwnaniem
Wienera-Hopfa.

Rownanie to zawiera dwie funkcje niewiadome b_y(c) oraz ¢(;)(a) . Funkcje ay(a)
oraz k(«) sa znane. Metoda Wienera-Hopfa pozwala znalez¢ obydwie funkcje niewiadome z
jednego réwnania. Zaktadamy, ze funkcje wystepujace w rownaniu sg analityczne w nastepu-
jacych obszarach:

a4 () jest analityczna w gornej potplaszezyznie Im(a) > 7.,

¢(+)(a) jest analityczna w gornej potplaszezyznie Im(a) > 7,

b—)(c) jest analityczna w dolnej potplaszezyznie Im(a) < 7.

Zaktadamy, ze 7 = max(r_,7 ). Wszystkie funkcje wystepujace w rownaniu beda

analityczne w pasie 7_ < 7 < 74, a wiec rOwnanie jest okres§lone w tym pasie.
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Metoda ta polega na przedstawieniu rownania (2.5) w postaci
Ef(a)=E (a), - <T <T4. (2.6)

W réwnaniu (2.6) £ («) zawiera ¢(4)(«) oraz znane funkcje, natomiast £~ (o) zawiera
b-y(c) oraz znane funkcje. Funkcja E*(a) jest analityczna dla I'm(a) > 7_, natomiast
funkcja £~ («) jest analityczna dla Im(a) < 7.

W pasie 7_ < I'm(a) < 74 funkcje E*(«) oraz E~(«) sa ciagle i sa sobie rowne. Zatem
mozemy traktowaé¢ funkcje ET(a) jako przedtuzenie analityczne funkcji E~(«), a funkcje
E~(a) mozemy traktowac jako przedtuzenie analityczne funkcji E1(«). Funkcje ET () oraz
E~(«) reprezentuja zatem jedna funkcje calkowita F(«) (analityczna na calej plaszczyznie
zmiennej zespolonej |a| < 00). Nastepnie wykorzystywane jest twierdzenie Liouvilla, ktore
mowi, iz jezeli E(«) jest funkcja catkowita oraz |E(«)| jest ograniczony dla wszystkich
wartosci z plaszczyzny zmiennej zespolonej o, to E(«) jest stala. W celu wyznaczenia
wartosci tej stalej musimy wyznaczy¢ wartosé funkcji E1(«) lub funkeji £~ («) dla dowolnego
a. Zazwyczaj wykazuje sie, ze E(a) = o(1) dla |a] — oo, co po zastosowaniu twierdzenia
Liouvilla daje F(«) = 0.

W celu przedstawienia réwnania (2.5) w postaci (2.6) musimy sfaktoryzowaé znana

funkcje k(«), czyli musimy przedstawi¢ te funkcje w postaci illoczynu dwoch funkeji

k(@) = k()b (a), (2.7)

gdzie k(yy(a) jest regularna w gornej polplaszcezyznie 7 > 7_, natomiast k_)(c) jest anal-
ityczna w dolnej poétplaszczyznie 7 < 7, zmiennej zespolonej . Dodatkowo funkcje te nie
moga posiada¢ miejsc zerowych w swoich obszarach analityczno$ci.

Podstawienie (2.7) w (2.5) daje

_a()(a)  by(e)
ky(a) k()

Poniewaz zaréwno iloczyn jak i iloraz funkcji analitycznych jest funkcja analityczna lewa

Oy (@) k(@) T < T < Th. (2.8)

strona rownania (2.8) jest analityczna w gornej potplaszczyznie, natomiast iloraz by (a) /K- ()
jest analityczny w dolnej potptaszczyznie zmiennej zespolonej a.
Nastepnie iloraz a(+)(a)/k)(«) musi by¢ przedstawiony w postaci sumy
GIG))
k- (@)
Podstawienie (2.9) w (2.8) daje (2.6), gdzie E™)(a) oraz E(7)(a) zdefiniowane sa w
nastepujacy sposob

= Vin (@) + Vi (a). (2.9)

ED)(a) = ¢y @)k (@) — Vi (@), EO(a) = Vioy(a) -
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W réownaniu (2.9) wymagane jest roztozenie funkeji (oznaczymy te funkcje V(a)) na sume
V{a) = Visy(a) + Vi a), (2.10)

w ktorej funkcja V(o) jest analityczna w pasie 7_ < Im(«) < 71 oraz V (a) — 0 rownomiernie
dla |Re(a)] — oo w pasie swojej analitycznosci, natomiast funkcje V(y(a) oraz V() sa
analityczne dla Im(«) > 7_ oraz Im(a) < 7y odpowiednio. Funkcja Viy(a) — 0 dla
I'm(a) — oo, funkcja V(_y(a) — 0 dla Im(a) — —o0.

W roztozeniu (2.10) mozemy wykorzysta¢ catkowe twierdzenie Cauchiego [59], [148], ktore
wigze wartosé funkcji analitycznej w dowolnym punkcje obszaru jej analityczno$ci ogranic-
zonym pewnym konturem z wartosciami funkcji na tym konturze wedtug ponizszego wzoru:

1 V(w
V(ia) = 57 /C w(_(ldw.
Nanarys. 2.1 przedstawiony jest obszar analityczno$ci funkcji V(a) oraz kontur catkowa-

nia C' z twierdzenia catkowego Cauchiego przestawiony w postaci czterech odcinkow Cy, C3, Cs, Cy.

Itn [m) =Ty

Rysunek 2.1. Obszar analitycznosci funkcji V(«) oraz kontur catkowania C.

Dla wszystkich « z obszaru wewnatrz prostokatnego konturu C; — Cy — C3 — Cy zachodzi

nastepujacy wzor

2miV () :/ Viw) dw —i—/c Viw) dw+/03 Vw) dw.

LW — , W — 10 W — «

Poniewaz V(;)(a) — 0 dla [Re(w)| — o0, to jezeli zalozymy, ze szerokos¢ konturu C; —
C5 — Cy — CYy jest nieskonczona, wartos¢ calek po konturach C3 oraz Cy wynsi 0. Kontury
C oraz C5 moga by¢ wybrane dowolnie blisko 7, oraz 7_, wiec mozemy przyjac¢

2miV (o) = /OOHT Viw) dw — /OOHTJr Viw)

—oo+iT- W — & —oo+iTy W — (X

dw.
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Poniewaz pierwsza oraz druga calki sa analityczne odpowiednio dla I'm(«) > 7_ oraz

Im(a) < 71, to mozemy przyjac

Vipla) = = [ Y gy vy = L T Y g gy

2m1 J—ootir- W — « 271 J—ootiry W — @

Z rownania (2.7) wyplywa nastepujaca zaleznosé
In k(o) = Ink(+)(a) + Inky (o). (2.12)

Jezeli V() jest analityczna i nie posiada miejsc zerowych w pasie 7_ < Im(«) < 7, oraz
V(a) — 1 rownomiernie dla |Re(«)| — oo w pasie swojej analitycznosci, natomiast funkcje
Vi) (o) oraz V(_y(a) sa analityczne i nie posiadaja miejsc zerowych w Im(a) > 7_ oraz
Im(a) < 74 odpowiednio, to na podstawie (2.11) oraz (2.12) mozemy przedstawi¢ funkcje
V(a) w postaci

V(@) = Vin(a) + Vo (@), (213

gdzie funkcje V(4 )(a) oraz V(_y(a) okreslone s przy pomocy nastepujacych wzoréw

Vip(a) = -— dw, Vioy(a) = ——

2m1 J—ootir- W — @ 271 J—ootiry W — @

1 /°°+i7 InV(w) 1 /°°+i7+ an(w)dw' (2.14)

W przypadku wektorowych funkcjonalnych réwnan Wienera-Hopfa jadro operatorow
catkowych jest macierzg kwadratowa K(«). Dla kazdej funkcji przedstawionej w postaci
macierzy K(«) logarytm naturalny G(a) = In(K(«)) moze zostaé przedstawiony w postaci
szeregu potegowego In[I+(K(a)—1)] = K(a)—I—(1/2)(K(a)—I)?+. . ., gdzie I jest macierza
jednostkows. Rozklad G(«) na sume dwoch funkeji moze byé wykonany przy uzyciu calek

typu Cauchy’ego dla kazdego elementu macierzy. Sfaktoryzowanie funkcji G(a) w postaci
exp[G™ (@) + G~ ()] = exp[G ™ ()] exp[G™ (ev)]
jest mozliwe wtedy i tylko wtedy gdy
K" ()K" (a) = exp[G™(a)] exp[G™(a)] = exp[G™(a)] exp[G™(a)] = K™ (a)K ™ (ev),

czyli kiedy faktoryzacja jest przemienna. Kazde jadro operatora catkowego przedstawione
w postaci macierzy kwadratowej K(a) pozwalajace na faktoryzacje przemienng moze zostac

przedstawione (przy pomocy mnozenia na odpowiednie macierze) w postaci Khrapkova [29]:
K(a) = a(a)I + b(a)J(a) (2.15)

gdzie I jest macierza jednostkowa, a(a) oraz b(«) sa dowolnymi skalarnymi funkcjami «
analitycznymi w pasie D rosnacymi nie szybciej niz wielomianowo przy dazeniu argumentu

do nieskoriczonosci, natomiast J(«) jest macierza kwadratowa ktorej elementami sa funkcje
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catkowite. Elementy macierzy J(a) sa funkcjami rosnacymi nie szybciej niz wielomianowo

przy dazeniu argumentu do nieskonczono$ci oraz zachodzi nastepujaca zaleznosé
J%(a) = A%(a)l,

gdzie A?(a) jest wielomianem wzgledem «. Drzieki ostatniej whasciwosci macierzy J(a)

przemienna faktoryzacja K(a) moze zosta¢ przedstawiona jako
K(a)=Q (0)Q" (),

gdzie Q* () oraz macierze, ktorych elementy s funkcjami odwrotnymi do elementow QF(«)

sa analityczne w obszarach D*. Macierze Q*(a) mozna przedstawi¢ w postaci:

Q*(a) = r1(a) |cosh [A(a)f+(a)] T+

1
Ala) sinh [A(a)f0+(a)] J(a)] .

Funkcja A(a) posiada punkty rozgalezienia w obydwu potptaszezyznach, natomiast funkcje
Q*(a) tych punktéow nie posiadajg, poniewaz sg funkcjami kwadratu A(«). Zagadnienie re-
dukuje sie do rozwiazania dla skalarnych funkcji r4(«) oraz 0(«). Funkcje te moga by¢
wyznaczone poprzez pomnozenie QT («) przez Q™ («) i podstawienie wyniku tego mnozenia
w rownanie (2.15). Uzyskujemy w ten sposob

i (a)r_(a) cosh [A(a) (0 (a) + 6_())] = a(a),
PO G [A(0) 6 () +0- ()] = blo),

Ao
co po przeksztatceniach daje

[ri(@)r_ ()] = a*(a) — A*(a)b*(«), (2.16)
1 Ala)b(a
0+(a) +0-(a) = F5yarctanh l (a(>a)( )] (2.17)
Uwzgledniajac rownania (2.10) oraz (2.11) uzyskujemy
9 1 pootir— arctanh [%] ;
+(a) = o /—oo—m'f_ A(w)(w — ) w,
1 rootiry arctanh [%}
0—(a) = _7'/ dw.
211 J—cotiry A(w) ((,u — a)

Analogicznie uwzgledniajac rownania (2.13) oraz (2.14) uzyskujemy wzory dla funkcji r («)
oraz r_(q).

W przypadku wektorowych funkcjonalnych réwnan Wienera-Hopfa po sfaktoryzowaniu
jadra operatora catkowego K(«) postepujemy dalej zgodnie z algorytmem przedstawionym
powyzej.

Rozwigzanie rownan (2.1) oraz (2.2), czyli funkcje ®4)(2) uzyskuje sie stosujac odwrotne

przeksztatcenie Fouriera dla znalezionej funkeji ¢(4(2).
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2.2. Opis metody Galerkina rozwigzywania réwnan calkowych

Fredholma drugiego rodzaju

W celu rozwiazania rownania

A/ p)dp = f(x) (2.18)

metoda Galerkina obiera sie uktad funkcji ¢, (z) (n = 1,2, ...) zupelny w przestrzeni L*(a,b)
i taki, ze dla dowolnego N uktad wuy(z),us(z),...,un(x) jest liniowo niezalezny [1], [62].

Nastepnie przyjmuje sie, ze rozwigzanie przyblizone jest funkcja postaci

= 2—:1 Un@n(T). (2.19)

Wspoltezynniki a,, wyznacza sie z warunku, aby residuum réwnania (2.19) byto ortogonalne

do funkcji uy (), uz(z), ..., un(x). W przestrzeni L?(a,b) iloczyn skalarny dwoch elementow

(@), 9(2)) = [ f@)gta)ds

gdzie g jest wielkoscia sprzezona do g. Warunek ortogonalnosci residuum réownania (2.19)

f(z) 1 g(x) jest okreslony jako

dla funkcji bazowych w przestrzeni L?(a,b) sprowadza sie do uktadu réwnaii liniowych dla

niewiadomych wspotczynnikow a,,

Zan/ dx—/\Zan// (z,0)Pn(p)dpd, (x dx—/f )Om (z)dx (2.20)

m=1,2,...,N.

Jesli A nie jest liczba charakterystyczna, to przy N dostatecznie duzych uktad (2.20) daje
rozwiazanie jednoznaczne. Przy N — oo rozwiazania przyblizone (2.19) daza w przestrzeni

L*(a,b) do rozwiazania doktadnego ¢(z) rownania (2.18). Zachodzi oszacowanie

¢ —on <A +en) [l ¢—Proll,

gdzie Py jest operatorem rzutowania na podprzestrzen rozpieta na funkcjach uy (x), uz(x), ..., uy (),

ac— 0przy N — oo.

2.3. Opis metody kwadratur mechanicznych rozwigzywania réwnan

calkowych Fredholma drugiego rodzaju

W celu rozwigzania rOwnania

u(r) — [ K (e p)utp)dp = f(a) (2.21)
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metoda kwadratur mechanicznych do catki wystepujacej w tym réwnaniu stosujemy dowolny

wzor na kwadrature |1], |62], [149]. Niech bedzie to wzor postaci

/a " K (2)do = Zjl an K (). (2.22)

Wtedy rownanie (2.21) zostanie zastapione w sposob przyblizony przez rownanie

u(z) — z_:l anK (2, 2,)u(z,) = f(x). (2.23)

Przyjmujac tu x = z,,, (m = 1,2, ..., N) otrzymamy uklad rownan algebraicznych z niewiadomymi
w(Tpm):

W) — z_:lanK(xm,a:n)u(xn) = f(zm), m=1,2,...,N. (2.24)

Rozwiazujac ten uktad otrzymamy wartosci niewiadomej funkeji u(x) w punktach x,,. Stosu-
jac interpolaje uzyskamy wartosci funkeji w(z) na calym przedziale [a, b]. Metoda kwadratur

mechanicznych jest zbiezna tez dla pewnej klasy rownan z niecigglym jadrem.

2.4. Whnioski

W rozdziale tym przedstawione zostalty metody, ktore zostang wykorzystane w dalszej
czescl rozprawy.

W podrozdziale 2.1 przedstawiona zostala metoda Wienera-Hopfa, ktora zastanie wyko-
rzystana w rozdzialach 4 oraz 5. W podrozdziatach 2.2 oraz 2.3 przedstawione zostaly

odpowiednio metody Galorkina i kwadratur mechanicznych wykorzystane w rozdziale 6.



Rozdzial 3

Opis zagadnien

3.1. Wprowadzenie

Material sprezysty zawierajacy cienka ptaska skaze moze zosta¢ zamodelowany jako jed-
norodny izotropowy liniowo-sprezysty osrodek zawierajacy cienka ptaska niejednorodnosé.

Lzotropowy oznacza, ze sprezyste parametry osrodka nie zaleza od kierunku badania
osrodka. Anizotropia (zalezno$¢ parametrow sprezystych osrodka od kierunku badania) wys-
tepuje np. w krysztatach. Wiekszo$¢ materialow anizotropii jednak nie wykazuje, wiec to
zalozenie nie ogranicza znaczaco wachlarza zastosowan modelu.

Jednorodnosé oSrodka polega na tym, ze wlasciwosci sprezyste osrodka nie sa funkcjami
wspolrzednych (sa stale dla calego osrodka). Poniewaz z reguly w praktyce bada sie wyroby
przemystowe wykonane z jednego materiatu lub z takiego materiatu, ktérego parametry
sprezyste zmieniaja sie w niewielkim zakresie oraz powoli. To zalozenie nie ogranicza zasad-
niczo uniwersalnosci modelu.

Liniowa sprezystosé osrodka polega na tym, ze zalezno$¢ pomiedzy deformacjami i napreze-
niami zachodzacymi w o$rodku jest liniowa. Implikuje to wymog niewielkich amplitud de-
formacji zachodzacych w osrodku. Wykorzystywane w badaniach fale ultradzwiekowe sa
powodem rozprzestrzeniania sie w osrodku sprezystym deformacji o niewielkiej amplitudzie.

Zakladamy, ze o$rodek ma znane parametry gestosci p oraz modutu $ciecia p. W osrodku
znajduje sie jednorodna cienka plaska niejednorodnosé. Material niejednorodnosci ma ges-
to$¢ po oraz modul $ciecia p. Zaktadamy idealny (sztywny) kontakt niejednorodnosci z
o$rodkiem, czyli zaktadamy ciaglto$¢ naprezen oraz przemieszczen na granicy niejednorod-
nosci.

Niejednorodnos$¢ zajmuje obszar S = {|x1| < a, |z3| < h/2}, |z2| < oo, gdzie a jest sze-
roko$cig niejednorodnosci, h jest gruboscig niejednorodnosci, x1, o oraz x3 sa wspotrzednymi
Kartezjanskiego uktadu wspotrzednych umieszczonego w centrum ciezkosci niejednorodnosci.

Poniewaz niejednorodno$c¢ jest jednorodna, $rodek ciezkosci jest srodkiem niejednorodnosci.
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Zagadnienie jest dwuwymiarowe. Zakladamy, ze niejednorodnos¢ jest ograniczona w
kierunku osi x5. Zakladamy, ze pole fali padajacej i odbitej oraz catkowite pole nie zalezy od
wspotrzednej . W praktyce nie stanowi to duzego ograniczenia, poniewaz wktad brzegoéw
niejednorodnosci w polu dalekim (a takim sie zajmujemy) nie jest istotny. Pole dalekie
(strefa Fraunhofera) zaczyna sie w odlegtosci kilku dtugosci fali od zrodta tej fali. W strefie
Fraunhofera pole zawiera tylko sktadowa falowa, czyli jest o wiele mniej skomplikowane
niz przy powierzchni zrédta lub Zrédta wtoérnego, ktérym jest skaza. W praktyce tak do-
biera sie czestotliwosé fali wykorzystywanej w badaniach, ze nawet przy wykrywaniu skaz
podpowierzchniowych skaza znajduje sie w polu dalekim nadajnika, natomiast odbiornik
znajduje sie w polu dalekim skazy.

Ogolnie wady dzielimy na objetosciowe oraz ptaskie. W tej pracy zajmujemy sie wadami
plaskimi. Zaktadamy, ze stosunek grubosci do szerokosci niejednorodnosci jest bardzo matly:
h/a << 1. W praktyce istnieje cala klasa zagadnien dotyczacych badan wad cienkich w
stosunku do szerokosci. Takimi wadami sa pekniecia oraz wtaczenia innych materialow. Nie
stanowi wiec to duzego ograniczenia modelu.

Trzeba podkresli¢, ze nie naktadamy zadnych ograniczen na sprezyste parametry osrodka
oraz niejednorodnosci ani na stosunek tych parametrow. Sprawia to, ze model jest bardzo
uniwersalny.

Zaktadamy, ze na granice niejednorodnosci z oSrodka spada ptaska harmoniczna poprzeczna,

spolaryzowana poziomo sprezysta fala (fala SH). Przedstawione to zostalo na rys. 3.1.

o ¥ 4, efk(;1x1+gxg) Y X o
B¢
0
o A+ k2 Ju=0
0004 h/a<<1 X
h %//W%( )u Xi
a A+k§ 0 _p

Rysunek 3.1. Opis zagadnienia pierwszego.
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Fala padajaca jest opisana nastepujacym réwnaniem:
u'(x) = Agexp [ik(1,x)], (3.1)

gdzie A jest amplituda fali padajacej, k jest liczba falowa w osrodku, k = w/c gdzie w jest
czestoscia kotows, ¢ jest predkoscia fali w osrodku, 1 = (I1,13), 13 = sinby, 3 = — cos by jest
kierunkiem rozprzestrzeniania sie fali, 6y jest katem pomiedzy kierunkiem rozchodzenia sie
fali a zewnetrzng normalna do goérnej powierzchni niejednorodnosci, € jest katem obserwacji,
v = (sinfy, cos ) jest kierunkiem obserwacji. Predkos¢ fali poprzecznej w osrodku wynosi
c*= p/p, natomiast w niejednorodnosci predkosé ta wynosi 3 = po/ po.

Zaktadamy réwniez, ze grubosé¢ niejednorodnosci jest mata w poréwnaniu z dlugoscia
fali wykorzystywana w badaniach, czyli kh << 1. Nie stanowi to zadnego ograniczenia
modelu, poniewaz, jak zaznaczylem wyzej w praktyce zawsze mozna dobra¢ odpowiednia
czestotliwosc¢ fali padajacej.

Zagadnienie rozpraszania harmonicznych fal w o$rodkach sprezystych opisywane jest

uktadem rownan Lamego:
pAu(x) = (A + p)graddivu(x) + pw?u(x) = 0. (3.2)

Jest to uktad réwnan ruchu dla osrodkéow sprezystych, czyli takich w ktorych moga
rozprzestrzenia¢ sie oprocz fal podtuznych jeszcze fale poprzeczne. W tej pracy zakladamy,
ze w badaniach jest wykorzystywana tylko fala poprzeczna spolaryzowana poziomo (fala SH).
W przypadku fal tego typu nie zachodza transformacje fal przy odbiciu od niejednorodnosci,
co bardzo upraszcza model. W przypadku odbicia fal podtuznych oraz fal poprzecznych
spolaryzowanych pionowo (fal SV) od dowolnej przeszkody powstaja dwie fale odbite. W
przypadku odbicia fali podtuznej powstaje odbita fala podtuzna oraz odbita fala SV. W
przypadku odbicia fali SV powstaje odbita fala SV oraz odbita fala podtuzna. W fali SH
przemieszczenia czastek osrodka zachodza tylko w kierunku xs. Pozwala to w rownaniu (3.2)

pominac czlon (A + p)graddivu(x). W ten sposob z (3.2) uzyskujemy rownanie
pAu(x) + pw?u(x) = 0,
ktore uwzgledniajac zaleznoéé ¢ = u/p mozemy przedstawi¢ w postaci
Au(x) + k*u(x) = 0. (3.3)

Jest to znane z teorii akustyki falowe rownanie Helmholca. Rownanie (3.3) opisuje pole
przemieszczenn w osrodku u(x). W rownaniu (3.3) k jest liczba falowa w osrodku. Pole

przemieszczeni w niejednorodnosci u°(x) opisywane jest przy pomocy réwnania

Au’(x) + kju’(x) = 0. (3.4)
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gdzie kg jest liczba falowa w niejednorodnosci.
W przypadku zagadnienia pierwszego réwnania (3.3) oraz (3.4) powiazane ze soba przy

pomocy warunkéw na brzegu niejednorodnosci x € 95

u(x) = u’(x), (3.5)
du(x)  po Ou(x)
on i on x € 085, (3.6)

gdzie n jest zewnetrzna normalna do gornej powierzchni niejednorodnosci. Rownanie (3.5)
opisuje ciaglos¢ przemieszczen na brzegu niejednorodnosci, natomiast rownanie (3.6) zaktada
ciggtoé¢ normalnych sktadowych naprezen na brzegu niejednorodnosci. Wprowadzamy oz-
naczenie y = o/ .

Zagadnienie drugie przy obowiazujacych wszystkich przytoczonych wyzej zalozeniach
zaktada rowniez, ze niejednorodnos¢ jest sztywno podparta z jednej strony. W praktyce
sytuacja taka ma miejsce miedzy innymi w materiatach kompozytowych, kiedy kompozyt
zawiera skaze znajdujaca sie tuz nad pretem lub tkaning wzmacniajaca. Zazwyczaj mate-
rial, z ktorego wykonane sa prety lub tkaniny wzmacniajace kompozyty jest bardzo sztywny
w poréwnaniu z reszta sktadnikow kompozytu. W przypadku naszego modelu dodatkowe
zalozenie zmienia warunki na brzegach niejednorodnosci. Opis zagadnienia drugiego przed-

stawiony zostal na rys. 3.2.

uf:Agefk(lnxm”zxa) 1 xs /u“'
// 8
9
2
. (A+ %2 Ju=0
7 ) h/a<<1
h N X1
= T {a+ 3 k=0

Rysunek 3.2. Opis zagadnienia drugiego.

Sztywne podparcie niejednorodnosci implikuje brak przemieszczen na brzegu niejednorod-
nosci od strony podparcia.
ou(x)  pp ou’(x)

u(x) = u’(x), on . on

,xe@S\{xg,:—Z}, (3.7)
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u(x) = u’(x) =0, x3 = —h/2. (3.8)

Rownanie (3.7) opisuje ciaglos¢ przemieszczen oraz ciagltosé normalnych sktadowych
naprezen na brzegu niejednorodnosci pomijajac cze$¢ brzegu od strony podparcia, natomiast
rownanie (3.8) zaktada brak przemieszczen na brzegu niejednorodnosci od strony podparcia.

Rownania (3.1)-(3.8) modeluja ruch osrodka sprezystego zawierajacego cienkia ptaska
niejednorodnos¢ (zagadnienie pierwsze) oraz zawierajacego cienka plaska sztywno podparta
niejednorodnosé (zagadnienie drugie) w przypadku rozchodzenia sie w osrodku harmoniczne;j
fali sprezystej. Opisuja one kontaktowe zagadnienia brzegowe dynamicznej teorii sprezys-
tosci.

Roéwnania te sa rownaniami wyjsciowymi dla ponizej przedstawionych modeli amplitudy

(w polu dalekim) u*(x) fali odbitej od wlaczenia w materiale sprezystym.

3.2. Wyprowadzenie zasady wzajemnosci dla ruchu harmonicznego

Drugie prawo Newtona dla osrodkow sprezystych przybiera postaé pierwszego prawa

ruchu Cauchyego
Tijg + [i = pls, (3.9)

gdzie f jest sila dzialajaca na jednostke objetosci osrodka o gestosci p, 7;; sa sktadowymi
tensora naprezen, u; sa sktadowymi wektora przemieszczen. Dla ruchu harmonicznego (za-

rOwnanie to przyjmuje postac

leznosé czasowa postaci e~ ")

Tij,j — pwzui = _fj' (310)

W liniowo sprezystych osrodkach deformacje mozna przedstawi¢ przy pomocy tensora
maltych odksztalcen ¢ ktoérego sktadowe zaleza od sktadowych wektora przemieszczen w
nastepujacy sposob

1
gij = 5 (Ui + uz:)- (3.11)
Oczywiscie €;; = €;;, wiec € jest symetrycznym tensorem drugiego rzedu.
Sktadowe tensora naprezen 7;; powiazane ze sktadowymi tensora matych odksztalcen €;;

przy pomocy prawa Hooka, ktore dla jednorodnych izotropowych osrodkéw przyjmuje postac
Tij = AekkOij + 2pi; (3.12)

gdzie \ oraz p sa stalymi Lamego opisujacymi wlasciwosci sprezyste osrodka, natomiast d;;

L
by = =
0 i#J

jest delta Kronekera
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Podstawiajac rownanie (3.11) do rownania (3.12), a nastepnie podstawiajac otrzymany wynik
w réwnanie (3.10) uzyskujemy (3.2) dla poszczegolnych sktadowych wektora przemieszezen

w; przy zalozeniu, ze f(x,w) =0, i =1,2,3.

Rozpatrzmy dwa rézne pola przemieszczeii ui' oraz u” spelniajace ponizsze rownania
A 2 A _ A
T — pwiup = —f7 (3.13)
B 2 B_ (B
T — pwup = —f7. (3.14)

B

i

(3.14) od rownania (3.13). Dostajemy

Mnozymy réwnanie (3.13) przez u”, a rownanie (3.14) przez v i odejmujemy réwnanie

fPul — fAuP =74 uB — 7B ol (3.15)
Z réwnan (3.11) oraz (3.12) otrzymujemy

A B B A __

Uwzgledniajac rownanie (3.16) oraz zaleznosé

A B B, A _ A B A B B B
(Tz’jui — Tij uz) i Mgt T T U T T ij Wi,

z rownania (3.15) uzyskujemy

[t} ij

fPut — fruP = (il — rBut) (3.17)
5J

Catkujac obustronnie rownanie (3.17) po dowolnym obszarze V' z brzegiem S oraz stosujac

twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego dostajemy
/V leu;4 — fiAude = /s (Ti‘;‘uf — Tguf) n;ds. (3.18)

W réwnaniu (3.18) n jest jednostkowym wektorem kierunku zewnetrznej normalnej do
powierzchni S. Rownanie (3.18) jest elastodynamiczna zasada wzajemnosci dla fal har-
monicznych. Tozsamo$¢ ta pozwala uzalezni¢ pole fali rozproszonej na niejednorodnodci

znajdujacej sie w materiale sprezystym z wartoscia pola na powierzchni tej niejednorodnogci.

3.3. Przedstawienie pola fali rozproszonej na niejednorodnosci w
materiale sprezystym w postaci calki po powierzchni
niejednorodnosci

Niech znajdujaca sie w materiale sprezystym niejednorodnosé zajmuje obszar S wraz

z brzegiem 0S. Zakladamy, ze Sgr jest okregiem o promieniu R ze $rodkiem w poczatku
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przyjetego przez nas ukladu wspotrzednych, Vg jest wnetrzem okregu Sg. R wybieramy
tak, aby niejednorodno$¢ catkowicie miedcita sie w Sg. Zakladamy rowniez, ze w obszarze
D = Vi — S znajduje sie 7rodto fali padajacej na niejednorodnosé. Fala padajaca jest
rozpraszana na niejednorodnoéci, wiec niejednorodno$é jest zrodtem wtornego promieniowa-

nia. Calkowite pole w D moze by¢ przedstawione w postaci

— gt s At 5

gdzie u! oraz Tfj opisuja pole przemieszczen oraz naprezen w przypadku braku niejednorod-
nosci. Rozproszone pole spelnia jednorodne rownanie (3.2) (dla f(x,w) = 0) oraz pewne
warunki brzegowe na 0S. Zastosujemy zasade wzajemnosci (3.18) dla obszaru D dla nastepu-

jacych dwu stanow
{ut(x), 72} = {u(x), 75(x)}
oraz
B B _ [, G _ Q@) G _ @
{Ui (x), 7 (X)} = {ui;k(x X%), Tijw(x =% )}
Stan A odpowiada polu fali rozproszonej na niejednorodnosci. Stan B odpowiada rozwigza-

niu réwnania (3.10) dla punktowego zrodta f2 o jednostkowej amplitudzie umieszczonego w

punkcie obserwacji () i promieniujacego w kierunku 7y
B =ipo(x — x9), (3.19)

gdzie funkcja 0 jest delta Diraka [131]. Jest to tak zwane rozwiazanie podstawowe.

Dla x% nalezacego do D wzér (3.18) przybiera postaé
uf (x9) = — /S (uZGkaj — ungk) n;dS + I, (3.20)

gdzie
I, = —/S (ufkaj — ufTSk) n;dS (3.21)
R

oraz n jest jednostkowym wektorem kierunku zewnetrznej normalnej do powierzchni 05 oraz
Sk (normalna do powierzchni 05 jest skierowana w otaczajacy niejednorodnosé¢ material).

We wzorach (3.20) oraz (3.21) zostal uwzgledniony ten fakt, iz dla rozproszonego pola
w (3.18) f = 0 oraz f2 = 1, poniewaz opisane réwnaniem (3.19) 7zrédlo ma jednostkows
amplitude.

Dowiedziemy, ze catka (3.21) znika przy R — oco. Mozemy tego dokonaé korzystajac
z warunku promieniowania Sommerfelda. Warunek ten glosi, ze na duzych odlegtosciach
od zrédta zalezno$é pomiedzy przemieszczeniami i naprezeniami, ktére maja miejsce w fali
musza by¢ lokalnie takie same jak w fali ptaskiej biegnacej w nieskoniczono$¢. Oprocz tego

amplituda fali maleje przy R — oo jak 1/R dla przypadku trojwymiarowego lub jak 1/v/R
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dla przypadku dwuwymiarowego. Warunek promieniowania Sommerfelda mozna zapisa¢ w
nastepujacej postaci

lim VR (a - zk:) u(x) =0 (3.22)

R—0c0 OR

dla
R =|x| = /2] + 23 + 23

lub 5

]%EI;OR <8R - Zk?) u(x) =0 (3.23)
dla

R=lx|= o+

gdzie

k:\ﬂ
p

Poniewaz rozwigzanie podstawowe spetnia warunek promieniowania Sommerfelda, to

G G
u;, — 0 oraz 7.7,

— 0 przy R — oo. Wiec przy R — oo catka (3.21) dazy do zera. Dalej
bedziemy zakladaé¢, ze argumentem funkcji uj(x)? jest punkt obserwacji rozproszonego na
niejednorodnosci pola przemieszczen i bedziemy go oznaczaé¢ x, natomiast lewg strone row-
nania (3.20) bedziemy oznaczaé uj(x). Poniewaz Sp mozemy wybra¢ dowolnie (lewa strona

rownania (3.20) nie zalezy od wyboru R) mozemy rownanie (3.20) zapisa¢ w postaci

up(x) = —/S (uZGkaJ - ungk) n;dsS. (3.24)

Dla przypadku dwuwymiarowego rozwiazanie podstawowe u” przyjmuje postacé

g(x.y) = — L HE (i — 1), (3.25)

gdzie Hél)(z) jest funkcja Hankela pierwszego rodzaju. g(x,y) jest funkcja dwoch zmiennych.
Wartosé tej funkcji okresla przemieszczenie w punkcie x powstale na skutek dziatania w
punkcie y jednostkowego zrodta punktowego okreslonego rownaniem (3.19).

Pole fali rozproszonej na niejednorodnosci w materiale sprezystym wu® musi spelniaé
warunek promieniowania Sommerfelda [8]. Wynika z tego, ze

u’(x) %A%, R — o0, R=|x| = /2% + 23, (3.26)

gdzie A jest zespolona amplituda fali rozproszonej. Ogdlnie wartosé A zalezy od liczby falowej
k oraz kierunku 1 fali uzytej w badaniu oraz od kierunku obserwacji v = x/|x| = (sin 6, cos ).
Dlatego bedziemy korzystac z oznaczenia f(k;1,v) dla zespolonej amplitudy fali rozproszone;
i rownanie (3.26) przyjmie postac¢

eikR+i7r/4

u’(x) = f(k; 1, I/)m, R — o0, R=|x| = /2% + 23. (3.27)
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Funkcje Hankela pierwszego rodzaju przy R — oo mozemy przedstawi¢ w postaci przy-
blizone;j:

2 . .
Hél) (k'R) ~ %eszfm/él.

Tak wiec funkcje g(x,y) przy R — 0o mozemy zapisa¢ w postaci

| 1 i ; —ik(v.
g(X, y) ~ — melkR—i_m—/Zle k( 7y). (328)

Poniewaz sktadowe tensora naprezen sa proporcjonalne do pochodnej wektora przemieszczen
w kierunku zewnetrznej normalnej do powierzchni, rownanie (3.24) mozemy zapisa¢ w postaci

(wektorowej)
S s S 89 XQ7 y
u’(x) = / (g(xQ,y)T (¥) —u (Y)Q nds,. (3.29)
S on
Dla zagadnien opisywanych wzorami (3.1)-(3.8), czyli dla cienkich plaskich niejednorod-

nosci w materiale sprezystym przy zatozeniu kh << 1 réwnanie (3.29) przyjmuje postac

u'(x) = /aa <g(X, y)®i(y1) — @3(91)8“@%};;)}/)) ) dy, (3.30)

gdzie ®3(yy) jest skokowa zmiana przemieszczen na wlaczeniu (réznica wartosci przemieszcezen
miedzy gornym i dolnym brzegu), natomiast ®;(y;) jest skokowa zmiana naprezen na wlacze-
niu.

o= (%2 -2 m=ww v, )

gdzie
uF(y) = lir% u(yr, £e).
£E—
W réwnaniu (3.30) catkowanie odbywa sie po $rodkowej linii wlaczenia. Uwzgledniajac

zaleznos$¢ (3.28) rownanie (3.30) mozemy zapisa¢ w postaci

eik|x|+i7r/4 a ) o )
u’® (X) / [@1(y1)6_1k(y’y) + @3(y1)ae—zk(u,y)‘| dy1 (332)
—@ y3=0

- \/ 8k |x| Y3

Obliczajac pochodna czastkowa drugiego sktadnika funkcji podcatkowej w rownaniu (3.32)
uzyskujemy

kx| +im/4

N

Uwzgledniajac, ze w rownaniu (3.33) catkowanie odbywa sie wzdtuz srodkowej linii niejed-

u®(x) /_ [@1(y1)e_ik(”’y) + @g(yl)ikl/g,e_ik(”’y)} dyy (3.33)

y3=0

norodnosci (y3 = 0) uzyskujemy

ik|x|+in /4 g ) ]
US<X> = —67/ q)1<y1)€7lkyly1 + (I)3(y1>'l']€l/3€7zkylyldy1 (334)

\/8mk|x| /—a
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Uwzgledniajac rownanie (3.27) z rownania (3.34) uzyskujemy

flk L) = — / 1 (y1)e ™Y 4 By(y ikvse T dy, (3.35)

—a

Rownanie (3.35) pozwala obliczy¢ w polu dalekim zespolona amplitude fali rozproszone;
na niejednorodnosci w materiale sprezystym. W praktyce wykorzystuje sie tylko czes$¢ rzeczy-
wista amplitudy Re(f(w;l1,v)).

Przedstawione w rozprawie modele pozwalaja uzyskiwa¢ wartosé¢ amplitudy (3.35) dla
dowolnych kierunkéw sondowania 1, dowolnych kierunkéw obserwacji v, oraz dowolnych
wspotczynnikow sprezystosci p i gestosci p materiatu sprezystego i niejednorodnosci.

Rownanie (3.35) zawiera niewiadome funkcje ®1(y;) oraz ®5(y1). Wyznaczenie tych
funkcji dla dwoch zagadnien przedstawionych w tym rozdziale stanowi tre$¢ nastepnych

dwoch rozdzialow.

3.4. Wnioski

W podrozdziale 3.1 zostaly przedstawione zagadnienia tworzeniu modeli ktorych jest
poswiecona rozprawa.

W podrozdziale 3.2 zostala wyprowadzona zasada wzajemnoéci dla ruchu harmonicznego
w oparciu o ktorag w podrozdziale 3.3 pole fali rozproszonej na niejednorodnosci w materiale
sprezystym zostalo przedstawione w postaci catki po powierzchni niejednorodnosci.

W podrozdziale 3.3 zostal wyprowadzony wzor (3.35) pozwalajacy obliczy¢ w polu dalekim
zespolong amplitude fali rozproszonej na niejednorodnosci w materiale sprezystym. Row-
nanie (3.35) zawiera niewiadome funkcje ®;(y;) oraz ®3(y1). Wyznaczeniem tych funkcji dla
pierwszego zagadnienia przedstawionego w podrozdziale 3.1 zajmiemy si¢ w rozdziale 4, nato-
miast wyznaczeniem funkcji ®;(y;) oraz ®3(y;) dla drugiego zagadnienia przedstawionego w
podrozdziale 3.1 zajmiemy sie w rozdziale 5.

W dalszej czedci rozprawy stosowaé bedziemy x; do oznaczenia argumentu funkcji ¢, oraz
®3, aby zaznaczy¢, ze argument tych funkcji jest pierwsza sktadowa wektora wspotrzednych

punktu w uktadzie wspolrzednych kartezjanskich.
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Model pola SH fali rozproszonej na cienkie;j

plaskiej niejednorodnosci w materiale

sprezystym

4.1. Wyprowadzenie efektywnych warunkéw brzegowych

Wprowadzajac efektywne warunki brzegowe mozemy zastapi¢ uktad rownan rézniczkowych
(3.3) i (3.4) oraz warunki brzegowe (3.5) i (3.6) tylko jednym rownaniem, ktore musi spel-
nia¢ szukana funkcja spetniajaca jednoczesnie efektywne warunki brzegowe. Upraszcza to
znaczaco zagadnienie, co prowadzi do skrocenia czasu potrzebnego do uzyskania rozwigzania
zagadnienia [43], [45], [46], [55], [65], [73], [126]. Wyprowadzenie efektywnych warunkow
brzegowych zgodnie z ogolnym schematem metody asymptotycznej [81], [82], [103]| zaczy-
namy od wprowadzenia zmiennej Ts : x3 = €T3 oraz przedstawienia pola przemieszczen
w niejednorodnosci (pomijajac otoczenie punktoéw x, = £a) w postaci szeregu asymptoty-

cznego:

263 (21, T3), x € S. (4.1)

Analogicznie dla Ry \ S przedstawiamy pole rozproszone w postaci szeregu asymptoty-

cZnego
R~ i elus(x). (4.2)
=0

Asymptotyki pol (4.1) oraz (4.2) uzaleznione sa od relacji pomiedzy parametrami 7 oraz
£:
L <y <1/
2. 05y < Ve
3. 1/y/e < v <.

Przedzial 1 odpowiada stabej niejednorodnosci kiedy mechaniczne parametry osrodka i
niejednorodnosci sa zblizone.

Przedzial 2 opisuje przypadek miekkiej niejednorodnosci kiedy sztywnos¢ niejednorod-
nosci jest o wiele mniejsza od sztywnosci osrodka.

Przedzial 3 odpowiada niejednorodnosci o duzej sztywnosci.
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Podstawiajac rownania (4.1), (4.2) w odpowiednie rownania Helmholca (3.3), (3.4) i
warunki brzegowe (3.5) i (3.6) oraz przyréwnujac do siebie wspotezynniki przy takich samych
potegach € uzyskujemy rekurencyjny ciag zwyktych rownan rézniczkowych zmiennej x5 = €3
wzgledem nieznanych wspotezynnikow rownan (4.1) oraz (4.2). Uwzgledniajac tylko pierwsze
wyrazy szeregow (4.1) oraz (4.2) i uwzgledniajac ten fakt, ze v ~ const # 0 przy € — 0 dla

stabej niejednorodnosci uzyskujemy

O*ui(x .
o) ~ (1= ) (k2 ko), (43)
1
1=y ou'(x)
Ps(21) ~ h s |, 1] < a,
u’(x) ~ u'(xy) + 23 gx(j) ) x €S, (4.4)

+ + —
lau‘| o 8U . au ’ @3 _ ['U,]+ — u+ _ ui, ui = 111’[{1)'1,(,(1‘1, :l:g)

n 8ZE3 81’3 N
Dla przypadku miekkiej niejednorodnosci (v = o(e) dla € — 0) uzyskujemy

1, 0
) =0, ~ —h— 4.
1(z1) =0, P3(z1) 5 (%3“(7() L 1] < a, (4.5)
W(x) & w(z) + %cpg(xl).
Dla przypadku niejednorodnosci o duzej sztywnosci (77! = o(e) dla e — 0) uzyskujemy
0? 9
Oy (x1) = —vh Er + kil u(zy), P3(xy) =0, |21] < a, (4.6)
1
u’(x) ~ u(zy),
0 1 _

GTclw<x1) =0, 1 = +a, w = 5 (u+ +u ) : (4.7)

Warunek (4.7) okresla brak sktadowej o3 tensora naprezen na koricach niejednorodnosci
o duzej sztywnosci.

Aby uzyska¢ model wzajemnego oddzialtywania niejednorodnosci z osrodkiem ktory jest
niezalezny od relacji pomiedzy parametrami v oraz € musimy zastosowa¢ metode Fraenkela
dopasowywania szeregow asymptotycznych [21], [38], [98], [118] dla wzorow (4.3-4.6). Roz-
patrzmy przedzialy 11 2. Zakladamy, ze we wzorze (4.5) v = O(1) oraz v~' = O(1) przy
e — 0. Poszukujemy rozwiazania dla zagadnienia okreslonego rownaniami (3.3), (3.4) oraz

(4.5) w postaci szeregu asymptotycznego

u(x) = wo(x) +ewy(x) +...,e —0. (4.8)
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Podstawiajac (4.8) w rownania (3.3), (3.4) oraz (4.5) uzyskujemy dla funkcji w;(x), (j =

0, 1) na przedziale |z1| < a nastepujace zaleznosci

Ow{  Owy ou’
= () — — — 0 + a— -1 —1h
Stosujac twierdzenie Greena uzyskujemy
h / ou'(y) 99(x,y)
u’(X) R ew(x) = —— dy . 4.9
(o~ = -2 [ FHEED g, (49)

y3=0

Przyjmujac v = €7, 7 = const przy € — 0 z prawej strony rownania (3.30), w ktorym
funkcje ®; oraz @3 wyznaczone sa przy pomocy warunku (4.3) uzyskamy ten sam wynik co
daje nam prawa strona rownania (4.9). A wiec zgodnie z metoda Fraenkela dopasowywania
szeregow asymptotycznych [38] musi istnie¢ przedzial w ktorym rozwiazania odpowiadajace
zakresom 1 oraz 2 sie pokrywaja. Okreslimy ten przedzial przyjmujac v = /%5, 7 = const
przy € — 0. Warunki okreélajace zachowanie pol przemieszczenn u® oraz u’ w przedziale
0 < v < Y2 moga by¢ uzyskane poprzez sumowanie warunkéow okre§lonych réwnaniami
(4.3), (4.4) oraz (4.5) bez uwzglednienia ich wspoélnych czesci wyznaczonych przez rownanie

(4.9). W ten sposob uzyskujemy

2

Oy (z1) = (1 — y)ha—x%ui(xl) + (k* — vk3)hu' (1), (4.10)
Bafoy) = 25 [u0) - )],

Stosujac teraz metode Fraenkela dopasowywania szeregéow asymptotycznych do wzorow
(4.6) oraz (4.10) uzyskujemy efektywne warunki brzegowe wzajemnego elastodynamicznego

oddzialywania cienkiej niejednorodnosci z osrodkiem (do wielkosci (czlonu) rzedu ).

., 0? 0? ;
0 , ow
o —1 7 o -1 1 s _
®s(z1) = 2k~ Zsm 3o, (w(x) - Z5'u (X)]IFO, ol 0,
0(x) — r3| 0
u(x) = w(x) + S [8% (x)] ms:o, x e S,
leﬂ’Zg):ﬂ,f—@,m:@.
P o c 2

Warunki (4.11) obowiazuja dla dowolnych wartosci v dla |z1] < a.
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4.2. Wyprowadzenie mocno osobliwych réwnan catkowych

Poniewaz srodkowa powierzchnia niejednorodnosci jest ptaska mozemy przedstawi¢ funkcje

H(gl) (fale cylindryczng) w postaci superpozycji fal ptaskich:

H(l)(| |) i e:F(CUS—yS)'Y(a)‘Ha(fl—yl)d ( ) 2
X—y :——/ a, v(a) =var -1,
‘ 7(a)

gdzie galyz funkcji v(«) jest wybrana tak, aby byl spelniony warunek ITm~vy < 0 dla |o| < 1.

Kontur catkowania I' przechodzi wzdluz osi rzeczywistej wszedzie oprocz punktéw roz-
galezienia funkcji v(«) : o = +1. Kontur omija te punkty ponizej w prawej polplaszczyznie
zmiennej zespolonej o (o« = o + iT) oraz powyzej w lewej polplaszczyznie. Punkt o = 0
znajduje sie ponizej konturu catkowania.

Przedstawiajac funkcje g(x,y) w postaci superpozycji fal ptaskich uzyskujemy

da. (4.12)

7 eF(@3—ys)ky(a)+iak(z1—y1)
g(X, Y) = - /

ar Jr 7(a)

Uwzgledniajac wzory (3.30) oraz (4.12) pole fali rozproszonej mozemy przedstawi¢ w

5= Lo foe 55

We wzorze (4.13) i w ponizszych Wzorach vy jest sktadowa wektora p. Przedstawiajac

postaci:

k@g( )} e Fesky(a)+iak(@i—y1) (4_13)

pole fali rozproszonej jako roznice pola catkowitego i pola fali padajacej oraz uwzgledniajac

wzor (4.13) dla gornej powierzchni wlaczenia uzyskujemy

vt =—g [ faa{5H

a dla dolnej powierzchni niejednorodnoéci uzyskujemy:

e [

Dodajac do siebie rownania (4.14), (4.15) i dzielac wynik przez 2 oraz uwzgledniajac

(p >} e~k (@) +iak(@1—y1) (4.14)

v )} erokr @) ioklm—p)  (415)

wzory na funkcje sinus oraz kosinus hiperboliczny uzyskujemy:

o~ == [ [l S5

) cosh(zshy(a) + kds(p) sinh(xgwa))} siok(z1-31)

lub
1 o d . A
w(x) = —— dp/ da 1(p) cosh(zsky () 4+ k®3(p) sinh(zsky()) b e@F@=v1) 4y
A J—a " Jr ()
(4.16)
Podstawiajac (4.16) do wzoru na funkcje ®1(x;) w (4.11) uzyskujemy dla z3 =0
9\ 1 e di(p))

Oy (1) = 2Zymk [ 14252 7/ d /d iak(z1—y1) _ i1

@) m < e 8x%> ar )P (@) ¢ (4.17)
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2

—27Zmk (1 + 52145_28> u'(z1) + h <k2 + 32> u'(z1).

ox? o0x?
Obliczajac w (4.17) druga pochodna po x; funkcji u'(x1) dla z3 = 0 uzyskujemy
0?2 . 0?2 Ky )
I — = ikhimi —k2l2 zkllzvl' 4.18
ax%“ (21) Gﬁe 1 (4.18)

Uwzgledniajac (4.18) oraz obliczajac w (4.17) druga pochodna po z; funkcji podcatkowej

uzyskujemy:

Oy (1) = zzlmlc;7T / dp/r do {q;l((f)) } (1 — 2a?)elrktnin) — (4.19)

_QZlmk. (1 _ 52[%) eikhm + h(kZ o k2l%)€ikllml.
Po przeksztalceniach wzor (4.19) przyjmuje nastepujaca postac:

o 1 “ @1(]9) 2 2\ iak(zi—y1)
Oy (zq) = 2Z1mkg /adp/rda{ (@) }(1 — £2a?) ek ) (4.20)

_Zlth (1 o 52[%) eikllazl + hk2(1 - l?)eikllxl.
Podstawiajac sin(f;) = £21? do wzoru (4.20) oraz uwzgledniajac zaleznos¢ 1 — 12 = —I32
uzyskujemy

1 e ) .
(I)1<.’L'1) = 2Z1mkﬂ \/7a dp/rda{ ,Yl(ff)) } (1 _ €2a2)€zak(x17y1)_

—hk?* (Zy cos®(0y) — 15 ) €™

lub
Oy (x1) — Zymk 3 ®1(p) K1 (k|zy — p|)dp = qu(0p)e™ ™, (4.21)
1 - 1 —£2a2
Ki(l2l) = 5= [ e Li(a)da, Li(a) = v(i)

ql(ﬁo) = —ka(21 COS2<91) — lg)

Podstawiajac (4.16) do wzoru na funkcje ®3(z1) w (4.11) uzyskujemy:

O3(x1) = (—2Z3mk_18?33> 417T /aa dp/rda {?;1(29)) cosh(xgkv(a))} elokm—y) 1 (4,22)

- 9 1 ¢ 3 k(1 —
" (‘223’”’“ 1 a) [ dp [ da (ko) sinh (gl (o)) ok

+2Z5mk ™ iuZ (z1) — 2mk™" iu’(ml)

03 0x3
Obliczajac w (4.22) pochodng po x3 funkcji u’(x;) dla x3 = 0 uzyskujemy
i 7 o ikllxl
u'(zy) = iklze . (4.23)

8x3
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Uwzgledniajac (4.23) oraz obliczajac w (4.22) pochodng po x3 funkcji podcatkowych
uzyskujemy dla x5 =0

1 e ,
O3(xq) = —2Zghﬂ /_a dp/rda<I>3(p)k%(a)emmwl_yl)—l— (4.24)

+2iZymleti® — 2iml et

Po przeksztatceniach wzor (4.24) przyjmuje nastepujaca postac:

O3(x1) — Zzsmk q)g( VK3(k|z1 — p|)dp = qg(Qo)eikllml, (4.25)
Kaflel) = o [ 5 Ly(a)da, Ly(a) = —(a),

Q3(90) = QZlgm(Zg — 1)

Podstawiajac (4.16) do wzoru na warunek na koricach wtaczenia w (4.11) uzyskujemy dla

3 =0, 1 = +a

0 .
iak(z1—y1) 2
47r O, /—a / { } 8x1u (z1). (4.26)

Obliczajac pochodne po x; w rownaniu (4.26) uzyskujemy dla z3 =0, 7 = +a

Lo 21(P) | iak(ar— 7.7 i
— [ ap[a iok(e1=n) — k], e 4.2
47T/_apr a{v(a) e tklyie (4.27)

Warto zwréci¢ uwage na to, ze rownania (4.21) oraz (4.27) stanowia uktad rownan, nato-
miast rownanie (4.25) nie jest powiazane z rownaniami (4.21) oraz (4.27), czyli rownanie to

mozemy rozwigzywaé oddzielnie.

4.3. Analityczne rozwigzanie ro6wnan calkowych

Glowne cztony rozwinie¢ w szeregi asymptotyczne (dla x = ka >> 1) funkcji ®(z4), § =
1,3 wystepujacych w rownaniach (4.21), (4.25) oraz (4.27) mozemy przedstawi¢ w postaci
[51]

Py(x1) = OF (w1) + @5 (1) — Vp(x1), 21| < @, (4.28)

gdzie funkcje ¥5(n) = ®g(nk~"') oraz @5 (n) = Pg(Fa+nk™") spelniaja réwnania typu splotu:

Vs(n) — Zﬁ/ Vs(0) K (In — ¢|) d¢ = qp(6o) exp (inly), —oo < 1 < oo, (4.29)

2y [ (K (I — ¢S = qaBo)exp (inh), 0 <y <o (4:30)
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Poniewaz rownania (4.29) wyznaczone na calej osi rzeczywistej mozemy do rozwiazania
tych rownan zastosowaé¢ metode przeksztalcenia Fouriera. Stosujemy przeksztatcenie Fouri-
era dla obydwu stron réownania (4.29) korzystajac z twierdzenia o przeksztalceniu Fouri-
era splotu (przeksztalcenie splotu dwoch funkeji jest iloczynem przeksztalcen tych funkeji).
Nastepnie stosujac elementarne przeksztatcenia uzyskujemy wzor na przeksztatcenie Fouri-
era funkcji ¥3(n). Stosujac odwrotne przeksztalcenie Fouriera do tego wzoru uzyskamy

rozwiazanie rownania (4.29)

U5(n) = Ws(0h) exp (inls), Ws(6o) = q5(00) 5" (L), (4.31)
Rg(a) =1- Z/g?’)”bLﬁ(Oé).

We wzorach (4.31) funkcje Rg(a) sa funkcjami regularnymi w plaszczyZnie zmiennej
zespolonej «, ktora jest rozcieta tak, aby byl spelniony warunek Rey = 0. Funkcja R3(«)
nie posiada miejsc zerowych, natomiast funkcja Ri(«) posiada miejsca zerowe okreslone

rownaniem
1 1
2 2
o~ — + =7
£ Zimé? &

Trzeba zwroci¢ uwage na to, ze niezerowa cze$¢ urojona &; jest zwigzana z oddzialywaniem

osrodka na niejednorodnosé. Jezeli pou™' = O(ah™) (sztywnosé niejednorodnodci jest duza

w poréwnaniu ze sztywnoscia osrodka), to Z1£% = O(z) i zero & musi by¢ uwzglednione.
Rozwiazujac rownanie Wienera-Hopfa (4.30) wykorzystujac transformate Fouriera uzysku-

jemy zagadnienie Riemanna:

iqp

Rs(0) ¢ (a) =Yy (@) + axl) ° er, (4.32)

s50) = [~ @k sde, Vo) = [ ys(e)e e,
gdzie y3 jest nowa nieznana funkcja.

Rozwigzujemy to zagadnienie wykorzystujac metode Wienera-Hopfa.

Zgodnie z wymogami metody Wienera-Hopfa funkcje, ktore mozna sfaktoryzowaé nie
moga posiada¢ miejsc zerowych oraz musza dazy¢ do jedynki przy argumencie dazacym
do nieskoriczonosci. Funkcje Rg(cr) nie spetiaja obydwu tych warunkow. Wprowadzamy
wiec funkcje rg(a), ktore spelniaja powyzsze warunki (nie posiadaja miejsc zerowych oraz

rg(a) — 1 dla |a| — o)

(@) = Ri(a)y(a) _ Ry(o)
' 7182 (0% — &) Zyy(@)’

Funkcje r3(a) moga by¢ przedstawione (sfaktoryzowane) w postaci:

) 7"3(05)

(4.33)

rg(a) = rg(a)rg(a), rﬂi(&) = exp [X?(Oé)} , a € Py,
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gdzie funkcje X?(&) sa funkcjami regularnymi odpowiednio w gornej P, oraz w dolnej P_
polptaszcezyznach zmiennej zespolonej «, ktore powstaly po podziale ptaszczyzny przez kon-

tur catkowania I'. Funkcje X?(oz) zdefiniowane sa nastepujaco:

(u) = /ooarctan L+ r_ /1 arctan L-o do
A=, Zy(1+ 7282 Jir+u  Jo Z1(1—028%) |0+ u’

TXi () —/OO arctan ! idr —/1 arctan ! do
BT Zzy1+T72[iTEu Jo Zs\/1—02]otu

Wykorzystujac (4.33) przedstawiamy dla ¢3 () réwnanie (4.32) w nastepujacej postaci

Y_ n ZQ3
a E—

- Zsry (a)/ 1 Zs(a+1)r;(a)Va—1

Lewa strona rownania (4.34) jest analityczna w polplaszczyznie P.. Zgodnie ze sche-

Va+ 1rf(a)os (a) (4.34)

matem postepowania metody Wienera-Hopfa przedstawimy drugi sktadnik prawej strony
rownania (4.34) w postaci sumy dwoch funkeji z ktorych jedna jest analityczna w potplaszezyznie
P, natomiast druga jest analityczna w polplaszczyznie P_. Mozemy zapisa¢ rownanie (4.34)

w nastepujacej postaci

- Zsrs (a)v/a —1
Stosujac catkowe twierdzenie Cauchiego mozemy zapisaé funkcje H; oraz H; nastepujaco

1 i3 dg
H; (o) = 270 /F Zyla+1)ry (@)ya—1¢—a’

1 1q3 d¢
(a) = Tm/r Zyla —l)ry (@)ya—1¢—a

Zamykajac kontur calkowania calki we wzorze na funkcje Hi w polplaszczyznie P_ i

Va+ 1rf (a)é3 (o) + Hi + Hj . (4.35)

Hy

obliczajac residua funkcji podcatkowej uzyskujemy

Hi (o) = o (4.36)

a Zg(Oé + ll)Tg(—ll)m.

Zamykajac kontur catkowania calki we wzorze na funkcje H; w poélptaszczyznie P, i

obliczajac residua funkcji podcatkowej uzyskujemy

qs3

H (o) = . 4.37
3 ( ) Zg(Oé — ll)T§<l1)\/1 — ll ( )
Przeksztalémy rownanie (4.35) do nastepujacej postaci
+ + + Y- -
Va+1ry (a)¢; (o) — Hy = + Hj . (4.38)

Zsrs ()vVa —1
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Lewa strona rownania (4.38) jest analityczna w polplaszezyznie P,, natomiast prawa
strona jest analityczna w polptaszezyznie P_. Stosujac twierdzenie o przedtuzeniu anali-
tycznym oraz twierdzenie Liouvilla mozemy stwierdzi¢, ze obydwie strony rownania (4.38)
opisuja ta sama funkcja stala.

Uwzgledniaja¢ ten fakt, iz zagadnienie (4.32) ma rozwiazanie w klasie funkcji speliaja-

cych warunek ¢7 (o) — const|a|™/? oraz ¢3 (o) — const|a|™/? dla |a| — oo uzyskujemy

vV 1ri T — Hi = H; =0. 4.39
a+1r3 (a)¢s (a) 3 Z3T’3_(Oz)\/m + Hj ( )
Po przeksztalceniu rownania (4.39) uzyskujemy
Va+ Iy (a)és (o) = Hy
1 ostatecznie
63 (a) = - . (4.40)
Zyry (—l)rf (@) (a+ L)V1I+ V1 + «

Postepujac analogicznie uzyskamy dla ¢35 («)

— _ 43
) @ - VI T ay

W przypadku funkeji ¢ («) postepujemy analogicznie. W tym przypadku funkcje Hi

zdefiniowane sa nastepujaco:

ve—1  d¢

+ _L 1q1
Hy (o) = QWi/FCill C=&)ri(Q)¢—a

Obliczajac wartosé catki w powyzszym wzorze uzyskujemy

e
(G £ L)y (Fl)(a£h)

H(0) = -

Podstawiajac funkcje HiE do rownania (4.32), wykonujac przeksztatcenia, stosujac twierdzenia
o przedtuzeniu analitycznym i Liouvilla oraz uwzgledniajac zachowanie asymptotyczne funkcji

¢35 (o) uzyskujemy

\/1+Oé . q1 \/1:l:l1

+ - v-'= _ 0
#rle) = (a+&)rf (@) . 7182 (& £ L) (a x L)y (Fh) i), (4.42)
#a) = —iar B G)LE G VITA ¢ ep,

ri (@) (a? — &)
gdzie ¢Y(a) jest jednorodnym rozwigzaniem réwnania (4.32) odpowiadajacym powierzch-
niowej fali o amplitudzie A, biegnacej po powierzchni niejednorodnosci i odbitej od korica

niejednorodnosci, natomiast ¢t sa dowolnymi statymi.
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W celu wyznaczenia cy przepiszemy warunek (4.27) w nastepujacej postaci

%@n/rgb?(a)y Ya)e ™ = +2ikly, n = 0. (4.43)

Uwzgledniajac asymptotyke ¢f(a) =~ ice(l + a)?(a + &)71, przy |a] — oo oraz
definicje funkcji v(a)) mozemy przedstawié catke wystepujaca w rownaniu (4.43) w nastepu-
jacej postaci

e " “da =

1/ VIita
2m Jr (a+&)Va2 =1

1 —ian
— e / ¢ da. (4.44)
2 Jr (o +&)vVa—1

Obliczajac wartosé calki we wzorze (4.44) uzyskujemy

etan

1
oL g €T
ZCiQW( m)m
1 am
= ey —(—2mi)—C

o —iIT &
eiom

VI+E

Podstawiajac wartosé catki (4.45) do (4.43) uzyskujemy

1 0 eom
ey — o —F——
oron VIt g

Obliczajac wartos¢ pochodnej a% po lewej stronie rownania (4.46) uzyskujemy

&1
1+&

2%kl &
e

W celu uzyskania funkcji ®F(n) w przestrzeni oryginalow stosujemy odwrotne przeksz-

= +2ikl;. (4.46)

—cy = +2ikly,

1 ostatecznie

Cy (4.47)

talcenie Fouriera do wzoru (4.42):
1 ‘
Vi) = 5- [ 6 (a)e o, (4.48)
2m Jr
Podstawiajac wzor (4.42) do wzoru (4.48) uzyskujemy
®F(n) = Iy + Lo + 17, (4.49)

gdzie catki I11, I} oraz I okreslone sa przy pomocy nastepujacych wzoréw:

e "do, (4.50)

1Cy V14 o
I = /F(

o e (a+ &) (@)
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@ VIEL VIita o
ha = 2,62 (& £ 1)y (Fh)2r /r (@at&)rf(@)(ath) "day, (4.51)

—Ai

2617 (&) /FT (vH“ ~ian g, (4.52)
1

e
V1+&2n )(a? — &)
Zamykamy kontur catkowania (4.50) w gornej polplaszczyznie zmiennej zespolonej a. Sto-

sujemy zamiane zmiennej o na —« i uzyskujemy

ey NI
[

2m a—&)rf(—a)

Wartosé caltki (4.53) réwna sie wartosci residuum funkeji podcatkowej w punkcie oo = &

I = e“doy. (4.53)

pomnozonej przez 27 i wynosi

1c2mi /1 glei&n cy \ 51625177
2 1"1( &) ( §1)

Zamykamy kontur catkowania (4.51) w gornej polplaszczyznie zmiennej zespolonej a. Sto-

Ill - — (454.)

sujemy zamiane zmiennej o na —« i uzyskujemy

@ VIt / Vi—a
Z,8% (& £ L)ry (Fh)2m Jr (a = &)rf (—a) (e F 1)

Wartosé calki (4.55) rowna sie wartosci residuum funkeji podcatkowej w punktach a = &

Iy = — e"“do. (4.55)

oraz « = *l; pomnozonej przez 27i i wynosi

q1 V1t l127T’i [ V1— fleifln I V1 + lleiihn ‘| .
CZ& (& ) (Fh)2r (&) & Fh) (L - &) (Fh)]

L vith [ VIZ&etn o VIFhe 1
2,82 (&G £ W)y (Fh) [ (=&)& Fh)  (FL = &) (Fh) ]

Zamykamy kontur catkowania (4.52) w gornej polplaszczyznie zmiennej zespolonej a. Sto-

112 =

(4.56)

sujemy zamiane zmiennej o na —« i uzyskujemy

2617 (&1) l—a i
= Ai\/ﬁ&%/rn( v e e e (4.57)

Wartosé caltki (4.57) réwna sie warto$ci residuum funkeji podcatkowej w punkcie o = &
pomnozonej przez 27 i wynosi
10— ;AT 2§1Tf(£1)27TZ vV1i-—& et — A ;r<€1> vV1—§& Sy
' CVITG2n i (—6)2E " VIt &
Podstawiajac wzory (4.54), (4.56) oraz (4.58) do (4.49) uzyskujemy

vIi-& ol _ q1 V1t V1 = &etérn N VI F lethn
() (_fl) Z1€2 (51 + ll)rf(:':ll) Tf(_gl)(gl F ll) (:i:ll — gl)rf(Qle)

AT r (VI =& ol —
T (=&)VI+&

(4.58)
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:ez‘zm[vl_flc _ v1i-& i Vi£h 1— (4.59)
(=€) ()& Fh) Zi& (& £ l)ry (Fh) '
_ q1 VIEhv1IFh etilin | A% r (G)vVI =& pin
Z18 (& £ W)ry (Fh) (£l — &) (F) i (=aVI+HG
Wykorzystujac we wzorze (4.59) wzor na funkcje r1(a) = ri (a)r; (o) uzyskujemy
oy g VI~ & [ . @ VIELr (Fh) ]
B = e = Tz @ B o e |
w 1 V1- i eFibn | AE T (E)VTI =& ol —
Z:& (& — B)ri(Fh) T (aVI+G
[1 _ 12+
_gemVIZal @ . 12 fri (7h) (4.60)
i (&) 2,8 (& — n(F)VIF L

—|—Z q1 \/ l% —1 6ii§177 4 Ai Tf(gl) V 1— 51 eigm'
2,82 (17 — &)r1(Fh) " (=E)VI+ G
Korzystajac z definicji funkcji 7 («) przedstawiamy funkcje R;(a) w nastepujacej postaci:
72002 _ €2

a?—1

Definiujemy funkcje R:

Tf(&)v 1—&

R = . 4.62
HEVITE (462
Korzystajac ze wzorow (4.61) oraz (4.62) mozemy zapisa¢ wzor (4.60) nastepujaco:
en V1 —&1 qry (Fh) ¢ ; ;
DT (1) = e [ - + e 4 AT Re™, 4.63
1) (=) [T RVIFL]  Ri(l) (463)
Wprowadzamy funkcje W7i:
a1
W, — 4.64
1 R, (ll) ( )
oraz funkcje Di:
V1-— 2kl1/1 T (F
pr—¥l=& [:F With | mF 1)W1]. (4.65)
Ty (_51) 51 Vv1F I

Pierwszy skladnik w nawiasach we wzorze (4.65) jest wartoScia stalej c. ze wzoru (4.47).

Wykorzystujac wzory (4.64) oraz (4.65) mozemy zapisa¢ wzor(4.63) natepujaco:
O () = Wiet™™ + DiFe' + @ (n), (4.66)
gdzie funkcja ®9(n) jest przeksztalceniem Fouriera funkcji ¢9(a):

®V(n) = AFRe™SM, (4.67)
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Wzor (4.66) obowiazuje dla 0y < /2, czyli dla przypadkow, kiedy |l;| < 1. Dla przypadku

0o = 7/2,|l1| = 1 we wzorze (4.49) zmieni sie warto$¢ catki I1o 1 wzor (4.51) przyjmie postac

@ v1Etlh / Vi+a
Zy&% (& £ h)ry (F1)2m Jr (o + &) (a) (e £ 1)

_ @ VA== /
28 (& £ )y (Fh)2m Jr (o + &) (@) V1 +a
Wartos¢ catki (4.68) wynosi

_[ . eigln + . ]. 1 i(n+7r/4) (4 69)
= —1 1 —e , .
PV (=6 =& =)V my

natomiast wzor (4.66) przyjmuje dla |l;| = 1 nastepujaca postac:

Iy = e "da =

e—ian

dov. (4.68)

0y _ i€ 0,y q L+ i i(n+m/4)
Oy (n) = Dy (m/2)e™" + @y (n) 28 T E A —ar D 7T/ (4.70)

Dla przypadku —[; we wzorze (4.70) pierwiastek w liczniku trzeciego skladnika réwna sie

zeru i trzeci skladnik znika. Uwzgledniajac wartos¢ [; zapisujemy wzor (4.70) nastepujaco:

() = DE(r/2) e 0 _Z-QI(W/Q) 042 \/Tei(n+7r/4)
P = DR B0 = o 6 D (00— &0 (<) .

1
@F{
0

Uwzglednizjac zaleznosé ri(a) = ri (a)ry (o) mozemy przepisa¢ wzor (4.71) nastepujaco:

i€1n .41 2 5 \/§ 1 i(n+m/4
1 (1) = Di (7/2)e" + 9)(n) _qulré ) q —fif)rl(—l)\/;e( /), (4.72)

Na mocy definicji funkcji 1 () mozemy napisac:

L) Jalen()

2820 -6, 47)

a=1

natomiast uwzgledniajac definicje funkcji Ry («) mozemy przedstawié licznik we wzorze (4.73)
W postaci:
By (a)y(a) =~(a) [1 = Z1Li(a)],
lub po uwzglednieniu definicji funkcji L;(«) w nastepujacej postaci:
Ri(a)y(a) = =21 (1 &%) (4.74)

Wartos¢ funkeji ¢; dla 6y = 7/2 obliczmy postugujac sie definicja tej funkcji:

a1(n/2) = ~2kZi(1 ~ sin*hy) = ~2kZ, (1 - €). (4.75)
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Podstawiajac wzory (4.74) oraz (4.75) do wzoru (4.72) uzyskujemy:
< V2([-2k2,(1 - &)]
dE(n) = DE(r/2)e™ + ®V(n) —id —eilrtm/4),
) = D (r/2)e 7 + B — 0 S
lub po uwzglednieniu faktu, iz mnozenie przez —: powoduje zmniejszenie liczby zespolonej o
/2

1. ,
D (n) = 2kdy /;{]e“"”/@ + DE(m/2)e 1 + d9(n). (4.76)

W celu uzyskania funkcji ®(n) w przestrzeni oryginalow stosujemy odwrotne przeksz-

talcenie Fouriera do wzorow (4.40) oraz (4.41):

1 ,
5 (n) = %/nggf(a)e‘w‘”da. (4.77)

Podstawiajac wzor (4.77) do wzoréw (4.40) oraz (4.41) uzyskujemy

—zom

qs

25 01) = - =
 ZsV1E Ly (Fl) 27 1+ a(a£1)rf(a)

Obliczajac wartosc catki w (4.78) dla 6y < 7/2, czyli dla przypadkow, kiedy |l;| < 1 uzysku-

da. (4.78)

jemy
OE (1) = Wiethn 4 & *(n,1 4.79
3 (77) 3€ ZZg?T\/Hrg (qul)g (777 1)7 ( )
gdzie funkcja Wj jest zdefiniowana w sposob nastepujacy:
. kh
W3 = i, q3 = 2@[3 <Zg > s Rg(OZ) =1+ Zg’Y(Oé), (480)
Rs(ly) 2

natomiast funkcje g=(n,[;) sa zdefiniowane nastepujaco:

g () = 7“?(1)\[ et go (), (4.81)

1F ll
go<n) —1_ i 7T77€z7r/4 Zn/2Zd€7"fC |: 1 \/ﬁeiw/ﬁl] (482)
Zs\ 2 Z3 V2 ’
erfe(n /
\/_
Wprowadzamy funkcje D3
+
. g7 (1)
Df =i : 4.83
’ Zslsv/1F liry (Flh) (4:59)
Podstawiajac definicje (4.83) do (4.79) uzyskujemy
) 1 .
D5 (n) = Wae™™M + Dét\/ —! T gy (). (4.84)
)

Dla przypadku 6y = 7/2,|l1| = 1 wartos¢ funkcji ®3 (1) wynosi zero. Dzieje sie tak za
sprawa zerowania sie¢ funkcji ¢z, ktora znajduje sie w liczniku obydwu sktadnikow po prawej

stronie wzoru (4.84).
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Funkcje Dﬂi sa wspotczynnikami dyfrakcji na lewym i prawym koricu niejednorodnosci,
R jest wspotezynnikiem odbicia fali powierzchniowej, ktorej amplituda wynosi AF. Pierwsze
cztony we wzorach (4.66), (4.76) oraz (4.84) opisuja sktadniki pol dyfrakcyjnych odpowiada-
jace promieniom optyki geometrycznej, natomiast pozostate dwa cztony odpowiadaja falom
rozproszonym na koncach niejednorodnogci.

Podstawiajac wzory (4.66), (4.76) i (4.84) do (3.35) oraz uwzgledniajac tylko wtorna
dyfrakcje uzyskujemy

f(k;Lv) = =2z {k_lwl + ivsWijo [2(li — )] + €™ k7> T AT jo [x (1 F &)] +
n

(4.85)
ir/4 V2zx
e ; -2
. Di m(iyliph)/ wu*(1F1) 2 d
zz/gﬁx Ei Je A go(u)du ¢ ,
AF = Df + Df Re*®* | jy(z) = sm(aj)’ r = ka
x

Wzor (4.85) jest poszukiwanym modelem w polu dalekim amplitudy fali rozproszonej na

cienkiej ptaskiej niejednorodno$ci w materiale sprezystym.

4.4. Wnioski

W podrozdziale 4.1 zostaly wyprowadzone efektywne warunki brzegowe upraszczajace
znaczaco pierwsze zagadnienie przedstawione w podrozdziale 3.1, co prowadzi do skrocenia
czasu potrzebnego do uzyskania rozwiazania zagadnienia.

W podrozdziale 4.2 zostaty wyprowadzone mocno osobliwe rownania catkowe dla niewiadomych
funkcji ®4(x1) oraz ®3(z1).

W podrozdziale 4.3 rownania te zostaly rozwiazane przy uzyciu metody Wienera-Hopfa,
co pozwolito uzyskaé¢ analityczne wzory dla funkcji @, (z1) oraz ®3(x;). Po podstawieniu tych
wzoréow do rownania (3.35) uzyskano dla pola dalekiego poszukiwany model (wzor (4.85))
fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej niejednorodnoéci w materiale sprezystym dla pierwszego

zagadnienia przedstawionego w podrozdziale 3.1.
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Model pola SH fali rozproszonej na cienkie;j
plaskiej sztywno podpartej niejednorodnosci w

materiale sprezystym

5.1. Wprowadzenie efektywnych warunkéw brzegowych

Dla tego zagadnienia wprowadzamy efektywne warunki brzegowe zgodnie ze schematem
wprowadzonym w poprzednim rozdziale [44], [47], [48], [49]. Warunki brzegowe zagadnienia
opisywanego rownaniami (3.3), (3.4), (3.7) oraz (3.8) mozna zastapi¢ efektywnymi warunk-

ami brzegowymi eliminujac potrzebe rozwiazywania rownania (3.4) dla niejednorodnosci:

Z ou™t (z

u+<l’1) = 2% 8:5’3 1)7 (51)

u (x1) =0, Z = ZL, ut = lin%u(xl, +e). (5.2)
0 &

5.2. Wyprowadzenie ukladu mocno osobliwych réwnan catkowych

Z definicji funkcji ®3(x1) wynika, ze dla funkcji u™(x1) oraz u™(x;) wystepujacych w

warunkach brzegowych (5.1) oraz (5.2) ma miejsce nastepujaca zaleznosé:
ut(2y) —u (27) = u(2) = 3(x1). (5.3)

Przedstawiajac catkowite pole przemieszczen jako sume pola fali padajacej i pola fali rozpros-

zonej na wlaczeniu oraz uwzgledniajac wzor (5.3) uzyskujemy dla gornej powierzchni wlaczenia:
®3(71) = u'(21) + u'(21). (5.4)

Ze wzoru (4.13) wynika, ze pole rozproszone na gornej powierzchni niejednorodnosci ma

postac:

sy L [° P4 (p) —z3ky(a)+iak(z1—y1)
u’(x) = yp [a dp/rda{ (@) k®s(p) p e : (5.5)

Obliczajac pochodna po z3 funkcji wystepujacych we wzorze (5.5) uzyskujemy:

d s _ 1 “ 2 —z3ky(a)+iak(z1—y1)
8—£3u (x) = yo /_a dp/rdoz {k:CI)l(p) +k @3(]9)7(04)} e : (5.6)
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Podstawiajac wzory (5.4) oraz (4.13) do warunku (5.1) uzyskujemy:

o= (Z L) L[ {

22 0

Korzystajac ze wzorow (4.23) oraz (5.6) z rownania (5.7) uzyskujemy dla x5 = 0:

( )} _x3]g'y(a)+iozk(:v1—y1)+ (57)

Z @ 1 . iklhhz
Py(r1) = o /_ dp /F da {1 (p) — ky(@)®s(p)} e@F@ 1) 4 9z eikha  (5.8)

Przedstawiajac catkowite pole przemieszczen jako sume pola fali padajacej i pola fali rozpros-
zonej na niejednorodnosci oraz uwzgledniajac warunek (5.2) uzyskujemy dla dolnej powierzchni

niejednorodnosci:

u'(x1) + ut(xp) = 0. (5.9)

Ze wzoru (4.13) wynika, ze pole rozproszone na dolnej powierzchni wlaczenia ma postac:

5 Lo [ {5

Podstawiajac do wzoru (5.9) wzory (5.10) oraz (3.1) uzyskujemy dla z3 = 0:

(p >} sk (o) tiak(z1—y1) (5.10)

i { (v >} = e, (5.11)
Uwzgledniajac zaleznosé
/ ¢k @=v) doy = 27 5(k(ay — p)), (5.12)
r
gdzie §(k(x1 — p)) jest funkcja Delta Diraka mozemy przedstawi¢ wzor (5.8) w nastepujacej
postaci:
Z zak(z‘ —y1) . iklix
By(a1) = L 1(1) = o dp/ 1= oy 4 2iZ 15, (5.13)

natomiast wzor (5.11) mozemy przedstawié¢ w postaci

7@3 1 —i——/ / glok@i—u1) g, — giklizn (5.14)
—a T ’)/

Rownania (5.13) oraz (5.14) stanowia uktad rownan. Odejmujac réwnanie (5.14) od réwnania

(5.13) uzyskujemy nastepujacy ukltad rownan:

Cu(z1) + [ Pu(p)Ka(kler —pl)dp — k q>3( VK (klay = pl)dp = ™™, (5.15)
D3(z1) +k | Pi(p)Ks(k|zr —pl)dp = gse’™ o,
_ 1 +iaz _ i +iaz  —1
Ki(l2l) = 5= [ ey (a)da, Ka(l2]) = 5- [ e (a)da
. 2
G =23+ —, ¢z =2

Z
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5.3. Analityczne rozwigzanie uktadu réwnan catkowych

Glowne czlony rozwinie¢ w szeregi asymptotyczne (dla x = ka >> 1) funkcji @(z4), § =

1,3 (funkeji spelniajacych uktad rownan (5.15) )mozemy przedstawi¢ w postaci
Ds(z1) = ©f(21) + 5 (21) — Vp(z1), |21| <a, B=1,3, (5.16)

gdzie funkcje @g(n) = ®s(Fa £ nk~ ') exp(Lixl;) spelniaja uklad rownan typu splotu:
1o = Z.
D)+ [ OOl — e — [~ 9Ol — e = ™™, (317)

B30+ [ OO R~ CDC = g™, 0 < < oo,

05(n) = @a(nk™"), 9s(n) = Weexp(inly), 5= 1,3,
2ils 4ils 7
1 =27’ Wy ==Ao— 2ils 7

Wrzory na funkcje 93(n) zostaly uzyskane przy uzyciu metody przeksztalcenia Fouriera

Wy =—
wedlug schematu podanego w poprzednim rozdziale. Stosujac przeksztalcenie Fouriera
+ o + [xe”
o5(0) = [~ @5y rdn,

0 )
Yi(a)= [ @5me

mozemy przedstawi¢ uklad rownan (5.17) w postaci macierzowego rownania Wienera-Hopfa:

¢1 (a) i T Y1 (@)
G(a) (%i(a)) oI <q3> + (Y},(Oé)) , ael] (5.18)

G(a) = (g(f? . ) Cgla) =1+

Zy(e)
Aby zapewni¢ jednoznacznosé rozwiagzania ukladu rownan (5.17) musimy uwzgledni¢ nastepu-

jacy warunek brzegowy |[Jemec Kuniec Matus, Arch Appl Mech|:
u(r, ¢) = af (W) + aF (w)r'/* <COS j + sin j) + o(r'/4), (5.19)

—7T§¢§7T, 7“—>O, 70:0(5)7 5_)07

(1, ) = B () + BF (@) cos & + (%), (5.20)

—r<¢<m r—0,7%=0(1), ' =o(), e =0,

gdzie znaki plus oraz minus odpowiadaja odpowiednio lewemu i prawemu koricu niejed-
norodnoéci, r jest odlegtoscia od korica niejednorodnosci, natomiast ¢ jest katem uktadu

biegunowego z poczatkiem w lewym lub prawym koricu niejednorodnosci. Wartosci a.f (w)
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oraz bl (w), n =0, 1 zawieraja parametry opisujace material niejednorodnosci oraz pole fali
padajacej. Asymptotyczne zachowanie pol u®(r, ¢) zalezy od stosunku parametrow 7o oraz

e. Funkcje gzﬁli(oz) oraz (bgt(oz) maja nastepujace zachowanie asymptotyczne dla ¢ — 0:

¢1(a) = O(a™), ¢5 () = O(a™), Ja| — oo, (5.21)
Y = O(¢),
o1 () = O(a™'?), ¢5(a) = O(a™™?), |a] — oo, (5.22)

Yo = 0(1)7 Yo = 0(8_1)7
Najpierw rozpatrzymy przypadek vy = 0(¢), ¢ — 0. Pierwszym krokiem faktoryzacji
jadra G(a) w réwnaniu (5.18) jest przedstawienie tej funkcji w postaci Khrapkova [Abra-

hams...|:
Gla) = ;<1 +g(a)T+ Py(l&)J(a), (5.23)
_(@22)7! —? 2(0) = —2(a\(a
J(a)—( 1 _(22)_1),J< ) = —2(0)1(a),

1
ne) =yar— g, E=1+

gdzie I jest macierza jednostkowa. Macierz G(«) w rownaniu (5.23) jest w postaci Khrap-

kova, a wiec moze zosta¢ sfaktoryzowana przy uzyciu metody Khrapkova:

G(a) = G (2)Gi(a) = G ()G (a), (5.24)

G (a) = 2412 (a) cos|y ()b (@)L + 241 (a) sinfy (@) ()] I (a),

71 (@)
gdzie

1
ri(@)r-(a) = 5 (1 +g(a)),
1 tan~! ( Y1 () _1> ‘
M(a) () +(22)
Funkcja 71 (a) posiada punkty rozgalezienia w gornej P, oraz w dolnej P_ polplaszezyz-

() +0_(a) =

nach zmiennej zespolonej a = o + 17, ktore powstaly po podziale ptaszczyzny przez kontur
catkowania I". Natomiast funkcje G+ («) juz nie posiadaja punktow rozgalezienia, poniewaz
sa to funkcje drugiej potegi funkcji v;(«). Do wyznaczenia funkeji 04 () korzystamy z

nastepujacego wzoru:

)/((Q) +1/22))
O¢—a)

gdzie +a znajduje sie powyzej konturu I'. Do wyznaczenia funkcji r(«) korzystamy z

oo = 2L [

= d
271 " ¢

nastepujacego wzoru:

ry(a) = exp[E£x+(a)],
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1/ In (1 + 2Z$(<))dc
27 Jr (+a ’

gdzie o znajduje sie powyzej (ponizej) ¢ dla xo(a) (x—(a)). W ten sposob uzyskujemy

x+(a) =

! ] 7 (5.95)

1 oo _

), 1{22@] irta /ta“ lzzm
o (a++vVa?=)(1—a) B Y

= pe ey vE e =)

Kiedy |a| — oo w gornej polptaszezyznie Py z rownan (5.24) oraz (5.25) wynika przyblizenie

o+ a’

1
G, (a)~27%4 {(ozl/4 +a VI + -

(M — a—1/4)j(a)} , (5.26)

(=0 ()],

G_T_l(CY) ~ 2—5/4 {(al/zl + a—1/4)I . -

Nastepnym krokiem po faktoryzacji funkcji G(«) jest przedstawienie wzoru (5.18) w

nastepujacej postaci:
G V- g (M = 2
<>(3) — <:F1>(q3 (527)

— G [ ) 4 [e ) - 6 ] ()
Y. axl

q3

Lewa strona (5.27) jest regularna w dolnej potptaszczyznie P_, natomiast prawa strona
jest regularna w gornej polptaszczyznie P,. Stosujac twierdzenie o przedhuzeniu anality-
cznym mozemy stwierdzi¢, ze obydwie strony rownania (5.27) sa ta sama macierzowa funkcja

catkowita C(«a). Uwzgledniajac zaleznosci (5.21) i (5.26) oraz korzystajac z twierdzenia

Liouville’a dochodzimy do wniosku, ze C(«) jest stala macierza postaci C(«)

Il
PN
[N
N

powyzszego wynika rozwiazanie rownania (5.27):

( i) (0) = G7'(a) (Ill(f ()O; ) ,

sinh = sinh
ljli(a)] B 2—1/4- ol <cosh qb(j)[ — 2Z<Z)10 ) 12 ¢1¢°
(0= )2 () | =g + g (G525 + cosh 5 )

gdzie

1/2
¢y = 0_(Flh)o1, ¢ = (l§ + 4;2> :
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Niewiadoma stata ¢ moze by¢ wyznaczona, jezeli uwzglednimy zaleznos¢ (5.21) oraz przy-

blizenie (5.26):
+ 1/4 —1/4
1 _ o540, _ 7 [ @ a
( §) (a) =27 (¢ —ily) (za‘3/4) +0 (a_5/4> )

IF = lim ali(a).

a—0o0
Aby zapewni¢ wlasciwe zachowanie funkcji gbfg(a) wybieramy ¢ = ifg,i. W ten sposob

uzyskujemy wzory dla funkeji ¢y 5(c):

F¥() = 247 (a) {[#(a) 1] ( 116, () — m) s (5.28)
72(0[) + sin o
+71(a)j3 (04> ’719+( )},
05 (o) = 2 ) { [ ) st o)
+1F () (COS 04 () + W) } :

W celu uzyskania funkcji @E(n) w przestrzeni oryginalow stosujemy odwrotne przeksz-

talcenie Fouriera do wzoru (5.28):
1 —ina 1+
®50) = 5 [ 005 (0)da = (5.20)

1 )
=5 /F1 emcos‘z’gb?;(— cos ¢) sin ¢d o,
gdzie T’y jest nowym konturem catkowania przedstawionym na Rys 5.1. Punkty krytyczne
(5.28) moga by¢ okreslone jako biegun (¢ = § F ) oraz punkt brzegowy (¢ = 0). Kiedy 7
jest duze, gtowny udzial w calce (5.29) pochodzi od tych punktow. Uwzgledniajac zaleznosci
- : 1112
r=2(a) sin[y0- ()] = fu(a) [v(e) + (22)7] 7, (5.30)
fila) = =ir*(@) 2y @+ 1" [1(0) = £()] .

futo) = (o i@ —a?) (€~ a5 e~ a?)

uzyskujemy
dF = vy (£n) + O(n~3/?), (5.31)

1
<I>§t :y3(:|:77)+\/2>6 i(n— 7‘/4)gi( )+ O(n —3/2)’
n
- - it T 1 (IF - 7
) =2 P2 (1= 2) [f Y (22 - )] ‘= (f5z)
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gdzie

jest catka Fresnela.

Na mocy (5.16) oraz (5.31) mozemy napisa¢

<I>1(x1) ~ W1 exp(ik;l1$1), (532)

eik(a:l::vl)

P ~ ' DY ¢F[k(a+
3(71) W3eXp(Zkl1$1)+zi: (aj:xl)l/QgO[k(a 1)),

1 ) )
Di = —im/4 $le1.
\ omk " ‘

Kiedy 7 jest male, z rownan (5.28) oraz (5.29) uzyskujemy
1
o (n) ~ 2_1/41552— / exp(—ian)a~*do + ®Y(n), (5.33)
7 Jr

o 1/4

do.
1

1 .
@g(n) ~ —A*g/rexp(—zom)

Funkcja ®3(n) = A.e™™, n < 0 odpowiada promieniom padajacym, ktorych pole pow-

staje na skutek kolejnych dyfrakcji na koncach niejednorodnosci. Wykorzystujac wzor

AT
s —5/4d — _ i3m/8,.1/4
/Fexp( ian)a a F(1/4)€ e,

gdzie I jest funkcja Gamma, uzyskujemy wartosé¢ calki (5.33) dla n << 1:

i3m/8

(&
D5 (1) ~ —2

ra (T A (5.34)

W celu okre§lenia zachowania funkcji @3 () w okolicach konicow niejednorodnosci musimy
wyznaczy¢ wartosé A,. Ze wzoru (5.32) wida¢, ze podstawowe pola dyfrakcyjne zanikaja jak

x~! przy Z # oo oraz jak x /2 przy Z = oco. Korzystajac ze wzoru (5.34) mozemy napisac

cpi( )__Qﬂ[k( + )]1/4 ‘fi_ i AT | eFizh (5 35)
3 \T1) = F(]_/Z_L) « il \4/§ 1A, € s .

Af = (2a)7V2DFe*gF (22), 71 — Fa, x >> 1.

Ostatecznie wykorzystujac rownania (3.27), (3.30),(5.31) oraz réwnania (5.35) i (5.19) uzysku-
Jemy
sin[z(l; — 11)]

f(lf, 1, V) =-2 (Wl + ngWg)— (536)

L —n

—Z.Vg\/gz e:!:ix(ll—ul) ‘/\/ﬂ eiy2(1:|:y1)g(:)|:(y2)dy,
T x

0
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i3 1/4
af(w) = — e K / (IF — 24 A%)eTizh, (5.37)
! I'(1/4) \ 2 3 y

Dla przypadku 7o = O(1), 75! = o(e) kiedy € — 0 uktad réwnan catkowych (5.15) moze
zostaé¢ rozwiazany przy uzyciu metody iteracyjnej. Rozwiazania pierwszego rzedu moga by¢

przedstawione w nastepujacej postaci:
&1 (z1) = O (21) + 20 (1) + .. ., (5.38)

®s(z1) = 208 (1) + ...,

gdzie funkcje <I>(5i) (x1), B =1,3, i =0, 1 spelniaja nastepujace rownania

k[ o (p)Ks(kloy — pl)dp = ai, i =0,1; o] <a, (5.39)

q)él)(asl) = <I>§0)(:n1) — 2ilg exp(iklyz), ap = g3 exp(iklixy),
a; = —(I)gl)
Rownanie (5.39) rozwiazujemy wykorzystujac metode Wienera-Hopfa. Uzyskujemy

sin[z(l; — vy)]

f(/{/', l, l/) = -2 (Wl + iV3W3), (540)

ll — U1
bE = 203 2\/1 F 1y (wk)/2e "/ 4eFioh (5.41)

Rownania (5.36) oraz (5.40) opisuja rozwiazanie dla strefy falowej niejednorodnosci (w
polu dalekim), natomiast rownania (5.19), (5.37) oraz (5.41) opisuja rozwiazanie w okolicach
koricow niejednorodnosci. Rozwiazania te obowiazuja dla zakresu wysokich czestotliwoscei,

kiedy dtugosé fali uzytej w badaniach jest mata w poréwnaniu z dtugoscia niejednorodnosci.

5.4. Whnioski

W podrozdziale 5.1 zostaly wprowadzone efektywne warunki brzegowe upraszczajace
znaczaco drugie zagadnienie przedstawione w podrozdziale 3.1, co prowadzi do skrocenia
czasu potrzebnego do uzyskania rozwigzania zagadnienia.

W podrozdziale 5.2 zostat wyprowadzony uktad mocno osobliwych réwnan catkowych dla
niewiadomych funkeji ®,(z1) oraz ®3(x).

W podrozdziale 5.3 uklad ten zostal rozwiazany przy uzyciu metody Wienera-Hopfa,
co pozwolito uzyska¢ analityczne wzory dla funkcji ®(x1) oraz ®3(x1). Po podstawieniu
tych wzoréw do réwnania (3.35) uzyskano dla pola dalekiego poszukiwany model (wzory
(5.36) oraz (5.40)) fali rozproszonej na cienkim plaskim wlaczeniu w materiale sprezystym

dla drugiego zagadnienia przedstawionego w podrozdziale 3.1.



Rozdzial 6

Weryfikacja przedstawionych modeli

W celu weryfikacji przedstawionych modeli musimy dowiesé, ze wprowadzenie efekty-
wnych warunkow brzegowych (4.11) oraz (5.1)-(5.2) nie powoduje wprowadzenia bledow
do modelu wiekszych od ¢ a takze udowodni¢, ze analityczne rozwigzanie uktadow réwnan
catkowych (4.21),(4.25),(4.27) oraz (5.15) daje wyniki zgodne z numerycznym rozwiazaniem

tych rownan.

6.1. Weryfikacja efektywnych warunkéw brzegowych

6.1.1. Weryfikacja efektywnych warunkéw brzegowych dla cienkiej ptaskiej

niejednorodnosci

W celu weryfikacji efektywnych warunkéow brzegowych rozpatrzymy przypadek nieskonc-
zonej cienkiej warstwy o grubosci h = const. Dla tego przypadku do obliczenia ®g(z1), 8 =
1,3 moze zosta¢ uzyta metoda Fouriera.

Wykorzystujac efektywne warunki brzegowe (4.11) dla nieskonczonej cienkiej warstwy
uzyskujemy »

(o) = LEGPEEA) (6.1)

Z drugiej strony stosujac metode Fouriera do zagadnienia brzegowego (3.1),(3.3)-(3.6)

dla nieskonczonej cienkiej warstwy uzyskujemy
—2km [Zys(m) cos? 0 cos (ml3) — I3 cosh (myy)si(ml3)]
cosh (mvy,) — ZymLy(ly)s(m)

@1(1’1> = A() €ikl1x1, (62)

—2iml3zsi(ml3) [cosh (my1) — Zzsi~(mls)s(m) cos (mlg)} .
@3({171) = AO €Zkllx1,
cosh (mvy;) — ZsmLs(l;)s(m)

h .
s(m) = M, si(z) = sn;x’ sinf; = Esinfy, v = /13 — 2.

mm

Dla dowolnych matych wartosci falowej grubosci warstwy max(kh, koh) < 1 rownanie (6.2)

przyjmuje postac

—2km (Zy cos? 0, — 13)
1 —ZymLy(l)

1-— ngLg(ll)

@1(3)1) == AO eikllxl, (I)g(.fl) = A() 6ikllzl. (63)
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Rownanie (6.3) jest identyczne z rownaniem (6.1) oraz maksymalne bledy wynikajace z
zastosowania efektywnych warunkéw brzegowych (4.11) sa mniejsze od € dla dowolnych me-
chanicznych parametréw materialu oraz wtaczenia.

Dla przypadku nieskonczonej cienkiej warstwy efektywne rarunki brzegowe (4.3) (staba
niejednorodnosc), (4.5) (miekkie wlaczenie) oraz (4.6) (wlaczenie o duzej sztywnosci) przyj-

muja posta¢ odpowiednio

&, (z1) = —240km (Z1 cos? 0, — z%) e By()) = —2Agimls (1 — Zg) e (6.4)

iml3Z3

®y(21) = 0, P3(71) = 21401 — ZzmLs(ly)

gikhiz (6.5)

oraz . »
M4y COS™ U1 g
o = —-2A 171 =0. 6.6
1(21) 07— Zlle(ll)e 3(1) (6.6)
Aﬂ_l |V| 1 _— Doktadne
N i 00000 (6.1)
B (6.6)
05—
2 1 0 1 g7

Rysunek 6.1. Wptyw efektywnych warunkéw brzegowych na wartosé znormalizowanego wspotczyn-

nika odbicia. Znormalizowany wspoétczynnik odbicia jako funkcja lgy dla 69 = 0.

Narys. 6.1 oraz rys. 6.2 zostata przedstawiona warto$¢ znormalizowanego wspotczynnika
odbicia Ag'|V|, V=1 [<I>3(0) + mcbl(O)] w funkeji lgy dla po/p = v/2, kh = 0.05, 6, =
0 oraz 0y = 7/4 dla fali odbitej od nieskoriczonej cienkiej warstwy. Dokladne rozwigzanie
zostalo przedstawione razem z trzema przyblizeniami (6.1), (6.6), (6.5). Jak wida¢ wyniki
uzyskane przy uzyciu efektywnych warunkow brzegowych (4.5) dla nieskonczonej cienkiej
warstwy sa zgodne z dokladnym rozwigzaniem tylko kiedy lgy < —0.5, natomiast wyniki
uzyskane przy uzyciu efektywnych warunkow brzegowych (4.6) dla nieskoniczonej cienkiej
warstwy sa zgodne z dokladnym rozwiagzaniem tylko kiedy lgy > 0.5. Warunki brzegowe

(4.11) uzyte do nieskonczonej cienkiej warstwy sa zgodne z dokladnym rozwiazaniem dla
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) _,10-1 ‘V| - Dokladne
(6.1)
(6.6)
(6.5)

-2
o
- |
=)
-

Rysunek 6.2. Wptyw efektywnych warunkéw brzegowych na wartosé znormalizowanego wspotczyn-

nika odbicia. Znormalizowany wspo6tczynnik odbicia jako funkcja lgy dla 6y = 7/4.

calego zakresu wartosci lgy. Na rys. 6.3 zostala przedstawiona warto$é |V = V (Aokh) ™| w
funkcji lgy dla 8y = 0. Doktadne rozwigzanie zostato przedstawione razem z dwoma przy-
blizeniami (6.1) oraz (6.4). Jak wida¢ wyniki uzyskane przy uzyciu efektywnych warunkow
brzegowych (6.4) sa zgodne z dokladnym rozwiazaniem tylko kiedy —1 < lgy < 2. Warunki

brzegowe (6.1) sa zgodne z dokladnym rozwigzaniem dla calego zakresu wartosci 1g7y.

6.1.2. Weryfikacja efektywnych warunkéw brzegowych dla cienkiej ptaskiej

sztywno podpartej niejednorodnosci

Tak jak powyzej w celu weryfikacji efektywnych warunkow brzegowych (5.1)-(5.2) rozpa-
trzymy przypadek nieskoriczonej cienkiej warstwy o grubosci h = const do ktorego mozemy
uzy¢ metode Fouriera.

Wykorzystujac efektywne warunki brzegowe (5.1)-(5.2) dla nieskoniczonej cienkiej warstwy

uzyskujemy wartos¢ amplitudy fali rozproszonej na tej warstwie [49]:

1 — ikhlgy~!

kil y) = — 00T
f(k:1,v) 1+ ikhlzy—

(6.7)
Z drugiej strony stosujac metode Fouriera do zagadnienia brzegowego (3.1), (3.3)-(3.4),

(3.7)-(3.8) dla nieskoriczonej cienkiej warstwy uzyskujemy

_ cos Oy — i€y~ 3 tan(koh cos 65) kly

k:1 = infy = —.
fk:Lv) cos Oy + i€y~ 13 tan(koh cos 63)’ ST ko

6.8)
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'Vl | |
ll\ - Dokladne

r OO0 00 (6.1)

B - 64
30 — (64) /
20 —
10 —
0

Rysunek 6.3. Wptyw efektywnych warunkéw brzegowych na wartosé znormalizowanego wspoétczyn-
nika odbicia. |Vi| = |V|(Aokh)~! jako funkcja lgy dla 6y = m/4.

Dla dowolnych matych wartosci falowej grubosci warstwy max(kh, koh) < 1 rownanie (6.8)

przyjmuje postac

kL) cos By — iy tskoh cos 0y

Lv)=— .
Y cos By + 1€y zkoh cos Oy

Rownanie (6.9) jest identyczne z rownaniem (6.7) oraz maksymalne bledy wynikajace z

(6.9)

zastosowania efektywnych warunkow brzegowych (5.1)-(5.2) sa mniejsze od ¢ dla dowolnych

mechanicznych parametrow materialu oraz wlaczenia.

6.2. Poréwnanie analitycznego oraz numerycznego rozwigzania

réwnania calkowego dla cienkiej plaskiej niejednorodnosci

6.2.1. Numeryczne rozwiazanie mocno osobliwego réwnania catkowego przy

uzyciu metody Galerkina dla przypadku miekkiej niejednorodnosci

Do weryfikacji modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej pltaskiej niejednorodnosci w
materiale sprezystym dla przypadku miekkiej niejednorodnosci przedstawimy numeryczne
rozwigzanie rownania (4.25) i poréwnamy uzyskane wyniki z wyjSciem modelu. Zgodnie
ze schematem metody Galerkina zaprezentowanym w rozdziale 2 przedstawimy nieznang
funkcje ®3(z1) wystepujaca w rownaniu (4.25) w postaci kombinacji liniowej wielomianow

Czebyszewa pierwszego rodzaju [51], [52]

U, (z1) = sin(m arccos(z1/a)) (6.10)
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w sposOb nastepujacy [88], [43]:
CI)3($1) =43 Z am‘I’m($1)7 (6-11)

gdzie a,, sa nieznanymi wspolczynnikami. W celu wyznaczenia a,, podstawimy wzor (6.11)
do réwnania (4.25) oraz wprowadzimy zamiany zmniennych: x; = au oraz p = ap’. W ten

sposob uzyskujemy algebraiczny uktad rownan liniowych dla niewiadomych zmiennych a,,
Z am Vo, (1) + Zda:—/ Z A Vo /’y(a)e”(“_p)adadp = efrhu, (6.12)
r

Podstawiajac zaleznos¢ [125], [2]

/  (p)e T dp = (—i) L 2 02) (6.13)

—1 ax
do roéwnania (6.12) uzyskujemy

I ()

da = e™h, (6.14)
ar

1
Z A Won (1) + ng—/ Z ame ™ (—i)™ trm
Wystepujaca w réwnaniach (6.13) oraz (6.14) funkcja J,, jest cylindryczna funkcja Bessela
m-tego rzedu. Mnozac obustronnie rownanie (6.14) przez V,(u), a nastepnie calkujac obus-

tronnie to rownanie po zmiennej u w przedziale [—1, 1] uzyskujemy

o) 1 Z 00 .
> am/ U (w) W, (u)du + ? (—1) mam/ 2@ / e, (u)dadu =
m=1 -1 m=1 -1
(6.15)
1
By
~1
Podstawiajac zaleznos¢ [125], [2]
1 .
/ W, (u)e v dy = (i)l 22 00) (6.16)
-1 ax

do lewej i prawej strony rownania (6.15) uzyskujemy

glam/_ll\llm( W)W, () —l-f/v () (ax) ii;l (—i)™ flm(i)nflnﬂ_:

Podstawiajac wzor (6.10) do pierwszej catki wystepujacej w lewej stronie rownania (6.17)

oraz zaznaczajac te catke C),, uzyskujemy

1 1
Con :/ \I/m(u)\lln(u)du:/ sin(m arccos u) sin(n arccos u)du. (6.18)

-1 -1
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Wprowadzajac zamiane zmiennych u = cos ¥ w (6.18) uzyskujemy

Conn = 71T/07r sin(ma) sin(nd) sin ¥d. (6.19)
Zaznaczajac druga calke wystepujaca w lewej stronie rownania (6.17)

1 y(a)Im(ax) Jy(ax)
I =5 /F - da (6.20)

Ooraz uwz niajac wzor . mozemy ukKiad rownan . zapisaé¢ nast u]1aco:
gledniajac wzor (6.19) mozemy uktad rownan (6.17) zapisac epuja

N Z T (2l
> am |Cn + Smn(i)”_m[mn] =n(i)" 7 (z 1). (6.21)
o T xl

W uktadzie liniowych algebraicznych rownan (6.21) wystepuje N rownan. W celu uzyska-
nia dobrej doktadnodci dla kazdej wartosci bezwymiarowej liczby falowej x = ka wystarczy
ustali¢ liczbe rownan N = 2z.

Uzyskane wspotczynniki a,, podstawiamy do wzoru (6.11) i w ten sposéb uzyskujemy
warto$¢ funkcji ®3(x1), ktorg nastepnie podstawiamy do wzoru (3.35). Wzor (3.35) przyjmuje
nastepujaca postac:

a N 1
flk;Lv) = —/ @g(yl)ikyge_ik"lyldyl = —ixU3 Z . /4 s (yy)e Y dy, . (6.22)
m=1

—a

Podstawiajac zaleznosé (6.13) do wzoru (6.22) uzyskujemy

f(k;Lv) = i\f: amm(—i)mM. (6.23)
m=1 T

Dla kazdej wartosci x przed rozwiazaniem ukladu rownan (6.21) musimy obliczy¢ wszys-
tkie wsolczynniki C,,,, oraz I,,, dla n = [1..N] oraz m = [1..N] co zajmuje wiecej czasu niz
samo rozwigzywanie uktadu réwnan. Optaca sie wiec sporzadzenie tablicy wspotczynnikow
Conn oraz I, przed whlasciwym rozwiazywaniem ukladu rownan (6.21). Poniewaz liczba row-
nan, a wiec i liczba wspotczynnikow zaleza od wartosci x dla ktorej chcemy uzyskaé¢ wartoscé
amplitudy f(k;1,1)), to wielkog¢ tabeli wspotezynnikow i czas potrzebny na zapelienie tej
tablicy rowniez zaleza od wartosci x. Dla duzej wartosci x czas potrzebny na wypelnienie

tablicy wspotczynnikow uktadu rownan moze siega¢ kilku dni na komputerach klasy PC.

6.2.2. Numeryczne rozwiazanie mocno osobliwego réwnania calkowego przy
uzyciu metody kwadratur mechanicznych dla przypadku sztywnej

niejednorodnosci

Zaczniemy od wprowadzenia nastepujacego oznaczenia we wzorze (4.11):

2

flay) = (a + k2§2> w(zs). (6.24)

2
Oxt
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Podstawiajac (6.24) do (4.11) po przeprowadzeniu przeksztalcen uzyskujemy

Dy (1) h ( 02

_ 2 7
1) = =57 mk T T 2ZmE e ax%+k>“(x1)

lub uwzgledniajac definicje Z; oraz m:

2
oxy

_ [ 07 ;
f({lfl) = —@1(1‘1)(h'}/) ! + Y ! ( + k2) u ($1) (625)
Rozpatrzmy réwnanie falowe dla przypadku jednostkowego punktowego zrodla zaburzen
umieszczonego w punkcie y:

(02 #1962 clxy) = 5x-3)

0x?
Rozwiazaniem tego réwnania (zwanego rownaniem podstawowym) jest funkcja
e(X,y) = 507 Ly, (6.26)
20kET
W celu uzyskania rozwiagzania rownania falowego z niezerowa prawa strona musimy pom-
nozy¢ (6.26) przez prawa strone rownania. W naszym przypadku funkcja f(x;) w (6.24)

jest okreslona na powierzchni niejednorodnodci, dlatego w rozwigzaniu trzeba uwzglednic¢

catkowanie funkcji f(z1) po powierzchni niejednorodnosci. Uzyskujemy w ten sposob dla

w(wy):
w(zy) = ¢y cos(kE ) + cysin(kE ) + _aa f() 22,kjg_leik{illgﬁl_y”ciyl. (6.27)
Warto$¢ pochodnej po x; funkcji w(z;) wynosi
Qw(z,) _ —k& e sin(kE @) 4+ k€ e cos(kE ) + ’ fy1)5: . ikt vy,
0xq —a 20kE1

W celu wyznaczenia stalych ¢, oraz ¢y uwzglednimy warunki na koncach wlaczenia (4.27)

alg(xl) = —k& ey sin(z ) +kE e cos(xﬁ_l)Jr; ) Flyr)eslemmlay, = 0, (6.28)

21 xr1=a -

mg(m — k¢ lersin(ag )4 b epcos(a ) = [ F)et Ry =0, (629)
21 r1=—a -

Po dodaniu rownan (6.28) oraz (6.29) uzyskujemy

1 . .- a . e
2kE ey cos(zE) + 56”55 1/ f(y) [e_Zkg e gthe 1y1} dy, =0,
i po uwzglednieniu wzoréw Eulera uzyskujemy
jetr€ !

- 2kET cos(x€1)

[ Fn) sin(ke gy (6.30)

C2
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Odejmujac rownanie (6.28) od rownania (6.29) uzyskujemy

1 . .- a o o
2kE ey sin(xg ) — ie”{ ' /_ f() [e”“{ ke 1y1} dy, =0,

i po uwzglednieniu wzoréow Eulera uzyskujemy
jeire ™!
2k sin(x!

CcC1 =

[ ) costhe )iy (6:31)

Podstawiajac wzory (6.30) oraz (6.31) do (6.27) uzyskujemy

15_1
2k sin(x€T)

w(ry) =

/a f(y1) cos(k& 1y )dyy cos(kE o)+ (6.32)

. i$£_1
N ie
2k&E1 cos(x€T)
Wprowadzamy funkcje g(z,y1,x1):

a . B . B 1 a PET
/_ f(y) sin(k€ "y )dyn sin (k€ 1$1)+2¢k§—1 [ flyn)et lmuldy,,

xE~1

(@) cos(k&yp) cos(kE oy )+ (6.33)

g(x,y1,$1)::

. 7:1,571
et
cos(z&~1)

Po przeprowadzeniu zamiany zmiennej catkowania i po uwzglednieniu definicji funkcji g(z, y1, z1)

sin(k& yp) sin(kE o) — ie"kFl'xl_yl‘dyl.

wzor (6.32) mozemy zapisa¢ nastepujaco:

w(u) 2x§ / f(p)g(z,p,u)dp (6.34)

Korzystajac z zaleznosci

, 1 P A
w(u) = u'(u) — % [1 dp/rdozme’w(“_p)da

v(a)

oraz korzystajac z zaleznosci (6.25) uzyskujemy

0]
hfy)_l} g(x,p,t dp+f/ dp/d (p gloet=p) (6.35)

23! 7(a) ¢

L[ o? : ,
i L ( * k2> ' (p)g(x, p, t)dp = u'(t), |t < 1.

Uwzgledniajac wzor (3.1) oraz obliczajac druga pochodna po p funkeji fali padajacej na

niejednorodnoéé u’(p) zapiszemy (6.35) nastepujaco

a ! @1(1) zaa:t )
T ouEhy /_1 ®1(p)g(z,p,t dp+7/ dp/ V(Oz) P (6.36)

2
-2 / 1 1P g(x, p, t)dp + .
261y J
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Przedstawimy nieznana funkcje ®;(p) wystepujaca w réwnaniu (6.36) w postaci kombi-

nacji liniowej wielomianéw Czebysheva drugiego rodzaju w sposob nastepujacy |88, [43]:
®(p) = U T (6.37)
V1-—p? mz: 0

gdzie a,, sa nieznanymi wspolczynnikami. W celu wyznaczenia a,, podstawimy wzor (6.37)

do rownania (4.36):

m m 7td .
T uE- 1h7/ #1_]9 mzoa g(z, p, t)dp+ (6.38)

1 iax(t—p) Il%

1
A d / d Ay m - — / izhp y ,t d iwllt.
47T / b a\/l — Z 7(04)6 261y J1 gl pyt)dp +e

Mnozac obustronnie rownanie (6.38) przez T,,(p)/v/'1 — t2, a nastepnie calkujac obustronnie

to rownanie po zmiennej t w przedziale [—1, 1] uzyskujemy

d / dt T ot 6.39
e ﬁmza Lp)ga.p.t)+  (6:39)
/ dp / dt / da Z 0 T ()T () —— i) —
Tin \/1 — 12 v(a)
zl / / To(p) isirp / Ta(D) it
_ ¢in )+ iwhit gy,
T = t2 gwp i) | gt
Korzystajac z nasteujacych zaleznosci [125], [2]
/_1 ﬁe_iaﬂ“”dp = mi" Jn(az) (6.40)
oraz
/71 _1n<_ ;2 e Pdp = 7(—i)"J,(ax)
mozemy przedstawi¢ rownanie (6.39) w nastepujacej postaci
N
> amlpy =Cp, n=0,1,2,...N, (6.41)
m=0
a
Ln = —73 Ty jm .
= / () 1, (6.43)
xZQ mmT dpd Tzl 6.44
Cn = 7t t+ —1)" n ) .
' T(p)T(p)g(z,p,t)
B dpdt. 6.45
/ [ R (6.45)
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Zgodnie ze schematem postepowania metody kwadratur mechanicznych zastepujemy catkowanie

sumgy wartosci funkeji podcatkowej w wyznaczonych punktach:

u m N (2]{? . 1)7‘{'
Vioa N = 008 T 6.46
/_1 V1—u? U=N I;f(xk), Tp = COS (6.46)
Wykorzystujac (6.46) zapisujemy (6.44) oraz (6.45) nastepujaco:
Cn - e 'T, 737 —1 n €T ) ]
25 v N g\Z,p, T)ap + )

By ( )Ziig (@, @, ;)T () T (). (6.48)

k=1j=1
Po przeprowadzeniu przeksztalcen trygonometrycznych funkcje g(z,p,u) mozemy zapisaé
nastepujaco

1

2sin(226-1) [coslag ™2~ [t = p|)]+ (6.49)

g(x,p,t) = sin(z& 't — p|) +

+cos[zEH(2 4 |t — p|)] + 2 cos[zE |t —l—PH} :

W uktadzie liniowych rownan algebraicznych (6.41) wystepuje N rownan. W celu uzyska-
nia dobrej doktadnodci dla kazdej wartosci bezwymiarowej liczby falowej x = ka wystarczy
ustali¢ liczbe rownan N = 2z.

Uzyskane wspotczynniki a,, podstawiamy do wzoru (6.37) i w ten sposéb uzyskujemy
warto$¢ funkcji @4 (1), ktora nastepnie podstawiamy do wzoru (3.35). Wzor (3.35) przyjmuje
nastepujaca postac:

N —ixU1p

e

a . 1
Flk:l ) = —/ Oy (e F M dy, = — 3 am/ T(p)———dp.  (6.50)
—a o -1 1—p?
Podstawiajac zaleznosé (6.40) do wzoru (6.50) uzyskujemy
N
FleLv) = =73 am(i)™ Jp(zrr). (6.51)
m=0

Dla kazdej warto$ci x przed rozwiqzaniem uktadu rownan (6.41) musimy obliczy¢ wszys-
tkie wsotczynniki C,,, By, oraz I{}) dlan = [0..N] oraz m = [0..N], co zajmuje wiecej czasu
niz samo rozwigzywanie uktadu rownan. Oplaca sie wiec sporzadzenie tablicy wspotczyn-
nikow C,,, By, oraz I przed wtasciwym rozwiazywaniem ukladu réwnan (6.41). Poniewaz
liczba réwnan, a wiec i liczba wspotczynnikow zaleza od wartosci x dla ktorej chcemy uzyskaé
warto$¢ amplitudy f(k;1,v)), to wielkosé tabeli wspotczynnikow i czas potrzebny na zapelnie-

nie tej tabliczy réwnierz zaleza od wartosci x.
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6.2.3. Numeryczne rozwigzanie mocno osobliwego ré6wnania calkowego dla
przypadku dowolnego stosunku wtlasciwo$ci mechanicznych

niejednorodno$ci i materiatu

Dla dowolnego stosunku wtasciwo$ci mechanicznych niejednorodno$ci i materiatu wzor

(3.35) przyjmuje nastepujaca postac:

N
flk;Lv)=—m Z ()" T (z11) + V3T > @mm(— z)mM (6.52)
m=1 vy

6.2.4. Por6éwnanie analitycznego oraz numerycznego rozwigzania ré6wnania

calkowego dla cienkiej plaskiej niejednorodnosci

Wartoé¢ amplitudy fali rozproszonej moze byé¢ uzyta do okreslenia czynnego przekroju
rozpraszania fali na cienkim ptaskim wlaczeniu w materiale sprezystym. Czynny przekroj
rozpraszania jest stosunkiem energii odbitej od wtaczenia w wybranym kierunku do catkow-
itaej energii, ktora niesie fala padajaca na witaczenie. Czynny przekroj rozpraszania jest

obliczany wedlug nastepujacego wzoru:

o(00) = At T f (k: 1, 1), (6.53)

Na rysunkach rys. 6.4-6.6 przedstawione sa wykresy bezwymiarowego czynnego przekroju
rozpraszania ¢ = o(6y)/2a w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x dla roznych katow
obserwacji. Do obliczenia wartosci bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania zostata
uzyta wartos¢ amplitudy fali rozproszonej uzyskana numerycznie (wzor 6.52) oraz przy uzyciu
zaprezentowanego w rozprawie modelu (wzor 4.85). Jak wida¢ na rys. 6.4 dla 6y = 0
zaprezentowany w rozprawie model pozwala uzyska¢ dobra dokladnos$é¢ dla zakresu wartosci
bezwymiarowej liczby falowej x zaczynajacego sie od 2. Dla wiekszych katéw obserwacji
zaprezentowany w rozprawie model pozwala uzyska¢ dobra dobra doktadnos$¢ dla zakresu

wartosci © zaczynajacego sie od nieco wiekszych wartosci x (6.5, 6.6).
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cooo (652)

Rysunek 6.4. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej = dla 6y = 0 oraz pp = 0.2 - 109Pa, pg = 920kg/m?3, pn = 27 - 10°Pa, p = 10600kg,/m>.

oo oo (652)

-4 L ) s e
o 2 4 6 8  x

Rysunek 6.5. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej = dla 8y = 7/4 oraz pg = 0.2-10°Pa, pg = 920kg/m3, ;= 27-10°Pa, p = 10600kg/m?.
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0000 (652)

Rysunek 6.6. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej = dla 8y = 7/3 oraz ug = 0.2-109Pa, pg = 920kg/m3, 4 = 27-10°Pa, p = 10600kg/m?.
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6.3. Poréwnanie analitycznego oraz numerycznego rozwigzan
ukladéw réwnan calkowych dla cienkiej ptaskiej sztywno

podpartej niejednorodnosci

6.3.1. Numeryczne rozwigzanie ukladu mocno osobliwych réwnan catkowych

przy uzyciu metody Galerkina

Do weryfikacji modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej sztywno podpartej
niejednorodnosci w materiale sprezystym przedstawimy numeryczne rozwigzanie uktadu réow-
nan (5.15) i porébwnamy uzyskane wyniki z wyjsciem modelu. Zgodnie ze schematem metody
Galerkina zaprezentowanym w rozdziale 2 przedstawimy nieznane funkcje ®4(x;) oraz ®3(z)
wystepujace w ukladzie rownan (5.15) w postaci kombinacji liniowej wielomianéw ortogo-

nalnych Jacobiego w sposéb nastepujacy [43], [53], [86], [88]:

Dy (z1) = @i (1 —p>)" > am P (p), p=z1/a, (6.54)
n=0
oraz
By(x1) = g3(1 — p2)*s S ang PV (p), (6.55)
n=0

gdzie a,; oraz a,s sa niewiadomymi wspotczynnikami, natomiast funkcje P+ (p) oraz
P{3:43) (p) sg wielomianami ortogonalnymi Jacobiego. State pp okreslone przez réwnania
(5.19) oraz (5.20): puy; = —3/4, pus = 1/4 dla v9 = O(e) oraz puy = —3/2, us = 1/2 dla
v = o(e71) i = O(1). W celu wyznaczenia a,; oraz a,3 podstawimy wzory (6.54) oraz
(6.55) do ukladu rownan (5.15) oraz wprowadzimy zamiane zmniennych z; = ua. W ten
sposob pierwsze rownanie uktadu (5.15) przyjmuje postac¢ algebraicznego ukladu réwnan

liniowych dla niewiadomych wspolczynnikow a,,, oraz a,s

s k
ai(1 — u?)m Z an1P7§”1’”1 i Z an1/ )ulp(m,m (p) K3 (k|u — p|)dp— (6.56)

n=0

—kgs Z @n3 / p?)Hs PWsis) (p) K (klu — p|)dp = qre™™.

Mnozac obustronnie rownanie(6.56) przez 1 — u?U,,(u), gdzie U, (u) jest ortogonalnym
wielomianem Czebyszewa drugiego rodzaju, a nastepnie catkujac obustronnie to rownanie

po zmiennej u w przedziale [—1, 1] uzyskujemy

- Z tm / 22 Pl () U () dut (6.57)

kCh Z an1/ / p2) PEo) () K (klu — p|)dpyv/T — 62U, (u)du—
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00 1 1
—kqs Y ans / | / (U=p?) P R (Klu = pl)dpy/1 — w? U (u)du =
n=0 Y
1 )
= Q1/ V1 — 12U, (u)e* ¥ du,
-1

lub po wprowadzeniu definicji funkeji K (k|lu — p|) oraz Ks(k|u — pl|)

¢ Z a1 / )u1+1/2p(u1 “1)(u)Um(u)du+ (6.58)

ikuaefikpada

21@7:112 Zanl/ / (1 — p2)m Pl (p )/FGMdPMUm(u)du—

B S s [ [ = P ) [ e @) dadpy T U (1)
n=0

1 )
= 91/ V1 — 12U, (u)e* ™ du.
-1

Wykorzystujac w ukladzie rownan (6.58) oraz do drugiego rownania w uktadzie réwnan
(5.15) nastepujace zaleznosci [125],[2]

1 )
/ V1 —u2U,, (v)e* ™ *du = lzm(m + 1) g1 (ax),
—1

[0 %4

gdzie x = ka, J,, jest cylindryczng funkcja Bessela m-tego rzedu, oraz

o0

o~ ikpa _ Z ] + 1 ]+1<04k)U (p>

uzyskujemy algebraiczny uktad réwnan liniowych dla niewiadomych wspotczynnikow a,,g

oraz ans
- Bnm 1 -1 :|
n nm ’ — Un Bnm :bm7 6.59
nzo[al 1t ) T nsto Bum (6.59)
z an,gAnmg, + an,lq;)BnmJ} = bm, m = 0, 1, 2, ey (660)
n=0
S q
an,ﬁ = Z ] +1 ngjmj,ﬁa qo = q—;, ﬁ — 173,

1 1
B}U. = [1(1 _pz)ﬂlpr(bl/«hﬂl)(p)Uj(p)dp’ ng — [1(1 _ p2)u3p7§u37u3)(p)(]j(p)dp’
1

1
Anm,l = / (]- _pZ)M3P7gNIaH1)(p)Um(p)dp7 Anm,S = / (1 - pQ)ulpr(LMhul)(p)Um(p)dpa

-1

1
L1 = 3 / i1 (xa) Jpi1 (za)a2de, Lnns = 5 / V(@) Ty (200) Ty i1 ()2 da,
r
T
by, = v i"(m 4 1) T (xly).
1
Uzyskane wspolcezynniki a,,; oraz a,s podstawiamy odpowiednio do wzoréw (6.54) oraz (6.55)
i w ten sposob uzyskujemy wartosci funkcji ®;(z1) oraz ®3(x1), ktore nastepnie podstawiamy
do wzoru (3.35).
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6.3.2. Por6éwnanie analitycznego oraz numerycznego rozwigzania ré6wnania

calkowego dla cienkiej plaskiej sztywno podpartej niejednorodnosci

Na rysunkach rys. 6.7-6.9 przedstawione sg wykresy bezwymiarowego czynnego przekroju
rozpraszania 0¥ w funkcji bezwymiarowej liczby falowej = dla réznych katéw obserwacji. Do
obliczenia wartosci bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania zostata uzyta wartosc
amplitudy fali rozproszonej uzyskana numerycznie oraz przy uzyciu zaprezentowanego w
rozprawie modelu (wzor 5.36). Jak wida¢ na rys. 6.7 oraz 6.8 dla 6, = 0 oraz 6, = /4
zaprezentowany w rozprawie model pozwala uzyska¢ dobra doktadno$é¢ dla zakresu wartosci
bezwymiarowej liczby falowej x zaczynajacego sie od 5. Dla 6y = /3 zaprezentowany w
rozprawie model pozwala uzyska¢ dobrg doktadno$é¢ dla zakresu wartosci x zaczynajacego

sie od nieco wiekszych wartosci x (rys. 6.9).

Rysunek 6.7. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej = dla 6y = 0 oraz ug = 1.9 - 10°Pa, pg = 1100kg/m?, 1 = 80 - 10°Pa, p = 7800kg/m?>.

6.4. Wnioski

W rozdziale tym zamieszczono weryfikacje modeli przedstawionych w rozdziale 4 oraz w
rozdziale 5. Wyniki podrozdziatow 6.1.1, 6.1.2, 6.2.4 oraz 6.3.2 stanowiag dowod zasadnosci

przedstawionych w rozprawie modeli.
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2 0 O O numerycznie

Rysunek 6.8. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej = dla 8y = 7/4 oraz pg = 1.9-109Pa, pg = 1100kg/m?, u = 80-10°Pa, p = 7800kg,/m?>.

3 — (530)

i © © % ° pumerycze

Rysunek 6.9. Wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania w funkcji bezwymiarowej
liczby falowej = dla 8y = 7/3 oraz g = 1.9-10°Pa, pg = 1100kg/m?, u = 80-10°Pa, p = 7800kg/m?.
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Symulacja komputerowa zjawiska rozpraszania

SH fali na cienkiej niejednorodnosci w materiale

sprezystym

7.1. Pakiet Mathematica

Do zaimplementowania przedstawionych w rozprawie algorytmoéow zostat uzyty jezyk
programowania Java oraz pakiet Mathematica. Mathematica jest wiodagcym narzedziem
na rynku oprogramowania wykorzystywanego do wykonywania réznego rodzaju obliczen,
tworzenia modeli matematycznych zagadnieni z roznych dziedzin nauki i techniki, tworzenia
symulacji i wizualizacji roznych procesow ciagtych oraz dyskretnych [10], [11], [18], [19], |23],
[24], [27], [31], [37], [67], |68], [91], [92], [99], [101], [102], [104], [123], [124], [134], [137], [139],
[140], [141], [142], [143], [151], [152], [153], [157].

Mathematica zawiera olbrzymia biblioteke zaimplementowanych algorytmow i metod
numerycznych do rozwiazywania matematycznych probleméw z bardzo szerokiego zakresu.
Narzedzie to pozwala na automatyczny dobor algorytmu do konkretnego zagadnienia. Pozwala
rowniez na wskazanie wybranej metody lub algorytmu. Mathematica zawiera rowniez definicje
funkeji specjalnych, na przyklad takich jak wielomiany Czebyszewa pierwszego i drugiego
rodzaju, cylindryczng funkcje Bessela lub funkcje Rfc. Bardzo wazng cecha pakietu Math-
ematica jest numeryczne oraz analityczne obliczanie catek oznaczonych, rowniez zawieraja-
cych osobliwosci, wyznaczanie gtownej wartosci Cauchiego. Sa to cechy, ktore zdecydowaty
o wyborze pakietu Mathematica jako narzedzia do zaimplementowania przedstawionych w
rozprawie algorytmow.

Mathematica sktada sie z modutu stuzacego do wykonywania obliczen (Mathematica
Kernel) oraz modutu pozwalajacego komunikowaé sie z uzytkownikiem, pobiera¢ dane oraz
wypisywaé lub kresli¢ wyniki (tzw. Mathematica FrontEnd).

Pakiet Mathematica dostepny jest dla wielu platform sprzetowo-systemowych, co umozli-
wia uruchamianie aplikacji stworzonych w tym narzedziu na szerokiej gamie systemow kom-
puterowych bez koniecznos$ci wprowadzania jakichkolwiek zmian do kodu aplikacji.

Mathematica umozliwia tworzenie wizualizacji danych uzyskanych w procesie symulacji.
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Posiada rowniez mozliwo$¢ wspotpracy z zewnetrznymi programami bardziej przystosowanymi

do tworzenia réznego rodzaju wizualizacji oraz animacji.

7.2. Jezyk programowania Java

Jezyk programowania Java zostal stworzony przez firme Sun Microsystems jako jezyk
programowania umozliwiajacy tworzenie aplikacji przeznaczonych dla wielu urzadzen oraz
platform sprzetowo-systemowych. Podstawowym zalozeniem tworcow Javy bylo umozli-
wienie programistom tworzenia kodu, ktory bez zadnych zmian bedzie dziatal na réznych
urzadzeniach, pod kontrolg réznych systemoéw operacyjnych. Stalo sie to mozliwe dzieki
wprowadzeniu dodatkowej warstwy oprogramowania pomiedzy systemem operacyjnym a pro-
gramami stworzonymi w Javie. Ta dodatkowa warstwa oprogramowania nazywa sie JVM,
czyli Wirtualna Maszyna Javy. JVM tlumaczy tak zwany byte-code programéw stworzonych
w Javie na kod maszynowy sprzetu na ktorym dziata. Umozliwia to uruchomienie tej samej
aplikacji napisanej w Javie na dowolnym urzadzeniu (nie koniecznie komputerze) posiada-
jacym JVM. Jak sie okazato pomyst tworcow Javy byl bardzo udany. W tej chwili jezyk
programowania Java jest jednym z najbardziej popularnych jezykéw programowania ciggle
pozyskujacym nowe dziedziny informatyki, w ktorych znajduje zastosowanie [12], [20], |25],
[26], 28], [34], [35], [36], [39], 58], [63], [64], [69], [70], [71], [89], [90], [93], [94], [100], [110],
[133], [135], [136], [138], [150], [156].

W chwili obecnej jedna z najwiekszych zalet Javy jest jej popularnoé¢ oraz fakt, iz coraz
wiecej producentéw oprogramowania dotacza do swoich programéw mozliwosé wspotpracy
z aplikacjami stworzonymi w Javie. Pozwala to na wykorzystywanie Javy jako narzedzia
integrujacego oprogramowanie réznych producentéw oraz jako integratora rozbudowanych
systemow informatycznych. Pakiet Mathematica posiada specjalny interfejs J/Link pozwala-
jacy na wspoltprace z zewnetrznymi programami stworzonymi w Javie. Daje to mozliwosé
tworzenia w Javie aplikacji pobierajacych dane od uzytkownika poprzez graficzny interfejs
uzytkownika, wysytajacych do pakietu Mathematica tych danych jako parametréw pewnych
modeli matematycznych zaimplementowanych w tym pakiecie, a nastepnie pobierajacych
wyniki symulacji i przesytajacych te wyniki do innych aplikacji lub narzedzi graficznych.
Czyli stwarza to mozliwosé tworzenia w Javie aplikacji wykorzystywanych jako klej taczacy
pakiet Mathemaica oraz inne pakiety i programy w celu stworzenia wizualizacji roéznych

procesow fizycznych.
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7.3. Interfejs J/Link

Interfejsem pakietu Mathematica pozwalajacym na wspotprace z aplikacjami stworzonymi
w Javie jest J/Link. J/Link umozliwia wysylanie r6znych danych do modulu pakietu
Mathematica odpowiedzialnego za wykonywanie obliczen z pominieciem FrontEnd. Daje
to mozliwos¢ korzystania tylko z Mathematica Kernel jako zaawansowanego kalkulatoraz
pominieciem pozostalych sktadnikow pakietu Mathematica. Interfejs J/Link pozwala na:
— uruchomienie Mathematica Kernel,
— wezytanie przez Mathematica Kernel zawartosci roznych plikow (w tym plikow zawiera-
jacych definicje funkcji implementujacych dowolny model matematyczny),
— przestanie do Mathematica Kernel danych pobranych od uzytkownika (np. parametrow
modelu matematycznego),
— wyslanie zadania wykonania przez Mathematica Kernel roznych obliczen (np. wywolanie
roznych funkeji implementujacych model matematyczny),
— uzyskanie wynikow obliczeri od Mathematica Kernel (np. wynikow symulacji),

— zamkniecie Mathematica Kernel.

7.4. OpenGl

Do wizualizacji wynikoéw zostata uzyta technologia OpenGL oraz biblioteka jezyka Java
Java3D, ktora obstuguje te popularng technologie.

OpenGl jest pierwszym przeno$nym srodowiskiem programistycznym (biblioteka) do tworzenia
interaktywnych aplikacji dwu i trzy wymiarowych. OpenGl stanowi jedna z podstawowych
bibliotek typu API (Application Programming Interface) obok DirectX powszechnie uzy-
wanych do wizualizacji i tworzenia precyzyjnych aplikacji graficznych [109], [111], [132].
Struktura OpenGl pozwala na tworzenie oprogramowania niezaleznego od platformy sprze-
towej. OpenGl wlozyl olbrzymi wktad w rozwoj aplikacji, pozwalajac wykorzystaé¢ zaawan-
sowane techniki renderingu, teksturowania, efektow specjalnych i wszelkiego rodzaju funkcji
wizualizacyjnych. Niezaleznos¢ sprzetowa i otwarto$¢ biblioteki pozwala na jej nieustanny
rozw0j przez niezaleznych programistow z calego $wiata, jak i rozwdj sprzetu wspomaga-
jacego operacje renderingu.

Technologia OpenGL spetnia zatozenia dotyczace dostepnosci aplikacji dla wielu plat-
form sprzetowo-systemowych. Rowniez pozwala w atrakcyjny sposob wizualizowaé uzyskane
wyniki. Dla systemow operacyjnych firmy Microsoft moze by¢ réwniez wykorzystana tech-

nologia DirectX.
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7.5. Aplikacja symulujaca zjawisko rozpraszania SH fali na cienkiej

niejednorodnosci w materiale sprezystym

Schemat dzialania aplikacji wykorzystujacych przedstawione w rozprawie modeli jest ten

sam dla wszystkich aplikacji i bazuje sie na nastepujacych krokach [52], [85], [86]:

— po uruchomieniu wyswietla graficzny interfejs uzytkownika stworzony przy pomocy stan-
dardowej biblioteki graficznych kontrolek Java

— uzytkownik podaje parametry materialu oraz wlaczenia

— program uruchamia modutl Mathematica Kernel pakietu Matematica

— do modutu Mathematica Kernel zostaje wystane zadanie wczytania pliku definicji funkcji
implementujacych przedstawione w rozprawie modele

— program wysyta do Mathematica Kernel parametry podane przez uzytkownika

— do modutu Mathematica Kernel zostaje wystane zadanie uruchomienia wybranych funkcji
implementujacych modele i wykonanie odpowiednich obliczen

— modulu Mathematica Kernel po wykonaniu obliczen przesyta wyniki do programu

— program wyswietla wyniki obliczen w postaci wykreséow dwuwymiarowych oraz przy
wykorzystaniu technologii OpenGl wy$wietla wyniki w nowym oknie w postaci wykresow
trojwymiarowych posiadajacych ta wtasciwosé, iz uzytkownik moze przy pomocy myszki
obraca¢ wykres i ogladac¢ ten wykres pod dowolnym katem
Program korzysta ze wzoru (4.85) dla pierwszego zagadnienia przedstawionego w po-

drozdziale 3.1 oraz ze wzorow (5.36) oraz (5.40)) dla drugiego zagadnienia przedstawionego w

podrozdziale 3.1 w celu obliczenia amplitudy fali rozproszonej na cienkim ptaskim wtaczeniu

w materiale sprezystym.
Na rys. 7.1 oraz rys. 7.2 przedstawione jest okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy

0= 0(6y)/2a w funkcji bezwymi-

wykres bezwymiarowego czynnego przekroju rozpraszania o
arowej liczby falowej = dla r6znych wartosci gestosci i wspolczynnika sprezystosci materiatu
i wlaczenia.

Warto$¢ amplitudy fali rozproszonej moze by¢ uzyta rowniez do okreslenia radarowego
przekroju skutecznego (RCS). Radarowy przekroj skuteczny jest obliczany wedlug nastepu-

jacego wzoru:

(7.1)

RCS(6y) = 20log [W“_DW .

Ao

Na rys. 7.3 oraz rys. 7.4 przedstawione jest okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy
wykres radarowego przekroju skutecznego w funkcji kata obserwacji 6y dla r6znych wartosci
bezwymiarowej liczby falowej = oraz dla r6znych wartosci gestosci i wspotczynnika sprezys-

tosci materiatu i wlaczenia.
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= Scattered field evaluation

Cross section | Monspecular reflection | Monostatic RCS |
pi{*ed Pa) |20
p(kgim3) (7800
p0 (*e9 Pa)(1.9

1.8 p0 (kg/m3) (1100
17 B {rad) i]

1.6

1.5 Evaluate

Rysunek 7.1. Okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy wykres bezwymiarowego czynnego
przekroju rozpraszania ¢ w funkeji bezwymiarowej liczby falowej  dla po = 1.9 - 10°Pa, py =
1100kg/m?3, i1 = 80 - 10°Pa, p = 7800kg/m3, fy = 0.

= Scattered field evaluation
f Cross section r Honspecular reflection r Monostatic RCS |

pi*edPa) (1.9
1.5 pikg/m3) 1100
1.28 p0 (*ed Pa)(g0
p0 (kg/m3) (7500
B (rad) i

Evaluate

Rysunek 7.2. Okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy wykres bezwymiarowego czynnego
przekroju rozpraszania ¢ w funkcji bezwymiarowej liczby falowej = dla p = 1.9 - 10°Pa,p =
1100kg/m?, pp = 80 - 109Pa, py = 7800kg/m?>, g = 0.

Na rys. 7.5 przedstawione jest okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy wykres na
ktorym widoczny jest efekt nie lustrzanego odbicia fali od wlaczenia dla znormalizowanej
amplitudy fali f* = |f(k;1, -1)|/2a.

Na rys. 7.6 przedstawione jest okno OpenGL aplikacji zawierajace trojwymiarowy wykres
czynnego przekroju rozpraszania w funkcji w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x oraz

kata obserwacji 6.
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Cross section | Monspecular reflection | Monostatic RCS

pi{*ed Pa) |50
pikgm3) 7800
p0 {*e9 Pa)/1.9
p0 (kg/m3)|1100
x=ka ]

Evaluate

Rysunek 7.3. Okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy wykres radarowego przekroju skutecznego
dla zakresu katéw obserwacji 6y od —Pi/2 do Pi/2 dla * = 5 oraz po = 1.9 - 10°Pa,py =
1100kg/m?3, = 80 - 10°Pa, p = 7800kg,/m3.

= Scattered field evaluation E@@

r Cross section r Honspecular reflection r Monostatic RCS

pi*ed Pa) |20
piko/m3) 7800
po {*e9 Pa)/1.9
pO (ka/im3)|1100
x=ka 10

Evaluate

Rysunek 7.4. Okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy wykres radarowego przekroju skutecznego
dla zakresu katow obserwacji 6y od —Pi/2 do Pi/2 dla # = 10 oraz pug = 1.9 - 10°Pa,py =
1100kg/m?3, = 80 - 10°Pa, p = 7800kg,/m3.

7.6. Wnioski

W podrozdziatach 7.1, 7.2, 7.3 oraz 7.4 zostaly przedstawione technologie i narzedzia
uzyte do tworzenia aplikacji symulujacej pole fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej niejed-
norodno$ci w materiale sprezystym.

W podrozdziale 7.5 zostaly przedstawione wyniki symulacji.
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“:* Scattered field evaluation

Cross section | Monspecular reflection r Monostatic RCS |

pi{*ed Pa) 1.6

B pikgm3) (1210
, 10 (%69 Pa)|27 1
p0 (kg/m3) (10600
1t ®=Ka 10
1
5 Evaluate
1.5 1 [ ) 0.5 1 1.5

Rysunek 7.5. Okno aplikacji zawierajace dwuwymiarowy wykres na ktérym widoczny jest efekt

nie lustrzanego odbicia fali od wlaczenia dla znormalizowanej amplitudy fali dla z = 10 oraz dla
p=1.6-10"Pa, p = 1210kg/m3, g = 27.1 - 10°Pa, py = 10600kg/m?.

Rysunek 7.6. Okno OpenGL aplikacji zawierajace tréojwymiarowy wykres czynnego przekroju
rozpraszania w funkcji w funkcji bezwymiarowej liczby falowej x oraz kata obserwacji 6y dla
p=2.41-10°Pa, p = 1180kg/m?, yup = 131.1 - 10°Pa, pg = 19100kg,/m3.
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Podsumowanie, wnioski 1 propozycje kierunkow

dalszych badan

Zakres wykonanych prac i uzyskane wyniki stanowia realizacje postawionych przez autora
pracy celow. Do najwazniejszych rezultatow pracy nalezy zaliczy¢ w szczegblnodci:

— opracowanie oryginalnego modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej plaskiej niejed-
norodno$ci w materiale sprezystym, ktory uwzglednia dowolne wartosci parametrow me-
chanicznych (gestosé, wspolezynnik sprezystosci) materialu oraz wlaczenia. Uzyskany
analityczny wzor pozwala w efektywny sposob oblicza¢ pole fali rozproszonej, co umozli-
wia uzycie modelu w oprogramowaniu symulujacym wykorzystywanym w ultradzwiekowe;j
nieniszczacej kontroli elementow konstrukeji i maszyn, a wszczegolnosci w oprogramowa-
niu pozwalajacym zastapi¢ wzorce skaz i wad wystepujacych w materiatach sprezystych,

— opracowanie oryginalnego modelu pola SH fali rozproszonej na cienkiej ptaskiej sztywno
podpartej niejednorodnosci w materiale sprezystym,

— stworzenie oprogramowania wykorzystujacego opracowane modele. Oprogramowanie wyko-
rzystuje trzy rozne technologie informatyczne takie jak pakiet stuzacy do wykonywania
zaawansowanych obliczen matematycznych, jezyk wysokiego poziomu jakim jest Java
oraz biblioteke graficzna OpenGl pozwalajaca wizualizowaé¢ uzyskane wyniki. Trzeba
podkresli¢ wykorzystanie jezyka wysokiego poziomu jako narzedzia laczacego rézne tech-
nologie informatyczne w celu dostarczenia uzytecznego narzedzia dla zespolow prowadza-
cych badania nieniszczace. Jest to mozliwe dzieki powszechnej akceptacji jezyka Java jako
pomocnego i poteznego narzedzia w réznych dziedzinach informatyki. Przeprowadzone
przez autora rozprawy prace pozwalaja na wyciggniecie wnioskoéw, iz jezyk wysokiego
poziomu Java moze byé¢ wykorzystany jako lacznik stuzacy do integracji réznych sys-
temow informatycznych opartych o r6zne technologie informatyczne.

Wszystkie trzy powyzsze punkty stanowiag element oryginalny pracy. Na uwage zastuguje
fakt, iz przedstawione modele zostaly poparte pelnymi wyprowadzeniami.

Tezy pracy sformutowane w rozdziale 1 zostaly udowodnione zaréwno teoretycznie - przez
wyprowadzenie w rozdzialach 4 oraz 5 analitycznych wzoréw - jak i praktycznie, przez wyko-

rzystanie opracowanych modeli w oprogramowaniu symulacyjnym.
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Jako propozycje kierunkow dalszych badan trzeba wymieni¢ opracowanie uniwersalnych
modeli pola SH fali rozproszonej na:
— cienkiej ptaskiej niejednorodnosci w materiale sprezystym przy zatozeniu braku naprezen
na dolnej powierzchni niejednorodnosci (niejednorodnosé jest odklejona od materiatu z
dotu)
— cienkiej ptaskiej niejednorodnosci w materiale sprezystym przy zatozeniu braku naprezen
na gornej powierzchni niejednorodnosci (niejednorodnosé jest odklejona od materiatu z
gory)
— cienkiej ptaskiej niejednorodnosci w materiale sprezystym przy zalozeniu braku przemieszczen
na gornej powierzchni niejednorodnosci (niejednorodnosé jest sztywno przymocowana do

materiatu od gory)
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Zalacznik

9.1. Obliczanie wartosci calki ze wzoru (4.68)

Zaczniemy od tego, ze wypiszemy jeszcze raz calke ze wzoru (4.68):

@ Vit /
2182 (& £ W)y (Fh)2m Jr (e + &) (@)vV1+a

e—iom

112 = dov. (91)

Calka ta jest postaci:

— i —i f(O./)
I= const27r/re n(a+51)\/1+—ada' (9.2)

W calce ze wzoru (9.1) funkcja f(a) = % W celu zamkniecia konturu catkowania w
goérnej polptaszczyznie zmiennej zespolonej o dokonamy zamiane zmiennych o = —a w
catce (9.2). Galaz funkcji v/1 — a w mianowniku funkeji podcatkowej zostata wybrana tak,
aby byt spetniony warunek v/1 — o = iv/a — 1.Pomijajac stala przed znakiem catki mozemy

napisac:

e Q) [ )
= 27T/F (a—gl)md 27T/F (a—él)\/oled ’ (9-3)

Zamykamy kontur catkowania w goérnej poiplaszczyznie zmiennej zespolonej a. Na rys.
9.1 zostal przedstawiony nowy kontur Cr zamkniety w gornej poétplaszczyznie zmiennej ze-
spolonej a sktadajacy sie z konturu I' oraz petli \;.

Korzystajac z uogo6lnienia twierdzenia catkowego Cauchy’ego ktore mowi, ze wartosé catki
po konturze zamknietym lezacym w obszarze analitycznosci funkcji podcatkowej (funkcja
podcatkowa jest analityczna w calym obszarze poza skonczona iloscia punktow) rowna sie
sumie residu6éw funkcji podcatkowej w jej punktach osobliwych pomnozonej przez 27i, mozemy
napisac:

Jlote)+ [ gte)= [ gle) =2mi S resagla) (949

Wartosé calki po konturze zamknietym Cr réwna sie wartosci residuum w punkcie & pom-

nozonej przez 2mi:

i elan f(—Oé) o = _eiflnf(;gl)
o R T e Lo (9
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0

—

Rysunek 9.1. Kontur catkowania CT.

Korzystajac ze wzorow (9.4) oraz (9.5) mozemy napisac:

i/eian( flea) o e F(E6) +7/ em( feo)

2w Jr a—&)Va—1 V&G -1 27 a—&)Va—1
lub
i oia f(=a) o = —jeiin f(=&) I f(=a) o
27r/r (a—&)va—1 7 JI=6 2 / (a—&)md (9.6)

W calce po konturze \; wprowadzamy zamiane zmiennych o — 1 = s

i ian f(_a) _ L i(s2+1)n f(_l — 52)25 _
27r/,\ ‘ (a—fl)\/a—lda_%r/,\ e (1+32—§1)sd8_

— Qf(_l) ez‘n 61’5277 g = f(_]') 67577 617r/4 Zf(_l) 1 6(17 w/4)
~ipq gy, s =i e i f S e e

Korzystajac ze wzorow (9.6) oraz (9.7) mozemy napisac:
)

i —ian ( _ i f(_gl) . f(_l) i i(n+m/4)
R T = R = R i TE T

Korzystajac ze wzoru (9.8) uzyskujemy wartosé¢ calki ze wzoru (9.2):

— const {—ie’fl” / _(1__5121 ti ({ (__2>\/T it ”/4)} (9.9)

, podstawiajac —& jako warto$¢ parametru

Zamieniajac we wzorze (9.9) funkcje f(«) na +( )

do tej funkcji oraz podstawiajac
. Q V1t
Z:& (& £ L)y (Fh)
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jako wartosé¢ statej uzyskujemy:

I=—i e ! L gitren/a) (9.10)
VI =& (- 51) (1 —&)rf (=1) \ ™

Wzor (9.10) odpowiada wzoru (4.69) z rozdziatu 4.

9.2. Obliczanie warto$ci calki ze wzoru (4.78)

Zaczniemy od tego, ze wypiszemy jeszcze raz caltke ze wzoru (4.78):

—zom

ot _ a3 /
5 (1) Zsv/T £ Ly (Fly) 27 o I+ ale £ 0)rd (o)

Zamykamy kontur catkowania w gornej poiplaszczyznie zmiennej zespolonej . Stosujemy

dov. (9.11)

zamiane zmiennej o na —« i uzyskujemy

iom

@i _ qs3 do. 9.12
s0) = G AT L () 27 rVI—alaF ) (—a) (9.12)

Narys. 9.2 oraz rys. 9.3 zostal przedstawiony nowy kontur Cr zamkniety w gornej potptaszczyznie
zmiennej zespolonej a sktadajacy sie z konturu I' oraz petli A dla przypadkow uwzglednia-

jacych Iy (przy obliczaniu @) oraz —l; (przy obliczaniu ®3).

Rysunek 9.2. Kontur catkowania Ct dla przypadku ;.

Wartosé calki po konturze zamknietym Cr rowna sie wartosci residuum w punkcie ; (lub

—ly) pomnozonej przez 2mi:

03 1 eian . 03 e:l:illn

— doo =1 .
Z3v/ 1+ llT‘g_(:Fll) 2w Jor /1 — Oé(CK F 11)7’;:(—6() Zs3\/ 1+ ll’l“g(:Fll) V1F ll’l"g—(:é:ll) )
9.13
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Cr

Rysunek 9.3. Kontur catkowania Cr dla przypadku —I;.

Korzystajac ze wzorow (9.4) oraz (9.13) uzyskujemy:

eFilin 1 eton

ot _ q3 : R
V) = T s () {Wl Flrg (F1) 21 Iu VI—alaFl)ri(-a)

doz}
(9.14)
Calke wystepujaca w prawej stronie rownania (9.14) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej

postaci:

eio‘"\/l—l——arg_(—a) o — 7 eicm
an V1 —a?(aFl)rs(a) > Zzy()V1 = ala F l)ry (—a)

Korzystajac z definicji funkcji Rs(«) mozemy przedstawi¢ wzor (9.15) w nastepujacej postaci:

dov. (9.15)

am am 1 +
Z ‘ ——da =27, [ S - ars (@) (9.16)
n Zsy(a)v]1 — alaF)ry (—a) A iRs(a)(a F i)
Po zastosowaniu definicji funkeji R3(a) do wzoru (9.16) uzyskujemy
am + an +
Zg/ e' V14 ar; <a)da _ Z3/ e'“\/1 + ary (a) o (9.17)
M iRs()(aF 1) i1+ Zgv/a? = 1] (a F )

Catke ze wzoru (9.16) przedstawiamy jako sume czterech calek:
7 / e"\/1+ ary («)
*In 1 [1 + Z3va? — 1} (a0 Fly)
Z3 /00 e /1 + itry (iT) dr 4 /00 e /1 + iTry (iT)
— vdr
0 i1+ ZsVT 1) (it F ) 0 ill— Zs/T+ 1| (it ¥ 1)

da = (9.18)

idT +
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N /1 ei+ori(o) /1 ¢Vl+ors(o)
0 [1+iZsVT =07 (0¥ 1) 0o [1-iZV/T=0(cFh) |

Korzystajac z ponizszych zaleznosci

1 n 1 I R VAV e e e e VA SVA I
14+iZsV1—im2 1 —iZsV/1+im2 1+ Z2(1 +72) -
. 2’iZg\/ 1+ T2
14+ Z3(1+ 72
1 1 1—iZy/1—02 —1—iZy/1— 0%
14iZsV1—02 1—iZs/1—02 1+ Z2(1 — 02) -
| =2iZ3\/1 02
1+ 2Z3(1 - 0?)

mozemy przedstawi¢ wzor (9.18) w nastepujacej postaci

z / e /1 + ary (a)
ML+ Zsva? =1 (a F 1)

R 006*777\/1—%2'7'\/1—#7'27“;(@‘7)2, o 1ei0”(1+0)\/1—0r§f(0)w
_223{/0 1+ 23V +1] (i F ) ! /o [1+2Z3(1—0?)] (e Fh) }

Wartoscia dwoch calek po prawej stronie wzoru (9.19) jest funkcja g (n,[;) zdefiniowana we

da = (9.19)

wzorze (4.81). Podstawiajac definicje funkcji g*(n,1;) do wzoru (9.14) oraz uwzgledniajac
definicje funkeji W3 ze wzoru (4.80) uzyskujemy:

qs

Zgﬂ'\/ 1+ llrg(:Fll)

Wzor (9.20) odpowiada wzoru (4.79) z rozdziatu 4.

OF (1) = Wae™hn 4 gt (). (9.20)

9.3. Obliczanie calek ze wzoréw (6.11) oraz (6.42)

Zaczniemy od wypisania jeszcze raz catki ze wzoru (6.11):

Ly = ;/FV(O‘)Jm(Zf)J"(M)da. (9.21)

Sprobujemy przedstawic te catke w postaci umozliwiajacej uzyskanie jej wartosci przy uzyciu

procedur numerycznych. Rozbijajac przedzial catkowania w (9.21) uzyskujemy

j— ; /000 V(Q)Jm(zgr)Jn(oz:v) o+ ; /000 v(aﬂm(zf)Jn(w) o (9.22)

Korzystajac z wlasciwosci cylindrycznych funkcji Bessela z (9.22) uzyskujemy

(=D oo y(a)Jm(ax)Jn(ox) L o y(@)Jm (o) Ju(ax)
I = —5— [ - da+3 [ - da.
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1 nastepnie

L (= oo y(a) S (o) Jy ()
Lo = . (A - da. (9.23)

Nastepnie przedstawiamy (9.23) w nastepujacej postaci:

I 1+<—21)m+" l [ Jm(o‘xi;]"(o‘%a w7 l”(i‘j) - (j () Ju(az)da| . (9.24)

Wartosé pierwszej catki w (9.24) wynosi 6,,,,/2n, gdzie 0,,, jest delta Kronekera. Oznaczymy
I0. druga catke w (9.24). Rozbijajac przedziat calkowania w tej calce uzyskujemy

a2

I, = /01 [M - ;] I () Jp(ax)da + /100 VC(MOQ (ﬂ Im(azx) Iy, (cx)da. (9.25)

Wprowadzajac zamiane zmiennych oo = sind w pierwszej calce we wzorze (9.25) uzyskujemy

w/2 1
/ [2 00519 ] I (2 sin ) J, (z sin ) cos Ydi+ (9.26)

sin? ¥ smf}

+l/“°[v(g)__

i ostatecznie catka ze wzoru (6.11) przyjmuje posta¢

H () Ju(ax)da.

I 1+ (=1)mt [O’nm /7f/2 [icosﬁ 1
mn — - 0

2 2n sin? + sin ¢

+l/“>[v(g)__

Wartosé calki ze wzoru (9.27) mozemy uzyskaé¢ przy uzyciu procedur numerycznych.

] Iz sin ) J, (z sin ) cos ¥di+  (9.27)

;] Jm(ozx)Jn(ozx)doz] |

Postepujac analogicznie catke ze wzoru (6.42) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

1 Jm(ozx)Jn(ozx)d L (=)m
2 Vi1 T 2

w/2
I = [z / Im (2 cos ¥)J,, (z cos ¥)di+
0

a)dal.

+1/ V&;T__?
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