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NIELINIOWE UKLADY DYNAMICZNE
— PROBLEM NADAL OTWARTY

Streszczenie: W pracy przedstawiono zjawisko wystgpienia synchronizacji
oscylatorow typu Duffing podwieszonych do elastycznej belki. Zbadano
wplyw zmiany modelu belki na zachowanie oscylatorow. Wykazano, ze dla
danych warunkow poczgtkowych wzbudzenia, poczgtkowo nieliniowe,
chaotyczne oscylacje struktury stajq si¢ okresowe i synchroniczne.

NONLINEAR DYNAMICAL SYSTEM - PROBLEM STILL OPEN

Abstract: The paper presents the phenomenon of synchronization of Duffing
oscillators suspended on a flexible beam. This article presents the results of
changes in the beam model on the behavior of oscillators. It was shown that
for the initial conditions of excitation, initially nonlinear, chaotic
oscillations of structures become periodic and synchronous.

1. WPROWADZENIE

Pierwsze dokonania dotyczace zjawisk drganiowych mialy miejsce juz w starozytnosci.
Ludziom od niepamig¢tnych czaséw towarzyszyly instrumenty muzyczne i tak do najbardziej
popularnych nalezaly lutnie zwane kinor (Egipt, Syria, Chaldeii), instrument strunowy
0 nazwie wina (Indie), aulos — flet pojedynczy lub biaulos — flet podwojny (Hellanda) itd.
W IV w. p.n.e. Chinczycy postugiwali si¢ sejsmografem do wykrywania trzgsien ziemi.
Architekt Tryphon z Aleksandrii (214 r. p.n.e.) uzywat podwieszonych u sufitu naczyn
glinianych jako detektorow drgan gruntu (rodzaj wahadet).

Poczatki nowozytnej mechaniki, w tym teorii drgan, wyznaczaja prace Galileusza. Badajac
ruch wahadta matematycznego, odkryt on zwigzek miedzy jego dtugoscia a czestotliwos$cia
wahnig¢.

Postep w teorii drgan uktadow ciaglych nastgpit w XVIII, kiedy to Euler (1744) i D. Bernoulli
(1751) wyprowadzili rownania drgan belki. Nieliniowo$¢ — zjawisko to obserwowane byto
juz u zarania nowozytnej ery teorii drgan. Zjawisko to zaobserwowal Huygens w XVII w.,
badajac ruch wahadla. Pionierem badania zjawisk nieliniowych byl matematyk francuski
Poincare.

Modele nieliniowe pojawily si¢ w analizie zagadnien inzynierskich. Do autorow
najwczesniejszych rozwiagzan naleza Duffing — twoérca przyblizonej metody wyznaczania
odpowiedzi oscylatora ze sprezyng nieliniowg na wymuszenie okresowe oraz van der Pol,
ktory wykryt zjawisko cykli granicznych [1].

Liczba publikacji opisujacych zjawisko generowania si¢ drgan w uktadach mechanicznych
jest ogromna [4, 5, 9, 10]. Dotycza one r6znych problemoéw inzynierskich — zwykle tworzone
sa modele badanych ukladow, a nastgpnie analizowane metodami analitycznymi lub
numerycznymi.
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Mimo tak duzej liczby prac, nadal trudno jest poda¢ precyzyjne reguty, ktore pozwolityby
przewidywa¢ wzbudzanie drgan chaotycznych w badanym uktadzie.

W ukladzie dynamicznym wyrdézniamy rdézne rodzaje synchronizacji, np.: moze by¢ taki
przypadek, ze udziat poszczegdlnych obiektow w procesie synchronizacji jest podobny
i synchronizacja calego ukfadu jest wynikiem oddziatywania pomie¢dzy poszczegdlnymi
obiektami uktadu. Inny przypadek to taki, kiedy jeden z obiektéow ukladu ma dominujgcy
wpltyw na procesy zachodzace podczas pracy ukladu i moze by¢ wtedy traktowany jako
obiekt zewnetrzny, tzn. wpltyw oddzialywania na niego jest pomijalnie maty [2].

W artykule zbadano dynamike dwoch nieliniowych zewngtrznie wzbudzonych chaotycznych
oscylatoréw polgczonych za posrednictwem elastycznej struktury — sprezystej belki [3, 4].
Badania przeprowadzono dla dwodch przypadkow. W pierwszym przypadku belke
potraktowano jako model ciagly, natomiast w drugim przypadku dyskretny — tzn. belke
traktujemy jak ,,sprezyng” 1 nastgpnie przykladamy skupione masy w poszczegdlnych
weztach belki (rys. 1). Nieliniowe oscylatory Duffinga wzbudzane sg przez sygnat okresowy.
Pokazano takze odpowiedzi sprezystej belki i oscylatorow na wzbudzenie, ktéoremu nie
towarzyszy synchronizacja ich oscylaciji.
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Rys. 1. Model analizowanej struktury [4]:
a) model ciagly, b) model dyskretny
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2. MODEL NUMERYCZNY

W badaniu uktadéw o wielu stopniach swobody efektywnymi metodami sg metody
numeryczne, wykorzystujace rozne algorytmy catkowania. Ze wzgledu na duza liczbe stopni
swobody, do opisu ruchu stosuje si¢ zapisy macierzowe, na podstawie ktorych sporzadza sie
odpowiedni algorytm obliczen numerycznych.

Obliczenia numeryczne wykonano metodg elementdw skonczonych, wykorzystujgc
metod¢ Newtona—Raphsona. Metoda ta stuzy do rozwigzywania nieliniowego uktadu rownan
algebraicznych, ktéry mozna zapisa¢ w postaci wektorowej [6].

Do obliczen zbudowano numeryczny model badanych struktur (rys. 2).

z 5 " £
I 2 s ‘ A Em 2 3 4 5 s

5
; X >
IDZ é-l %l , 7
=g [:% 4
21

k %
12
M Tr ,,,,, e | m Tmnw

a) | ' b) ’ |
Rys. 2. Model numeryczny badanej struktury: a) ciggly, b) dyskretny

Zastosowane oscylatory sg opisane sg nastepujagcym rownaniem:

d?y, dy, -
mi 'F'de 'E—Fky 'yi +kd yl3 =f -Slna)i -t
gdzie: dy, Ky, Kg, f, @; sa statymi, a i = 1, 2. Zatozono, ze belka jest podparta na obu koncach,
tak jak pokazano narys. 2.

Belka o ditugosci | zostata podzielona na 6 rownych czesci. Do obliczen numerycznych
wykorzystano elementy modelujace:

— sprezyne nieliniowg — COMBIN 39,

— thumik wiskotyczny — COMBIN 14,

— belk¢ — BEAM,

— masy podwieszone — MASS.

Do analizy numerycznej przyj¢to nastepujace parametry oscylatora Duffinga:

d,=0,168 Nk =05 N1 ky=05 N f=1Hzi0=1 - .g=1
m mm

mm Sec
Zalozono, ze belka wykonana zostala ze stali.
Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla nastgpujacych warunkdéw poczatkowych
wzbudzenia oscylatorow (rys. 3).
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Rys. 3. Warunki poczatkowe wzbudzenia oscylatoréw
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3. WYNIKI OBLICZEN NUMERYCZNYCH

Wyniki obliczen numerycznych przedstawiono w postaci wykresow (rys. 4) przedstawiajg-
cych wzajemne zmiany przemieszczen poszczegélnych weztow nalezacych do uktadu.
W pracy zaprezentowane zostang wyniki dla przypadku rys. 3a wzbudzenia oscylatorow.
W omawianym przypadku zbadano wpltyw warunkow poczatkowych wzbudzenia
oscylatorow na prace¢ catego uktadu jak i oddziatywanie belki pod wpltywem wzbudzenia.

Zgodnie z tym co wczesniej opisano w pracy, obliczenia wykonano dla r6znej struktury belki
(rys. 2a i rys. 2b). W pierwszym przypadku na rys. 4a przedstawiono wzajemng zalezno$¢
pomigdzy przemieszczeniem we¢zla nr 12 i nr 21. Tymi weztami oznaczono masy pod
oscylatorami, do ktorych przylozono wymuszenie. Liniowy charakter wykresu sugeruje, ze
zachodzi synchronizacja oscylatorow. Rysunek 4b przedstawia charakter zmiany przemiesz-
czenia tych wezléw w czasie. Z wykresu wynika, Zze poczatkowo nieliniowe, chaotyczne
oscylatory Duffinga stajg si¢ okresowe i synchroniczne. Rysunek 4c przedstawia wykresy
pokazujace odpowiedz dynamiczng belki podczas pracy uktadu. Prezentowane wyniki
obliczen pokazuja nam charakter odksztalcen poszczegélnych weztéw uktadu. Zaleznos¢
predkosci wezta nr 12 w funkcji jego przemieszczenia pokazano na rys. 4d. Z charakteru tego
wykresu rowniez wynika synchronizacja uktadu.
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Takie same obliczenia przeprowadzono dla drugiego przypadku rys. 2b. Belka zamodelowana
zostala jak ,,struna”, do ktorej w poszczegolnych weztach dotaczone zostaly masy. Pozostaly
elementy bez zmian. Analogiczne wyniki obliczen przedstawiono na rys. 5. Z rys. 5a i b
wida¢ synchronizacje poczatkowo chaotyczne, nieskorelowane oscylatory stajg si¢ okresowe
i synchroniczne.
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Pozostate wyniki dla przypadku drugiego (rys.3b) zostang zaprezentowane podczas
wyglaszania referatu.

zenie Uy_12

przemiesz:

Rys. 5

4. PODSUMOWANIE

Analiza dynamiki nieliniowych ukladow mechanicznych charakteryzuje si¢ duza
czasochtonnos$cig. Zastosowanie programu MES pozwolito na przeprowadzenie symulacji
dynamiki rzeczywistej struktury skladajacej si¢ ze sprezystej belki, do ktorej dotaczono dwa
nieliniowe, chaotyczne oscylatory Duffinga. Sprz¢zenie oscylatorow poprzez dotgczenie ich
do elastycznej struktury pozwolito zbada¢ wzajemny wplyw na siebie tych oscylatorow.
W pracy spodziewano si¢, ze oscylatory bedg mialy wplyw na odpowiedz dynamiczng belki.
Jednak zadaniem autora bylo wykazanie, ze struktura modelu belki — tzn. ciagly czy
dyskretny — nie ma wplywu na wzajemne oddziatywanie podzespotow dotgczonych do niej,
jak rowniez na prace samej belki. Badania wykazaty, Ze charakter poszczegolnych wykresow,
np.: rys. 4ai5aoraz rys. 4b i 5b jest taki sam.

Uzyskano podobng zgodnos¢, jezeli chodzi 0 charakter krzywych wykresu w pozostatych
przypadkach (rys. 4c i 5¢ oraz rys. 4d i rys. 5d). Wykazano ponadto, ze dla danych warunkéw
poczatkowych wzbudzenia, poczatkowo nieskorelowane, chaotyczne oscylatory Duffinga
stajg si¢ okresowe 1 synchroniczne. Badania potwierdzity Scisty zwigzek migdzy dynamiczng
odpowiedzig belki a dynamika oscylatoréw. Regularne warunki oscylacji belki sa
odpowiedzig na okresowe zachowanie oscylatorow.

93



MECHANIK 7/2011
»XV Migdzynarodowa Szkota Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji”

LITERATURA

[1] Arczewski K., Pietrucha J., Szuster J.T.. Drgania ukladow fizycznych, Oficyna
Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2008.

[2] Awrajcewicz J.: Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych, Zbiory Gtowne
Politechniki L.odzkie;j.

[3] Chudzik A.A.: Synchronization and periodizsation Duffing oscillators coupled by elastic
beam: Finite Element Method approach, Journal Of Theoretical And Applied Mechanics,
48, 2, Warsaw 2010, pp. 517-524.

[4] Czotczynski K., Stefanski A., Perlikowski P., Kapitaniak T.: Mulitistability and chaotic
beating of Duffing oscillators suspended on an elastic structure, Journal of Sound And
Vibration, Vol. 322, Issue 3, 8 May 2009, pp. 513-523.

[5] Feudel U., Grebogi C., Hunt B.R., Yorke J.A.: A map with more than coexisting law-
period periodic attractors, Physical Review E 54, 1996, pp. 71-81.

[6] Luczko J.: Drgania regularne i chaotyczne w nieliniowych uktadach mechanicznych,
Politechnika Krakowska, Krakow 2008.

[7] Kraut S., Feudel U.: Multistability, noise and attractor hopping: the crucial role of
chaotic saddles, Physical Review E 66, 2002, doi:015207(1-4).

[8] Kaneko K.: Dominance of Milnor attractors and noise-induced selection in a
multiattractor system, Physical Review Letters 78, 1997, pp. 2736-2739.

[9] Pecora L., Carroll T.S.: Physical Review Letters 64 (1990) 821-824.

[10] Boccaletti S., Kurths J., Osipov G., Valladares D.L., Zhou C.S.: The synchronization of
chaotic systems, Physics Reports 366 (1), 2002.

94



