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ROZDZIAL 1

Formalizm matematyczny i metoda indukcji

Celem gtownym wyktadu Wistep do logiki i teorii mnogosci jest zapoznanie stuchaczy z formaliz-

mem matematycznym i uswiadomienie im koniecznosci jego stosowania.

1. Podstawowe oznaczenia

Stosujemy konwencje definiowania zbioréw przez wypisywanie elementéw zbioru pomiedzy dwoma
nawiasami klamrowymi ,,{” i ,,}”. Dla przyktadu: {3,5,12} to zbior zawierajacy elementy 3, 5 oraz 12
i zadnych innych. Gdy nie chcemy lub nie mozemy wypisa¢ wszystkich elementéw zbioru, to uzytecz-
na jest konwencja wielokropka, np. {2,4,8,...,22°} lub {2,4,6,8,...} czy nawet {...,—4,—2,0,2,4,...}.
Konwencja wielokropka dziala, o ile wzorzec wypisywania kolejnych elementéow jest jasny. Dla przykta-
du rozwazmy zbior {3, 5, 33,35,53,55,...}. Nie jest zupelie jasne, jaki element powinien nastapi¢ po
55. By¢ moze domys$lacie sie, ze chodzito nam o wszystkie liczby naturalne, ktére w zapisie dziesietnym

maja tylko cyfry 3 i 5. Lepszy jest nastepujacy zapis niepozostawiajacy miejsca na domysty:
{z : x jest liczba naturalna, ktora w zapisie dziesietnym ma tylko cyfry 3 i 5}.

Stosujemy wiec kolejna konwencje definiowania zbiorow: zbior {z : W(z)} sktada sie ze wszystkich
elementow z, ktore maja wtasnosé W. Dla przyktadu {z € N : z jest podzielna przez 2} czytamy: zbior
liczb = € N takich, ze x jest podzielna przez 2. Czasami wygodnie jest stosowaé inng konwencje: zbioér
{f(z) : = € X} to zbior wszystkich elementéow postaci f(z) dla x € X, gdzie f to odwzorowanie
okreslone na X. Zapis {3n + 1 :n € Z} czytamy: zbior liczb postaci 3n + 1 takich, ze n € Z.

W trakcie wyktadu bedziemy postugiwali sie nastepujacymi, czesto dobrze znanymi czytelnikom,

symbolami:

e N=1{1,2,3,...} — zbi6r liczb naturalnych
o Z={...,-2,-1,0,1,2,...} — zbidr liczb calkowitych
P

e Q — zbidr liczb wymiernych, tj. wszystkich utamkoéw postaci T gdzie p jest liczba catkowita, zas ¢

liczba naturalng

e R — zbidr liczb rzeczywistych.



2. Elementy formalnej teorii matematycznej

W jezyku matematycznym, podobnie jak w kazdym innym jezyku, mamy do czynienia ze zdaniami,
ktore zawieraja pewna tresé.
Przyktady zdan matematycznych:

1. Definicje — sformutowania, ktére nadaja nazwy pewnym obiektom.

e Powiemy, ze liczba naturalna n jest podzielna przez liczbe naturalng k < n, gdy istnieje liczba
naturalna | taka, zen =k - [.

o Liczbe naturalng podzielng przez 2 nazywamy liczbg parzystq.

o Czworokagt o co nagmniej jednej parze bokow réwnolegtych nazywamy trapezem.

o Mowimy, ze liczba naturalna jest liczbg pierwszq, jesli ma doktadnie dwa rézne dzielniki.

Stowa kluczowe: ,nazywamy”, ,mowimy, ze”, ,powiemy, ze”.

2. Aksjomaty — zdania, ktérych prawdziwosé przyjmujemy na zasadzie umowy.

o Kazda liczba naturalna n ma swoj nastepnik n + 1, ktory jest tez liczbg naturalng;

o Dwa zbiory sq rowne jedynie wtedy, kiedy majq te same elementy.

3. Twierdzenia — zdania, ktérych prawdziwoéé nalezy udowodnié przeprowadzajac odpowiednie
rozumowanie/wnioskowanie (tzw. dowod). Dowody rozpoczynamy stowem ,,Dowod”; a konczymy

znakiem O.

o Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 4, to jest podzielna przez 2; (twierdzenie prawdziwe)

e Kazda liczba naturalna jest parzysta. (twierdzenie falszywe)

Z reguly konstrukcja: jesli ... to ...
Twierdzenie to zdanie, ktére ma zawsze jednoznacznie okreslong warto$é logiczna, jest albo praw-

dziwe (symbolicznie nadajemy mu wartos¢ logiczna 1) albo falszywe (wartosé logiczna 0).

3. Aksjomatyka Peana liczb naturalnych

Konstrukcje liczb majg charakter hierarchiczny — od prostszych do coraz bardziej ztozonych. Majac
liczby naturalne N, konstruuje sie liczby catkowite Z, dodajac dla kazdej liczby naturalnej n € N
liczbe do niej przeciwng —n oraz 0. Dalej konstruujemy liczby wymierne Q jako utamki -, gdzie
n € Z, m € N. Liczby rzeczywiste R definiujemy jako ciagi przyblizen liczbami wymiernymi, np. liczbe
V2 = 1,414213562373095... mozna przyblizaé¢ ciggiem liczb wymiernych (1;1,4;1,41;1,414;1,1412; ...)

!

1 Przedstawiamy tu tylko idee konstrukcji liczb Z, Q i R, ktére mozna precyzyjnie sformalizowaé.



9

A co z liczbami naturalnymi? Czy one takze moga by¢ skonstruowane z bardziej elementarnych
sktadnikow? Czy potrafilibySmy powiedzie¢, czym sa liczby naturalne i jakie maja wlasnosci bez uzy-
wania pojecia liczby?

Przedstawimy taka konstrukcje, opracowana przez Giuseppe Peand} Co to znaczy by¢ liczba, zos-
taje uchwycone za pomoca pieciu aksjomatéw — pieciu podstawowych prawd o liczbach naturalnych.
Uchwycone w tych prawdach zostaly wlasnosci, ktore powoduja, ze N = {1, 2,3, ...} jest zbiorem liczb
naturalnych.

Aksjomat 1. B N
Obiekt B symbolizuje pierwsza najmniejsza liczbe. Piszemy B zamiast 1, bo nie chcemy uzywaé liczb
do definiowania liczb. Poza tym interesuja nas wtasnosci obiektéw, a nie to, czym one s3.

Aksjomat 2. Jesli z € N, to S(x) € N; innymi stowy S jest funkcja dzialajaca z N w N.

Drugi aksjomat wprowadza pojecie nastepnika — S(z) to kolejny obiekt po z. Zauwazmy jednak, ze
stwierdzenie S(H) = M nie przeczy aksjomatom 1 i 2. Nastepnikiem B nie powinno by¢ B. Potrzebujemy,
wiec kolejny aksjomat.

Aksjomat 3. H nie jest nastepnikiem zadnego obiektu z .

Uzywajac aksjomatow 1, 2 1 3 wiemy, ze B i S(H) to dwa rozne obiekty. Jednak zdanie S(S(H)) = S(H)
nie przeczy zadnemu z dotychczasowych aksjomatéw.

Aksjomat 4. Jesli S(z) = S(y), to x = y; innymi stowy S jest funkcja roznowartosciowa.
Aksjomaty 1-4 implikuja istnienie nieskonczonego ciagu W, S(W), S(S(M)), S(S(S(M))), ... parami r6z-
nych obiektow. Dla skrocenia zapisu oznaczmy te obiekty nastepujaco: B to 1, S(H) to 2, S(S(H)) to
3, S(S(S(M))) to 4, itd. Zauwazmy, ze jesli do zbioru {1,2,3,4, ...} dotozymy dwa elementy O and & i
zdefiniujemy S(O) = & oraz S(#) = Q, to dla zbioru {1,2,3,4,...} U{Q, &} beda spelnione aksjomaty
1-4. Aby uniknaé¢ takiej sytuacji, potrzebny jest kolejny aksjomat.

Aksjomat 5. Jesli X jest podzbiorem zbioru N takim, ze:

e HcX,
e dla kazdego x € N: jesli x € X to S(z) € X,

to X = N.

Zauwazmy, ze N = {1,2,3,4,...} U{Q, &} nie spelnia aksjomatu 5. Jesli wezmiemy X = {1,2,3,4,...},
to B € X oraz dla kazdego = € N zachodzi implikacja: jesli x € X to S(x) € X. Ale X # N. Aksjomat
5, zwany zasada indukcji, mowi o tym, ze N musi by¢é minimalnym zbiorem speiniajacym aksjomaty

1-4, to znaczy poza taiicuchem B, S(H), S(S(M)),S(S(S(M))), ... nie zawiera juz nic innego.

2 Giuseppe Peano, 1858-1932.
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Trojke (N, S, M) speliajaca aksjomaty Peana nazywamy zbiorem liczb naturalnych i oznaczamy

symbolem N.

Bazujac na powyzszej aksjomatyce, mozemy réwniez zdefiniowaé naturalne dziatania: dodawania

i mnozenia oraz naturalny porzadek w zbiorze N.

DEFINICJA 1.1. Dla dowolnych n,m € N definiujemy:
e n+1=.S(n) orazn+ S(m) = S(n+m)
en-l=norazn-S(m)=n-m+n

e n < m, jesli n =m lub istnieje k € N takie, Ze m =n + k.
STWIERDZENIE 1.2. 443 =71.
DowOD. Wykorzystujemy pierwsza cze$é¢ definicji dodawania dla n = 4:
44+1=5(4)=5.
Nastepnie z czesci drugiej definicji dodawania, mamy:
442=44+51)=5(4+1)=5(5) =6.

W koricu:
443=445(2)=504+2)=5(6)="1.

STWIERDZENIE 1.3. Dlan € N mamyn+1=1-+n.

DowoDp. Niech X = {n € N: n+1 =1+ n}. Wykorzystujac (A5) pokazemy, ze X = N.

Krok 1.: Zauwazmy, ze dla n = 1 mamy:

1+1=1+1.

Stad 1 € X.

Krok 2.: Niech ny € N i zalozmy, ze ny € X. Pokazemy, ze S(ng) € X. Mamy:

1+ S(no) "L S(1 +no) "X S(ng + 1) = S(S(no)) = Sng) + 1.

Stad S(ng) € X.

Podsumowanie: Wobec (A5) X = N, co nalezato pokazac. O

W podobny sposdéb mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenia:
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TWIERDZENIE 1.4 (przemienno$¢ dodawania liczb naturalnych). Dlan,m € N mamy n+m = m+n.
TWIERDZENIE 1.5 (przemiennos¢ mnozenia liczb naturalnych). Dia n,m € N mamy n-m =m - n.

czy tez twierdzenia o tacznosci dodawania/mnozenia, rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania itd.

4. Indukcja matematyczna

Zanim przejdziemy do Zasady indukcji matematycznejﬁ potrzebujemy nastepujacej definicji. Funk-
cja zdaniowa nazwiemy formule W(n), ktora po wstawieniu konkretnego n € N staje sie zdaniem
prawdziwym albo falszywym.

W aksjomatyce Peana liczb naturalnych pojawia sie aksjomat (zdanie, ktorego prawdziwosé przyj-

mujemy) (A5) — tzw. zasada indukcji matematyczney.

AKSJOMAT (zasada indukeji). Jesli W(n) jest funkcjg zdaniowq zmiennej n € N takq, ze:

e W (1) zachodzi, tj. jest zdaniem prawdziwym

o dla dowolnej liczby ng € N, jesli W (ng) zachodzi, to W(ng + 1) zachodzi,

to W(n) jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych n.

Zasada indukcji matematycznej ma nastepujaca interpretacje: wyobraimy sobie nieskoniczony rzqgd
kostek domina — kazda ponumerowana kolejng liczbg naturalng. Przyjmijmy, zZe zachodzenie W (n), dla

n € N, oznacza, Ze n-ta kostka przewraca sie. Nintejszym zalozenie:

o W(1) zachodzi”, oznacza, ze pierwsza kostka przewraca sie
e dla dowolnej liczby ng € N, jesli W (ng) zachodzi, to W (ng + 1) zachodzi”, oznacza, ze kazda kostka,

jesli sie przewraca, to przewraca tez nastepng.

W powyzszej sytuacji kazda kostka sie przewraca, gdyz przewraca sie pierwsza i pocigga za sobg drugq itd.
Ostatecznie tezq zasady indukcji matematycznej jest, ze wszystkie kostki sie przewracajg, tj. wtasnosé
W (n) majg wszystkie liczby naturalne n.

Zasade indukcji stosuje sie przede wszystkim w dowodach twierdzen o wlasnosciach, réwnosciach,
nierownoéciach przystugujacych kolejnym liczbom naturalnym. Ponizej podamy dwa przyktady zasto-
sowania Zasady indukcji matematycznej.

3w logice indukcja to wnioskowanie ,,0d szczegétu do ogétu”. Przykladem rozumowania indukcyjnego jest: Wszystkie

odkryte dotgd formy Zycia nie mogq istnie¢ bez wody w stanie ciektym. Dlatego prawdopodobnie zZadna forma zycia
nie moze istnieé bez wody w stanie ciektym. Jak widaé¢, w naukach przyrodniczych, rozumowanie indukcyjne nie
musi by¢ niezawodne. Dedukcja natomiast to dochodzenie do wniosku z zatozonego zbioru przestanek. Termin in-
dukcja matematyczna wzial sie od indukcji zupelnej, czyli rozumowania, ktére bierze pod uwage wszystkie mozliwe
wystapienia. W praktyce nie jest mozliwe przebadanie wszystkich obiektéw, np. wszystkich form zycia. Aby przepro-
wadzi¢ rozumowanie oparte na indukcji zupelnej, nalezy poczatkowo przyjaé¢ pewne zalozenia dotyczace wszystkich
badanych obiektéw, a potem dopiero wyciagnaé wnioski. Jak zatem widaé¢ indukcja zupelna to ukryte rozumowanie
dedukcyjne. W szczegodlnosci indukcja matematyczna, to rodzaj rozumowania dedukcyjnego. Co wiecej, matematyka
w catosci jest nauka dedukecyjna.
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TWIERDZENIE 1.6. Dla dowolnej liczby naturalne)j n € N zachodzi rownosc:

n(n—l—l)‘

(%) L2+ 4n=—"

Dowop. Dla liczby naturalnej n € N niech W(n) oznacza réwnos¢ opisana (x). Wykazemy, ze
zalozenia zasady indukcji matematycznej sa spelnione.
Krok 1.: Zauwazmy, ze dlan = 1 w (x) mamy: L = 1 oraz P = 12 = 1 zatem (%) dla n = 1 zachodzi,
tj. W(1) zachodzi.
Krok 2.: Niech ng € N i zatozmy, ze W (ng) zachodzi. Pokazemy, ze zachodzi W (ng + 1). Zachodzenie

W (ng) oznacza, ze zdanie () jest prawdziwe dla n = ng. Nalezy wykazaé¢, ze (%) zachodzi takze dla

n =ng+ 1. Mamy:

W (1) no(no + 1)

L=1+2+..4+Mno+1)=142+...4n9+(nog+1) 5

+(no+1) =

_ no(’no + 1) + 2(710 + 1) _ (no + 1)(77,0 + 2) _p
2 2

co oznacza, ze zachodzi W (ng + 1).
Podsumowanie: Na mocy zasady indukeji matematycznej, rownosé (x) jest prawdziwa dla kazdego

n € N. O
TWIERDZENIE 1.7. Dla dowolnej liczby naturalnej n € N, liczba n® + 5n jest podzielna przez 6.

DowoOD. Dla liczby naturalnej n € N przyjmijmy, ze W (n) oznacza, ze liczba n3 +5n jest podzielna
przez 6. Wykazemy, ze zatozenia zasady indukcji matematycznej sg spetnione.
Krok 1.: Zauwazmy, ze dla n = 1 liczba n® + 5n = 6 jest podzielna przez 6, tj. W (1) zachodzi.
Krok 2.: Niech ng € N i zatozmy, ze W (ng) zachodzi. Pokazemy, ze zachodzi W (ng + 1). Zachodzenie
W (ng) oznacza, ze liczba ng + 5ng jest podzielna przez 6, tj. ng + 5ng = 6k dla pewnego k € Z. Nalezy

wykazaé, ze liczba (ng + 1)% + 5(ng + 1) jest podzielna przez 6. Mamy:

(no+1)* +5(no+1) =nd +3nd +3ng+1+5n9+5=

= (n3 4 5ng) + 3no(ng + 1 +6W$0)6k+3n0 ng+ 1) + 6.
0

Zauwazmy, ze liczba ng(ng + 1) jest parzysta jako iloczyn dwoch kolejnych liczb naturalnych. Zatem
liczba 3ng(ng + 1) jest podzielna przez 6. Stad (ng + 1)3 + 5(ng + 1) jest tez podzielna przez 6 jako
suma liczba podzielnych przez 6. To oznacza, ze zachodzi W(ng + 1).

Podsumowanie: Na mocy zasady indukcji matematycznej, dla kazdego n € N liczba n® + 5n jest po-

dzielna przez 6. g
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Czasami zasada indukcji w przedstawionej formie nie jest wystarczajaca. Aby to zilustrowaé roz-

wazmy nastepujacy przyktad.
PrzykrAD 1.8. Kazda liczba naturalna n > 1 jest iloczynem skoriczenie wielu liczb pierwszych.

Aby wykazaé to twierdzenie, wprowadzmy oznaczenie: W (n) oznacza, ze n = 1 lub n jest liczba
pierwsza, lub n jest iloczynem skoriczenie wielu liczb pierwszych. Wowczas W (1) zachodzi.

Zastanowmy sie jak z faktu, ze W(n) zachodzi wywnioskowaé, ze zachodzi W (n + 1). Rozwazmy
przykltad: W (663) zachodzi, bo 663 = 3-13-17, a W (664) zachodzi, bo 664 = 2-2-2-83. Jak z faktu,
ze zachodzi W (663), wywnioskowaé, ze zachodzi W (664)? Trudna sprawa. Zauwazmy jednak, ze 664
to iloczyn 2 - 332. Gdybysmy wiedzieli, ze W (2) i W(332) zachodza, to mielibysmy, ze W (2 - 332) tez
zachodzi.

Nie da sie tego zrobi¢, uzywajac jedynie Aksjomatu indukcji. Potrzebujemy silniejszego narzedzia.

TWIERDZENIE 1.9 (zasada indukcji zupetnej). Jesli W(n) jest funkcja zdaniowq zmiennej n € N
takg, ze:
e W (1) zachodzi
e dla dowolnej liczby ng € N, jesli W (k) zachodzi dla k < ng, to W(ng + 1) zachodzi,

to W(n) jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych n.

Wré6émy do Przyktadu W (1) zachodzi wprost z definicji funkcji zdaniowej W (n). Niech ng oraz
zatozmy, ze W (k), zachodzi dla wszystkich k& < ng. Mamy dwie mozliwosci. Liczba ng + 1 moze by¢
liczba pierwsza. Wowczas W (ng + 1) zachodzi wprost z definicji funkcji zdaniowej W (n). Liczba ng + 1
moze by¢ liczba ztozong. Wowcezas istnieja liczby naturalne m,l > 1 takie, ze ng +1 = m - [. Wtedy
m,l < ng + 1, a w konsekwencji m,l < ng. Zatem z zalozenia W(m) i W(l) zachodza. To oznacza,
ze zaréwno m jak il jest albo liczbg pierwsza, albo iloczynem skonczenie wielu liczb pierwszych. Stad

m - 1 jest iloczynem skoriczenie wielu liczb pierwszych. Zatem W (ng + 1) zachodzi. Wykazemy teraz

twierdzenie

DowoOD. Niech W (n) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej n € N speliajaca zatozenia Twierdzenia
Niech ¢(n) bedzie funkcja zdaniowa taka, ze zdanie ¢(n) zachodzi, gdy zachodza jednoczesnie
zdania W (1), W (2),..., W(n). Symbolicznie p(n) to W (1) A W(2) A ... A W(n). Wowczas to, ze W (1)
zachodzi, oznacza, ze p(1) zachodzi. Ponadto fakt, ze W (k) zachodzi dla k < ng, oznacza, ze ¢(ng)

zachodzi. Zatem:

e W (1) zachodzi
e dla dowolnej liczby ng € N, jesli W (k) zachodzi dla k < ng, to W (no + 1) zachodzi.
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oznacza, ze:

e (1) zachodzi

e dla dowolnej liczby ng € N, jesli ¢(ng), to W(ng + 1) zachodzi.

Zauwazmy, ze jesli p(ng) i W(ng + 1) zachodza, to ¢(ng + 1) zachodzi. Stad otrzymujemy:

e (1) zachodzi

e dla dowolnej liczby ng € N, jesli ¢(ng), to ¢(ng + 1) zachodzi.

Teraz na mocy Zasady indukeji otrzymujemy, ze ¢(n) zachodzi dla kazdego n € N. Stad W (n) zachodzi
dla kazdego n € N. O

5. Przyklady bledynych rozumowan indukcyjnych

Przeprowadzimy teraz dwa niepoprawne rozumowania indukcyjne. Pokaze to, jakich bledéw nalezy

unikaé. W dowodach indukcyjnych nie mozna pomija¢ ani kroku pierwszego, ani drugiego.
PrRzYKrAD 1.10. Kazda liczba postaci 2n + 1 jest parzysta.

Niech W (n) oznacza, ze liczba postaci 2n + 1 jest parzysta. Niech ngy bedzie liczba naturalna taka,
ze zachodzi W (ng), czyli, ze liczba 2ng + 1 = 2k dla pewnego k € N. Wtedy:

2o+ 1) +1=2n0+2+1=2k+2=2(k+1),

co oznacza, ze W(ng + 1) zachodzi. Zatem W (n) zachodzi dla dowolnego n € N.

Blad rozumowania polega na tym, ze nie zostal sprawdzony warunek W (1).

PrzykrAD 1.11. Rozwazmy nastepujace, ewidentnie fatszywe, zdanie: Wszystkie koty na Swiecie
sq tego samego koloru. Aby to wykazaé, wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego n € N prawdziwe jest

zdanie W (n): kazdy n-elementowy zbidor kotow sktada sie z kotow tego samego koloru.

Przeprowadzimy indukcyjny dowod tego stwierdzenia. Oczywiscie W (1) jest prawda. Zalozmy, ze
W (n) zachodzi. Aby wykaza¢ W (n+1), ustalmy dowolny zbiér n+1-elementowy kotow { K1, Ko, ..., Kp,
K, +1}. Podzielmy ten zbior na dwa podzbiory {K1, Ko, ..., Kp} 1 {K2,..., Kn, Ky t1}. Oba te zbiory
majg m-elementéw. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego oba zbiory sktadaja sie z kotow o tym
samym kolorze. Koty w pierwszym zbiorze maja kolor A, a w drugim kolor B. Zauwazmy, ze zbio-
ry {K1,Ko,..., Ky} i {Ko,..., K,, K41} maja wspolny element Ks. Ten kot ma kolor A i kolor B.
Poniewaz kot moze mieé¢ tylko jeden kolor, to A = B. W konsekwencji wszystkie koty ze zbioru
{K1, Ky, ..., Ky, K, +1} maja ten sam kolor A.

Na czym polega problem? Krok indukcyjny nie dziata dla W (2), bo podzbiory 1-elementowe zbioru

2-elementowego nie musza mieé¢ czesci wspolne;j.
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UWAGA 1.12 (bardzo wazne wiadomosci z pierwszego wyktadu). Podczas pierwszego wyktadu do-

wiedzieliSmy sie m.in.:

ze formalizm matematyczny jest wazny

jak moga wygladaé¢ zdania matematyczne i ze ZAWSZE sg albo prawdziwe, albo falszywe

czym sg aksjomaty

co to jest aksjomatyka Peana liczb naturalnych

co to jest zasada indukcji
e jak redagowa¢ dowody indukcyjne

e jakich btedéw unika¢ w dowodach indukcyjnych.
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ROZDZIAL 2
Spojniki logiczne i metoda zero-jedynkowa

1. Spodjniki logiczne

Zdanie logiczne moze mieé¢ wartosé logiczng 1, gdy jest prawdziwe, albo wartosé logiczna 0, gdy jest
falszywe. Zdania logiczne bedziemy oznacza¢ malymi literami: p, q,r, s, .... Zaczniemy od najprostszej

definicji.

DEFINICIA 2.1 (Negacja). Negacjg zdania p nazywamy zdanie oznaczone przez —p o wartosci lo-

gicznej okreslonej nastepugjgco:

p\p
0 1
11 0

Zdanie —p czytamy: nieprawda, ze p, albo po prostu: nie p.

W matematyce dla dowolnego zdania p doktadnie jedno spoéréd zdan p, —p jest prawdziwe i doktad-
nie jedno falszywe. Zaprzeczenie w jezyku naturalnym nie zawsze pokrywa sie z negacja, np. negacja
zdania Lubie Jole brzmi Nieprawda, ze lubie Jole. Zdanie Nie lubie Joli nie jest tym samym co Nie-
prawda, ze lubie Jole — Jola moze by¢é mi osobg obojetna: ani ja lubie, ani nie. Negacja to nie jest
przeciwienstwo, np. kocham i nienawidze.

Przejdziemy teraz do dwuargumentowych spéjnikéow logicznych.

DEFINICJA 2.2 (alternatywa). Alternatywq zdan p,q nazywamy zdanie oznaczone przez p\V q

o wartosci logicznej okreslonej nastepujgco:

q|prVa
1|1
110 1
ol 1
010 0

Zdanie pV q czytamy: p lub q.

Dla dowolnych zdari p, ¢ alternatywa pV q jest prawdziwa, gdy co najmniej jedno ze zdan p, q jest

prawdziwe. Innymi stowy, alternatywa p V q jest falszywa jedynie, gdy oba zdania p, g sa falszywe.
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DEFINICIA 2.3 (koniunkcja). Koniunkcjg zdari p,q nazywamy zdanie oznaczone przez p A q o war-

tosct logicznej okreslonej nastepujgco:

Plajpng
11 1
110 0
01 0
0]0 0

Zdanie p N\ q czytamy: p ¢ q.

Dla dowolnych zdan p, g koniunkcja p A ¢ jest prawdziwa jedynie, gdy oba zdania p, ¢ sa prawdziwe.
Zanim przejdziemy do definicji kolejnego sp6jnika logicznego — implikacji, rozwazmy dwa przyktady.
Niech ¢(n) bedzie zdaniem:
jesli liczba m jest podzielna przez 4, to jest podzielna przez 2.

Widzimy, ze to zdanie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n. Teraz przez p(n) oznaczmy liczba
n jest podzielna przez 4, a przez q(n) oznaczmy liczba n jest podzielna przez 2. Wtedy ¢(n), to zdanie
jesli p(n), to q(n). Zdanie to jest prawdziwe takze dla liczb, ktore nie sa podzielne przez 4. Wtedy po

prostu nie ma czego sprawdzaé. Zauwazmy, ze:
e zdanie p(6) jest falszywe, a ¢(6) jest prawdziwe
e zdanie p(3) jest falszywe i ¢(3) jest falszywe
e zdanie p(4) jest prawdziwe i g(4) jest prawdziwe.
Rozwazmy teraz zdanie postaci jezeli..., to..., ktore jest fatszywe. Niech ¢ (n) bedzie zdaniem:
jesli liczba jest podzielna przez 3, to jest parzysta.
Dlaczego jest falszywe? Na przykltad dlatego, ze 9 dzieli sie przez 3, ale 9 nie jest liczbg parzystqg. To
pokazuje, ze zdanie postaci jesli p, to q jest falszywe, gdy z prawdziwe] przestanki p wynika falszywy

wniosek ¢. Podsumujmy te rozwazania w nastepnej definicji.

DEFINICJA 2.4 (implikacja). Implikacjg o poprzedniku p i nastepniku q nazywamy zdanie oznaczone

przez p = q o wartosci logicznej okreslonej nastepujgco:

p=4q

S|l O ||l

q =
1 1
0 0
1 1
0 1
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Zdanie p = q czytamy: jesli p to q albo z p wynika q.

Dla dowolnych zdan p, q implikacja p = ¢ jest falszywa jedynie, gdy poprzednik p jest prawdziwy.
za$ nastepnik ¢ jest falszywy.

UWAGA 2.5. Znaczna wiekszos¢ twierdzenn w matematyce ma postaé¢ implikacji p = ¢. W takim
przypadku p nazywamy zalozeniem, zas ¢ teza twierdzenia. Ponadto (gdy twierdzenie jest prawdziwe),

moéwimy tez, ze p jest warunkiem wystarczajacym dla g, zas ¢ jest warunkiem koniecznym dla p.

Istotne w przypadku implikacji jest, ze implikacja to rozumowanie — poprawna implikacja to po-
prawne rozumowanie.
Widag¢, ze prawdziwos$é implikacji zalezy od kolejnosci utozenia i prawdziwosci zdan p, q. Prowadzi

to do ponizszej definicji.
DEFINICIJA 2.6. Implikacje g = p nazywamy implikacjg odwrotng do implikacji p = q.

Implikacje p = ¢q oraz ¢ = p moga mie¢ rézne wartosci logiczne. Aby to dostrzec, wystarczy

przeanalizowaé zdania p, q¢ z poprzednich przykladow.

DEFINICJA 2.7 (rownowazno$¢). Réwnowaznosciq miedzy zdaniami p, q nazywamy zdanie oznaczone

przez p <= q o warto$ci logicznej okreslonej nastepujqgco:

plqg|p <~ ¢
111 1
110 0
0|1 0
0|0 1

Zdanie p <= q czytamy: p wtedy i tylko witedy, gdy q albo p jest rownowazne q.

PrzykrAD 2.8. Niech p bedzie oznaczalo zdanie Liczba naturalna n jest podzielna przez 4, zas q
bedzie oznaczalo zdanie Liczba naturalna n jest podzielna przez 2. Wowczas zdanie p <= ¢ oznacza
Liczba naturalna n jest podzielna przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy jest jest podzielna przez 2. To zdanie

nie jest prawdziwe.

Dla dowolnych zdan p, ¢ réwnowaznos¢ p <= q jest prawdziwa dokladnie wtedy, gdy oba zdania
P, q maja taka sama wartos¢ logiczna. Méwimy wowczas, ze zdania p i g sa logicznie réwnowazne, lub
— krotko — réwnowazne.

Ostatnim spéjnikiem, wartym uwagi w ramach spdjnego wyktadu jest spojnik albo.
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DEFINICJA 2.9 (alternatywa wykluczajaca). Alternatywq wykluczajgeq miedzy zdaniami p,q nazy-

wamy zdanie oznaczone przez pVq o wartosci logicznej okreslonej nastepujgco:

pla| Vg
11 o
110 1
011 1
0/0f o

Zdanie pVq czytamy: p albo q.

W matematyce czesto poshugujemy sie konwencjami, inaczej — umowami. Dla przykladu wartosé
wyrazenia a+b-c liczmy: najpierw mnozac b i ¢, a nastepnie do otrzymanego wyniku dodajac a. Wynika
to z konwencji wykonywania w pierwszej kolejnosci mnozenia. W rachunku zdan przyjmujemy konwen-
cje, ze negacja ma pierwszenstwo przed kazdym innym spojnikiem. Waznym elementem rachunku zdan
sa nawiasy, ktore okreslaja kolejnosé¢ rozpatrywania spojnikéw. Dla przyktadu — zdania (p V ¢) A 7
ipV (g A7) nie sa rownowazne. Zatem zdanie p V ¢ A r rodzi watpliwosci, jak je rozumie¢. Aby tego
uniknaé, nalezy wstawia¢ nawiasy w sposdéb niebudzacy watpliwosci co do kolejnosci wykonywanych
dziatan. Kazdy zapis zawierajacy zmienne logiczne p1, pa, ..., pn, spOjniki logiczne oraz nawiasy pozwa-
lajace wyliczy¢ jego wartosé logiczna w kolejnosci niepozostawiajacej watpliwosci nazywamy schematem

zdania logicznego zmiennych p1, ..., Pn.

2. Tautologie i metoda zero-jedynkowa

Rozwazmy nastepujacy przyktad:

PrzYKEAD 2.10. Przeanalizujmy warto$é logiczna schematu zdania p V —p. Zauwazmy, ze mamy

mozliwosci:

p|p|pVP
110 1

0] 1 1

Powyzsza tabela oznacza, ze niezaleznie od wartosci logicznej zdania p (zmiennej zdaniowej) zdanie

pV —p jest zdaniem prawdziwym.

Zdanie logiczne, ktérego wartosé logiczna niezaleznie od wartosci logicznych zmiennych pojawia-
jacych sie w tym zdaniu jest zawsze réwna 1, jest na pewno interesujace — mozna nazwaé je prawem

logicznym albo tautologia. Formalizujac powyzsze:
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DEFINICJA 2.11. Zdanie logiczne nazywamy tautologig lub prawem logicznym, jesli niezaleznie od

wartosci logicznych zmiennych zdaniowych wchodzgcych w jego sktad, ma ono wartosé logiczng rowng

1. Innyme stowy: jest zdaniem zawsze prawdziwym.

Przyktad pokazuje, ze zdanie pV —p jest tautologia. Co wiecej, wstawiajac w miejsce p dowolny
schemat ¢ zmiennych p1, ..., pp, otrzymamy zdanie ¢V -, ktore jest prawdziwe niezaleznie od wartosci
logicznych zdan py, ..., pp, czyli takze jest tautologia. Np. (p1Vp2)V—(p1Vp2) jest tautologia. Obserwacje

te mozna uog6lni¢ nastepujaco:

TWIERDZENIE 2.12. Zatdzmy, ze Y(p1, ..., pn) jest tautologiq oraz zZe i, ..., pn Sq zdaniami logicz-
nymi. Przez (@1, ..., pn) oznaczmy zdanie, ktdre powstaje przez zastgpienie kazdego wystepowania p;

przez @; dla i < n. Wowczas (p1, ..., on) jest tautologiq.

Przyktad zawiera réwniez bardzo uzyteczne narzedzie shuzace sprawdzaniu, czy dane zdanie

jest, czy nie jest tautologia: tzw. metode zero-jedynkows.

PRZYKLAD 2.13 (metoda zero-jedynkowa). Rozwazmy schemat zdania Z skoriczenie wielu zmien-
nych zdaniowych pq,po, ..., pn, Np. schemat utworzony z trzech zmiennych p,q,r postaci: (p A (¢ =

r)) = q. Sprawdzimy, czy Z jest tautologia:

pla|r|lg=r|pA(g=r1)|Z
1l1)1] 1 1 1
1{1]o] o 0 1
1lo[1] 1 1 0
0/1/1] 1 0 1
1lojo] 1 1 0
0[1]/0] o 0 1
ojo|1] 1 0 1
ojojo| 1 0 1

Jesli w ostatnim kroku okaze sie, ze zdanie Z ma wartos¢ logiczng réwna 1 (jest prawdziwe) w kazdym
przypadku (przy kazdej mozliwej kombinacji wartosci logicznych zmiennych zdaniowych), to Z jest

tautologia. W przeciwnym wypadku Z nie jest tautologia. Zatem powyzszy schemat nie jest tautologia.

Przedstawimy teraz najwazniejsze tautologie. Dowdd, ze poszczegdlne zdania sa tautologiami pozo-
stawiamy jako ¢wiczenie. Wielo$¢ prezentowanych ponizej schematoéw (i ich nazw) ma charakter raczej
informacyjny. Warto wiedzie¢, jakie przeksztalcenia sa logicznie dozwolone. Ich poprawno$é¢ mozna

uzasadnié¢ na biezgco wraz z potrzeba uzycia.
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TWIERDZENIE 2.14 (wlasnosci negacji i prawa De Morgana). Nastepujace zdania sq tautologiami:
1. (prawo podwdjnej negacyi): =(—p) <= p
2. (prawo wytgczonego $rodka — patrz Przyktad .' pV-p
3. (prawo sprzecznosci): =(p A —p)
4a. (prawa De Morgana): =(p A q) <= (—pV —q)
4b. (prawa De Morgana) =(pV q) <= (—p A —q)
5. (zaprzeczenie implikacji): —=(p = q) < (p A —q).

Tautologie moga i powinny by¢ wykorzystywane i rozumiane jako dozwolone prawa przeksztatcania

zdan. Dla przyktadu — w ciagu réwnowaznosci:

=(-pVq) <= —(=(pAq) <= PN

uzylismy najpierw prawa de Morgana, a nastepnie prawa podwdjnej negacji, by wykazaé réwnowaznosé
zdania —(—p V —g) i zdania (p A q).

Sformutowanie zdanie p jest réwnowazne zdaniu q zostato juz w logice zapisane przy uzyciu symbolu
<= . Dlatego tez sformutowania w powyzszym twierdzeniu mozna znaczgco upros$ci¢. W nastepnym

pojawia sie juz, z pewnoscig zrozumiale, symbole réwnowaznosci.

TWIERDZENIE 2.15 (wlasnosci alternatywy i koniunkcji). Dla dowolnych zdari p,q i r nastepujgce
zdania sq tautologiama:
. (idempotentnosé koniunkcji i alternatywy): (p ANp) < p,(pVp) < p
. (tacznosé koniunkcji i alternatywy): (pAg) Ar) <= (pA(gAT)),((pVq)Vr) < (pV(qgVT))
. (rozdzielno$é koniunkcji wzgledem alternatywy): (p A (g V 1))

(pAg) Vv (pAT))

1

2

3. (przemiennosé koniunkcji i alternatywy): (p A q) < (¢ Ap),(pVq) <= (q¢Vp)
4 (PN g

5 ((pVa)A(pVr)).

<~

. (rozdzielno$é alternatywy wzgledem koniunkcji): (pV (¢ A1) <=
PRzZYKEAD 2.16. Rozwazmy tzw. prawo idempotentnosci koniunkcji. Niech p oznacza zdanie: liczba

4 jest podzielna przez 2. Oczywiscie jest to zdanie prawdziwe. Latwo zauwazy¢, ze zdanie p A p ozna-

cza liczba 4 jest podzielna przez 2 i liczba 4 jest podzielna przez 2, co oczywiscie jest niepotrzebnym

powtdrzeniem i powinno brzmieé tak samo, jak p.

Lacznosé koniunkcji oznacza, ze niezaleznie w jakiej kolejnosci wyliczymy wartosé logiczna p A g AT,
to otrzymamy to samo. Mozemy zatem w zapisie zaoszczedzi¢ nawiasy i pisa¢ pAgAr zamiast (pAg) Ar

czy p A (¢ Ar). Podobnie dla alternatywy.

TWIERDZENIE 2.17 (wlasnosci implikacji i rownowaznosci). Nastepujgce zdania sq tautologiami:
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. (prawo odrywania): (p A (p = q)) = q
(przechodniosé implikacji): (p = q) AN (g=71)) = (p=T1)
. (prawo kontrapozycji): (p = q) <= (—q = —p)

. (prawo eliminacji réwnowaznosci): (p <= q) <= ((p=q¢) A (q=Dp))

T N

(p = 9 = (v = 9.

Twierdzenia w matematyce sa budowane w postaci implikacji p = q. Jedli p jest zdaniem falszywym,
to implikacja p = ¢ jest prawdziwa. Jednak implikacja o poprzedniku falszywym nie ma wartosci
poznawczej — tzn. nic z niej nie wynika. Gdy jednak implikacja (twierdzenie) p = ¢ jest prawdziwa
oraz p jest zdaniem prawdziwym, to prawo odrywania mowi, ze prawdziwe jest takze zdanie q. Odkryte
zostalo w ten spos6b nowe prawdziwe zdanie g, co poszerzylo nasza wiedze.

Prawo eliminacji rownowaznosci pokazuje, ze aby udowodnié:
(n jest podzielna przez 4) <= (istnieja liczby parzyste m, k > 1 takie, ze n = mk),
trzeba pokazaé¢ dwie implikacje:
(n jest podzielna przez 4) = (istnieja liczby parzyste m, k > 1 takie, ze n = mk)
oraz
(istnieja liczby parzyste m, k > 1 takie, ze n = mk) = (n jest podzielna przez 4).
Obie te implikacje sa jasne, co pokazuje prawdziwos¢ réwnowaznosci.
UWAGA 2.18 (bardzo wazne wiadomosci z drugiego wykladu). Podczas drugiego wykladu dowie-
dzieliSmy sie m.in.:
e jak formalnie definiuje sie spdjniki logiczne
e jaka jest roznica miedzy lub a albo!

e co to jest tautologia

e co to jest metoda zero-jedynkowa i czemu stuzy.
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ROZDZIAYL, 3

Aksjomaty teorii mnogosci i dzialania na zbiorach

Dla uproszczenia dalszych zapiséw wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

OZNACZENIE 3.1.

e Zapis dla kazdego x oznaczamy skrétowo: Vx.

e Zapis istnieje x oznaczamy skrotowo: .
e Symbole ¥V, 3 nazywamy odpowiednio kwantyfikatorem ogdlnym i szczegdlnym, zas xr zmienng,
na ktdrej oparty jest ten kwantyfikator.

o Zapis x € A czytamy: x nalezy do A lub x jest elementem zbioru A. Dla skrétowego zapisu —(z € A)

uzywamy symbolu x ¢ A.

UwAcGA 3.2. Warto odnotowad, ze kazdy zapis postaci z € A jest zdaniem, ktore jest prawdziwe
lub falszywe. W matematyce nie ma mozliwosci, by obiekt x nalezal do zbioru A czesciowo - albo

nalezy, albo nie nalezy.
PRzYKEAD 3.3. Zdanie 0 € N jest falszywe, zas zdanie 127 € N jest prawdziwe.

PrzYKEAD 3.4. Niech A = (0,1) bedzie przedzialem, wowczas zdanie 0 € A jest falszywe, za$

zdanie % € A jest prawdziwe.

1. Aksjomaty teorii ZFC

Pojeciem pierwotnym aksjomatycznej teorii ZF Cﬂ jest zbidr. Oznacza to, ze nie definiujemy, czym
jest Zbi(’nﬂ W sktad jezyka teorii mnogosci wchodza: dwie relacje dwuargumentowe ,,€” — nalezenie do

zbioru oraz ,,=" — réwno$é¢ dwoch zbioréw, spojniki logiczne oraz kwantyfikatory. Pozostate symbole
1 Litery Z i F pochodza od nazwisk Zermelo (niemiecki matematyk Ernst Zermelo, 1871-1953) i Fraenkel (niemiecko- -
izraelski matematyk Abraham Fraenkel, 1891-1965). Litera C jest zwiazana z aksjomatem wyboru (Axiom of Choice).
W aksjomatycznej teorii mnogosci Z FC wszystkie obiekty to zbiory. Odbiega to od typowego myslenia o zbiorach.
Zazwyczaj, gdy piszemy n € N, myslimy, ze n to liczba, a N to zbioér; ze oba te obiekty n i N, to rdzne typy bytoéw. O
n nie myslimy, Ze to zbiér, bo to jest liczba. Moga istnie¢ rodziny zbioréw, np. A = {[0, 1], [2, 3], [4, 5]} to rodzina, w
sklad ktorej wchodza trzy przedzialy [0, 1], [2, 3], [4,5]. Przedzialy tez sa zbiorami, np. [2,3] = {z € R: 2 < z < 3}.
Czesto mozna sie spotka¢ w matematyce z konwencja, ze male litery a,b,...,x,y, 2z oznaczaja obiekty, A, B,...,Z
zbiory, a A, B, ..., Z oznaczaja rodziny zbioréw. Taka trzypoziomowa hierarchia jest czesto wystarczajaca.
Tymczasem w teorii mnogosci Z F'C' wszystkie obiekty sa zbiorami z tego samego poziomu. Czesto zapisujemy zbiory
matymi literami i np. formuta z € yVa = yVy € z jest skonstruowana poprawnie; nie ma tu pomieszania poziomoéw
czy hierarchii.
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pojawiajace sie w teorii mnogosci sa definiowane za ich pomoca, np. X C Y to skrétowy zapis formuty
Vo(v e X = v €Y). Kazde zdanie teorii mnogosci mozna zapisa¢ symbolicznie, jednak dla jasnosci
aksjomaty ZFC bedg zapisane w jezyku naturalnym.

Zacznijmy od nastepujacego postulatu:

AKSJOMAT 1 (aksjomat rownosci zbiorow). Dwa zbiory sq réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja

doktadnie te same elementy.

Ten aksjomat mowi, ze po pierwsze: kolejnosé elementéw w zbiorze nie ma znaczenia, np. {1,2,3} =

{2,3,1}; po drugie: w zbiorze kazdy element wystepuje tylko raz, np. {1,2,3} = {3,2,1,3,1}.
AKSJOMAT 2 (aksjomat zbioru pustego). Istnieje zbior taki, ze Zaden element do niego nie naleziyﬂ,

Wobec faktu, ze w aksjomatyce ZFC wszystko jest zbiorem — aksjomat zbioru pustego postuluje:

istnieje zbior X, ktory nie ma Zadnego elementu. Wobec aksjomatu réwnosci zbioréw istnieje doktadnie

jeden taki zbior X. Nazywamy go zbiorem pustym i oznaczamy ().

Pozostate aksjomaty ZFC' dotycza tego, jak z istniejacych zbioréw tworzy sie nowe zbiory.

AKSJOMAT 3 (aksjomat pary). Dla kazdych zbiorow X,Y istnieje zbior, ktory zawiera jako elementy

zbiory X 1Y, i tylko te. Zbior ten oznaczamy symbolem {X, Y}ﬁ.

AKSJOMAT 4 (aksjomat sumy). Dla kazdych zbioréw X,Y istnieje zbidr, ktory zawiera wszystkie

elementy zbioru X 1 wszystkie elementy zbioru Y, i tylko te. Zbior ten oznaczamy symbolem X U YE|

Funkcja zdaniowa to wyrazenie zawierajace zmienna (lub zmienne), po podstawieniu za ktora od-
powiedniej wartosci staje sie zdaniem, na przyktad: x > 2 jest funkcja zdaniowa dla = € R.

Kolejny aksjomat ZFC pozwalajacy z istniejacych zbioréow tworzy¢ nowe to aksjomat wycinania.

AKSJOMAT 5 (aksjomat Wycinaniaﬁ). Dla dowolnego zbioru X i dowolnej funkcji zdaniowej W (x)

istnieje zbior {x € X: W(x)} sktadajacy sie ze wszystkich elementow x zbioru X majgcych wtasnosé

w.

3 aksjomat zbioru pustego mozna zapisa¢ symbolicznie: 3z Vy (y ¢ ).

4 aksjomat pary zapisujemy symbolicznie: VaVydz(z € zAy €z AVw(v €z = (v=aVv=y))).
5 aksjomat sumy zapisujemy symbolicznie:

. Vavydz(Vo(vexr = ve2)AVv(vey = veE2)AVw(veEz = (vexVvey))).

Jest to uproszczona wersja aksjomatu wycinania. Pelna wersja brzmi: Dla dowolnej formuty (s, t), dowolnego zbioru
x i parametru p istnieje zbior y = {u € x : p(u,p)}, ktory zawiera wszystkie elementy u € x majgce wlasnosé p.
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2. Relacje miedzy zbiorami i dzialania na zbiorach

W jezyku teorii mnogosci jest zadana jedna relacja miedzy definiowanymi obiektami: relacja nale-

zenia €. Wykorzystujac wprowadzone dotychczas definicje mozemy okresli¢ tzw. relacje inkluzji C:

DEFINICJA 3.5. Niech A, B bedqg zbiorami. Powiemy, ze zbior A zawiera sie w zbiorze B albo

zbior A jest podzbiorem zbioru B (oznaczamy A C B) gdy: Vx (x € A = x € B), innymi stowy, gdy:

kazdy element zbioru A jest tez elementem zbioru B. Dla skricenia zapisu —(A C B) stosujemy zapis

A¢ B.

PRZYKEAD 3.6. Rozwazmy zbiory A = {1,2,3},B = {n € N:n < 7}. Wowczas A C B, bo
elementami zbioru A sa: 1,2,3 i kazdy z nich jest tez elementem zbioru B. Zarazem B ¢ A, bo np.

5€ B,ale5 ¢ A.

UWAGA 3.7. Zbiér pusty ) jest podzbiorem dowolnego zbioru. Istotnie, implikacja z € ) = x € A
jest ZAWSZE prawdziwa, jako implikacja o falszywym poprzedniku (zobacz: Definicja [2.4)). Zarazem,
gdyby A C () i zbior A zawieral jaki$ element, to zbior pusty tez by go zawieral, a to jest niemozliwe.

Zatem zbior A nie ma elementéw i jedynym podzbiorem zbioru pustego jest zbiér pusty.

Zauwazmy, ze zapis A C B oznacza, ze kazdy element zbioru A jest tez elementem zbioru B.
Podobnie zapis B C A oznacza, ze kazdy element zbioru B jest tez elementem zbioru A. Stad zdanie
(A C B)A(B C A) oznacza, ze zbiory A i B maja dokladnie te same elementy. Udowodnilismy zatem

nastepujace:

TWIERDZENIE 3.8 (réwnosé zbiorow a inkluzje). Niech A, B bedq zbiorami. Wowczas: A = B <

(ACBABCA).

UwAcA 3.9. Jest to bardzo prosta, ale bardzo wazna, podstawowa metoda wykazywania, ze jakies

dwa zbiory sa réwne.
TWIERDZENIE 3.10 (przechodnioé¢ inkluzji). Niech A C B oraz B C C. Wéwczas A C C.

DowoOD. Zalézmy, ze A C Bi B C C. Niech x € A. Skoro A C B, to x € B. Nastepnie z faktu, ze
B C C otrzymujemy, ze x € C.

Pokazalismy, ze dowolnie wybrany element zbioru A nalezy do zbioru C. Zatem A C C. O

Wiedzac juz co to jest inkluzja miedzy zbiorami, mozemy okresli¢ pewne dziatania na zbiorach. Do

konica wyktadu niech X bedzie zbiorem oraz A, B, C, D beda jego podzbiorami (tj. A, B,C,D C X).
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O NS

DEFINICJA 3.11.

. lloczynem (cze$cig wspolng/przekrojem) zbiorow A i B nazywamy zbior: ANB = {zx € X:z €

ANz € B}

. Réznicq zbiorow A i B nazywamy zbior: A\ B={r € X:z€ ANz ¢ B}.

. Dopetnieniem zbioru A do zbioru X nazywamy zbior: X \ A.

. Sumg zbioréw A i B nazywamy zbior: AUB ={zx € X:x € AVx € B}.

. Rdznicg symetryczng zbiorow A i B nazywamy zbior: AANB=A\BUB\A=(AUB)\ (ANB).

TWIERDZENIE 3.12. Niech A, B C X. Zbiory AN B oraz A\ B mozna réwnowaznie zapisac jako:

.ANB={rcA:zeB}={recB:zc A}
. A\B={zre€ A: z ¢ B}.

PRZYKEAD 3.13. Niech A = {1,2,3} oraz B = {n € N: n < 7}. Wowczas:
AUuB=1{1,2,3,..,7}, AnB=1{1,2,3}, A\B=0 oraz B\ A=1{4,5,6,7}.
PRrRzYKLAD 3.14. Niech A = [0,2) oraz B = [1, 3] beda przedzialami. Wowczas:
AUuB=][0,3], AnB=][1,2), ,A\B=[0,1) oraz B\ A=1[2,3].

SIﬁ lasnosci dziatlan na zbiorach i relacji inkluzji

Opisane w Definicji 3.11 dziatania na zbiorach maja nastepujace wtasnosci:

TWIERDZENIE 3.15 (wlasnosci sumy i iloczynu). Dla dowolnych zbioréw A, B,C, D zachodzq nas-

tepujgce wltasnosci:

. (idempotentnosé sumy i iloczynu): AUA=A ANA=A

. (przemienno$é sumy i iloczynu): AUB=BUA,ANB=BNA
. (tacznosé sumy i iloczynu): AU(BUC) =(AUB)UC,AN(BNC)=(ANnB)NC

. (minimalnosé zbioru pustego): AUD = A, AND =10
_ACAUB,ANBC A
(ACBACCD)=AUCCBUD
.(ACBACCD)=ANCCBND.

1

2

3

4. (rozdzielnosé): AN(BUC)=(ANB)U(ANC);AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
5

6

8

Dowody powyzszych réwnodci i zawieran wynikaja z tautologii rachunku zdan. Pokazemy to na

dwoch przyktadach. Aby wykazaé, ze A C AU B, wezmy dowolny element x zbioru A. Wobec definicji

zawierania trzeba pokazaé, ze:

r€A = zc€ AUB.



27

Z definicji sumy zbioréw mamy:
r€AUB < (zx€ AVz e B).

Zatem trzeba pokazaé, ze:

re€A = (x€AVax € B).

Implikacja ta wynika z tautologii p = (pV q), w ktorej w miejsce zmiennej zdaniowej p wstawiamy
x € A, a w miejsce g wstawiamy x € B. To dowodzi, ze A C AU B.

Zapiszmy teraz dowod rownosci AN (BUC) = (ANB)U(ANC). Trzeba pokazaé, ze dla dowolnego
elementu z,

r€AN(BUC) <= z€ (ANB)U(ANC).
Rozpiszmy obie strony tej réwnowaznosci — lewa strona:
r€AN(BUC) < (zr€ ANzeBUC) < (z€ AN(zeBvzxel))
i prawa strona:
r€(ANB)U(ANC) <= (r€ANBVze ANC) <= ((x € ANz e B)V(reAnzel)).

Musimy pokazaé zatem, ze:

(xe AN(xeBVzel)) < ((x€cANxeB)V(reANnzel)).
Zastepujac x € A przez p, x € B przez q i x € C przez r, otrzymujemy zdanie logiczne

pA(gVr) <= ((pPA@)V(PAT)),

ktore jest tautologia. To dowodzi, ze AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

W praktyce matematycy sprawdzaja dowodami rysunkowymi, czy dana wlasno$é¢ zachodzi. Aby
pokazac, ze zachodzi réwnos¢ AN (BUC) = (AN B)U (AN C), zaznaczmy na lewym obrazku zbior
BUC, anaprawym AN B:
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Nastepnie na lewym obrazku zaznaczmy A N (B UC'), a na prawym AN C:

& &

W koricu na lewym obrazku zaznaczmy A N (B U C), a na prawym (AN B) U (AN C), czyli sume

z poprzednich dwoch obrazkéw na nim:

& &

Oba obrazki sa takie same, co pokazuje rownos¢ AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

TWIERDZENIE 3.16 (wlasnosci dopelnienia i prawa De Morgana). Niech X bedzie zbiorem oraz
A, B C X. Zachodzq nastepujace wtasnosci:
1(X\ (X 4)) = 4
2. A\B=AN(X\ B)
3. (prawa De Morgana): X \ (AUB) =(X\A)N(X\B),X\(ANB)=(X\A)U(X\B)
4. X\0=X,X\X=0
5 ACB < X\BCX\A.

Dowdéd powyzszego twierdzenia pozostawiamy na éwiczenia.
Przypomnijmy, ze zbiory opisane w Definicji sg okreslone poprzez odpowiednig funkcje zdanio-
wa. Na przyklad zbior AN B = {x € X: W(z)}, gdzie W(x) oznacza formute x € A Az € B. Zwiazek

operacji na zbiorach z operacjami logicznymi jest bardzo istotny, co potwierdza ponizsze:

TWIERDZENIE 3.17 (zwiazek dzialan mnogo$ciowych z operacjami logicznymi). Zafdzmy, ze A =
{r e X: W(x)} oraz B={z € X: G(x)}, wowczas zachodzq nastepujgce wtasnosci:
1. X\A={z e X: -W(x)}
2. ANB={zeX: W(x)ANG(x)}
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3. AUB={ze X: W(x)VG(x)}.

Dowéd powyzszego twierdzenia réwniez pozostawiamy na ¢wiczenia.

Warto na koniec zauwazy¢ jeszcze dwie wlasnosci uzywanych dotychczas relacji miedzy zbiorami:
TWIERDZENIE 3.18. Dla kazdego zbioru A mamy A C A.
AKSJOMAT 6. Dla kazdego zbioru A mamy A ¢ A.
O ile dowod Twierdzenia [3.18] jest tatwy, o tyle te druga wlasnosé potraktujmy jako aksjomat.

4. Nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw

Niech X bedzie dowolnym zbiorem oraz W (z) bedzie funkcja zdaniowa. Na mocy aksjomatu wy-
cinania obiekt postaci {x € X: W(x)} rowniez jest zbiorem. Zapis {z € X: W(z)} czytamy: zbior
wszystkich x ze zbioru X majgcych wtasnosé W. Mozna zapytaé, czy istnieje zbior wszystkich takich x,

ze x ma wtasnosé W, czyli {z: W(z)}? Nie musi tak by¢, o czym moéwi nastepujace twierdzenie.
TWIERDZENIE 3.19. Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow.

DoOwOD. Przypusémy, ze istnieje zbior X wszystkich zbioréw. Niech W (u) bedzie wlasnoscia postaci

u ¢ u. Na mocy aksjomatu wycinania istnieje zbior
{ue X W)} ={ue X :ud¢u}.

Nazwijmy ten zbiér Y. Poniewaz X jest zbiorem wszystkich zbioréw, to Y € X. Kazdy element zbioru

X albo nalezy do Y, albo nie nalezy do Y, bo Y jest podzbiorem X. Zarazem Y jest elementem X,

wiec zachodzi jedna z dwbéch mozliwosci:

eYeY alewtedy Y ¢ {ue X :u ¢ u} =Y, co daje sprzecznosé, wiec ta mozliwos¢ nie zachodzi;

oY ¢Y alewtedy Y € {fue X :u ¢ u} =Y, coznowu daje sprzecznosé, wiec ta mozliwos¢ tez nie
zachodzi.

Otrzymana sprzecznos¢ wynika z przypuszczenia, ze istnieje zbior wszystkich zbioréw. Zatem nie istnieje

zbior wszystkich zbioréw. O

W dowodzie powyzszego twierdzenia podkreslone jest jedno zdanie. W tym miejscu w dowodzie
wykorzystaliSmy fakt, ze X jest zbiorem wszystkich zbioréw. Gdyby w dowodzie zamiast X uzy¢ do-
wolnego zbioru, a podkreslone zdanie zastapi¢ zdaniem: Przypusémy, ze Y € X, to rowniez doszlibySmy
do sprzecznodci. Sprzecznos¢ wyniklaby z zalozenia, ze Y € X. W ten sposob otrzymamy nastepujacy

og6lniejszy fakt, z ktérego wynika nieistnienie zbioru wszystkich zbioréw.
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TWIERDZENIE 3.20. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Wowczas {u € X :u ¢ u} ¢ X.

UWAGA 3.21 (bardzo wazne wiadomosci z trzeciego wyktadu). Podczas trzeciego wyktadu dowie-
dzieliSmy sie m.in.:
e co to sa kwantyfikatory: ogdlny i szczegdlny
e co to jest zbior pusty ()
e jak opisuje sie zbiory i definiuje dzialania miedzy nimi
e jak definiuje sie relacje inkluzji

jakie podstawowe wtasnosci maja dzialania i relacje miedzy zbiorami

nie istnieje zbior wszystkich zbioréw.



31

ROZDZIAL 4
Kwantyfikatory ograniczone, zbiér potegowy i iloczyn kartezjanski

1. Kwantyfikatory ograniczone

Na Wyktadzie 3. poznaliémy symbole kwantyfikatorow: ogélnego i szczegbdlnego. Podamy teraz de-

finicje kwantyfikatora ogélnego i szczegélnego ograniczonego do pewnego zbioru X.

DEFINICJA 4.1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Niech W (x) bedzie funkcjq zdaniowq zmiennej
z € X. Zdanie (Vx € X) W(x) oznacza zdanie Vx(z € X = W(x)), a czytamy je: dla kazdego x € X
zachodzi W (x). Zdanie (3z € X) W(x) oznacza zdanie Ix(xz € X AW (x)), a czytamy je: istnieje taki
x € X, ze zachodzi W (x).

TWIERDZENIE 4.2. Zdanie (Yx € X) W (x) jest rownowazne réwnosci {z € X: W(x)} = X. Zdanie
(3z € X) W(x) jest rownowazne réwnosci {xz € X: W(x)} # 0.

DowoOD. Zatézmy, ze prawdziwe jest zdanie:
(1) (Vz € X)W (z).
Musimy pokazaé, ze zachodza zawierania:
(@) {reX: W)} CX
B) X C{x e X :W(x)}.
Zbior {z € X : W(x)} jest podzbiorem X dla dowolnej funkcji zdaniowej W (x), wiec inkluzja (2) jest
prawdziwa. Aby pokazaé¢ druga inkluzje, ustalmy z¢ € X. Skoro zachodzi (1), to prawdziwe jest zdanie:
(4) zop € X = W(xg).
Skoro xg € X jest zdaniem prawdziwym, to z definicji implikacji zdaniem prawdziwym jest W (zg).
Pokazalismy, ze dla ¢ € X zachodzi W (xg), a zatem:
(5) zp € {x € X : W(x)}.
Z faktu, ze o € X wywnioskowalismy, ze zachodzi (5). To oznacza nastepujaca implikacje:
(6) zp e X = xp€{reX W)}
Wybor punktu xg ze zbioru X byl zupetnie dowolny. Zatem z dowolnosci wyboru xg otrzymujemy (3).
Zawierania (2) i (3) daja réwnosé¢ zbiorow:

(M {ze X :W(x)} =X.
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Zatozmy teraz, ze zachodzi (7). Niech zg € X. Z (7) otrzymujemy, ze:
(8) xzp € {x € X : W(x)},
czyli zachodzi W (zg). Pokazalismy, ze jesli zg € X, to W (zp), czyli implikacje:
(9) zop € X = W(xg).
Wobec dowolnosci wyboru z¢ € X implikacja (9) zachodzi dla kazdego elementu zbioru X:
(10) Vz(z € X = W(x)),
co daje (1) i konczy dowodd.
Wykazemy teraz druga czesé tezy dowodzonego twierdzenia. Zalézmy najpierw, ze:
(11) (Fz € X)W (x),
CO 0znacza, ze:
(12) Jz(z € X A W (x)).
Zatem istnieje xg € X taki, ze zachodzi W (z¢). To oznacza, ze 29 € {x € X : W(z)}, a w konsekwencji:
(13) {z e X : W(x)} #0.
Teraz zalozmy, ze zachodzi (13). Skoro zbior {x € X : W(z)} jest niepusty, to istnieje zp € {z € X :
W (z)}, czyli zachodzi (12). To oznacza, ze zachodzi takze (11). Ostatecznie wynika stad, ze zdania (11)

oraz (13) sa logicznie rownowazne. n

Zobaczymy teraz, jak zdania (Vo € X) W (x) oraz (3x € X) W(z) i ich zaprzeczenia maja si¢ do

siebie.

TWIERDZENIE 4.3 (zalezno$¢ miedzy kwantyfikatorami). Niech X # () bedzie dowolnym zbiorem

i niech W (x) bedzie funkcjq zdaniowq zmiennej x € X. Jesli (Vx € X) W(z), to 3z € X) W(x).

DowoOD. Zalézmy, ze (Vz € X) W (x). Oznacza to, ze {x € X: W(z)} = X. Skoro X # 0, to
{r e X: W(x)} #0, czyli (Jz € X) W(x). O

TWIERDZENIE 4.4 (prawa De Morgana rachunku kwantyfikatorow). Niech X bedzie dowolnym zbio-
rem oraz W(x),G(x) beda funkcjami zdaniowymi zmiennej x € X. Wowczas:
1. =(Vx e X) W(z)) <= (Fr € X) -W(x)
2. 2((Fr e X) W(x)) < (Vz € X) -W(x).

Dowobp. Udowodnimy jedna z implikacji pierwszej rownowaznosci. Zatézmy, ze:
(1) =((Vz € X) W(x)).
7 Twierdzenia [£.2] mamy:
(2) ~({z € X: W(z)} = X)),
czyli:
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(3) X \{z e X: W(x)} #0.

Wobec Twierdzenia |3.17] mamy:

(4) X\{z e X: W(x)} ={z e X: -W(z)}, wiec:

(5) {x e X: =W (x)} # 0.

Ponownie korzystajac z Twierdzenia otrzymujemy:

(6) (Fzr € X) -W(x).

Zaltozylismy (1) i wywnioskowalismy z tego (6), a zatem: (7) =((Vz € X) W(z)) = (Fzr € X) =W (z).
O

PRrzYKLAD 4.5. Niech W(n) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej n € N oznaczajaca: 2|n(n + 1).
Wowczas zdanie (Vn € N) 2|n(n + 1) oznacza, ze dla kazdej liczby naturalnej n mamy 2|n(n + 1), co

jest zdaniem prawdziwym.

PRZYKEAD 4.6. Niech W (n) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej n € N oznaczajaca: (n + 2)% — n?
jest kwadratem liczby naturalnej. Wowczas zdanie (3n € N) W (n) oznacza, ze istnieje liczba naturalna
n taka, ze (n +2)% —n? = k? dla pewnej liczby k € N, co jest zdaniem prawdziwym, bo n = 3 jest
przykladem takiej liczby. Zarazem zdanie (Vn € N) W (n) jest zdaniem falszywym, bo nie zachodzi dla

n=1.

UWAGA 4.7. Niech X # ) bedzie dowolnym zbiorem i niech W (x) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej
z € X. Moze zdarzy¢ sie tak, ze oba zdania (Vo € X) W (x) oraz (Jz € X) W(x) sa falszywe. Rozwaz
np. X = N i W(n) oznaczajace n < 0.

Notacja z kwantyfikatorami ograniczonymi jest bardzo uzyteczna i pozwala zapisywaé twierdzenia

w znacznie prostszej postaci. Np. Zasade indukcji mozna zapisa¢ w postaci:

TWIERDZENIE. Jesli W (n) jest funkcjg zdaniowq zmiennej n € N takq, ze:

e W (1) zachodzi
e (Yng € N) (W(ng) = W(ng + 1)),

to (Vn € N) W(n).
Podobnie inne znane twierdzenia mozna duzo bardziej przejrzyscie zapisaé¢ przy uzyciu kwantyfi-

katoréw. Np. zdanie: Dia kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba naturalna m > n bedgca kwadratem

liczby naturalnej zapisujemy:

(Vn € N) (3m € N) (m >n A (3k € N) m = k?).
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W praktyce zapisujemy to w krotszej formie:
(Vn € N) (Im >n) 3k € N) m = k2

2. Prawa rachunku kwantyfikatoréw

Zachodzg nastepujace prawa rachunku kwantyfikatorow.

TWIERDZENIE 4.8 (prawa rachunku kwantyfikatorow 1). Niech X bedzie dowolnym zbiorem oraz
W(x),G(z) bedq funkcjami zdaniowymi zmiennej x € X. Wowczas:
1. Ve e X) (W(x) NG(x)) <= (Vzx e X) W(z)A (V€ X) G(x))
2. (FzeX) W()VGE() < ((Fre X)W(x)V (Fz € X) G(x)).

DowoOD. Wykazemy nastepujaca implikacje:
(1) (Vz e X) (W(z) ANG(z)) = ((Vx € X) W(x)A (Vz € X) G(x))
W tym celu zal6zmy, ze zachodzi poprzednik w implikacji (1):
(2) (Vx € X) (W(z) AG(x)).
Musimy pokazaé, ze zachodza jednoczes$nie nastepujace dwa zdania:
(3) (Ve € X) W(z),
(4) (Vx € X) G(x).
Ustalmy z¢ € X. Skoro zachodzi (2), w szczegdlnosci zachodzi:
(5) W(zo) A G(o).
Zatem zachodzi zdanie W (zp). Doszlismy do tego zaktadajac, ze xo € X, a zatem wykazaliSmy impli-
kacje:
(6) o € X = W (xo).
Wobec dowolnosci wyboru g € X mamy (3). W ten sam sposob wykazujemy (4). Z faktu, ze zachodzi
(3) i (4) wynika, ze zachodzi ich koniunkcja:
(7) (Vz e X) W(z) A (Vz € X) G(x).
Zauwazmy, ze zdanie (7) to nastepnik implikacji (1). Z zalozenia (2) wywnioskowalismy (7), czyli wy-

kazalismy implikacje (1). O

TWIERDZENIE 4.9 (prawa rachunku kwantyfikatorow 2). Niech X bedzie dowolnym zbiorem oraz

W (x) bedzie funkcjq zdaniowq zmiennej x € X i niech ¢ bedzie formutq bez zmiennej wolnej . Wowczas:
1. Ve X) (pAW(x)) <= (oA Vzxe X)W(x))
2. (Vx e X) (pvVW(x)) < (¢V (Vz € X) W(x))
3. (FreX)(pAW(x)) <= (pN(Fx e X) W(x))
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4. Fr e X)(pVW(x) < (¢V (T e X)W(x)).

Dowo6bp. Wykazemy implikacje:
(1) (Vz e X) (AW (z)) = (oA (Ve X) W(x)).
W tym celu zal6zmy, ze zachodzi poprzednik implikacji (1):
(2) (Vz € X) (o AW (x)).
7 Twierdzenia otrzymujemy:
B) X={zeX:pAW(zx)}.
7 definicji sumy zbioréw mamy:
D{reX:ptn{re X :W(x)}.
Na mocy (3) i (4) zbior X zawiera sie w czesci wspoélnej zbiorow {z € X : ¢} i {x € X : W(x)},
a w konsekwencji zawiera sie w kazdym z nich:
G)XC{reX:ptiX C{rxeX W)}
Zarazem {z € X : ¢} i {x € X : W(x)} sa podzbiorami X, co wobec (5) daje
6) X ={xeX:p}
oraz
(M X ={zxe X :W(x)}.
Formuta nie zalezy od zmiennej z, wiec rownos¢ (6) oznacza, ze zachodzi ¢. Rownosé (7) na mocy
Twierdzenia (4.2 oznacza, ze (Vo € X)W (x). W konsekwencji:
(8) p A (Vz € X)W (x).
Z zalozenia (2) i jego konsekwencji (8) otrzymujemy implikacje (1). O

TWIERDZENIE 4.10 (prawa przestawiania kwantyfikatorow). Niech X,Y bedg dowolnymi zbiorami
oraz W (z,y) bedzie funkcjg zdaniowq dwu zmiennych x € X,y € Y. Wowczas:
1. VeeX)(VyeY)W(x,y) < (MyeYY) VeeX)W(x,y)
2. (FzeX)FyeY)W(r,y) < (FyeY) (FreX)W(x,y)
3 (FrxeX)VyeY)W(z,y) = VyeY) (FzeX)W(z,y).

DowoD. Wykazemy implikacje:
(1) Vee X)) VyeY)W(z,y) = VyeY) VeeX)W(zy).
W tym celu zaktadamy poprzednik implikacji:
(2) Vze X) VyeY) W(z,y).
Na mocy Twierdzenia otrzymujemy:
B){reX: VyeY)W(z,y)}=X.

Przypusémy, ze nastepnik implikacji (1) nie zachodzi, czyli:
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(4) —((Vy €Y) (Vz € X) W(:L‘,y)).

Na mocy praw De Morgana rachunku kwantyfikatoréw otrzymujemy kolejno:

(5) By eY) ~((Vx € X) W(a,y))

(6) (FyeY) (3xr e X) -W(z,y).

Zatem istnieja elementy yo € Y i xg € X takie, ze W (xg, y0) nie zachodzi. Dlatego:
(7) yo ¢ {y €Y : W(zo,9)},

czyli:

@) {y €Y : W(xo,y)} #Y,

stad:

NaxpefeeX {yeY W(xoy)}#Y},
co daje:

(10) zop ¢ {re X :{yeY :W(xo,y)} =Y}

W konsekwencji:

(1) e e X i {ye Y : Wiao,y)} = Y} £ X,

co przeczy (3). Uzyskana sprzecznos¢ wynika z przypuszczenia (4). Zatem (4) nie jest prawdziwe, czyli:
(12) (Vy e Y) (Vo € X) W(z,y).

Zaktadajac (2), wykazalismy (12), co daje implikacje (1). O

3. Zbiory potegowe

W czasie poprzedniego wyktadu poznaliSmy pojecie podzbioru. Naturalne wydaje sie pytanie, czy
majac ustalony zbior A, mozemy zgromadzi¢ wszystkie jego podzbiory, tj. czy mozemy zdefiniowaé

zbior sktadajacy sie z wszystkich podzbioréw zbioru A i tylko z nich.

AKSJOMAT 7 (aksjomat zbioru potegowego). Niech A bedzie zbiorem. Istnieje zbior sktadajacy sie ze

wszystkich podzbioréw zbioru A i tylko z nich, ktéry nazywamy zbiorem potegowym zbioru A i oznaczamy

P(A).

PRZYKEAD 4.11. Rozwazmy zbior (). Z wczesniejszych wyktadow wynika m.in., ze ) C (). Zatem
0 € P(0). Co wiecej, zbior P(() nie ma innych elementéw, bo () nie ma innych podzbioréw. Stad
P(0) = {0}.

PRzZYKEAD 4.12. Dla zbioru A = {1, 2,3} mamy, ze:

P(A) = {0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.
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Jak wida¢ P(A) ma 8 = 23 elementéow. Nie jest przypadkiem, ze zbiér potegowy zbioru trzyelemento-

wego ma 23 elementéw. Wynika to z ogélniejszej prawidtowosci, ktora opisuje kolejne twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.13. Niech A bedzie zbiorem n-elementowym dla pewnego n € N. Wowczas zbidr

P(A) ma doktadnie 2™ elementow.
Dowd6d tego twierdzenia zostawimy na kolejne wyktady.

4. Para uporzadkowana

DEFINICJA 4.14 (para uporzadkowana). Parg uporzedkowang o poprzedniku a i nastepniku b nazy-

wamy zbior {{a},{a,b}} i oznaczamy (a,b).
Nastepujace twierdzenie oddaje istote pojecia pary uporzadkowane;j:
TWIERDZENIE 4.15 (réwnosé¢ par uporzadkowanych). (a,b) = (¢,d) <= a=cAb=d.

Dowo6d powyzszego twierdzenia zostawiamy jako ¢wiczenie.

Pojecie pary uporzadkowanej pozwala zdefiniowa¢ produkt kartezjariski dwoch zbioréw.

DEFINICJA 4.16 (iloczyn kartezjanski). Niech A, B bedq dowolnymi zbiorami. Produktem kartezjan-

skim (iloczynem kartezjariskim) zbioréw A i B nazywamy zbior
Ax B={(a,b) e P(P(AUB)):ac ANb€ B}.
PRrRzYKLAD 4.17. Niech A = {1,2,3}, B = {2, 3} wowczas
AxB=1{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)},

za$ B x A = {(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)}. Zauwazmy przy tym, ze (A x B) N (B x A) =
{(21 2)7 (27 3)7 (37 2)1 (37 3)}
Nim przejdziemy do sekcji z ogélnymi wlasnosciami iloczynu kartezjanskiego, zaobserwujmy, ze:

OBSERWACJA 4.18. Dla kazdego zbioru A mamy A x ) = ) x A = (.

5. Wtasnosci iloczynu kartezjanskiego

TWIERDZENIE 4.19 (wlasnosci iloczynu kartezjaniskiego). Niech A, B,C, D bedg dowolnymi zbiora-
mi. Zachodzq nastepujgce wtasnosci:
1. Jesi ACCiBCD,toAxBCCxD
2a. Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
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2b. (BUC)x A= (BxA)U((Cx A)
3a. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)
3b. (BNC)x A=(BxA)N(C x A)
4a. Ax (B\C)=(AxB)\ (Ax()
4b. (B\C)x A= (Bx A)\ (Cx A)
5. (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).

s

Dowo6d Twierdzenia [£.19] zostawiamy jako ¢wiczenie. Podamy jedynie przyktad prostego dowodu
z iloczynem kartezjanskim.

Aby wykazaé rownosé dwoch zbioréw, np. A x (BUC) = (A x B) U (A x (), nalezy wykaza¢ dwa
zawierania A x (BUC) C (Ax B)U(A x () oraz (Ax B)U (A x C) C Ax (BUC). Wykazemy dla
przyktadu zawieranie: A x (BN C) C A x B. W tym celu wezmy dowolna pare (z,y). Zalozmy, ze:
(1) (z,y) € Ax (BN C);

z definicji iloczynu kartezjanskiego otrzymujemy:

(2)ze ANy e BNC,

z definicji iloczynu zbioréw mamy:

B)ze AN(ye BAy e O),

na mocy tautologii [p A (¢ Ar)] < [(pAq) Ar], gdzie w podstawiamy w miejsce zmiennej zdaniowej
p warto$é z € A, w miejsce ¢ warto$é x € B, a w miejsce r wartos¢ z € C, otrzymujemy:

(4) (re ANye B)A Ny e,

na mocy tautologii p A ¢ = ¢, gdzie podstawiamy w miejsce zmiennej zdaniowej p wartos¢ x €
ANy € B, aw miejsce zmiennej g wartos¢ y € C otrzymujemy:

(5) z€ ANy € B;

ponownie z definicji illoczynu kartezjanskiego :

(6) (z,y) € AX B.

Pokazalismy, ze (z,y) € Ax (BNC) = (z,y) € A x B. To oznacza, ze kazdy element zbioru
A x (BNCQC) jest takze elementem zbioru A x B, czyli A x (BNC) C A x B.

UWAGA 4.20 (bardzo wazne wiadomosci z czwartego wyktadu). Podczas czwartego wyktadu dowie-
dzielidmy sie m.in.:
e co to jest zbiér potegowy danego zbioru
e co to jest para nieuporzadkowana, para uporzadkowana i iloczyn kartezjanski zbioréw
e jak definiuje sie kwantyfikatory ograniczone

e jakie sa prawa rachunku kwantyfikatorow.
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ROZDZIAL 5

Ciagi skonczone i relacje porzadku

1. Ciagi skonczone

W czasie wykladu 4. poznaliémy definicje pary uporzadkowanej (patrz: Deﬁnicja oraz iloczynu
kartezjanskiego dwoch zbioréw (patrz: Deﬁnicja. Rozszerzymy te definicje na n-ke uporzadkowana
(a1, ag, ..., a,) iiloczyn kartezjanski X1 x Xa X ... x X,,. Rekurencyjnie definiujemy X7 X ... X X, X X411
jako (X7 x ... x X)) x X,,4;1. Dla przyktadu X x Y x Z oznacza (X x Y) x Z. Zatem elementy
X xY x Z sa postaci ((a,b), c). Zarazem elementy X x (Y x Z) sa postaci (a, (b, ¢)). Skorzystamy teraz
z Twierdzenia by wykaza¢ ciag rownowaznosci:

((a,b),¢) = ((z,y),2) <= ((a,b):(x,y)Ac:z> = (a:x/\b:y/\c:z) =

= (a=2n 0.0 = 1:2) < (a,0.0) = (@ (1,2).
Wykazalismy kluczowa wlasnosé trojki uporzadkowanej: trojka ((a,b),c) rowna sie ((z,y),z) wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiednie wspélrzedne sa réowne. Dzieje sie¢ tak niezaleznie od tego, czy trojki
zapisujemy tak ((a,b),c), czy tez tak (a, (b,c)). W celu redukcji liczby nawiasow wygodny jest zapis
(a,b,c) zamiast ((a,b),c). Podobnie elementy iloczynu kartezjanskiego X7 x Xo X ... X X, zapisujemy
(a1,a2,...,a,). Gdy X7 = X9 = ... = X, = X, to iloczyn kartezjariski X; x X X ... x X, zapisujemy

skrotowo X™.

DEFINICJA 5.1 (ciag n-wyrazowy elementéw zbioru X). Niech n € N. Ciggiem n-wyrazowym ele-

mentow zbioru X nazywamy dowolny element produktu X™.
2. Relacje
Dla uproszczenia zapisow do korica wyktadu X, Y, Z beda dowolnymi niepustymi zbiorami.

DEFINICIA 5.2 (relacja). Relacjg miedzy elementami zbioru X, a elementami zbioru Y nazywamy

dowolny podzbior p C X x Y.

Jak widzimy, relacja to dowolny zbiér par uporzadkowanych o poprzednikach ze zbioru X i nastep-
nikach ze zbioru Y . Na przyktad zbiér pusty jest relacja. Dla uproszczenia notacji, dla x € X, y € Y

irelacji p C X x Y, zamiast pisaé (x, y) € p bedziemy takze uzywaé notacji zpy.



40
PRZYKLAD 5.3.
e Niech X ={7,8,9},Y = {1,2,3}. Relacja miedzy elementami zbioru X a elementami zbioru Y jest
na przyktad p = {(7,1),(7,2),(7,3)}.
e Niech X =Y = N. Wowczas p = {(n,n) : n € N} jest relacja.

W dalszej czesci beda bardziej interesujace dla nas relacje zawarte w produkcie tego samego zbioru,

tzn. gdy X =Y. Dlatego wprowadzmy nastepujaca definicje:
DEFINICJA 5.4 (relacja w zbiorze X). Relacjg w zbiorze X nazywamy dowolny podzbior p C X x X.

Przeanalizujmy bardziej szczegdtowo nastepujace trzy relacje: relacja mniejszy lub réwny dla liczb

naturalnych, relacja podzielnosci liczb catkowitych oraz relacja zawierania zbioréw.

PRZYKEAD 5.5 (relacja mniejszy lub réwny dla liczb naturalnych). Rozwazmy relacje p w zbiorze
N okreslong nastepujaco: dla x,y € N
zpy <= <y
Innymi stowy: dwie liczby naturalne sg ze soba w relacji p, gdy pierwsza jest mniejsza od drugiej lub
jej rébwna.

Zauwazmy, ze:

dla kazdej liczby x € N mamy x < x

dla dowolnych liczb z,y,z € Nmamy (zr <yAy<z)=z<z

dla dowolnej liczby x € N mamy 1 < x

dla dowolnych liczb z,y € Nmamy x <yVy <x

dla dowolnych liczb z,y € Nmamy (z <yAy<z)=2x=y.

PRZYKEAD 5.6 (relacja podzielnosci liczb calkowitych). Rozwazmy relacje p w zbiorze Z \ {0}

okreslona nastepujaco: dla x,y € Z \ {0}
xpy <= x|y.

Innymi stowy: dwie calkowite liczby niezerowe sa ze soba w relacji p, gdy pierwsza jest dzielnikiem
drugiej.
Zauwazmy, ze:
e dla kazdej liczby x € Z \ {0} mamy z|x
e dla dowolnych liczb z,y,z € Z \ {0} mamy (z|y A y|z) = z|z
e mamy 1| — 1 oraz —1|1, ale 1 # —1
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e mamy —(3|4) oraz —(4|3)
e dla kazdej liczby x € Z \ {0} mamy 1|z oraz —1|z.

PRZYKEAD 5.7 (relacja inkluzji w zbiorze P(R)). Spojrzmy na inkluzje z perspektywy podzbiorow
zbioru R, czyli dla A, B C R mamy, ze A C B, gdy (Vx € A) x € B. Inkluzja ,,C” jest podzbiorem
produktu P(R) x P(R), czyli jest relacja w zbiorze P(R). Zauwazmy, ze:

e dla kazdego A € P(R) mamy A C A

dla kazdych A, B € P(R) mamy (AC BABCA)=A=8B

dla kazdego A € P(R) mamy 0 C A

dla kazdego A € P(R) mamy A C R

dla zbiorow A = {1,2,3}, B = {2,3,4} mamy —(A C B) oraz (B C A)
dla kazdych A, B,C € P(R) mamy (ACBABCC)=ACC.

Wobec powyzszych przyktadéw warto wiec wyodrebni¢ pewne wtasnosci relacji, gdyz jak widac,

rézne relacje moga mie¢ podobne lub rézne wtasciwosci.

DEFINICJA 5.8 (rodzaje relacji). Niech p C X x X bedzie relacjg w zbiorze X. Powiemy, Ze relacja
p jest:
(1) zwrotna, jesli (Vx € X) xpx
(2) przechodnia, jesli (Vz,y,z € X) ((xpy Aypz) = xpz)
(3) symetryczna, jesli (Vx,y € X) xpy = ypx
(4) stabo antysymetryczna, jesli (Vx,y € X) ((xpy Aypx) = x =1y)
(5) spojna, jesli (Vx,y € X) (zpy V ypz)

(6) przeciwzwrotna, jesli (Vx € X)—(xpx).

OBSERWACJA 5.9. Wobec powyzszego:

e relacja < dla liczb naturalnych jest: zwrotna, przechodnia, spéjna i stabo antysymetryczna;
e relacja | dla niezerowych liczb catkowitych jest: zwrotna, przechodnia, ale nie jest spojna ani stabo
antysymetryczna,;

e relacja € w P(R) jest: zwrotna, przechodnia i stabo antysymetryczna, ale nie jest spojna.

OBSERWACJA 5.10. W matematyce na relacje patrzy sie przewaznie zgodnie ze stownikowym zna-

czeniem tego stowa — jako na zwiazek (relacje, wlasnos¢) dwoch obiektow, np.:

x <y, 715, ACB, zeR.
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Przy takim intuicyjnym podejsciu nie sposob zdefiniowaé, czym w ogélnosci jest pojecie relacji. Mozna
definiowaé rozne przyktady relacji, np. mniejsze lub réwne, ale proba podania ogélnej definicji relacji
sprowadza sie do uzycia innego stowa, np. zwiazek czy wtasnosé. Gdybysmy jednak drazyli dalej i pytali
czym jest zwiazek czy wlasno$é, to po pewnym czasie zabrnelibysmy w §lepy zaulek. Teoria mnogosci
ma rozwiazanie tego problemu. Definiuje sie relacje p jako zbior wszystkich par (z,y) takich, ze x jest
w relacji z y, symbolicznie zpy. Dzieki temu pojecie relacji zostaje zredukowane do pojecia zbioru.

Wowcezas:

e relacja mniejsze badz rowne na N, to zbior {(z,y) e Nx N:z <y}
e relacja podzielnosci na Z \ {0}, to zbior {(z,y) € (Z\ {0}) x (Z\ {0}) : z|y}
e relacja zawierania podzbioréw liczb rzeczywistych, to zbior {(4, B) € P(R) x P(R) : A C B}.

3. Relacje porzadkujace

DEFINICJA 5.11 (czesciowy porzadek). Relacje < w zbiorze X nazywamy czeSciowym porzqdkiem,
jesli jest relacjq zwrotng, przechodniq i stabo antysymetryczng. Pare (X, <) nazywamy zbiorem czescio-

wo uporzgdkowanym albo krotko — posetemE|

UwAGA 5.12. Uzycie znanego symbolu < nie jest tu przypadkowe, gdyz bardzo czesto myslac

o czesciowym porzadku wyobrazamy go sobie czesto wlasnie jako klasyczna relacje mniejsze lub réwne.

PrzYKEAD 5.13. Dla dowolnego niepustego zbioru X relacja C w zbiorze P(X) jest czeSciowym
porzadkiem. Zarazem relacja podzielnosci w liczbach catkowitych niezerowych nie jest cze$ciowym po-
rzadkiem, bo nie jest relacja stabo antysymetryczna. Jednak ograniczona tylko do liczb naturalnych juz

jest relacja cze$ciowego porzadku.

W bardzo wielu sytuacjach dla czeSciowego porzadku < w zbiorze X rozwaza sie tzw. silny po-
rzadek <, okreslony nastepujaco: z < y <= x < yAx # y dla z,y € X. Silny porzadek jest
przechodni i przeciwzwrotny. Odwrotnie, majac silny porzadek < w zbiorze X relacja < okreslona

formuta: z <y <= x <yVax =y jest czeSciowym porzadkiem.

UWAGA 5.14. Intuicyjnie oczekuje sie od czeSciowego porzadku, ze dwa dowolne elementy zbioru
X winny byé¢ porownywalne (wynika to z naturalnego, acz mylnego patrzenia na czesciowy porzadek

jak na znana relacje mniejszy /rowny). Tak oczywiscie nie jest — patrz przyklad z relacja inkluzji.

DEFINICJA 5.15 (liniowy porzadek). Relacje < w zbiorze X nazywamy liniowym porzqdkiem, jesli

jest spajnym czesciowym porzgdkiem.

1 Po angielsku zbiér czeéciowo uporzadkowany to partially ordered set — w skrocie poset.
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PRZYKEAD 5.16. Niech X = R? i rozwazmy relacje < w zbiorze X okreslong nastepujaco: dla

<$17y1)7($2ay2) e X:
(x1,91) 2L (22,92) <= (21 <22V (21 =22 A1 < 92))

(po prawej stronie rownowaznosci wystepuje klasyczna relacja <). Mozna sprawdzi¢, ze relacja <, jest

liniowym porzadkiem.
4. Elementy wyrdznione

Analiza przyktadoéw dotyczacych relacji inkluzji, relacji podzielnosci w liczbach naturalnych czy tez

relacji < w liczbach naturalnych prowadzi do kolejnej definicji.

DEFINICJA 5.17 (elementy wyr6znione). Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym.
Niech A C X i niech a € A. Element a nazywamy:
e najmniejszym w zbiorze A, jesli (Vx € A) a < x
e minimalnym w zbiorze A, jesli —=((3z € A)x < a)

o najwickszym w zbiorze A, jesli (Vx € A) x < a

maksymalnym w zbiorze A, jesli —=((x € A) a < x).
W szczegdlnosci, gdy A = X to mdéwimy odpowiednio o elementach: najmniejszym, minimalnym, naj-

wiekszym 1 maksymalnym.

Mimo ze definicje elementu maksymalnego i najwiekszego oraz minimalnego i najmniejszego wydaja
sie tudzaco podobne — to niekoniecznie definiuja ten sam obiekt! Istotne jest tu, ze czeSciowy porzadek

nie musi by¢ liniowy.

PrZYKEAD 5.18. Rozwazmy zbior N z klasyczna relacja <. Oczywiscie w N jest doktadnie jeden
element najmniejszy: 1, doktadnie jeden element minimalny: 1 oraz nie ma elementéw maksymalnych

ani elementéw najwiekszych.
Sformutujemy teraz kilka uzytecznych faktow dotyczacych elementéw wyrdznionych.

STWIERDZENIE 5.19 (wlasnosci elementéw wyréznionych 1). Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo
uporzgdkowanym oraz a € X. Wowczas:
1. Jesli a jest elementem najwickszym, to jest elementem maksymalnym.
2. Jesli a jest elementem najmniejszym, to jest elementem minimalnym.
3. Jesli relacja < jest spojna, to kazdy element maksymalny jest najwickszy @ kazdy element minimalny

jest najmniejszy.
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DowoOD. Ad 1. Zalézmy, ze a jest elementem najwiekszym, tj. (Vo € X) x < a. Przypusémy, ze
a nie jest elementem maksymalnym, oznacza to, ze istnieje x¢g € X taki, ze a < xg. W szczegdlnosci
skoro a jest najwiekszy, to g < a < xg, co daje sprzecznosé¢ (z przechodnioscia i przeciwzwrotnoscia
relacji <).

Ad 2. Dowdd analogiczny do dowodu w pkt. 1.

Ad 3. Zalozmy, ze < jest relacja spojna. Pokazemy, ze kazdy element maksymalny jest najwiekszy.
Niech a € X bedzie elementem maksymalnym, tj. =((3z € X) a < x). Z praw rachunku kwantyfi-
katorow mamy wiec (Vz € X) —(a < x), ale skoro < jest spojna, to =(a < z) <= z < a czyli
uzyskujemy:

VzeX)z<a

co oznacza, ze a jest najwiekszy. Dowdd w drugim przypadku jest analogiczny. O

STWIERDZENIE 5.20 (wlasnosci elementéw wyroznionych 2). Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo

uporzgdkowanym. Jesli element najmniejszy/najwickszy istnieje to istnieje doktadnie jeden.

DowoOD. Niech a,b € X beda elementami najwiekszymi. Oznacza to, ze (Vx € X) = < a oraz
(Vx € X) < b. W szczegblnosci stosujac pierwsza wlasnosé dla x = b i druga wlasnosé dla z = a mamy
b < a oraz a < b, co wobec stabej antysymetrii relacji < daje, ze a = b. Dla elementu najmniejszego

dowod przebiega analogicznie. O

W czasie ¢wiczen, stuchacze poznaja wiele przyktadow zbiorow czesciowo uporzadkowanych (skon-
czonych i nieskoriczonych) oraz naucza sie przedstawiaé¢ posety w bardziej czytelnej postaci: diagramu

Hessego.

UWAGA 5.21 (bardzo wazne wiadomosci z piatego wyktadu). Podczas piatego wyktadu dowiedzie-
liSmy sie m.in.:

e co to sa ciagi skoriczone elementéw zbioru X

co to jest relacja i jakie moze mie¢ wtasnosci

co to jest relacja czesciowego porzadku

co to jest relacja liniowego porzadku

jakie elementy wyr6zniamy w zbiorach czesciowo uporzadkowanych.
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ROZDZIAYL. 6

Funkcje, operacje na funkcjach, obraz i przeciwobraz

1. Funkcja jako szczegdlny przyklad relacji

Kolejnym, po relacjach porzadkujacych, szczegbdlnie waznym w matematyce rodzajem relacji jest

funkcja.

DEFINICJA 6.1 (funkcja). Niech X,Y bedg dowolnymi zbiorami niepustymi. Relacje f C X XY

nazywamy funkcjg ze zbioru X w 2bior'Y, gdy spetnia nastepujgce warunki:
(Ve e X)(Vy,z €Y) ((wfy hafz) = 2z =y)

oraz

{reX: (FyeY)afy} =X,

innymi stowy — jesli dla kazdego x € X istnieje doktadnie jeden y € Y taki, ze x fy.

OZNACZENIE 6.2. Zdanie: f jest funkcjg ze zbioru X w zbior Y oznaczamy symbolicznie
f: X =Y. Zbior X nazywamy dziedzing funkcji f: X — 'Y i czesto oznaczamy tez symbolem dom(f).
Jesli f: X — Y, to dla dowolnego x € X ten jedyny y € Y, dla ktdorego x fy, nazywamy wartoscig
funkeji f w punkcie x i oznaczamy f(x). Zbior wszystkich funkcji ze zbioru X w zbior Y oznaczamy

symbolem Y.

DEFINICJA 6.3 (zbior wartosci funkcji). Niech f: X — Y. Zbiorem wartosci funkcji f nazywamy

zbior f[X]={yeY: (3x e X)y= f(x)}, ktéry bywa réwniez oznaczany symbolem rng(f).

UWAGA 6.4. Dodatkowo dla dwu funkcji f1: X1 — Y1 oraz fo: Xo — Yo réwnosé fi1 = fo oznacza,

ze X1 = X9 oraz dla wszystkich x € X1 = X9 mamy fi(z) = fa(x).
PrZYKLAD 6.5. Relacja p z Przykladu nie jest funkcja, bo (7,1),(7,2) € p ale 1 # 2.

PRZYKEAD 6.6. Niech f = {(z,y) € R x R: zy = 1}. Wowczas f jest relacja. Przy tym f jest
funkcja ze zbioru R\ {0} w R, tj. f: R\ {0} — R. Zauwazmy przy okazji, ze f jest rowniez funkcja ze
zbioru R\ {0} w zbior R\ {0}, tj. f: R\ {0} — R\ {0}.
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UWAGA 6.7. Zbiér Y ,w ktory” dziata funkcja f: X — Y, nie musi by¢ okreslony jednoznacznie!

Istotne jest jedynie, by wszystkie wartosci funkcji f byly elementami zbioru Y.

PRZYKEAD 6.8. Niech X’ =Y = R iniech f = {(z,y) € R x R: |z] = |y|}. Wowczas [ nie jest
funkcja, bo (1,1),(1,-1) € f.

Przypomnijmy jeszcze dwie definicje, z pewnoscig znane shuchaczom, ale sformutowane w powyz-

szym jezyku beda dla nich prawdopodobnie nowe:

DEFINICJA 6.9 (suriekcja). Funkcje f: X — Y nazywamy suriekcjg na 'Y, gdy f[X] =Y, innymi
stowy: (Vy € Y)(Fz € X) y = f(x). (W czasach szkolnych suriekcja byta znana pod nazwg funkcja ,na”

i czesto tej nazwy bedziemy uzywac. )

PRZYKEAD 6.10. Niech X =Y = R i rozwazmy funkcje f: X — Y okreslona wzorem f(x) = 22,

dla z € R. Wowezas (tatwo sprawdzi¢) f[X] = [0,00), zatem f[X]| # Y, czyli f nie jest suriekcja na Y.

PRzZYKEAD 6.11. Niech X = R,Y = [0,00) i rozwazmy funkcje f: X — Y okreslona wzorem

f(z) =22, dla x € R. Wowcezas f[X] =[0,00) =Y, zatem f jest suriekcja na Y.
UWAGA 6.12. Funkcje w powyzszych przyktadach sa tym samym obiektem!

DEFINICJA 6.13 (funkcja réznowartosciowa). Funkcje f: X — Y nazywamy réznowartosciowq (in-
iekcjg lub 1 — 1), gdy:
(V1,20 € X) 21 # 20 = (f(21) # f(22)).

Warunek definicyjny dla funkcji roznowartosciowej, choé¢ wydaje sie naturalny, to nie jest wygodny

w sprawdzaniu. Dlatego tez sformulujmy nastepujace:

STWIERDZENIE 6.14 (warunek réwnowazny roznowartosciowosci). Funkcja f: X — Y jest rdzno-

warto$ciowa wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia nastepujocy warunek:
(Vz1, 20 € X) (f(z1) = f(22) = 21 = 22).

DowoOD. Prosta konsekwencja zasady kontrapozycji (patrz: Twierdzenie[2.17)) jest nastepujaca row-
nowaznosé: (zy # x2 = f(z1) # f(z2)) <= (f(z1) = f(x2) = 21 = x2), skad wynika podana
w twierdzeniu charakteryzacja. O

PRZYKEAD 6.15. Niech X = N, Y = R i rozwazmy funkcje f: X — Y okreslong wzorem f(n) = %,

dlan € N. Pokazemy, ze f jest roznowartosciowa. Niech ny,no € Nizalozmy, ze f(n1) = f(ng). Oznacza

to, ze % = n%, skad n1 = ny. Wobec Stwierdzenia pokazalismy, ze f jest réznowarto$ciowa.

n
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W powyzszym przyktadzie pojawita sie pewna szczegdlna klasa funkcji — tych okreslonych na zbiorze
N liczb naturalnych. Zwyczajowo funkcje o dziedzinie bedacej zbiorem N nazywamy ciggami nieskori-
czonymi, najczesciej zamiast litery f uzywamy litery a oraz dla n € N warto$é tej funkcji w punkcie
n € N oznaczamy a,. Sam za$ ciag nieskoriczony oznaczamy (ai,as,...) lub (a,)pen. W szczegdlno-
sci, gdy Y = R, to cilag a = (an)neny nazywamy nieskoriczonym ciagiem liczbowym. Na koniec tej
sekcji przypomnimy jeszcze jedna znang stuchaczom definicje zwiazang z pojeciami suriekcji i funkcji

réznowartosciowe;j.

DEFINICJA 6.16. Funkcje f: X — Y, ktora jest rownocze$nie suriekcjg na'Y i funkcjq roznowarto-

Sciowq, nazywamy bijekcjg na Y.

2. Operacje na funkcjach

DEFINICJA 6.17 (obciecie funkeji). Niech f: X —Y oraz A C X. Obcieciem funkcji f do zbioru A
nazywamy relacje flA ={(z,y) € frx € A} CAXY.

UWAGA 6.18. Obciecie f|A funkcji f: X — Y do zbioru A C X tez jest funkcja (tj. f|A: A —=Y).
Istotnie, jesli (z,y), (z,z) € f|A, to w szczegolnosci (z,y), (x,z) € f, zatem skoro f jest funkcja, to
y = z. Ponadto dom(f|A) = A.

Druga operacja jest ztozenie dwu funkc;ji.

DEFINICJA 6.19 (zlozenie funkcji). Niech f: X — Y oraz g: Y — Z bedq funkcjami. Ztozeniem
(superpozyciq) funkcji g i f nazywamy funkcje: go f: X — Z okreslong nastepujgco: dla dowolnego
reX

(g0 f)(x) = g(f(x)).

STWIERDZENIE 6.20 (zlozenie bijekcji). Niech f: X — Y oraz g: Y — Z bedq bijekcjami odpowied-
nio na Y i na Z. Wowczas funkcja go f: X — Z jest bijekcjg na Z.

DowoD. Niech f: X — Y oraz ¢g: Y — Z beda bijekcjami odpowiednio na Y i na Z i rozwazmy
funkcje go f: X — Z.

Niech z1, x5 € X 1 zalozmy, ze g(f(x1)) = g(f(z2)). Poniewaz g jest roznowartosciowa, to f(x1) =
f(z2) oraz skoro f jest roznowartosciowa, to x; = .

Niech z € Z. Poniewaz g jest bijekcja na Z, to istnieje y € Y taki, ze g(y) = z. Ponadto skoro f
jest bijekcja na Y, to istnieje x € X taki, ze f(x) = y. Zatem mamy tez, ze g(f(z)) = g(y) = =. O

Bezposrednio z dowodu czesci 1 — 1 powyzej wynika nastepujacy:
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WNIOSEK 6.21. Niech f: X — Y oraz g: Y — Z bedq funkcjami réznowarto$ciowymi. Wiowczas
funkcja go f: X — Z jest réinowartoSciowa, tj. ztozenie funkcji réznowartosciowych jest funkcjq réz-

nowartosciowg.

Dla uproszczenia dalszych rozwazan warto wyodrebni¢ pewng specjalna funkcje i nadaé jej szcze-

gblna nazwe.

DEFINICJA 6.22 (funkcja identycznosé). Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Funkcje idx: X — X

okreslong nastepujgco:

idx(z) =z, dlax € X
nazywamy funkcjq identycznosciowq (tozsamosciowq) na zbiorze X.

UWwWAGA 6.23. Funkcja identycznosciowa na zbiorze X jest bijekcja na X.

Kazda funkcja f: X — Y jest w pewnym sensie parowaniem elementéw zbioru X z elementami
zbioru Y. Naturalne jest pytanie: czy to parowanie mozna odwroécié, tj. czy mozna parowaé elementy
zbioru Y z elementami zbioru X majac jako narzedzie funkcje f: X — Y. Okazuje sie, ze nie zawsze

funkcje mozna odwraécié.

DEFINICJA 6.24 (funkcja odwrotna). Niech f: X — Y bedzie funkcjg réZnowartosciowq. Funkcje

f~t: fIX] = X odwrotng do f okreslamy nastepujgco: f~1(y) = z, gdzie y = f(x) dla y € f[X].
UWAGA 6.25. Dzieki zatozeniu, ze f jest funkcja roznowartosciows, f! jest funkcja.

STWIERDZENIE 6.26 (wlasnosci funkcji odwrotnej). Zatozmy, ze f: X —'Y jest funkcjq réznowar-
tosciowq oraz f~1: f[X] — X jest funkcjq odwrotng do f. Wowczas fof~t: f[X] =Y, flof: X - X
sq takie, ze (fof " )(y) =y, (f'of)(z) =z dlay € f[X],x € X. Prey tym f~'(y) =2 <= y= f().

DowoOD. Niech y € f[X]. Wowcezas istnieje x € X taki, ze y = f(x) (taki z istnieje dokladnie
jeden, bo funkcja f jest roznowartosciowa). Mamy, ze (f o f~1)(y) = f(f~1(y)) = f(x) = y. Dowod

drugiej czesci przebiega podobnie i zostawiamy go jako éwiczenie dla stuchaczy. O

OBSERWACJA 6.27. Dodatkowo mozemy napisaé, ze dla funkcji réznowartosciowej f: X — Y i funk-

cji do niej odwrotnej f~': f[X] = X mamy fo f~! =idyy), f~! o f =idx.
Dla lepszego zobrazowania powyzszych pojeé¢ rozwazmy nastepujacy przyktad.
PRZYKEAD 6.28. Niech f: Z x Z — 7Z bedzie okreslona wzorem: dla (n,m) € Z x Z

F((n,m)) =n+m
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(w tym przypadku dziedzina funkeji fjest zbior Z x Z wszystkich par uporzadkowanych o poprzedniku i
nastepniku bedacym liczba catkowita). Zauwazmy, ze:

e f nie jest roznowartosciowa, bo f((—1,1)) =0 = f((—2,2))

e f jest na Z, bo dla kazdego w € Z mamy w = f((0,w))

e funkcja f|N x N nie jest réznowartosciowa

e funkcja f|N x N nie jest funkcja na Z ale tez nie jest funkcja na N.

Przy tym, skoro f: Z x Z — 7 nie jest réznowartosciowa, to f nie jest bijekcja i nie istnieje funkcja

odwrotna do f.

STWIERDZENIE 6.29. Niech f: X — Y bedzie funkcjg. Wowczas f jest bijekcjg wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje funkcja g 1Y — X taka, e fog=idy igo f=1idx.

DowOb. Zatézmy, ze f jest bijekcja. Skoro f jest réznowarto$ciowa, to istnieje do niej funkcja
odwrotna f~! : f[X] — Y. Poniewaz f jest na Y, to f[X] =Y, czyli f~! dziata z Y w X. Na mocy
Stwierdzenia [6.26| mamy f o f~! =idy, f~' o f = idx, czyli teza zachodzi dla g = f~'.

Zalozmy, ze istnieje funkcja g : Y — X taka, ze fog = idy i go f = idx. Pokazemy, ze f jest
1—11inaY. Zalozmy, ze f(x1) = f(z2). Wtedy g(f(x1)) = g(f(z2)). Ale g(f(z)) = z dla kazdego
x € X. Zatem x1 = g(f(z1)) = g(f(z2)) = x2. To dowodzi, ze f jest 1 — 1. Niech y € Y. Wtedy
f(g(y)) = idy(y) = y. Niech ¢y = g(y). Wowczas f(xg) =y. Czyli f jest na Y. O

Okazuje sie, ze jedyna funkcja ¢ spetniajaca warunki f o g =idy i go f = idx jest funkcja f~!.

3. Obraz i przeciwobraz zbioru

Poznalismy juz pojecie funkeji i kilku operacji z nim zwigzanych. Dodatkowymi dwoma pojeciami

sa obraz i przeciwobraz zbioru. Do korica tej sekcji niech X, Y, Z beda niepustymi zbiorami.

DEFINICJA 6.30 (obraz zbioru wyznaczony przez funkcje). Niech f: X — Y oraz A C X. Obrazem

zbioru A wyznaczonym przez funkcje f nazywamy zbior f[A]={ye€Y: (Fx € A)y=f(z)} CY.

UWAGA 6.31. Zauwazmy, ze notacja f[X] jest zgodna z definicja obrazu zbioru wyznaczonego przez

funkcje f dla A = X.

PRZYKLAD 6.32. Rozwazmy funkcje f: Z — R okredlong wzorem f(x) = § dla x € Z. Niech

A =1{2,4,6,...}, wowczas obrazem zbioru A wyznaczonym przez funkcje f jest zbior f[A] = N.
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DEFINICJA 6.33 (przeciwobraz zbioru wyznaczony przez funkcje). Niech f: X — Y oraz B CY.

Przeciwobrazem zbioru B wyznaczonym przez funkcje f nazywamy zbior
fBl={recX: f(zr)e B} C X.

UWAGA 6.34. Symbol f~! pojawil si¢ juz jako oznaczenie funkcji odwrotnej (o ile ona istnieje!).
W definicji zapis f~![B] nie ma nic wspolnego z funkcja odwrotna, gdyz ta dla funkcji f moze
nie istnie¢. Jednak, kiedy dla funkcji f bedzie istniala funkcja odwrotna, to symbol ten okaze sie

uzasadniony. Wrocimy do tego problemu na przyszltym wyktadzie.
Analizowanie wlasnosci przeciwobrazu zaczniemy od oczywistej obserwacji.
OBSERWACJA 6.35. Niech f: X — Y. Wowczas f1[Y] = X.

DowoD. Inkluzja f~1[Y] C X wynika bezposrednio z definicji przeciwobrazu zbioru. Dla dowodu

przeciwnej inkluzji, niech # € X, wowczas f(z) € Y, zatem z definicji przeciwobrazu x € f~1[Y]. O

PRZYKEAD 6.36. Niech f: R — R bedzie okreslona wzorem f(x) = 22 dla 2 € R. Niech B; =
(—=1,0), By = [1,4], beda przedziatami. Wowczas f~[B1] =0, f}[Bs] = [-2, —1] UL, 2].

UWAGA 6.37 (bardzo wazne wiadomosci z szostego wykladu). Podczas szostego wyktadu dowie-

dzieliémy sie m.in.:

co to jest funkcja

co to jest funkcja réznowartosciowa i na oraz bijekcja

co to jest obciecie funkeji, ztozenie funkcji, funkcja odwrotna

co to jest obraz i przeciwobraz zbioru przez funkcje.
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ROZDZIAL 7

Wtasno$ci obrazu i przeciwobrazu

1. Wtasnosci obrazu zbioru
Przedstawimy teraz kilka podstawowych wlasnosci obrazow zbiorow przez funkcje.

TWIERDZENIE 7.1 (wtasnosci obrazow). Niech f: X — Y oraz Ay, Ao C X. Zachodzq nastepujgce
wtasnosci:
1. Jesli Ay C Ag, to f[A1] C f[A2]
2. fl[A1U Ag] = f[A1] U f[A2]
3. fl[A1 N Ag] C flA1] N f[As].

DowoD. Ad. 1. Zalézmy, ze Ay C Ag i niech y € f[A1]. Oznacza to, ze istnieje x € Ay taki, ze
y = f(z). Skoro x € A] C Ay, to x € Ay. Zatem y € f[As].

Ad 2. Niech y € f[A; U A, oznacza to, ze istnieje © € A U Ag taki, ze y = f(x). Jesli x € Ay,
to wtedy y = f(x) € f[A1], zas gdy © € Ag, to y = f(x) € f[A2]. Niniejszym y € f[A1] U f[As].
Zauwazmy, ze oczywiscie A1 C A1 U Ay oraz As C A1 U As. Stad wobec udowodnionej juz wtasnosci 1.
mamy, ze f[A1] C f[A1 U Ag] oraz f[As] C f[A1 U As]. Stad f[A1]U f[A2] C f[A1 U As].

Ad 3. Niech y € f[A1 N Asg], oznacza to, ze istnieje x € A; N Ag taki, ze y = f(x). W szczegolnosei
skoro z € Ay, toy = f(z) € f[A1] oraz skoro z € Ag, to y = f(x) € f[A2]. Ostatecznie y €
flA1] N f[As2]. O

UWAGA 7.2. Zauwazmy, ze w ogdlnosci inkluzja w przeciwna strone niz ta w Twierdzeniu punkt
3. nie musi zachodzié. Wystarczy rozwazy¢ nastepujaca funkcje oraz zbiory: f: R — R okreslona wzorem

f(z) =1 dla x € R oraz przedziatly A; = (0,1), A2 = (2, 3).
Kolejne twierdzenie opisuje obraz zbioru przez funkcje bedaca ztozeniem dwu innych.

TWIERDZENIE 7.3 (obraz zbioru przez superpozycje). Niech f: X - Y, g:Y — Z oraz A C X.

Zachodzi nastepujgcea rownodé:
(g0 f)[A] = glfA]].

DowoD. Dla wykazania rownosci dwu zbiorow (g o f)[A] oraz g[f[A]] pokazemy inkluzje w dwie

strony.
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»C7 Niech z € (go f)[A], oznacza to, ze istnieje x € A taki, ze z = (go f)(z) = g(f(x)). W szczegdlnosci
skoro x € A, to f(x) € f[A]. W konsekwencji z = g(f(x)) € g[f[A]].

,2" Niech z € g[f[A]], oznacza to, ze istnieje y € f[A] taki, ze z = g(y). Ale skoro y € f[A], to istnieje
x € A taki, ze y = f(x). Ostatecznie z = g(y) = (9(f(z)) = (go f)(x) € (g o f)[A]. O

Na koniec warto zauwazy¢ jeszcze pewng zaleznosé miedzy operacja obrazu zbioru wyznaczonego

przez funkcje a jej obcieciem, mianowicie:
STWIERDZENIE 7.4. Niech f: X =Y oraz A C X. Wowczas f[A] = (f|A)[A].

UWAGA 7.5. Z wczesniejszych wynikéw wiadomo, ze obciecie funkeji jest tez funkcja, zatem zapis

(f|A)[A] jest uprawniony.
DowOD. Pamietajmy, ze jesli f: X — Y oraz A C X, to f|[A: A — Y. Mamy:

(fIDA] ={y eY: Bz e A)y = (f|A)(2)}-

W szczegblnosci dla x € A mamy (f|A)(z) = f(z). Zatem

fvev:@ey=0@}={vey: @re)y=J@}=flA

2. Wlasno$ci przeciwobrazow

Przedstawimy teraz kilka wtasnosci przeciwobrazow.

TWIERDZENIE 7.6 (wlasnosci przeciwobrazow). Niech f: X — Y oraz By, By C Y. Zachodzg na-

stepujgce wtasnosci:

1. Jesli By C Bo, to f~1[B1] C f'[By]

2. fHB1UBy = fHBi]U f[Be)]
8. [ BiNBa) = f BN f B

DowoOD. Ad 1. Zatézmy, ze By C Bo i niech z € f~![B;]. Oznacza to, ze f(z) € Bj. Skoro
f(z) € By C By, to f(z) € By. Zatem x € f~1[Bs)].

Ad 2. Niech x € f~![B;UBs], oznacza to, ze f(z) € B1UBy. Jedli f(z) € By to wtedy = € f~1[B],
za$ gdy f(z) € Ba, to € f~1[By]. Niniejszym x € f~[B1] U f~![By]. Zauwazmy, ze By C By U By
oraz By C Bi U Bs. Stad wobec udowodnionej juz wlasnosci 1. mamy, ze f~1[B;] C f~'[B; U Bs] oraz
f7HBs] C f7YB1UBs). Stad f~'[B1]U f~1[Bs] C f7'[B1 U By).
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Ad 3. Inkluzja ,,C” wynika znéw z udowodnionej 1. (zostawiamy to jako ¢wiczenie). Niech wiec
x € fB1)Nf1[Ba]. Oznacza to, ze x € f~1[B1]ix € f~1[Ba] tj. f(z) € By i f(x) € Bs. Ostatecznie
f(x) € BiN By wiec x € f71[31 N BQ] O

Nastepne twierdzenie opisuje przeciwobraz zbioru przez funkcje bedaca ztozeniem dwdch innych.

TWIERDZENIE 7.7 (przeciwobraz zbioru przez superpozycje). Niech f: X — Y, g: Y — Z. Dla

kazdego B C Z zachodzi nastepujgca réuwnosé:
(9o /)~'[Bl=fg ' [BI.

DowoD. Dla wykazania réwnosci dwu zbioréw (g o f)~![B] oraz f~![g~![B]] pokazemy inkluzje
w dwie strony.
,C" Niech € (g o f)~![B], oznacza to, ze (go f)(z) = g(f(z)) € B. Stad f(z) € g~ '[B] zatem
ve g B
,2" Niech z € f~1[g71[B]], oznacza to, ze f(x) € g~ [B] czyli g(f(x)) € B tj. x € (go f)~L[B]. O

Majac juz wprowadzone dwa podobne pojecia: obrazu i przeciwobrazu, mozemy sformutowaé pewne

zaleznoéci miedzy nimi.

TWIERDZENIE 7.8 (zalezno$¢ miedzy obrazem a przeciwobrazem). Niech f: X — Y oraz A C X
1 B CY. Zachodzq nastepujgce wtasnosci:
1. A C f7Yf[A]]. Dodatkowo, jesli f jest réznowartosciowa, to inkluzja staje sie réwnosciq.
2. f[f~YB]] € B. Dodatkowo, jesli B C f[X] (lub tez, gdy f jest suriekcig na'Y ), to inkluzja staje sie

rOWN0SCiq.

Dowobp. Ad 1. Wykazemy najpierw pierwsza czesé tezy. Niech x € A, wowczas f(x) € f[A], wiec
z definicji przeciwobrazu x € f~![f[A]]. Dla dowodu drugiej czesci tezy wystarczy pokazaé, ze inkluzja
F7HfIA]] € A wynika z réznowartosciowosdci funkeji f. Istotnie, zatozmy, ze f jest réznowartosciowa
i niech z € f~1[f[A]]. Oznacza to, ze f(z) € f[A], czyli istnieje 2’ € A taki, ze f(z) = f(2'). Ale skoro
funkcja f jest roznowarto$ciowa, to jest to jedynie mozliwe, gdy = 2/, zatem x € A.

Ad 2. Wykazemy najpierw pierwsza czesé tezy. Niech y € f[f~1[B]], wowczas istnieje = € f~1[B]
taki, ze y = f(x). W szczegolnosci skoro x € f~1[B], to f(x) € B, zatem y = f(x) € B. Dla dowodu
drugiej czeéci tezy wystarczy pokazaé, ze inkluzja B C f[f~![B]] wynika z inkluzji B C f[X] (lub
suriektywnosci na Y funkcji f). Istotnie, zalozmy, ze B C f[X] i niech y € B. Skoro B C f[X]
(analogicznie gdy f jest suriekcja na Y'), to wartos¢ y jest realizowana, tj. istnieje z € X taki, ze

y = f(x). Stad w szczegolnosci x € f~1[B], zatem ostatecznie y € f[f~1[B]]. O



54

Na koniec tej sekcji wrocimy do Uwagi [6.34] Dla funkeji roznowartosciowej f: X — Y, relacja
odwrotna f~! jest funkcjg oraz fo f~! = idf[)q,f*1 o f = idx (patrz: Stwierdzenie . Symbol
f7YB] dla B C Y moze si¢ wiec kojarzy¢ z obrazem zbioru B przez funkcje f~!. Okazuje sie, ze

intuicja ta jest zgodna z prawda.

STWIERDZENIE 7.9 (zwiazek przeciwobrazu z funkcja odwrotna). Niech f: X — Y bedzie funkcjq
réznowartosciowq oraz niech B C f[X]. Wowczas przeciwobraz zbioru B przez funkcje f jest réwny

obrazowi zbioru B przez funkcje f~1:

Bl = (f7h)(B].

DowoOD. Zalozmy, ze f: X — Y jest funkcja réoznowartosciowa oraz B C f[X]. Dla dowodu row-
noéci wykazemy inkluzje w dwie strony:
,C" niech € f~Y[B], oznacza, ze y = f(x) € B. W szczegdlnosci z postaci funkceji odwrotnej do f
mamy, ze x = f~1(y). Skoro y € B, to x € (f~1)[B].
,2" niech € (f~1)[B], oznacza, ze istnieje y € B taki, ze x = f~1(y). W szczegolnosci skoro f(x) =y
oraz y € B to z € f~1[B].

UWAGA 7.10 (bardzo wazne wiadomosci z sibdmego wyktadu). Podczas siodmego wyktadu dowie-
dzieliSmy sie m.in.:
e jakie sg wlasnosci operacji brania obrazu i przeciwobrazu

e jaki jest zwiazek miedzy funkcja odwrotna a braniem przeciwobrazu.
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ROZDZIAYL, 8

Relacje rownowazno$ci i ich zastosowanie

Przedstawilismy dotad przyktady pewnych szczegolnych rodzajow relacji: relacje porzadku i funk-
cje. Skupimy sie teraz na innym bardzo waznym rodzaju — relacjach rownowaznosci. Wprowadzenie

odpowiednich pojeé¢ poprzedzimy dwoma przyktadami.

PrzykKrAD 8.1. Niech X = N i rozwazmy relacje p w zbiorze X okreslong nastepujaco: dlan,m € N
npm <= 3|n —m.

Innymi stowy, dwie liczby naturalne sa ze soba w relacji p kiedy daja te sama reszte z dzielenia przez 3.
Zauwazmy, ze relacja p definiuje pewnego rodzaju podobieristwo: dwie liczby naturalne sq¢ podobne,
gdy dajg te samaq reszte z dzielenia przez 3. ,Podobieristwo” jest zwrotne (obiekt jest podobny sam
do siebie), symetryczne (jesli pierwszy obiekt jest podobny do drugiego, to drugi do pierwszego tez)
i przechodnie (jesli pierwszy obiekt jest podobny do drugiego i drugi do trzeciego, to pierwszy i trzeci

tez sa podobne).

PRZYKEAD 8.2. Niech X = R? i rozwazmy relacje p w zbiorze X okreglong nastepujaco: dla

(z1,91), (z2,y2) € R?

(x1,91)p(x2,42) <= a7 +yi = 23 + 5.

Innymi stowy, dwa punkty na plaszczyznie R? sa ze soba w relacji p (sa podobne), gdy sa tak samo
odlegte od punktu (0,0).

1. Relacja ré6wnowazno$ci

Niech X bedzie niepustym zbiorem.

DEFINICIA 8.3 (relacja rownowaznosci). Relacje p w zbiorze X nazywamy relacjg réwnowaznosci,

jesli jest zwrotna, symetryczna @ przechodnia, tzn.:

(1) zwrotna, jesli (Vx € X) xpx

(2) przechodnia, jesli (Vz,y,z € X) ((xpy A ypz) = xpz)
(3) symetryczna, jesli (Vz,y € X) (xpy = ypx).
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PrzYKEAD 8.4. Najprostszym przykladem relacji rownowaznodci jest relacja rownosci. Ponadto,

latwo sprawdzi¢, ze relacje z Przykladow [8.1] sg relacjami réownowaznosci.
PrzYKEAD 8.5. Relacja < w zbiorze N nie jest relacja rownowaznosci, bo nie jest symetryczna.

PRrRzYKEAD 8.6. Niech X = R\ {0}. Rozwazmy relacje p w zbiorze X okreslona nastepujaco: dla
x,y €X

zpy << zy > 0.

Pokazemy, ze p jest relacja rownowaznosci.
Zwrotnosé: Niech x € X, oczywiscie 22 > 0, zatem zpx.
Symetria: Niech z,y € X i zalézmy, ze zpy. Oznacza to, ze xy > 0. Oczywiscie oznacza to tez, ze
yx > 0, czyli ypx.
Przechodnio$é: Niech z,y, z € X i zalézmy, ze xpy oraz ypz. Oznacza to, ze xy > 0 oraz yz > 0. W
szczegdlnoéei (mnozac stronami) xy?z > 0, co wobec dodatniosci y? oznacza, ze rz > 0. Ostatecznie
mamy xpz.

Wobec powyzszego p jest relacja rownowaznosci. Warto przy tym zauwazy¢, ze dwie niezerowe liczby
rzeczywiste sa ze soba w relacji p, jesli sa tego samego znaku. Oznacza to: w relacji p bycie podobnym
oznacza bycie tego samego znaku; innymi stowy — sa dwa rézne typy liczb rzeczywistych niezerowych

przy relacji p. Wrocimy do tej obserwacji p6zniej.

Dla ustalonej relacji rownowaznosci p w zbiorze X i ustalonego = € X, zgrupujemy obiekty podobne

do = w sensie relacji p; wprowadzimy pojecie klasy abstrakcji.

DEFINICJA 8.7 (klasa abstrakcji). Niech p bedzie relacjg réwnowaznosci w zbiorze X. Dla kazdego
x € X klasq abstrakcji elementu x w relacji réwnowaznosci p nazywamy zbior wszystkich elementow

zbioru X, ktore sq z x w relacji, tj. zbior

[z], ={y € X: zpy}.

UwAGA 8.8. Skoro p jest relacjg rownowaznosci, to w szczegdlnosci jest symetryczna, zatem klase

abstrakcji elementu x mozna rownowaznie opisaé¢ formuta

[z]p = {y € X: ypa}.
Przy tym p jest zwrotna, wiec dla kazdego x € X mamy xpx. Zatem tez = € [z], dla kazdego z € X.

PRZYKELAD 8.9. Rozwazmy relacje p z Przyktadu [8.6l Wowcezas mamy:

mp = (0,00)
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2], = (0,00)

[_1]9 = (_007 0)

OzNACZENIE 8.10. Dla relacji réwnowaznosci p w zbiorze X zbior wszystkich klas abstrakcji tej

relacji oznaczamy X/p, tj.

X/p={[z],: x € X}.
PrzYKEAD 8.11. Latwo zauwazy¢, ze X/p = {(0,00), (—o0,0)} dla relacji p z Przyktadu

Sformutujemy teraz kilka istotnych wtasnosci klas abstrakcji relacji rownowaznosci, ktéore w przy-

sztodci okazg sie tez byé¢ wlasno$ciami je charakteryzujacymi.

TWIERDZENIE 8.12 (rownosé klas abstrakeji). Niech p bedzie relacjg réwnowaznosci w zbiorze X.
Wowczas:

(Vz,y € X) ([], = [yl, == zpy).

Dowoép. Niech z,y € X.
»=" Zatozmy, ze [z], = [y],. Wobec udowodnionej juz wlasnosci mamy z € [z], = [y],, czyli = € [y],.
Zatem zpy.
»<" Zalozmy, ze xpy. Zatozmy, ze z € [x],, wowczas xpz. Skoro tez xpy, to z przechodniosci i symetrii
relacji p mamy zpy, czyli z € [y],. Z dowolnosci z mamy wiec [z], C [y],. Analogicznie wykazujemy

przeciwna inkluzje. U

Twierdzenie mowi tez, ze dla kazdego x € X klasa abstrakcji [z], jest tez wyznaczana przez
dowolny y € X taki, ze xpy. Wprowadzmy nastepujace pojecie:

DEFINICIA 8.13. Niech x € X. Reprezentantem klasy abstrakcji [x], nazywamy dowolny element

y € X taki, ze [y], = [z],.
Whnioskiem z Twierdzenia [8.12] jest tez:
WNIOSEK 8.14. Niech p bedzie relacjg rownowaznosci w zbiorze X. Wowczas:
(Vz,y € X) ([z], = [y], V [2], N [y], = 0).

DowoD. Niech z,y € X. Jesli [z],N[y], = 0 to teza wniosku zachodzi. Zatézmy wiec, ze [z],N[y], #

(), oznacza to, ze istnieje z € [z], N [y],. W szczegolnosci zpx i zpy, skad wobec Twierdzenia

[x]p = {Z]p = [y]/r [l
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Powyzsze obserwacje pozwalaja stwierdzié¢, ze rodzina zbioré6w X/p ma nastepujace wlasnosci:

e kazdy element zbioru X nalezy do pewnego elementu rodziny X/p, zatem rodzina X/p sumuje sie
do X

e clementy rodziny X/p sa niepuste, parami rozlaczne (powtarzajace sie elementy mozna pominac).

WNIOSEK 8.15. Kazda relacja réwnowaznosci w zbiorze X generuge rodzine X /p podzbioréw zbioru

X (tzw. rozbicie zbioru X ), ktorej elementy sq niepuste, parami roztaczne i sumujg sie do X.
Okazuje sie, ze powyzsza obserwacje mozna odwrécié — zachodzi mianowicie nastepujace:

TWIERDZENIE 8.16. Niech P bedzie rozbiciem zbioru X, tj. rodzing podzbiorow zbioru X, ktorej
elementy sqg niepuste, parami roztgczne i sumujq sie do X. Wdowczas istnieje doktadnie jedna relacja

réwnowaznosci p w zbiorze X taka, ze X/p = P.
DowoD. Okreslmy relacje p C X x X nastepujaco: dla z,y € X
zpy <= (AP € P)z,y € P.
Formalny dowod, ze tak zdefiniowana relacja jest ta szukana pozostawiamy czytelnikowi. ]

Powyzsze Twierdzenie i Wniosek polaczone nosza nazwe zasady abstrakcji.

TWIERDZENIE 8.17 (zasada abstrakcji). Kazda relacja réwnowaznodci w zbiorze X generuje rozbicie

zbioru X oraz kazde rozbicie zbioru X definiuje relacje rownowaznosci w zbiorze X.
Na koniec tej sekcji wrocimy na chwile do Przyktadu 8.2

PRZYKEAD 8.18. Rozwazmy relacje réwnowaznosci p w zbiorze R? okreslong nastepujaco: dla
(z1,91), (w2, 32) € R?
(w1,90)p(x2,52) = 2T +yi =23 + 3.
Zauwazmy, ze [(1,1)], = {(z,y) € R?: 22 4+y? = 12+1?}, co oznacza, ze [(1,1)], jest okregiem o §rodku
w punkeie (0, 0) i promieniu v/2. Latwo zauwazy¢, ze kazda klasa abstrakcji, poza [(0,0)], = {(0,0)} jest
okregiem o pewnym promieniu i §rodku w punkcie (0,0). Stad R?/p = {S((0,0),7): » > 0} U {(0,0)},
gdzie S((0,0),7) = {(z,y) € R?: 22 +y? = r?}.

2. Praktyczne wykorzystanie relacji r6wnowazno$ci

2.1. Konstrukcja liczb catkowitych. Teraz na gruncie teorii mnogosci, majac juz zbior liczb

naturalnych N, skonstruujemy liczby catkowite. Mamy juz liczby catkowite dodatnie. Potrzebujemy
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zdefiniowaé liczbe zero i liczby —n dla n € N. Musimy to zrobié, uzywajac jedynie $rodkéw teorii
mnogosci.

W zbiorze N x N rozwazmy relacje okreslona nastepujaco: dla (m,n), (k,1) € X
(m,n)p(k,l) <= m+Il=k+n.

Intuicyjnie para (m,n) jest podobna do pary (k,1), jezeli rowne sa réZniceﬂ m —n ik — 1. Okazuje sie,
ze p jest relacja réwnowaznosci.

O parze (m,n) bedziemy mysle¢, jako o liczbie m — n. Dla przykltadu:

o (32,8) to liczba 32 — 8 = 24

e (1,5) to liczha 1 —5=—4

e (7,7) to liczba 7 — 7 = 0.

Zauwazmy pewien problem zwiazny z takim mysleniem. Pary (32,8) i (25,1) generuja te sama liczbe 24.
Aby liczba 24 miala tylko jednego reprezetanta — utozsamiamy z nia wszystkie pary (m,n) takie, ze
m —n = 24. Zatem 24 to klasa abstrakeji [(25,1)], = [(m,n)], dla m —n = 24.

Zauwazmy, ze dla liczb catkowitych mamy (k—1)+ (m —n) = (k+m) — (I +n). Zatem dodawanie
klas abstrakcji relacji p zdefiniujemy wzorem: [(k,[)], + [(m,n)], = [(k + m,l 4+ n)],. Zauwazmy dalej,
ze: (k—1)(m—n) =km—kn—Im+In= (km+In)— (kn+lm). Zatem mnozenie klas abtrakcji relacji
p zdefiniujemy wzorem: [(k,1)], - [(m,n)], = [(km + In, kn + Im)],.

Aby uzasadnié¢ poprawnosé tych definicji nalezy. wykazaé, ze:

STWIERDZENIE 8.19. Zalézmy, ze (k,1)p(K',l") oraz (m,n)p(m’,n"). Wowczas:
o (k+m,l+n)p(k +m' I'+n)
o (km+in,kn+1m) = (K'm’ +U'n' k'n' +U'm/).

Zauwazmy, ze k — 1 < m —n <= k+n < m+ [. Zatem relacje < wsrod liczb catkowitych
definiujemy wzorem:

(kD] < [(m.n)], <= k+n<m+l

STWIERDZENIE 8.20. Zalézmy, ze (k,1)p(K',l") oraz (m,n)p(m’,n’). Wowczas:

ek+n<m+l < kK+n <m+1U;

Liczby catkowite Z definiujemy jako N x N/p.

Czytelnik moze sie zastanawiaé¢, co oznacza m—n, gdy n > m. Przeciez nie zdefiniowali$émy jeszcze liczb ujemnych. To
prawda. Na tym etapie postugiwanie si¢ symbolem réznicy m —n nie jest formalnie poprawne. Stuzy tylko odwotaniu
sie do intuicji.
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UWwAGA 8.21. Liczby catkowite mozna zdefiniowaé na rézne sposoby. Inny sposéb niz przedstawiony;,
to:

{n,(n,1):n e N}U{(2,2)}.

Liczby postaci n uwazamy za liczby catkowite dodatnie, liczby (n, 1) za liczby ujemne —n, a liczbe (2, 2)
za zero. Trzeba jeszcze zdefiniowaé odpowiednio dodawanie, mnozenie i relacje < na tak zdefiniowanych
liczbach catkowitych. Definicje za pomoca relacji p cechuje jednak pewna elegancja. Matematycy dosé
powszechnie stosuja kryteria estetyczne w ocenie réznych teorii, twierdzen czy dowodow, uzywajac stow
typu elegancka teoria, tadne twierdzenie, piekny dowod. Pickno i prostota teorii uwazane sa czesto za

wartosci same w sobie.

2.2. Konstrukcja liczb wymiernych. Liczba wymierna to utamek £, gdzie k € Z, I € N. Dwa

utamki % i ™ sg rowne, jezeli kn = ml. Rozwazmy relacje p na Z x N dang wzorem: dla (m,n), (k,1) € X
(m,n)p(k,l) <= ml=kn.

Okazuje sie, ze p jest relacja réwnowaznosci.

O parach (k, 1) myslimy jako o utamkach % Zauwazmy, ze %, % i % definiuja te sama liczbe wymierna.
Ponadto pary (1,2), (2,4) i (3,6) sa ze soba wzajemnie w relacji. Zauwazmy, ze w klasie abstrakcji
[(1,2)], sa wszystkie ulamki, ktére po skroceniu daja liczbe . Zatem % to klasa abstrakcji [(k,1)],.

Zauwazmy, ze:

i

<
I =

<— km <nl.

)

k m_kn%—ml ﬁm_km ﬁ
n I n l

S|3

In In

Na zbiorze (Z x N)/p zdefiniujmy nastepujace dziatania i relacje: dla [(k,1)],, [(m,n)], € X/p

[(k, Dlp + [(m, n)], = [(kn +ml, nl)],;

1. [(k,
2. [(k,D]p - [(m,n)], = [(km, In)]p;
3. [(k, D], < [(m,n)], <= km <nl

Aby uzasadni¢ poprawnosé¢ tych definicji nalezy wykazac:

STWIERDZENIE 8.22. Zaldzmy, ze (k,1)p(K',l") oraz (m,n)p(m’,n"). Wowczas

1. (kn+ml,nl)p(k'n’ + m'l', n'l");
2. (km,ln)p(K'm/,I'n’);

S km<nl < km' <n'l'.

Liczby wymierne Q definiujemy jako (Z x N)/p wraz z dzialaniami dodawania, mnozenia i relacja <.
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2.3. Konstrukcja liczb rzeczywistych. Majac juz skonstruowane liczby naturalne N i liczby
wymierne Q mozemy skonstruowaé¢ w obrebie teorii mnogosci liczby rzeczywiste. Zbior wszystkich
ciggow liczb wymiernych oznaczamy symbolem QY. Przez X € QN oznaczmy zbior wszystkich ciagow
(gn) takich, ze:

(¥k € N)(3m € N)(¥n, 1 > m)lgn — 1] < %

Jak wiemy z analizy, zbior X sklada sie z ciggdéw spelniajacych warunek Cauchy’ego. Na X wprowa-

dzamy relacje p dang nastepujaco:

(0)o(pn) = (¥k € N)(Em € N)(¥n > m)lgo — pal < 7.

Liczby rzeczywiste definiujemy jako granice zbieznych ciggdéw liczb wymiernych. Relacja p pozwa-
la na utozsamienie ze soba ciagow zbieznych do tej samej granicy, np. ciagi (0,0,0,...), (1, ;, é, )

i(—1, —%, —%, ...) naleza do tej samej klasy abstrakcji. W tej definicji liczby rzeczywiste to ciag kolej-
nych przyblizeni liczby rzeczywistej liczbami wymiernymi. Na przyktad klasa abstrakcji ciagu ¢ = 1,
=1 g3 =14 g =11 g5 = BUZ . Hest liczba V2 = [(gn)],-
Na zbiorze liczb rzeczywistych R = X'/p definiujemy operacje i relacje:
an)lp £ [(Pr)lp = [(an £ Pn)]p
an)lp - [(Pr)]p = [(gn - Pn)lp
0,0,0,...)], < [(pn)], = (FreQ)(Fm e N)(Vn>m)0 <r < py
an)lp < [(pn)lp <= [(0,0,0,...)], < [(pn = an)lp-

Aby uzasadnié¢ poprawnosé tych definicji nalezy wykazaé:

lt
lt
lt
lt

B~ W N

STWIERDZENIE 8.23. Zaldzmy, ze (¢n)p(q),) oraz (pn)p(pl,). Wowczas:

1. (Qnipn)p(qgmip;)
2. (qn - pn)p(qy, - D)
3. [(an)lp < [(pn)]p = [(qn)]p < [(P})]p-

UWAGA 8.24 (bardzo wazne wiadomosci z 6smego wyktadu). Podczas 6smego wyktadu dowiedzie-
liSmy sie m.in.:
e co to jest relacja rownowaznosci
e co to sa klasy abstrakcji i zasada abstrakcji

e jak wykorzystujac relacje rownowaznosci mozna skonstruowaé zbiory Z, Q oraz R.
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ROZDZIAL 9
Ciagi zbioréw i dzialania uogoélnione

Wiemy juz, czym jest suma i iloczyn zbiorow AU B i AN B. Mozemy te dziatania uogélnié¢ na sume

i iloczyn n zbioréw:
r €A UAU...UA, < z€ A1V e A V..V €A, < (Fie{l,2,...,n})x € A,.

Zatem:
n

A UA UL UA, = A ={z: (Fi<n)z € A}
=1
Podobnie:

r€AINAN..NA, < zeAiNz€e A N.. Nz €A, < (Vie{l,2,...,n})x € A;

i w konsekwencji:

n
A NAn .. NAy =4 ={z:(Vi<n)z € A}
i=1
Teraz bedziemy dalej uogoélnia¢ dzialania sumy i iloczynu na nieskoniczone ciagi i rodziny indeksowane

zbiorow.
1. Ciagi zbioréw

Zaczniemy od definicji ciaggu zbioréw. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem.

DEFINICJA 9.1 (ciag podzbioréow zbioru X). Dowolng funkcje A: N — P(X) nazywamy ciggiem

podzbiorow zbioru X.

Sprobujmy rozszyfrowaé te definicje. Skoro funkcja A dziala z N w P(X), to dla n € N, mamy
A(n) € P(X). To oznacza, ze A(n) C X dla n € N. Bedziemy pisa¢ A, zamiast A(n), a ciag A

bedziemy oznaczali symbolem (A;)nen-

PRzZYKEAD 9.2. Niech X = R oraz niech A bedzie ciagiem przedzialow takim, ze A4,, = [0,n] dla

n € N. Wowcezas A = (Ap)nen jest ciagiem podzbioréow zbioru R.

Jestesmy teraz gotowi na sformutowanie definicji iloczynu i sumy ciagu zbioréw.
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DEFINICIA 9.3 (iloczyn ciagu zbioréw). Niech (Ap)nen bedzie ciggiem podzbioréw zbioru X . Iloczy-
nem ciggu zbiorow (Ap)nen nazywamy zbidr tych elementow X, ktdre nalezg do kazdego wyrazu ciggu
A, tj. zbior:

{r e X: 2 €A, dla kazdegon e N} ={z € X : (Vne N)z € A,}.

o0
Tloczyn ciggu zbioréw (Ap)nen oznaczamy () A, lub () An.
neN n=1

PRZYKEAD 9.4. Rozwazmy ciag (A, )nen podzbioréw zbioru R okreslony nastepujaco A, = [0,7]
dla n € N. Wowczas () A, = [0,1]. Istotnie:
»,C" Niech z € N A:egznacza to, ze dla kazdego n € N mamy x € A,. Gdyby z < 0, to wtedy = ¢ Ay,
zatem = ¢ () Z{G:I Podobnie, gdyby = > 1, to = ¢ Ay, zatem = ¢ (] A,. Ostatecznie = € [0, 1].
el LatwonzeaiwaZyé, ze [0,1] C [0,n] dla kazdego n € N. Stad [0,n1€]N§ ﬂN Ay
ne

Ciag wybrany w powyzszym przykladzie ma pewna szczegélng wlasnosé — mozna tatwo sprawdzié,

ze Ap C Apy1 dlan e N,

DEFINICJA 9.5 (wstepujacy i zstepujacy ciag zbiorow). Niech (An)nen bedzie ciggiem podzbioréw
zbioru X . Powiemy, ze cigg (An)nen jest wstepugjacey, jesli (vn € N) A, C A,4+1. Powiemy, Ze cigg
(An)nen jest zstepujgcey, jesli (Vn € N) A, D Apy.

Dla ciagéw wstepujacych opis iloczynu ciagu jest bardzo prosty.

TWIERDZENIE 9.6 (iloczyn wstepujacego ciagu zbiorow). Niech (Ap)nen bedzie wstepujgcym cig-

giem podzbiorow zbioru X. Wowczas:

ﬂ A, = Aj.

neN

DowOD. Dowdd jest ¢wiczeniem nasladujacym analize Przykladu O

Przejdziemy teraz do dualnej definicji — sumy ciagu zbioréw.

DEFINICJA 9.7 (suma ciagu zbiorow). Niech (Ap)nen bedzie ciggiem podzbioréw zbioru X. Sumg
ciggu zbiorow (Ap)nen nazywamy zbior tych elementéw X, ktére nalezg do co najmniej jednego

wyrazu ciggu A, tj. zbidr:
{r e X: 2z €A, dla peunegon e N} ={z € X: (IneN)z e A4,}.

(0.0
Tloczyn ciggu zbioréw (Ap)nen oznaczamy |J A, lub |J A,.
neN n=1
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PRzZYKEAD 9.8. Rozwazmy ciag (A )nen podzbiorow zbioru R okreslony nastepujaco: A, = [0, n]

dla n € N. Wowczas |J A, = [0, +00). Istotnie:
neN
»,C” Latwo zauwazy¢, ze A, C [0,+00) dla kazdego n € N. Zatem |J A, C [0, +0o0).
neN
»2" Niech z € [0,400). Wowczas istnieje ng € N takie, ze x < ng (wystarczy np. wzia¢ ng = [z] + 1).

Wtedy tez x € Ap,, zatem z € |J Aj.
neN

Analogicznie, dla klasy ciagdéw zstepujacych opis sumy ciggu jest bardzo prosty, mianowicie:

TWIERDZENIE 9.9 (suma zstepujacego ciagu zbiorow). Niech (Ay,)nen bedzie zstepujgcym ciggiem

podzbiorow zbioru X. Wowczas:

U A, = A

neN

DowoD. Dowod jest ¢wiczeniem nasladujacym analize Przyktadu [9.8] O

n’

o0 o0
PRZYKEAD 9.10. Niech A, = [£,2]. Wyznaczymy |J A, oraz () A,. W tym celu zobaczmy, jak
n=1 n=1

wyglada kilka pierwszych elementow ciagu (Ay,)52 ;.

o A1 =[1,2] 0, 1, .2
o Ay =112 0, 2 2
o As =112 0. 5. .2
o Ay=1[12 0, i 2

Widzimy, ze przedzialy staja sie coraz dtuzsze i w konicu ich suma pokrywa przedziat (0,2]. Dlaczego
nie [0, 2]7 Zauwazmy, ze 2 jest elementem kazdego zbioru A,, podczas gdy 0 nie nalezy do zadnego ze
zbioréw A,. Z rysunku widaé, ze jedyne elementy, ktére naleza do wszystkich zbioréw A,, jednoczesnie,

to liczby z przedziatu [1,2] = A;y. Zapiszmy to symbolicznie:

G A =(0,2] i ﬁ A, =[1,2].
n=1 n=1

Czasami rysunki w matematyce sg na tyle przekonujace, ze moga by¢ uznane za dowod. Na tym wykta-
dzie rysunki beda mialty jednak jedynie charakter pomocniczy. Powyzsze réwnosci uznamy za hipotezy,
ktore wymagaja formalnego dowodu.

Niech z € |J;2 | A,,. Rozwazmy nastepujacy ciag implikacji:

> 1
ze|JAn = (neNzec4d, = (BneN)ze[-.2] = z€(0,2).

n=1
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o0
Stad otrzymujemy z € |J 4, = z € (0,2], co wobec dowolnosci wyboru punktu z oznacza, ze
n=1

(1) G A, C (0,2].

n=1
Aby wykazaé¢ przeciwna inkluzje, ustalmy x € (0,2]. Poniewaz x > 0, to istnieje taka liczba n € N, ze

x> 21> 0. Zatem z € [1,2] = A,. Pokazalismy, ze z € (0,2] = z € [J;°; Ay, czyli:
(o]

(2) (0,2] C U An.
n=1

[0.9]
Zawierania (/1)) i implikuja rownos¢ |J A, = (0,2].
n=1
Zauwazmy, ze (A, )nen jest wstepujacym ciagiem zbioréw. Zatem na mocy Twierdzenia mamy
o0
A, =A; =112
=1

n

o0 o0
PrzYKrAD 9.11. Niech B, = [%, 2+ %) Wyznaczymy |J B, oraz (] B,. W tym celu zobaczmy,

jak wyglada kilka pierwszych elementow ciagu (By)o2 ;. n=1 n—1
e B =[1,3) 0, 1 2. ,
B=lh2p) U I, 2, 25

o By=1[12]) 0, 3, ). 21

e By =[%21 0, 1. 2, 21

Widaé, ze jesli zsumujemy wszystkie przedzialy By, to powstaly zbiér pokryje przedziat (0, 3). Ponadto
wszystkie punkty ze zbioru [1,2] sa zawarte w kazdym ze zbiorow B,,; zaden punkt poza [1,2] nie ma

tej wlasnosci. Zapiszmy to symbolicznie:

GBnI(O,3) i ﬁBn:[l,Z].
n=1 n=1

o
Teraz udowodnimy powyzsze rownosci. Niech x € |J B,. Istnieje taka liczba n € N, ze x € B,,.
n=1

Zauwazmy, ze 0 < + oraz 2+ 2 < 3. Zatem B, = [L,2+ 1) C (0,3). Stad « € (0, 3), w konsekwencji:

(3) G B, C (0,3).
n=1

Niech z € (0,3). Mamy dwie mozliwosci:

(a) x € [1,3)
(b) z € (0,1).
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Ad (a): Jezeli z € [1,3), to x € By.

Ad (b): Jezeli z € (0,1), to istnieje taka liczban € N, ze L <z < 1. Zatem z € [1,2+ 1) = B,.
Pokazalismy, ze:

r€(0,3) = (AneNzeB, = z¢ B
n=1

Stad:

) 0.3)¢ B
n=1

o
Zawierania (3)) i (4) implikuja rownos¢ |J B, = (0, 3).
n=1
Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do ciagu (A,,) ciag (By) nie jest wstepujacy i nie mozemy uzy¢

Twierdzenia Niech 2 € (| B,. Wtedy z € B, dla kazdego n € N. W szczegolnosci x € By = [1, 3),

n=1

czyli x > 1. Jednoczedénie x € B, = [%, 24 %), czyli x < 2+ % dla kazdego n € N. Zatem x < 2. Skoro

jednoczesnie x > 1 oraz z < 2, to x € [1,2]. Stad:
oo
(5) () Bn C[1.2].
n=1
Niech z € [1,2]. Wtedy dla dowolnego n € N zachodza nieréwnosci:
1
<1<2<2<2+4 -,
n

czyliz € 2,24 1) = B,,. Zatem:
(6) 1.2/ () Ba.
n=1

o
Zawierania (B]) i (6) implikuja rownos¢ () B, = [1,2].
n=1

2. Rodziny indeksowane

DEFINICJA 9.12. Niech I bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Rodzing G podzbioréw zbioru X

indeksowang zbiorem I nazywamy zbidr wartosci dowolnej funkcji ze zbioru I w zbior P(X) i oznaczamy

g:{Gi:iEI}.

DEFINICJA 9.13 (suma rodziny indeksowanej). Niech {G;: i € I} bedzie rodzing podzbioréw zbio-

ru X. Suma {G;: i € I'} nazywamy zbior

{r e X: 2 €G; dla pewnego i € I} ={x € X : (Fi € I)x € G;}.
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Sume rodziny {G;: i € I} oznaczamy |J G;.
i€l

DEFINICJA 9.14 (iloczyn rodziny indeksowanej). Niech {G;: i € I} bedzie rodzing podzbiorow zbio-

ru X. Iloczynem {G;: i € I} nazywamy zbior
{reX:2eG,; dlakaidegoicl}={zreX:(Viel)xeq,}.
Tloczyn rodziny {G;: i € I} oznaczamy () Gi.
i€l
UWAGA 9.15. Gdy G = {G;: i € I}, to uzywamy tez symboli: (|G zamiast [ G; oraz |G zamiast
i€l

J Gi. W literaturze czesto od zbioru I oczekuje sie tez pewnych wlasnosci (np. skierowanie) niemniej,
el
na potrzeby tego skryptu, nie zaktadamy dla zbioru I nic wiecej niz niepusto$é. Ponadto, pewnym

naturalnym indeksowaniem rodziny G C P(X) jest sama rodzina G, mianowicie: G = {G: G € G}.

PRZYKEAD 9.16. Rozwazmy rodzine G = {(z,x + 1): = € R}. Wowczas:

mgz ﬂ(m,x—kl)z@

zeR

oraz

Ug: U(x,x+1):R.

rzeR
Na koniec sformutujemy jeszcze bardzo wazne twierdzenie bedace analogonem praw De Morgana dla

skoriczonych operacji mnogosciowych oraz inne wlasnosci operacji uogélnionych na rodzinach zbioréw.

TWIERDZENIE 9.17 (prawa De Morgana dla dzialan uogoélnionych). Niech {G; : i € I} C P(X)

bedzie dowolng niepustq rodzing podzbiorow zbioru X . Wowczas zachodzg réwnosci:

1. (NG = U G5

i€l i€l
2 (UG =Nee
i€l i€l

Dowoép. 1. Niech z € X. Woéwczas:
re([)Gi) < ~(ze()Gi) = ~(Vie Dz eG)),
i€l i€l
co na mocy prawa De Morgana dla kwantyfikatoréw jest réwnowazne:
= Fielr¢G — FiereGi — el G
i€l
Rownowaznos¢ x € ([ G;)¢ <= = € |J;c; G§ wobec dowolnosci wyboru = oznacza réwnosé ([ G;)¢ =

el i€l
c
UG
1€
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2. Niech z € X. Wéwczas:

c(JG) = ~(xe|JG) <= ~(Giehzeqy),

el i€l

co na mocy prawa De Morgana dla kwantyfikatorow jest rownowazne:

= (Viez ¢ G < (ViezeGj < ze(G
el

Stad otrzymujemy rownosé (|J Gi)¢ = () G§. O
i€l el

TWIERDZENIE 9.18. Niech {A;: i € I},{B;: i € I} bedq rodzinami podzbioréw zbioru X indekso-

wanymi zbiorem I. Zachodzq nastepujgce wtasnosci:

1. A, € U A; dla kazdego ig € 1
i€l
N A; C A;, dla kazdego ig € 1
i€l
N A € U A4
el i€l
jesli A; C B; dla kazdego i € I, to |J A; C |J B; oraz () A; C () B;.
el el el el

e e

Ponizsze twierdzenia sa tatwymi wnioskami z praw rachunku kwantyfikatorow.

TWIERDZENIE 9.19 (wlasnosci dziatail uogoélnionych 1). Niech {A;: i € I},{B;: i € I} bedq rodzi-

nami podzbiorow zbioru X indeksowanymi zbiorem I. Zachodzq nastepujgce wlasnosci:

i€l el i€l
el i€l el
i€l el i€l
i€l el i€l

TWIERDZENIE 9.20 (wlasnosci dziatan uogolnionych 2). Niech {A;: i € 1} bedzie rodzing podzbioréw

zbioru X indeksowang zbiorem I oraz A C X. Zachodzq nastepujgce wtasnosdci:

(AinA)=AnNN A4
i€l el
2. N(AUA) =AU A
el el
el el
4. UAiNnA)=An{ 4.
i€l el

OzNACZENIE 9.21. Rozwazmy rodzing indeksowang produktem dwu zbiorow, mianowicie {A; jy: i €

I,j € J}. Zwyczajowo takq rodzine zapisuje sie w postaci {A;;: 1€ 1,5 € J}.
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TWIERDZENIE 9.22 (prawa przestawiania dziatan uogoélnionych). Niech {A;;:i € I,j € J} bedzie

rodzing podzbiorow zbioru X . Zachodzg nastepujgce wltasnosci:

LU UAij=UU A

il jeJ jEJiel

2. N NA4;=NMNA,;
icl jeJ jediel

U NA4; <N UAg;
el jeJ jeJiel

UwAGA 9.23 (bardzo wazne wiadomosci z dziewiatego wykladu). Podczas dziewiatego wykladu
dowiedzieliémy sie m.in.:

e co to sg ciagi podzbioréw zbioru X i ich sumy oraz iloczyny

co to sa rodziny podzbioréw i ich sumy oraz iloczyny

co to sa rodziny indeksowane zbioréw

jakie sg podstawowe wlasnosci iloczynéw i sum rodzin zbioréw.
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ROZDZIAL 10

Zbiory skonczone i ré6wnolicznosé

Na kilku kolejnych wyktadach zajmiemy sie analiza wielko$ci zbioréw pod wzgledem ich licznodci.
Intuicja zwigzana ze zbiorami skoriczonymi jest do$é naturalna i nie wymaga wprowadzenia, a jedy-
nie formalnego usystematyzowania. Gléwny ciezar potozymy na analize licznosci i poréwnywania tej

licznosci dla zbioréw nieskonczonych.

1. Zliczanie elementéw zbioréw skoriczonych i réwnolicznosé

Pierwsza, do$é¢ jasno wyodrebniong, grupa zbioréw wzgledem ich licznosci jest ta, na ktérg sktadaja
sie zbiory najmniej liczne. Intuicyjnie wiadomo, czym jest zbior skoriczony — taki, ktéry ma skoriczenie
wiele elementow, ktorego elementy mozna policzy¢ i okredli¢ ich liczbe. Jako punkt wyjscia dla dalszych

dociekan rozwazmy nastepujacy prosty problem:
PROBLEM 10.1. W jaki sposdb okresli¢, czy w klasie jest wiecej dziewczyn czy chtopcow?

Jednym z pierwszych pomystow, ktore przychodza do glowy, jest policzenie dziewczyn, policzenie
chtopcoéw i pordéwnanie tych dwoch liczb. Zastandéwmy sie czym z formalnego punktu widzenia jest

liczenie ile jest dziewczyn (analogicznie chlopcow).
OzNACZENIE 10.2 (przedzial w zbiorze N). Dia n € N oznaczamy (1,n) := {1,...,n}.

Wréémy do formalizacji, czym jest liczenie, ile jest dziewczyn; odliczajac osoby przypisujemy im
odpowiednie numery: 1,2, 3, .... Oczywiscie poniewaz zbiér dziewczyn jest skonczony, to nasze odliczanie
sie kiedy$ skoticzy, przyjmijmy, ze na liczbie n € N. Procedura odliczania, to nic innego jak tworzenie
funkcji f: (1,n) — D o dziedzinie (1,n) dzialajacej w zbiér D dziewczyn w klasie. Nasze odliczanie
f jest roznowartosciowe (rézne numery sg przypisane réoznym osobom) oraz jest suriekcja na zbior
D (poniewaz kazda dziewczyna zostala odliczona). Niniejszym stwierdzenie: w klasie jest doktadnie n
dziewczyn, jest rownowazne zdefiniowaniu funkeji f: (1,n) — D, ktora jest bijekcja na D.

Powyzsze rozumowanie pozwala nam sformalizowaé pojecie zbioru n-elementowego, dla n € N.

DEFINICJA 10.3 (zbior n-elementowy). Niech n € N. Mowimy, ze zbior X jest n-elementowy, gdy

istnieje bijekcja f: (1,n) — X na X. Méwimy, ze X jest 0-elementowy, jesli X = ().
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Drugim sposobem poréwnania liczby dziewczyn i chtopcow w klasie jest proba taczenia ich w pary.
Jedli na koniec taczenia zostana chlopcy, to znaczy, ze byto ich wigcej; jesli zostana dziewczyny, to
znaczy, ze ich byto wiecej. Jedli zag nikt nie zostanie, to dziewczyn i chltopcow jest tyle samo — innymi
stowy, dwa zbiory D, C sa tak samo liczne (maja tyle samo elementéw) oraz parowanie f: D — C jest
bijekcja na C. Powyzsze pozwala wprowadzi¢ ogolne pojecie rownolicznosci dwu zbioréw (w tym zbiorow

nieskoriczonych!).

DEFINICJA 10.4 (réwnolicznosé). Powiemy, ze zbior X jest rownoliczny ze zbiorem 'Y, jesli istnieje

bijekcja f: X =Y na Y. Fakt, ze X jest rownoliczny z 'Y oznaczamy symbolem | X| = |Y.

UWAGA 10.5. Symbol |A| oznacza moc zbioru (jego licznosci). Jednak aby to pojecie formalnie

zdefiniowaé dla wszystkich zbioréw, potrzebna jest teoria liczb kardynalnych.

UwAGA 10.6. Wobec powyzszych definicji, dla n € N, zbiér X jest n-elementowy wtedy i tylko

wtedy, gdy jest rownoliczny ze zbiorem (1,7n) (symbolicznie | X| = [(1,n)]).

OzNACZENIE 10.7. Dla n € N oraz zbioru n-elementowego X, liczbe n nazywamy mocqg zbioru X

i oznaczamy | X| = n.
Nastepujace wlasnosci pojecia réwnolicznosci sa konsekwencjami znanych juz wlasnosci funkceji.

STWIERDZENIE 10.8 (wtasnosci rownolicznosci 1). Dla zbiorow X,Y, Z mamy:
1. X| = |X|
2. jesli | X| = 1Y, to |Y]| = |X]|
3. jesli | X| = Y| oraz |Y| = |Z], to | X| = |Z].

DowoD. Ad 1. Oczywiscie idx : X — X jest bijekcja na X, zatem ustala rownolicznosé zbioréw X
oraz X.

Ad 2. Zalézmy, ze f: X — Y jest bijekcja na Y ustalajaca réwnoliczno$é zbiorow X i Y. Wiadomo,
ze 711 Y — X jest bijekcja na X i ustala réwnolicznosé zbiorow Y i X.

Ad 3. Zalézmy, ze f: X — Y oraz g: Y — Z ustalaja réwnolicznosci zbioréw X i Y oraz Y i Z.
Wiadomo, ze go f: X — Z jest bijekcja na Z, jako ztozenie bijekcji (patrz: Wyktad 5.). Ustala ona

rownolicznosé miedzy X i Z. O

UwAGA 10.9. Zauwazmy, ze ,relacja’ rownolicznosci spetnia formalne wlasnosci relacji réwnowaz-
nosci, jednak nie jest to relacja, gdyz obiekt, w ktérym jest zdefiniowana (rodzina wszystkich zbioréw),

nie jest zbiorem!



72

Zanotujmy takze dalsze wlasnosci réwnolicznodci:

STWIERDZENIE 10.10 (wlasnosci rownolicznosci 2). Dia zbiorow X, Y, X', Y, Z mamy:

Jesli | X| = Y| oraz | X'| = Y|, to | X x X'| =Y x Y|

Jesli | X| = Y] i | X' =Y|oraz XNX' =YNY' =0, to | XUX'| =Y UY'|
Jesli | X| = Y], to | X%| = |Y?|

Jesli | X| =Y, to |ZX| = |ZY|

[(X)Z] = | X724

SR

DowoOD. Ad 1. Zalozmy, ze f: X — Y oraz f': X' — Y’ sa bijekcjami na Y i Y’ odpowiednio.
Wowcezas funkcja f x f': X x X! — Y x Y’ okreslona wzorem (f x f')(z,2") = (f(x), f'(2")) dla
x € X, 2’ € X' jest bijekcjana Y x Y.

Ad 2. Zalozmy, ze f: X — Y oraz f': X’ — Y’ sa bijekcjami na Y 1 Y odpowiednio. Rozwazmy
sume f U f’, ktora jest funkcja X UX' — Y UY’, bo X N X' = (). Pokazemy, ze f U f’ jest bijekcja na
YUY’
Roznowartosciowosé: Niech zq,29 € X U X' oraz x1 # x9. Jesli x1,29 € X, to (f U f/)(z1) = f(x1)
oraz (f U f')(z2) = f(z2), wiec z roznowartosciowosci f mamy (f U f')(z1) # (f U f')(z2). Podobnie,
gdy x1,29 € X' (wtedy korzystamy z roznowartosciowosci f’). Jesli zas x1 € X, x9 € X', to poniewaz
(fUf) 1) = flz1) €Y, (fU f)(x2) = f'x2) €Y oraz Y NY" =0, to (fU f)(21) # (f U f)(x2).
Suriekcja na Y UY”: Niech y € YUY Jedli y € Y, to istnieje (z suriektywnosci f na Y) x € X taki, ze
f(z) =y, przy tym (fUf")(x) = f(z) = yoraz x € XUX'. Jesli zas y € Y/, to istnieje (z suriektywnosci
f'naY') xz e X' taki, ze f'(z) =y, przy tym (fU f/)(z) = f'(z) =y oraz z € X U X".

Ad 3. Ustalmy funkcje réznowartosciowa ¢: X — Y taka, ze ¢[X]| = Y. Zdefiniujmy funkcje

F: X% — Y? okreslong wzorem: dla f € X%

F(f)=wpof.

Zauwazmy, ze F jest poprawnie okreslona, bo dla f € X% mamy F(f) € YZ. Ponadto F jest rézno-
warto$ciowa: istotnie, dla f,g € X%, jesli F(f) = F(g), to po f = pog, wiec f = g, bo ¢ jest bijekcja.
Przy tym wida¢, ze F[X?] =Y %, bo dla h € YZ funkcja ¢! oh € X% oraz F(o~'oh) = h.

Ad 4. Analogicznie jak wyzej, dla ustalonej jak wezesniej funkcji ¢: X — Y, wystarczy zdefiniowaé
F: ZX — 7Y wzorem F(f) = f o ¢. Dalej dowod przebiega podobnie.

Ad 5. Rozwazmy funkcje H: (XY)? — XY*Z zdefiniowana nastepujaco: jesli f € (XY)Z jest
funkcja postaci f: Z — XY, to H(f): Y x Z — X jest funkcja okreslona w punkcie f nastepujaco: dla
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dowolnych (y,z) € Y x Z
H(f)(y,z) = f(2)(y)

tzn. jako wartos¢ funkcji H(f)(y, z) przyjmujemy wartos¢ funkcji f(z) w punkcie y. Pokazemy, ze H
jest szukana funkcja. Dla sprawdzenia réznowartosciowosci, ustalmy funkcje f,g € (XY)Z. Jedli f # ¢
to istnieje z € Z takie, ze f(z) # g(z). Poniewaz funkcje f(z) i g(z) sa rozne, to istnieje y € Y takie,
ze f(2)(y) # 9(2)(y). W szezegolnosel H(f)(y, z) # H(g)(y, 2)-

Ustalmy teraz h € XY *Z i okreslmy funkcje f € (X¥)Z wzorem: f(2)(y) = h(y,z)dlay € Y,z € Z.
Wowcezas H(f) = h. O

2. Zbiory skonczone i ich wlasnosci
W poprzedniej sekeji poznalismy pojecie zbioru n-elementowego dla n € Ny = NU{0}. Ogol takich

zbioréw tworzy klase — nie zbidér! — zbioréw skonczonych:

DEFINICJA 10.11 (zbidr skonczony). Powiemy, zZe zbior X jest zbiorem skoriczonym, jesli jest zbio-

rem n-elementowym dla pewnego n € Ny.

WNIOSEK 10.12. Zbior X jest zbiorem skoriczonym, jesli jest zbiorem pustym, albo jest rownoliczny

ze zbiorem (1,n) dla pewnego n € N.

PRrRzYKEAD 10.13. Jest oczywiste, ze jesli zbiory X i Y sg rownoliczne oraz jeden z nich jest skoticzo-
ny, to drugi takze. Zbior pusty jest skoriczony z definicji. Ponadto, oczywiscie dla kazdego n € N, prze-
dziat (1,n) jest skoriczony. Rowniez kazdy zbior jednoelementowy {a} jest skoriczony, jako rownoliczny

z przedziatem (1,1). Podobnie kazda para jest zbiorem skonczonym jako rownoliczny z przedziatem

(1,2).
Skoro wyodrebnilismy zbiory skoriczone, to istotne sg tez te pozostate.

DEFINICJA 10.14 (zbior nieskoriczony). Zbior X nazywamy zbiorem nieskoriczonym, jesli nie jest

zbiorem skonczonym.

PrzYKLAD 10.15. Zbiory: liczb naturalnych N, liczb catkowitych Z, liczb wymiernych Q, liczb

pierwszych, liczb parzystych, liczb nieparzystych, liczb rzeczywistych R sa zbiorami nieskonczonymi.
Zajmiemy sie na razie krotko intuicyjnymi wtasnosciami zbioréw skoriczonych.

LEMAT 10.16. Jesli zbior X jest skoriczony, przy czym X jest réwnoliczny z przedziatem (1,n+ 1),

to zbior X \ {x} jest rownoliczny z przedziatem (1,n) dla kazdego x € X.
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Dowob. Ustalmy dowolna bijekcje f: X — (1,n+1) na (1,n+1) iniech z € X. Jedli f(z) =n+1,
to funkcja f|X \ {z} jest bijekcja zbioru X \ {z} na (1,n). Jesli zas f(x) = k < n+ 1, to zdefiniujmy
funkcje g: X \ {z} — (1,n) wzorem:

f), gdy f(y) <k
fly) =1, gdy k < f(y).

9(y) =

Definicja funkcji g jest poprawna, bo jesli k < f(y) < n+1, to f(y)—1 < n. Nietrudno tez zobaczy¢,
ze g jest bijekcja na (1,n). g

TWIERDZENIE 10.17 (dziedzicznosé skonczonosci zbioru). Podzbior zbioru skoriczonego jest skoni-

czony.

DowOD. Przeprowadzimy go indukcyjnie ze wzgledu na n € N. Niech dla liczby naturalnej n € N,
W (n) oznacza, ze jesli X jest rownoliczny ze zbiorem (1,n) oraz Y C X, to Y jest skoriczony.
Zauwazmy, ze dla n = 1 mamy, ze X jest jednoelementowy, wiec dla kazdego Y C X albo Y jest pusty
albo Y = X wiec Y jest skoriczony.
Niech ng € N i zalézmy, ze W (ng) zachodzi. Pokazemy, ze zachodzi W (ng+1). Niech X bedzie zbiorem
rownolicznym z (1,ng + 1) oraz niech Y C X. Mamy mozliwosci:
e jesli Y = X, to oczywiscie Y skoriczony
e istnieje z € X \ Y i wtedy Y jest podzbiorem zbioru X \ {z}. Wobec Lematu zbior X \ {z} jest

rownoliczny z (1, ng) wiec stosujac zalozenie indukeyjne do zbioru X \ {z} mamy, ze Y jest skoriczony.

Na mocy zasady indukcji matematycznej, dla kazdego n € N zdanie W (n) jest prawdziwe. O

TWIERDZENIE 10.18. Jesli n,m € N oraz n < m, to dla kazdej funkcji f: (1,m) — (1,n) istniejq
takie k,l € (1,m), ze f(k) = f(l).

DowoOD. Dowdd przeprowadzimy indukceyjnie ze wzgledu na n € N. Niech dla liczby naturalnej
n € N, W(n) oznacza, ze dla kazdego m € N takiego, ze n < m i dowolnej funkcji f: (1, m) — (1,n)
istnieja takie k,l € (1,m), ze f(k) = f(1).
Krok 1.: Zauwazmy, ze dlan = 1 mamy (1,n) = {1}, zatem biorac m > n i dowolna funkcje f: (1, m) —
(1,n) oraz k = 1,1l = 2 mamy k,l € (1,m) oraz f(k) = f(I) = 1. tj. W(1) zachodzi.
Krok 2.: Niech ng € N1izalozmy, ze W (ng) zachodzi. Pokazemy, ze zachodzi W (no+1). Niech m > ng+1
i rozwazmy funkcje f: (1,m) — (1,n9 + 1). Wezmy pod uwage zbior f~1[{ng + 1}]. Rozwazmy trzy
przypadKki:

1. jesli w zbiorze f~![{ng + 1}] istnieja dwa rézne elementy, to mamy teze.
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2. Jesli zbior f1[{no + 1}] jest pusty, to f: (1,m) — (1,n0) i z zalozenia indukcyjnego W (ng) wynika
teza.

3. Jesli zbior f~1[{no + 1}] jest jednoelementowy, to istnieje bijekcja:
g: (Lm—1) = (Lm) \ F4{no + 1}

na (1,m)\ f~1[{no + 1}]. Rozwazmy funkcje h = fog: (1,m — 1) — (1,ng). Wéwczas wobec zalozenia
indukcyjnego W(ng) (bo m —1 > ng) mamy, ze istnieja k,l € (1, m — 1) takie, ze h(k) = h(l). W szcze-
golnosci f(g(k)) = f(g(l)) oraz g(k),g(l) € (1,m), co konczy dowdd.

Podsumowanie: Na mocy zasady indukcji matematycznej, dla kazdego n € N zdanie W (n) jest praw-

dziwe. O
Natychmiastowym wnioskiem z powyzszego jest:

WNIOSEK 10.19. Dla dowolnych réznych m,n € N, nie istnieje bijekcja f: (1,n) — (1,m) na
(1,m). W konsekwencji dla kazdego zbioru skoriczonego X istnieje doktadnie jedna liczba n € N taka,

ze X jest réwnoliczny z przedziatem (1,n).

STWIERDZENIE 10.20 (liczno$é sumy zbioréow skonczonych). Jesli X ¢ Y sq skoriczone, roztgczne

oraz | X| =n,|Y| =m dla pewnych n,m € Ny, to | X UY| =n+m.

DowoD. Gdy X = () lub Y = (), to teza jest oczywista. Zalozmy, ze X 1Y sg skoniczone, roztaczne
oraz |X| = n,|Y| = m dla pewnych n,m € N. Ustalmy bijekcje f: X — (1,n),g: Y — (1,m)
odpowiednio na (1,n) i (1, m). Wskazemy bijekcje h: XUY — (1,n+m) na (1,n+m). Niech h: XUY —
(1,n + m) bedzie zdefiniowana wzorem: dla x € X UY

h) = f(x), gdy v e X

g(x)+n, gdy z €Y.
Latwo sprawdzi¢ (¢w.), ze h jest bijekcja na (1,n + m). O
WNIOSEK 10.21. Suma skoriczenie wielu zbiorow skotriczonych jest skoriczona.

DowOD. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na dltugosé sumy, tj. liczbe zbioréw skori-
czonych, ktore sumujemy. Mianowicie dla n € N niech W (n) oznacza zdanie: suma n zbioréw skoriczo-
nych jest zbiorem skoniczonym.

Krok 1.: Zauwazmy, ze dla n = 1 teza jest oczywista, bo suma jednego zbioru skoriczonego to ten zbior,
wiec jest skoriczona.

Krok 2.: Niech ng € N i zalézmy, ze W (ng) zachodzi, tj. suma dowolnych ng zbioréw skonczonych jest
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zbiorem skoriczonym.. Pokazemy, ze zachodzi W(ng + 1). Ustalmy zbiory skoriczone Xi, Xo,...,. X,
no+1 nQ no
Xno+1. Wowezas | X, = (U Xn)UXpg+1, przy tym z zatozenia W(ng) mamy, ze |J X, jest zbio-
=1 =1 =1
n o n n o
rem skoriczonym. Stad |J X, jest zbiorem skoriczonym jako suma dwu zbioréw skonczonych: |J X,
n=1 n=1

oraz Xp,,+1 (patrz Stwierdzenie [10.20)).

Podsumowanie: Na mocy zasady indukcji matematycznej, W (n) jest prawdziwe dla kazdegon € N. [

Innym, bardzo waznym, wnioskiem z Twierdzenia[10.1§ jest powszechnie znana tzw. zasada szu-
fladkowa, ktéra w wersji popularnej brzmi: jesli wtozymy do n szuflad wiecej niz n przedmiotéow, to

w ktorejs szufladzie bedg co najmniej dwa.

WNIOSEK 10.22 (zasada szufladkowa Dirichleta). Jesli zbiory X,Y sq skoriczone i |X| > Y|, to
dla kazdej funkcji f: X —'Y istniejg x,y € X takie, ze f(x) = f(y).

Powyzszy wniosek ma swoj analogon w przypadku zbioréw nieskoniczonych - zob. w dalszej czedci

wyktadu.

STWIERDZENIE 10.23 (licznos¢ produktu zbiorow skoriczonych). Jesli | X| = n oraz |Y| = m, to

X xY|=m-n.

Dowob. Ustalmy bijekcje f: X — (1,n),g: Y — (1, m) odpowiednio na (1,n) i (1, m). Wskazemy
bijekcje h: X xY — (1,n-m) na (1,n-m). Niech h: X xY — (1,n-m) bedzie zdefiniowana wzorem:
h((z,y)) = gly—1)n+ f(z) dla (z,y) € X xY. Latwo sprawdzié¢ (¢w.), ze h jest bijekcjana (1,n-m). O

STWIERDZENIE 10.24 (licznosé¢ zbioru funkcji miedzy zbiorami skonczonymi). Jesli | X| = n oraz

Y| =m, to | X¥|=n".
WNIOSEK 10.25 (moc zbioru potegowego). Jesli X jest zbiorem n-elementowym, to |P(X)| = 2™.
DowoOD. Wystarczy zastosowac Stwierdzenie [10.24] 1 Stwierdzenie [12.5 O

UWAGA 10.26 (bardzo wazne wiadomosci z dziesigtego wyktadu). Podczas dziesiatego wykladu
dowiedzieliémy sie m.in.:
e co to znaczy zliczaé¢ elementy zbioru skonczonego
e jak poréownywacé licznosci zbioréw skonczonych
e jakie sa podstawowe wtlasnosci zbioréw skonczonych
e jak formalnie definiujemy pojecie rownolicznosci dwu zbioréw

e jakie wlasnosci ma pojecie réwnolicznosci.
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ROZDZIAL 11

Zbiory nieskonczone

W czasie poprzedniego wykladu poznaliSmy pojecia zbioru skoriczonego, zbioru nieskoriczonego
i réwnolicznoéci dwu zbioréw. Wyodrebnimy pewne istotne grupy zbioréw nieskoriczonych pod wzgledem

ich licznosci. Zaznaczamy, ze nie pojawila sie formalna definicja, czym jest moc zbioru nieskoriczonego.

1. Zbiory nieskorniczone i ich wlasnosci

Przypomnijmy, ze zbiér X nazywaliémy nieskoriczonym, jesli nie byl zbiorem skoriczonym. Zanim

przejdziemy do glebszych obserwacji odnotujmy, prosta wtasnosé.

LEMAT 11.1. Niech X bedzie zbiorem nieskoriczonym. Wowczas dla kazdego x € X mamy, ze X \{z}

jest nieskonczony.

DowOD. Zalozmy, ze X jest zbiorem nieskoriczonym i niech x € X. Przypusémy, ze X \ {z} jest
zbiorem skoriczonym. Wowczas X = (X \ {z}) U{z} jest zbiorem skonczonym jako suma dwu zbiorow

skoniczonych (patrz: Stwierdzenie [10.20]), co daje sprzecznosc. O

Zauwazmy, ze powyzszy Lemat stoi za nastepujaca konstrukcja: niech X bedzie zbiorem nie-
skoriczonym. Ustalmy dowolnie z; € X. Na mocy Lematu zbior X \ {z1} jest nieskonczony,
wige ustalmy zo € X \ {x1}. W szczegolnosci wtedy x; # x2 oraz znoéw wobec Lematu zbior
X \{z1, 22} = (X \{z1}) \ {x2} jest nieskoniczony. Postepujac tak dalej, mozemy zdefiniowaé¢ dlan € N
element z,, € X \ {z1,...,zn—1}. Indukcyjnie definiujemy wiec roznowartosciowy ciag elementoéw zbioru
X zawarty w zbiorze XE|

Powyzsza konstrukcja jest dowodem nastepujacego, waznego twierdzenia:

TWIERDZENIE 11.2 (minimalno$é¢ zbioru N). Jesli zbior X jest nieskoriczony, to istnieje funkcja

roznowartosciowa h: N — X.

OzZNACZENIE 11.3. Dla zbiorow X,Y, analogicznie do oznaczenia w definicji rownolicznosci zbio-
ru, istnienie funkcji réznowartosciowej h: X — Y oznaczamy |X| < |Y|. Oznaczenie to jest zgodne

z intuicjq, gdyz funkcja réznowartosciowa h: X —'Y zanurza w zbior X w zbidr Y.

1 Konstrukcja ta wykorzystuje aksjomat wyboru, ktéry oméwimy w ostatnim rozdziale. Wykorzystujemy prawidtowosé,

ze P =P(X)\ {0} istnieje funkcja f: P — X taka, ze f(P) € P dla P € P.
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Udowodnimy teraz pewna uzyteczna charakterystyke zbioréw nieskonczonych.

TWIERDZENIE 11.4. Jesli zbior X jest nieskoniczony, to | X| = |X \ {zo}| dla dowolnego zo € X.

Innymi stowy, zbior nieskoniczony jest rownoliczny z pewnym swoim podzbiorem wtasciwym.

DowoOD. Zatézmy, ze X jest nieskoniczony, i ustalmy dowolnie g € X. Wéwcezas wobec Lematu[11.1
zbior X \{xo} jest nieskoriczony. Stad wobec Twierdzeniaistnieje funkcja roznowartosciowa h: N —
X \{zo}. Pokazemy, ze zbiory X oraz X \ {z¢} sa rownoliczne. Niech f: X — X \{zo} bedzie okreslona
wzorem: dla x € X

h(1), gdy = = zo
f(@) = q h(n+1), gdy z = h(n) dla pewnego n € N
x, w przeciwnym przypadku.

Funkcja f jest bijekcja na X \ {zo}. O
OZNACZENIE 11.5. Skrotowo fakt, ze Y jest podzbiorem wtasciwym zbioru X oznaczamy Y € X.
Pokazemy teraz, ze powyzsze rozumowanie mozna odwrocié.

TWIERDZENIE 11.6. Niech X bedzie takim zbiorem, ze istnieje Y C X taki, ze | X| = |Y|. Wowczas

X jest nieskoriczony.

DowOD. Zalézmy, ze X jest takim zbiorem, ze istnieje Y C X taki, ze | X| = |Y|. Przypusémy, ze
X jest skonczony, wowcezas Y jest skoriczony jako podzbior X. Skoro Y # X, to | X| # |Y|, co prowadzi

do sprzecznosci. O

Powyzsze dwa Twierdzenia daja nastepujace wnioski:

WNIOSEK 11.7 (charakterystyka zbiorow nieskoniczonych). Zbior X jest nieskoriczony wtedy i tylko

wtedy, gdy jest réownoliczny z pewnym swoim podzbiorem wlasciwym.

WNIOSEK 11.8 (charakterystyka zbiorow skoriczonych). Zbior X jest skoriczony wtedy i tylko wtedy,
gdy kazda funkcja réznowarto$ciowa f: X — X jest bijekcjg na X.

DowOD. Wystarczy pokazaé, ze brak réownolicznosci X z kazdym swoim podzbiorem wlasciwym
oznacza doktadnie, ze kazda funkcja réznowartosciowa f: X — X jest bijekcja na X.
»=" Zalozmy, ze X nie jest réwnoliczny z zadnym swoim podzbiorem wlasciwym i niech f: X — X
bedzie funkcja roznowartosciowa. Jesli f nie jest bijekcja na X, to Y = f[X] # X oraz f jest bijekcja

na Y. W szczegolnosci Y C X oraz X| = |Y|. To daje sprzecznosc.
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,<=" Zalozmy, ze kazda funkcja réznowartosciowa f: X — X jest bijekcja na X. Przypusémy, ze
istnieje Y C X taki, ze | X| = |Y], tj. istnieje bijekcja g: X — Y na Y. W szczegdlnosci g: X — X jest
roznowartosciowa i nie jest bijekcja na X . Otrzymujemy sprzecznosc. O

Warto jeszcze na koniec odnotowaé oczywista obserwacje:

STWIERDZENIE 11.9. Nadzbior zbioru nieskoriczonego jest zbiorem nieskoriczonym.

2. Nieskonczone zbiory réwnoliczne
Przeanalizujemy teraz kilka przyktadéw zbioréw nieskoiiczonych pod wzgledem ich réwnolicznosci.

Bedziemy znaczaco korzystaé ze Stwierdzenia [10.8

STWIERDZENIE 11.10. Zbiory liczb parzystych oraz nieparzystych sq¢ réwnoliczne. Przy tym oba sq

rownoliczne ze zbiorem N.

DowoOD. Przyjmijmy oznaczenia: 2N = {2n € N:n € N} i 2N -1 = {2n — 1 € N: n € N}
Rozwazmy funkcje f: 2N — 2N —1 okreslona wzorem f(n) = n—1dlan € 2N. Wowcezas f jest bijekcja
na 2N — 1. Stad |2N| = |2N — 1|. Ponadto funkcja g: 2N — N okreslona wzorem g(n) = n/2 dla n € 2N
jest bijekcja na N. Stad |2N| = |N|. Wobec Stwierdzenia [10.8] mamy wiec |[N| = [2N] = |2N — 1|. O

STWIERDZENIE 11.11. Zbior liczb catkowitych Z. jest réownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.
DowoOD. Rozwazmy funkcje f: Z — N okreslong wzorem:
0, jeslip=0
f(p) =19 2p, jeslipe N
—2p—1, jesli —peN.
Wowczas f jest bijekcja na N. Zatem |Z| = |N]|. O

STWIERDZENIE 11.12. Niech a,b,c,d € R bedq takie, ze a < b oraz ¢ < d. Przedzialy [a,b] i [c,d]

sq rownoliczne.

Dowob. Niech a,b,c,d € R beda takie, ze a < b oraz ¢ < d. Funkcja f: [a,b] — [c,d] okreslona

Wwzorenl

f(x)—w+cdlax€ [a, D]

jest bijekcja na [e, d]. O

Powyzsze wraz ze Stwierdzeniem daje nastepujacy wniosek:
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WNIOSEK 11.13. Dowolny przedzial domkniety ograniczony jest réwnoliczny z przedziatem [0, 1].
STWIERDZENIE 11.14. Niech a,b € R bedq takie, Ze a < b. Przedziaty [a,b] oraz (a,b) sq réwnoliczne.

DowoOD. Niech a,b € R bedg takie, ze a < b. Oczywiscie kazdy przedziat jest zbiorem nieskori-
czonym, wiec wobec Twierdzenia ustalmy funkcje réoznowartosciowa h: N — (a,b). Zdefiniujmy
funkcje f: [a,b] — (a,b) wzorem: dla x € [a, b]

(

h(1), gdy z =a
h(2)7 gdy z =0
flx) =
h(n+2), gdy z = h(n) dla pewnego n € N
x, w przeciwnym przypadku.
Wowcezas f jest bijekcja na (a,b). O

Postepujac analogicznie jak w dowodzie Stwierdzenia mozna pokazaé tez, ze:

STWIERDZENIE 11.15. Niech a,b € R bedg takie, ze a < b. Przedzialy (a,b],[a,b] oraz [a,b) sq

réownoliczne.
STWIERDZENIE 11.16. Przedziat (=75, %) jest rownoliczny z R.

DowoD. Funkcja tg: (=3, 5) — R jest bijekcja na R. O

Czytelnik bez trudu sam zdefiniuje funkcje ustalajace rownolicznosé miedzy pozostalymi rodzajami

przedzialéw i uzyska nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 11.17. Wiszystkie przedziaty: domkniete/otwarte/ograniczone/nieograniczone/jednostronnie

otwarte/jednostronnie domkniete sq réwnoliczne. Przy tym sq tez réwnoliczne z R.
Okazuje sie, ze nie wszystkie zbiory nieskoniczone sg rownoliczne.
STWIERDZENIE 11.18. Przedzial [0, 1] nie jest réwnoliczny z N.

DowoOD. Przypusémy, ze |[N| = |[0, 1]|, tj. ze istnieje bijekcja f: N — [0,1] na [0, 1]. Oznacza to,
ze [0,1] = {f(n) € [0,1]: n € N}. Rozwazmy rozwiniecia dziesigtne — nieskonczone! — wszystkich liczb
f(n) dlan e N:

f(1) =0, aj a? a} af ...

f(2)=0, a} a2 ad aj ...
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f(3) =0, ai a3 a3 aj ...

Rozwazmy liczbe x € R, ktorej rozwiniecie dziesietne jest nastepujace:

r=0, 2t 2?23 2t .,

gdzie cyfra z! jest rézna od ai i 9, cyfra 22 jest rézna od a3 i 9, itd., tj. cyfra 2™ jest rézna a? i 9.
Z konstrukcji wida¢, ze x € [0, 1]. Zarazem = # f(n) dla kazdego n € N, bo x rézni si¢ od f(n) na
n-tym miejscu po przecinku, za$ na pozostalych (n + 1,n + 2, ...) nie wystepuja same 9. Ostatecznie x

jest liczba z przedziatu [0, 1], taka, ze ¢ {f(n) € [0,1]: n € N}. Otrzymujemy sprzecznos¢. O

UWAGA 11.19 (bardzo wazne wiadomosci z jedenastego wykladu). Podczas jedenastego wykladu
dowiedzieliémy sie m.in.:
e co to sa zbiory nieskoniczone i jakie maja wlasnosci
e jak mozna scharakteryzowaé zbiory nieskorniczone

e jakie pary zbioréw nieskoriczonych sa réwnoliczne.
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ROZDZIAL 12

Twierdzenia Cantora, Cantora-Bernsteina i o dychotomii

Na poprzednim wyktadzie pojawil sie szereg przyktadéw par zbioréw nieskoniczonych, ktore sa albo
ktére nie sg réwnoliczne. Prezentowane zbiory mozna polaczyé w dwie grupy: réwnolicznych z N oraz
rownolicznych z R. Natychmiastowym za$ wnioskiem jest, ze nie wszystkie zbiory nieskoriczone sa
rownoliczne, na co mogtaby wskazywaé¢ ogolnosé definicji. Do tego podzialu wrocimy w dalszej czesci
wyktadu. Teraz za$ skupimy sie na pewnych ogélnych i dosé glebokich twierdzeniach dotyczacych

porownywania dwu zbioréw wzgledem ich licznosci. Niech XY, Z beda dowolnymi zbiorami.

1. Twierdzenie Cantora

Watpliwosci dotyczace wrazenia, ze wszystkie nieskoriczone zbiory sa réwnoliczne, zostaty potwier-
dzone Stwierdzeniem Przyktad ten nie jest odosobniony, mozna bowiem pokazaé, ze konstrukcja
zbioréw coraz to bardziej licznych jest prosta, i dysponujemy juz odpowiednimi do tego narzedziami.
Przypomnijmy jeszcze dwa oznaczenia, ktére pojawity sie w czasie poprzedniego wyktadu: dla zbioréw
X, Y:

e | X| = |Y| oznacza, ze zbiory X i Y sa rownoliczne, czyli istnieje bijekcja f: X — Y na Y
e | X| < |Y| oznacza, ze istnieje funkcja réznowartosciowa f: X — Y.
W dalszej czesci, z powodow technicznych, bedziemy rozwazali tylko niepuste zbiory (cho¢ wszystkie

twierdzenia i wlasnosci dla zbioru pustego pozostaja prawdziwe).

TWIERDZENIE 12.1 (twierdzenie Cantora). Dla dowolnego zbioru X mamy | X| # |P(X)], tj. Zaden

zbior X nie jest rownoliczny ze zbiorem P(X) wszystkich swoich podzbiordw.

DowoOD. Przypusémy, ze istnieje taka funkcja f: X — P(X), ktora jest bijekcja na P(X). Oznacza
to, ze dla kazdego A C X istnieje x € X taki, ze f(x) = A. W szczegolnosci istnieje zg € X taki, ze
f(zo) = 0. Mamy przy tym, ze z¢ ¢ f(xo). Rozwazmy zbior wszystkich takich elementow, tzn.:

Y={zeX:z¢ f(x)}.

Skoro Y C X, to Y € P(X), zatem istnieje y € X taki, ze f(y) =Y. Mamy mozliwosci:

e jesliye Y, toy ¢ f(y) =Y, co prowadzi do sprzecznosci
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e jesliy ¢ Y, toy € f(y) =Y, co takze prowadzi do sprzecznosci.

Uzyskana sprzeczno$¢ wynika z przypuszczenia, ze f jest bijekcja na P(X). Zatem nie istnieje bijekcja

X na P(X). O
STWIERDZENIE 12.2. Dla dowolnego zbioru X istnieje funkcja réznowartosciowa f: X — P(X).

Dowob. Funkcja f: X — P(X) okreslona wzorem f(z) = {z} dla z € X jest roznowartosciowa.

g

Wobec powyzszego stwierdzenia |X| < |P(X)| dla dowolnego zbioru X. W szczegdlnosci, wobec

Twierdzenia Cantora, | X| # |P(X)|. Przyjmijmy nastepujace oznaczenie:

OZNACZENIE 12.3. Dla dowolnych zbiorow X,Y zaleznosé, ze | X| < |Y| oraz | X| # |Y| oznaczamy
(X <Y].

PRzZYKEAD 12.4. Twierdzenie oraz Stwierdzenie [11.18| implikuja, ze |N| < |[0, 1]].

STWIERDZENIE 12.5 (moc zbioru potegowego dowolnego zbioru). Dla dowolnego zbioru X zachodzi
[P(X)| = [{0,1}].
Dowop. Dla dowolnego A € P(X) rozwazmy jego funkcje charakterystyczna:

0,gdy z ¢ A

1, gdy x € A.

Wowezas x4 € {0,1}X. Funkcja f: P(X) — {0,1}¥ zadana wzorem f(A) = x4 jest roznowartosciowa.
Istotnie, jesli A # B oraz © € A\ B, to xa(x) = 1 # 0 = xp(x). Podobnie, jesli z € B\ A, to
xa(z) =0# 1= xp(z). Zatem x4 # XB-

Jesli h € {0,1}X, to definiujac A = h~1[{1}], mamy dla dowolnego x € X:

xal®) =1 <= 2€ A <= zech {1} <= h(x) =1,

xA(x) =0 <= xa(x)#1 <= h(x) #1 < h(z)=0.

Stad f(A) = h. To oznacza, ze [ jest suriekcja na {0, 1}*. W konsekwencji f jest bijekcjana {0,1}%. O
Whioskiem z powyzszego i ze Stwierdzenia [10.10] jest nastepujacy:

WNIOSEK 12.6. Jesli | X| =Y, to |P(X)| = |P(Y)].
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DowoD. Skoro | X| = |Y], to [{0,1}¥| = |{0, 1}¥| na mocy Stwierdzenia|10.10, Wobec Stwierdzenia

[12.5] otrzymujemy:
P(X)| = {0, 1}¥] = [{0,1}7| = [P(Y)].

2. Twierdzenie Cantora-Bernsteina

Wiemy juz, ze dla zbiorow X,Y symbol |X| < |Y| oznacza istnienie funkcji réznowartosciowej
f: X — Y. W szczegolnosci f jest bijekcja na f[X], wiec X jest rownoliczny z pewnym podzbiorem

zbioru Y. Zachodzi tez bardzo uzyteczna charakteryzacja.

STWIERDZENIE 12.7. Niech X # 0. | X| < |Y| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje suriekcja g: Y — X
na X.

DowoOD. =" Zalozmy, ze | X| < |Y|, czyli, ze istnieje funkcja réznowartosciowa f: X — Y. Mamy
oczywiscie, ze f jest bijekcja na f[X] C Y. Ustalmy zp € X i zdefiniujmy funkcje g: ¥ — X wzorem:
dlayeY

f (), gdy y € f[X]

xg, W przeciwnym przypadku.

9(y) =

Latwo zauwazy¢, ze g jest suriekcjg na X.

»<" Zalozmy, Ze istnieje suriekcja g: Y — X na X. Wowezas g '[{x}] # 0 dla kazdego z € X.
Zdefiniujmy funkcje f: X — Y wzorem f(z) = y., gdzie y, € g [{x}] jest jakkolwiek wybrany. Wéw-
czas f jest roznowartosciowa — istotnie gdy z1, 9 € X sg rézne, to oczywiscie g1 [{z1}Ng ™ [{z2}] = 0

WieC Yuy # Yo - O

Przejdziemy teraz do analizy wlasnosci pojecia poréwnywania zbioréw wzgledem ich licznosci, czyli
do ,relacji” <. Warto w tym miejscu przypomnieé¢, ze obiekt | X| jest zdefiniowany dla klasy zbiorow
rownolicznych z X. Stad tez <, zdefiniowana wéréd obiektow | X |, nie jest relacja, gdyz obiekty | X| nie

tworzg zbioru.

STWIERDZENIE 12.8. Dla dowolnych zbiorow X,Y, Z mamy:
1. Jesli X CY, to | X| <|Y|; w szczegdlnosci | X| < | X]|
2. Jesli | X| < |Y|i|Y]<|Z|, to |X]| < |Z|.

DowoObp. Niech XY, Z beda dowolnymi zbiorami.

Ad 1. Zalézmy, ze X C Y. Funkcja idx: X — Y jest roznowartosciowa, wiec |X| < |Y|.
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Ad 2. Zalozmy, ze |X| < |Y| 1 |Y] < |Z], czyli istnieja funkcje roznowartosciowe f: X — Y oraz
g: Y — Z.7Z Wykladu 5. wiemy, ze go f: X — Z jest réznowartosciowa, wiec | X| < |Z]. O

Powyzsze stwierdzenie pokazuje, ze < ma wlasnosci zwrotnosci i przechodniosci. Nieco trudniej jest

pokazaé, ze < ma tez wlasnosé stabej antysymetrii.

TWIERDZENIE 12.9 (twierdzenie Cantora-Bernsteina). Dla dowolnych zbioréw A, B zachodzi impli-
kacja:

jesli |A| < |B| oraz |B| < |A|, to |A| = |B|.

Zanim przedstawimy dowdd twierdzenia Cantora-Bernsteina, rozwazmy nastepujacy eksperyment
mys$lowy zwany hotelem Hilberta. W hotelu Hilberta jest nieskoriczenie wiele pokoi ponumerowanych
liczbami naturalnymi 1,2, 3, ... Zalézmy, ze w kazdym pokoju jest doktadnie jeden go$¢. Tymczasem
w drzwiach hotelu pojawia sie nowy go$¢. Pracownicy hotelu znajduja dla niego miejsce, przesuwajac
godcia z pokoju nr n do pokoju nr n + 1, dla kazdego n € N. W ten sposéb pokdj nr 1 staje sie wolny
i mozna w nim umiesci¢é nowego goscia. Obstluga hotelu moze dokonaé czegos wiecej. Jedli u drzwi
hotelu pojawi sie nieskoriczenie wielu gosci: ¢1, g2, g3, ..., t0 przemieszczajac obecnych goéci z pokoju nr
n do pokoju nr 2n dla kazdego n € N, mozna umiesci¢ nowych gosci w zwolnionych pokojach: goscia

gn W pokoju nr 2n — 1, dla kazdego n € N.

DowOD TWIERDZENIA CANTORA-BERNSTEINA. Idea dowodlﬂjest nastepujaca. |A| < |B|i|B| <
|A| oznacza, ze istnieja funkcje réoznowartosciowe f : A — B oraz g : B — A. O zbiorze A myslimy
jako o gosciach, a o zbiorze B myslimy jako o pokojach w hotelu. Na poczatku hotel jest zapetiony
gosémi. Funkcja g : B — A przyporzadkowuje pokoje do gosci hotelowych w sposob réznowartosciowy.
Jednak nie kazdy go$¢ ma przyporzadkowany pokoj, a jedynie ci ze zbioru g[B]. Funkcja f pokazuje,
jak wszystkich gosci mozna by umiesci¢ w pokojach hotelowych (kazdego w doktadnie jednym pokoju).
Jesli ich w ten sposob ulokowac, zajma oni tylko pokoje ze zbioru f[A]. Naszym celem jest umieszczenie
kazdego goscia w doktadnie jednym pokoju tak, by wszystkie pokoje byly zajete, czyli skonstruowanie
bijekcji h: A — B.

Przez Ag = A\ g[B] oznaczmy gosci, ktorzy nie maja swojego pokoju w hotelu. Tych gosci prze-
niesiemy do pokoi f[Ag]. Jednak te miejsca sa juz zajete przez gosci ze zbioru Ay = g[f[Ao]]. Musimy
tych gosci gdzie$ przeniesé. Przenosimy ich do pokoi f[A;]. Jednak te miejsca sa zajete przez gosci ze
zbioru Ay = g[f[A1]]. Postepujac w ten sposob definiujemy zbiory A,11 = g[f[Ay]]. Ich sume ;7 Ap
oznaczmy przez Aso. Zbior Ao, sklada sie z gosci Ag, ktérzy na poczatku nie mieli miejsc w hotelu,

L Jezeli z tekstu dowodu usuna¢ wszystko, co méwi o hotelu, pokojach i gosciach, to otrzymamy czysty matematyczny

dowod.
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oraz gosci, ktorzy zostali przeniesieni. Zdefiniujmy odwzorowanie h : A — B wzorem:

z), gdy = € As
hz) = f(z), gdy = €

g~ (x), w przeciwnym przypadku.
Funkcja h dziata w nastepujacy sposob: jesli x jest nowym gosciem lub nalezal do A, dlan > 1, to
umieszczamy go w hotelu tak, jak mowi funkcja f. W przeciwnym razie pozostawiamy goscia hotelowego
w pokoju, ktéry zajmowal.
Sprawdzmy, ze h jest rownowartosciowa. Niech z,y € A i zalozmy, ze h(x) = h(y). Pokazemy, ze

x = y. Rozwazmy przypadki:

Jezeli z,y € Ax, to h(z) = f(z) i h(y) = f(y). Zatem f(x) = f(y), wiec réownos¢ z = y wynika z

réznowartosciowosci f.

Jezeli z,y € A\ Aso, to h(z) = g(x) 1 h(y) = g(y). Teraz rownosé¢ x = y wynika z réznowartosciowosci

g.
Jezeliz € A iy € A\ A, to istnieje indeks n > 0 taki, ze x € A,,. Wtedy f(x) = h(z) = h(y) =

g Y(y), a zatem y = g(f(x)) € g[f[An]] = Ans1. To jednak przeczy temu, ze y ¢ As. Zatem ten

przypadek nie jest mozliwy.

Przypadek y € A 1 2 € A\ Ay tez nie jest mozliwy.

Sprawdzmy teraz, ze h jest suriekcja na B. W tym celu wezmy dowolny element z € B. Niech

x = g(z). Mozliwe sa dwa przypadki:

Jezeli # ¢ Ao, to h(z) = g7 1(z) = 2.
Jezeli x € A, to x € A, dla pewnego n € N. Skoro z = g(z) € g[B] oraz g[B] N Ay = 0,

ton # 0. A wtedy x € g[f[An—1]]. Zatem istnieje taki 2’ € A,_1, ze z = g(f(2')). Wowczas
z=g (z) =g (9(f(@") = f(2') = h(a').

To pokazuje, ze h jest suriekcja na B, a w konsekwencji bijekcja. To koniczy dowod twierdzenia Cantora-

-Bernsteina. O

Twierdzenie Cantora-Bernsteina jest bardzo uzyteczne przy sprawdzaniu réwnolicznosci dwu zbio-
row nieskoriczonych, gdyz okresla, ze wystarcza skonstruowaé jedynie dwie funkcje réznowartosciowe

(a nie bezposrednio jedna bijekcje).
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3. Twierdzenie o dychotomii

Ostatnia, ale najwazniejszg wtasnoscia < jest jej liniowosé — czyli fakt, ze dowolne dwa zbiory mozna
poréwnaé¢ w sensie licznodci. Dowod ponizszego twierdzenia jest trudniejszy, wiec przedstawimy jego

szkic, ktory okaze sie by¢ wstepem do ostatniego Wyktadu.
TWIERDZENIE 12.10 (twierdzenie o dychotomii). Dla dowolnych zbioréw X 1Y zachodzi alternatywa
| X| <|Y| lwb Y| <|X]|.

SZKIC DOWODU TWIERDZENIA O DYCHOTOMII. Celem dowodu jest konstrukcja maksymalnego pod-
zbioru f C X x Y, ktory jest funkcja roznowartosciowa taka, ze dom(f) C X oraz rng(f) C Y. W
przypadku, gdy dla tego maksymalnego obiektu bedziemy mieli dom(f) = X, to wtedy | X| < |Y|, za$
gdy bedziemy mieli rng(f) =Y, to wtedy |Y| < |X| (patrz: Stwierdzenie .

Ustalmy z; € X orazy; € Y izdefiniujmy zbior f1 = {(z1,y1)}. Jesli dom(f1) = X lubrng(f1) =Y,
to konstrukcja sie konczy. Jesli tak nie jest, to ustalmy zo € X \ dom(f1) oraz yo € Y \ rng(f1)
i rozszerzmy funkcje fi do zbioru fo = {(z1,vy1), (z2,y2)}. Znow, jesli dom(fo) = X lub rng(fa) =Y,
to konstrukcja sie koriczy. Jesli nie, to postepujemy tak dalej. W tym miejscu widaé, ze jesli ktorys ze
zbioréw X, Y jest skonczony, to po skonczenie wielu krokach konstrukcja sie zakoniczy. Jesli ktorys ze
zbioréw XY jest rownoliczny z N, to zasada indukcji matematycznej pozwoli zakoniczy¢ konstrukcje.
Co jednak, jesli oba zbiory X,Y speliaja |X| > N|i Y] > |N|?

Wida¢, ze w takim przypadku konieczny jest inny aksjomat (inny niz zasada indukcji matematycz-
nej), ktory taka konstrukcje zakonczy ,w ktorym$ momencie”. Zauwazmy jeszcze przy tym, ze kazdy
kolejny krok rozszerza nam dotychczas zdefiniowany zbior (bedacy funkcja) — tworzymy tym samym
wstepujacy ciag zbioréow i oczekujemy, ze w ktéorym$ momencie uzyskamy element maksymalny (taki
zbior, ktorego juz nie bedziemy mogli rozszerzy¢) konczacy konstrukcje. Odpowiedzia na to zapotrze-

bowanie jest Lemat Kuratowskiego-Zorna, ktoéry opiszemy podczas ostatniego wyktadu. O

UWAGA 12.11 (bardzo wazne wiadomosci z dwunastego wyktadu). Podczas dwunastego wykltadu
dowiedzieliémy sie m.in.:
e co to jest Twierdzenie Cantora
e jakie wlasnosci ma ,relacja” < miedzy mocami zbioréw (m.in. twierdzenie Cantora-Bernsteina)

e 7e dowolne dwa zbiory mozna poréwnaé¢ w sensie licznosei (twierdzenie o dychotomii).
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ROZDZIAL 13

Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

1. Zbiory przeliczalne

Twierdzenie [I1.2] pokazuje, ze wsrod zbiorow nieskoriczonych, zbior N jest w sensie mocy najmniej-
szy, bo kazdy zbiér nieskoniczony zawiera podzbioér rownoliczny z N. Dodatkowo w czasie Wyktadu 11.
poznalismy wiele przyktadéw zbioréw réwnolicznych wtasnie N. Te obserwacje prowadza do wyodreb-

nienia pewnej kolejnej (po zbiorach skonczonych) grupy zbioréw pod wzgledem ich licznosci.

DEFINICJA 13.1 (zbior przeliczalny). Zbior X nazywamy przeliczalnym, jesli | X| < |N|, tj. jesli X

jest rownoliczny z pewnym podzbiorem zbiroru N.

WNIOSEK 13.2 (charakterystyka przeliczalnosci). Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem.
Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne
1. Zbior X jest przeliczalny
2. Zbior X jest skoniczony lub zbior X jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych
3. Istnieje suriekcja f: N — X na X
4. Zbior X mozemy zapisac jako X = {x,: n € N}.

DowoD. Réwnowazno$¢ warunkow 1. i 2. wynika z Twierdzenia (oraz Twierdzenia. Row-
nowazno$¢ warunkow 1. i1 2. wynika ze Stwierdzenia . Jesli zachodzi 3., to ktadac z,, = f(n) otrzymu-
jemy X = f[N] ={f(n):n € N} = {x,: n € N}. Jesli zachodzi 4., to definiujemy funkcje f: N — X
nastepujaco: f(n) = x,. Wtedy X = {x,: n € N} = {f(n): n € N} = f[N], co oznacza, ze f jest
funkcjg na X. O

Ze Stwierdzenia i definicji przeliczalnosci wynika nastepnie:
STWIERDZENIE 13.3. Podzbidr zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

DowOD. Niech X bedzie zbiorem przeliczalnym i niech ¥ C X. Przeliczalno$¢ X oznacza, ze
|X| < IN|. Skoro Y C X, to na mocy Stwierdzenia otrzymujemy |Y| < |X|. Fakt, ze |Y| < | X]|
i |X| < |N| implikuje |Y| < |N| (tu ponownie skorzystaliSmy ze Stwierdzenia [12.8]). To oznacza, ze Y

jest zbiorem przeliczalnym. O



89

Moze sie zdarzy¢, ze wlasciwy podzbidr zbioru przeliczalnego jest z nim réownoliczny (patrz: Stwier-
dzenie . Zarazem istnieja zbiory, ktore nie sa rownoliczne z N (patrz: Stwierdzenie . Jak
widaé¢ z powyzszego zbior liczb naturalnych (a wlasciwie jego liczno$é) jest w pewnym sensie granicz-
na, dlatego warto wprowadzi¢ pewne oznaczenie na |N|. Z reguly moce zbioréw oznacza si¢ literami
hebrajskiego alfabetu (w teorii liczb kardynalnych), zas dla zbioru N rezerwuje sie pierwsza litere: alef,

z indeksem 0. Oznaczmy wiec |N| = Rg. W szczegolnosci wobec przyktadow z Wyktadu 12. mamy:
IN] = [2N] = [2N — 1] = |Z] = Ro.
W dalszej czesci sekeji zajmiemy sie ogélnymi wlasno$ciami zbioréw przeliczalnych.
STWIERDZENIE 13.4. Zbior N x N jest przeliczalny i nieskoriczony, tzn. N x N| = V.

DowoDp. W dowodzie pokazemy, jak uzytecznym narzedziem jest Twierdzenie Cantora-Bernsteina.
Oczywiscie |N| < |N x N|, bo funkcja f: N — N x N okreslona wzorem f(n) = (n,1), jest roznowarto-
Sciowa. Wskazemy teraz funkcje g: N x N — N, ktora jest tez roznowartosciowa. Niech g bedzie dana
wzorem dla n,m € N:

g(n,m) = 2"3".
Mozna sprawdzi¢, ze g jest roznowartosciowa. Zatem |[N x N| < |N|. Uzycie Twierdzenia Cantora-

-Bernsteina koniczy dowod. O

UWAGA 13.5. Przeliczalnosé NxN mozna wykazaé tez, bezpodrednio wskazujac suriekcje f: NxN —

N na N x N; czyli innymi stowy, numerujac liczbami naturalnymi wszystkie elementy zbioru N x N.
Latwym wnioskiem ze Stwierdzenia jest nastepujacy:

WNIOSEK 13.6 (przeliczalnosé produktu zbioréow przeliczalnych). Jesli X, Y sq zbiorami przeliczal-

nyma, to ich iloczyn kartezjanski X x 'Y jest przeliczalny.

DowoOp. Niech f: N — X oraz g: N — Y beda suriekcjami odpowiednio na X oraz Y. Rozwazmy

funkcje h: N x N — X X Y okreslona wzorem: dla (n,m) € N x N

Mozna sprawdzi¢, ze h jest suriekcja na X x Y. Stad |X x Y| < |N x N| i wobec Stwierdzenia [13.4]
i Stwierdzenia mamy |X x Y| < |N x N| <|NJ. O

UWwAGA 13.7. Indukeyjnie tatwo uogélni¢ Wniosek [13.6] uzyskujac: produkt skoniczenie wielu zbio-

row przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.
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Kolejne wtasnosci beda dotyczyty sumy zbioréw przeliczalnych.
STWIERDZENIE 13.8. Jesli A, B sq zbiorami przeliczalnymi, to AU B jest zbiorem przeliczalnym.

DowoOD. Skoro A, B sg zbiorami przeliczalnymi, to na mocy Wniosku mozna je zapisaé¢ jako
A={an:neN}iB={b,:neN} Wowczas AUB = {¢, : n € N}, gdzie ¢; := a1, c2 := by, ¢3 := ag,

¢4 := ba,.... To oznacza, ze AU B jest przeliczalny. O

TWIERDZENIE 13.9 (przeliczalnosé¢ sumy zbioréw przeliczalnych). Jesli P = {P,} jest rodzing prze-
liczalng zbiorow (ciggiem zbioréw) i kazdy jej element jest zbiorem przeliczalnym, to | Jo- | P jest zbio-

rem przeliczalnym. Innymi stowy: przeliczalna suma zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

Oczywiscie Stwierdzenie jest tatwym wnioskiem z Twierdzenia [13.9

DowoOD TWIERDZENIA [13.9] Zalézmy, ze P jest przeliczalng rodzing zbioréw przeliczalnych, tj.

P ={P,: n € N} oraz |P,| < |N| dla n € N. Pokazemy, ze P = |J P, jest zbiorem przeliczalnym,
neN

wskazujac suriekcje f: N x N — P na P. Niech n € N. Skoro P, jest przeliczalny, to istnieje suriekcja

fn: N = P, na P,. Zdefiniujmy funkcje f dla (n,m) € N x N wzorem:

f((n,m)) = fn(m).

Wowezas f jest suriekcja na P. Istotnie, niech p € P, wtedy istnieje ng € N takie, ze p € P,,. Ponadto
istnieje mo € N takie, ze fp,(mo) = p. Ostatecznie f((ng,mo)) = p. Stad |P| < I[N x N| = |N|, stad P
jest przeliczalny. O

Rozwazania o zbiorach przeliczalnych zakoriczymy kolejnym naturalnym przyktadem nieskorniczone-

go zbioru réwnolicznego z N.
TWIERDZENIE 13.10. Zbidr liczb wymiernych Q jest przeliczalny i nieskoriczony, tzn. |Q| = Ro.

DowOD. Wobec Stwierdzen i[11.11) mamy, ze zbiér Z x N jest przeliczalny. Rozwazmy funkcje
f:Z x N — Q okreslong dla (n,m) € Z x N wzorem:

n
F(nm)) =2
Latwo zauwazy¢, ze f jest suriekcja na Q, zatem |Q| < |Z x N| = |N|. Zarazem N C Q, wiec ze

Stwierdzenia IN| < |Q|. Wobec Twierdzenia Cantora-Bernsteina mamy wiec |Q| = |NJ. O

Poznalismy juz szereg przyktadéw i wlasnosci zbioréw przeliczalnych. Jednoczesnie jednak wiemy

juz tez, ze istnieja zbiory nieskoriczone, ktore nie sg réwnoliczne z N — nie sa zbiorami przeliczalnymi.



91

Podobny wniosek plynie tez z Twierdzenia Cantora, mianowicie zbior P(N) jest taki, ze [N| < |P(N)|.

Prowadzi to do nastepujacej definicji:

DEFINICJA 13.11 (zbiér nieprzeliczalny). Zbior X nazywamy nieprzeliczalnym, jesli nie jest zbiorem

przeliczalnym. Réwnowaznie, gdy |N| < | X|.
2. Zbiory nieprzeliczalne i zbiory mocy continuum

W czasie Wyktadu 12. poznalismy juz kilka przyktadéw zbioréw nieprzeliczalnych.

PRZYKEAD 13.12. Wszystkie przedzialy: domkniete/otwarte/ograniczone /nieograniczone/jednostronnie

otwarte/jednostronnie domkniete oraz zbiory R, P(N) nie sa rownoliczne z N, wiec sa nieprzeliczalne.

Widzimy, ze pozornie podobng role, jak dla zbioréw przeliczalnych grat zbiér N, dla zbioréw nie-
przeliczalnych gra zbiér R. Warto wiec jakos wyodrebnié¢ grupe zbioréw rownolicznych z R i wprowadzié
oznaczenie na |R|. W literaturze przyjmuje sie, ze moc zbioru R oznacza sie litera ¢ i mowi sie, ze R
jest zbiorem mocy continuum.

Zaczniemy od bardzo istotnego twierdzenia.

TWIERDZENIE 13.13 (rownolicznosé R i P(N)). Zbior liczb rzeczywistych R jest rownoliczny ze
zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych, tzn. |R| = |P(N)|. Innymi stowy P(N) jest

mocy continuum.

DowOD. Z kursu analizy matematycznej wiemy, ze kazda liczba rzeczywista z € R jest kresem
dolnym wszystkich liczb wymiernych wiekszych od z, tj. * = inf{qg € Q: 2 < ¢}. Niech funkcja
g:PQ)\ {0} - RU{—o0} bedzie dana wzorem g(A) = inf A dla A C Q, A # 0. Wowczas g jest
suriekcja na RU {—oo}. Zatem |[RU {—oo}| < |P(Q) \ {0}|. Na mocy Twierdzenia otrzymujemy:
IRU{—o0}| = |R|] oraz |P(Q) \ {0} = |P(Q)]. Stad |R| < |P(Q)|. Jednoczenie skoro |Q| = |NJ, to
P(Q)| = |P(N)| (patrz: Wniosek [12.6). Zatem |R| < |P(N)|.

Poniewaz |{0,1}"| = |P(N)| (stwierdzenie , to pozostaje wykazaé, ze |{0,1}] < |R| i za-
stosowaé Twierdzenie Cantora-Bernsteina. Rozwazmy funkcje f: {0,1} — R okreslona wzorem: dla
x € {0,1}N niech f(x) bedzie liczba rzeczywista, ktorej rozwiniecie dziesigtne, to 0, z(1) 2(2) (3) ....
Niech z,y € {0,1}N beda takie, ze 2 # y. Niech m = min{n € N: x(n) # y(n)}. Wowczas f(z) # f(y),
bo liczby te réznia sie na m-tym miejscu po przecinku. Zatem f jest roznowartosciowa i w konsekwencji

1{0, 1}N] < |R|. Twierdzenie Cantora-Bernsteina koticzy dowod. O
W dalszej czedci skupimy sie na innych przyktadach zbioréw mocy continuum i na wtasnosciach
zbioréw nieprzeliczalnych. Pamietamy, ze kazdy podzbiér zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczal-

nym. W przypadku zbioréw nieprzeliczalnych ich nadzbiory sa nieprzeliczalne.
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STWIERDZENIE 13.14. Zatdzimy, ze X jest zbiorem nieprzeliczalnym oraz X CY. Wowczas Y jest

nieprzeliczalny.

DowéD. Gdyby Y byl przeliczalny, to X jako jego podzbiér tez bytby przeliczalny. Zatem Y nie
jest przeliczalny. O

Kolejne wlasnosci sformutujemy w terminach zbioréw mocy continuum, gdyz te sa bardziej dla nas
interesujace (ogolna teoria tzw. arytmetyki liczb kardynalnych jest zbyt skomplikowana na ten moment,

ale zainteresowanych stuchaczy odsytamy do literatury uzupelniajacej).

TWIERDZENIE 13.15 (produkt zbioréw mocy continuum). Jesli X,Y sq zbiorami mocy continuum,

to ich produkt X x'Y rowniez jest mocy continuum.

DowoOD. Zalézmy, ze X,Y sa zbiorami mocy continuum. Wobec Twierdzenia [13.13| (korzystajac z
rownolicznosci |N| = |2N] = [2N — 1|), mamy |X| = [P(2N)| = |[{0,1}®N] oraz |Y| = |[P(2N - 1)| =
1{0,1}2N=1|. Wobec Stwierdzenia [10.10| mamy wigc:

X > Y] = [{0, 1} x {0, 1} = [{0, 1} = [{0, 1}] = [R| = c.
O
WNIOSEK 13.16. Dla kazdej liczby n € N przestrzen euklidesowa R™ jest zbiorem mocy continuum.

Naturalne wydaje sie pytanie, czy produkt wiekszej liczby zbioréw mocy continuum nadal jest

zbiorem mocy continuum.

TWIERDZENIE 13.17 (przeliczalny produkt zbioréw mocy continuum). Jesli X jest zbiorem takim,
ze | X| = |N|, to dla kazdego zbioru'Y mocy continuum mamy, ze zbior Y~ wszystkich funkcji z X do'Y

jest mocy continuum.

DowoOD. Wobec Twierdzenia |13.13| mamy, ze |Y| = |{0, 1}, czyli wobec Stwierdzenia |10.10)

YV = 1({0, 1} = {0, 1} = [{0, 1} = |R| = c.

Pojawia sie pytanie: czy nieprzeliczalnosé X jest rownowazna | X| < |R|? Oczywiscie nie.

UWAGA 13.18. Wobec Twierdzenia Cantora (patrz: Twierdzenie [12.1]) zbior P(R) jest nieprzeliczal-

ny oraz |R| < |P(R)|. Stosujac Twierdzenie Cantora wielokrotnie, otrzymujemy:

IR] < [PR)] < [P(P(R))| < [P(P(P(R)))| < ..
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Stad otrzymujemy nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 13.19. Zbiory nieprzeliczalne tworzq nieograniczony cigg wzgledem ich licznosci.

3. Hipoteza continuum

Rozréoznilismy dwie wazne grupy zbioréw (ze wzgledu na ich licznosé): te ktore sa przeliczalne (tj.
takie zbiory X, ze |X| < |N|) oraz te ktére sa mocy continuum (tj. takie zbiory X, ze |X| = |R|).
Przeprowadzmy teraz krotkie podsumowanie tego kawatka materiatu, ograniczajac sie tylko i wytacznie
do podzbioréw zbioru R. Uwazny czytelnik bez trudu zauwazyl, ze dla dowolnie wymys$lonego zbioru

A C R moglismy pokazaé, ze albo |A| < |N|, albo |A| = |R|. Nasuwa sie wiec nastepujaca hipoteza:

HipoTEZA. Dowolny zbior A C R jest albo przeliczalny, albo mocy continuum. Innymi stowy, kazdy

nieprzeliczalny podzbior R jest mocy continuum.

Okazuje sie — zaskakujaco! — ze hipoteza ta jest nierozstrzygalna w aksjomatyce Z F'C|, tzn. nie mozna
ani udowodni¢ jej prawdziwosci, ani falszywosci. Takie zdania mogg istnie¢ i wynika to z gtebokich
twierdzenn Godla o niezupetnosci. Powyzsza hipoteza nosi nazwe hipotezy continuum i oznaczana jest
symbolem (C'H). Wobec niezaleznosci zdania (CH) od aksjomatow ZFC kazde ze zdan (CH) albo
—(CH) mozna traktowa¢ jako dodatkowy aksjomat i tworzy¢ teorie na podstawie ZFC + (CH) albo
ZFC +~(CH).

Warto zapamietac, ze tego typu zdania istnieja i konsekwencjami dodawania ich (albo ich zaprze-

czen) do zestawu aksjomatow zajmuja sie matematycy specjalizujacy sie w teorii mnogosci.

UWwAGA 13.20 (bardzo wazne wiadomosci z trzynastego wykltadu). Podczas trzynastego wykltadu

dowiedzieliémy sie m.in.:

co to sa zbiory przeliczalne i poznaliémy przyktady takich zbioréw

co to sa zbiory nieprzeliczalne i poznaliémy przyktady takich zbioréw

co to sa zbiory mocy continuum i poznaliSmy przyktady takich zbioréw

co to jest hipoteza continuum.
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ROZDZIAL 14
Cialo i o-cialo

1. Cialo i o-cialo

DEFINICJA 14.1 (cialo zbioréw). Rodzine zbiorow S C P(X) nazywamy ciatem podzbioréw zbioru
X, jesli:
1.0eS
2. Jesi AcStoX\AeS
3. Jesli A, Be S to AUB € S.

PRZYKLAD 14.2. Niech X = {1,2,3}, rozwazmy S = {0,{1},{2,3},{1,2,3}}. Wowczas F jest

cialem podzbioréw zbioru X.

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze cialo zbioréw jest nie tylko zamkniete na branie dopelnienia

i sumy dwu elementéw, ale tez na inne skoriczone operacje mnogosciowe.

TWIERDZENIE 14.3 (wlasnosci ciala). Niech S C P(X) bedzie ciatem. Wowczas:
.Xes
. Jesli A, BeStoANBeS
. Niech n € N oraz A1, Ao, ..., A, € S wowczas AiNAsN...NA, €S

. Niech n € N oraz Ay, Ao, ..., A, € S wowczas Ay UAU...UA, €S
. Niech A,B € § wowczas A\ B € S.

S N R SN

Dowoéd powyzszego twierdzenia pozostawiamy jako zadanie.
Patrzac na Twierdzenie M(ZL.), mozna zastanawiaé sie, czy z definicji ciata wynika tez jego za-
mknietosé na nieskoriczone sumy (skoro wynika zamknieto$é na dowolnie dtugie skoniczone sumy). Oka-

zuje sie, ze nie. Ilustruje to nastepujacy przyktad:

PRzYKEAD 14.4. Niech X = Nirozwazmy S = {A C N: A jest skoriczony lub N\ A jest skoriczony}.
Latwo sprawdzi¢, ze S jest cialem podzbiorow zbioru N. Zarazem A, = {2n} € S dla kazdego n € N.
Przy tym A = |J A, = {2n: n € N} jest zbiorem liczb parzystych oraz A ¢ S, bo ani A, ani N\ A nie

neN
jest skoriczony.
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Wprowadzmy wiec nastepujaca definicje:

DEFINICIJA 14.5 (o-cialo zbioréw). Rodzine zbioréw S C P(X) nazywamy o-ciatem podzbiordw
zbioru X, jesli:
1.0eS
2. Jesli A S, to X\AeS

3. Jesli A1, Aq,... €S, to U A, €8S.
neN

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze o-ciato zbioréw jest nie tylko zamkniete na branie dopelnienia

i sumy ciggu elementéw, ale tez na inne operacje mnogosciowe:

TWIERDZENIE 14.6 (wlasnos¢ o-ciata). Niech S C P(X) bedzie o-ciatem oraz Aj, As,... € S.

Wowczas () Ap € S.
neN

Wtasnosci o-ciata, analogiczne do wtasnodci ciata, sa prawdziwe na mocy nastepujacej obserwacji:
OBSERWACJA 14.7. Kazde o-ciatlo podzbioréw zbioru X jest ciatem podzbioréw zbioru X.

PRZYKLAD 14.8. {0, X} oraz P(X) sa o-ciatami.
2. o-cialo generowane przez rodzine zbioréw

W tej sekcji skupimy sie na waznym zagadnieniu generowania o-ciata. Naszym celem, dla ustalone;j
rodziny F C P(X), bedzie formalna konstrukcja najmniejszego w sensie inkluzji o-ciala S C P(X)
takiego, ze F C S. Konstrukcje taka mozna przeprowadzi¢ od srodka — startujac z rodziny F doktadaé
do niej: dopetnienia, sumy wszystkich mozliwych ciagéw, dopelnienia, sumy wszystkich mozliwych
ciagow itd. Naturalne pytanie jest: czy ta droga prowadzi do czego$ sensownego?. OdpowiedZ na to
pytanie wymaga duzego aparatu matematycznego, sama za$ konstrukcja od srodka, choé¢ mozliwa, ma
dosé skomplikowany formalny.

Opiszemy wiec inng metode — z zewngtrz. Mianowicie spojrzymy na wszystkie o-ciala S, ktére maja
docelowa wtasnosé, i z nich skonstruujemy to najmniejsze.

Rozwazmy rodzine Z wszystkich o-cial S zawierajacych rodzine F.

UWAGA 14.9. Formalnie Z jest rodzina o-cial podzbioréw zbioru X, zatem jest rodzing rodzin
podzbioréw zbioru X. Skoro o-ciato S jest rodzina podzbioréw zbioru X, to S C P(X). W konsekwencji
S € P(P(X)). Idac dalej — Z jest rodzing o-cial, wiec Z C P(P(X)), czyli Z € P(P(P(X))). Stad

Z={SeP(P(X)): S jest o-cialem A F C S}.

Zatem na mocy aksjomatu wycinania Z jest zbiorem.
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TWIERDZENIE 14.10 (istnienie najmniejszego o-ciata). Niech F C P(X) bedzie ustalong rodzing
podzbiorow zbioru X. Niech Z bedzie rodzing wszystkich o-cial podzbiorow zbioru X zawierajgcych F.

Wowczas Z £ 0 oraz (2 ={A € P(X): (VS € Z) A € S} jest o-ciatem.

UWAGA 14.11. Do zbioru (] £ naleza te podzbiory zbioru X, ktore sa elementem kazdego o-ciata

zawierajacego JF.

DOWOD. Zauwazmy, ze skoro P(X) jest o-cialem oraz F C P(X), to P(X) € Z, czyli Z # (.
Pokazemy, ze (| Z jest o-ciatem:
Ad 1. Niech § € Z. Skoro S jest o-cialem, to () € S. Stad, z dowolnosci § € Z, mamy 0 € (| Z.
Ad 2. Niech § € Z i niech A € (| Z, wowczas A € S. W szczegdlnosei, skoro S € Z jest o-ciatem, to
z definicji X \ A € S. Stad, z dowolnosci S € Z, mamy X \ A € ) Z.
Ad 3. Niech § € Z i niech Ay, Ag, ... € (| Z, wowczas Ay, Ay, ... € S. W szczegdlnoscei, skoro S € Z jest
o-cialem, to z definicji |J A4, € S. Stad, z dowolnosci S € Z, mamy |J A, € (2.
Wobec powyzszego ﬁl} jest o-cialem podzbioréw zbioru X. e O
WNIOSEK 14.12. Niech F C P(X) bedzie ustalong rodzing podzbiorow zbioru X . Istnieje doktadnie
jedno o-ciato o(F) takie, ze F C o(F) oraz dla kazdego o-ciata Sy podzbioréw zbioru X zawierajgcego

F mamy o(F) C So, tj. o(F) jest najmniejszym w sensie inkluzji o-ciatem zawierajgcym F.

DowOD. Niech Z bedzie rodzing wszystkich o-cial podzbioréw zbioru X zawierajacych F. Wobec
Twierdzenia zbior () Z jest o-cialem. Niech o(F) =) Z. Z definicji rodziny Z mamy, ze F C S
dla kazdego S € Z, wiec tez F C o(F). Ponadto niech Sy bedzie o-cialem podzbioréw zbioru X
zawierajacym rodzine F. Wowcezas Sy € Z, wiec w szczegolnosci o(F) C Sp. Jedynosé o(F) wynika

z jedynosci elementu najmniejszego w czesciowym porzadku (2, C). O

DEFINICJA 14.13 (o-cialo generowane). Dla ustalonej rodziny F C P(X) podzbioréw zbioru X,

o-ciato o(F) nazywamy o-ciatem generowanym przez rodzine F.

PRZYKLAD 14.14. o-cialo zbioréw borelowskich w R definiujemy jako najmniejsze o-ciato podzbio-
row zbioru R zawierajace wszystkie przedzialy otwarte. Wobec powyzszej notacji Bg = o(G), gdzie

G ={(a,b) CR:a<b, a,b € R} jest rodzina wszystkich przedzialow otwartych w R.

STWIERDZENIE 14.15 (wlasnosci o-ciala generowanego). Zachodzq nastepujace wtasnosci:
1. Jesli F C P(X) jest o-ciatem, to o(F) = F. W szczegdlnosci o(o(F)) = o(F).
2. Jesli F C G, to o(F) Ca(G).
3. Jesli F C 0(G), to o(F) C a(G).
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DowoDp. Ad 1. Zalozmy, ze F jest o-cialem podzbioréw zbioru X. Wiemy, ze o(F) = (| Z, gdzie
Z jest rodzina wszystkich o-cial zawierajacych F. W szczegdlnosci F jest tez o-cialem i oczywiscie
F C F. Stad F € Z, wiec o(F) C F. Zarazem wiemy juz, ze F C o(F) zatem o(F) = F. Druga czes¢
tezy wynika z faktu, ze o(F) jest w szczegolnosci o-ciatem.

Ad 2. Zalézmy, ze F C G. Rozwazmy rodziny Zr, Zg wszystkich o-ciat zawierajacych odpowiednio
F oraz G. Zauwazmy, ze jesli S € Zg, to S € Zr, zatem Zg C Zr. Stad ( Zr C () Zg.

Ad 3. Zalozmy, ze F C o(G). Wowcezas wobec udowodnionej 2. mamy o(F) C o(o(G)), co wobec

udowodnionej 1. oznacza o(F) C o(G). O
Wykorzystamy Stwierdzenie w nastepujacej obserwacji:
OBSERWACJA 14.16. o-cialo Bg jest generowane przez przedzialy domkniete, tj. Bg = o(F), gdzie

F =A{la,b) CR: a < b, a,beR}.

Dowobp. Niech G = {(a,b) CR: a < b, a,b € R}. Wiemy, ze Br = 0(G). Zauwazmy, ze dla a,b € R
takich, ze a < b mamy:

L [a,b) = N (a—2,b+ 1), zatem [a,b] € 0(G)

neN
2. (a,0) = U [a—l—ﬁ,b—ﬁ], gdzie N € N jest tak dobrane, by a < a+an < b—ﬁ < b. Zatem
neN
(a,b) € o(F).

Wobec 1. mamy, ze F C 0(G), zatem wobec Stwierdzenia|l4.15/c(F) C 0(G). Podobnie wobec 2. mamy,
ze G C o(F), zatem wobec Stwierdzenia [14.15| 0(G) C o(F). Ostatecznie o(F) = o(G) = Bg. O

UWAGA 14.17 (bardzo wazne wiadomosci z pietnastego wyktadu). Podczas pietnastego wykladu
dowiedzieliémy sie m.in.:
e co to jest cialo i o-cialo podzbioréw zbioru X
e co to jest o-cialo generowane przez rodzine zbioréw

e co to jest o-cialo zbioréw borelowskich.
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ROZDZIAL 15

Aksjomat wyboru i Lemat Kuratowskiego-Zorna

1. Wokél Aksjomatu wyboru

Wyktad zaczniemy od przypomnienia niedokoriczonej konstrukcji z Wyktadu 12. - dowodu Twier-

dzenia o dychotomii (patrz Twierdzenie [12.10)):
TWIERDZENIE (twierdzenie o dychotomii). Dila dowolnych zbioréw X @'Y zachodzi alternatywa
| X| < Y| b Y] < |X|.

SZKIC DOWODU TWIERDZENIA O DYCHOTOMII. Celem dowodu jest konstrukeja maksymalnego pod-
zbioru f C X x Y, ktory jest funkcja roznowartosciows.

Ustalmy 21 € X oraz y; € Y izdefiniujmy zbior f1 = {(z1,y1)}. Jeslidom(f1) = X lubrng(f;) =Y,
to konstrukcja sie konczy. Jesli tak nie jest, to ustalmy zo € X \ dom(f;) oraz y2 € Y \ rng(f1)
i rozszerzmy funkcje fi do zbioru fo = {(x1,y1), (x2,y2)}. Znow, jesli dom(fz) = X lub rng(f2) =Y,
to konstrukcja sie koriczy. Jesli nie, to postepujemy tak dalej. W tym miejscu widaé, ze jesli ktorys ze
zbiorow X, Y jest skonczony, to po skonczenie wielu krokach konstrukcja sie zakoniczy. Jesli ktorys ze
zbioréow X, Y jest réwnoliczny z N, to zasada indukcji matematycznej pozwoli zakoriczy¢ konstrukcje.

Co jednak, jesli oba zbiory X,Y sg nieprzeliczalne? O

Zauwazmy, ze przyjmujac w naszej szkicowej konstrukecji nastepujace oznaczenie:
R ={f C X xY: fjest funkcja roznowartosciowa},

stworzyliémy obiekty fi, fo € R takie, ze fi C fo, zas celem gtéwnym dowodu jest wykazanie istnienia
w zbiorze R elementu maksymalnego wzgledem relacji inkluzji (maksymalnego podzbioru produktu
XxY bedacego funkcja réznowartosciowa). Ten element maksymalny okaze sie szukana w dowodzie
funkcja. Nim jednak dokoriczymy dowod twierdzenia o dychotomii, sformutujemy pewien dodatkowy
(bardzo silny) aksjomat, ktory pozwala tego typu konstrukcje (dluzsze niz zasada indukcji

matematycznej) prowadzié, i krotko przedstawimy jego znaczenie.

AKSJOMAT 8 (aksjomat wyboru, AC). Jesli P jest rodzing zbiordw niepustych, to istnieje taka
funkcja f: P — P, ze f(P) € P dla kazdego P € P.
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UWwWAGA 15.1. Funkcje f, ktorej istnienie postuluje AC, nazywamy funkcja wyboru rodziny P.

Potraktowanie aksjomatu wyboru w wyjatkowy sposob jest uzasadnione tym, ze postulat ten ma
odmienny charakter niz inne aksjomaty ZFC. Stwierdza sie w nim bowiem istnienie pewnego zbioru,
ale nie daje wskazowek, jak go skonstruowaé¢. W innych natomiast postulatach takie wskazowki sa,
np. aksjomat sumy okresla, w jaki sposéb zbudowaé¢ sume zbioréw: aby otrzymaé sume, nalezy wziaé
wszystkie elementy, ktore naleza do przynajmniej jednego sposréd zbioréw rozwazanej sumy. W zwiazku
z ta roznica dowody, w ktorych uzywa sie aksjomatu wyboru, nazywamy nieefektywnymsi. Interesujace
wydaje sie, ze aksjomat wyboru jest r6wnowazny nastepujacemu zdaniu: produkt kartezjarnski niepustych
zbiorow jest zbiorem niepustym. Twierdzenie to jest prawdziwe (nie wymaga aksjomatu wyboru)
w przypadku produktu skoiiczenie wielu zbioréw, jednak przypadek nieskoniczonego produktu wymaga
juz wskazania odpowiedniej funkcji wyboru — wymaga uzycia AC. Jak widzimy, nieraz intuicyjne fakty
istotnie korzystaja z mocy AC.

Niekiedy aksjomat wyboru formutuje sie dla rodziny P zbioréw parami roztacznych. Takze taka wer-
sja jest rownowazna tej sformutowanej przez nas. Okazuje sie — takich twierdzen (tzw. rownowaznikow
aksjomatu wyboru) jest w matematyce duzo wiecej i mozna by im poswieci¢ semestralny kurs.

W dalszej czesci przyjrzymy sie dwom réwnowaznikom AC, choé wspomnimy jedynie, ze sa to

konsekwencje aksjomatu wyboru (dowod drugiej implikacji mozna znalezé¢ w literaturze uzupeltniajacej).

2. Lemat Kuratowskiego-Zorna

Pierwsza konsekwencjg aksjomatu wyboru jest Lemat Kuratowskiego-Zorna. Twierdzenie to okaze
sie by¢ brakujaca cegietka w naszym dowodzie twierdzenia o dychotomii.

Wprowadzmy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 15.2 (lancuch). Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzqdkowanym oraz A C X.
Powiemy, ze A jest taricuchem, jesli wszystkie elementy zbioru A sq ze sobg pordwnywalne w sensie

relacyi <.

UwAGA 15.3. Oczywiscie jesli czesciowy porzadek < jest liniowy, to dowolny podzbiér zbioru X

jest tancuchem. Ponadto zawsze zbiér pusty jest laricuchem.

PRZYKEAD 15.4. Rozwazmy zbior P(N) i czesciowy porzadek bedacy relacja inkluzji C . Wowczas
zbior {(1,n) C N: n € N} jest taricuchem, bo dla n,m € N, jesli n < m, to (1,n) C (1,m).

Zarazem zbior {{1,2,3},{2,3,4}} nie jest laiicuchem, bo {1,2,3} ¢ {2,3,4} oraz {2,3,4} ¢
{1,2,3}.
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W dalszej czesci skupimy sie tylko na pewnym szczegbdlnym czesSciowym porzadku - mianowicie
na inkluzji. W ponizszej teorii istnieje przestrzenn na uogoélnienia w kierunku dowolnego czesciowego

porzadku, jednak pelna ogélnosé w tym momencie nie jest nam potrzebna.

TWIERDZENIE 15.5 (Lemat Kuratowskiego-Zorna). Niech X # () oraz R C P(X) bedzie niepustq
rodzing taka, ze suma dowolnego niepustego taricucha w (R, C) jest w R. Wowczas istnieje w R element

maksymalny.

UWAGA 15.6. Warunek narzucony na rodzine R oznacza, ze dla kazdego A C R bedacego taricuchem

wzgledem relacji C, mamy |JA € R.

DowOD LEMATU KURATOWSKIEGO-ZORNA. (w dowodzie méwiac faricuch, mamy na mysli an-

cuch wzgledem relacji C).

FakT 15.7 (Cwiczenie). Niech R C P(X). Zdefiniujmy rodzine
R={ACX:(3BeR) AC B}.

Jesli R spetnia zatozenia Lematu Kuratowskiego-Zorna, to rodzina R réwniei. Ponadto jesli Y C X

jest elementem maksymalnym w R, to jest tez elementem maksymalnym w R.

Niech X # () oraz R C P(X) bedzie niepusta rodzing taka, ze dla dowolnego taricucha A C R, mamy
JA € R. Bez zmniejszenia ogdlnosci, mozemy zaltozy¢, ze R jest zamknieta na branie podzbiorow.
W szczegolnosci wtedy ) € R.

Niech f bedzie funkcja wyboru dla rodziny P(X) \ {0}. Dla A € R oznaczmy:

A={zreX: Au{z} e R},

tj. zbidr tych elementéow zbioru X, o ktore mozna rozszerzyé zbior A, pozostajac w rodzinie R. Za-
uwazmy, ze w szczegolnosei, dla A € R oraz x € A mamy, ze AU {z} = A € R, zatem A C A.

Zauwazmy, ze M € R bedzie elementem maksymalnym w R wtedy i tylko wtedy, gdy M = M,
czyli gdy M\ M = 0. Rozwazmy funkcje g: R — R okreslong dla A € R wzorem:

AU{f(A\A)}, gdy A\ A+
A, gdy A= A.

9(4) =

Wystarczy wiec pokazaé, ze g ma punkt staly w zbiorze R, tzn. istnieje zbior A € R taki, ze g(A) = A.
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Zauwazmy, ze z definicji funkcji g mamy, ze A C g(A) dla kazdego A € R. Dodatkowo g(A) rozni sie
od A o maksymalnie jeden element f (121 \ A). Dla wygody redakcji wprowadzmy nastepujace oznaczenie
—rodzine 7 C R nazywamy wieza, jesli:

LO0eT
2. AeT=9(A)eT
3. Jesli A C T jest taicuchem, to |JA € T.

Oczywiscie T = R jest wiezg, wobec zalozenia.
FAKT 15.8 (¢wiczenie). Niech Z ={T C R : T jest wiezq}. Niech
To={ACX: (VT €Z2) AcT}

bedzie rodzing tych podzbiorow X, ktore nalezq do wszystkich wiez. Wowczas Ty jest wiezq oraz To C T

dla dowolnej wiezy T .

Mozna zdefiniowa¢ najmniejsza wieze Tg jako przeciecie wszystkich wiez w R. Pokazemy, ze Tg jest
taficuchem. Nazwijmy element C' € Ty poréwnywalnym, jesli dla kazdego A € 7y mamy C C A lub
A C C. Wystarczy wiec pokazaé, ze kazdy element 7y jest poréwnywalny (zauwazmy, ze oczywiscie
0 € To jest porownywalny).

Niech C € Ty bedzie poréwnywalny i niech A € Ty bedzie taki, ze A C C. Poniewaz C' jest porow-
nywalny oraz g(A) € Tp, to C C g(A) albo g(A) C C. W pierwszym przypadku A bylby wlasciwym
podzbiorem wtasciwego podzbioru g(A), co jest niemozliwe, bo A i g(A) r6znia sie maksymalnie o jeden
element. Stad, o ile istnieje A € Ty taki, ze A C C, to g(A) C C.

Niech teraz:

U={AeTy: ACCVy(C)C A},

U={AecTy: ACg(C)Vvg(C) C A},

tj. U' jest zbiorem elementéw poroéwnywalnych z g(C). Ponadto, skoro C' C ¢g(C), toUd C U'. Pokazemy,
ze U jest wieza.
Ad 1. Oczywiscie ) € U, bo § C C.
Ad 2. Niech A € Y. Mamy mozliwosci:
e A C C, wtedy wobec wczesniejszego, g(A) C C, wiec g(A) e U
o A=C, wtedy g(A) = g(C), wigc g(C) C g(A), tj. g(A) eU
e g(C) C A, wtedy skoro A C g(A), to g(C) C g(A), czyli g(A) € U.

Ad 3. Niech A C U bedzie taricuchem, woéwczas mamy mozliwosci:
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e jesli dla kazdego A € A mamy, ze A C C, to |JA C C, wiec JA elU
e jesli istnieje A € A takie, ze g(C) C A, to g(C) CJ A, wiec JA e U.
Wobec powyzszego U jest wiezg taka, ze U C Ty. Ale jednoczesnie Ty jest najmniejsza wieza w sensie
inkluzji, wiec U = Ty.

Stad, dla zbioru poréwnywalnego C' € Ty, i dla A € 7o = U mamy, ze A C C (i wtedy A C ¢g(C))
lub ¢(C) C A. Oznacza to, ze g(C) jest tez poréwnywalny.

Podsumowujac wiemy, ze:
e () jest porownywalny
e odwzorowanie g przeksztalca zbiory poréwnywalne na zbiory poréwnywalne.
Przy tym, jesli A jest taiicuchem zbioréow poréwnywalnych, to | A jest tez poréwnywalny. Ostatecznie
rodzina 7o zbiorow poréwnywalnych jest wieza, wiec To C To, tj. kazdy element 7y jest porownywalny.
Niniejszym 7o jest lanicuchem, wiec M = |J 7o € To. Przy tym g(M) C M oraz M C g(M). Zatem
M = g(M), co koniczy dowdd. O

3. Konsekwencje Lematu Kuratowskiego-Zorna

Pierwsza konsekwencja Lematu Kuratowskiego-Zorna jest mozliwos¢ dokoriczenia dowodu twierdze-

nia o dychotomii.
DowOD TWIERDZENIA O DYCHOTOMII. Rozwazmy rodzine:
R={fCX xY: f jest funkcja réznowartosciowa}.

Oczywiscie R # (0, bo np. ) € R. Niech A C R bedzie laiicuchem, tj. dla dowolnych f,g € A mamy
f Cglub g C f. Pokazemy, ze | JA € R, tj. ze h = |JA jest funkcja roéznowartosciowa. Ze | JA jest
funkcja, wynika z tego, ze A jest tanicuchem. Ponadto, jesli z,y € dom(|J.A), to istnieja f, g € A takie,
ze x € dom(f) oraz y € dom(g). W szczegolnoscei, skoro A jest taricuchem, to f C g lub g C f. Zalozmy
wiec, ze f C g, wtedy x,y € dom(g) oraz z roznowartosciowosci g mamy g(z) # g(y). Przy tym mamy:
W) = g(z) # 9(y) = hy).

Wobec powyzszego R spelnia zalozenia Lematu Kuratowskiego-Zorna, wiec w R istnieje element
maksymalny h € R. Zauwazmy, ze gdyby dom(h) C X oraz rng(h) C Y, to istnialyby 2 € X \ dom(h)
oraz y € Y \rng(h), oraz hU{(x,y)} bytaby dalej funkcja réznowartosciowa rozszerzajaca h, co przeczy
maksymalnosci h. Ostatecznie dom(h) = X lub rng(h) =Y. O

Lemat Kuratowskiego-Zorna niesie za soba wiele konsekwencji w réznych dziatach matematyki.

Wymienimy tylko kilka z nich (z czeScia z pewnoscia sie Panstwo zetkna lub zetkneli).
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Konsekwencje Lematu Kuratowskiego-Zorna:

1. Twierdzenie Hahna-Banacha w analizie funkcjonalnej (rozszerzanie funkcjonatow liniowych ciaglych)
2. Twierdzenie, ze kazda przestrzen liniowa ma baze
3. Twierdzenie Tichonowa w topologii (produkt przestrzeni zwartych jest przestrzenia zwarta)

4. Twierdzenie Zermelo (w kazdym zbiorze istnieje relacja dobrego porzadku).

4. Zbiory dobrze uporzadkowane

W poprzedniej sekcji wspomniana zostata jedna z konsekwencji Lematu Kuratowskiego-Zorna
w postaci twierdzenia Zermelo o dobrym uporzadkowaniu. Przez chwile skupimy sie na tym waznym

typem relacji.

DEFINICJA 15.9 (relacja dobrego porzadku). Relacje czeSciowego porzadku < w zbiorze X nazy-
wamy dobrym porzqedkiem, gdy w kazdym niepustym podzbiorze zbioru X istnieje element najmniejszy

wzgledem relacji < . Pare (X, <) nazywamy zbiorem dobrze uporzqdkowanym.

Zauwazmy, ze w warunku definicyjnym w kazdym niepustym zbiorze A C X ma istnie¢ element
najmniejszy (czyli w szczegolnosci porownywalny z kazdym innym elementem zbioru A). Pamietamy, ze
w zbiorach czeSciowo uporzadkowanych niekoniecznie wszystkie elementy musiaty byé poréwnywalne.

Okazuje sie jednak, ze zachodzi nastepujace:

STWIERDZENIE 15.10. Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzqdkowanym. Wowczas < jest linio-

wym porzqdkiem.

DowOD. Wystarczy pokazaé, ze kazdy dobry porzadek < w zbiorze X jest spéjny. Niech z,y € X
i rozwazmy (niepusty) zbior A = {z,y} C X. Wobec zalozenia, ze < jest dobrym porzadkiem, istnieje
w zbiorze A element najmniejszy. Jesli = jest tym elementem najmniejszym, to x < y. Zarazem, jesli y

jest tym elementem, to y < x. Ostatecznie x,y sa poréwnywalne, zatem < jest spdjna. Il

PrzykEAD 15.11. Rozwazmy klasyczng relacje < w zbiorze N. Wowczas oczywiscie w dowolnym
niepustym podzbiorze zbioru N istnieje element najmniejszy. Istotnie, niech A C N bedzie niepusty.
Przypusémy, ze w A nie ma elementu najmniejszego. Wowczas oczywiscie 1 ¢ A. Kontynuujac taki
spos6b rozumowania, mozna stwierdzi¢, ze skoro 1 ¢ A oraz w A nie ma elementu najmniejszego, to
2 ¢ A. Niech ng € N i zalozmy, ze 1,2,...,n9 ¢ A. Wowczas skoro w A nie ma elementu najmniejszego,
to ng + 1 ¢ A. Na mocy zasady indukcji matematycznej pokazalismy wiec, ze (Vn € N) n ¢ A zatem

A = (). To jest sprzecznosc. Ostatecznie (N, <) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym.
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Widzimy, ze w zbiorze N tatwo wprowadzié¢ relacje dobrego porzadku. Zauwazmy, ze poszukiwanie
pomystu na dobry porzadek w R jest raczej ktopotliwe. Okazuje sie jednak, ze zachodzi nastepujace

twierdzenie, bedace konsekwencja aksjomatu wyboru:

TWIERDZENIE 15.12 (twierdzenie Zermelo). Dla kazdego zbioru X istnieje relacja, ktdra jest relacjq

dobrego porzqdku w zbiorze X .

5. Istnienie bazy w przestrzeni liniowej

W tej czedci udowodnimy ostatnie twierdzenie.
TWIERDZENIE 15.13. Kazda przestrzen liniowa ma baze.

Zanim przystapimy do dowodu, przypomnimy kilka faktow z algebry liniowej. Niech X bedzie
przestrzenig liniowa nad ciatem R. Uktad wektoréw x1,xo,...,z, € X jest liniowo niezalezny, gdy dla
dowolnych liczb a4, as, ..., a, € R: jesli a1z + aszs + ... + anz, = 0, to a1 = ag = ... = a, = 0. Zbidr
L C X jest liniowo niezalezny, jesli kazdy jego skoniczony podzbidr jest liniowo niezalezny. Zbior B C X
jest baza, jesli jest liniowo niezalezny, oraz jest maksymalny, tzn. dla kazdego x € X \ B zbior B U {z}

nie jest liniowo niezalezny.

DowOD TWIERDZENIA O ISTNIENIU BAZY. Niech R = {L C X : L jest liniowo niezalezny}.

Niech £ bedzie taricuchem w R. Niech S = |J{L : L € L}. Pokazemy, ze S jest liniowo niezalezny.
W tym celu wezmy dowolny skoniczony podzbior {x1, xa,...,x,} € S. Wowczas istnieja L1, La, ..., L, €
L takie, ze x; € L;. Skoro L jest taiicuchem, to L; C L; lub L; C L; dla 1 <7 < j < n. Zatem istnieje
k takie, ze L; C L dla i <n. Stad x1,...,xy € L. Skoro Ly jest liniowo niezalezny, to uktad z1, ...,z
jest takze liniowo niezalezny. Z dowolnosci wyboru zbioru skoniczonego {x1, xa, ...,x,} C S, zbior S jest
liniowo niezalezny. Zatem S € R, czyli suma S tancucha £ jest w R.

Maksymalny element w R, ktéry istnieje na mocy Lematu Zorna, jest baza przestrzeni X. O
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zasada szufladkowa Dirichleta,
zbiér n-elementowy, [69]
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