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Wstep

Ze wstepu do Konstrukeji I [2]:
Pomyst i szczegdtowa koncepcja prezentowanego tekstu ,,Wybrane kon-

” sa wynikiem obserwacji stanu wiedzy

strukcje matematyki teoretycznej...
niezbyt licznej grupy studentéw matematyki studiow doktoranckich prowa-
dzonych od 2012 r na Wydziale FTIMS Politechniki t.6dzkiej. Absolwenci
matematyki, po studiach z réznych uczelni, prezentuja na ogét dos¢ zaawan-
sowana wiedze dotyczaca z zasady waskich dyscyplin matematyki, pojmo-
wanych jako odrebne i wlasciwie niezalezne — niepowiazane w istotny sposob
ze soba. Zasadniczym celem tekstu jest zatem pokazanie czytelnikowi wza-
jemnego przenikania wybranych, wskazanych w tytule dzialow matematyki
lokujacych sie w poblizu szeroko pojetej analizy matematycznej. Topologia,
teoria miary i calki oraz rachunek prawdopodobienstwa na $rednio zaawan-
sowanym poziomie stanowig w ramach matematyki na studiach politechnicz-
nych dos¢ klopotliwy material wyktadowy: dwie pierwsze dyscypliny — ze
wzgledu na wymagany witasciwy poziom abstrakcji, natomiast probabilisty-
ka — z uwagi na wyrazna i pilna potrzebe zastosowan, co skutkuje istotnymi
uproszczeniami w zakresie teorii. (...) Przygotowywane réwnolegle opraco-
wanie ,Konstrukcje II...” zaczyna si¢ od twierdzenia Radona—Nikodyma,
a konczy na ruchach Browna ogladanych takze z perspektywy miary Wie-
nera w przestrzeni funkeji ciagltych C(R).

Uktad prezentowanej wtasnie czytelnikowi drugiej czesci wielotematycz-
nej monografii pos$wieconej Konstrukcjom w Matematyce miedci sie¢ w na-
szkicowanych ramach. Spis treéci podpowiada jednak, ze w rozdziale 1 dwa
pierwsze podrozdzialy stanowia dodatkowe wprowadzenie — w zakresie po-
je¢ (i oznaczen) do elementarnej teorii miary i podstaw calki Lebesgue’a.
Terminologia i tres¢ twierdzen odpowiadaja w zasadzie wybranym podroz-
dzialom Konstrukecji I, ale nie sa tylko zapozyczeniem, co czytelnik znajacy
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pierwsza z monografii z pewnoscig zauwazy.

Podrozdzial obejmuje twierdzenia wiazane z nazwiskami Lebesgue’a
oraz Radona i Nikodyma, dotyczace wzajemnych relacji pomiedzy miarami
w tej samej przestrzeni mierzalnej. Umieszczenie calosci rozwazan w oma-
wianym rozdziale uzasadnia fakt, iz uzyskane zaleznosci przybieraja szcze-
gélnie czytelna postaé¢ dla calek. Wybrany sposéb prezentacji (i dowodu)
nie wymaga odwolywania sie do poje¢ bardziej ogblnych niz klasyczne poje-
cie miary. Jako szczegdlny, wazny w probabilistyce wniosek wyprowadzamy
stad twierdzenia o istnieniu warunkowej wartoéci oczekiwanej, scharakte-
ryzowanej jako relatywna calka — wzgledem ustalonego o—ciala ztozone-
go ze zbiorow mierzalnych. Wprawdzie naturalny zestaw zatozen przyjety
w podrozdzialach nie odwoluje si¢ do pojeé probabilistycznych,
uzyskane pod koniec rozdzialu warunkowe miary, czyli regularne rozkta-
dy warunkowe staly sie dla autora monografii jednoznaczna motywacja, by
zmieni¢ planowana wczesniej kolejnosé rozdziatow.

Rozdzial Rlkieruje teraz uwage czytelnika na wybrane konstrukcje specy-
ficzne dla Probabilistyki. Podrozdzial 2.1l przypomina podstawy (i nie tylko)
intensywnie wykorzystujac dostepne pojecia z teorii miary i catki. Czytel-
nik znajdzie tu zatem charakteryzacje zbieznosci wg. rozkltadéw, oméwienie
pojecia niezaleznosci o—cial, a takze szczegdltowe, korzystajace z poprzed-
nich podrozdziatéw definicje warunkowych rozktadéw zmiennych losowych
— w ujeciu wielowymiarowym.

Gléownym zaltozeniem przyjetym w podrozdziale jest niezaleznosé
zmiennych losowych o tym samym rozkltadzie. Tytulowe prawo wielkich liczb
jest dowodzone w wariancie silnym, a poprzedza je dowdd klasycznej alter-
natywy dotyczacej rozbieznosci prawie na pewno (zbieznosci do +00) ciagu
sum opisujacych btadzenie losowe — bez zalozen dotyczacych istnienia warto-
$ci oczekiwanej zmiennych. Po sprecyzowaniu pojecia proby losowej dowol-
nej zmiennej losowej prezentujemy podstawowe zastosowanie prawa wielkich
liczb dla estymacji — warto$ci oczekiwanej, wariancji i kowariancji rozwa-
zanych zmiennych. Klasyczne twierdzenie Gliwienki-Cantellego przyjmuje
w tym kontekscie rozszerzong postaé¢ obejmujaca takze szczegdlng zbieznosé
ciagu empirycznych funkcji kwantylowych. Podrozdziat konczy twierdzenie
O regularnej roznorodno$ci prob losowych stanowiace wprowadzenie do in-
tuicyjnej koncepcji losowosci ciggu danych.

Bardziej systematyczny opis konstrukcji zwiazanych z losowoscia danych
zawiera podrozdzial Omawiamy tu w szczegdlnosci klasyczna rodzi-
ne kongruencyjnych algorytmoéw generujacych ciagi liczb pseudolosowych.
7 kolei istotng dla wiarygodnosci ciagéw danych empirycznych losowosé
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poddaje prébie test runs Walda—Wolfowitza, ktérego uniwersalny charakter
podkresla twierdzenie Dla skonczonych danych empirycznych kon-
struujemy przykladowe drogi estymacji bayesowskiej wybranych rozktadow
parametrycznych. Podrozdzial konczy uklad twierdzen (i przykladéw) cha-
rakteryzujacych statystyki dostateczne.

Podrozdzial 2.4l zawiera szczegdly dwu konstrukeji prowadzacych w gra-
nicy do klasycznego rozkladu Gaussa — takze w wariancie wielowymiaro-
wym, w oparciu o pojecie wektora losowego typu Gaussa. Czytelnik znajdzie
tu réwniez stosowne twierdzenie graniczne dla rozktadu Walda—Wolfowitza,
a takze algorytmy Boxa—Mullera i Marsaglii symulujace rozktad normalny
na podstawie ciggu danych o rozktadzie jednostajnym.

Teraz, skoro mamy juz rozklad normalny, w podrozdziale formutu-
jemy i dowodzimy centralne twierdzenie graniczne — w oparciu o wlasno-
Sci transformaty znanej jako funkcja charakterystyczna rozktadu. Zbieznosé
rozwazanych wczesniej ciaggdéw zmiennych losowych i dystrybuant formalizo-
wana jest nastepnie jako zbieznos¢ w metryzowalnej przestrzeni rozktadow.

Wprowadzenie do proceséw stochastycznych omawia podrozdzial
Podajemy tu pochodzaca od Dooba konstrukcje redukeji przestrzeni funk-
cji rzeczywistych R®+ pozwalajaca na wyréznienie jako zbioru mierzalne-
go podprzestrzeni funkcji cigglych, co $écisle wiaze sie z problemem istnie-
nia cigglych trajektorii procesu. Ostabienie zalozen prowadzi do konstrukeji
przestrzeni D proceséw jednostronnie ciaglych.

Rozdzial po$wiecony probabilistyce konczy podrozdzial 27 w ktérym
znajdziemy jednoznacznos¢ i konstrukcje ruchéw Browna i miary Wienera
— wyrédzniajacej najbardziej prawdopodobne, typowe wlasnosci funkcji cia-
glych na pélprostej Ry — w tym ich nierézniczkowalno$é. Pochodzacy od
Kolmogorowa bardziej abstrakcyjny dowdd istnienia procesu Wienera uzu-
pelnia (niemal) jawna konstrukcja ruchu Browna zaproponowana przez Cie-
sielskiego. Rozdzial koniczy tw. graniczne Donskera bedace uniwersalnym,
ciaglym odpowiednikiem centralnego twierdzenia granicznego.

W rozdziale 3, ostatnim rozdziale prezentowanej monografii, wracamy
do catek — nie jest to jednak ,ogdlna teoria catki”. Rozdzial zawiera dwie
klasyczne (i czasem zapominane) koncepcje, w ktérych catka czyli miara
funkcji poprzedza miare zbioru. Konstrukcja catki pochodzaca od Daniella
i rozwinigta przez Stone’a stanowi tre$é¢ podrozdziatu Bl Punktem wyjscia
jest tu nieujemny, monotonicznie ciagly funkcjonal liniowy na wskazanej
kracie skoficzonych funkcji rzeczywistych. Zaréwno catka jak i mierzalnosé
funkcji wraz z miara zbiorow powstaja w oparciu o jednoznaczne rozsze-
rzenie wyjsciowego funkcjonatu. Omawiany podrozdziat zawiera takze cha-
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rakteryzacje funkcji catkowalnych w sensie Daniella i zbioréw pomijalnych,
czyli miary 0. W przypadku kraty spelniajacej dodatkowy warunek Stone’a
otrzymana w ten sposob catka Daniella—Stone’a jest pojeciem réwnowaznym
z catka Lebesgue’a — wzgledem miary Daniella—Stone’a

Koncepcja miary i catki Radona, rozwijana w podrozdziale B2, doty-
czy przestrzeni lokalnie zwartych i ma Scisty zwiazek z twierdzeniem Rado-
na o dualnosci, charakteryzujacym funkcjonaty liniowe i ciagle na prze-
strzeni funkcji (zespolonych) o zwartych nosnikach. Poniewaz nieujemne
funkcjonaly sa tozsame z caltka Lebesgue’a wzgledem miary regularnej na
o—pierécieniu zbioréw Baire’a, ostatni podrozdzial przedstawia konstrukcje
wiazaca takie wlasnie miary z regularnymi miarami borelowskimi w prze-

strzeniach lokalnie zwartych.

Zycze uwaznej lektury — Grzegorz Andrzejczak.



Rozdziat 1

Miary i catka Lebesgue’a

1.1 Elementy teorii miary

1.1.1 Przestrzenie mierzalne

Definicja 1.1.1. Niepustq rodzine T podzbiorow zbioru T nazywamy cia-
tem (lub algebra zbioréw), jesli jest zamknieta ze wzgledu na operacje do-
pelnienia oraz sumy zbiorow. Cialo T jest o—cialem, jesli jest zamkniete
ze wzgledu na przeliczalne sumy zbiorow. Podzbiory T nalezgce do ustalone-

go o—ciala s¢ zbiorami mierzalnymi.
Rodzine wszystkich podzbioréw zbioru T' bedziemy oznaczaé P(T).

Definicja 1.1.2. Dla dowolnego o—ciala T w zbiorze T pare (T, T) nazywa-
my przestrzenia mierzalna. Odwzorowaniem f: (S,8) — (T, T) przestrzeni
mierzalnych jest kazda funkcja f: S — T &/T—mierzalna, tzn. spelniajgca

f'Be®, dla BecX.

warunek

Zbiér pusty i — w tej konwencji — calta przestrzen sa mierzalne podobnie
jak przeliczalne przekroje zbioréw mierzalnych.

Stwierdzenie 1.1.3. Zlozenie f o g dowolnych odwzorowan mierzalnych
[:(8,6) = (1,%) ig: (R,R) — (S,8) jest R/T—mierzalne.
Przestrzenie i odwzorowania mierzalne stanowiq kategorie. U

Definicja 1.1.4. Dla dowolnej rodziny podzbiorow € C P(T) zbioru T,
najmniejsze o—ciato w'l zawierajgce € nazywamy o—cialem generowanym
przez € i oznaczamy przez or(C).
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Poprawno$é¢ definicji wynika z faktu, ze przekrdj dowolnej rodziny o—ciat
w T jest réwniez o—cialem.

Pojecie o—ciala jest relatywne — zalezy od otaczajacej przestrzeni. Wska-
zuje na to réwniez uzyty w oznaczeniu o7 (€) symbol przestrzeni T', w ktorej
rodzina € generuje o—cialo.

Definicja 1.1.5. o—cialem zbioréw borelowskich w przestrzeni topologicz-
nej (T, 7) nazywamy rodzine B, = or(T) generowang przez topologie. Pa-
re (T,B;) bedziemy nazywad borelowska przestrzenia mierzalna przestrze-
niT. W sytuacji, gdy topologia przestrzeni T wynika z kontekstu, korzystamy
z uproszczonego oznaczenia Br = B.

Podane wyzej definicje sa wzajemnie zgodne w odniesieniu do podprze-
strzeni, jesli przyjmiemy oznaczenie

C|A ={CnA; Cec} dla dowolnej rodziny zbioréw € (1.1)

i przestrzen mierzalna (A, T|A) bedziemy uwazaé za podprzestrzen prze-

strzeni (7,%), dla ACT.

Stwierdzenie 1.1.6. Dla dowolnej rodziny podzbioréw € wT i zbioru ACT

zachodzi rownosé
oA(C|A) = op(€)|A. (1.2)

W szczegdlnosci, B4 = Bp|A, jesli T jest przestrzeniq topologiczng,
a A C T podprzestrzenig.

Dowdd. Proste, klasyczne ¢wiczenie. O

Zakladajac, 7e rozszerzona prosta rzeczywista R = {—oc}URU {00} ma
naturalna topologie wyznaczona przez porzadek, przyjmujemy

Definicja 1.1.7. Odwzorowania ¥/Br—mierzalne z dowolnej przestrzeni
mierzalnej (T,T) w prostg R nazywamy skonczonymi funkcjami mierzal-
nymi na przestrzeni (T, %) (lub T—mierzalnymi). Za funkcje T—mierzalne
bedziemy uwazaé ogdlniejsze odwzorowania T/Bg—mierzalne T — R.

Stad — dwa analogiczne oznaczenia zbioréw: M(%) — dla przestrzeni
liniowej skonczonych funkcji mierzalnych i M(T) — dla zbioru wszystkich
mierzalnych funkcji na (7, %).

Cwiczenie 1.1.1. Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej (S, &) i dowolnej ro-
dziny zbioréw € C PB(T") odwzorowanie f: S — T jest /o (€)—mierzalne
wtedy i tylko wtedy, gdy f!A€ & dla A € €.
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Kazde odwzorowanie ciagle przestrzeni topologicznych f: .S — T jest
zatem Bg/Br—mierzalne, a mierzalnoéé funkcji rzeczywistej f: T — R
oznacza mierzalno$é przeciwobrazéw f~!(—oo,a) dla a € R.

Definicja 1.1.8. Produktem dowolnej rodziny {(S,,Ss)}aeca przestrzeni
mierzalnych nazywamy przestrzen

H (Sm Ga) = (H Saa ® 6(1)7 (13)
acA acA acA
w ktorej produkt kartezjariski [],c 4 Sa rozwazany jest wraz o—ciatem @, S,
generowanym przez przeciwobrazy w5 'Sy, a € A.

Zgodnie z [2| stw. 2.2.2] podana w definicji konstrukcja wyréznia produkt
w kategorii przestrzeni mierzalnych (i odwzorowan mierzalnych) i zapewnia
mierzalno$¢ wszystkich rzutowan mo: [[,c4 S0 — Sa-

Przyktad 1.1.2. Zbiér RT funkcji rzeczywistych okreglonych na (dowolnym)
zbiorze T # () posiada naturalnag topologie produktowq, w ktérej wszyst-
kie projekcje m: RT > f +— f(t) € R, t € T, sa ciagle. Jednakze, jedli
zbiér T jest nieprzeliczalny, kazda z funkcji f € RT wyznacza jednopunk-
towy zbior domkniety {f}, ktory nie jest zbiorem mierzalnym w produkcie
(R, Br)T = (RT,BL) zdefiniowanym przez slabszy warunek mierzalnosci
projekcji m,t € T (por. [2 podrozdz. 2.2.1]). Preferowane, produktowe
o—cialo

BL = o{m 1A; Ac By, t € R} (1.4)

zapewnia naturalna charakteryzacje mierzalnosci po wspotrzednych dowol-
nego odwzorowania X = (X;)ier: S — R utworzonego przez rodzine od-
wzorowan mierzalnych X;: (S,6) — (R,Br), t € T, i jest wykorzystane
np. w obrebie probabilistyki do opisu proceséw stochastycznych.

Jesli T jest zbiorem skonczonym lub przeliczalnym, przestrzen topolo-
giczna RT jest oérodkowa przestrzenia metryczna (metryzowalna), a pro-
duktowe o—ciato %]1715 jest tozsame z o—ciatem zbioréw borelowskich Bpr

2. Wn. 2.2.8].

Dla opisu sytuacji, w ktérych cata przestrzen jest ,zbyt duza”, by mozna
ja byto realnie mierzy¢, przydatne okazuja sie struktury spelniajace stabsze
lub alternatywne uklady warunkéw.

Definicja 1.1.9. Klasa (rodzina) zbioréw € C B(S) jest m—systemem, jesli
jest zamknigta ze wzgledu na skoriczone przekroje zbiorow, tzn.

A Be¢= ANBEecC.
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e Klasa zbioréw © C P(S) jest A—systemem w S, jesli zawiera S, a wraz
z kazdym zbiorem A € © zawiera dopelnienie S\ A, oraz jesli suma kazdego
wstepujgeego ciggu klasy O rowniez nalezy do ®.

Rodzina zbioréw ® C PB(S) o wlasnosci
ANB=0=— AUB€®, ACB=— B\Ae® (1.5)

dla dowolnych A, B € D, jest odpowiednio

e o—systemem, jesli kazda suma wstepujgcego ciggu klasy ® nalezy do D,
e ({—systemem, gdy przekroj kaidego zstepujocego ciggu klasy ® nalezy

do®.

Uwaga 1.1.3. W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ nieréwnowazne de-
finicje A—systemu jako rodziny zbioréw © C JB(S) zawierajacej S i spelnia-
jacej alternatywne w stosunku do podanych wyzej warunki

(i) A\ Be® dla A, B € ® takich, ze B C A, oraz (lub)

(ii) suma dowolnej przeliczalnej rodziny roztacznych zbioréw A, € D,
n € N, takze nalezy do ®.

Cwiczenie 1.1.4. Sprawdzié¢, ze rodzina zbioréw D C P(S) jest o—cialem
wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednoczesnie m— i A—systemem.

Definicja 1.1.10. Niepustq rodzine zbiorow D zamknietq wzgledem operacyi
sumy 1 roznicy zbiorow nazywamy pierscieniem. Pierscien ® jest o—pierscie-
niem, jesli jest zamkniety ze wzgledu na przeliczalne sumy zbioréw, a d—pier-
Scieniem, jesli jest zamkniety ze wzgledu na przeliczalne przekroje.

Stwierdzenie 1.1.11. (i) Rodzina zbiorow © C P(S) jest o—pierscieniem
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest jednoczesnie m— i o—systemem, a d—pierscie-
niem — gdy jest jednoczesnie m— i d—systemem.

(ii) Kazdy o—pierscien jest takze d—pierscieniem. Zardwno o—pierscien
jak i 0—pierscien jest o— ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera calg prze-
strzen. O

Definicja 1.1.12. Dla dowolnej niepustej rodziny zbiorow &, najmniej-
szy o—pierscien zawierajocy € nazywamy o—pierscieniem generowanym
przez € i oznaczamy o(€). Najmniejszy d—pierscien zawierajgcy € nazy-
wamy d—pierscieniem generowanym przez € i oznaczamy §(<).

Stosowana tu konwencja dotyczaca oznaczen nie jest w pelni zgodna
z powszechnie przyjeta stosowang wtasciwie tylko dla o—cial. Réwnosé

05(€) = o(€U{S}), jesli € C P(S),
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odpowiada intuicji, by dla prostszego i bardziej ogdlnego pojecia o —pierécie-
nia korzystaé z prostszego oznaczenia. Ani o —pierscien o(€) ani j—pierscien
0(€) nie zaleza od otaczajacej przestrzeni. Przypominamy za [2] tw. 1.2.13]
proste twierdzenie strukturalne

Twierdzenie 1.1.13. (i) Dila dowolnego o—pierscienia § w S takiego, Ze

z

S ¢ 3§, zachodzi réwnosé
05(F) =FUFC, gdzie T = {S\ C; C € ),

przy czym rodziny § 1 gt sq roztgczne. Co wiecej, nie istnieje para zbiorow
A€F iBegt taka, ze B C A.
(ii) Dla dowolnej (niepustej) rodziny € C P(S) zbior

F={A€c0s(®); Jcpce AC | Cn}
neN

jest o—pierscieniem o(€) generowanym przez €. W szczegdlnosci o— piers-
cieri o(€) jest o—cialem wtedy i tylko wtedy, gdy zbior S jest sumaq ciggu
zbiorow (Cyp)neny w €.

(iii) Jesli € jest 6—pierscieniem, to rodzina § utworzona z sum ciggow

wstepujgcych
§= {U Cn§ VneN CheCi(Cy,C CnJrl}

jest o—pierscieniem o(€) generowanym przez €. U
Podane wyzej pojecia taczy takze twierdzenie Sierpinskiego [2} tw. 1.2.12]:

Twierdzenie 1.1.14 (O monotonicznych klasach zbioréw). Niech € bedzie
dowolnym m—systemem w przestrzeni (zbiorze) S.

(i) nagmniejszy A\—system zawierajgcy € jest o—cialem og(<);

(ii) nagmniejszy o—system zawierajgcy € jest o—pierscieniem o(€);

(i) najmniejszy d—system zawierajgcy € jest §—pierscieniem 6(€). O

Pojecie —pierécienia ma raczej znaczenie techniczne, natomiast o—pier-
Scienie prowadza do naturalnych uogdlnien. Rozszerzajac definicje [L1.2]
przyjmujemy zatem

Definicja 1.1.15. Dowolng pare (T,F) ztozong ze zbioru T # () i o—pier-
Scienia § CP(T) bedziemy nazywaé przestrzenia polmierzalna.

Za odwzorowanie dwu przestrzeni potmierzalnych f: (S,8) — (T,5)
bedziemy uwazaé kazdg funkcje &/F—mierzalng f: S — T, czyli takg, ze
1§ c @.
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Przeciwobraz f~'§ = {f~'C; C € F} dowolnego o—pierscienia jest
zawsze o—pierécieniem. W szczegdlnosei, kazdy niepusty podzbior A C T
wyznacza podprzestrzen.

Definicja 1.1.16. Podprzestrzenia przestrzeni pélmierzalnej (T,§) jest do-
wolny podzbior ACT wraz z o—pierscieniem §|A:={ANC; C€F}.

Definicja podprzestrzeni zapewnia mierzalno$é¢ wlozenia t4: A — T nie-
zaleznie od tego, czy podzbiér A C T jest mierzalny (tzn. A € §), czy nie.
Korzystamy tu z oznaczenia ,,—” i nazwy wiozZenie przyjetych w nieco szer-
szym kontekscie, m.in. dla przestrzeni topologicznych.

Produkt przestrzeni polmierzalnych istnieje dla dowolnych przeliczal-
nych rodzin [2 par. 2.2.4].

Podazajac za Halmosem [9], przedstawiamy nieco ogélniejsza koncepcje

mierzalnosci funkcji rzeczywistych.

Definicja 1.1.17. Dla dowolnego o—pierscienia §, rozszerzong funkcje rze-
czywistg f okreSlong na zbiorze S O UT bedziemy nazywaé §—mierzalna,
jesli spetnia warunek

{z; fx)=2c}eF i {z; f(x)< —c} €F dlac>0. (1.6)
Zbiér funkcji §—mierzalnych bedziemy oznaczaé M(F).
Z warunku (L6]) wynikaja analogiczne, réwnowazne wlasnosci
{z; flx)>cteF 1 {u; f(x)<—c}eF dlac>0.

Cwiczenie 1.1.5. Sprawdzié¢, ze funkcja f: S — R jest §—mierzalna wtedy
i tylko wtedy, gdy jest §/Bp o} —mierzalna.

Stwierdzenie 1.1.18. Zbior M(F) skonczonych funkcji F—mierzalnych
jest przestrzeniq liniowq. Z dokladnosciq do naturalnego izomorfizmu, prze-
strzenn M(§) nie zaleZy od wspdlnej dziedziny funkcji §—mierzalnych. [

Wspomniany tu naturalny izomorfizm wiaze si¢ z faktem, iz poza zbio-
rem S) := J§ kazda funkcja F—mierzalna f jest rowna 01 w tym sensie sta-
nowi jednoznaczne rozszerzenie ograniczenia f|g,. Jesli § nie jest c—ciatem,
przeciwobraz f~1(0) ¢ § nie jest zbiorem mierzalnym.

Cwiczenie 1.1.6. Funkcja f: S — R jest F—mierzalna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest mierzalna wzgledem o—ciala og(§) generowanego przez §, a zbiér

{z; f(z) # 0} nalezy do §.
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Przyktad 1.1.7. Funkcji rzeczywiste na (dowolnym) zbiorze T # () moga
by¢ uwazane za mierzalne — o ile wspdlng dziedzine traktowaé jako prze-
strzen mierzalng i rozwazaé¢ wraz z odpowiednim o—ciatem lub o—pierécie-
niem. Dla ustalonej przestrzeni liniowej A C RT funkcji rzeczywistych na T
najwickszym takim o—cialem jest oczywiscie rodzina B(7") wszystkich pod-
zbioréw T, a najmniejszym o—pierscieniem — rodzina

A7 =o(AY),  gdzie A" = {f71[1,00); fEA}; (1.7)
w szczegblnosci zachodzi inkluzja A € M(A7).

Definicja 1.1.19. Rodziny zbioréw A° oraz oA=or(A!) nazywaé bedziemy
odpowiednio o—pierscieniem i o—cialem generowanym przez przestrzen A.

1.1.2 Czym mierzy¢ zbiory?

Definicja 1.1.20. Miara w przestrzeni (pol-)mierzalnej (T,§) nazywamy
kazdg przeliczalnie addytywng funkcje p: § — [0,00] réwng 0 na zbiorze
pustym (. Tréjke (T, F, u) nazywamy w tym przypadku przestrzenia z miara.

Definicja 1.1.21. Zbior mierzalny A nazywamy o—skonczonym (wzgledem
miary w), jesli jest sumaq ciggu zbioréw o mierze skonczonej. Miare i uzna-
jemy za o—skonczona, gdy istnieje zbior o—skonczony S € §, taki Ze dla
kazdego zbioru A€F zachodzi réwnosé pu(A\ S) = 0.

W analogiczny sposob definiuje si¢ miary skonczone — réwne 0 poza zbio-
rem o skonczonej mierze. Oczywiscie, miara na o—ciele w T jest skoniczona
(0 —skonczona) wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen T' ma miare skonczona

(odp. o—skonczona).

Przyktad 1.1.8. Podstawowa i raczej banalng miara skonczona jest miara
Diraca 6, o wartodciach 1 lub 0 zaleznie od tego, czy mierzony zbiér zawiera
ustalony punkt x. Nieco ogdlniejsza i niekoniecznie skonczona jest miara
zliczajgca ps (wzgledem zbioru S), dla ktérej

ps(A) = #(ANS),
a S jest ustalonym zbiorem mierzalnym. Indeks S réwny catej przestrzeni
pomijamy.

Uznajac za zdegenerowane zbiory mierzalne typu 0/oco, czyli zbiory
o mierze nieskonczonej niezawierajace podzbioréw o skonczonej mierze nie-
zerowej, przyjmujemy takze
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Definicja 1.1.22. Zbior A € T niezawierajgcy Zadnego zbioru typu 0/o00
bedziemy uwazaé za potskonczony wzgledem miary p.

Przestrzen z miarg (T, T, 1), a takZe samg miare p okreslong na o—pier-
sScieniu T nazywamy poédlskonczona, jesli dziedzina ¥ miary sklada sie wy-
tgcznie ze zbiorow potskonczonych.

Dla dowolnej przestrzeni z miara (T, T, u) przyjmujemy oznaczenia

f o f
T, ={A€T; u(A) <o}, oraz T :=0(%,) (1.8)
SLOC = {A S vCeﬁA(M(C) =00 — HBE‘I|CO<:U'(B) < OO)} (19)
dla §—pierscienia zbioréw o mierze skonczonej ‘Zf“ o—pierscienia zbioréw
o mierze o—skonczonej (o—skonczonych) %7, 1, odpowiednio, o—pierscienia
zbior6w o mierze polskonczonej (pdlskonczonych) Sifc D %Y.
Definicja 1.1.23. Dla dowolnej miary p w przestrzeni (T,%), skltadowa
o—skonczona bedziemy nazywaé miarg p”: TY — [0,00] na o—pierscieniu
zbioréw o—skoticzonych, bedacg ograniczeniem miary p do T C X
Ograniczenie p'°°: Sﬁfc — [0, 00] miary p do o—pierscienia zbioréw pol-
skonczonych jest pélskonczong sktadowa miary.
Naturalna wtasnosé lokalizacji dla réwnosci prawie wszedzie
f=9 = VYkes Ik =9Ik, (1.10)

prawdziwa dla funkcji f,gée M(Tffc), uzasadnia przyjete nizej wyrdznienie.
Definicja 1.1.24. Dla dowolnej przestrzeni z miarg (T,T, 1) podzbiory
M(T. ) = {f € M(T); {z € T; f(z) # 0} € T}
M(T, p) = M(T})

nazywamy odpowiednio zbiorem funkcji p—mierzalnych oraz przestrzeniq li-
niowq skonczonych funkcji y—mierzalnych.

Stwierdzenie 1.1.25. Jesli g: (S, 8)— (T, T) jest odwzorowaniem mierzal-
nym przestrzeni pétmierzalnych, to zlozenie g*: M(Z)> f +— foge M(S)
zachowuge funkcje skoriczone, a dla dowolnej miary pu w (S, &) wzdr

gepu(A) == p(gtA), dlaAeX (1.11)

okresla miare g.p w przestrzeni (T, T).
Dla miary pélskoriczonej zachodzi inkluzja g* M(T, g.uu) CM(S, 1), przy
czym

g M(T, gupr) — M(S, 1) (1.12)

jest homomorfizmem przestrzeni liniowych. U
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Definicja 1.1.26. Miare g.pu w przestrzeni (T, %) spelniajgcg warunek (LIT)
nazywamy miara indukowana (z p) przez odwzorowanie S/T—mierzalne
g: S — T. Homomorfizm g* nazywamy homomorfizmem indukowanym.

Definicja 1.1.27. Dla dowolnej miary p w (pol-)przestrzeni (T,T) i pod-
przestrzeni S CT takiej, ze T|S C T, za ograniczenie miary do podprzestrze-
ni S przyjmujemy obciecie u|lS = M’ﬁs-

Uwaga 1.1.9. Obliczenia zwiazane z miara korzystaja w istocie z jej cze-
Sci skonczonej, okreslonej na d—pierécieniu SL. Rola symbolu oo przyje-
ta dla oznaczenia granicy ciggu liczbowego lub sumy szeregu — wprawdzie
rozbieznego, ale w ,kontrolowany” sposéb — wynika z naturalnej monoto-
nicznosci rozwazanej operacji i oznacza warto$¢ wiekszg od kazdej liczby
rzeczywistej. Dla miary o—skonczonej mozemy zatem mowié o efektyuwnym
pomiarze calo$ci badanego zbioru — wlaczajac w proces pomiaru przeliczal-
ne ciagi skoriczonych operacji. Wyrdzniajac o—pierscien €7 zbioréw o mie-
rze o—skonczonej, traktujemy zbiory nalezace do dopelnienia ¥\ %7, jako
nieosiggalne, ktérych mierzalnoscé jest czesciowo deklaratywna, a formalna
miara jest z koniecznosci nieskonczona. Warunek ten dopuszcza do rozwazan
zbiory potskonczone (L9) i zwiazane z nimi prawie wszedzie skoniczone funk-
cje mierzalne o wlasnosci lokalizacji (LI0]), natomiast o—skonczona sktado-
wa miary definiuje catke Lebesgue’a i rozstrzyga o catkowalnosci funkcji
mierzalnych.

Stwierdzenie 1.1.28. Dowolna miara jest funkcjo addytywng i o — subaddy-
tywnq. Kazda miara pu jest monotonicznie ciagta (doki. potciagta) z dotu —
w sensie toZsamosci

PUken Ax) = lim pu(Ay) = Sup 1(Ak), (1.13)

dla dowolnego wstepugjgcego ciggu zbioréw mierzalnych (Ax)ken. Miara skon-
czona jest takze (pot-)ciagla z gory, tzn. analogiczna wlasnosé

ke Ak) =l p(Ag) = b p(Ag), (1.14)
zachodzi dla ciggow zstepujgcych — jesli p(Ay) < oo dla pewnego k € N. [

Uwaga 1.1.10. Zgodnie z [2] lem. 1.3.12], zaréwno ciaglo$¢ z dotu jak i cia-
glo$é z gory (dla przekroju () Ax = () jest takze warunkiem dostatecznym
o—skonczonosci miary addytywnej.

Podstawowa, klasyczna wtasno$é¢ dotyczaca zgodnosci miar o wspolnej
dziedzinie zawiera [2, tw. 1.3.14]:
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Twierdzenie 1.1.29 (O jednoznacznosci miar). Niech p bedzie miarg w prze-
strzeni mierzalnej (T, %), a € C ¥ — dowolnym m—systemem zloZonym ze
zbiorow o skoriczonej mierze. Dla kazdej miary v w (T, %) przyjmujgcej na
zbiorach rodziny € te same wartosci co p zachodzi réwnosc

w(A) =v(A) dla A€ o(C). O

W przypadku, gdy obie miary sg zupelne, réwnosé rozszerza si¢ takze
na pojmowane w opisany nizej sposéb uzupelnienie o—pierscienia o(€).

Definicja 1.1.30. Przestrzen z miarg (T, %, 1) i samg miare |1 nazywa-
my zupelna, jesli podzbiory dowolnego zbioru S € T o mierze pu(S) =0 sq
wszystkie zbiorami mierzalnymi (réwniez o mierze 0).

Dla dowolnej miary p: ¥ — [0,00] najmniejsze rozszerzenie do miary
zupelnej pc: T¢ — [0, 00] nazywamy jej uzupelnieniem. Przestrzer z miarg
zupelng (T, T¢, u°) jest wéwczas uzupelieniem przestrzeni (7, %, p).

Istnienie i jednoznaczno$¢ uzupelnienia miary precyzuje elementarne

Stwierdzenie 1.1.31. Dia dowolnej przestrzeni mierzalnej (T, %, p) ist-
nieje dokladnie jedna przestrzen z miarg zupelng (T, ¢, uc) okreslong na
o—pierscieniu zawierajgcym T ¢ takqg, zZe kazda miara zupelna bedgca roz-
szerzenitem miary p jest takze rozszerzeniem miary puC.

Uzupelnienie T¢ sklada sie ze zbiorow S C T, dla ktérych istniejq mie-
rzalne A, B € T takie, 26 AC S C B iu(B\A)=0. O

Przyktad 1.1.11. Na prostej R istnieje dokladnie jedna miara ¢ na o—ciele
zbioréw borelowskich Br spelniajaca warunek

lia,bl =b—a dla a,b € R, a < b,
czyli okreslona jako dtugosé dla skonczonych przedzialéw domknietych. Ten
sam symbol rezerwujemy takze dla miary Lebesgue’a bedacej jednoznacz-
nym uzupelnieniem miary ¢: Br — [0, 00].

Klasyczna konstrukcja miary Lebesgue’a [2, par. 1.3.2] wykorzystuje
analogiczny wzér dla miary przedzialéw postaci [a,b), a < b, rozszerzony
nastepnie do miary na pierscieniu ztozonym ze skonczonych sum przedzia-
téw domknieto—otwartych.

1.1.3 Co zapozyczamy od Carathéodory’ego?

W opracowanej przez Carathéodory’ego konstrukcji za punkt wyjscia przyj-
mujemy dowolng rodzine 2 > () zbioréw zawartych w ustalonej przestrzeni
(zbiorze) T oraz funkcje v: 2 — [0, 00|, bedaca wstepnym przyblizeniem
miary wybranych zbiorow.
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Definicja 1.1.32. Dla dowolnej funkeji v: 20 — [0, 00] takiej, ze v(0) = 0,
funkcje v*: P(T') — [0, 00] okreslong poprzez formule
V(B) =inf { Y v(An); Vaen AneA i BC|JA,} dla BCT, (1.15)
neN n
nazywac bedziemy miara zewnetrzna w T wyznaczona przez v. Zaktadamy
przy tym, Ze kresem gornym zbioru pustego (w przypadku braku stosownego
pokrycia zbioru B) jest nieskoriczono$é oc.

Definicja 1.1.33. Kazdg funkcje o—subaddytywng p: B(T) — [0, 00] spel-
niajgcq warunek p(0) = 0 bedziemy nazywad miara zewnetrzna Carathéo-
dory’ego lub — po prostu — miara zewnetrzna.

Uwaga 1.1.12. Réwnosé¢ v*(A) = v(A) dla wszystkich zbioréw A € A za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja v jest oc—subaddytywna. Miara
zewnetrzna v* wyznaczona przez funkcje v jest zawsze o—subaddytywna.
Kazda miara zewnetrzna jest zatem postaci (LI5), aczkolwiek sposéb otrzy-
mania konkretnej miary moze byé¢ odmienny.

Definicja 1.1.34. Dla dowolnej miary zewnetrznej i w zbiorze T podzbior
A C T jest p—mierzalny (w sensie Carathéodory’ego), jesli spelnia warunek

wWZNA) +pu(Z\A)=u(Z) dla kazdego podzbioru Z C T. (1.16)

W warunku Carathéodory’ego (LI6]) mozna sie ograniczy¢ do zbioréw Z
o skoniczonej mierze zewnetrznej — w przeciwnym wypadku odpowiednia
réwnosé (oo = 00) wynika z subaddytywnosci p. Co wigcej, prawdziwe jest

Stwierdzenie 1.1.35. (i) Dowolny zbior A C T jest mierzalny wzgledem

miary zewnetrznej v*: P(T) — [0, 00] wyznaczonej przez o—subaddytywng
funkcje v: A — [0, 00] wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek

v (BNA)+ v (B\A) <v(B) dlaBec.
(ii) Miara zewnetrzna v* wyznaczona przez dowolng miare v: § — [0, 00]

na pierscieniu § C P(T) jest jej rozszerzeniem, a wszystkie zbiory nalezgce
do § sq v*—mierzalne. O

Pora przywotaé takze — bez dowodu (por. [9], [18]) — klasyczne

Twierdzenie 1.1.36 (Carathéodory). Rodzina €,, wszystkich zbioréw mie-
rzalnych wzgledem dowolnej miary zewnetrznej p: P(T) — [0, 00| jest o— cia-
tem, przy czym ograniczenie miary zewnetrznej

pe = pile, s €4 — [0,00] (1.17)

jest miarg zupelng.
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Definicja 1.1.37. Dla dowolnej nieujemnej funkcji v okreslonej na nie-
pustej rodzinie podzbioréw zbioru T i réwnej 0 na zbiorze (), ograniczenie
ve miary zewnetrznej v* do o—-ciala €, = €+ bedziemy nazywad miara
Carathéodory’ego wyznaczona przez v.

Uwaga 1.1.13. m—system J, dla ktorego kazda z réznic A\ B, A,B €7,
jest skonczong suma roztacznych zbioréw z J, nazywamy pdlpierscieniem.
W takiej sytuacji rodzina Jj utworzona ze skonczonych sum zbioréw z J jest
pierScieniem, a kazda addytywna funkcja p: J — [0,00) rozszerza sie do
skonczenie addytywnej miary na J. Zgodnie z [2], tw. 1.5.12-1.5.13] zachodzi

Twierdzenie 1.1.38 (Hahn—Kolmogorow). Kazda o—addytywna miara p
na polpierscieniu J w przestrzeni T rozszerza sie do miary [ na o—ciele
or(J) D J. Miara i jest wyznaczona jednoznacznie, jesli T' jest sumgq prze-
liczalnej rodziny zbiorow z J. O

Pélpierscien zbioréw postaci A x B, gdzie A € &, B € ¥, jest takze
techniczna podstawa dla definicji i konstrukeji produktu miar w przestrze-
ni mierzalnej (S,8) x (T,%). Ogdlnie, dla dowolnych przestrzeni z miara
(Si, &4, 1), 1 < m, przyjmujemy

Definicja 1.1.39. Miara produktowa lub produktem miar o—skonczonych
iy i <n, nazywamy jedyng miare p w przestrzeni [[;<,,(Si, &;) spelniajocg
warunek

p(Ar - xAp) = pa(Ar) - .o pin(An), (1.18)

dla dowolnych zbioréw o skonczonej mierze A; € &;, 1 = 1,...,n. Produkt
miar bedziemy oznaczac pg Q@ -+ @ fiy.

Dodatkowy warunek podany w [2, tw. 2.3.11] i postulujacy, by rodzina
zbioréw o —skoniczonych dla p byl o—piericien @), <, &7, pozwala zrezygno-
waé z zalozenia o—skonczonosci miar.

Przyjmujemy oznaczenie £ = @), ¢ dla miary Lebesgue’a w R™.

1.1.4 Lokalnie skonnczone miary borelowskie

Definicja 1.1.40. Miara borelowska w przestrzeni topologicznej T nazywa-
my dowolng miare okreslong na o—ciele zbiorow borelowskich B.

Miare borelowskq uwaza sie za lokalnie skonczona, jesl kazdy punkt prze-
strzeni ma otoczenie o skonczonej mierze.

W przypadku przestrzeni euklidesowej mozemy si¢ spodziewaé bardziej
jawnej charakteryzacji miar.
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Definicja 1.1.41. Dla dowolnej lokalnie skonczonej miary borelowskiej p
na prostej R funkcje niemalejgcg Fj,: R — R takq, Ze p(a,b] = F,(b) —
Fy(a), dla dowolnych liczb a <b, nazywamy dystrybuanta (ang. cumulative
distribution function) miary pu.

Dystrybuanty miar na prostej charakteryzuje prawostronna ciagtosé:
F(z+) = inf {F(t); t>2} = F(x) dla z € R. Rozszerzajac [2, Tw. 1.3.20],
proponujemy
Stwierdzenie 1.1.42. (i) Zwigzek lokalnie skoriczonej miary u z jej dys-
trybuantq spelniajgcq dodatkowy warunek F,(0) =0 jest wzajemnie jedno-
znaczny:

w((0, z]), dla x > 0,
F,(z) =40, dla x = 0, (1.19)
—pu((z,0]), dlaz<O0.
(i1) Kazda prawostronnie ciggla niemalejgca funkcja F: R—R jest dys-

trybuantg miary p = Q0 indukowanej z miary Lebesque’a ¢ przez funkcje
kwantylowa okreslong wzorem

Q" (u) =inf{z e R; u < F(z)} dlau € (inf F,sup F). (1.20)

Dowdd. 7 monotonicznoéci F wynika, ze dla kazdego u € (inf F, sup F') zbior
{x; u < F(x)} jest przedziatem nieskonczonym o poczatku réwnym Q* (u).
Poniewaz prawostronna ciaglo$¢ zapewnia, ze jest to przedzial domkniety,

stwierdzamy roéwnowaznosé
Qf(u) <z <= u< F(z) dlaue (inf F,supF), z € R. (1.21)
Stad a<QF (u)<b<+= F(a)<u<F(b), a wicc
Hu; a<Q (u)<b} = (((F(a), F(b)]) = F(b)~F(a)
dla a<b, a,b € R. O

Dla miar skoficzonych za odpowiedni jednoznaczny ,,punkt zaczepienia”
przyjmuje sie najcze$ciej wlasnosé lim F(x) = 0 (zamiast F(0) = 0).
T——00
W ogdlniejszej sytuacji przyjmujemy zatem

Definicja 1.1.43. Dla p € N dystrybuanta skonczonej miary borelowskiej
w w RP nazywamy funkcje

p(@) = p((—o0, 1] x ... x(—00,2p]), dlax=(x1,...,2p)€RP. (1.22)
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Podstawowa wtasnos¢ dystrybuanty podaje

Lemat 1.1.44. Dla dowolnego niepustego p—wymiarowego przedziatu po-

staci A = (a1,b1]%x ... x(ap, by] zachodzi réwnosé

sA= Y sign(@F), (1.23)
cef{a1,b1}x...x{ap,bp}

gdzie znak sign(c) odpowiada parzystosci liczby indeksow i < p, dla ktorych

C; = aj.

Dla danej funkcji F': R? — [0, 1] i dowolnego otwarto-domknietego prze-
dzialu A C RP naprzemienna sume stojaca po prawej stronie réwnosci (L.23])
oznacza sie symbolem A 7 F.

Twierdzenie 1.1.45. Funkcja F: RP — [0,1] jest dystrybuantq skoriczo-
nej miary borelowskie; w RP wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujgce
warunki:

(i) F jest niemalejgca ze wzgledu na kazdg ze zmiennych.

(ii) limg, oo F'(z) = 0 dla kazdego i < p, limg .o F(x) < o0.

(iii) F(x) = limy\ , F(y) dla kazdego & € RP, gdzie zbieinos¢ ogranicza
warunek y; > x; dla kazdej wspolrzednej i < p.

(iv) A4F > 0 dla kazdego otwarto-domknietego przedzialu A C RP.

Dowdd. Wazne przegladowe ¢wiczenie z teorii miary. Monotonicznosé (i)
jest prosta konsekwencja nieréwnosci (iv) 1 wlasnosei (ii). O

Struktura zbioru punktéw cigglosci p—wymiarowej dystrybuanty F), jest
bardziej skomplikowana niz w przypadku 1—wymiarowym. Niewatpliwie,
dla kazdej wspotrzednej ¢ < p wérdd hiperplaszezyzn

H ={z R’ z;=c}, ccR, (1.24)

co najwyzej przeliczalna podrodzina ma miare p(H?) > 0. Wtasnosé ta jest
wykorzystywana w kolejnym podrozdziale — w kontekscie stabej zbieznosci.

Stwierdzenie 1.1.46. Dystrybuanta F),, dowolnej skoriczonej miary bore-
lowskiej w RP jest ciggla poza sumq przeliczalnej rodziny hiperplaszczyzn

(@C24), dia ktérych p(HY) > 0.

Dowdd. Zalézmy, ze punkt z = (x1,...,z,) nie nalezy do zadnej z wyr6z-
nionych hiperptaszczyzn, a mimo to funkcja F), jest nieciagta w x. Oznacza
to istnienie ciagu (yn)nen zbieznego do x i takiego, ze F, (x) — F,(yn) - 0.
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Przechodzac ewentualnie do podciaggdéw mozemy zalozyé, ze kazdy z ciagbéw
utworzonych przez kolejne wspotrzedne y,,; — x; miesci sie w jednym prze-
dzialéw (—o0, x;) lub [x;, 00), dla i < p. Zmieniajac odpowiednio numeracje

zmiennych zakladamy zatem, ze dla pewnego k < p zachodza nieréwnosci
Ynl < X153 Ynk < Thy Ynk+1 2 Thtls-- - Ynp = Tp

dla wszystkich n € N, przy czym oczywiscie F),(z) — Fj,(yn) - 0. Przyjete
oznaczenia i nieréwnosci pozwalaja na oszacowanie

‘Fu(x) _Fu(yn)| < ‘Fll«(x)_Fﬂ(xl"'xkayn,k+1"'yn,p)|
H Fu(@1 o ko1, Thy Yndot1 - - - Ynp) — Fu(@1 oo Tt Unke -+ - Ynp)|
+eeet |Fu($1ayn2 . --yn,p) - Fu(ynlaynQ . --yn,p)‘

S 2 <& <yni dlai>k} + p{& v <& <ai}
do o &y <& <ar} — 0+ p(HE ) + -+ p(HL) =0.

Otrzymana sprzecznos¢ wyklucza niecigglos¢ funkeji F), w punkcie z. [

W punktach nieciaglosci (i — oczywiscie — w punktach ciaglosci) dystry-
buanta F' miary g ma peten zestaw granic lewostronnych zdefiniowanych
jako stosowny kres gérny:

F(ooty— o tiy—,..) = sup F(o. .ot .. (1.25)

, , i1 » Vg
til <tiy ’”"tik <tik

dla dowolnych podzbioréw indekséw 1 < i1 < ... < 1 < p i dowolnych
t= (ti)igp € RP.

Cwiczenie 1.1.14. Sformutowaé (i wykaza¢) analogiczny do (L23) wzér
na miare p(A) dowolnego p—wymiarowego przedzialu A = J; x ... x J,.
Wzoér powinien wykorzystywaé¢ lewostronne granice dystrybuanty F' w tych
przypadkach, gdy multiindeks ¢ = (c1,...,¢p) korzysta z prawego konca
¢; = b; przedzialu prawostronnie otwartego lub — z lewego konca ¢; = a;

przedziatu lewostronnie domknigtego.

1.1.5 Staba zbiezno$¢ w przestrzeni miar

W zbiorze wszystkich miar skoniczonych okreslonych w ustalonej przestrzeni
mierzalnej (M, ) dowolna liniowa kombinacja miar o nieujemnych wspél-
czynnikach jest takze miarg. Przestrzenie rozszerzajace te strukture i obej-
mujace uogoélnienia miar badane sa — w réznych aspektach — w dalszych
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rozdziatach kursu, w szczegélnosci w ramach teorii Lebesgue’a—Radona—
Nikodyma. Przypadek miar borelowskich, gdy M jest przestrzenia topolo-
giczna i M=DB,,, rozwijany jest dla miar Radona w rozdziale B2l a w obre-
bie probabilistyki — dla rozkladéw zmiennych losowych. Stosowna topologia
w przestrzeniach skoniczonych, znormalizowanych miar borelowskich opiera
sie na tzw. stabej zbieznoéci ciagu miar, co w klasycznych kursach oznacza
zbieznos¢é ciggu catek Lebesgue’a. Proponujemy bardziej elementarne podej-
Scie — bez odwolywania si¢ do niedostgpnego w tym miejscu (jeszcze) pojecia
calki, z wykorzystaniem regularnosci (L26]). Przytaczamy za [2, par. 1.4.3]
specyficzny uklad wtasnosci, jakie rozwazana rodzina miar ma w przestrze-
niach metrycznych.

Twierdzenie 1.1.47 (Regularno$¢ miar borelowskich). Niech p bedzie do-
wolng lokalnie skonczong miarg borelowskq w przestrzeni metrycznej M.
(i) Jesli M jest suma ciggu zbioréw otwartych o skornczonej mierze, to

w(A) = inf p(U) = sup u(F) dla A € By, (1.26)
AcU FCA

gdzie U przebiega rodzine wszystkich nadzbioréw otwartych A, a F' — rodzine
podzbiorow domknietych.

(ii) Jesli M jest ponadto osrodkowq przestrzeniq zupelng, to takze

u(A) = sup p(K) dla A € By, (1.27)
KCA
gdzie K przebiega rodzine podzbiorow zwartych. O

Zalozenie podane w (i) spelnione sa, w szczegélnosci, gdy miara p jest
skonczona lub gdy przestrzen M jest osrodkowa. Temat regularnosci miar
borelowskich wraca w koncowej czeSci niniejszej monografii w podrozdzia-

le 3.3l

Definicja 1.1.48. Niech (M,d) bedzie dowolng przestrzenig metryczng.
Ciqg skoriczonych miar borelowskich (pn)nen nazywamy stabo zbieznym do
miary borelowskiej i, co zapisujemy jako (., — p, jesli spetnia warunki

e liminf, u,(U) > w(U), dla podzbioréw otwartych U C M (1.28)
e limsup,, un(F) < u(F), dla podzbioréw domknietych F' C M. '

Z warunkéw (L28]) wynika zbieznosé p, (M) — (M), a dla miar o stalej
wartosci u(M )= p, (M) < oo podane warunki sa réwnowazne. Brak réwnosci
w (L28]) oznacza, ze sprawdzenia wymaga pozadana jednoznacznosé¢ miary
granicznej.
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Definicja 1.1.49. Zbior borelowski C' C M nazywamy zbiorem ciaglosci
miary p: By — [0,00], jesli u(0C) = 0.

Przypominamy, ze dC = C'\ int(C) oznacza brzeg dowolnego zbioru
C € B ). Z wlasnoéci operatora 0 wynika, ze zbiory ciaglosci miary tworzg

cialo — na tyle duze, ze z poréwnania p(int C) i p(C) wynika

Stwierdzenie 1.1.50. Zbicinos¢ p, — p zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

Jim 41, (C) = p(C), (1.29)
dla kazdego zbioru cigglosci C miary p. O

Twierdzenie 1.1.51. Niech (M,d) bedzie osrodkowq przestrzenig metrycz-
ng, a p dowolng skonczong miarg borelowskq w M.

(i) W przestrzeni M istnieje przeliczalna baza utworzona z kul otwartych
bedgcych zbiorami cigglosci mary .

(ii) Dla dowolnej przeliczalnej bazy U topologii w M zlozZonej ze zbioréw
cigglosci miary p i dowolnego ciggu skonczonych miar borelowskich (fin)nen
w M

pn — 1 <= pp(U) = p(U) dla U € U {M}, (1.30)

gdzie sl ={Vin...NVy; Vi,...,V,, € U,n € N} jest m—systemem genero-
wanym przez baze V. O

Dotaczona do 4 przestrzen M moze by¢ traktowana jako przekrdj skon-

czonej pustej rodziny zbioréw z bazy.
Dowéd. Cwiczenie — por. [2 tw. 1.4.30]. O

Poniewaz dla dowolnej funkcji ciagtej h: M — N przeciwobrazy zbioréw
otwartych sa otwarte, a domknietych — domkniete, zachodzi

Stwierdzenie 1.1.52 (Twierdzenie o odwzorowaniu dla miar). Ciggle od-
wzorowanie h przestrzeni metrycznej (M,d) w przestrzeri (N, p) zachowuje

stabg zbiezno$¢ ciggu miar, tzn.
[, = b = Tpi, = Dt
dla dowolnych skonczonych miar borelowskich pi, pin,mn € N, w M. ]

W przypadku skonczonych miar borelowskich w RP przyjmujemy
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Definicja 1.1.53. Dla dowolnego p € N ciqg p—wymiarowych dystrybuant
(Fy)nen nazywamy stabo zbieznym do dystrybuanty F, co zapisujemy

F, —F,

jesli jest zbieiny w kazdym punkcie cigglosci funkcji F.

Ograniczenie zbieznoéci do punktéw ciaglosci wyjasnia np. fakt, iz dla
kazdego ciagu (¢ )nen zbieznego w RP do 0 i dowolnej dystrybuanty F' sta-
ba zbiezno$é¢ F (- + ¢,) — F pozwala omija¢ punkty, w ktérych nieciagtosé
implikuje brak zbieznosci punktowej. Przypominamy, ze zbiér punktéw cig-
glosci dystrybuanty jest gesty (stw. [[I1.Z0]), a jego dopelnienie zawiera sie
w sumie przeliczalnego zbioru hiperptaszczyzn.

Twierdzenie 1.1.54 (O réwnowaznej zbieznosci). Dowolny cigg rozkladéw
prawdopodobieristwa (fin)neny w RP jest stabo zbiezny do rozkladu p wtedy
i tylko wtedy, gdy ciqg dystrybuant F, := F,, jest stabo zbieiny do F,,, tzn.

pn —p = F,—F,.

Dowdd. =" Jedli funkcja F), jest ciggla w x = (z1,...,xp), to dla zbioru
domknietego A = (—o0,z1] X ... X (=00, zp] zachodzi réwnosé

p(A) = p((—o0,z1) X ... x (—00,2,)) = p(int A),

a wiec n(0A)=01 F,(z)=pn(A) — p(A)=F,(x).

»<=" Przyjmujac zgodne z (L24) oznaczenie D; = {¢; u(H.) > 0}, roz-
igp(ai, bi], gdzie a;,b; ¢ D; dla wszyst-
kich i < p. Z zalozenia wynika, ze poszczegdlne sktadniki sumy A4 F, daza
do AsF),, a zatem p,(A) — p(A), zgodnie z (L23). Poniewaz dopelnie-
nia R\ D; sa zbiorami gestymi, kazdy zbiér otwarty U C RP jest suma

wazmy dowolny zbidér postaci A =[]

U = Uren Ak co najwyzej przeliczalnej rodziny rozlacznych przedzialéow

rozwazanej postaci. Nieréwnosci

k<m
prowadzg w granicy do oszacowania
liminf 1, (U) > ) p(Ay) dlam €N,
k<m

a to implikuje staba zbieznos¢ ciagu miar. O
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1.2 Catka Lebesgue’a

1.2.1 Podejscie aksjomatyczne

Pojecie calki jest $ciSle zwiagzane z definicja dziedziny — przestrzeni lino-
wej skonczonych funkcji catkowalnych. Jako wprowadzenie przypominamy
zatem

Definicja 1.2.1. Funkcjonal liniowy x: A — R okreslony na przestrzeni
liniowej ACRT nazywamy nieujemnym, jesli x(f) >0 dla wszystkich f>0.

Funkcjonal nieujemny jest takze monotoniczny, tzn. f<g = x(f)<x(g)-

Definicja 1.2.2. Przestrzen liniowa A zloZona z funkcji rzeczywistych okre-

Slonych na ustalonym zbiorze T jest krata, jesli spelnia (réwnowazne) wa-

runki max(f,g) € A i min(f,g) € A dla f,g € A.
Wiasno$c¢ kraty jest rownowazna implikacji
feA=fTf €A (1.31)

dla cze$ci dodatniej fT = max(f,0) i czedci ujemnej f~ = max(—f,0)
dowolnej funkcji mierzalnej, przy czym prawdziwe sa zaleznosci

f=fT"—f i |fl=f"+f dafecA (1.32)

Twierdzenie 1.2.3 (O calce Lebesgue’a [2, tw. 3.1.4]). Niech (T, %, u) be-
dzie dowolnqg przestrzeniq z miarg. Istnieje dokladnie jeden nieujemny funk-
cjonal liniowy [dp: Z(T,pu) — R, f— [fdp, o dziedzinie (T, n) C M(X)
stanowigceej krate w przestrzeni skoriczonych funkcji mierzalnych, spetniajg-
cy warunki:

(i) Przestrzen Z(T, ) zawiera wszystkie funkcje charakterystyczne zbio-
row o skoriczonej mierze — i tylko te, tzn.

la€eI(T,p) <= pn(A) <oco dla Ae¥. (1.33)

Jesli miara zbioru A € T jest skoriczona, to [1adu = u(A).

(ii) [Monotoniczna ciaglo$é] Dia kazdego monotonicznego ciggu (fp)nen
w Z(T, ), takiego zZe ciqg ([ fndp)nen jest ograniczony, jezeli granica f =
lim,, oo fp jest funkcjq skoniczong, to fE€Z(T, 1) i zachodzi réwnosé

/f dp = nlLHOlO /fnd,u. (1.34)

(iii) [Warunek Stone’a] Jesli f€Z(T, p), to réwniez min(f, 1) €Z(T, u).
Jesli miara p jest o—skoriczona, jednoznaczno$é funkcjonalu [du zapew-
niajq warunki (1)—(ii). O
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Definicja 1.2.4. W przestrzeni z miarg (T, %, 1), catka Lebesgue’a wzgle-
dem miary p nazywamy funkcjonal liniowy [dp: Z(T,u) — R scharakte-
ryzowany jednoznacznie w twierdzeniu [L2.3. Skonczone funkcje mierzal-
ne tworzqce przestrzen I(T,p) nazywamy catkowalnymi lub, dokladniej,
p—catkowalnymi.

Znaczenie warunku Stone’a (iii) przybliza

Lemat 1.2.5. (i) Dla dowolnej nieujemnej funkcji mierzalnej f € M(T)
i liczby ¢>0, cigg funkcji mierzalnych

fn =min(n(f — cmin(c 1 f,1)),1), n €N,

jest niemalejgcy, ograniczony z gory przez ¢~ f i dgiy do funkcji charakte-
rystycznej zbioru {z; f(x)>c}.

(ii) Jesli funkcja f jest u— calkowalna, to dla kazdej liczby ¢ > 0 zachodzi
nierownosé

plas 1f@)] > e} << [1f]du

Dowdd. Cwiczenie. Sprawdzié, ze

0 gdy 0 < f(z) <c
fu(z) = n(f(x) —c) gdy c< f(z) <c+ 4
1 gdy ¢+ 5 < f(2),
dlax €T, neN. O

Whiosek 1.2.6. Zachodzi inkluzja Z(T', ) C M(%7), tzn. dla kaZdej funkcji
u—catkowalnej f zbior {f # 0} ma miare o—skoriczong. O

Zgodnie z [2, Stw. 3.1.9] dodatkowe, slabsze zalozenie p—mierzalnosci
funkeji p—caltkowalnych, w postaci

I(T, ) C M(T, ) = M(T°),

pozwala ograniczy¢ warunki charakteryzujace catke Lebesgue’a do (i)—(ii).

Pominiete tu szczegdly dowodu (i klasyczna konstrukeja caltki) kieruja
nasza uwage na problemy zwiazane z nieskonczona miarg zbioréw lub nie-
ograniczonymi warto$ciami catkowanej funkcji. Jako ¢wiczenie proponujemy
zatem wykazaé

Stwierdzenie 1.2.7. Dla dowolnej miary pu przestrzen funkcji p— cathowal-
nych zawiera wszystkie ograniczone funkcje mierzalne, rowne 0 poza zbiorem
o mierze skonczonej. O
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Uprzedzajac stosowne konstrukcje, catkq Lebesgue’a wzgledem miary p
nazywamy takze opisane w twierdzeniu [[2.17 jednoznaczne rozszerzenie
funkcjonatu [dy na nieujemne funkcje mierzalne zawarte w M(T), oraz
funkcjonal (L4T) okreslony dla klas réwnowaznych funkcji catkowalnych.

Uwaga 1.2.1. Z twierdzenia[[L23]wynika, ze przestrzen funkcji u—catkowal-
nych zawiera przestrzen funkcji prostych P(T, u), czyli podprzestrzen linio-
wa generowana przez funkcje charakterystyczne zbioréw mierzalnych o mie-
rze skoniczonej. Monotoniczna ciagtosé

P(T,p) > fo /' f € P(T, 1) = il fn) — i(f)- (1.35)

zgodnego z (i) rozszerzenia miary do funkcjonatu fi: P(T, u) — R, prowadzi
do kolejnego rozszerzenia — na zbior Mi_ = M+(SZ) nieujemnych funkcji
T —mierzalnych osiggalnych z P(T, p). Przestrzen funkcji p—caltkowalnych
powstaje zatem jako specyficzne domkniecie przestrzeni funkcji prostych —
w przestrzeni liniowej M (7).

W odniesieniu do konkretnej funkcji f > 0 osiagalnosé oznacza o—skon-
czono$é¢ zbioru {f > 0}. Istotnie, jesli dla nieujemnej funkcji mierzalnej
f: T — [0,00] istnieje wstepujacy ciag zbioréw o skonczonej mierze T,, € T,
n €N, sumujacy sie do zbioru { f > 0}, to f jest granica niemalejacego ciagu
funkcji prostych, np.

n-2"—1
fon=> on et B <p@y<msty T Yeenynep@y /7 fr (1.36)

m=0

dla n — oo. Odwrotna implikacja jest oczywista i wynika z tozsamosci

{f >0} = Up{/fn > 0}, jesli tylko fn 7 f.

1.2.2 Whnioski, konsekwencje...

Bezposrednio z twierdzenia [[L2.3] wynika

Whiosek 1.2.8. Jesli miara v w przestrzeni (T, ) jest rozszerzeniem mia-
ry p okreslonej w (T, %), tzn. T C § i zachodzi réwnosé p = vz, to prze-
strzen Z(T, ) jest podprzestrzeniq wZ(T,v), a calka [dv jest rozszerzeniem
funkcjonalu [dp. O

Przestrzen funkcji catkowalnych jest najmniejsza krata w M (%) zawiera-
jaca podprzestrzen P(T', u) oraz wszystkie skonczone granice niemalejacych
ciagéw funkcji mierzalnych (fy,)nen, dla ktérych ciag calek [f, du, n € N,
jest ograniczony. Wynika stad, ze dla kazdego zbioru mierzalnego S € ¥
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i dowolnej funkcji catkowalnej f € Z(T,u) funkcja f - 1g réwna 0 poza S
jest takze p—catkowalna. Mozliwo$¢ ograniczenia calki Lebesgue’a do pod-
przestrzeni precyzuje

Whniosek 1.2.9. Dla dowolnego zbioru mierzalnego S w przestrzeni z miarg
(T, %, ) zachodzi rowno$é calek

[A1sdus) = [1-1sdp dia f € T(T. ). (1.37)

przy czym ograniczenie f — f|s zachowuje calkowalnosé funkcji, podobnie
jak trywialne rozszerzenie (S, u|S)> f — feI(T, w) do funkcji znikajacych
poza S. O

Oznaczajac przez f - 1g funkcje réowna f(z) dla x € S i réwna 0 dla
x ¢ S, przyjmujemy

Definicja 1.2.10. Dla dowolnej przestrzeni z miarg (T, %, u) i zbioru mie-
rzalnego S € ¥, calka Lebesgue’a wzgledem miary p po zbiorze S nazywamy

Jou: g [1-15dn

okreslone dla funkcji mierzalnych f takich, ze f|s € Z(S,ulS), czyli catko-
walnych na S,

odwzorowanie

Wiemy juz, ze przypadku skonczonych miar borelowskich wszystkie ogra-
niczone funkcje ciagte sa catkowalne (por. stwierdzenie [L27]). Niech Cy(M)
oznacza przestrzen metryczng ograniczonych funkcji ciagtych na przestrze-
ni topologicznej M. Ze wzgledu na $cisty zwiazek calki z pojeciem stabej
zbieznosci miar przywolujemy za [2] tw. 3.1.16]

Twierdzenie 1.2.11. Niech (M, d) bedzie dowolng przestrzenig metryczna,
ap: By — Ry skonczong miarg borelowskq w M.

(i) Miare p jednoznacznie charakteryzuje funkcjonal fu: Co(M)—R be-
dgcy obcigciem [dule,ary calki Lebesgue’a.

(ii) Dla dowolnego ciggu (fin)nen skoniczonych miar borelowskich w M
staba zbieznosé y, — p jest réwnowazna wlasnosci

lim [ fdu, = /fd,u, dla f € Cp(M).

n—oo
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1.2.3 Zamiana zmiennych w cafce Lebesgue’a

Z zawartej w twierdzeniu [[2.3] jednoznacznosci catki Lebesgue’a wynika

charakteryzacja catki wzgledem miary indukowanej:

Stwierdzenie 1.2.12 (Twierdzenie o zamianie zmiennych). Dla dowol-
nej miary p w przestrzeni (S,6) i dowolnego odwzorowania mierzalnego
g: (5,6) — (T,%) zachodzi réwnosé calek

[t = [(rogyin  dia f € T(T g, (1.38)

oraz rownowaznosc ich dziedzin, tzn.

(T, gupr) = {f € M(T,gsp); fogeZ(S, )},

co oznacza, ze funkcja f jest g.u— catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
gsb—mierzalna i funkcja f o g jest u—catkowalna. U

W przypadku catki wzgledem miary Lebesgue’a " korzysta sie z ozna-
czenia [fdl"™ = [, f(x)dx lub, dla calki po odcinku, f;f(x) dx — podajac
konce przedziatu jako granice catkowania i zacierajac réznice pomiedzy cat-
ka Lebesgue’a a catka Riemanna (przyklad BI.T]).

Ogodlniej, gdy potrzebny jest wzdr opisujacy wartosci catkowanej funkcji
powszechnie uzywana jest takze alternatywna notacja

(I p(dz) ub
= { [(2) dpa). (1.39)

Mamy zatem

Whniosek 1.2.13. Dla dowolnej miary p i funkcji p— catkowalnej g zachodzi

rownosé
/gdu = /wdug(w),

gdzie 1y = gyt jest miarg indukowanq. O

Borelowska miara p, jest lokalnie skonczona, jesli pu{z < g <y} < oo,
dla z,y € R. Sformutowana w stwierdzeniu charakteryzacja lokal-
nie skonczonych miar borelowskich na prostej R — poprzez dystrybuante F
i pseudoodwrotng funkcje kwantylowa Q" — pozwala wyprowadzié¢ ogélne

Stwierdzenie 1.2.14. (i) Calka Lebesgue’a wzgledem lokalnie skoriczonej

miary borelowskiej p w przestrzeni (R, BRr) wyraza sie wzorem

[ran=["" (700" )

nf F



28 ROZDZIAL 1. MIARY I CALKA LEBESGUE’A

przy czym f € (R, p) <= funkcja foQF jest catkowalna wzgledem miary
Lebesgue’a £.

(ii) Calka Lebesgue’a wzgledem miary u o dystrybuancie F' jest jedynym
funkcjonalem liniowym [dF: 7T — R, nieujemnym i okreslonym na kracie
T C M(BRr), spelniajgcym warunek monotonicznej cigglosci sformulowany
w twierdzeniu [L.2.3(1i), oraz warunek:

(i") Przestrzen liniowa T zawiera wszystkie funkcje charakterystyczne
przedzialow skoriczonych (a,b], pray czym [1(qy dF'=F(b)—F(a) dla a<b,
a,beR. ]

Prosty dowdd (por. [2], stw. 3.1.18]) korzysta z twierdzenia Sierpinskie-
go o monotonicznych klasach zbioréw. Wystepujacy w (ii) funkcjonal [ dF
oznacza ogollnie calke Lebesgue’a—Stieltjesa i jest uogdlnieniem catki Lebes-
gue’a — przy stabszych zalozeniach dotyczacych funkcji F.

Przypominamy takze (por. [2, tw. 3.1.32]) jawna posta¢ wzoru (L38]) —
dla dyfeomorfizmow.

Twierdzenie 1.2.15 (O zamianie zmiennych w R"™). Dla dowolnego zbio-
ru otwartego U C R™ i C'—odwzorowania F: U — R™ zaléimy, ze F jest
réznowartosciowe poza zbiorem U, ={z; J(x) =0}, gdzie J = Jp jest ja-
kobianem. Wowczas obraz W = F(U) jest zbiorem mierzalnym wzgledem
miary Lebesgue’a i zachodzi réwno$é calek

| twdy= [ jF@r@lde dia f eTW.CW). (140)
w U

Ponadto, funkcje f: W — R sq catkowalne wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn
(foF)|Jr| jest calkowalny wzgledem miary Lebesque’a na zbiorze U. O

Whniosek 1.2.16 (Liniowa zamiana zmiennych w R™). Jesli A € R™*" jest
dowolng macierzqg odwracalng i a € R™, to

/ F(Az + ) do = |det(A)|’1/ Flz) da (1.41)
R™ R™

dla dowolnej L™ — catkowalnej funkcji f. O
1.2.4 ...i rozszerzenia

Podstawa rozszerzonej definicji jest

Twierdzenie 1.2.17. Dia kazdej przestrzeni z miarg (T, %, 1) istnieje do-
kladnie jedna funkcja [dp: Mo (T) — Ry réwna calce [du: T(T,u) — R
na wspolnej czesci dziedzin, niemalejgca @ spelniajgea warunki:
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(i) [1adp = p(A) dla dowolnego A € .
(ii) Dla kazdego niemalejgcego ciggu (fn)nen w My (%) zachodzi réwnodé
/nhr%o fndp = Jirgo/fndu. (1.42)

(iii) Funkcja [dp jest dodatnio jednorodna i addytywna.

(iv) Dla dowolnych f,g € M (%), jesli f==g, to [fdu= [gdu; dla
dowolnej funkcji mierzalnej f prowdziwe sq réwnowaznos$ci

/|f|du:0 — i (1.43)
oraz ow

Jifldn <00 = ez 2. (1.44)
Dowdd. Cwiczenie — por. [2, tw. 3.1.23]. O

Definicja 1.2.18. Funkcje mierzalng f € M(T) nazywamy p—catkowalna,
jesli jest rowna prawie wszedzie skoriczonej funkcji pu— catkowalnej; podzbior

(T = {1 € M [Ifldn < o}

bedziemy nazywadé przestrzenia funkcji p—catkowalnych. Wzor
[fan= [ ran- [1dn (1.45)
okresla na dziedzinie

D(T,p) ={f € M(Z); T €Z(T,p) b f~ € Z(T, )} (1.46)
calke Lebesgue’a wzgledem miary p w przestrzeni mierzalnej (T, %).

Whniosek 1.2.19. Calka Lebesgue’a ([LAR) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

funkcja f jest ograniczona przez funkcje calkowalng — z dotu lub z gory.
Funkcja mierzalna f spelniajgca nieréwnosé h< f <g (pw), dla pewnych

catkowalnych funkcji h < g, jest rowniez catkowalna. ]

Whniosek 1.2.20. (i) Funkcja mierzalna f jest p— catkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy obie calki [fTdu i [f~dup sq skoriczone lub, réwnowaznie, gdy
funkcja | f| jest calkowalna.

(ii) Dla dowolnych funkcji catkowalnych f,g € M(X), funkcje max(f,gq)
i min(f, g) oraz okreslone prawie wszedzie f + g i f — g sq calkowalne.

(ili) Na zbiorze funkcji mierzalnych ograniczonych z dolu przez funkcje
catkowalnq calka Lebesgue’a spelnia warunek

/(af—i—bg)d,u:a/fd,u—i-b/gd,u dla a,b € Ry,
oraz ma wlasno$é ([LA2). O
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Zgodnie 7z twierdzeniem [[L2I7(iv), konstrukcja i definicja calki Lebes-
gue’a przenosza sie na klasy funkcji catkowalnych okreslonych prawie wsze-
dzie, czyli klasy abstrakcji wzgledem relacji ==.

Whniosek 1.2.21. Dia dowolnej przestrzeni z miarg (T, %, u), przestrzer

liniowa ilorazowa LY(T,u) = I(T,un)/[0] jest izomorficzna z przestrzeniq

klas abstrakcji T(T,u)/== funkcji catkowalnych wzgledem relacji réwnosci

prawie wszedzie. Calka Lebesgue’a [dp wyznacza funkcjonal liniowy
/d,u: LYT, 1) — R, (1.47)
ograniczony wzgledem normy ||f|l1 = [|f|dp. O

Dla kazdego niemalejacego ciagu ( fn)nen w LY (T, 1) zbieznego do funkcji
catkowalnej f=sup,, f, wlasno$¢ monotonicznej ciagtosci oznacza zbieznosé

1f = fls :/fdu_/fndﬂ_,o,

Cwiczenie 1.2.2. Korzystajac z twierdzenia 217 sprawdzi¢, ze dla dowol-

wedlug normy

nej nieujemnej funkeji T—mierzalnej f, odwzorowanie T3 A — [, fdueRy
jest miarg — skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcja catkowalna.

Proponujemy w tym miejscu uzupelnienie stwierdzenia [[L2.7], ktére moz-
na uznaé za specyficzna przeliczalng catkowalnosé kazdej(!) skonczonej funk-
¢ji nieujemnej.

Twierdzenie 1.2.22. Dla dowolnej przestrzeni (T, %, ) z miarg o—skoni-
czong i dowolnej skonczonej funkcji mierzalnej f > 0 istnieje cigg zbiordw
o skoriczonej mierze (Sp)nen takich, Ze

T:USn ) /fd,u<oo, dla n € N.
neN Sn

Definicja 1.2.23. W przestrzeni z miarg (T, T, u) funkcje f € M(u) nazy-

waé bedziemy przeliczalnie p—catkowalna, jesli istnieje cigg zbiorow S, € T

takich, ze [g |fldu<oo dla neN, pray czym f==1sf dla S=U, Sn.

Dowdd. Bez istotnego zmniejszenia ogdlno$ci mozemy ograniczyé dowdd
do przypadku miary skonczonej p(7T) < oo; ustalmy f € M, (%). Zgodnie
z twierdzeniem [L2.17 catka v(A) = [, f dp traktowana jako funkcja zbioru
A € T jest miara, a teza twierdzenia oznacza o—skonczonos¢ v. Wykazemy
najpierw poélskonczonosé miary v. W tym celu w o—pierscieniu

§=1{C € %; Vpegicv(B)€{0,00}}
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zbioréw typu 0/oco lub miary zero wzgledem v rozwazamy skonczony kres
gérny a=sup(u|§). Niech F'={J,, F,, €§ bedzie zbiorem, na ktérym miara p
osiaga maksimum pu(F)=a=1im, u(F,). W analogiczny sposéb w o—piers-
cieniu
6={CeX|F;,v(C)=0}CF

znajdujemy zbiér G, dla ktorego p(G) = v = sup(ulg). Z maksymalnosci
miary u(G) wynika, ze dla kazdego zbioru mierzalnego B C F'\ G zachodza
implikacje

v(B)=0= u(B)=0, a zatem takze u(B)>0=— v(B)=0cc.

Jedli zatem p(F'\G) > 0, to podzbiér Wy ={xz e F\G; f(z)<M} mialby
dla pewnego M > 0 dodatnia miare u(Wpy), a wynikajaca stad réwnosé
v(Wyr) =00 jest sprzeczna z nieréwnoscia

v(Wn) = /W fdp < Mp(Wa).

Z réwnosci u(F\G) =0 wynika v(F\G) =0, a wiec v(F) = [ fdu=0
i funkcja f|p jest prawie wszedzie réwna 0.
Dla dowodu o—addytywnosci miary v (na F¢ =T\ F) mozemy teraz

rozwazy¢ rodzine

S = {CeT|F miara v|C jest o—skofczona},

w ramach ktérej kres gorny [ =sup(u|g) jest osiagany dla pewnego zbioru
S €6. Zauwazmy, ze dla kazdego podzbioru B C F¢\ S o skoniczonej mierze
v(B) z ograniczenia 3 > u(S U B) = B+ p(B) wynika réwno$¢ u(B) =0,
a wigc takze v(B) = 0. Skoro zatem zbiér F°\S roztaczny z F nalezy do

rodziny §, z oszacowania

a > u(F U (F\S)) = a+ u(F\S)

wynika réwnos$é p(F°\S)=0, a wiec takze v(F°\S)=0, co konczy dowdd
o—skonczonosci miary v: A [, fdpna T=FUSU(F\S). O

Analogiczna do przedstawionej w dowodzie konstrukeja stanowi istotny,

koncowy fragment dowodu twierdzenia Radona—Nikodyma [[.3.5

1.2.5 Catka wzgledem produktu miar

Przypominamy podstawowy zespdt ogdlnych wynikéw w postaci sformuto-
wanej 1 udowodnionej np. w [2], par. 3.1.5].
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Twierdzenie 1.2.24. Niech (S,6,us) i@ (T,%, ur) bedg dowolnymi prze-
strzeniamsi z miarg.

(i) Fubini: Dla dowolnej funkcji caltkowalnej f € Z(S x T, us @ pur) za-
chodzi rownosé

J(t = [f(,t)dus)dpr

czyli, z wykorzystaniem notacji (L39),

f( ff(s’ t) MT(dt)),uS(dS)
J(Jf(s,t) ps(ds))pr(dt). (1.49)

Funkcje podcatkowe wystepujace po prawej stronie sformulowanych tu réw-

[ fatus ) = { Toms oy (1.43)

[f(s,t) ps(ds)pr(dt) = {

nosci sq¢ okreslone i catkowalne dla prawie wszystkich wartosci parametrow.
(ii) Tonelli: Jesli f jest funkcja (6 @ T)—mierzalng, a zbior {f # 0} jest
o—skoniczony i istnieje przynajmniej jedna z calek iterowanych

[ 10l urtaus(as) <o b [ [156s.8)]ns(ds)ur(dt) < o,
wowcezas funkcja f jest calkowalna i zachodzq réwnosci (LA])-(L49). O

Whniosek 1.2.25. Dla dowolnych przestrzeni z miarg (S, S, ps) i (T, %, pr)
oraz dowolnego zbioru o—skonczonego C € (6 ® )7 = &7 ® T7 zachodzi
rownosé

[ 11 (Cs) ps(ds)
J 1s(C) pr(dt),

gdzie Cs={t€T; (s,t)eC} dla s€S i C'={seS; (s,t)eC} dlateT. O

(ns @ pr)(C) = { (1.50)

7 twierdzenie Fubiniego—Tonellego otrzymujemy klasyczna geometrycz-
na interpretacje catki — bez zalozenia o—skonczonosci miary.

Stwierdzenie 1.2.26. Dla dowolnej przestrzeni z miarg (S, S, p) i nie-
ujemnej funkcji f: S — [0,00] niech Wy = {(s,t) € S xR; 0 <t < f(s)}
oznacza zbiér pod wykresem.

(i) Prawdziwa jest réwnowaznosé f € M(S) <= Wy € & ® Br.

(i) Jesli funkcja f > 0 jest mierzalna, zachodzi réwnosé

[fdn=we ooy, (1.51)

gdzie £ jest miarg Lebesque’a w R.
Funkcja [ jest p—mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy Wy € &}, ® B,
a p—catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy miara zbioru Wy jest skonczona.
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Dowdd. (i) Jedli zbiér pod wykresem W jest G®@Br—mierzalny, to réwnosci
Wrn(Sx{c}) ={f>c} x{c} dlac>0 (1.52)

pociagaja za soba mierzalno$¢ zbioréw {f > c}, a wiec takze i funkcji f.
Dla dowodu implikacji przeciwnej wystarczy zauwazy¢ rozkiad

Wi = J{= f(@)>c} x(0,0), (1.53)

c>0

gdzie sume mozna ograniczy¢ do indeksow ¢ bedacych liczbami wymiernymi.
(ii) Z twierdzenia Tonellego wynika réwnos¢ [lw,d(n @ €) = [fdup —
prawdziwa, gdy Wy € (6 @ Br)jy, = 6 ® Br. Wskazany rozklad zbioru
Wy sprawia, ze réwnowaznym warunkiem jest &7 —mierzalnos¢ funkeji f.
Skoniczona warto$¢ obu caltek oznacza wowcezas catkowalnoéé funkeji f.
Jesli dla funkcji &—mierzalnej f > 0 zbiér Wy nie jest o—skonczony,
réwniez zbiér {f > 0} nie jest o—skonczony — i sformulowana w tezie réw-

no$¢ sprowadza si¢ do oo = oo. O

Przyktad 1.2.3. Rozwazmy dowolne dwie lokalnie skonczone miary bore-
lowskie p, v na prostej R, o dystrybuantach, odpowiednio, F' i G — zdefinio-
wanych zgodnie z ([LI9)). Jesli przynajmniej jedna z dystrybuant (np. G) jest
funkcja ciagta, to dla dowolnych liczb a < b twierdzenie Fubiniego implikuje
rownosci

(1 ® v){a<z<y<b) :/(ab] (ay]du(m))dy(y):/(ab}(F(y)—F(a))du(y)

= Fdv — F(a)(G(b)—G(a))
(a,b]

oraz

monfo<e<y<) = [ ([ arw)an@) = [ (@O)-CG)dn()

= (F(b)—F(a))G(b) — /( G

Poréwnujac skonczone wartosci miary produktowej otrzymujemy
/ Fdv+ / Gdy = FG' = Fb)G(b) — F(a)G(a), (1.54)
(a,b] (a,b]

czyli wzor na calkowanie przez czesci.
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1.3 Twierdzenie Lebesgue’a—Radona—Nikodyma

1.3.1 Absolutna — relatywna ciggfo$¢ miary

Definicja 1.3.1. W przestrzeni mierzalnej (T, %), iloczynem dowolnej nie-
ujemnej funkeji mierzalnej f € M (%) i miary pu: T — [0,00] nazywamy
miare fu takg, Ze

(f1)(A) = /Afdu dla Aeg.

Po sprawdzeniu, ze istotnie mamy do czynienia z miara, z twierdze-
nia [[L2.3] otrzymujemy

Whniosek 1.3.2. Catki Lebesque’a wzgledem miar i i fu zwigzane sq za-
leznosciq

/g d(fp) = /gf dup dla g € I(T, fu), (1.55)

przy czym I(T, fu) = {g € M(T, fu); gf € Z(T, )}

Dowdéd. Cwiczenie. W przypadku, gdy f przybiera wartoéci nieskoniczone,
przyjmujemy 0 - oo = 0. O

Stwierdzenie 1.3.3 (Zaleznosé calki od dziedziny). Dla dowolnej prze-
strzeni z miarg (T, T, p) i funkcji calkowalnej f € Z(T, )

(i) jesli [4f du > 0 dla wszystkich A € T, to p{f < 0} = 0;

(ii) calka [, fdp jest jednostajnie ciagla funkcjq dziedziny A € T, tzn.

Vesodssou(A) <6 = | [ faul <= (1.56)

Dowdd. (i) Gdyby u{f < 0} > 0, to dla pewnych n € Nie > 0 zachodzilaby
nieréwno$é p{f < —1} > e > 0. Wowczas

/ fdu<-<<o.
(F<-1/m} n

(ii) Korzystajac z rozkladu f = f+ — f~, mozemy zalozyé, ze funkcja f
jest nieujemna. Jesli implikacja (IL50]) nie jest prawdziwa, to istnieje liczba
e >0 i clag zbioréw A, € T o mierze ju(A,) <27 takich, ze [, fdu>e,
dla n € N. Wéwczas zbiory By, = Uys, Ax tworza ciag zstepujacy, przy
czym p(B,)<2'"" dla n € N, a zatem przekréj B = (),, B, ma mia-
re 0. Z drugiej strony, zatozona wlasnosé zbiorow A, implikuje nieréwnosci
Ip, fdu > e,n € N. Przechodzac do granicy (por. ¢wiczenie [L2.2]) otrzy-
mujemy sprzecznos¢ 0 = [ f dp > €, co konczy dowdd. U
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Podstawowym celem niniejszego podrozdziatu jest blok twierdzen doty-
czacy poréwnywania dwu miar na tej samej przestrzeni mierzalnej (7, %),
prowadzacy m.in. do charakteryzacji miar postaci v = fu. W dowodzie
stwierdzenia [[L3.3] gdy v jest miara skonczona, implikacje (L50) sprowadzi-
lidmy do szczegdlnego przypadku postaci u(A) = 0= v(A) =0,dla A € .
Sformutowana nizej klasyczna definicja nie jest w pelni réwnowazna rozwa-
zanej tu zaleznosci miar, jednak o jej powszechnej akceptacji zadecydowala
niewatpliwie prostota sformulowania.

Definicja 1.3.4. Miare v w przestrzeni (T, ) nazywamy absolutnie cia-
gla wzgledem miary p okreslonej na tej samej przestrzeni, co zapisuje sie
symbolicznie v < , jesli zachodzi implikacja

Vaex u(A) =0= v(A) =0. (1.57)

Funkcje mierzalng f: T — [0, 00] nazywamy gestoscia miary v absolutnie
ciaglej (wzgledem p), jesli v = fu, czyli

V(A) = /Afdu dla AcT. (1.58)

Cwiczenie 1.3.1. Dla miary v = fu zbiér Z = {f > 0} sprowadza impli-
kacje (LET) do réwnowaznosci

Vaesv(A) =0<= pn(ANZ)=0.

Uwaga 1.3.2. Gestos¢ miary v wzgledem p bywa oznaczana g—z i nazywana

rowniez pochodng Radona—Nikodyma. Uzasadnia to m.in. niezbyt formalna
réwnosé¢ dv = fdu zawarta w tozsamosci (LB3]) stanowiacej tresé wnio-
sku Pozostawiamy czytelnikowi wybor interpretacji, czy przytoczone
tu stwierdzenie oznacza lgcznosé mnozenia g(fu) = (gf)u, czy tez jest to

%Z—Z = % dla pochodnych miary A = (gf)p wzgledem

requta tancuchowa
v=fuipu.

Przyktad 1.3.3. Absolutna ciaglto$é nie oznacza istnienia gestosci. W szcze-
gblnodci, kazda miara jest absolutnie ciagta wzgledem miary zliczajacej p.

Miary postaci p= fp na przestrzeni mierzalnej (7', ) wyréznia np. wlasnosé

(A=Y flx)=> p({a}) dlaAeg,
€A z€EA
o ile tylko zbiory jednopunktowe sg mierzalne. Miare p nazywamy dyskretng
jesli jest absolutnie ciggta wzgledem miary zliczajacej postaci pg, gdzie S
jest przeliczalnym zbiorem mierzalnym.
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Przyktad 1.3.4. Miara p przyjmujaca skonczone wartosci u(Sy,)>0,n€N,

na zbiorach wypelniajacych przestrzen jest absolutnie ciagta wzgledem mia-
n 2np(Sn)

ry skonczonej ji(A) =

Warunkiem wystarczajacym dla istnienia gestosci jest naturalne zatoze-

nie o—skonczonodci miary dominujgce;.

Twierdzenie 1.3.5 (Radon-Nikodym). (i) Dla miary o—skonczonej ji i do-
wolnej miary v w przestrzeni mierzalnej (T, %) nastepujoce dwa warunki sq
TOWNOWazne:

e Miara v jest absolutnie ciggla wzgledem p, tzn. v < .

e Istnieje nieujemna funkcja mierzalna f € M (%), taka e v = fu.

(ii) Miara v < p jest o—skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
v=fu, gdzie f > 0 jest dowolng skonczong funkcjg mierzalng.

Wyrézniona w (1)—(ii) funkcja gestosci f wyznaczona jest jednoznacznie

z doktadnosciq do relacji == wzgledem p.

Dowdéd twierdzenia Radona—Nikodyma zawiera podrozdziat [[.3.3]

Uwaga 1.3.5. Niech p bedzie dowolna miara w przestrzeni produktowe;
(SxT,6 x%). Jedli indukowana przez rzutowanie miara brzegowa pp: B —
w(S x B), dla B € ¥, jest c—skonczona, to dla kazdego zbioru A € G miara
pd: B — p(A x B) jest absolutnie ciagla wzgledem puz, a wiec istnieje
funkcja fa € M, (T) taka, ze pu? = fa - pr,

M(AxB):/fAduT dla B €.
B

Lewa strona réwnosci jest — przy ustalonym B € T — miara na (S, &). W ogdl-
nym przypadku zadanie, by ustali¢ zgodng rodzing funkcji fa, A€ & w taki
sposob, aby tworzyly rodzine miar A — f4(t), dlat € T, nie ma pozytywnej
odpowiedzi. Pozytywny wyjatek stanowig np. miary borelowskie w R,
Do tematu wracamy w podrozdziale

1.3.2 Twierdzenia o rozktadzie

Podana wyzej charakteryzacja miar absolutnie ciagtych pojawita si¢ w pra-
cy Johana Radona w 1913 r. dla miar borelowskich na R", po czym zo-
stata uogélniona przez Ottona Nikodyma (1930 r.) na dowolne przestrzenie
mierzalne. Calo$¢ moze byé uwazana za istotne rozszerzenie rozktadu uzy-
skanego przez Lebesgue’a w 1910 r., wykorzystujacego symetryczna relacje
singularnosci (wzajemnej osobliwosci) miar.



1.3. TWIERDZENIE LEBESGUE’A-RADONA-NIKODYMA 37

Definicja 1.3.6. Miary \ i p w przestrzeni (T, T) sq wzajemnie singularne,
jesli istnieje rozklad przestrzeni T = LU M na rozlgczne zbiory mierzalne
takie, Ze

MANM)=pu(ANL)=0 diaAe€gT,

co zapisuje sie jako A L p. Pomimo symetrii relacji uiywa sie takze rowno-
waznych okreslen: jedna (kazda) z miar jest osobliwa wzgledem drugiej.

Twierdzenie 1.3.7 (Lebesgue’a o rozkladzie). Dla dowolnej miary p w prze-
strzeni mierzalnej (T, ¥), kazda miara o—skoriczona A w (T, %) posiada jed-
noznaczny rozklad na sume miar Ao, Age w (T, T) takich, zZe

(i) Ao L — miara A, jest osobliwa wzgledem p i
(i) Age < 0 — miara Age jest absolutnie ciggla wzgledem p.

Dowdd. Dla miary skonczonej A przyjmijmy c=sup {\(A); u(A)=0}. Po-
niewaz rownos¢ ¢ = 0 oznacza \ < u, zalézmy, ze ¢ jest skonczona licz-
ba dodatnig i ustalmy ciag zbioréw A, € T takich, ze u(4,) = 0, dla
neN, oraz ¢ = lim, \(4,). Latwo sprawdzié, ze ciag wstepujacy zbioréw
B, = A U...UA,,n €N, ma te sama wlasnos¢, a suma L = |J,, B, ma
miary u(L) = 0,\(L) = ¢. Poniewaz poza L nie ma zbioréw A € T, dla
ktérych p(A) =01 A(A) > 0, miary

Aac(A) = ANAN\ L), X(A):=XANL), dlaAcg, (1.59)

tworza szukany rozktad.

W przypadku ogélnym, gdy T' = (J,,cn I jest suma wstepujacego ciagu
zbioréw o mierze skonczonej A(7T},),n € N, mozna w rozkladzie (L59) miar
AT}, na kazdym ze zbioréw zadbaé o to, by stosowne zbiory L,, C T}, réwniez
tworzyly ciag wstepujacy. Wéwczas suma L = (J,, L, wyznacza stosowny
rozktad Lebesgue’a miary \. Jednoznacznos¢ rozktadu wynika z oczywistego
faktu, iz jedyna miara jednoczesnie absolutnie ciagla i osobliwa jest miara
Zerowa, ]

Whniosek 1.3.8 (Lebesgue-Radon—Nikodym). Jesli miary u i A\ w prze-
strzeni (T, ) sq o—skoriczone, to istnieje funkcja f € M4 (T) i zbior L € ¥
taki, ze p(L) =0 oraz
A(A) :)\(AﬂL)+/ Fdp dla A€,
A

Opisany w ten sposob rozktad miary A jest jednoznaczny. U
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Przygotowujac sie do dowodu twierdzenia Radona—Nikodyma i kon-
strukcji funkcji f spelniajacej (L58]), zauwazmy, ze kazda funkcja prosta
postaci g=c-1p < f,dlac> 01 B € T, powinna spelnia¢ warunek

v(A) > /Ac- lpdp=c-p(A) dla A e T zawartych w B. (1.60)

Charakteryzacje zbiorow, na ktérych pomiedzy rozwazanymi miarami za-
chodzi okre$lona nieréwnos$é podaje

Twierdzenie 1.3.9 (Rozklad Hahna). Dla dowolnych miar p i v w prze-
strzeni mierzalnej (T, %), z ktorych przynagmniej jedna jest skoriczona, ist-
nieje rozklad S = PUN, P,N € X, taki, ze PN N =0 oraz

w(A) >v(A) gdy ACP

u(A) ; v(A) gdy ACN, (1.61)

dla dowolnego zbioru A € X.

Dowdd. Niech v(T) < co. Szukajac zbioru N, w ktorym funkcja ¢:=v—pu
osiaga skonczona warto$é maksymalng w := sup{v(A)—u(A); A€ T} > 0,
korzystamy z jawnej konstrukcji podanej w [3] i rozwazamy ciag zbioréw
{An}men w T taki, ze 0 < p(4,,) — w. Dla kazdego m € N, niech B,
oznacza rodzine

B, ={ ) Al A, = Ap lub A} = T\ Ay dla k < m}
k<m
zawierajaca co najwyzej 2™ zbioréw roztacznych, przy czym A,, jest suma
podrodziny {A€B,,; AC A,,}. Odrzucajac sktadniki, na ktérych funkcja ¢
jest ujemna, otrzymujemy nieréwnosci p(A,,) < ¢(By,), dla

B = J{A€Bp; v(A) > p(A)}, meN.

Skoro dla n > m kazdy ze zbioréw rodziny ‘B,, zawiera si¢ w jednym ze
zbioréw rodziny ‘B,,, zachodza nieréwnosci

©(Bm) < @(Bm U Bmni1) <+ < @(BnU...UBy).

Z ciaglosci obu miar wynikaja zatem nieréwnosci ¢(B,,) < ¢(Cp,) < w dla
Cm = Up>m Bn,m € N; stad réwnos¢
@(ﬂ Cm) = n%gnoo v(Cm) — W%iinoo/‘(cm) =w.
m
Zbiér N =(,,,Cn, na ktorym funkcja v—u osiaga maksimum, ma szukana
wlasnosé: nie zawiera zadnego podzbioru A na ktérym u(A) >v(A), a do-
pelnienie P := T\N nie zawiera podzbior6w B na ktérych u(B)<v(B). O
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Cwiczenie 1.3.6. Sprawdzi¢, ze cigg (¢(Cim)), e Jest niemalejacy. Wyka-
zaé, ze dla kazdego n > m rdznice
n n
U Be\ U Bx
k=m k>m

mozna przedstawié jako sume zbioréw A € 9B,,, dla ktérych ¢(A) < 0.

1.3.3 ...i dowody

Podstawa zastosowania rozkladu Hahna do dowodu twierdzenia Radona—
Nikodyma jest

Lemat 1.3.10. Jesli v oraz p sq skoriczonymi miarami w przestrzeni (T, T)
przy czym v < i v(T) > 0, to istnieje liczba ¢ > 0 i zbior B € T o mierze
w(B) > 0, dla ktérych zachodzi nieréwnosé (LG0).

Dowdd. Dla dowolnego k€N rozwazmy rozktad Hahna 7'= P,UNj, taki ze
BA > Ay dla AC P i HA < p(A) dla A C Ny

Zbiér A = ey P spelnia kazda z nieréwnosci v(A) < u(A)/kk > 0,
a zatem ma miar¢ v(A) = 0. Dla dopelnienia A° = T'\ A = ey Nk wynika
stad nieréwnos$¢ v(A°¢) > 0, a z absolutnej ciagtoéci — takze p(A°) > 0. Dla
zakonczenia dowodu pozostaje przyjac ¢ = % i B = Ng, wybierajac z sumy
A€ dowolny skladnik o dodatniej mierze. O

Dowdd twierdzenia Radona—Nikodyma — cz. I. Dla miar skonczonych
v i p spelniajacych warunek absolutnej ciaglosci v < p rozwazmy zbior
funkcji

fz@éﬂh@ﬁﬁg@<y%)dmAeﬁ,

zawierajacy (ewentualnie) szukana gesto$¢ v wzgledem pu. Zauwazmy, ze
rodzina F jest zamknicta ze wzgledu na kres gorny skonczonych i prze-
liczalnych ciggow w F. Istotnie, jesli g,h € F, to dla dowolnego zbioru
mierzalnego A € T mamy

[maxtg.mydn= [ gdu+ [ nan
A An{g=>h} An{g<h}
<v(AN{g > h)) +v(An{g < h}) = v(4),

a wigc max(g,h) € F. Analogiczna wlasnos¢ dla ciagéw nieskonczonych
wynika z indukcji i monotonicznej ciagtosci calki i miary. Jesli zatem wybraé
ciag funkcji f,, € F,n € N, dla ktérego calki [ f,, du daza do wartosci

w:=sup{[gdu; g € F} <v(T),
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to funkcja f =sup{f,; n € N} nalezy do rozwazanej rodziny, przy czym
Jfdp=w.

Réznica U = v — fu jest miara absolutnie ciagta wzgledem p. Wykazemy,
ze jest to miara zerowa, a wiec funkcja f jest szukana gestoscig. Istotnie,
jesli #(T') > 0, to z lematu wynika istnienie zbioru B € ¥ i liczby
¢>0 takich, ze 7(B)>0 i v(A) > cu(A) dla A C B. Stad

V(A)—/Afdu>c/Ale,u dla A€,

a wiec rodzina § zawiera funkcje f=f+clp o calce ffd,u > w. Otrzymana
sprzeczno$é¢ potwierdza réownosé v = fu.

Jedli funkcja g € F takze jest gestoscia, to, zgodnie z wykazang wyzej
wlasnoscig rodziny F, mozna ograniczy¢ sie do przypadku f < g. Na mocy
([T43), z réwnosci [(g— f)dp = 0 wynika wéwezas f == g.

W sytuacji, gdy obie miary sa o—skonczone, istnieje wstepujacy ciag
zbioréw mierzalnych T;, /' T, na ktérych miary p i v sa skonczone. Poniewaz
v|T, < p|T,, dla kazdego n € N istnieje gestosé f, € M (T|T),) taka, ze
v|T,, = fn - u|T),. Funkcja

) fi(e) dlaxz ey
f(x) - {fn(l') dlaz € Tn\Tn—l’ n > 1’

jest szukana gesto$cia miary v wzgledem pu. Teza twierdzenia zostata tym
samym udowodniona dla miar o—skonczonych.

Wykazana wyzej czesé twierdzenia wystarcza dla wyprowadzenia twier-
dzenia Lebesque’a—Radona—Nikodyma — wniosku [L-3.8.

Klasycznym zastosowaniem twierdzenia Radona—Nikodyma (dla miar
o—skonczonych) jest konczacy [2] dowéd twierdzenia Riesza o dualnosci
w przestrzeniach LP.

Dowod twierdzenia Radona—Nikodyma - cz. II. W koncowej czesci
dowodu odrzucamy zalozenie o—skonczonosci miary v, pozostajac przy rela-
cji absolutnej ciaglodci v < u. Zgodnie z zatozeniem dla miary p przestrzen
T jest suma wstepujacego ciagu zbior6w (T, )men 0 skoficzonej mierze (7))
dla m € N. Ta cze$¢ dowodu rozwija koncepcje i konstrukcje przedstawione
wezesnie] w dowodzie twierdzenia

Brak dodatkowych zalozen dla v oznacza, ze przestrzen mierzalna (7, ¥)
moze zawieraé zbiory typu 0/co wzgledem tej miary. Dla kazdego m € N
niech §,, C T oznacza rodzing

Sm = {A € ¥Tn; Vpesjav(B) € {0,00}}
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zbioréw mierzalnych A C T, dla ktérych miara v|A przybiera wylacznie
wartosci 0 lub oco. Skonstruujemy wstepujacy ciag zbioréw F, € §m, meN,
taki ze

w(Ey) =sup{u(A); A€Fn} dlameN,

przy czym dopelnienia FY, = T,,,\ F,,, m € N, tworza ciag wstepujacy, co jest

réwnowazne (sprawdzi¢!) wlasnosci F,+1 N7, = F, i implikuje tozsamosé
T\ U Fp = U (Tm\Fm)' (1'62)
meN meN

Zauwazmy, ze dla dowolnego m € N, liczba

= sup {pu(A); A € Fm} < pu(Tm)

pozwala kontrolowa¢ rozmiar ,trywialnej” czeéci miary v. Istotnie, wycho-
dzac od dowolnego ciggu zbioréw (A!)pen w Thp, dla ktorych p(A) — apy,
stwierdzamy réwnosé¢ p(F,,) = ay, dla sumy F), =,y A1, € §m. Aby uzy-
skaé¢ rozktad (L62]), mozemy — dla m>1 — kolejne zbiory A} € §,, zastapi¢
przez A, = (A \Tm-1) U Fp_1 € §m, gdzie

w(Ay) = N(Alrz\Tm—l)+am—1
= M(A;L\Tmfl)‘FN(A;LﬂTmfl) = IU’(A;L)’

co zapewnia r6wnosé p(Fy,) = am, dla F, == U, cy An.

Wykazemy, ze na kazdym z dopetnien Ff, = T,,\F,,, m € N, miara v jest
o—skonczona. W tym celu rozwazamy o—pierscien &, C T|FS, utworzony
z podzbioréw o—skonczonych wzgledem v i w standardowy sposéb (jako
sume ciggu) znajdujemy zbiér S, € &,,, taki ze

p(Sm) =sup {p(A); A e &} < u(Thy).

Zauwazmy, ze zbiér F¢ \ Sy, nalezy do rodziny §,,. Istotnie, jesli A C F5\ Sy,
jest dowolnym podzbiorem o mierze skoficzonej v(A) < oo, to dla zbioru
AU S, € G, zachodzi réwnos¢ p(A U Sy,) = 1(Sm), co oznacza u(A) =0,
a wiec takze v(A) = 0 — z zalozZenia absolutnej ciaglodci miar. Skoro tak, to
suma zbioréw rozlacznych F,, U (Ff, \ Sy,) rowniez nalezy do §,,, przy czym
z maksymalnosci liczby p(F,) otrzymujemy p(FS\Sm) =01 v(FS\Sm)=0.
Wykazaliémy tym samym, ze miara v na zbiorze FS, = Sy, U (EF¢ \Sy) jest
o—skonczona.

Istnieje zatem zbidr F' = J,,eny Frm € T taki, ze miara v|F przybiera
wylacznie wartodci 0 lub oo, natomiast dopelnienie F¢=T\F = U,y F)5,
jest o—skonczone. Z udowodnionej wczesniej I czesci twierdzenia wynika
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istnienie skonczonej funkeji mierzalnej f: F¢ — R takiej, ze v(A)= [, fdu
dla AC F¢. Dla prawidlowego rozszerzenia funkcji f na T pozostaje jeszcze
uzgodni¢ zachowanie obu miar na zbiorze F. Czytelnik z tatwoscia sprawdzi,
ze dla kazdego m € N kres gérny

Ym = sup {p(A); A€ T|F, iv(A) =0}

jest osiagany dla pewnego zbioru G,, C F,, takiego, ze v(G,,) = 0, przy
czym G Fy—1=Gp—1, jesli m>1. Z maksymalnosci miary pu(Gr,) = ym
wynika, ze dla kazdego zbioru mierzalnego A C F},,\G,, zachodzi implikacja
v(A) =0= u(A) =0, a wigc takze u(A) > 0= v(A) = co. Przyjmujemy

f(z) dlaz e F°
flz)=<% 00 dlaxeF\G
0 dla xz € G,

gdzie korzystamy z wtasnosci

F\G= ) (Fn\Gn) dlaG:= | Gn

meN meN
i rozszerzamy f do funkcji f € M, (), takiej ze

Jafdp dla AcC F€
/fd,u: 00 jeSi AC F\G ipu(A) >0
4 0 jesli A € G lub pu(A) = 0.

Zatem [, fdu=v(A) dla A€S.

Jesli g: T'— [0, 0] jest dowolna (inna) funkcja gestosci miary v wzgle-
dem p, to na zbiorze T'\ (F'\ G) = F° U G obie miary sa o—skoficzone,
a funkcje f i g réwne pw. Aby rozszerzy¢ te wlasnoéé na T, rozwazmy zbio-
ry A, = {x € F\ G; g(z) <n}, n € N. Dla kazdego n, z nieréwnosci

V(A):/gd,u<n-,u(A) dla AC A,
A

wynika, ze miara v(A) jest skonczona i z koniecznosci réwna 0, o ile tylko
u(A) < oo. W polaczeniu z o—skonczonoscig miary p oznacza to réwnosé
v(A,) =0dlan €N, a wiec takze

v({z € F\G; g(z)<oo}) = 0= p({z € F\G; g(x)<oo}).

Ostatnia z réwnosci oznacza réwnosé pw. funkeji g i f na zbiorze F \ G.
Jedli g jest funkcja skonczona, wynika stad takze réwnosé u(F\G)=0,
a to daje o—skonczono$¢ miary v = gu. Odwrotnie, jesli zatozy¢ o —skonczo-
noé¢ miary v, to w przeprowadzonej wyzej konstrukcji mozna przyjaé G = F,
co prowadzi do skonczonej funkcji gestosci f . U



1.3. TWIERDZENIE LEBESGUE’A-RADONA-NIKODYMA 43

Przypadek, gdy konstruowany w drugiej czesci dowodu zbiér F' ma miare
v(F) =0, a wigc G = F, oznacza

Whniosek 1.3.11. Jesli miara p jest o—skonczona, wowczas kazda miara
polskoriczona v < p (def[L1.23) jest takze o—skonczona, przy czym

v=fu dla funkcji skoniczonej f € M4 (%); 0

Przedstawione nizej twierdzenie rozszerzajace réwnowaznosé sformuto-
wang w ¢wiczeniu [L3.J]stanowi podstawe dla charakteryzacji tzw. statystyk
dostatecznych (podrozdzial 233.5]) — w ramach Probabilistyki.

Twierdzenie 1.3.12 (O zdominowanej rodzinie miar, Halmos—Savage).
Dla kazdej rodziny P miar o—skoriczonych absolutnie cigglych wzgledem
ustalonej o—skoriczonej miary p w przestrzeni (T, T ) istnieje zbior mierzal-
ny Z taki, ze

(Voep v(4) = 0) = (AN Z) =0, (1.63)

dla kazdego zbioru A€X. Co wigcej, istnieje przeliczalna podrodzina P’ C P,
dla ktorej réwnowaznym warunkiem jest takie V,epr v(A)=0.

Dla przeliczalnej rodziny miar teza twierdzenia jest oczywista.

Dowdd. Zgodnie z przyktadem [[L3.4] mozemy zalozy¢, ze miara u jest skon-
czona. Podazajac w tym samym kierunku, rozwazmy rodzine P wszystkich
miar postaci %-y, dlav € P izbioréw S € T o skonczonej mierze v(S) > 0.
Niech Q oznacza zbiér wszystkich miar postaci

Q= ZciPi, gdzie P;eP, ch-zl ic¢>0, dlaieN.
i€N i
Korzystajac z faktu, iz wszystkie miary Q € Q sa absolutnie ciagle wzgle-
dem p, wyrézniamy rodzine zbiorow

C={CeT; J0coQ(C)>0,Q=q-piqlc>0@w .

Liczba M = sup{u(C); C € €} < oo jest osiagalna jako granica ciggu
(11(Cn))nen, przy czym dla kazdego n istnieje miara @, = ¢, - p € Q ta-
ka, ze qn|c,, > 01 Qn(Cp) > 0. Zauwazmy, ze zbiér Z = |J,, C, nalezy do
rodziny €, a opowiadajaca mu miarg jest np. Q, = > ,en 27" @y € Q. Istot-
nie, gestoscig miary @, jest funkcja g, = >_,cn27"qn, a jej calkowalnosé
(i zbieznosé szeregu) jest konsekwencja ograniczonosci

/ZQiqud,u: 227k<1

k<n k<n
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i monotonicznej ciaglosci calki [ du. Oczywiscie go|z > 01 u(Z)=M.
Zal6zmy teraz, ze A € T jest dowolnym zbiorem mierzalnym takim, ze

Qo(A) = [, godp = 0. Wéwezas g, 4 =0, a wiec n(ANZ) = 0. Dla dowolne;j

miary @ = ¢ - p € Q konsekwencja réwnosci (AN Z) = 0 jest oszacowanie

Q(A) = Q(ANZ)+Q(A\Z) = Q(A\Z) < Q({g>0}\Z),

a poniewaz zbior C' = {q > 0} \ Z ma wtasnos$¢ (¢ + ¢o)|cuz > 0, suma
C'UZ €€ nie moze mie¢ miary wiekszej niz p(Z). Stad u(C)=0, co konczy
dowdd implikacji

Qo(A)=0 = p(ANZ)=0 = Voeo Q(A)=0 = @o(4)=0,

a wiec wszystkie trzy warunki sa réwnowazne. Pozostaje zauwazy¢, ze dla
dowolnej miary v € P znikanie v(ANK) = 0, dla v(K) < 0o, oznacza réwnosé
v(A)=0. O

1.3.4 Catka wzgledem o—ciata

Udowodnione wczesniej twierdzenie jest takze wnioskiem z twierdze-
nia Radona—Nikodyma i podpowiada, ze w o —skonczonej przestrzeni z mia-
ra kazda skonczona funkcja mierzalna f jest przeliczalnie catkowalna — ist-
nieje ciag zbioréw mierzalnych T, ' T, dla ktérych wszystkie obciecia f|r,
sg funkcjami catkowalnymi.

Ogolniejsze konsekwencje twierdzenia [[.3.5] zawiera

Lemat 1.3.13. Niech (T,%, ) bedzie przestrzeniq z miarq o—skonczong,
a [ € M4 (%) nieujemnq funkcjg mierzalng. Dla kazdego o—-ciala S C %,
jesli miara p|s jest o—skonczona, istnieje funkcja g€ M (S), taka ze

(f-wle =9 s (1.64)

Ponadto, dla dowolnego zbioru G€& o mierze u(G)>0
(i) ograniczenie funkcji g do G ma wlasnosé

[ran= [ gdn= [ godls). daacelc (165
A A A

i jest jednoznacznie (z doktadnosciq do relacji =) wyznaczone przez ogra-
niczenie f|g funkcji f oraz ograniczenie miary u do podprzestrzeni G CT;

(i) gl == flqg, jesli funkcja f|c jest S—mierzalna. O
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Jezeli obciecie p|g miary o—skonczonej w przestrzeni (7, %) do mniej-
szego o—ciala & C T zachowuje o—skonczonosé, wszystkie funkcje z M(T)
sg — w opisanym ponizej sensie — przeliczalnie p—catkowalne wzgledem .
Z drugiej strony, w dowolnej przestrzeni z miara (T, T, u), dla kazdej funkcji
feM(T]), czyli takiej, ze zbiér S={z €T; f(x)#0} ma miare o—skoi-
czona, obciecie f|g € M(T|S) jest w tym sensie przeliczalnie calkowalne —
istnieje pokrycie S=J,cn Sn, takie ze kazda z funkcji f|s,,n €N, jest cal-
kowalna. Rozumowanie to pozostaje w mocy takze w ogdlniejszej sytuacji,
gdy T i G sa o—pierscieniami, a zbiér {f =0} nie musi by¢ mierzalny.

Definicja 1.3.14. Dla dowolnej przestrzeni z miarg (T,%, ) i dowolnego

o—pierscienia & C T funkcje p—mierzalng f € M(T, u) bedziemy nazywaé

przeliczalnie p—catkowalna wzgledem &, jesli istniejg zbiory S, € GZ takie,

ze [g |fldu<oo, dlan €N, przy czym f+=1gf, dla S =U,, Sn.
Przyjmujemy oznaczenia

I°(&, p)={f e M(T,pn); f jest przeliczalnie p— calkowalna na S}, (1.66)

dla przestrzeni liniowej wszystkich funkcji przeliczalnie p—catkowalnych wzgle-

dem & oraz
LU(Gau) = ZU(Gau)/p:W - M(T7 M)a (167)

dla odpowiedniej przestrzeni klas réwnowaznosci.
Z twierdzenia Radona—Nikodyma [[3.5(ii) otrzymujemy zatem

Stwierdzenie 1.3.15. Zachodzg inkluzje
M(&)) CI9(6,n) C M(ZY), a wice takze
M(T7 (M’G)o) - LJ(GaM) - M(Tvuo)' O
Przeliczalna p—catkowalno$¢ (wzgledem &) funkcji p—mierzalnej zalezy
wylacznie od skladowej o—skonczonej p” miary p i o—pierscienia &Y. Stad

Twierdzenie 1.3.16 (Catka relatywna). Niech (T,%,u) bedzie dowolng
przestrzenig z miarg, a S dowolnym o—piercieniem w T.
(i) Istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe

Mg = He: M(T,p) > L7(&, ) — M(T, ps)

takie, ze llg[f] >0 dla f >0, a dla klas réwnowaznosci funkcji f, g, odpo-
wiednio, 5~ 1 &7 —mierzalnych, réunosé Ms|f] = [g], czyli TMes(f) ==y,
oznacza wlasnosé

/fd,u = /gd(u]@;) dla G € G, takich Ze / |fldp < oo. (1.68)
G G G
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(ii) Ograniczenie Ilg do podprzestrzeni M (T, (u|s)?) jest identycznosciq,
a samo odwzorowanie jest rzutowaniem na Ilg(L7(&,pn)) = M(T, (u|s)?).
(iii) Jesli R jest dowolnym o— pierscieniem zawartym w S, to Hg o H% :H;%.

Z wyr6znionej w punkcie (i) nieujemnosci operatora Ilg wynika

Whniosek 1.3.17. (i) Dla dowolnych funkcji f,g € I°(&,u) nieréwnosé
f<g implikuje Ts[f] < Tg[g], czyli

Hs(f) < g(g) (ow).

W szczegdlnosci, |Us(f)| < s (|f]) (ow), dla f€I7(S, ).

(ii) Jesli (fn)nen jest dowolnym niemalejacym ciggiem wZ° (S, ) zbiez-
nym do funkcji f €Z°(&, i), to cigg calek relatywnych g, =g (fn), n € N,
jest monotonicznie zbiezny (pw.) do lg(f).

Dowdd. Cze$é (i) jest oczywista. Dowdd (ii) mozemy ograniczyé do ciagu
funkcji nieujemnych 0 < f,, ' f. Dla kazdego zbioru G € & takiego, ze
Jo [ dp < oo, ciag réwnosci

/gnd,u:/fnd,u<oo, dlan € N,
G G

zapewnia zbieznos$¢ [, g, dp — [ f dp. Z monotonicznej cigglodci calki
Jd(p|G) wynika zatem, ze funkcja graniczna g=sup,, g, jest calkowalna i

/WMﬁm/%wz/mM
G n Jag G O

Cwiczenie 1.3.7. W przypadku, gdy miara p na (T, %) jest skoficzona, rela-
tywna catka Iy 7y f jest liczba (funkcja stala) réwna ﬁ [ f dp. Wyznaczyé
relatywng catke Ilg wzgledem o—ciala & generowanego przez pojedynczy

zbiér C' € ¥.

Dowdd twierdzenia [L.316. (i) Niech fe€Z?(6, u) bedzie dowolna nieujemnag
funkcjg na T' przeliczalnie calkowalng wzgledem &. Przyjmijmy za S €&,
zbiér, na ktérym miara fpu jest o —skoficzona, przy czym f == f-1g. Z twier-
dzenia Radona-Nikodyma (lemat [[L3.13]) wynika istnienie funkcji (u|S)—mie-
rzalnej g, dla ktérej zachodzi réwnosé (L63). Rozszerzenie g do funkeji
fes € M(6) takiej, ze fg(z)=0 dla z¢ S, spelnia warunek

(f - 1w)(G) = (fe - p)(G), dlaGe&

i wobec tego zalezy od f jednoznacznie — z dokladno$cig do zbioru miary 0.
Dla dowolnej funkeji f € Z7(6, u) rozkltad f = fT— f~ nakazuje przyjaé
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s (f)=g—h, gdzie g=(f")s i h=(f")s, a to implikuje wlasnoé¢ (LGX)).
7Z liniowosci catki wynika poprawnos$é definicji oraz liniowos$¢é otrzymanego
odwzorowania.

Wilasnosé (ii) wynika z faktu, ze wskazane w (i) funkcje & —mierzalne fg
znikaja poza zbiorem o—skonczonym, przy czym, zgodnie z lematem
fo==f, jedli f jest takze G—mierzalna.

Tozsamosé sformutowana w (iii) wynika z réwnowaznosci (LGg]). O

Szczegdlng postaé calki relatywnej wzgledem o—ciata generowanego przez
odwzorowanie mierzalne opisuje

Stwierdzenie 1.3.18 (Lemat Dooba-Dynkina). W przestrzeni z miarg
(T, %, 1), jesli & jest o—ciatem o(Z) = Z 1 (Bgrm) generowanym przez
funkcje mierzalng Z = (Z1,...,Zn): T — R™, a miara puy = Z.u jest
o—skoriczona, wowczas calka relatywna dowolnej funkcji h € I°(o(Z), )
jest postact

HJ(Z)h%g(Zla ey Zm),
gdzie g jest funkcjq borelowskq na R™ — okreslong jednoznacznie (pw) wzgle-

dem miary pyz.

Dowdd. Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku i > 0, gdy miara borelowska
v(B)=[,-15hdu, dla B€ Bgm, jest absolutnie ciagla wzgledem miary /1.
7 twierdzenia Radona—Nikodyma wynika tozsamos¢

/ hdMZ/gduzz/ goZdu,  BE€ Bpm,
Z-1B B Z-1B

dla pewnej nieujemnej funkcji borelowskiej g. U

Cwiczenie 1.3.8. Oryginalny wynik znany jako Lemat Dooba—Dynkina nie
korzysta z pojecia miary. Wykazaé, ze kazda o(Z)/Bgrr —mierzalna funkcja
h: T — RP jest — dokladnie, czyli wszedzie — postaci h = g o Z, gdzie g jest
funkcja borelowska.

Kolejne twierdzenie wtacza do rozwazan klasyczng catkowalnosé — w nie-

co ogdblniejszym wariancie, z p—ta potega. Przypominamy klasyczne

Twierdzenie 1.3.19. Dia kazdej liczby rzeczywistej p > 0 zbidr (klas) funk-
cji catkowalnych z p—ta potega,

LT, ) = {[f] € M(T, p); | fIP € LY(T, 1)} (1.69)

jest przestrzenig liniowq. Jesli p > 1, LP(T, ) wraz z normg

1A, = 1f 1l = (/lflpdu>1/p
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jest przestrzeniq Banacha. Kazdy monotoniczny cigg funkcji [fn] € LP(T, ),
n € N, o ograniczonej normie jest zbieiny wedlug normy do f = sup,, fn. U

Za podstawe przyjmujemy

Lemat 1.3.20. (i) Dowolna funkcja p—calkowalna f € Z(T, p) jest przeli-
czalnie catkowalna wzgledem o—pierscienia & wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje zbior S € & zawierajgcy nosnik {f # 0} (z dokladno$cig do zbioru
miary 0) i o—skoniczony wzgledem ple.

(ii) Dla kazdego p € [1,00) przekrej LP(T, u)N L (S, 1) jest domknigtq
podprzestrzenig w przestrzeni LP.

(ili) LP(T, p) C L7(6, p), jesli miara p|s jest o—skonczona.

Dowod. Cwiczenie. O

Twierdzenie 1.3.21 (Calka relatywna w LP). (i) Rzut fe=Ug(f) funk-
cji caltkowalnej f € I(T,u) NZ7(S, p) jest calkowalny wzgledem miary pls
i zachodzi rownosé

/kw=/Nw (1.70)

(ii) Dla kazdego p € [1, 00) rzutowanie g zachowuje caltkowalno$é funkcji
z p—tq potega,
M (LP(T, p) N 17(6, 1)) = LP(T, pls)  dlap > 1,

1 wyznacza operator lintowy ciggly o normie 1.

Dowdd. (i) Wlasno$¢ (L68) i przeliczalna catkowalnosé funkcji feZ(T, )
implikuja skoficzonosé i réwnosé catek [f*du= [{f*)s dp, a stad wynika
calkowalnos¢ funkcji fe i réwnosé (L70).

(ii) Dla p > 1 korzystamy z monotonicznosci operatora Ilg oraz z ele-
mentarnej analizy i wlasnosci

tP =sup{at+b; (a,b)€X,}, gdzie ¥,={(a,b)€Q? Vyspaz+b<al},
prawdziwej dla ¢ > 0 i wynikajacej z wypuktosci funkcji x +— aP. Jezeli
zatem feZ7(6, ), to dla kazdej pary wspoélezynnikéw (a, b) € ¥, zachodzi

nieréwno$é a| f|+b < | f|P. Jedli dla zbioru S € & zachodzi réwnosé f =1gf,

to z nieréwnosci a| f|+blg <|f[P (w przestrzeni Z°(&, 1)) wynika

alfle + bls = (a|f] + blg)ej < (|f|p)6 (pw), (1.71)

gdzie indeks & wskazuje (dowolne) funkcje reprezentujace klasy — wartosci
operatora Ilg. Nieréwnosé (IL71)) jest prawdziwa prawie wszedzie, czyli poza
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pewnym zbiorem Z(, ;) miary 0. Przechodzac do kresu gérnego otrzymujemy

(Ifls)’ < (IfIP)s poOza zbiorem Z = U Z(a,b),
(a,b)ex,
réwniez o mierze 0. Monotoniczno$¢ Ilg (wn. [L317]) prowadzi do nieréw-
nosci
[fel” < (f1e)" < (1fP)g w,
?

z ktérej wynika caltkowalno$é funkeji | fg|” 1 oszacowania

Jitsl du < [P di= [15Pdic i sl < 151

jesli tylko funkcja |f|P jest calkowalna. Dla zakonczenia dowodu pozostaje

zauwazy¢, ze ograniczenie Hg|rs(7,,|s) jest identycznoscia. O

1.3.5 Warunkowe miary wg. Billingsleya

Zgodnie z zapowiedzig sformutowana w uwadze rozwazamy ustalong
miare pu w przestrzeni mierzalnej (RP, Brp) x (T, T). Brak symetrii nie prze-
szkadza, by sformutowane nizej twierdzenie stanowito ,,wspélny mianownik”
dla grupy twierdzen wykorzystywanych w kolejnym rozdziale w kontekscie
probabilistycznym.

Twierdzenie 1.3.22 (O mierze warunkowej). Niech \ bedzie dowolng mia-
rg o—skonczong w przestrzeni (RP x T,Brpr @ T), p €N, dla ktérej miara
brzegowa
Ar: T3B— ARPxB) € Ry
jest rowniez o—skoriczona. Istnieje funkcja
)‘\T: Bre X T — [O, 1]

taka, zZe

(i) dla T€T funkcja A\ p(-,7) jest miarg probabilistyczng na RP;

(ii) dla kazdego zbioru A€Bge ewaluacja N\ (A,-) jest funkcje T—mie-
rzalng na T takq, Ze

MAXB) = /B)\|T(A, ) dAr, (1.72)

dla dowolnych zbioréw mierzalnych ACRP, BC T}
(iii) dla kazdej calkowalnej funkcji f na RP xT

/fd)\ - // £ (@, 7) Mp(d, ) (dr). (1.73)

Powyzsza rownosé zachodzi takze dla kazdej nieujemnej funkcji mierzalnej f.

(iv) Dla kazdej funkcji p: Bre x T — [0,1] o wlasnosciach (i)—(ii) row-
nos¢ miar p(-,7) = Np(-,7) zachodzi dla prawie wszystkich T€T.
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Definicja 1.3.23. Funkcje N\p bedziemy nazywaé warunkowym rozktadem
miary A wzgledem miary brzegowey.

Whiosek 1.3.24. Jesli miara A = p-(v®@pu) jest absolutnie ciggla wzgledem
produktu o—skonczonej miary borelowskiej v na RP i o—skoriczonej miary p
w przestrzeni (T, T), przy czym funkcje (-, 7) sq v—calkowalne dla prawie
wszystkich T €T, wowczas

(i) funkcja g = [ p(z,-)v(dx) jest gestoScig miary miary brzegowej Ar;
w szezegdlnosci g(1) >0 dla pw. T€T — wzgledem miary Ar;

(i) dla pw. T€T funkcje g- = ¢(-,7)/g(T) sa gestosciami miar probabi-
listycznych
ANr(A,7) = /AgT dv, dla A€Bpp.

Naturalny i do$¢ oczywisty rozklad gestosci o(x,7) = g-(x)g(7) pozwala
traktowaé réwnosci (L72)—(L73) jako uogdlnienie twierdzenia Fubiniego.

Dowdéd. Po wyznaczeniu miary brzegowej w postaci

A = ( [ ola (o) g

potwierdzamy o—skonczonos$é¢ miary Ap = g - p (por. tw. [L222). Rownosé
([L72) redukuje sie¢ do wzoru Fubiniego na caltke iterowana.

A(A x B) / / gr(z (T)u(dT) O

W szczegdlnosci, jesli w twierdzeniu [L3.22] miara A na produkcie RP x T
jest indukowana z ustalonej o—skonczonej przestrzeni z miara (T, ¥, u1) przez
pare odwzorowan: T—mierzalne X : T'— RP oraz T /S —mierzalna identycz-
nos¢ na T, otrzymujemy

Twierdzenie 1.3.25 (Billingsley, [3]). Zalézmy, Ze p jest o—skonczong
miarg w przestrzeni mierzalnej (T, %), a X : T — RP dowolng funkcjg T—mie-
rzalng. Jesli obciecie p do o—ciata S CT jest miarg o—skonczong, wowczas
istnieje funkcja px|g: Bre X T — [0,1] spelniajgca warunki:

(i) Dla kazdego T €T funkcja /J,X‘G(-,T) jest borelowskqg miarg probabili-
styczng na RP.

(ii) Dla kazdego A€ Bro funkcja px|s(A,-) jest &—mierzalna, przy czym

W(XTTANG) :/ ixie(A ) dp,  dla GES. (1.74)

Jesli o: RP =R jest funkcjq borelowskq takq, Ze [ [p(X)|dp< oo, to takze

Lotxian= [ [ @ nxslde,)dn (1.75)

gdzie calka wewnetrzna jest skornczona prawie wszedzie na T.
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Dowéd. Cwiczenie. Dla dowodu ([I75) podstawié¢ f(x,7) = ¢*(x)1g(7) do
wzoru (LL73)). O

Rownosé (LT0) oznacza, ze funkcja podcatkowa spelnia warunki charak-

teryzujace caltke relatywna. Stad

Whniosek 1.3.26. Dla kazdej funkcji borelowskiej p: RP — R takiej, ze
©(X) € I°(T, 8), calka wzgledem rodziny miar warunkowych pye(dz,T),
TeT, wyznacza relatywng catke

I (p(X)) %/w(x) pxe(de, )
Junkcji o(X1, ..., Xp) wzgledem o—ciala &. O

Konstrukcja objeta twierdzeniem [1.3.25] ma takze ogdlniejszy charakter
i pozwala na rezygnacje z zalozenia o—skonczonosci miary .

Whniosek 1.3.27. Niech f: T — R bedzie dowolng funkcjg mierzalng wzgle-
dem o—pierscienia T. Dla dowolnej miary pu w przestrzeni polmierzalnej
(T, %) © o—pierscienia & C T takiego, ze f jest przeliczalnie calkowalna
wzgledem &, istnieje funkcja pys: Br X T'— Ry spelniajgca warunki (i)-
(ii) z twierdzenia [[Z323.

Dowéd. Po ustaleniu funkcji f € Z9(&, ) i zbioru S € &f takiego, ze
f==1sf, teza wynika z twierdzenia [.3.25] dla miary ul|S. O

Cwiczenie 1.3.9. Dla analogicznego rozszerzenia wlasnosci (L75) w przy-
padku, gdy T (i &) nie sa o—cialami, mierzalnosé¢ zlozenia ¢(f) wymaga,
by ©(0) = 0, co oznacza mierzalno$¢ ¢: R — R wzgledem o—pierscienia
%R\{O} C Bp.

Dowdd twierdzenia [[.322, Dla dowolnego ciggu liczb wymiernych r € QP
i zbioru A, =];<,(—00,7 ()] nieréwnosé \"(B) = A(A, x B) < Ar(B), BET,
implikuje absolutna ciagto$¢ miary A" < Ar. Ustalamy przeliczalng rodzine
funkcji T—mierzalnych F,.: T — [0, 1] takich, ze \" = F,. - Ap, dla r € QP.
Doktadniej — dla dowolnego zbioru B €T, dla ktérego Ap(B) < oo, ze stwier-
dzenia [[3.3(i) i nieréwnosci

/ (1-F,)dAr>0, dla kazdego Ge€%|B,
G
wynika wlasno$é Ap ({1—F, < 0} NG) = 0. Ewentualna modyfikacja funkcji

F, na zbiorze miary 0 daje dodatkows nieréwnosé¢ F,. < 1. Sprawdzamy
kolejno warunki sformutowane w twierdzeniu [L.T.45]
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Dla dowolnych indekséw r, s € QP takich, ze r <s, czyli r(i) < s(i), dla
1< p, z o—skonczonodci miary Apr i nieréwnosci

/B(FS—Fr)d)\T = A((A\A,) x B) >0

wynika istnienie zbioru N,; €T o mierze 0 takiego, ze F, < Fy poza N,s.

Kazdy ciag w QP rosnacy do nieskonczonosci jest wspotkoncowy z cia-
giem r, = (n,...,n) — oo. Przy zachowaniu monotonicznosci wzgledem r,
dla dowolnego B € T o mierze A\p(B) < oo zbieznos$é

/ F,. d\r = A(Ar, x B) — Ar(B) :/ 1dAr
B B

implikuje zbieznos¢ lim,, . F;, = 1, prawie wszedzie, a wigc poza zbiorem

Ny 0 mierze 0. Analogicznie, dla kazdego r € QP i kazdego j < p implikacja

{r(i)’ daizj _, / Fo d\r = M4y, x B) — 0
r(j)—n, gdyi=j B

zapewnia zbieznosé lim, . Fy, = 0 — poza niezaleznym od r i j zbiorem

N_ 5, o mierze 0.

Kolejng wtasnosé odpowiadajaca potciagtosci z gory w dowolnym punk-
cie r € QP wykazujemy rozwazajac ciag indekséw r, = (r(i) + %)igp, dla
n €N, wspotkoncowy z kazdym ciagiem s, \, 7. Dla dowolnego B € T o mie-
rze Ap(B) < 0o z monotonicznej zbieznodci

lim / F, d\r = A(A, x B) = / Fodr
G

n—oo B

wynika zbieznosc¢ lim, .o F,, = F, — poza pewnym zbiorem N, o mierze 0.

Sumujac przeliczalng rodzine zbioréw o mierze 0, znajdujemy zbiér N € ¥
o mierze A\p(N)=0, poza ktérym spelniona jest przeliczalna rodzina warun-
kéw sformutowanych w twierdzeniu [LT.45] Dokladniej, dla 7¢ N

(a) Fo(1) < Fs(7), jesli r, s € QP,r < s;

(b) Vigplimy, oo Fr-(17) =0, lim, o0 Fr(1) = 1;

( ) llms\rF (T) = Fr(7)5

(d) dla kazdego przedzialu postaci A= (rq,s1]x ... x(rp, s,] o koncach
wymiernych zachodzi nieréwnos¢

Z sign(q)Fy(T) > 0.
ge{ri,s1}x..x{rp,sp}
Ostatnia grupa nieréwnosci jest konsekwencja tozsamosci

> sign(q) FydAr = M(AxB) > 0

B q€{ri,sipx..x{rp,sp}
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i o—skonczonoéci miary Ar. Przyjmujac teraz dla dowolnego x € RP

Fx(T) _ lim,\ , F7 (1), dlaT¢N

Feo(z), dla TeN,
gdzie F jest np. dystrybuanta miary Diraca w 0 € RP, zachowujemy mie-
rzalno$¢ wzgledem 7 i otrzymujemy dla kazdego 7 € T' dystrybuante jedno-
znacznie okreslonej borelowskiej miary probabilistycznej )\‘T(-,T) w RP.
Dla sprawdzenia mierzalnosci kazdej ewaluacji A\jp(A,-) wystarczy za-
uwazy¢, ze rodzina

2 = {A€DBrr; \r(A,-) jest funkcja T—mierzalng}

jest A—systemem i zawiera m—system przedziatéw A,., r € QP, generujacych
o—cialo zbioréw borelowskich Bgrr. W analogiczny sposéb stwierdzamy, ze
dla kazdego zbioru B €T o mierze \p(B) < oo rodzina

B = [AcBgs; /B)\‘T(A,-) — MAxB))

takze jest A—systemem i rowniez zawiera w—system przedziatow A,., r € QP,
a wiec — zgodnie 7z teza twierdzenia Sierpinskiego [LT.T4(i) — jest réwna Bgp,
a to konczy dowdd wlasnosci (ii).

Uogdlniony wzér Fubiniego (L73]) sprawdzamy w pierwszej kolejnosci
dla funkcji charakterystycznych f = 1¢, C' € Bre ® T, ale zaczynamy od
tworzacych m—system zbioréw postaci C' = Ax B, gdzie Ap(B) < oo. Dowdd
powtarza zawarte w [2], str. 146-147] rozumowanie dot. dowodu twierdzenia
Fubiniego. Z twierdzenia [LT.T4{iii) wynika, ze rodzina zbioréw

¢ = {CG (%RP ®‘Z)§\; )\(C) = / 10(1'77—) )‘\T(dxﬂ—))‘T(dT)}

zawiera d—pierscien generowany przez produkty C' = A x B, a twierdzenie
strukturalne [LTI3[(iii) pozwala rozszerzy¢ réowno$é (LT73) na funkcje cha-
rakterystyczne wszystkich zbioréw C € Brr ® T, a wiec takze na funkcje
proste — kombinacje liniowe funkcji charakterystycznych zbioréw o mierze
skoniczone;j.

Dla nieujemnej funkcji mierzalnej f: RPxT — R réwnosé (LT3) otrzy-
mujemy, korzystajac z dowolnej monotonicznej aproksymacji 0 < f,, " f
funkcjami prostymi. W przypadku dowolnej funkcji catkowalnej f rozktad
f = fT—f_ i skoficzona warto$¢ kazdej z calek iterowanych oznacza, ze
funkcje podcaltkowe sa pw. skonczone, a ich roznica jest okreslona prawie
wszedzie i catkowalna.
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Dowéd jednoznacznosci (iv) konstruowanej miary wypada rozpoczaé od
obserwacji, ze réownoé$é¢ lokalnie skonczonych miar borelowskich w R? jest
rownowazna réwnosci dystrybuant, a ta — wobec polciagltodci z géry — da
sie opisa¢ poprzez réwnosé na przeliczalnym zbiorze gestym QP. Implikuje
to mierzalno$¢ zbioru

{T; p('vT) - )‘\T('7T)} = ﬂ {T; (I)T(T) - FT(T)}v
reQp
gdzie ®, = p(A4,,-), dla zdefiniowanych wyzej zbioréw A,,r € QP. Dla za-
konczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze z wlasnosci (i) wynika réwnosé
miar @, A\p = X" = F.Ap, dla wszystkich multiindekséw 7. O

Jesli w twierdzeniu [[.3.22] przyjaé¢, ze A jest miara indukowang przez
pare wektorowych funkcji mierzalnych (X, Z): T — RP x R™, otrzymujemy
alternatywna wersje konstrukeji Billingsleya.

Whniosek 1.3.28. Dla dowolnej o—skoriczonej przestrzeni z miarg (T, T, p)
niech X: T — RP, Z: T — R™, p,m € N, bedg wektorowymi funkcjami
T—mierzalnymi. Jesli miara borelowska py = Z.pu jest o—skonczona, to
istnieje funkcja pix|z: Bre X R™ — [0,1] borelowska ze wzgledu na drugi
argument 1 taka, Ze

(i) dla kazdego z€R™ funkcja MX|Z:ZEMX|Z('7 z) jest borelowskq miarg
probabilistycznq, przy czym

(ii) dla A€ Brp @ BEBrm zachodzq réwnosci
w(X AN Z1B) :/ tx|z(A,)dpz  oraz
B

/Zlef(X,Z)dM :/B(/f(x7Z)MX|Z:z(d96)),uz(dz),

jesli dla funkcji borelowskiej f: RPT™ R przynajmniej jedna ze stron réw-

(1.76)

nosci jest poprawnie okreslona.

(iil) Zachodzi rownosé pix|o(2)(A,7) = pix|z=z(r)(A), dla A€ Bgo i pra-
wie wszystkich T€T. [

Definicja 1.3.29. Podana w twierdzeniu rodzina miar px|s(-,7),
T€eT, jest warunkowym rozkltadem funkcji X wzgledem miary p i o—-cia-
ta G.

Funkeja pxz, czyli rodzina miar (pix|z—.).ecrm o0 wlasnosciach (i)-(ii)
sformutowanych w tezie wniosku[L.3.28, jest warunkowym rozkladem funk-
cji X wzgledem miary p @ funkcji Z.

Laczac wnioski [[L3.24] i [L3.28] otrzymujemy wazna, klasyczna recepte
pozwalajaca na efektywne wyznaczanie rozktadéw warunkowych.
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Twierdzenie 1.3.30. Zaléimy, ze X: T — RP, Z:T — R™, p,meN, sqg
funkcjami T—mierzalnymi na przestrzeni z miarg o—skoriczong (T, %, \).
Jesli miara indukowana A(x,z)y = (X, Z) A jest absolutnie ciggla wzgledem
produktu o—skonczonych miar borelowskich v @ p na RP x R™, a jej ge-
stos¢ g spetnia warunek [g(z,z)dv(x)<oo dla p—prawie wszystkich z€R™,
wowczas

(i) funkcja gz = [g(x,-)dv(x) jest gestosciq miary Az =Z, X wzgledem p;

(i) funkeje gx|z(-|2) = g;é)) okreSlone dla pw. z € R™ wzgledem mia-

Ty Az, $q gestosciq rozkladu warunkowego \x|z—. wzgledem miary v.
Dowdd. Cwiczenie — sprawdzié¢ zalozenia i uzgodni¢ oznaczenia. O

Cwiczenie 1.3.10. Jesli p{Z =z} > 0, jednoznacznoéé (pw.) miary warun-
kowej nie pozostawia swobody i wobec tego

X €A Z =2z}
MX|Z:z(A) = M{Z:Z} dla A€ Bgp.

Sprawdzi¢.



Rozdziat 2

To nieprawdopodobne

2.1 Probabilistyczny punkt widzenia

Od czaséw Andrieja N. Kolmogorowa i jego aksjomatycznej definicji prze-
strzeni probabilistycznej jako przestrzeni z miara (€2, §,P) wiemy, ze  jest
przestrzenia (zbiorem) zdarzen elementarnych, § — rodzina zdarzen, a mia-
ra P, taka ze P(Q2) = 1, opisuje prawdopodobieristwo zdarzeh. W ramach Sta-
tystyki, abstrakcyjne pojecie przestrzeni zdarzen staje si¢ formalnym, mate-
matycznym opisem populacji, czyli ogétu obiektéw obserwowanych w Swiecie
rzeczywistym — w trakcie badanego cyklu do$wiadczen. W tym kontekscie
prawdopodobienistwo odpowiada doswiadczalnie obserwowanej czestosci wy-
stepowania zdarzen jako grup obiektéow wyrdzniajacych sie rejestrowanymi
w ramach do$wiadczenia cechami (por. twierdzenie 2ZZT.T11 wniosek 2.2.26]).

2.1.1 Odswiezanie tradycji

Uprzedzajac stosowne definicje, sygnalizujemy twierdzenie, ktére nadaje

precyzyjny sens klasycznej, czestosciowej interpretacji prawdopodobienstwa.

Twierdzenie 2.1.1 (Prawdopodobienstwo jako czestosé). W kazdej prze-
strzeni probabilistycznej (2, §,P) prawdopodobieristwo P(A) dowolnego zda-
rzenia A € § wyraza si¢ poprzez granice ciggu Srednich

P(A) = lim , (2.1)

gdzie symbol # oznacza liczbe elementow wskazanego zbioru, a zbiezZnosc
zachodzi dla prawie wszystkich ciggow w= (wi,)ren € Q.
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Dla dowolnej przestrzeni probabilistycznej (€2, §,P) istnienie miary pro-
duktowej PN w przestrzeni produktowej (2, )N pozwala traktowaé ciagi
zdarzen elementarnych (wg)ren jako abstrakcyjne préby losowe i jednocze-
énie zdarzenia elementarne w QY. Przypominamy zatem:

Twierdzenie 2.1.2 (O nieskoniczonym produkcie miar [10]). Dla dowolnego
ciggu przestrzeni probabilistycznych (S;, &;,P;), 1 € N, w przestrzeni produk-
towej (S, 6) = [1;en(Si, ©;) istnieje dokladnie jedna miara probabilistyczna
P=&;cn Pi, taka ze

(T1.n)sP=P1®---Q@P,, dlanecN, (2.2)
gdzie w1 =(7;)i<n jest rzutowaniem S 3 (w;)ien— (wWi,. . ., wy) €51 X. .. X S,

Dowéd (wg. [I7]) podajemy na koncu biezacego podrozdziatu.

Wykorzystany w (22)) skonczony produkt miar jest klasycznym rozwi-
nieciem pojecia produktu dla n = 2. Przypominamy, ze produkt p ® v
dowolnych dwu skonczonych miar p: & — Ry, v: T — Ry charakteryzuje
warunek

(L@v)(Ax B)=puA)r(B), dlaAdecS,Beg, (2.3)

a dziedzing miary produktowej jest oc—cialo E® T generowane przez rodzing

produktéow {A x B; A€ &,B € T}.

Dowdd twierdzenia [2117. Dla dowolnego ustalonego zdarzenia A € § w prze-
strzeni Q niech Y =14 —P(A): Q — R oznacza funkcje prosta

1-P(4), dla we A
Yiw)— { “P(4), dla we O\ A

Przyjmujac Yz = Yomg: QN — R, czyli Yz (w) =Y (w), dlaw = (w;)ien, kEN,

zauwazamy, ze sumy

Z Z 71A—nIP) A)

spetniaja tozsamoéé 15, = #{k <n; wy € A}/n—P(A), dla n € N. Dowo-
dzona teza (2)) sprowadza sie zatem do wlasno$ci

1
PYZ)=1, dla Z={we" lim —S,(w)=0}. (2.4)

n—oo n

Roéwnowaznos§é %Sn(w) 4 0 <= Fe>0VmInzm ‘Sn(w)] > ne pozwala zapi-
sa¢ dopelnienie zdarzenia Z w postaci

PN\ Z =N U {ISal > ne},

e>0 m n>m
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a zatem PN (QN\ Z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 zachodzi
zbieznosé PN (U, ,, {|Sn| > ne}) — 0, dla m — oo. Z subaddytywnosci

PN( U {ISn] > ne}) Z PN{|S,| > ne}

n>m

wynika, ze wystarczy udowodnié zbieznosé szeregu S0 PN{|S,| > nel,
w ktérym kazdy ze skladnikéw jest prawdopodobienstwem w przestrzeni
Q" dlan € N. W tym celu skorzystamy z oszacowania

/Xd,u >/ cdp =cpu{X > ¢}
{X>c}

prawdziwego dla dowolnej miary p, dowolnej funkcji p—catkowalnej X > 0
i réwnie dowolnego ¢ > 0, zapisanego w postaci u{X > c} < ¢! [ Xdu lub
ogOlniej

p{|X] > c} < c_p/]X\pd,u, dla p > 0. (2.5)

Jest to tzw. nieréwnosé Czebyszewa-Markowa (por. (2.9)). Dla p = 2 calka
po prawej strona nieréwnosci wynosi

/|Sn|2dIP’N :/(ZY2+ZYY)dPN

<n

—n/Y2dP+Z/Y /YdIP’ dIP’N—n/Y2dIP
i#]
gdzie korzystamy takze z wlasnosci [ Y dP = 0 i twierdzenia Fubiniego dla
miary PY = PN @ P. Otrzymane oszacowanie PN{|S,| > ne} < ;—;, gdzie
02 =P(A)(1—P(A)) nie daje wprawdzie szeregu zbieznego, ale analogiczna

tozsamosé¢ uzyskana dla p =4

[1satdp = [(Cvi+6 Y vAv7+43 3 v,

i<n 1<j<n i<n j#i
+12 Y Y v+ Y m/jykyl)dPN
J<k<ni#yk i<j<k<l<n

=n [Y*dP + 3n(n — 1)( [ Y2dP)* < Kn?,

w ktérej tylko pierwsze dwie grupy sktadnikéw maja niezerowe catki, pro-
wadzi do oszacowania
Ke*

]P’N{]Sn] >ne} < =

)

gdzie K jest stala niezalezna od n € N. Zbieznosé szeregu Z konczy
dowdd. O
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Uwaga 2.1.1. Czytelnik zauwazyl zapewne, ze w dowodzie wykorzystana
jest bardzo uproszczona wersja twierdzenia Fubiniego, ograniczona do catki
z iloczynu funkcji prostych, zaleznych od skonczonych, roztacznych zbioréw
wspolrzednych. Bardziej zwarty zapis catlkowy moze by¢ z powodzeniem
zastapiony przez prosta zmiane kolejnosci sumowania.

Istotna role w dowodzie twierdzenia 2.1l pelniag wlasnosci catkowe funk-
cji mierzalnych Y: Q — R oraz Y, S, : QN — R, dla n € N. Liste niezbed-
nych definicji rozpoczyna zatem

Definicja 2.1.3. Zmienna losowa w przestrzeni probabilistycznej (§2,F,P)
nazywamy kazdg skonczong funkcje mierzalng X : Q0 — R, to znaczy takg,
ze zbiory

{XeAt={we Q) X(w)e A}, dia Aec By

sq zdarzeniami, a wiec majq okreslone prawdopodobieristwo 0 <KP{X € A} <1.
Miare borelowskqg Px = X,.P nazywamy rozkladem prawdopodobienstwa
zmiennej X.

Za uogdlniona zmienng losowq bedziemy uwwazaé kazdg prawie wszedzie
skoriczong funkcje mierzalng X : Q — R.

... a z twierdzenia 2.1l wynika

Whniosek 2.1.4. Niech X bedzie dowolng zmienng losowq w przestrzeni
(Q,5,P). Dia kazdego zbioru borelowskiego B C R zbieznosé

Px(B) = lim 1#{k <n; z,€B} (2.6)

n—oo

zachodzi prawie na pewno — dla prawie wszystkich ciggow liczb rzeczywistych
(zn)nen wzgledem miary produktowej PY w RN

Dowdd. Zbiér C = {w € QF; HEsmXlweB) _, py(B)1 i zbiér borelowski
D = {z=(x;) €RY; w — Px(B)} laczy zaleznosé C = X~1D,
gdzie X(w) = (X (wi)),  ERN dla w = (wy) € ON. Stad

keN

1 =PY(C) = X (PY)(D) = PY(D).

Wykorzystana tu réwnosé miar X, (PY) = PY wynika z ich zgodnoéci na
m—systemie zbioréw borelowskich postaci A; x ... x A, x RN, O

Elementarne definicje odwolujace sie do pojecia catki Lebesgue’a obej-
muja dwie podstawowe charakterystyki liczbowe zmiennych losowych.
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Definicja 2.1.5. W odniesieniu do zmiennej losowej X : £ — R catka Le-
besgue’a .
£(X) = /XdIP’ €R

stanowi — jesli istnieje — wartosé Srednia @ nosi nazwe wartosci oczekiwanej.
W przypadku, gdy E(X) € R, wielkosé

Var(X) = £(X — £(X))? e R,

nazywamy wariancja zmiennej X. Jesli Var(X) < oo, liczbe ox = /Var(X)
nazywamy odchyleniem standardowym zmiennej X.

Cwiczenie 2.1.2. (a) Sprawdzi¢ oszacowanie £|X| < (1 + £(X?))/2.

(b) Var(X) =0 <= X ==&(X) jest zmienna losowa stalq.
Przyktad 2.1.3. Dla dowolnego zdarzenia A w przestrzeni probabilistycznej
(2,3, P) funkcja 7: QN — NU {co} okreslona wzorem

7((wi)ien) = i%f{i eN; w; € A} (2.7)

i opisujaca czas oczekiwania na sukces, czyli przypadkowe trafienie w ustalo-
ny cel, nie jest — formalnie — zmienng losowa, gdyz przyjmuje wartos¢ co na
produkcie (2\A)N ¢ QY. Funkcja 7 jest uogdlniona zmienng losowa wtedy
i tylko wtedy, gdy P(A) > 0. Sredni czas oczekiwania na sukces jest calka

rowna sumie szeregu
o0
1

E(r) =Y nP{r=n}=> nP(A)(1 - P(4)" " = A}’ (2.8)

n>1 n=1
co daje alternatywna czestosciowa interpretacje prawdopodobienstwa.

7 klasycznego zestawu nieréwnosci dla wartosci oczekiwanej wybieramy

Twierdzenie 2.1.6 (Nieréwnosci Czebyszewa). Dla dowolnej catkowalnej
zmiennej losowej X i dowolnego € > 0,

ElX| Var(X)
e g2

P{IX|> <) < P{|X - £(X)| > ¢} < (2.9)

Dowdd. Pierwsza nieréwnos¢ wynika z oszacowania [|X|dP> [¢ x 5[ X | dP,
druga — z pierwszej, dla zmiennej (X — E(X))Z. O

Twierdzenie o produkcie miar, prawdziwe takze dla nieprzeliczalnej ro-
dziny miar probabilistycznych, pojawito sie juz po cyklu prac Kotlmogorowa
i nie wplyneto na ustalone w tym czasie gtéwne kierunki rozwoju teorii.
W pracach Kolmogorowa jest zreszta ogdlniejszy wynik (por. tw. [Z.6.0]) wy-
magajacy jednak dodatkowych zalozen od rodziny przestrzeni probabili-
stycznych. Interesujacy, relatywnie prosty dowdd podajemy za [17]:
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Dowdd twierdzenia [2.1.2 o produkcie miar probabilistycznych. Przypomina-
my, ze produkt o—cial & = @),;.y &; jest generowany przez zbiér cylindréw
prostych
6” ={JJ 4icS; Ai€G;iTnen(4;=S5; dlai>n)}.
1€N

Definiujac P(]];cny Ai) jako iloczyn skonczonej liczby miar P;(A4;), ¢ < n,
otrzymujemy funkcje P: 6°° — [0,1] bedaca skonczenie addytywna mia-
ra na polpierscieniu zbioréw. Zgodnie z twierdzeniem Hahna—Kotlmogorowa
(tw. [LI38) dla jednoznacznej rozszerzalnosci P na cialo & = o(6%°) wy-
starczy udowodni¢ o—addytywnosé¢ funkcji P.

Lemat 2.1.7. Jesli polpierscien J zawiera przestrzen T = |JJ, wowczas
funkcja addytywna p: I — [0,00) jest o—addytywna, gdy dla kazdego ciggu
(Ap)nen wzajemnie rozlgeznych zbioréw w I

U A=T = 3 u(An)=p(T). (2.10)
neN neN
Dowdd lematu. Dla dowolnego ciagu zbioréw roztacznych A, € J, n € N,
o sumie B = |J,, A, € J rozwazmy skonczony rozklad dopelnienia 7'\ B na
zbiory B; € J, i < m. Z rozkladu T' = {J,, A, UU

i<m Bi wynikaja rownosci

Do u(An) + Y p(By) = u(T) = u(B) + Y u(By).

<m i<m O

Niech zatem C,, € 6°°, neN, bedzie dowolnym ciggiem wzajemnie roz-
tacznych cylindréw, takich ze |J,, C,, = S; zalézmy, ze Y, P(C,,) # 1. Poszcze-
gélne cylindry mozemy zapisa¢ w postaci Cy, =[[;en Ani, gdzie A,; € G;, dla
wszystkich 7 €N natomiast A,;=.5;, dla i>1i,, n€N. Dla m €N rownosé

P(Cn) = Z
1 n=1

gdzie M =max{i,; n<m}, implikuje oszacowanie > >, P(C),)<1. Stad

S PC) = [T PiAw) = [ X ta, [T PitAu)ap,
=2

neN neNi=1 neN

m in

Pl(Am) = (P1®...®PM)( U Anlx...xAnM),
1

n= i= n<m

co oznacza Py —catkowalnodé funkeji ¢ := ", 14, [Ty Pi(Apn;). Jedli zatem
J 1 dPy < 1, to 91 (x1) <1, dla pewnego 1 €S;. Z analogiczne] tozsamosci

P1(w1) = / > Lan(x1)la,, ﬁpi(Ani)dP27
i=3

neN
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a wigc takze Po—calkowalnosci funkcji ¢o:=>", 14,,(x1)14,, Hé’;?) P;(An;)
wnioskujemy o istnieniu xg € S, takiego ze 1o(z2) < 1. Korzystajac z induk-
cji matematycznej, mozemy w ten sposéb skonstruowaé ciag = (zy )nen € S,

00 k
> (H 1Am(33i)) ITPi(Aw) <1, (2.11)
i=1

=1 i>k

taki ze

3

dla kazdego k€ N. Poniewaz z € C),, dla pewnego m €N, przyjmujac k=i,
otrzymujemy sprzeczno$é, gdyz m—ty sktadnik wystepujacej w (211) sumy
jest wowczas rowny 1. O

2.1.2 Zmienne losowe i ich rozktady

7 twierdzenia [.2.12] wynika natychmiast

Whniosek 2.1.8. W przestrzeni probabilistycznej (2, §,P), dla kazdej zmien-
nej losowej X : Q0 — R i dowolnej funkcji borelowskiej g: R — R, zmienna
9(X)=goX jest calkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy g € T(R,Px). Rownosé

[0 du = [g@)Bxan) (2.12)

opisuje wartos¢ oczekiwang E(g(X)) jako calke wzgledem rozkladu prawdo-
podobienstwa Px = X,P zmiennej losowej X. U

Przypominamy, ze dla dowolnej zmiennej losowej X: 2 — R, induko-
wana miare borelowska Py = X, P, A — P{X € A}, nazywamy rozkladem
prawdopodobienstwa zmiennej, a funkcje Fx: Roz — P{X <z} €]0,1] — jej
dystrybuantq. Zgodnie ze stwierdzeniem [[LT.42] (prawie) kazda prawostronnie
ciagla niemalejaca funkcja F': R— [0, 1] jest dystrybuantq jednoznacznie wy-
znaczonej miary probabilistycznej u w przestrzeni (R, Br). Co wiecej, kazda
miara probabilistyczna p na prostej jest rozktadem prawdopodobienstwa
u = QL szczegblnej, lewostronnie ciaglej zmiennej losowej @: (0,1) =R,
zwigzanej z dystrybuanta F' réwnowaznoscia

Qu) <z <= u< F(z) = p((—o0,z]), dlaue(0,1),z€R, (2.13)
i opisanej wzorem Q(u) = inf{z € R; v < F(z)}, dla u € (0,1).

Definicja 2.1.9. Dla rozkladu prawdopodobienstwa i o dystrybuancie F
funkcje Q spelniajacqg (2.13)) nazywamy funkcja kwantylowa. Liczbe Q(%)

uznajemy za (dolna) mediane rozkladu, a liczby (Q(3) + Q(3+4))/2 oraz
Q(%—i—) — za mediany: $rodkowa i gorna. Wartosci funkcji w punktach i 1 %

wyznaczajq, odpowiednio, pierwszy i trzeci kwartyl rozkladu.
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Cwiczenie 2.1.4. Sprawdzi¢ réwnosé Z12) (wyznaczyé obie calki) w przy-
padku, gdy zmienna losowa X przybiera przeliczalnie wiele wartosci — ma
rozklad dyskretny.

Cwiczenie 2.1.5. Rozklad zmiennej X : Q — R jest dyskretny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje zmienna X’ == X, dla ktérej obraz X'(Q2) jest zbiorem
(co najwyzej) przeliczalnym. Zmienne X i X’ sa réwnowazne — wyznaczaja
ten sam morfizm w zdefiniowanej w [2, Cw. 2.1.6] kategorii 9.
Catkowalno$é, wartoéé oczekiwana i wariancja catkowalnej zmiennej lo-
sowej zaleza jedynie od jej rozkladu. W istocie przedmiotem zainteresowania
Probabilistyki sa raczej rozktady prawdopodobienstwa, a nie — opisujace je

zmienne.

Stwierdzenie 2.1.10. (i) Dia X : Q — R zachodzq réwnosci
£(X) = /tIP’X(dt), Var(X) = /(t CE(X) Px(d).  (2.14)

(ii) Ponadto, jesli X > 0, to dla a > 1
£(X) = / At PX > 1) dt. (2.15)
0

Dowdd. Wlasno$é (i) wynika z ([2I2]) i jest wnioskiem z twierdzenia o za-
mianie zmiennych dla zmiennej losowej. Wlasnosé (ii) wystarczy sprawdzié
dla a = 1. Z twierdzenia Fubiniego wynika rownosé

/ P{X>t}dt:/ /1{X>t} dP@dt:// 1{X>t} dt@dP:/XdP.D
0 0 0

Przyktad 2.1.6. Dla dowolnej catkowalnej zmiennej losowej X nieréwnosé
> Hixpsny < 1X]
neN
prowadzi do obserwacji, ze wskazany tu szereg jest zbiezny i zachodzi nie-
rownosé

STP{X] >0} = (3 xpsm ) < EIX]. (2.16)

neN neN

Dla dowolnego ciggu zmiennych losowych X,,,n € N, o rozktadzie takim
samym jak X, funkcja mierzalna X = > oneN X ony: @ — R. nie musi
by¢ zmienna losowa, gdyz moze przyjmowaé warto$¢ oo. Wihasnosé

/XdIP: SOP{Xa| > 0} = 3 P{X| > n} < 0

neN neN

oznacza calkowalnoéé X, a zatem X < oo prawie wszedzie. Stad np.
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Whniosek 2.1.11. Dla kazdego ciggu (Xp)nen calkowalnych zmiennych lo-
sowych o tym samym rozkladzie zachodzi réwnosé

P{w € Q; FVnom|Xn|(w) <n} =1 O

W oparciu o twierdzenie Radona—Nikodyma (tw. [[33]) wyrézniamy
w zbiorze rozkladéw wazny podzbiér.

Definicja 2.1.12. Rozklad prawdopodobienstwa p nazywamy ciagtym, jeze-
li jest absolutnie ciggly wzgledem miary Lebesgue’a ¢, a wiec taki, Ze u= f-£,
czyli

u(A) = /Af At dia A € B, (2.17)

dla pewnej nieujemnej funkcji borelowskiej f. Funkcje f: R — Ry spelnia-
jaca warunek (ZIT) nazywamy gestoscia rozkladu.

7 twierdzenia [I.1.29] o jednoznacznosci miar wynika

Whniosek 2.1.13. Funkcja borelowska f: R — Ry jest gestoscig rozkladu
w oo dystrybuancie F wtedy i tylko wtedy, gdy

Fz) = /j FO)dt diax€R. -

Zgodnie z definicja iloczynu f - ¢ z twierdzenia o zamianie zmiennych
i wniosku [L.3.2] wynika ogdlny

Whiosek 2.1.14. Jesli zmienna losowa X ma rozklad ciggly o gestosci f,
to

E(9x) = [ gla)f@)da,
dla funkcji borelowskich g takich, zZe iloczyn gf jest £— catkowalny. O

W terminologii wlasciwej dla Probabilistyki zamiast rownosci, nieréwno-
$ci czy zbieznosci prawie wszedzie, uzywa sie réwnowaznego okreslenia pra-
wie na pewno o nieco mylacym skrocie pn., ktérego staramy sie w tekscie
unika¢. Przygotowujac sie do opisu pojec i konstrukcji zwiazanych z rézne-
go rodzaju przejsciami granicznymi, znane w teorii miary pojecie zbieznosci
ciagu funkcji prawie wszedzie — czyli pw. — ostabiamy dla zmiennych loso-
wych do opisanej nizej postaci.

Definicja 2.1.15. Cigg (X,)nen zmiennych losowych w przestrzeni proba-
bilistycznej (2, F,P) nazywamy zbieznym wedlug prawdopodobienstwa do
zmiennej X: Q — R, co zapisujemy X,, — X, jesli dla kazdego € > 0 za-
chodzi zbieznosc

lim P{w € Q; |X,, — X|(w) <e} =1. (2.18)

n—oo
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Twierdzenie 2.1.16. Niech X, oraz X,,,n € N, bedg dowolnymi zmiennyms
losowymi w przestrzeni (Q,§,P).

(i) Jesli X,, = X, to X,, — X.

(i) Jesli X, — X, to rozklady zmiennych tworzq cigg stabo zbieiny

Py, Py,

(iii) Staba 2bieznosé Px, — Px ciggu rozkladéw w R jest réwnowazna

zbieznosci prawie na pewno ciggu zmiennych kwantylowych Q,: (0,1) — R,

Qn > Q,

do funkcji kwantylowej Q rozktadu zmiennej X, przy czym zbiezno$¢ zachodzi
poza co najwyzej przeliczalnym zbiorem punktow nieciggtosci funkcyi Q.

Przypominamy, ze slabg zbiezno$é ciggu miar opisuje definicja [[LT.48]
i stwierdzenie [LT.50

Dowdd. (i) Zbiezno$é | X, — X| =0 oznacza, ze przekrdj po € > 0 zda-
rzen postaci U, {|Xn, —X| <e dla n>m} ma miare 1. Tym samym kazde
z wyréznionych zdarzen ma miare 1, czyli

Hm P{Vpsm| X, — X| <e} =1
m—0o0

dla wszystkich ¢ > 0. Jest to wlasnosé¢ istotnie mocniejsza, niz (Z.I8)).

(ii) Dla dowolnego podzbioru domknietego F' C R i dowolnego ¢ > 0
implikacja (X, (w) € F) = (X(w) € F; lub |X,, — X|(w) > ) prowadzi do
nieréwnosci

P{X,cF} <P{X€F.} +P{|X,—X|>¢},

czyli Px, (F) < Px (F.)+P{|X,,—X| > ¢}, gdzie zbiér F; oznacza domknigte
e—otoczenie zbioru F. W granicy przy n — oo otrzymujemy

limsup Py, (F) < Px(F:), dlae>0,

n—oo

a wiec limsup,, Px, (F) <Px(F'), co oznacza staba zbieznos¢ ciagu miar.
(iii) Wlasnosci (i)-(ii) pozwalaja ograniczy¢ dowod do implikacji ,,=".
Niech zatem F, F,,n € N, oznaczaja dystrybuanty badanych rozktadow.
7 definicji stabej zbieznosci ciggu rozktadéw wynika zbieznoéé ciagu dys-
trybuant — poza punktami nieciagtosci funkcji F. Poniewaz zbiér punktéw
ciaglosci dystrybuanty F' jest gesty, dla dowolnych u € (0,1) i € >0 prze-
dzial [Q(u) —¢,Q(u)) zawiera punkt ciagltoéci z. Z réwnowaznosci (ZI3)
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wynika nieréwnosé¢ F(z) < u, czyli takze F,(z) <u — dla pewnego meN
i wszystkich n>m. Otrzymujemy stad

Qu) —e <z < Qnu), dlan>m,

co daje Q(u) < liminf,, o @y (u). Dla wykazania przeciwnej nieréwnosci
rozwazmy dodatkowo dowolne v € (u,1), a w przedziale [Q(v), Q(v)+¢)
ustalmy punkt cigglodci 2’. Z nieréwnosci 2/ > Q(v) wynika F(2') > v > u,
a zatem F,(z') >u dla pewnego m € Nin > m. Stad

Qn(u) <2’ <Qv)+e, dlan>m

i limsup,, . @n(u) <Q(v)+e. Wobec dowolnosci >0 i v>u stwierdzamy
Q(u) < liminf @, (u) < limsup @, (u) < Q(u+). (2.19)
n—00 n—o00

Poza przeliczalnym zbiorem punktéw nieciagtosci funkeji @ oznacza to zbiez-
n08¢ limy, 00 Qn(u) = Q(u). O

Uwaga 2.1.7. Zgodnie z definicja[[.3.29 badanie rozktadu zmiennej losowej
X w kontekscie drugiej zmiennej Y — na tej samej przestrzeni € prowadzi do
wyrdznienia odpowiednich warunkowych miar probabilistycznych, ktérymi
zajmujemy si¢ doktadniej w podrozdziale Z2ZT.41 W najprostszym przypad-
ku rozklad warunkowy Px |y jest okreslony (niemal) jednoznacznie poprzez
warunek

P{X€cAYeB}= /B Pxjy—y(A)Py (dy),

dla dowolnych A, B € Bgr. Dla danego zbioru borelowskiego A funkcja mie-
rzalna Py|y_,(A) nie zalezy od zmiennej y € R, jest pw. stala (i réwna
Px(A)) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi réwnosé

P{X€A,Y €B} =Px(A)-Py(B)

dla B € 9BR. Stad juz krok do rozwazanego nizej pojecia niezaleznosci zmien-
nych losowych.

2.1.3 Najwazniejsza jest niezalezno$c

To, co nie pozwala uwazaé¢ rachunku prawdopodobienstwa za szczegdlng
dziedzine teorii miary, to nie specyficzne, powszechnie przyjete oznaczenia
i nazwy, ale pojecie niezaleznosci: zdarzen, o—cial, zmiennych losowych itp.
Jest to precyzyjna, matematyczna postaé oczekiwan formutowanych w $wie-
cie rzeczywistym — by wyniki kolejnych eksperymentéw (w tym rejestrowane
bledy) nie wplywaly na siebie.
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Niech zatem (2,§,P) bedzie dowolna ustalona przestrzenia probabili-
styczng.

Definicja 2.1.17. Rodzina zdarzer {Ag}aea w § jest niezalezna, jesli dla
kazdego skonczonego zbioru rézinych indekséw {aq,...,an} C A, n €N, za-

chodzi réwnosé

P(Ag, N...NAg,) =P(Aq,) - ... P(Aqg,). (2.20)

Rodzine podzbiorow €, C §,a € A, nazywamy niezalezna, jesli kazdy uktad
zdarzen A, € €4, a € A, jest niezalezny.

Upraszczajac terminologie, w opisanej wyzej sytuacji przyjmuje sie, ze
zbiory zdarzen €., a € A, i same zdarzenia A,,a € A, sa niezalezne.

Cwiczenie 2.1.8. Przekréj dowolnej przeliczalnej rodziny zbioréw o mie-
rze 1 réwniez ma miare 1 — zdarzenia takie sa zatem niezalezne. Ogdlnie,
zdarzenie A € § jest niezalezne od siebie (tzn. ciag zdarzen (A, A) jest nie-
zalezny) wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) = 1 lub P(A) = 0. Proponujemy
czytelnikowi sprawdzenie, ze kazde zdarzenie jest niezalezne od dowolnej
rodziny zdarzen o prawdopodobienstwie réwnym 0 lub 1.

W uzupetnieniu proponujemy takze — jako ¢wiczenie

Stwierdzenie 2.1.18. (i) Dowolna rodzina zdarzen o prawdopodobieristwie
0 lub 1 generuje o—cialo zbiorow o tej samej wiasnos$ci.

(ii) Funkcja (zmienna losowa) X : Q — R mierzalna wzgledem o— ciala
zdarzen o prawdopodobienstwie 0 lub 1 jest prawie na pewno stala. O

Porzadkujac znane definicje, przypominamy

Stwierdzenie 2.1.19. (i) Niezalezno$é zdarzen A, B € § oznacza niezalez-
no$é o—cial A = {0, A,Q\A,Q} i B={0,B,Q\B,Q}.

(ii) Dlan € N zbiory zdarzen €; C §,i < n, tworzq cigg niezalezny wtedy
i tylko wtedy, gdy po ewentualnym rozszerzeniu do € = €; U {Q} spelniajg
warunek

dla dowolnych zdarzeri A; € €, i < n. O

Pojecie niezaleznoéci rodzin zbioréow dotyczy w istocie o—cial. Niezalez-
nos¢ dowolnej rodziny o—cial zdarzen jest przy tym wlasnoscia skonczonego
typu, tzn. zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ma ja kazdy skonczony podciag
(wyznaczony przez skonczony podzbiér zbioru indekséw).
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Twierdzenie 2.1.20 (O niezaleznosci o—cial). Niech €1,... &, (n>1) be-
dzie skoniczonym ciggiem niezaleznych w—systemow w przestrzeni (2, §,P).
Wowczas o—ciata 0q(€;), i < n, sq rowniez niezalezne.

Dowdd. Zgodnie z wczesniejsza obserwacja mozemy zalozy¢, ze kazdy z roz-
wazanych m—systeméw zawiera {Q}. Z zalozenia niezaleznosci wynika, ze
dla dowolnych zbioréw As € €, ..., A, € €, rodzina

Bi={BEF P(BNA;N...NA,) =P(B)P(4s) - P(A,) ]

zawiera € i jest A—systemem (por. Def. [[1.9). Z twierdzenia [[LT.14] wynika
zatem inkluzja o(&€;) C B, przy czym zalozenie niezaleznosci przenosi si¢
na ciag m—systeméw o(€;), Cq, ..., E,. Ogdlnie, zalézmy, ze dla pewnego k
takiego, ze 2 < k < n, m—systemy

0'(61),... ,a(@k_l),eik,...,tn

sa niezalezne. Wéwczas dla dowolnych zbioréw B; € o(&;), i < k, oraz
Aj e ¢, k <j<n,rodzina

B, = {Bed P((B:NBN () 4)=[[P(B) -PB) []P(4))}
i<k i>k i<k i>k
zawiera € 1 jest A—systemem, a zatem wlasnos¢ niezaleznosci rozciaga sie
na r—systemy o(€y),...,0(€), ki1, ..., E,. Indukcja konczy dowdéd. O

Whiosek 2.1.21. (i) Jesli €y,... ¢, (n>1) jest skoniczonym ciggiem nie-
zaleznych m—systemdw, to dla dowolnego k<n o—ciala 0q(&;), i<k, oraz
0q(CrU...UE,) sq niezalezine.

(ii) Jesli (€,)nen jest nieskoriczonym ciggiem niezaleznych m— systemow,
to dla dowolnego k > 1 o—ciala 0q(&;), i <k, oraz oq(U,>, €n) sq¢ nieza-
lezne.

Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnosci zaktadamy, ze kazdy z m—systemow za-
wiera zbiér {2}. Wlasnosé (i) wynika z twierdzenia 2.1.20] dla dodatkowego
mosystemu L {Ap N N Ay A e € dlai > k).

n
Dla dowodu (ii) wystarczy teraz rozwazy¢ m—system €} = U o U ¢;). O

n>k i=k

Definicja 2.1.22. Dla dowolnego ciggu o—cial (§n)nen w przestrzeni pro-
babilistycznej (Q,§,P) przekrdj

Foo=[) o@mer1 UBmsaU...) (2.22)

meN



2.1. PROBABILISTYCZNY PUNKT WIDZENIA 69

nazywamy o— cialem resztowym Jlub ogonem ciaggu. Zdarzenia A € Foo be-
dziemy nazywac zbiorami resztowymi.

Przyktad 2.1.9. Dla dowolnego ciagu zmiennych losowych (X, )nen pyta-
nie o ewentualng zbiezno$¢ ciagu prowadzi do wyréznienia w o (X7, Xo,...)
zdarzen (zbioréw) zlozonych z tych w € €, dla ktérych ciag ma granice
skoniczona,

A= {w; \v/€>05|no€N\v/n2no|Xn(w) - Xno (W)| < 6}5

lub nieskoniczona A" = {w; Var>03ngenVnzno Xn(w) > M} i odpowiednio
A~ dla rozbiezno$ci do —oo. Z kolei zdarzenia

A% ={w; IyVnen Xn(w) < M} i Al = {w; IyVnen Xn(w) > —M}

opisuja ograniczonos¢ badanego ciagu (z géry lub z dotu). Dla dowolnego
m € N kazdy ze zbioréw mozna przedstawi¢ w postaci np.

A= X" e RY, ViTnysm Vs [ Tn — Tng| < %} = X Y(R™ x B,,) lub
A = X Mz e RY; 3y300smVnsng tn < M} = X H(R™ x BY),
gdzie X :=(X,): Q—RN a B, BY, € Bpn =®,,cn Br (prz. [L12). Opisane

wyzej zdarzenia naleza do resztowego o—ciata N, 0( X1, Xmg2, - - -)-
Wykorzystana w przyktadzie terminologia wiaze zmienne losowe i odpo-

wiadajace im (najmniejsze — [2 par. 2.2.1]) o—ciala.

Definicja 2.1.23. Dla dowolnego ciggu zmiennych losowych Xy, k € N lub
k < n,n €N, rodzine zdarzen

o(X1,Xo,...) = J(UXk_l‘BR)
k

nazywamy o—cialem generowanym przez zmienne losowe. Dla skoriczonego

ciggu oznacza to réwnosé o(Xy,..., X,) = X 1Bgn.

Prezentowane w kolejnych podrozdzialach raczej zaskakujace (dla nie-
wtajemniczonych) wlasnosci graniczne zmiennych losowych i ich rozktadéw
maja czesto u swych zrodel stwierdzenie 2118 oraz

Twierdzenie 2.1.24 (Prawo 0/1 Kolmogorowa). Jesli o—ciala §p,n € N,
sq niezalezne, to
P(A) =0 albo P(A)=1

dla kazdego zdarzenia resztowego A € Foo-
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Dowdéd. Dla kazdego m € N z wniosku ZT.2T[(ii) wynika niezalezno$é¢ ciagu
S1s.-.,8m oraz o—ciata o(U,>,, §n), a wiec takze ciagu Foo,S1,-- -+ Sm-
Oznacza to niezalezno$é ciagu nieskonczonego i — w konsekwencji — niezalez-
nos¢ o—cial Foo 1 0(Upen §n) O §oo- Tym samym kazde zdarzenie resztowe
A € Fo jest niezalezne ze soba, czyli P(AN A) = P(A) - P(A). O

Przypominamy podstawowe pojecia dotyczace niezaleznosci zmiennych.
Zgodnie z twierdzeniem [Z.1.27] ponizej, niezalezno$é zmiennych oznacza
w istocie niezaleznosé o—ciat.

Definicja 2.1.25. Zmienne losowe X1,..., X, : Q — R okreslone na tej sa-
mej przestrzeni probabilistycznej uwazamy za niezalezne, jesli dla dowolnych
zbioréw borelowskich Ay, ..., A, € Br, zdarzenia {X1€ A1}, ... {X,€A,}
sq niezalezne.

Nieskonczony cigg zmiennych losowych X;: Q — R, i € N, jest niezalez-
ny, a tworzgce go zmienne uznajemy za niezalezne, jesli dla kazdego n € N
cigg X1, ...,X, jest niezalezny.

Ze stwierdzenia [ZT.I8 oraz twierdzenia 2.1.24] wynika zatem

Whniosek 2.1.26. Dia dowolnego ciggu niezaleznych zmiennych losowych
(Xn)nen wlasnosci takie jak ograniczonosé, skonczono$é granicy dolnej lub
gérnej oraz zbiezno$é¢ zachodzg prawie na pewno, jesli tylko majg prawdo-
podobienstwo niezerowe. Granice ciggu — skoriczone lub nieskonczone — sq
funkcjami statymi (pw.).

Dowdd. Zdefiniowane w przykladzie 10 zbiory A, A%, A' maja prawdopo-
dobienstwo 0 lub 1 . To znaczy — ciag jest ograniczony prawie wszedzie lub
prawie nigdzie, a jesli ktéras ze zbieznosci ma prawdopodobienstwo nieze-
rowe, to zachodzi prawie na pewno. W analogiczny sposob sprawdzamy, ze
kazda z funkcji lim sup,, X,,, liminf,, X,, — jesli jest (prawie wszedzie) skon-
czona, to jest mierzalna wzgledem o—ciata resztowego, a wiec — stata. [

Przyktad 2.1.10. Cwiczenie [2 éw. 2.3.7] dotyczy réwnoéci
Uer oy N nep o)) = Tt o)) =277,
k<n
dla dowolnego n—elementowego ciagu indeksow 1 < i; < ... < iy 1 clagu
cyfr 0 €{0,1}, k <n €N, co oznacza niezaleznos$¢ ciagu cyfr binarnych —
zmiennych losowych ¢,: [0,1] — {0,1}, dla n € N. Kazda ze zmiennych ma
ten sam rozklad, przy czym

1
P. {0} =P. {1} =5 dlaneN.
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Przyktad 2.1.11. W dowolnej przestrzeni probabilistycznej (2, §,P) kazdy
skonczony ciag zdarzen elementarnych w = (wi,...,w,) € Q" nazywamy
probkg n—elementowg. Wartosci ustalonej zmiennej losowej dla danej probki

mozemy interpretowaé jako wartosci zmiennych losowych
Xi(w) = X(w;), czyli X;=Xom: Q" =R, i<n,

gdzie przestrzen probabilistyczng Q" rozwazamy z miarg produktowa. Po-
wstale w ten sposéb zmienne losowe X;, ¢ < n, sa niezalezne i maja ten sam
rozktad. Ciag niezaleznych zmiennych losowych o zadanych z gory rozkta-
dach jest zatem mozliwy do zrealizowania np. w przestrzeni produktowe;j.

Twierdzenie 2.1.27 (Niezalezno$é zmiennych losowych). Ponizsze warun-
ki sq rownowazne niezalezno$ci zmiennych losowych Xy,...,X,: Q—R.

(i) o—ciata o(X;) := (X;)"'Br C F, i < n, sq niezalezne.

(ii) Dla dowolnych zbioréw borelowskich Ay,. .. A, CR, zachodzi réwnosé

P{X;€A,.... X, €A, }}=P{X1€ 4} ... - P{X, € A4, }. (2.23)

(iii) Dystrybuanta Fx : R" — [0, 1] wektora X = (X1,...,X,,) okreslona

wzorem

Fx(a1,...,ap) =P{w e Q; Xj(w) < a1,...,Xp(w) < ay}, (2.24)

spetnia warunek Fx (ai, ..., an)=[];<, Fx,(a;) dla dowolnych ay, ..., a, €R.
(iv) Rozklad Px = X, [P wektora losowego X = (Xi,...,X,): @ — R"”
jest produktem miar

Py :]PX1®---®PXn (225)
w borelowskiej przestrzeni zdarzen (R™, Bgrn).

Zgodnie z twierdzeniem (T3] zdefiniowana w (Z24]) dystrybuanta Fx
dowolnego wektora losowego X : () —RP wyznacza jednoznacznie rozktad Py .
7, zawarte] w twierdzeniu [2.1.2] charakteryzacji produktu miar probabi-

listycznych wynika zatem

Whniosek 2.1.28. Cigg zmiennych losowych X,,: Q@ — R, n € N, jest nie-
zalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy rozklad Px = X,P wektora losowego
X = (Xp)nen: Q@ — RY jest produktem miar

Px = X) Px,, (2.26)
neN

w przestrzeni zdarzen (RN, Bgn). O
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Cwiczenie 2.1.12. Sprawdzi¢, ze dowolna borelowska miara probabilistycz-
na w RY jest produktem postaci (Z28]) wtedy i tylko wtedy, gdy wspéirzedne
(projekcje) 7, : RN — R sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Dowdd twierdzenia [2.1.27. Wlasnosé (i) jest réwnowaznym z definicja opi-
sem niezaleznodci. Stwierdzenie 2.1.T9] implikuje réwnowaznosé (i)<(ii).

(il)=-(iii) Wlasnosé¢ sformutowana w (iii) dla dystrybuant jest szczegdl-
nym przypadkiem réwnosci (Z23]) — dla zbioréw A; = (—o0,a;], i < n.

(iii)=(iv) Jesli prawdziwa jest podana w twierdzeniu zalezno$¢ dla dys-
trybuant, to miara borelowska Px oraz produkt Px, ® ... ® Px, sa réwne
na tworzacych m—system zbiorach postaci (—oo,a;] X ... X (—00, a,]. Row-
nosé¢ (2.25]) wynika zatem z twierdzenia[[LT.29] (o jednoznaczno$ci miar) oraz
z faktu, ze wyrdznione tu nieskonczone przedziaty generuja Bgn.

(iv)=-(ii) Zgodnie z definicja produktu miar zachodzi réwnosé
Px(Al X ... X An) = PXl(Al) et PXn(An)

dla dowolnych zbioréw Ai,..., A, € Br. Jest to wlasnos¢ réwnowazna

3. O

Ze wzgledu na wlasnoéé (i), istnienie niezaleznych zmiennych losowych
(Xk)ren W przestrzeni (2, F,P) pociaga za soba istnienie odpowiedniej ro-
dziny niezaleznych o—cial w §.

Stwierdzenie 2.1.29 (Niezaleznosé¢ grup zmiennych). Zalézmy, Ze zmienne
X1,..., X, sq niezalezne. Wowczas

(i) dla dowolnych liczb naturalnych 0=ko <k < ... <kn=n kazdy cigg
funkeji borelowskich f;: RE*i-1 - R i <m, wyznacza niezalezne zmienne
losowe fi( Xk, 1115 Xk;), @ <M

(ii) dla dowolnej funkcji borelowskiej f: R™ — R rozklad prawdopodo-
bienstwa zmiennej f(Xi,...,X,) jest miarg

f(Xl, ... ,Xn)*]P’ = f*(PXl ®X...x ]PXn)

i zalezy tylko od f i rozkladow poszczegdlnych zmiennych.
Dowdéd. Cwiczenie. O

Stwierdzenie 2.1.30. Dla dowolnego zbioru borelowskiego B C R? i do-
wolnej pary niezaleinych zmiennych losowych X,Y : @ — R

Plw e Q; (X(w),Y(w)) € B} = /IP’{w € Q; (1,Y(w)) € B} Px(d).
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W szczegolnosci

Py (4) = / Py (A —2)Px(dz) dla A€ Bx, (2.27)
gdzie zbior A —x = {a — x; a € A} powstaje z A w wyniku translacji, oraz
Fyay(z) = / Fy(t—2)Px(dt) dlazeR.

Dowdd. Skorzystaé¢ z twierdzenia Fubiniego (wn. [225]). O

Whniosek 2.1.31. Jesli zmienne niezalezne X, Y : Q — R majg rozklad
ciggly o gesto$ci, odpowiednio f i g, to ich splot, czyli funkcja

f*g(x):/Rf(t)g(x—t)dt dla x € R

jest gestoscig rozkladu sumy X +Y. ]

Uwaga 2.1.13. Dla dowolnych dwu miar borelowskich p i v na prostej miare

u * v okreslona wzorem

(% v)(A) = / V(A — 2)u(de) dla A € B, (2.28)
nazywamy splotem. Innymi stowy, rozktad sumy niezaleznych zmiennych
losowych jest splotem rozkladéw poszczegélnych zmiennych.
Cwiczenie 2.1.14. Wykazaé¢ przemiennosé i lacznosé operacji splotu.

Cwiczenie 2.1.15. Sprawdzi¢, ze dla dowolnej zmiennej losowej X i liczby
m € R rozklad zmiennej max (X, m) zalezy tylko od liczby m i rozkladu Px.
Wyznaczy¢ dystrybuanty rozkladu zmiennych min(X,Y") i max(X,Y) dla
dowolnych dwu niezaleznych zmiennych losowych X iY.

Podstawowe warunki konieczne niezaleznosci pary zmiennych zawiera

Twierdzenie 2.1.32. Dla dowolnych catkowalnych niezaleznych zmiennych
losowych X, Y iloczyn XY jest rowniez calkowalny i zachodzqg rownosci

E(X-Y)=E(X)EY), (2.29)
Var(aX + bY) = a® Var(X) 4 v* Var(Y) dla a,b € R, (2.30)

gdzie druga z rownosci wymaga, by przynajmniej jedna ze zmiennych miala
skonczong wariancje.



74 ROZDZIAL 2. TO NIEPRAWDOPODOBNE

Dowdéd. Aby skorzystaé z twierdzenia o zamianie zmiennych (wn. [[38]),
oznaczmy przez h: R? — R mnozenie (z,y) ~ |zy|. Dla dowolnych cal-
kowalnych zmiennych losowych X, Y w przestrzeni (€2, §,P) calka z funkcji
|XY|=ho(X,Y) wyraza si¢ wzorem

JIXY[dP = [hdPxy) = [|vy| dP(x y)(2,y).

Jesli zmienne sa niezalezne, z wlasnosci (2.25]) i twierdzenia Tonellego otrzy-
mujemy

J1XY|dB = [ly|( [le| dPx (2))dPy (y) = €]X] - £]¥] < o.

Oznacza to catkowalno$é zmiennej X'Y. Réwnosé (Z29) wynika z twierdzenia
Fubiniego. Wtasno$¢ (230) wyprowadzamy z tozsamosci

(X+Y = E(X+Y))* = (X—E(X))*+2(X ~E(X)) (Y =E(Y)) + (Y =E(Y)),

gdzie niezalezne zmienne X—€(X ), Y—E(Y) maja wartos¢ oczekiwang 0. O

2.1.4 Warunkowe rozktady i warto$¢ oczekiwana

Precyzujac oznaczenia, przypominamy to, co wprowadzita definicja [[3.29],
a co pojawilo sie jako obiekty (miary) probabilistyczne w ogélniejszym kon-
tekscie miarowym — jako wniosek z twierdzenia Radona—Nikodyma. Ogra-
niczamy kontekst do ustalonej przestrzeni probabilistycznej (2, §,P).

Definicja 2.1.33. Rozkladem warunkowym Py g dowolnego wektora loso-
wego X =(X1,...,Xp): Q — RP wzgledem o—ciala & CF nazywamy kaZdg
B—mierzalng rodzine borelowskich miar probabilistycznych P X|®(-,w) w RP,
dla w €, spelniajgcqg warunek (por. twierdzenie [1.3.27)

P{X'ANG) :/ Pxo(A, )dP, dia A€ By, GEG.  (2.31)
G

Jesli zmienna X jest przeliczalnie catkowalna na &, jej warunkows war-
toscig oczekiwana £(X|®) wzgledem o—ciala & nazywamy B—mierzalng

calke relatywng g (X)= (IIs (X;)) , Scharakteryzowang przez warunek

/Ge(X\es)d(m@):/GXdP

dla G € & takich, ze [ || X||dP < oc.

Pozorng niezgodno$é przyjetej tu definicji z ogdlng reguta, w ktorej war-
tos¢ oczekiwana jest catka wzgledem rozkladu, niweluje wniosek [L.3.26] sfor-
multowany jako
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Twierdzenie 2.1.34. Zachodzi réownosé
Ep(X)1®) = [ ¢(@) Pxoldw, ), (232

jesli ¢ jest funkcjq borelowskq na RP takq, Ze zlozenie (X)) jest przeliczalnie
catkowalne na 6. O

W przypadku, gdy o—cialo & jest jawnie opisane jako generowane przez
skoniczony ciag zmiennych losowych, przyjmujemy bardziej szczegdtowsa, ter-
minologie i oznaczenia.

Definicja 2.1.35. Rozkladem warunkowym Px,|; dowolnej zmiennej loso-
wej X : Q — RP wzgledem zmiennej wektorowej Z = (21, ..., Zy,) nazywamy
kazdg borelowskq rodzine miar probabilistycznych (P x| Z—2)zeRm, Spelniajgcg
warunek (por. wniosek [[-3.28)

P{XcA ZeB) = / Py 7—-(A)P2(dz), dla A, B € Bgo x Ban. (2.33)
B

Jesli X jest przeliczalnie calkowalna na o— ciele o(Z), warunkowa wartoscia
oczekiwana £(X|Z) zmiennej X wzgledem zmiennej Z nazywamy borelow-
skq zmienng losowqg na R™ takqg, Ze

E(X|Z) 0 Z = E(X|0(Z)): @ — RP. (2.34)

Funkcja £(X|Z) jest wyznaczona jednoznacznie — pw. z dokladnoscia
do zbioru miary 0 wzgledem Pz. Podstawowy schemat obliczeniowy dla
rozktadu warunkowego zapewnia twierdzenie [1.3.30

Uwaga 2.1.16. Tradycyjnie przyjete oznaczenie £(X|Z = z) dla wartosci
funkcji £(X|Z) w punktach z € R™ ma warunkowy sens ograniczony do
kontekstu, w ktéorym wyrdzniono jedna z funkeji rownych pw.

Jesli P{Z==z2}>0, to

1

jest wartoscia $rednia zmiennej X obcietej do zbioru {Z =2z}. W tym przy-
padku rozktad warunkowy ma jednoznacznie okre$lona wartosé

P(X~1AnZ71{z})

PX|Z:z(A) = P{Z _ Z}

P{XecA}Z=2) dla AcBg

i jest klasycznym prawdopodobienstwem warunkowym. Z drugiej strony, za
paradoks przyjetej terminologii mozna uznaé fakt, iz zalezno$é¢ ([2.34]) doty-
czy wartosci funkeji borelowskiej £(X|Z) na zbiorze Z(2), ktéry borelowski
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by¢ nie musi. Mozliwa jest zatem niezerowa warto$é¢ £(X|Z =z) takze wte-
dy, gdy zbiér {Z = z} jest pusty. Za kolejne wyjasnienie konwencji zapisu
warunku w postaci ,zmienna = warto$¢” mozemy przyjaé¢ niemal oczywista
wlasnosé, ktéra formutujemy w nieco szerszym kontekscie.

Stwierdzenie 2.1.36. Zaldzmy, Ze w przestrzeni (2,§) dana jest dowolna
o—skonczona miara P. Jesli zmienna warunkujgca jest ztozeniem Z = TX
zmiennej X : € — RP i funkcji borelowskiej T: RP — R™. przy czym mia-
ra indukowana Prx = Z,P jest o—skonczona, wowczas dla Prx—prawie
wszystkich y € R™ funkcja T jest prawie na pewno stata wzgledem miary
warunkowej Px|px—y, tzn.

Prx{yeR™; Pxirx=,{T#y}>0}=0. (2.35)

Dowdd. Przyjete zatozenia implikuja istnienie rozktadu warunkowego. Kta-
dac we wzorze ([LTQ) f(z,y) = ||T(z) — y||, z tozsamosci

0= [ITx ~TX )P = [[ |T() =yl dPxprx—y (@) dPrx(y)
otrzymujemy teze. ]

Zaleznos¢ warunkowej wartosci oczekiwanej od rozkladu warunkowego

precyzuje
Twierdzenie 2.1.37. Zachodzi rownosé

€(f(X,Z)]Z:z):/f(x,z)]P’X|Z:Z(dm) dla 2€R™ (o), (2.36)

jesli f: RPT™ — R jest funkcjq borelowskq takq, ze zlozenie f(X,Z) jest
przeliczalnie calkowalne wzgledem o(Z).

Dowdéd. Zawarta w tezie wniosku [[3:28 wlasnosé (LT6]) oznacza réwnosé

/Gf(X, Z)dIP’:/G(/f(ac,Z(w))]P’X|Z:Z(w)(dx))]P’(dw), dla Geo(2),

a zatem prawa strona dowodzonej réwnosci ([Z36) spelnia warunek (Z:37])
charakteryzujacy warunkowa warto$¢ oczekiwana E(f (X, Z)|Z). O

Whniosek 2.1.38. Kaida calkowalna zmienna losowa X ma warunkowq
warto$é oczekiwang wzgledem dowolnej zmiennej losowej Z, oraz — wzgledem
dowolnego o—ciala zdarzen & przy czym

/5 X|Z=2z)dPy(z /5 X|®)dP -
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Przyktad 2.1.17. Dla kazdej wektorowej zmiennej losowej X i dla Z = X
warunek (234]) w postaci

P{X€ANB)} = /B Py x—o(A)Px (dz)

spelnia ta sama rodzina miar Diraca Px|x—, = 0, z € RP. Warunkowa
wartoscia oczekiwana jest zatem np. funkcja tozsamosciowa £(X | X =z)=x.
W przypadku, gdy zmienne X;, ¢ < p, sg niezalezne i maja ten sam rozktad,
z symetrii wynika wzor

E(X¢|X1+...+Xp=$):£ dla i < p,xeR.
p

Przyktad 2.1.18. Dla n € N w przestrzeni ciagéw {0, 1}" wzér

Pz} =2Y(1—2)""Y, gdzie y:in, dla z=(z;),
<n
gdzie przyjmujemy 0° = 1, daje rozktad prawdopodobiefistwa y sukcesow
dla schematu n préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu z € [0, 1].

Ten sam wzér definiuje gestosé
o(,2) = 21— 2>, dla (z,2) €0 = {0,1}" x [0, 1],

miary probabilistycznej P < p ® /¢ |[071} bezwzglednie ciagtej wzgledem pro-
duktu miary zliczajacej p i miary Lebesgue’a. Jesli zmienne X = (X1,..., X,,)
i Z oznaczaja odpowiednie projekcje, korzystamy z twierdzenia[[.3.301i otrzy-
mujemy rozklad warunkowy Py z—. =P, przy czym Py :6][071] jest rozkta-
dem brzegowym.

Zaleznos¢ gestosci od zmiennej x wyraza sie poprzez sume » . x;, co kieru-
je nasza uwage na przestrzen Q={0,1,...,n} x [0, 1] z miara P indukowana

przez odwzorowanie (X,id): (z,2) = (X<, ¥4, 2). Z réwnosci

P({y}x B) = P(Z"'(y)x B) = (Z) -/Bzyu — )"y

wynika, ze miara P ma gestosé¢ p(y, z) = (Z) 2Y(1—2)""Y wzgledem produktu
P{0,1,...n} @ Llj0,17- Dla projekcji (Y, Z) z Q) na poszczegdlne osie — dyskretna
i ciagla — obie miary brzegowe sa jednostajne

Py = —gp i Py = 4o,
a rozklad warunkowy tworzy rodzina rozktadow Bernoulliego

Py {y} = @ M=z, dlazel0,1], 0<y<n,  (237)
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zliczajacych liczbe sukcesow w n—krotnym schemacie Bernoulliego. Z dru-

giej strony rodzina miar

Pavy(B)=(n+1) [

<Z>zy(1—z)"_ydz, dla BC[0,1], 0<y<mn, (2.38)
B

stanowi przyklad tzw. rozkladéw Beta na przedziale (0,1). Dokladniej
EDZ‘Y:y = Beta(y—i—l,n—y—i—l) = ]P)Z|EX¢=y'
Przypominamy, ze dla dowolnych «, 5 > 0 rozklad Beta(«, ) na przedziale

(0,1) charakteryzuje gestosé

I'a+pB)

— el — )Pt .
T+ 70 239

f(zla, B) =

przy czym funkcja gamma I’ ma wartosci I'(y) = (7—1)!, dla liczb calkowitych
v € N.

2.1.5 Charakterystyki wektoréw losowych

Definicja 2.1.39. Kowariancja dowolnej pary X,Y: Q — R zmiennych
losowych nazywamy liczbe

Cov(X,Y) =E((X=E(X)) (Y =E(Y))), (2.40)
jesli wskazana warto$é oczekiwana istnieje.
Oczywiscie Cov (X, X) = Var(X).
Whniosek 2.1.40. (i) Kowariancja Cov(X,Y') istnieje, przy czym
| Cov(X,Y)|| < y/Var(X) Var(Y),
jesli obie zmienne majq skoriczong wariancje.
(ii) Cov(X,Y) =0, jesli zmienne X,Y sq niezalezne.

Dowdd. Wlasno$é (i) jest klasyczna nieréwnoscia Schwarza. Wilasnosé (ii

wynika z (Z.29)). O

Definicja 2.1.41. Zmienne losowe X, Y : Q — R o wlasnosci Cov(X,Y)=0
nazywamy nieskorelowanymi. Dla zmiennych o niezerowej wariancyi liczba

Cov(X,Y)

PXY) = Var(X) Var(Y')

€[-1,1]

jest wspotezynnikiem korelacji zmiennych.
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W zaleznosci od znaku liczby p(X,Y) méwimy takze o dodatniej lub
ujemmnej korelacji zmiennych losowych, co mozna interpretowaé jako zgodny
lub przeciwny przecietny kierunek wzrostu.

Naturalne rozszerzenie pojecia wartosci oczekiwanej na zmienne losowe
o wartosciach wektorowych (i macierzowych) — catkowanie po wspdlrzednych
— prowadzi do rozszerzenia definicji 213911 wzoru ([2.40]). Zwracamy uwage
na klasyczna konwencje (notacje), w ktérej ciag liczb interpretowany jako
wektor staje sie macierza 1-kolumnowa, co jednoznacznie podkresla uzycie

operatora transpozycji.

Definicja 2.1.42. Kowariancja wektora losowego X = (X1,..., X,,)! zmien-
nych losowych o skonczonej wariancyi nazywamy macierz symetryczng

COV(X) = [COV(XZ‘,XJ‘)]Z'J'gn = 5((X — 5(X))(X — g(X))t) (2.41)

Kowariancja pozwala na witaczenia do rozwazan pojecia liniowej zalez-
no$ci zmiennych tworzacych wektor losowy X i prowadzi do nastepujacej
charakteryzacji

Stwierdzenie 2.1.43. Niech X = (X1,...,X,)! bedzie dowolnym wekto-
rem losowym zloZonym ze zmiennych o skoriczonej wariancyi.
(i) Dla dowolnego wektora a € R™ zachodzq réwnosci

E(@'X)=a'e(X) i Var(a'X)=a'Cov(X)a, (2.42)
przy czym Cov(AX) = ACov(X)A dla dowolnej macierzy A € R™*™,

(ii) Macierz kowariancji Cov(X) jest nieujemnie okreslona, a jest macie-
rzq osobliwg wtedy 1 tylko wtedy, gdy zmienne X;, i < n, oraz stala Xg =1
sq lintowo zalezne (pw) .

Whniosek 2.1.44. Zmienne losowe X,Y o skrajnej wartosci wspotczynnika
korelacji p(X,Y") = +1 wigze liniowa zaleznosé

X — p(X,Y)Y = const (pw) O
Dowdd. Wzory (2.42]) korzystaja z notacji macierzowej (dla iloczynu ma-
cierzy i wektoréw) i wynikaja z liniowosci wartosci oczekiwanej oraz wzoru
(241). Nieujemnosé¢ wariancji implikuje zatem okreslonosé macierzy Cov(X).
Dla 0 # a € R" zaleznos¢ Cov(X)a = 0 jest réwnowazna znikaniu wariancji
Var(a!X) = 0, a to oznacza réwnosci

€(a1X1+...+aan—c)2:0
ar X1+ ...+a, X, —c=0 (pw).

Druga z réwnosci, jesli zachodzi, pozwala wyznaczyé ¢ = €(a' X). O
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Bardziej szczegdlowa analiza wektora losowego wykorzystuje diagonali-
zacje dowolnej nieujemnie okreslonej macierzy symetrycznej W € R™*™ —
wg wartosci 1 wektoréw witasnych. Przypominamy, ze w R istnieje baza or-
tonormalna ztozona z wektoréw wtasnych vy, ..., v, o wartoéciach wtasnych
i :vf Wwv; 20 dla i <n. Rownosci Wuv; = \;v; dla i <n implikuja rozktad

W=V-A-V1 (2.43)

gdzie macierz V' = [v1...v,] utworzona z wektoréw wiasnych (kolumn)
spetnia warunek ortogonalnosci V¢ = V~! a w macierzy diagonalnej A
wartosci wlasne wypelniaja gléwna przekatna. Zakladajac porzadek

AM>...>A>0 (2.44)

i wynikajaca stad numeracje wektoréw wlasnych stwierdzamy, ze ostatnia
niezerowa wartoscia wlasna jest A., gdzie r = rank(W) < n oznacza rzad

badanej macierzy.

Twierdzenie 2.1.45. Niech X =(X1,...,X,)! bedzie dowolnym wektorem
losowym o wartosci oczekiwanej m=E(X) i macierzy kowariancji Cov(X)
rzedu . Istnieje r—wymiarowy wektor losowy Z = (Z,. .., Z)t o nieskore-
lowanych wspdlrzednych oraz macierz P wymiaru n X r, takie Ze

X=m+P-Z@pw i PP=I,. (2.45)

Dowdd. Korzystajac z rozkladu (Z43)—(Z44) macierzy W = Cov(X), wy-
starczy przyjaé¢ za P macierz utworzong z pierwszych r kolumn macierzy V,
a wiec wektoréw wlasnych v;, i < r. Ewentualne zerowe wiersze macierzy A,
o indeksach powyzej r, redukuja wzér ([Z43) do postaci W = P - A’ - Pt
gdzie

jest macierza kowariancji wektora losowego Z := P'(X — m). Istotnie,
Cov(Z) = P'Cov(X)P = P'P A’ P'P = A O

Definicja 2.1.46. Zmienne losowe Z;, i <rank Cov(X), nazywamy sklado-
wymi gltownymi, a kolumny macierzy P — kierunkami gtownymi wektora X,

jesli majg wlasnosci wyréznione w twierdzeniu [2.1.70)

Sktadowe i kierunki gtéwne wektora losowego zamieniaja czesciowa ko-
relacje oryginalnych wspoétrzednych na wzajemnie ortogonalne, dominujace
sktadniki objasniajace czeSciowa zmiennos¢ czyli wariancje wektora.
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Definicja 2.1.47. Slad macierzy kowariancji wektora losowego X,
Var(X) := tr Cov(X) = Var(X;) + ... + Var(X,,) (2.46)
nazywamy catkowityg wariancja wektora X.

Whiosek 2.1.48. Zachodzi réwnosé Var(X) = Var(Z) = A\ + ... + A,
gdzie N\, i <1, sg warto$ciami wlasnym macierzy kowariancyi. ]

Uwaga 2.1.19. W przypadku danych empirycznych, gdy wartosci zmien-
nych losowych X, sa obarczone btedem pomiaru, z reguly wszystkie war-
tosci wlasne macierzy kowariancji sa niezerowe. Dodatkowy warunek po-
staci \; <& lub 37,54 A < eVar(X) pozwala wéwezas odrzucié nieistotne
kierunki gléwne i oceniaé empiryczng liniowq zaleznosé badanych zmien-
nych losowych. Podejécie empiryczne, w ujeciu wlasciwym dla Statystyk:
— a wiec teoretycznym, ale ukierunkowanym na zastosowania — rozwijamy

dalej w podrozdziale 2231

2.2 Prawo wielkich liczb

Tytul biezacego podrozdziatu kryje (dla niewtajemniczonych) rodzine twier-
dzen o granicznym zachowaniu ciagéw i szeregéw wyznaczonych z reguty
przez ciagi niezaleznych zmiennych losowych.

2.2.1 Dokad prowadzi btadzenie losowe

Dla dowolnego ciggu niezaleznych zmiennych losowych (X,,),en analiza
zbieznosci szeregu S, = X; + ... + X,,, n € N, opisujacego tzw. blgdze-
nie losowe (ang. random walking) lub, ogdlniej, zbieznosci ciagéw postaci
cnSp dla ¢, > 0, n €N, jest bardziej interesujaca niz badana wyzej zbieznosé
samego ciagu.

Cwiczenie 2.2.1. Sprawdzi¢, ze funkcja lim sup,, ¢nSy: Q — R jest prawie
na pewno stata i réwna +oo lub jest skonczona prawie wszedzie. To samo
dotyczy granicy dolnej lim inf,, ¢,S),.

W przypadku zmiennych o tym samym rozktadzie mamy alternatywe

Twierdzenie 2.2.1 (O bladzeniu losowym: Alternatywa I). Jesli (X, )nen
jest dowolnym ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym roz-
kladzie, to zachodzi dokladnie jedna z wymienionych poniZej mozliwosci:
(i) S, ==0 dla n € N, albo
(i1) S, — +oo prawie na pewno, albo
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(iii) S,, — —o0 prawie na pewno, albo

(iv) liminf, S,, = —o0 ¢ limsup,, S,, = +00 prawie na pewno.
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Rysunek 2.1: Spacer wg. rozktadu normalnego

Dowdd. Przypusémy, ze granica gorna f(w) = limsup,, S, (w) € R jest skon-
czona dla prawie wszystkich w € 2, a wiec jest zmienna losowa. Poniewaz
dlaceR

fw)<ec <<= Foedn (Sn(w) < dlan>ng),

o—ciato o(f) generuja zalezne od parametru ¢ zbiory A= X"1B, gdzie
A={FVnzn,Sn <c} 1 B={xeR® 3, Vpozn 21 +...+ 2, <c}.

Nie sa to zbiory resztowe, niemniej jednak maja szczegdlng wltasno$é — po-
dobnie jak funkcja f oraz indukowana w (RN, Bpr) miara Px nie zaleza
od kolejnosci wyrazéw ciagu (por. twierdzenie ZT.2)). W szczegdlnosci, dla
kazdego m € N permutacja wspotrzednych 7, : RN — RN postaci

(@ 2" 2" )= (2", 2 ™) dla (22", 2") ERM xR xRN=RN  (2.47)

jest funkcja borelowska taka, ze 7,,(B) = B. Stad Px(B) € {0, 1}. Istotnie,
korzystajac z twierdzenia O aproksymacji miar [2], stw. 1.5.14], znajdujemy
ciag zbiorow borelowskich By C R™ k € N, takich ze

Px (B a (BpxRY)) = ¢, — 0.
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Dla dowolnego ustalonego k£ € N zbiory C) = B x R™ i D, = R™ x By

wyznaczaja w RY dwa niezalezne zdarzenia
Crpi=Cp xRN =By xRN i Dy:=Dp xRN =1, (By xRY),

a poniewaz miara Py jest 7,,, —niezmiennicza, Px (B a C’k) =Px(Ba ]jk) =gy
i w konsekwencji Px (Cj, a Dy) < 2¢,, .

7 tozsamosci Cj, a Dy, = (é’k U ]jk) \ (C’k N Dk) otrzymujemy nieréwnosé
Py (Cy N Dy) > Px(Cy) — Px(Cy a D) i oszacowanie

Px(Cr) > Px(Cy)* > Px(Cy) — 26, dlak €N,

co w granicy daje réwnosé Py (B) = Px(B)?, P(A) = Px(B) € {0,1}.
W podanym wyzej rozumowaniu wykorzystaliémy nastepujaca wlasnosé.

Definicja 2.2.2. Podzbiér borelowski B C RY nazywamy permutowalnym,
jesli jest niezmienniczy wzgledem operatoréw (ZAT), tzn. 1,,(B) = B dla
kazdego meN.

Latwo sprawdzi¢, ze permutowalno$é jest réwnowazna niezmienniczosci
ze wzgledu na permutacje wspotrzednych — dowolne, ale ograniczone do
skonczonej ich liczby. Badajac miare zbioru B udowodnilismy przy okazji

Twierdzenie 2.2.3 (Prawo 0/1 Hewitta—Savage’a). Dla dowolnego rozkla-
du prawdopodobienstwa P na prostej, miara kaidego zbioru permutowalnego
w przestrzens (RN , %RN,IP’N) jest rowna 0 lub 1. ]

Kontynuujac dowéd twierdzenia 22211 z udowodnionej juz wlasnosci
wnioskujemy, ze na mocy stwierdzenia [ZT.I8 funkcja f = limsup,, S, jest
(prawie na pewno) stata. Poniewaz ta sama wlasnos$é przystuguje granicy

limsup Sp11 — X1 = f — Xq,
n

stala (pw.) jest takze funkcja X;. Taka sama konkluzja wynika z przypusz-
czenia, ze granica dolna liminf, S, jest prawie wszedzie skoniczona. Z zato-
zenia skonczonoéci jednej z granic wynika, ze X1 == 0, co odpowiada przy-
padkowi (i).

Zgodnie z wezesniejsza obserwacja (¢w. 22.1]) pozostaja do rozwazenia
przypadki, gdy kazda z badanych granic jest nieskonczona, réwna (pw.)
+00. W zaleznosci od znaku odpowiada to wymienionym w tezie twierdzenia
przypadkom (ii)—(iv). O
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Rysunek 2.2: Spacer wg. rozkladu Cauchy’ego

Przyktad 2.2.2. Rys. przedstawia symulacje bladzenia losowego dla

ciagu zmiennych o rozkladzie Cauchy’ego i gestosci rownej g(x) = m

dla z € R. Graniczne zachowanie ciagu sum S wyjasnia w tym przypadku

Stwierdzenie 2.2.4. Jesli wspolny rozkiad kazdej z niezerowych niezalez-
nych zmiennych Xy, jest symetryczny — taki sam, jak zmiennych X =—Xp,

k € N, to zachodzi przypadek (iv) i obie granice ciggu sum sq nieskoriczone.
Dowdd. Istotnie, zbidr
Z = {w; Y3 Sp(w) > M} = X Ha; Yy 3nar + ... +x, > M}
ma taka sama miare jak zbioér
Z=X"HYu; V3o + ...+ 2y > M} = {w; Var3, Sp(w) < =M},
a to oznacza, ze z réwnoéci lim sup,, S, == oo wynika lim inf,, S,, == —oco. [

Przyktad 2.2.3. Translacja z — oz — 1

29
o o
n=1 n=1
pozwala na alternatywny binarny zapis liczb z przedzialu 2 = [—%, %] po-

przez ciagi liczb +1, przy czym poza zbiorem przeliczalnym rozktad ten jest
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jednoznaczny. W przestrzeni probabilistycznej €2 z miara Lebesgue’a funk-

cje X, = 2a, — 1: [-3,4] — {~1,1},n € N, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie dyskretnym
1
P{X, =1} =P{X, = -1} = 5 (2.49)

a zatem takze £(X,) = 01 Var(X,,) = 1 dla n € N. Poniewaz zmienne X,
sg symetryczne, z poprzedniego przyktadu wynika rozbieznos$¢ obu granic

liminf S,, &= —oc0 i limsup S, == oo
n n
dla sum S, = X1 + ...+ X,,,n € N, a érednia czestoé¢ wyrazéw £1 w roz-
ktadzie binarnym (2:48]) liczb z przedziatu [—%, %] jest dla prawie wszystkich
liczb taka sama.

Teza twierdzenia 22T przybiera szczegdlnie prosta, czytelng postaé w sy-
tuacji, gdy dla rozwazanych zmiennych losowych istnieje (wspélna) wartosé
oczekiwana p = £(X1) € R. Z rozwazan wykluczamy trywialny przypadek
X, ==0dlan€N.

Twierdzenie 2.2.5 (O bladzeniu losowym II). Niech X,,: Q@ — R,n € N,
bedzie dowolnym ciggiem nietrywialnych niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie i wartosci oczekiwanej u = £(X1) € R. Blgdzenie
losowe (Sy)nen podlega jednej z regul (i1)—(iv) twierdzenia 2.2 zaleznie od
tego, czy pu > 0, p < 0, czy tez, odpowiednio, = 0.

Podanego tu zalozenia nie spelnia np. prezentowany w przyktadzie
rozktad Cauchy’ego — a jego zachowanie daje sie uzasadnié¢ symetrig rozkta-
du.

Dla dowodu wykazemy jeszcze dodatkowe ogdlne kryterium rozstrzyga-
jace, ktora z potencjalnych mozliwosci (i)—(iv) jest w przypadku danego
ciagu (X, )nen wlasciwa.

Stwierdzenie 2.2.6. Alternatywe sformufowang w twierdzeniul2Z.2.1] jedno-
znacznie charakteryzujq prawdopodobieristwa zdarzen QT ={w; V,, Sy (w) >0}
i Q7 ={w; ¥, Sp(w)<0}:

i) (P(QT)>0:P(Q7)>0) <V, 5, =0 (pw);

i) (PQT)>0i P(Q7)=0) < S, = o0 (pw);

iii) (P(QT) =04 P(Q7) >0) < S, = —00 (pw);

iv) P(QT) =0 =P(Q") < (limsup,, S,==o00 i liminf, S,Z==—00).

(
(
(
(
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Dowdd. 7 twierdzenia 22 J]wynika, ze naturalne implikacje dotyczace zbiez-
nosci i ograniczonosci ciagow,

(") VS, = 0 = (sup,, S, < oo i inf,, S, > —0),

(i) S, — oo = (sup,, S, = oo i inf, S, > —c0),

(iii") S, — —o0 = (sup,, Sp < o< i inf, S, = —o0) oraz

(iv’) (limsup,, S, =00 i lim inf,, S,, = —00) = ( sup,, S, = oc i inf,, S, = —00),
prawdziwe takze w wariancie (pw.), sa réwnowazno$ciami — skoro podane
wlasnosci kreséw wzajemnie sie wykluczaja.

Aby zastosowaé ten sam schemat rozumowania i zakonczy¢ dowdd, za-
uwazmy prawdziwosé implikacji

{7) (P(QT) > 01 P(Q7) > 0) = (sup, Sp,<oo i inf, S, >—00 (pw) ),

(ii”) (P(QT) > 01 P(Q7) =0) = (sup,, Sp,=00 i inf,, S, >— oo(pw )),

(iii”) (P(QT) =01 P(Q ) 0) = (sup,, Sy, <oo i inf, S, =—00 (pw) ),

(iv?) (P(QT) =01 P(27) =0)=>(sup, Sp,=00 i inf, S, =—00 (pw )),
bedacych kombinacja wtasnosci

P(Q7) > 0= P{supS, <oco}=1 i (2.50)
P(Q7) =0= P{sup S, = o0} =1, (2.51)

oraz analogicznych — dla miary P(Q") i kresu dolnego inf,, S,,.
Istotnie, jesli P(27) > 0, to zbidr resztowy

{limsup S, < oo} = {w; sup S, (w) < o0} DO,

ma miare 1. Z drugiej strony, jesli P{3,, X1 + ... + X,, > 0} = 1, czyli
P(27) = 0, to ze wzgledu na ten sam rozklad zmiennych (i ich niezaleznosé),
miare 1 ma takze kazdy ze zbioréw

By = A{w; Fnpom Xmp1(w) + ...+ X, (w) >0} dlam €N,

oraz ich przekréj B = (,,cny Bm. Tym samym dla kazdego w € B ciag
(Sn(w))nen zawiera dodatni podciag rosnacy, a wiec limsup,, S,(w) > 0.
Wyklucza to przypadki (i) oraz (iii) i implikuje nieograniczonos$é ciagu sum
z gory. Dowod analogicznych wlasnosci

P(QT)>0 = P{inf S, > —oco} =1, P(Q7)=0 = P{inf S, =—oo} =1,

pozostawiamy czytelnikowi.

Poniewaz poprzedniki udowodnionych wyzej implikacji (i”)—(iv”) obej-
muja wszystkie mozliwe przypadki i wzajemnie si¢ wykluczaja, implikacje
sa rOwnowaznosciami. O
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Rozwazmy funkcje mierzalne a, 3: Q — N U {oc}, takie ze
a(w) =inf{n; S,(w) >0} i B(w)=inf{n; Sp(w) <0} dlaweQ,

a wiec, w szczegdlnosci, Q= = {a=o00} (oraz QT = {3=00} dla odpowied-
nio zdefiniowanej funkcji 3 > 3) zgodnie z konwencja, ze brak stosownego

indeksu oznacza kres dolny inf () = co.

Lemat 2.2.7. Dla kaZdego ciggu niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie X,,n € N, zachodzqg rownosci

zn:]P’{a>m}-]P’{B>n—m}:1 dlan €N, (2.52)

m=0

P{a = oo} -P{3 =00} = 0. (2.53)

Ze wzgledu na symetrie zalozen, analogiczne réwnosci zachodza takze
dla odpowiednio zdefiniowanych funkcji @ i 3.

Dowdd. Przyjmijmy Sp=0. Dla n€N i dowolnego w € {2 niech m=m(w)<n
oznacza ostatni indeks, dla ktérego S, (w)=min{S;(w); 0<i<n}, tzn.

wEA% = {OZSO,...,Sm,1 >Sm<Sm+1,...,Sn}.
Zachodza réownosci: Q = U, —g An, 1 Ay, = B, N C}, gdzie
B, ={X1+...+ X <0, Xo+...+X,, <0,...,X,, <0} € 0(Xy,...,Xpn),

Cr ={Xmu >0, XpputXm2>0, ..., Xt . . +Xn >0} € o( Xty - - -, X)),

przy czym miary powyzszych zbioréw zaleza od rozktaddéw, a nie od opisu-
jacych je zmiennych. Stad

P(Bm):P{X1<07X1+X2<O,,X1+—|—Xm<0}:]P’{Oé>m},

P(C") =P{X1>0,X;+X2>0,..., X1+ ... + X, >0} =P{3 >n —m},

a zatem P(A") = P{a > m} -P{3 >n—m} dlam € {0,...,n}, co konczy
dowdd ([252)). Kolejna réwnosé jest konsekwencja oszacowania

(n+1)-Pla=oco} -P{B=00} <1 dlane€N. O
Dowdd twierdzenia [2.2.0. Wykazemy w pierwszej kolejnosci, ze w przypad-

ku zerowej wartosci oczekiwanej zmiennych X,, przynajmniej drugi z czyn-
nikéw w ([Z53) jest réwny 0. W tym celu zatézmy, ze P{3 = oo} = b > 0, co
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pociaga za soba rowno$é P{av = co} = 0. Funkcja « jest w tej sytuacji (pw.
skoniczona) zmienna losowa, a wzér (2.15]) i wynikajace z (Z52) nieréwnosci

(ip{a>m})-P{B=oo)<1 dlan €N,
m=0

implikuja istnienie wartosci oczekiwanej £(a) = [;°P{a > t}dt < ;. Prawie
wszedzie skoniczona suma

So = Z Liazn) Xn, czyli

n=1

Satwr—X1(w) + ..+ X (w) >0, (2.54)

wskazuje pierwsza dodatnia wartos¢ w ciagu (Sp(w))nen 1 jest zmienna lo-
sowa okreslong dla w ¢ Q7. Zauwazmy, ze dla kazdego n € N zmienne X,
(i [Xn]) oraz 1{q>ny =1—1(4<p) sa niezalezne. Przy zatozeniu catkowalnosci

zmiennych X,,, skoniczona wartos¢ catki

/ > sy [ XaldP = 3 [ttasnd® [1,148 = £(a) - £(51)

oraz klasyczne twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowanej zbieznosci (por.
twierdzenie B.I.19]) implikuja catkowalno$é zmiennej S, i réwnosé

£(S0) = i / Lasm XndP = £(a) - £(X1). (2.55)
n=1

Poniewaz z (254]) wynika nieréwnosé £(S,) > 0, przyjete wezesniej zatoze-
nie o mierze zbioru {3 = oo} i otrzymana wyzej tozsamoséé (Z55) wykluczaja
przypadek p := £(X7) = 0. Zgodnie z zapowiedzia wykazalidémy tym samym
prawdziwosé¢ implikacji €(X1)=0 = P{3=0c} = 0.

Zatézmy, ze = 0. Wiasnosé P(3 = oo) = 0 dla ciagu (X,,)n>m 0znacza,
ze kazdy ze zbioréw

Crm = {w; Jzm Xm(w) +...+ X, (w) <0} dlameN

ma miar¢ 1, co przenosi si¢ takze na przekréj C' = ),y Cr. Wynika
stad, ze dla w € C ciag (Sp(w))nen zawiera podciag nierosnacy, a zatem
Sp(w) #4 oo. Poniewaz przyjete zalozenia spelnia takze ciag (—Xp)nen,
otrzymana wyzej wtasnosé oznacza, ze dla prawie wszystkich w € Q réw-
niez ciag (—S,(w))nen zawiera podciag nierosnacy — i Sp(w) 4 —oo. Po
wykluczeniu przypadkéw (ii)-(iii) stwierdzamy, ze znikanie wartosci oczeki-
wanej p implikuje ostatni z przypadkéow wyrdznionych w twierdzeniu [Z2.11
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Zachowanie ciagu (Sy,)nen, tj. rozbieznoéé do oo lub —oco przy zaloze-
niu, ze wartos¢ oczekiwana p = £(X;) istnieje i jest niezerowa (skonczona
lub nieskonczona), jest prostym wnioskiem z udowodnionego nizej Prawa

wielkich liczb, czyli twierdzen 2281 [2.2.74] O

Uwaga 2.2.4. Symulacje komputerowe wykonane w tym i nastepnym pod-
rozdziale korzystaja z generatora liczb losowych Random w standardowej
bibliotece Java JDK — dla obiektu losujacego utworzonego z parametrem
seed = 12345 (przyktad 233]). Rozklad Cauchy’ego powstaje z rozkladu
jednostajnego (funkcja nextDouble()) przeksztalconego za pomoca funkcji
kwantylowej Q(t) = tg(m(t — %)) — zgodnie z regulg opisang w podrozdzia-
le 23372] natomiast rozklad normalny symuluje funkcja nextGaussian() i jest
on zgodny z algorytmem Marsaglii (podr. 2.4.7]).

2.2.2 Mocne prawo wielkich liczb

Tytutowe dla biezacego podrozdziatu Prawo, czyli twierdzenie, formutujemy
w tzw. wersji mocnej (ang. strong), w odniesieniu do zbieznoéci prawie na
pewno badanego ciggu srednich zmiennych losowych. Samo twierdzenie nie
jest skomplikowane, istotne konstrukcje matematyczne pojawiaja sie jednak
w klasycznej sekwencji obserwacji i faktéow prowadzacych do dowodu oraz
— w klasycznych empirycznych zastosowaniach PWL . Alternatywna i nieco
silniejsza wersje PWL zawiera takze twierdzenie

Twierdzenie 2.2.8 (Mocne prawo wielkich liczb). W dowolnej przestrzeni
probabilistycznej ), dla dowolnego ciggu niezaleznych zmiennych losowych
X;,1 € Ny o tym samym rozkladzie i wartosci oczekiwanej p zachodzi row-

nos¢ X L+ X
P{w e liﬁn 1(@) 4 4 Xn(w) = ,u} =1,

(2.56)

n

czyli cigg Srednich jest prawie na pewno zbiezny do wartosci oczekiwaney.

Krok I. Zastepujac zmienne X; przez X; — p dla ¢ € N, mozemy zato-
zy¢, ze wspélng wartoscia oczekiwana jest u = 0 — podobnie jak w Przy-
ktadzie 223l Sformutowany nizej lemat sprowadza badanie miary zbioru
rozwazanego w (Z56]) do podzbioru tych w € 2, w ktérych szereg >, Xnlw)

n
jest zbiezny — niekoniecznie bezwzglednie.

Lemat 2.2.9 (Kronecker). Dila dowolnego ciggu liczbowego (xy)nen oraz
rosngcego do oo ciggu liczb dodatnich (cn)nen prawdziwa jest implikacja

1 n
szereq E In jest zbiezny —> lim — E i = 0. (2.57)
c
n
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Rysunek 2.3: PWL - symulacja dla rozkladu normalnego

Dowdd. Oznaczmy b, =3\, %f, a wiec z, = (b, —bp-1)c, dla neN. Stad

1 1

— Z T = bn - — Z(Ck+1 — Ck)bk. (2.58)
tn k<n n k<n

Niech g = lim,, b, € R oznacza sume¢ szeregu » .- ; i—: Dla dowolnego € >0

ustalmy indeks n. taki, ze |b, — g| < &, jedli tylko n > n.. Oszacowanie

1 1 -
‘_ > (err — )by — g‘ < —( > (chrr — ) lbil + cn5|g|) 4 &= Cne
n k<n Cn, k<n. Cn

dowodzi wéwezas, ze takze drugi ze sktadnikéw réznicy [258) dazy dog. O

Krok II dotyczy wyjadnienia pojecia zbieznosci prawie wszedzie lub —
w ramach terminologii obowiazujacej w probabilistyce — zbieznosci prawie
na pewno. Dla rozpoznania co to znaczy, ze prawdopodobienstwo zdarzenia
(czyli miara zbioru) zlozonego z tych w € Q, dla ktérych ciag wartosci
zmiennych losowych jest zbiezny, wynosi 1, udowodnimy

Lemat 2.2.10 (Zbiezno$é¢ prawie na pewno). Dowolny cigg zmiennych lo-
sowych Yy, : Q — R, n € N, jest zbiezny prawie na pewno wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego € > 0 zachodzi rownosé

lim P{w € Q; sup |Yi(w)—Yp(w)| >} =0. (2.59)
m k>h>m
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Dowdd. Korzystajac z warunku Cauchy’ego charakteryzujacego zbieznosé

ciagu Yy, (w), 1
VneNTmeNVk hzm| Y (w) — Ya(w)] < )

stwierdzamy réwnosé zbioréw

{w; (Yn(w))nen zbiezny} = () |J { sup [V — V3| <

neNmeN k,hzm

}.

SRS

Miara przekroju jest réwna 1 wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z czynnikow
ma miare 1, co daje réwnowazny uktad warunkdw

. 1 1
lim P{ sup |V; — Y| < —} :P( U { sup Y — Y| < —}) =1
m k.h>m n meN  k.h>m n

dla kazdego n € N, gdzie korzystamy takze z cigglosci miary. Zastepujac
utamek % przez dowolna liczbe € > 0 i przechodzac do dopelnien otrzymu-
jemy jako réwnowazny warunek (2.59)). O

Krok III korzysta z faktu, iz w badanym szeregu sktadniki %,n €N,
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o zerowej wartosci oczekiwanej, ale
wymaga dodatkowego zalozenia skonczonej i szybko zbieznej do 0 wariancji
poszczegdlnych sktadnikéw. Dla takiego szeregu prawdziwe jest

Twierdzenie 2.2.11 (Kryterium Kolmogorowa zbieznosci). Jesli niezalez-
ne zmienne losowe Z,,n € N, spetniajq warunki

E(Z,)=0dlaneN oraz Z Var(Z,,) < oo, (2.60)
n=1

to szereg ., Zy jest zbieiny prawie na pewno.

Lemat 2.2.12 (Nieréwnos¢ Kotmogorowa). Niech Z1,...,Z, bedq nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o wartosci oczekiwanej rownej 0 1 skonczonej
wariancyi Var(Zy) < oo dla wszystkich k. Dla x > 0 zachodzi nieréwno$é

1
P Zi+...+2 <= 7). 2.61
{max|Zi+ ...+ 2| > o} ng\/ar( ) (2.61)

Dowdd. Oznaczmy Sy = Z1 + ...+ Z; dla k < n. Dla ustalonego = > 0
rozktad na zbiory wzajemnie roztaczne

{max |Si| >z} = U Ag, Ay = {max|S;| < z,|Sk| >z} dla k <n,
k<n k<n i<k

prowadzi do nieréwnoéci
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> Var(Z,) =E(Sp) = Y /A S2 dp.

k<n k<n
Korzystajac z niezaleznoéci zmiennych Si14,,S, — Sk i oszacowania
SadP = [ (Si+25%(Sn — Sk) + (Sn — Sk)?)dP
Ap Ap

> [ S2ap+2 /(Skuk)(sn — S)dP
Ak,

= [ SEdP+0> 2% P(4,) dlak<n,
A

otrzymujemy teze x_12 Yken Var(Zy) > YpenP(Ar) =P(UrcnAr)- -

Dowdd twierdzenia [222.11l. Teza o zbieznoSci prawie na pewno badanego
szeregu jest prostym wnioskiem z lematu 2Z2T0 W istocie, z nieréwnosci
Kolmogorowa (Z61]) wynikaja dla n > m oszacowania

1 n
e < —= i
P{ max | Zm + ...+ Zi| > e} < = kgnv r(Zy), a wiec
1 o
P{sup |Zm +... + Zp| > e} < 5 Z Var(Zy)
kzm < k=m
gdzie reszta szeregu zbieznego dazy do 0 dla m — oo. U

Dowdd twierdzenia [2Z.2.8. Przedstawione wyzej kroki dowodu sprowadzaja
teze do problemu zbieznosci (prawie na pewno) szeregu o wyrazach beda-
cych niezaleznymi zmiennymi losowymi postaci %,n € N. W przypad-
ku, gdy rozwazane zmienne X, maja skonczona wariancje, teza wynika juz
z kryterium Kolmogorowa (2.60]).

W przypadku, gdy wariancja zmiennych jest nieskonczona, korzystamy
z wniosku 2 TI1i rozwazamy niezalezne zmienne losowe X,, = X,,-1 (| Xnl<n}

dla n € N.
Lemat 2.2.13. Zachodzi nieréwnosé
Var (X,
5 V) ex) < oo
n
neN

Dowdéd. Z tozsamosci (ZI0) otrzymujemy dla n € N
~ ~ n ~
Var(X,) = £(X2) = 2/ tP{| K| > 1) dt
0

< 2/ tP{|X,| > 1) dt :2/ Lom tP{|X1| > t} dt,
0 0
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a zatem

> V) o [y Drim s aa. @

2
neN 0 n>t

Dlat € (0,1) zachodzi nieréwno$é t(zn>t #) <Ypen iz = 2—27 natomiast

dla ¢t > 1 sumowanie po n > [t] + 1 daje

1 ody ot [t]+1
t E —<t/ — = — < 2.
=t i 22 [t t]

Stad — oszacowania wielkosci (262) przez 4 [° P{|X| > t} dt = 4E|X,|. O

Wracajac do dowodu prawa wielkich liczb, z kryterium Kolmogorowa
Xn(w)
n

skiem ZTTT] - szeregu 3, cn X"n(w), dla prawie wszystkich w € ). O

wnioskujemy zbieznos¢ szeregu ), o , a wiec takze — zgodnie z wnio-

Cwiczenie 2.2.5. Korzystajac z kolejnych etapéw przedstawionego wyzej
dowodu, wykazac, ze dla kazdego a € (%, 1] funkcja

(_%7

N[

)SxHZX:L—SC)
n=1

jest okredlona prawie wszedzie i nieograniczona na kazdym przedziale otwar-
tym. Mozna pokazaé¢ (patrz np. [§]), ze dla a = % badany losowy szereg
naprzemienny jest prawie wszedzie (czyli prawie na pewno) rozbiezny.

Cwiczenie 2.2.6. Skorzysta¢ z PWL i wykazaé, ze jesli zmienne losowe
X, X,,: Q@ - R,n € N, sa niezalezne i maja ten sam rozklad, natomiast
ACR jest dowolnym zbiorem borelowskim, to dla prawie wszystkich w € )
zachodzi réwnosé

P{X € A} = lim #ik < n; Xip(w) € A},

n—00 n

gdzie symbol # oznacza liczbe elementéw wskazanego zbioru.

Mocne prawo wielkich liczb nie ogranicza si¢ do zmiennych o skonczonej
wartosci oczekiwanej, ale ,nie dziala” — gdy wartos¢ oczekiwana nie istnieje,

co ilustruje rozwazany wezesniej rozklad Cauchy’ego (rys. 2.4]).

Twierdzenie 2.2.14 (Prawo wielkich liczb cd.). W przestrzeni probabi-
listycznej (Q,F,P), jesli cigg niezaleznych zmiennych losowych X;,i € N,
o tym samym rozkladzie ma warto$¢ oczekiwang 400, wowczas

Xi(w) + ...+ X, (w)

P{w € liﬁn = oo} =1. (2.63)
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Rysunek 2.4: Srednia dla rozkladu Cauchy’ego

Dowdd. Dla m €N zmienne losowe X, =min{X;, m} sa niezalezne i maja
ten sam rozklad, a przy tym &(Xin) = £(X1m) < m. Zgodnie z twierdze-
niem 2.2.8] zbiér

Q= {w e Q; lim im(@) - & Xom (@)

n—00 n

= E(Xim)}
ma miare 1, przy czym

i inf 2@ F o Xnw) /le dP
n

n—00

dla w € Q,,, m € N. Z twierdzenia [[217|(ii) — dla czes$ci dodatnich funkcji
X1m — wynika mozliwoéé¢ przejécia z granica pod znak catki. Stad ograni-
czenie granicy dolnej ciagu Srednich (z dotu) przez catke [X; dP, a wiec

Xi(w) + ...+ X, (w)

lim = 00
n—o0 n
dla w € N,,en 2m. Wskazany zbiér ma miare 1. O

Wiemy juz, ze ciag sum Y, = > <, %.i, n € N, utworzony ze zmiennych

niezaleznych o tym samym rozkladzie i wartosci oczekiwanej £(X,) = 0
jest zbiezny prawie na pewno. Bardziej precyzyjne wykorzystanie zaleznosci
[(2ET) prowadzi do nieco mocniejszego wyniku.
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Twierdzenie 2.2.15 (Mocne PWL — wersja 2). Niech X,,: @ — R, n € N,
bedzie dowolnym ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie i skoriczonej wartosci oczekiwanej p. Dla dowolnego € > 0 zacho-
dzi réwnosc

lim P

m—0o0

X1 + ...+ Xn
w; sup | ————— (w) —p| <ep = 1. 2.64
{wr sup | == @) < ) (2.64)
Dowdd. Ograniczamy sie do przypadku p = £(X,,) = 0. Wlasnos$¢ (2.59)
charakteryzujaca zbieznosé prawie na pewno ciagu sum Y, = Zzén% ozna-
cza, ze dla kazdej pary liczb e,¢’ > 0 istnieje m, € N, takie ze

P{w; sup |Yp(w)—Yi(w)<e} >1-¢.
n>i>me
Niech A oznacza wyrdzniony wyzej zbior (zdarzenie) o mierze P(A) > 1—¢&'.
Z tozsamosci (Z58)) i wynikajacych z niej réwnosci
Y Xi=nY,-> Y, daneN
i<n <n
wyprowadzamy, dla n > m,, oszacowanie

X1 4+ Xo| = [0V = YY) = (Yo, = 3 Vi)

<n <My

n—1
— ’mo(Yn_Ymo) + Z (Yn - le)

=M

< nmax {|Y, — Yi|; me<i<n}.

Jesli zatem w € A, to dla kazdego n > m,
%‘Xmo-i-l(w) + -+ Xn(w)’ < g,

co oznacza inkluzje A C B := {Vp>m, %‘XmoJrl—i—- . -—{—Xn] < ¢} i pociaga za
soba nier6wno$¢ P(B) > 1—¢'. Ze wzgledu na ten sam rozklad i niezaleznosé
zmiennych X;, zdarzenie B’ = {V,~m, %‘Xl o X,
samo prawdopodobienstwo, a zatem dla kazdego m > m,

< ¢} ma takie

P{Vnen | X1 + -+ Xa| <} 2 P(4) > 1€,
co bylo do okazania. O

Uwaga 2.2.7. 7 nieréwnosci (2.64) wynika oszacowanie

w)+ ...+ Xp(w

n

P{w; limnsup‘Xl( )—M‘<€}>1—6/

dla dowolnych ¢,&" > 0, a to jest klasyczna wersja PWL.
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2.2.3 Podejscie empiryczne
Precyzujac i formalizujac terminologie, przyjmujemy

Definicja 2.2.16. Dla dowolnej zmiennej losowej X : Q@ — R w przestrzeni
(Q,5,P) zbior X = X(Q) C R stanowi przestrzen prébek.

Dla dowolnego n € N kazdy cigg liczb (x1,...,z,) € X" nazywamy
n—elementows probka losowa zmiennej X.

Kazda n—elementowa probka zmiennej X jest obrazem ciagu zdarzen
elementarnych w = (wq,...,w,) € Q", ktéry mozemy nazywaé abstrakcyj-
ng probka losowa. Dopuszczamy mozliwo$é powtérzen w prébkach, a inter-
pretacje ,losowosci” poszczegdlnych probek pozostawiamy do dalszej oceny
w kontekécie indukowanej borelowskiej miary probabilistycznej P w R"
lub — ogélniej — miary produktowej P w Q.

Definicja 2.2.17. Dla dowolnej zmiennej losowej X w przestrzeni proba-
bilistycznej (Q,§,P) kaidy nieskoriczony cigg zdarzen w = (wp)neny € QN
wyznacza prébe losowa XN (w):= (X (wn))nen € XN c RN,

Nazwe ,,proba losowa” rezerwujemy dla nieskonczonych ciagéw danych
oraz dla ciggéw zmiennych losowych. W szczegdlnosci, dotyczy to ciagu
zmiennych postaci X = X o mp: (wi)i<n — X(wk), £ < n, okreslonych
na przestrzeni QY abstrakcyjnych préb losowych, niezaleznych i majacych
rozklad Px.

W modelowej przestrzeni borelowskiej (RN,%HN%,PE) projekcje na po-
szczegblne wspolrzedne 7, : RY — R, k€N, traktowane jako zmienne loso-
we tworza standardowq probe losowgq, uniwersalng dla dowolnej zmiennej

losowej X.

Uwaga 2.2.8. Mozliwo$é ograniczenia préb losowych do podprzestrzeni
XN c RN ma znaczenie raczej teoretyczne w sytuacji, gdy rozwazane w ra-
mach Statystyki zmienne losowe sa zwiazane z niekoniecznie dokladnym
pomiarem wybranych cech badanych obiektéw. Korzystanie z przyblizo-
nych wartosci liczbowych i wnioskowanie dotyczace rozktadéw prawdopodo-
biehstwa umozliwia regularno$é miar borelowskich w RN. W szczegdélnodci,
pierwsza z wlasnosci ([26]) pozwala wyznaczaé¢ miare (prawdopodobien-
stwo) dowolnego zdarzenia A w oparciu o miary dostatecznie bliskich zbio-
réw otwartych U D A.

Definicja 2.2.18. Przestrzenia préb losowych zmiennej X nazywamy bo-
relowskq przestrzen probabilistyczng (XN , By, Px), w ktdrej miare Px cha-
rakteryzuje
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Stwierdzenie 2.2.19. Dla dowolnej zmiennej losowej X : Q@ — R w pod-
przestrzeni XN C RN istnieje dokladnie jedna miara probabilistyczng Px
indukujgeqg w RY miare produktowq PY, a wiec taka, e

PY(A) =Px(ANXY) dla A € BE. O

Cwiczenie 2.2.9. W przestrzeni RY miara PY jest indukowana z QN a wiec
dla kazdego zdarzenia A € BY, jesli PY(A) > 0, to ANXY #£ (). Z drugiej
strony, jest to miara regularna, a zatem liczba IP’)N((A) jest kresem gérnym
miar IP))N( (K), gdzie K C A przebiega rodzing zwartych podzbioréw. Korzy-
stajac z faktu, iz dla kazdego n € N rzut K, = m_,(K) C R™ jest zbiorem
gwartym, wykazaé réwnogé K = (),en 715 Kn oraz

PX(K) = inf P} (1, K) (2.65)
= i%fP"{(wi)GQ"; Jpern (X (w1), ..., X(wn), z1,22,...) € K}.

Powyzsza rownosé urealnia przyblizanie miary P§ i sprowadza je do opera-
¢ji na skonczonych prébkach losowych — a tylko takie wystepuja w $wiecie
rzeczywistym.

Podstawa powszechnie uznanego formalizmu upraszczajacego pojecie
préby losowej jest

Definicja 2.2.20. Dla dowolnej borelowskiej miary probabilistycznej p w
R préba losowa o rozkladzie p nazywamy kazdy niezalezny cigg zmiennych
losowych X1, Xo,...: QQ — R o tym samym rozkladzie Px, = p.

Przyjete w definicji uproszczenie sprawia, ze zmienne X; maja ten sam
rozklad, ale réwnosé¢ miar Px, nie zapewnia réwnosci obrazéw X;(€2). Pojecie
»przestrzeni prébek” traci tym samym realny sens — nie jest juz zbiorem
wszystkich mozliwych pomiaréw, wynikéw powtarzalnego doswiadczenia X,
ktérego rozktad p badamy. Przestrzen € jest tu jedynie tworem formalnym,
niezbednym dla zdefiniowania niezaleznosci ciagu zmiennych.

W odniesieniu do préb losowych z PWL wynika

Whniosek 2.2.21. Niech X: Q) — R bedzie dowolng zmienng losowq. Dla
prawie wszystkich prob losowych (X (wp))nen zachodzg réwnosci

(i) Jim LX(w)+.. .+ X (wn)) = E(X), jesli calka E(X) istnieje (skori-

n
czona lub nieskonczona), oraz

(i) Jim_ 1 Z(X(wi)—)?n(w))2: Var(X), jesli zmienna X jest calkowal-
i<n
na, a X,(w) = L(X(w1) + ... + X(wn)) jest wystepujacg w (i) estymacja,

czyli zmienng bedgcg przyblizeniem warto$ci oczekiwanej.
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Dowdd. Jedli zmienna X jest catkowalna i p = £(X), z twierdzenia 2.2.§]
zastosowanego dla standardowej préby losowej (7, )nen wynika réwnosé

. r1+...+x
PY{(zn)nen € RY; lim —————" =} = 1.

n—00 n
Wtasnogé (i) otrzymujemy po ograniczeniu ciagéw do przestrzeni préb X (Q)N.
Przypadek £(X) = oo wynika z twierdzenia [Z.2.T4]

Dla dowodu wlasnosci (ii) korzystamy z tozsamosci

LY =2 ) =Y (=) =23 ()

<n j<n <n j<n
5 2
:%Z(:Ui—,u) — (%sz—p) , (2.66)
<n <n

dla (z;);en € RY, gdzie p jest skonczona wartoscig oczekiwang zmiennej X.

Poniewaz zmienne (m; —u)%: RY — R, i €N, pozostaja niezalezne i ma-
ja ten sam rozkltad co (X —p)?, pierwszy ze skladnikéw zbiega (prawie na
pewno) do wielkosci £ (X — )% = Var(X). Drugi ze sktadnikéw dazy do 0. [

Przyblizajaca wariancje Var(X) funkcja 7, = %Zign(Xi_Xn)27 gdzie
X, = Xom;, jest zmienng losowa na przestrzeni 2" — dla kazdego n € N.
Naturalna droge poprawienia doktadnosci przyblizenia wskazuje

Lemat 2.2.22. Jesli zmienna losowa X : 0 — R ma skonczong wariancje,
wowczas dla kazdego n € N zachodzi réwnosc

£(- (X Xa)”) = (1 = 1) Var(X).

n -
i<n

Dowdd. Korzystajac z (2.60) dla rozwazanej zmiennej Z,, otrzymujemy
1 , 1
EZy =~ EXi—p)* - W( PIEDD )S(Xz‘ — (X —p)
i<n i=j<n it

1
= Var(X) — — Var(X),
n
gdzie znikanie trzeciej sumy wynika z niezaleznosci czynnikow dla ¢ # j. O

Poniewaz zmienne "5 Z, maja dla n>1 wartos¢ oczekiwana dokltadnie
réwna wariancji Var(X), mozemy ustali¢ n, a nastepnie — rezygnujac z przej-
$cia granicznego — do przyblizania wariancji wykorzystaé¢ $rednia wartosé
otrzymanego w ten sposob poprawionego, a wiec nieobcigzonego estymato-
ra.



2.2. PRAWO WIELKICH LICZB 99

Definicja 2.2.23. Wariancja empiryczna zmiennej losowej X : Q0 — R na-
zywamy okreslony dla dowolnej proby losowej cigg (Var, X)neny wariancji
n—elementowych préobek

Var, X = —— 37 (X ~X,)’ Q" SR (2.67)
n- z<n
W kazdej przestrzeni borelowskiej R™ z miarg P wariancja empiryczna jest
funkcja
1 1

2
n—lz(xi_ﬁzxj)’ dlan > 2. (2.68)

<n j<n

Var,: (;)ign —

Uwaga 2.2.10. Nieco wiecej przygotowan wymaga analogiczne twierdzenie
o estymacji kowariancji dowolnych dwu zmiennych losowych X,Y w tej
samej przestrzeni probabilistycznej €. Jesli ux, uy € R oznaczaja wartosci

oczekiwane, to dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych
(Xn_,uX)(Yn_,u'Y) QN—>R7 n€N7
prawo wielkich liczb oznacza réwnoéci

1= PN{wGQN INT (X (i) —px) (Y (w;) — ppy) — Cov(X, Y)}

i<n

=B vy { (@i 9) e & (s ~py) — Cov(X,Y)},

i<n

gdzie druga z miar jest przeliczalnym produktem (potega) rozkladu wektora
(X,Y) — w przestrzeni borelowskiej (R?)N. Tozsamosé

1 Z ;) (yi—+ Z y;) (2.69)

i<n Jén Jjsn
= 33" (@i—px) (i—ny) = (52 wi—nx) (3 Zy—uy)
i<n i<n i<n

pozwala wywnioskowaé, ze Srednie ([2.69]) daza do kowariancji Cov(X,Y) dla

pw. wektorowych préb losowych (2, Yn))neny = ((X,Y)(w Stosujac

”))nGN :
to rozumowanie do wspotrzednych wektoréow losowych oraz uwzgledniajac

korekte wartosci oczekiwanej (éwiczenie!), przymujemy

Definicja 2.2.24. Kowariancja empiryczna wektorowej zmiennej losowej
X nazywamy cigg macierzy

Covp,X(w) = ﬁZ(X(wZ)—%ZX(w]))( (w; ——ZX wj )
i<n j<n Jjsn

okreslony dla dowolnej préby losowej (X (wn))neN-
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Whiosek 2.2.25. Niech X = (Xi,...,X,)": Q@ — RP, p € N, bedzie dowol-
nym skonczenie wymiarowym wektorem losowym zmiennych o skoriczonej
wariancji. W przestrzeni macierzy RP*P zachodzi réwnosé

lim Cov,X(w) = Cov(X)

n—oo

dla prawie wszystkich w=(w;) € QY lub, réwnowaznie, dla p.w. wektorowych
préb losowych (X(wi))ieNe (RP)N — wzgledem miary produktowej PX. O

2.2.4 Twierdzenie Gliwienki—Cantelliego

Nieco abstrakcyjne twierdzenie 1.1l pozwala na przyblizone wyznaczania
rozktadu prawdopodobienstwa dowolnej zmiennej losowej X : Q — R z wy-
korzystaniem formuly Py (A) = lim,,_,o, #{k < n; X(wi) € A}/n prawdzi-
wej dla prawie wszystkich préb losowych (X (wp))nen w RY. Dokladniej —
dla kazdego zbioru A € Br kazda losowo wybrana préba pozwala na wy-
znaczenie z dowolna doktadnoscia prawdopodobienstwa Py (A). Zauwazmy
jednak, ze — o ile zmienna losowa X nie jest dyskretna — zaden ustalony,
najbardziej losowo wybrany ciag (X (wn))nen nie jest uniwersalny, a poda-
ny we wniosku wzér nie zachodzi np. dla zbioru A ={X(w,); n € N}, dla
ktoérego podejscie czestosciowe daje warto$é 1. Dotyczy to takze kazdego
zbioru otwartego U D A o mierze Px(U) < 1. Ten pozorny paradoks wy-
nika z faktu, iz losowo$¢ wyboru préby zalezy od kontekstu i trudno uznaé
za losowy wybér ciaggu X (w), ktérego wszystkie wyrazy naleza do znanego
wezesniej zdarzenia A o prawdopodobienstwie P{X € A} < 1. Z zawartego
w sformutowanym nizej twierdzeniu dobrego, empirycznego przybli-
zenia dystrybuanty badanego rozktadu, wynika jednak

Whiosek 2.2.26. Niech X bedzie dowolng zmienng losowg. Prawie na pew-

no, czyli dla prawie wszystkich préb losowych (X (wy))nen, zachodzi réwnosé

#{k <n; X(wg) € J}

Px(J) = nhngo - (2.70)
dla kazdego przedziatu J C R jednoczesnie. D

Definicja 2.2.27. Dla dowolnego ciggu X,: Q@ — R,n € N, niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, rodzine zmiennych losowych

1
Fo(z,) =~ > lcouoXy dlaxz €R, neEN, (2.71)
k<n

nazywamy empiryczna dystrybuanta rozktadu prawdopodobienstwa dowolnej
ze zmiennych X, .
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Kazda z funkcji F¥ := F,(.,w) jest dystrybuanta miary dyskretnej u%
na prostej, skupionej na skonczonym zbiorze {Xy(w); k<n}CR, dlaneN
iw € Q. Zgodnie ze stwierdzeniem [[LT.42] miary ;% sa indukowane z miary
Lebesgue’a 6\(0,1) przez funkcje kwantylowe Q5 := Q@) takie, ze

Q¥ (u) =inf{zr e R; u < F’(x)} (2.72)

= Xp,(w) dla =t <u< i (2.73)

jesli Xp, (w) < ... < Xy, (w) jest uporzadkowanym ciagiem wartosci X;(w)
dlai < n,we Q.

Cuwiczenie 2.2.11. Wyprowadzi¢ réownosé¢ (Z73) z wlasnosci (Z72)).

Definicja 2.2.28. Rodzine funkcji Q%, dla n € N i w € Q, bedziemy nazy-
waé empiryczna funkcja kwantylowa wspolnego rozktadu zmiennych X,,.

Twierdzenie 2.2.29 (Gliwienki-Cantelliego). Niech X,,,n € N, bedzie do-
wolnym ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie.
Dla prawie wszystkich w € Q0 (czyli — prawie na pewno)

(i) dystrybuanty F¥ dgzq jednostajnie do funkcji F: R — [0,1] bedqcej
wspolng dystrybuantq zmiennych X,, oraz

(ii) funkcje kwantylowe Q¥ dazq do funkcji QY w sensie
limnian;‘:(u):QF(u—) i limsup Q¥ (u)=Q%(u+) dla ue(0,1). (2.74)

Roéwnosei (2.74]) obejmuja w szczegdlnosci zawarta w twierdzeniu
zbiezmosé lim, oo Q¥ (u) = QF (u) w kazdym punkcie ciaglosci granicznej
funkeji kwantylowej, czyli dla u € (0, 1) takich, ze przedziat F~!(u) redukuje
si¢ do punktu lub jest zbiorem pustym.

W kontekscie rozwazanej wczesniej stabej zbieznosci miar i ich dys-
trybuant jednostajna zbiezno$é ciagu dystrybuant empirycznych uzyskana
w twierdzeniu Gliwienki—Cantelliego jest wtasnoscia raczej nietypowa, nie-
zalezna od ewentualnej nieciagtodci wspdlnej dystrybuanty rozktadu.

Uwaga 2.2.12. 7Zbiér {w € Q; FY =2 F} jest zdarzeniem (zbiorem mie-
rzalnym), gdyz badana zbieznos$é jednostajna jest réwnowazna zbieznosci
do zera ciagu zmiennych losowych,

sup |FY(z) — F(z)| = sup|FY(z) — F(z)] — 0 dlan — oo,
zeQ z€R

czego sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi.
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Dowdéd twierdzenia [222.29. (i) Dla kazdego x €R z twierdzenia [ZT.]] wynika

zbieznos¢ prawie wszedzie
F.(z,:) — F(x), oraz
1
F(x—,)=— Z L—ooz)o X — F(z—)
n k<n

dla n — oo, gdzie wykorzystana notacja odnosi si¢ do lewostronnych granic
rozwazanych dystrybuant. Aby skonstruowaé jeden wspélny zbiér Qg C €2
o mierze P(€) =1, na ktérym zbieznosé¢ F,(x,-) — F(z) zachodzi jedno-

stajnie dla kazdego x € R, wyrdzniamy kwantyle

T = QF (L) =inf {z; F(z) > L} dla0<i<m, meN.
Wskazane punkty oraz x,,0=-00 i Zmm =00 wyznaczaja podzial prostej R
w ten sposob, ze

F(Tpmio1) < F(@mi—) < F(Tmi1) + =, gdy Tmic1 < Ty, (2.75)

dla i <m, m € N. Istotnie, negacja nieoczywistej drugiej nieréwnosci oznacza

istnienie liczby = € (Ty,i—1, Tmi), dla ktorej F'(z) > F(xpmi—1) + L> %, co

m
jest sprzeczne z nieréwnoscia r < Tp;.

Za Qg przyjmujemy przekrdj przeliczalnej rodziny zdarzen o prawdopo-
dobienstwie 1 zlozony z tych w €2, dla ktérych ma miejsce zbieznosé

jednoczesnie dla wszystkich wyréznionych punktéw; oczywiscie P(g) = 1.
Zauwazmy, ze dla w € g ciag funkcji F¥,n € N jest jednostajnie zbiezny
do F. Istotnie, dla we Qg i dowolnego m €N istnieje indeks N taki, ze

| Fo(Zmi, w) — F(zmi)| < % i | Fy(@mi—w) — F(zm—)| < % dla i<m,
jesli tylko n > N¥. Dla z € [y,i—1, Tmi) z (2200) i oszacowania

Fn(x’w) <Fn(xmi_, W) <Pj($ml—)—{—L <
Fn(x7w) >Fn(xm,i—17w) >F(xm,i—1)_ %

wynika nieréwnoéé¢ |F, (z,w) — F(z)| < 2, a zatem

sup |[Fy(z,w) — F(z)| < 2 dlan > Ny,
zeR

co dowodzi jednostajnej zbieznosci rozwazanego ciagu funkcyjnego.
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(ii) Dla dowodu specyficznej, opisanej w ([2.74]) zbieznosci dla empirycz-
nych funkcji kwantylowych, ograniczamy sie¢ do punktow nieciagtosci funkeji
QY tworzacych co najwyzej przeliczalny zbior

P ={pe(0,1); int F'{p} # 0}.
Dlap€ P iliczb a, =QF (p—)=QF (p) i b,=QF (p+) > a, zachodza réwnosci
F(ap) =p = F(by—), a zatem kazde zdarzenie {X,, € (ap,by)},n € N, ma
prawdopodobienstwo 0. Oznacza to, ze zbiér
6 =\ U U Xﬁl(ambp)
neNpeP

ma miare P(2;) = 1. Ustalmy dowolny punkt nieciaglosci p € P i oznaczmy
(a,b) = (ap,bp), ¢ = 1 —p. Dla w € Qf i dowolnego n € N w prébce
X1 (w),..., X, (w) nie ma liczb z przedzialu (a,b), a po uporzadkowaniu
zachodza nieréwnosci

Xkl(w) < ... < st(w) <a<bg st+l(w) < -0 K an(w) (276)

dla jednoznacznie okreslonego indeksu s € {0,...,n}. Poniewaz zmienne
losowe

Zn=¢q lx,<a) =P l{x,>qy dlaneN
sa niezalezne, maja ten sam rozklad i wartosé¢ oczekiwana £(Z1) = 0, z twier-
dzenialZ2.0] o blgdzeniu losowym II wynika, ze dla prawie wszystkich w €
w ciagu sum

SZ(w)=(Z1+...+Z)(w)=s-q—(n—s)-p=s—np, neN,

zaréwno dodatnie jak i ujemne wartoéci wystepuja nieskonczenie wiele razy.
Zgodnie z definicja, wartosé funkcji kwantylowej Q¥ (p) zalezy od numeru
i—1 i

in przedziatu (=, -] zawierajacego p, czyli takiego, ze i, — 1 < pn < iy.

Sumy dodatnie SZ(w) > 0 oznaczaja zatem s > pn > i, — 1, przy czym
in <s= ki, <ks= Q5 (p) < X, (v) <a.

co w granicy prowadzi do nieréwnosci liminf, Q¥(p) < a. Z drugiej strony,
sumy ujemne oznaczajg nieréwnosci s < pn < i,, a implikacje

541 < i = kyp1 <ki, = b< Xp.,, < Q(p)

prowadza w granicy do nieréwnoéci b < limsup,, Q¥ (p). Nieréwnosci prze-
ciwne zawarte sa w udowodnionej wezesniej zaleznosci ([2.19]), a wykazane
w ten sposéb réwnosci zachodza dla prawie wszystkich w € € — na zbiorze,
ktéry mozemy oznaczyé Qf.

Dla zakonczenia dowodu ograniczamy si¢ do przekroju Qoo = (,cp Qp
przeliczalnej rodziny zdarzen o prawdopodobienstwie P(Qg9) = 1. U
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2.2.5 Nieskonczone proby losowe

Empiryczny charakter twierdzenia Gliwienki—Cantelliego podkresla odwo-
lujacy sie do pojedynczej zmiennej losowej

Whniosek 2.2.30. Niech X: Q) — R bedzie dowolng zmienng losowq. Dla
prawie wszystkich préb losowych (X (wy,))nen w RN, czyli prawie na pewno
(i) funkcje

Fo(z) =1 #{k <n; X(wp) <z} dlazeR,neN,

dgzq jednostajnie do dystrybuanty Fx zmiennej X, oraz
(i) cigg funkcji kwantylowych Q,: (0,1) — R, takich Ze
Qn(u) = X(wy,) dla =L<u< i
gdzie X (wg,) < ... < X(wg,) jest uporzadkowanym ciggiem wartosci X (w;)
dla i<n, dgzy do funkcji QF w sensie réwnosci (Z74) O

Opis i pomiar wynikow ciggu powtarzalnych doswiadczen w $wiecie rze-
czywistym generuje (skonczony) ciag liczb (z1)r<n, na podstawie ktorego
chcemy wyznaczaé¢ przyblizony rozktad zmiennej losowej X, za jaka uwaza-
my wynik pomiaru. Zaktadajac praktyczng niezaleznosé kolejnych pomia-
réw, mozemy uznaé $rednia F(z) = %#{k<n; xzp <z}, z€R, za empirycz-
na dystrybuante badanej zmiennej.

Wyznaczona w ten sposéb funkcja nie zalezy oczywiscie od kolejnoéci
wyrazow ciggu — i kolejnoéci dokonywanych pomiaréw. Jednak, jesli kolejne
pomiary stanowia np. ciag rosnacy, mozemy mie¢ uzasadnione watpliwosci
co do niezaleznoéci pomiaréw — a wiec takze co do wiarygodnoéci uzyska-
nych wynikéw. Skorzystajmy zatem z uogdlnienia, w ktérym proby losowe

grupowane sa w ciagi statej dlugosci: (z1,...,2p), (Tay1,. .., Tatp), itd.

Twierdzenie 2.2.31 (O regularnej réznorodnosci préob losowych). Niech P
bedzie dowolnym rozkiadem prawdopodobienstwa na prostej R. Dla kazdego
pEeN, przesuniecia a<p 1 dowolnych przedziatow J; CR, i <p, zbior © tych
prob losowych w=(x})ren € RY, dla ktérych zachodzi zbieinosé

1
lim —#{0<k<n; zaqi€Ji dlai=1,...,p} = [[P(J) (2.77)

n—oo n -
1<p

ma prawdopodobieristwo PY(0) = 1.

Udowodnimy najpierw wielowymiarowy wariant twierdzenia Gliwienki—
Cantelliego ograniczony do zbieznosci dystrybuant.
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Lemat 2.2.32. Niech X,,: Q@ — R,n € N, bedzie ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozkiadzie. Dla ustalonej liczby naturalnej
p niech Y = (Xp—1)+1,-- - » Xpk), k € N, oznacza wyznaczony przez (X)
ciqgg zmiennych wektorowych. Wowczas dla prawie wszystkich w € Q (czyli
— prawie na pewno) cigg dystrybuant empirycznych

Fe(t) = L4:{k <n; Vi(w) <t} dlat=(t;)icp ER?’, n €N,

dgzy jednostajnie do funkcji Fy : RP — [0, 1] bedgcej wspdlng dystrybuantq
zmiennych wektorowych Yy, k € N.

Zgodnie z powszechnie przyjeta konwencja zdania postaci Yy (w) <t(<t)
rozumiemy jako koniunkcje nieréwnosci X, 1)1 <ti(< t;) dlai < p.

Dowdd. Schemat dowodu powtarza I cze$é dowodu twierdzenia 222911 ko-
rzysta z analogicznych oznaczen. Niech F' bedzie wspolna dystrybuanta
zmiennych X,,, a wige Fy (t) = [[;<,F'(t:), a dla dowolnego ustalonego m € N
rozwazamy kwantyle x,,;,1<m, spelniajace warunki ([2.75]).

Dla kazdego t € RP z twierdzenia[2.1.Tlwynika zbieznosé¢ prawie wszedzie

FY(t) — Fy(t), oraz

n

FP(t—) = 24 {k<n; Vi (w) <t} — Fy(t—),

dla n — o0, gdzie wykorzystana notacja odnosi si¢ do lewostronnych granic
rozwazanych dystrybuant. Aby w pelni wykorzysta¢ zbieznosé dla punktéw
t o wspélrzednych kwantylowych, zauwazamy, ze w przypadkach wykracza-
jacych poza RP, gdy poszczegdlne wspolrzedne sa nieskonczone, zbieznosé
takze ma miejsce — dla odpowiednich rozktadéw brzegowych (gdy t; = 00)
lub dla ciagéw stalych réwnych 0 (gdy t; = —o00). Tak okreslony skonczony
(dla danego m) zbiér punktéw pozwala znalezé indeks N,,, € N i zalezny od
m wspélny zbiér Q,, CQ o mierze P(£,,)=1, takie ze

Fy(t)—F2t)| <L 1 |Fy(t—)-F2(t-)|<E dlan>N,,weQ, (2.78)

n

i dla wszystkich t = (Tnq,)i<p € QF,, gdzie Q= {zmi; 0<i<m}. Wspdl-
rzedne dowolnego punktu ¢ € RP spetniajg nier6wnosci @y, 0,—1 < ti < T,
dla i < p i pewnych a; < m. Stad, z 275) i z [278)) otrzymujemy

Fy (t) <Ilicp F(@ma—) < Ilicp (F(Tm,a;—1) + +)

By ((Tm,ai-1)i<p) + i (I;)# < EFP(t) + % oraz
Fy ((xm az)l<p ) < Hz’gp F(xmm_) + %

H@gp ( (xm,ai—l) + %) + %

icp F(@mai—1) + 2 < Fy(t) + 2.

N

E ()

INCININ N
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Udowodnione oszacowanie |Fy (t) — F¢(t)| < £, dlatERP, w€ Qp, i n> Ny,
implikuje jednostajna zbiezno$é¢ badanego ciggu empirycznych dystrybuant
dla wszystkich w € ,,,cny Qo O

Cwiczenie 2.2.13. Zbieznosé jednostajna F = Fy przenosi sie na granice
lewostronne funkcji (por. éwiczenie [LT.14]).

Dowdd twierdzenia [Z22.31. Dla dowolnego punktu ¢t = (¢;)i<, € RP duza
(réwna 2P—1) liczba lewostronnych, czesciowych granic dystrybuant w ¢ su-
geruje wprowadzenie adekwatnych oznaczen. Dla dowolnego rozktadu zbio-
ru indekséw na dwa rozlaczne podzbiory {1,...,p} = AUB punkt ¢ moze-
my zapisa¢ jako pare (formalnie — sume mnogosciowa) t = (t4,tp), gdzie
ta: A — Ritp: B — R saobcigciami funkcji ¢: {1,...,p} — R. Pozwala
to na wprowadzenie oznaczen Fy (ta—,tp) i F*(t4—,tp) dla lewostronnych
granic rozwazanych dystrybuant w stosunku do wspétrzednych o indeksach
ze zbioru A. Korzystamy z lematu w przypadku, gdy X,: RY — R
oznaczaja kolejne wspélrzedne, a wspélrzednymi zmiennych wektorowych
Yi sa Yii = Xp-1)44, dla @ <p. Z udowodnionej w lemacie jednostajnej
zbieznodci wynika zbieznoéé ciagu F¥(t4—,tg) dla p.w. w € RY,

L4{k<n; Yia<ta,Yig<tg dla a€A,BeB} — [[ F(ta—) [] F(ts).

acA peB

Ze wzoru [L.23] i analogicznej formuly dla produktu dowolnych przedzialéw

(otwartych, domknietych itd. - por. éwiczenie [[T.14]) wnioskujemy o zbiez-

nosci

La{k<n; Vi (w)e;, dlai<p} — [[P(J) (2.79)

i<p

dla préb losowych w= (x)ren z tego samego zbioru 2, o prawdopodobieni-

stwie PN(Q,) =1.

W ostatniej czesci dowodu ustalamy dowolne przesuniecie a < p. W ba-
danym ciggu wektory (z1,...,2p) 1 (Zakt1, - - - Tak+p) Maja roztaczne zbiory
indekséw — jesli ak > p, a wiec dla k > [p/a]. Oznacza to, ze rozwazany ciag
p—wektoréw mozna rozdzieli¢ na k, = [p/a] podciagéw, z ktérych kazdy
spelnia zalozenia lematu — i ma wlasnosé¢ (Z79). Wystarczy przepro-
wadzi¢ podzial zbioru Z,(n) = {0<k<n; z44; € J; dla 1<i<p} wedlug
reszt j=k mod k,. Dokladniej, dla n = k,n'+h, gdzie 0< h <k, mamy

h—1
Za(n) = U {0<KE < 2(apyw4ji €Ji dlai<p}
7=0 k1
U U {0<K <0’ wargwrji €Ji dlai<p},
j=h
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co zapisujemy jako rozkltad Z,(n) = UjcpZak,,j(n'+1) U UjspZak,,j(n')-
Mozemy ograniczy¢ proby losowe w do przekroju © zbioréw, dla ktorych
kazdy z ciagdéw postaci %#Zako,j (m) jest zbiezny — zgodnie z (279]) — dla
wszystkich p—wymiarowych przedzialéw w RP. Dla ustalonego przedziatu

o mierze V = [[,, P(J;) i dowolnego £ > 0 ustalmy liczbe M. taka, ze

i<p
wyrazy kazdego z ciagéw réznig sie od granicy o mniej niz € > 0, jesli m> M..
Dla kazdego n postaci n = kon' + h, gdzie n’ > M., h < k,, stwierdzamy
nieréwnosé

‘%#Za(n) - V| < %((n/—{—l) Zj<h ‘##ZakO,j(n,‘Fl) - V|
+ 0 o | # Zaka,j (') = V) <.

Otrzymana zbieznos¢ konczy dowdd twierdzenia. U

2.3 Modelowanie rzeczywistosci czyli nieco statystyki

Tytul biezacego podrozdziatu ma sugerowaé¢ odwrocenie rél, ktére pojawia
sie wtedy, gdy punktem wyjscia do analizy nie jest rozklad prawdopodo-
bienstwa lecz ciag danych empirycznych powstalych w wyniku sekwencji
pomiaréw (obserwacji) lub — jako efekt symulacji komputerowe;j.

2.3.1 Jednostajna losowos¢

Teza twierdzenia 22311 o reqularnej réznorodnosci préb losowych wyrdznia
w RN ciagi liczb, ktére potencjalnie mogtyby byé prébami losowymi dla nie-
znanego rozkladu. W przypadku rozkladu jednostajnego na odcinku [0, 1),
a wiec dla miary Lebesgue’a ¢, przyjmujemy:

Definicja 2.3.1. Cigg liczb rzeczywistych (xn)nen 2z przedzialu jednostko-
wego jest p—jednostajny, jesli dla kazdego niepustego p—wymiarowego prze-
dziatu [a1,b1) X ... x [ap,by) C [0,1)P zachodzi zbieinosé

nh—{%o %#{0< k<n; Vigp A STt < bl} = H(b’ — ai).
i<p
Cigg (Tn)nen nazywamy oco—jednostajnym, jesli jest p—jednostajny dla kaz-
dego p € N.

Warunek p—jednostajnosci ciagu jest stabszy niz uwzgledniajaca tak-
ze przesuniecia rodzina warunkéw odpowiadajaca (277 i oznaczajaca tzw.
(p, a)—jednostajnosé. W ksiazce Donalda Knutha [14], str. 156-8] podany jest
dowdd twierdzenia, ze co—jednostajny ciag jest takze (p,a)—jednostajny
dla dowolnych p, a € N. Zachecajac czytelnika do przestudiowania istotnych
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uwag i alternatywnych propozycji sformutowanych tamze, mozemy trak-
towaé oo—jednostajnos$é za podstawowe kryterium intuicyjnie pojmowanej
losowosci ciggu — czyli zgodnosci z teoretyczng proba losowa rozktadu jed-
nostajnego. W pracy [7] znajdujemy m.in. dowdd nastepujacego faktu

Twierdzenie 2.3.2. Cigg liczb U? = 6™ mod 1, n € N, jest co—jednostaj-
ny dla —prawie wszystkich liczb rzeczywistych 6 > 1.

Uwaga 2.3.1. Jedli 14-a10+. . . +a,0P =0, dla pewnych a; €Q, 7 < p, a wiec ¢
jest liczba algebraiczng stopnia <p, to ciag U? nie jest (p+1)—jednostajny,
a wszystkie ciagi postaci (Uy, Unt1, - . ., Untp) € (0,1)PT1 leza na skoficzonej
liczbie réwnoleglych hiperptaszczyzn xo+a1x1+ ... +apr,=k€Z.

Przeprowadzane w latach 60-tych ubieglego wieku intensywne badania
ciagu dla 8 =m nie zakonczyty sie pozytywnym wynikiem. W istocie nie jest
znany algorytm, ktéry dla danej liczby przestepnej 6 pozwalatby potwierdzi¢
oo—jednostajnoéé ciagu UY. Dla odmiany sam Knuth w jednej ze swoich prac
skonstruowal (jawnie) co—jednostajny ciag zlozony z liczb wymiernych.

Analogiczne, réwnolegle podejécie do co—jednostajnoéci od strony liczb

catkowitych umozliwiaja

Definicja 2.3.3. Dla dowolnej liczby naturalnej b>2 cigg liczb catkowitych
(Tn)nen ze zbioru Zy = {0,1,...,b—1} bedziemy nazywaé ciaggiem b—arnym.
Cigg b—arny (x,)nen jest p—jednostajny, jesli dla kazdego punktu a € Zlf’

lim 24#{0<k<n; (Tps1,...,Tppp)=0a} = 1/0F.

n—00

Cigg nazywamy oo—jednostajnym, jesli jest p—jednostajny dla kazdego p.
.. 1 — jako ¢éwiczenie — tatwe do udowodnienia

Twierdzenie 2.3.4. (i) Jesli cigg (zp)nen liczb z przedzialu [0,1) jest
oco—jednostajny, to dla kazdej liczby naturalnej b>2 czesci calkowite |bxy, |,
neN, tworzq cigg b—arny co—jednostajny.

(ii) Jesli dla ciggu v = (zn)nen liczb z przedziatu [0,1) istnieje ciqg liczb
naturalnych 1<by <be < ... taki, ze kazdy z ciggow b;—arnych (| bz, |)nen
jest co—jednostajny, to x jest oco—jednostajny. O

Stad praktyczny wniosek: Ciag liczb rzeczywistych (z,,)nen jest co—jed-
nostajny, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej podstawy b= 2 kolejne cyfry

xﬁf) rozwiniecia b—arnego liczb x,, tworza ciagi (zn’ )nen co—jednostajne.
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Podstawowa wada sugerowanej wyzej definicji losowosci jest jej granicz-

ny, nieskonczony charakter. Ciag 1000—jednostajny musi np. zawiera¢ pod-

1

15, by W granicy nie pominac¢

ciagi ztozone z 1000 kolejnych wyrazow z; <
zbioru o mierze 1071090 > 0.

2.3.2 Skonczone ciaggi pseudolosowe
Wyjatkowo proste rekurencyjne formutly postaci
Xp+1=(aX,+¢) mod m lub po prostu X,;1=aX, mod m, (2.80)

dla n > 0, nazywane sa metodq liniowej kongruencji i od potowy ubiegtego
wieku stuza za podstawe generowania pseudolosowych ciagbéw liczb catkowi-
tych z przedzialu 0 < X,, < m—1. Ciag ilorazéw X| = X,,/m € [0,1) jest
woéwcezas przyblizeniem proby losowej z rozkladu jednostajnego. Praktyka
pokazala, ze liczne bardziej skomplikowane i w pewnej mierze losowo dobie-
rane wzory generuja rozpoznawane po dluzszym czasie trudne do lokalizacji
anomalia, natomiast raczej nie zwiekszaja postulowanej losowosci ciggu.

Formula (Z80) zalezy od parametréw (Xo, a, ¢, m), gdzie a,m > 1, a pierw-
sze 3 parametry mozna zredukowaé¢ do reszt mod m. Liczba m, czyli modul
ogranicza zakres mozliwych wartosci i wymusza okresowosé ciagu. Oczywi-
Scie — dtugo$é okresu réwna m oznacza, ze pierwsze (i kazde kolejne) m wy-
razéw ciggu jest permutacja liczb 0, ..., m—1. Mozliwie duza dtugo$é¢ okresu
stanowi skonczony odpowiednik 1—jednostajnosci ciagu. Za [14), par. 3.2.1.2]
przytaczamy krétki zestaw istotnych faktow.

Twierdzenie 2.3.5. Cigg (280) ma okres m wtedy i tylko wtedy, gdy

e liczby m, c s¢ wzglednie pierwsze oraz

e amodp =1, dla kazdej liczby pierwszej p takiej, zZe plm, przy czym
a mod 4=1, jesli 4|m.

W ogélnej sytuacji dziata (co podajemy jako proste ¢wiczenie)
Stwierdzenie 2.3.6. Jesli m = p{'...p;" jest rozkladem modulu m na

czynniki pierwsze, a \j oznacza dlugo$é okresu ciggu [2Z80) z parametramsi
(Xo,a,c, pjj), dla j < t, to najmniejsza wspélna wielokrotna

A=NWW(A, ..., \)
jest dlugosciq okresu ciggu (Z80). O
W przypadku ¢ = 0 przy naturalnym zalozeniu, ze m i Xy (a wigc takze

wszystkie kolejne wyrazy ciagu) sa wzglednie pierwsze, najwieksza dlugosé
okresu wskazuje pochodzace sprzed 2 wiekdéw
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Twierdzenie 2.3.7 (Gauss 1801). Jesli modul ciggu jest postaci m = p°,
a warto$¢ poczgtkowa Xg jest niepodzielna przez liczbe pierwszq p, wowczas
cigg X, = a" Xy mod m ma okres o maksymalnej dlugosci \(m), gdzie

MN29)=2"2% dlae>3, M\p®)=p° (p—1), gdyp>2 lube<2,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy czynnik a jest elementem pierwotnym modulo m.
Z wylaczeniem wartosci me{2,4,8} okres ciggu ma dlugosé \(m), gdy

(i) p=2,e>4iamod8¢€ {3,5};

(i) p>2,e =1, amod p#0 i a1/ %mod p # 1 dla kazdego dzielnika
pierwszego q liczby p—1;

(iii) p > 2,e > 1, a spetnia warunek (i) i dodatkowo aP~!mod p?#1.

Jak stad wynika, jesli m=p jest liczba pierwsza, okres ciagu jest mniejszy
niz m, ale moze by¢ réwny p(m) = m—1 w opisanym wyzej przypadku (ii).

Przypominamy, ze dla p > 2 warto$¢ A(p®) jest réwna funkeji Eulera
o(p€). To, ze czynnik a jest pierwotny wzgledem m, oznacza, ze n = p(m)
jest najmniejszym wyktadnikiem, dla ktérego a”™ mod m=1.

1,0 -
0,9 f-x
087"
071 = :
06—

05
0,4

0,3 -

021"
014

0.0+ . . . - . -
00 01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1,0

Rysunek 2.5: Pary (yn, yn+1) ciagu pseudolosowego

Przyktad 2.3.2. Parametry (0,137,1,2%) wyznaczaja ciag kongruencyjny
(z5,) o okresie réwnym m = 256. Ciag ulamkéw y, = x,/m, n < m, re-
gularnie wypelnia przedzial (0,1] — na ile to mozliwe — natomiast rys.
podaje rozklad par kolejnych wyrazéw ciggu w kwadracie [0,1)?. Widoczna
na ilustracji udana symulacja 2—jednostajnosci ciagu nie jest przypadkiem
lecz jednym z dostepnych dla m = 256 optymalnych wybordw.
Obiektywnym miernikiem pozwalajgcym na ocene symulowanej 2—jedno-
stajnosci ciaggu sa liczby wyznaczane w tzw. tescie spektralnym, odpowia-
dajace najwiekszej odleglosci pomiedzy sasiednimi réwnoleglymi prostymi
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zawierajacymi zbior par. Dane widoczne na rys. leza na kazdej z trzech
rodzin prostych réwnoleglych

2ni1 —18yn — s =k 2ni1 —18z, = 2 mod m
13yn41 +1ly, —33 =k dlak€Z, czyli { 132,41 +1lz, =13 mod m
15Yn+1 —TYn —% =k 15241 —7z, =15 mod m

W ramach kazdej z rodzin o odlegtosci prostych decyduje norma wektora
wspotezynnikow. Jej kwadrat wynosi odpowiednio 328,290 i 274, wyzna-
czona w teécie wielko$é jest réwna v2 = 274, a najwieksza odlegloscig jest
1/v9~0.06. Dla poréwnania — czynnik a =133 prowadzi do ciagu spelniaja-
cego zaleznos¢ 2x,+1 — 10z, = 2 mod 256, a czynnik a =141 do réwnania
liniowego 9,41 + 11z, = 9 mod 256. Odpowiednie wartosci testu wynosza
104 1 202 i sa gorsze od osiagnietej wezedniej wielkosci 274.

Podany w [I4] sec. 3.3.4] algorytm pozwala efektywnie — zaleznie od szyb-
kosci dostepnych komputeréow — wyznaczaé analogiczne wartosci 1/]% Scisle
zwiazane z najwieksza odlegloscia kolejnych réwnoleglych (k—1)—wymiaro-
wych hiperplaszczyzn zawierajacych punkty (ynit,-...,¥nsex) € [0,1)%, dla
k>2 (por. uwaga 23.1]). W przypadku badanego ciagu zaleznosé

Tpt1 = 137z, +1 mod 256 = xp42+52Tp41+22, = 143 mod 256

pozwala wyznaczy¢ v = 30 i maksymalna odleglosé sasiednich plaszezyzn
réwna J% ~ 0.316. Tak duze ,luki” w [0,1)? i zwiazany z tym brak 3—jed-
nostajnosci jest takze konsekwencja bardzo matej dtugosci ciagu.

Wartosé ¢=1 prowadzi do ciggéw o wyraznie ,nielosowej” formule

n

Ynzan_l—i—...—i—a—i—l:a
a—1

mod m, dlanéeN,

jesli przyja¢ Yy = 0. Wéwczas ogdlny wzor dla ciagu (Xg,a,c,m) z ¢ > 1
podaje

Stwierdzenie 2.3.8. Zachodzi réwnosé
X, = (aY,+Xo) modm, dlanéeN,
gdzie wspdlezynnik a= (a—1)Xo+c moze byé réwniez zredukowany mod m.

Dowéd. Sprawdzamy tozsamo$é X, = (a"Xo+ (a" '+...4+a+1)c) mod m,
po czym postawiamy a" = (a—1)Y,,+1 mod m. O

Wyboér przesuniecia ¢ > 2 oznacza zatem dodatkowa permutacje w ciagu
(Xo,a,1,m) — na tyle szczegdlna, ze kazdej nietrywialnej liniowej zaleznosci
postaci
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oY, +a1Yns1 + ...+ apYuir =const modm, dlaneN,

gdzie o € Z dla i < k, odpowiada liniowa zalezno$é¢ dla ciagu (X, )nen —
z tymi samymi wspotczynnikami oy, < k, ale z inna stala. Niezalezna od
m interpretacje wskaznikow k—jednostajnosci

Vi = minZa?, dla £ > 2,
i<k
utatwia bliski zwigzek odlegtodci dy, = v, 1'i maksymalnej $rednicy kuli
w [0,1]F niezawierajacej punktow (X, Xni1, ..., Xnix), n € N. Ze wzgle-
du na prostote obliczen proponujemy poréwnanie dj z dtugoscia krawedzi
przecietnej kostki w [0, 1]* o mierze % Stad miara k—niejednostajnosci

i = m* Ju, k=234,..., (2.81)

dla ktérej dp = v ¢ %, tzn. im mniejsza wartos¢ v, ~ 1 tym wickszy
poziom k—jednostajnosci ciagu. Dla poprzedniego przyktadu wyznaczamy
vo =2 0.9666, v3 ~ 1.159.

Przyktad 2.3.3. Wspéblczesne systemy komputerowe oferuja zréwnowazone
i przetestowane generatory liczb pseudolosowych (catkowitych i rzeczywi-
stych). W standardowej bibliotece jezyka Java za pseudolosowa symulacje
rozktadu jednostajnego odpowiada klasa java.util.Random. Podstawa zapi-
sanego tam algorytmu sa parametry: modut m = 2% = 281474976710656,
czynnik a = 25214903917 i przesuniecie ¢ = 11. Generowany (wewnatrz
funkcji next) w mysl reguty

oldseed = seed
nextseed = a - oldseed + ¢ mod m
seed = nextseed

ciag ma zgodnie z twierdzeniem maksymalna dtugos¢ okresu przekra-
czajacy 2.8-10'°. Cigg przebiega zatem w ustalonej w ten sposob kolejnoéci
wszystkie liczby catkowite z zakresu 0. .. m—1. Obiekt losujacy (egzemplarz
klasy Random) przechowuje zawsze aktualny, ostatnio wyznaczony wyraz
ciagu jako tzw. ziarno (ang. seed). Jako warto$¢ poczatkowa Java jedno-
razowo wykorzystuje przetworzony parametr s podany w chwili tworzenia
obiektu losujacego: seed=sxor a mod m. Wskazniki 2— i 3—jednostajnosci
ciagu wydaja sie akceptowalne i wynosza
V3 = 84862060372330 = 78476172 + 48246212,  ~5 ~ 1.82

V3 = 3489362614 = 158432 + 36586% + 435872, 3 ~ 1.11
Vi = 4788790 = 4482 + 10822 + 15292 + 10392, ~4 ~ 1.87
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Najwazniejsza funkcja next(nbits) odrzuca zawsze przynajmniej 12 dolnych
bitéw liczby nextseed, a jako wynik nextseed >>> (48 — nbits) podaje do-
ktadnie gérne nbits bitéw (cyfr w rozwinieciu binarnym). Zapotrzebowanie
na kolejna liczbe losowsa realizowane jest poprzez jedno lub dwa wywotlania
funkeji next(nbits)

nextlnt() = next(32)
nextLong() = 232 - next(32) + next(32)
nextFloat() = next(24)/2%*
nextDouble() = (227 - next(26) + next(27))/2%3
3E-7 i = &7
2,5E-7 . : . 2,5E-7
2E7 - 2E7
1,5E-7 . - N = : 1,5E-7
1E-7 i * i 1E-7
5E-8 . : ) 5E-8
OE((J)EO - e e ’ prg OE((J)EO e P prg

Rysunek 2.6: Rozktad par: ciagi pseudolosowe dla przyktadow i

Uwaga 2.3.4. Odrzucanie dolnych bitéw generowanych liczb catkowitych
uzasadnia nastepujaca obserwacja. Jesli liczby pseudolosowe X,,,n > 0, sa
zwiazane rekurencja postaci X, 11 =aX,+c mod 2°, to dla kazdego wyktad-
nika f <e ciag Z, = X,, mod 2/ spehia zaleznoéé¢ Z, .1 =aZ,+c mod 2/.
Implikuje to skrécenie do 27 dlugosci okresu i istotne obnizenie losowosci
dolnych cyfr rozwiniecia binarnego liczb X,,.

Przyktad 2.3.5. Zgodnie z [14], str. 106-7] M. Lavaux and F. Janssens zna-

lezli czynnik a = 31167285, dla ktérego ciag pseudolosowy o parametrach
(X0, a,c,2*®) ma istotnie lepsze parametry spektralne (rys. 2.6)):

V3 = 322492826755072 = 9031104% + 155219842, 75 ~ 0.9342
V3 = 4111841446 = 539012 + 175542 + 299732, 3 ~ 1.0220
vi = 17341510 = 4962 + 8902 + 35152 + 19872, 4 = 0.9836

2.3.3 Nieparametryczne testy losowosci

Skonczone, realnie wykorzystywane ciagi liczb pseudolosowych odpowiadaja
na zapotrzebowanie, by sekwencje nierealistyczne choé teoretycznie mozliwe
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nie pojawialy si¢ w ,skonczonym” — dostepnym obserwacji czasie. W przy-
padku ciagu binarnego za naturalne, oczywiste zaktdcenie losowosci goto-
wi jestesmy uznaé zaréwno zbyt dlugie sekwencje powtérzonych wartosci
(ciagi zer lub ciagi jedynek) jak i dlugie ciagi takich samych zmian, np.
0101...0101. W ogdélnym przypadku mozemy badaé nierealistyczne, nie-
zréwnowazone powtarzalne zaleznosci opisywalne np. poprzez relacje < lub
<, a wiec wynikajace z poréwnywania elementéw badanego ciagu.

Przyklad 2.3.6. W schemacie Bernoulliego dla danego zbioru n wynikéw
mozemy traktowaé¢ wzgledny udzial liczby jedynek (sukceséw) w stosunku
do licznosci proby jako przyblizona wartos¢ prawdopodobienstwa sukcesu
p=P{1}€(0,1). Dla wykluczenie skrajnych, trywialnych wartosci p wystar-
czy, by zaréwno sukces jak i porazka zdarzyty sie co najmniej raz. Jesli nie
znamy p, w ciggu n probek losowych zadna (nawet bardzo mata lub bardzo
duza) liczba sukceséw nq < n nie wskazuje na brak losowosci probki. Jezeli
jednak n jest relatywnie duze, a w probcee (a;)i<n € {0,1}" wystapily np. je-
dynie n; =3 jedynki, to o mozliwym braku wiarygodnosci (losowosci) préby
moze $wiadczy¢ co najwyzej ich wzajemne polozenie w ciggu obserwacji.
Doktadniej — z danych wynika, ze p >0, przy czym kazda sekwencja n+3

liczb zawierajaca zera i dokladnie 3 jedynki jest tak samo prawdopodobna.

n+3
3

nosi (";3)_1. Wsréd nich sa

e 2 wyjatkowe — postaci 1110...010...0111

e (n—1)4+2=n+1 ciagéw postaci ...01110... oraz 11...01 i 10...11

e 4(n—1) ciagéw 11...010..., 10...110... oraz ...010...111...011...01
e (n—1)? ciggdéw postaci ...011...010..., ...010...110... oraz 1...010...1
e (n—1)(n—2) ciagéw postaci 10...10...10...1...01...01...01

o (5" ciagéw ...01...010...10...

Zaobserwowano jedna z (") sekwencji — prawdopodobienstwo kazdej wy-

Uwazny i cierpliwy czytelnik zauwazyt zapewne, ze kolejne przypadki
zaleza od lacznej liczby R przebiegéw, czyli sekwencji (podciagéw) ztozo-
nych na przemian z samych sukceséw lub samych porazek. Mozliwe wartosci
to liczby 2,...,7. Dla duzych wartosci n oznacza to rozktad prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej R postaci

12 30 . 12
Wynika stad, ze w przypadkach, gdy w ciaggu n = 250 préb pojawiaja sie
doktadnie 3 sukcesy, maksymalna liczba przebiegéw R = 7 wystepuje prze-
cietnie w 95% obserwacji, a warto$¢ R > 5 w 99.5% obserwacji.
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Analogicznie, dla n = 2500 wartos¢ R = 7 jest wspdlna dla ponad
99.5% n—elementowych préb losowych (z liczba sukceséw réwna 3). Dla
pseudolosowych ciggéw liczb 0,1 prawdopodobienstwo P{R < 4} ~ 5/10°
nie jest jednak nierealistycznie mate, a probki (pseudo-)losowe dlugosci 2500
powinny przecigtnie co 200 tys. zawiera¢ R = 3,4 przebiegi.

Dla n > 2500 prébki z liczba przebiegéw R=2 (wszystkie sukcesy na po-
czatku lub — wszystkie na koncu) nalezaloby odrzucaé jako nierealistyczne.
Roéwnie skrajnie nielosowe sa takze probki, dla ktérych R< 4 i n > 200000.

Opisana w przykladzie sytuacja (b. duza liczba préb i tylko 3 sukce-
sy) sama w sobie moglaby by¢ uznana za skrajnie nierealistyczna, gdyby
nie to, ze dotyczy np. wzajemnego potozenia w prébie 3 najwigkszych (lub
3 najmniejszych) wartosci, albo — dwu wartosci skrajnych i np. mediany.
Jest to oczywiscie zwigzane z zamiana opisu wielkosci (liczb) tworzacych
probke z ilosciowego na jakosciowy, gdzie rozrdznione zostaja np. wyrazy
»przecietne” od ,skrajnych” lub — dla odmiany — ,ujemne” od ,nieujem-
nych”. Naturalne dwa podejscia pozwalaja wyrozni¢ dwie komplementarne
koncepcje losowoéci ciggu danych liczbowych.

Definicja 2.3.9. Dla skoriczonego ciggu liczb rzeczywistych (zx)p<n prze-
biegiem monotonicznym (rosnacym — up lub malejacym — down) nazywamy
kazdy maksymalny monotoniczny podcigg

€T; § Ti41 § e § Lith-

Dla ciggu liczb (x)k<n ograniczonych do relatywnie niewielkiego i nie-
zaleznego od n zbioru warto$ci przebiegiem nazywamy takze kazdy maksy-
malny podcigg staly (xiy1,...,Tiwn) utworzony z kolejnych wyrazéw rozwa-
zanego ciqgu.

Liczbe h>1 — zalezng od kontekstu — nazywamy diugoscia przebiegu.

W przypadku, gdy wyrazy rozwazanego ciagu ograniczaja sie do dwu
wartosci catkowitych — zazwyczaj {—1,1} lub {0,1} — laczna liczba naste-
pujacych po sobie przebiegdw jest elementarna statystykq, cecha ciagu, ktora
mozemy powiaza¢ z jego hipotetyczna losowoscia.

Jako przestrzen probabilistyczna rozwazamy zbior By, p, C {0, 1}" wszyst-
kich n—elementowych ciagéw zawierajacych dokladnie n; zer (obiektéw
pierwszego typu) i ng jedynek (drugiego typu). Niezaleznie od nieznanego
prawdopodobienstwa sukcesu w schemacie Bernoulliego w {0, 1} wszystkie
ciagi w By, n, sa tak samo prawdopodobne.
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Cwiczenie 2.3.7. Niech R i Ry oznacza odpowiednio liczbe przebiegdw nq

obiektow pierwszego oraz no obiektow drugiego typu — w probach losowych

rozmiaru n = nj+ne. Sprawdzié¢, ze taczny rozktad prawdopodobienstwa

pary (Ri, Ry) opisuje wzér

(M2 (22
(n1+n2)

ni

P{Rlzrl,RQZTQ}:C dla 7‘1<n1,r2<n1,

gdzie ¢ = 1, gdy r1—ro = +1, ¢ = 2, gdy 1 =12, i ¢ = 0 (dlaczego?)
w pozostatych przypadkach.

Podstawa dla oceny losowosci badanego ciagu liczb moze by¢
Twierdzenie 2.3.10 (Test runs). Rozklad lgcznej liczby R= R1+ Ry prze-

biegow w przestrzeni By n, prob losowych zloZonych z ny obiektow typu
pierwszego i no typu drugiego podaje wzor

p(ary - [2EDED /0
(e + (o (=) /(). gdy =200 41

dla 2 < r < ny+ng. Wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej R wynoszg

2 2 2 —
M2 (R) = 2m2Zmne Z ), (2.82)

E(R) =1+ n?(n—1)

Definicja 2.3.11. Opisany powyzej rozklad WW (n1,ny) zmiennej R nazy-
wamy rozkladem Walda—Wolfowitza.

Dowdéd. Podane w tezie wzory na prawdopodobienstwo zdarzenia R = r
wynikaja bezposrednio z éwiczenia 2371 z rozkladu kazdego z przypadkéw
na dwa zdarzenia zalezne od wartosci pierwszej préby.

Laczna liczba przebiegow R = 14 1o+ ... + 1, jest suma jedynki ozna-
czajacej staly poczatek pierwszego przebiegu oraz zmiennych losowych

dla2<k<n

L() 1, gdy o1 # 71
k p—
0 gdy w1 = xg

sygnalizujacych ewentualny poczatek kolejnego przebiegu. Z prostej zalez-
nosci zmiennych I od dwu sasiednich wspétrzednych wynikaja réwnosci

P{ly=1} = 1% = E(Ly).

Stad — podany wyzej wzér na £(R). Poniewaz pomocnicze zmienne sa zalez-
ne, wariancje wyznaczamy z tozsamosci Var(R) = £((3, Ix)?) — (E(X Ix))°
tzn.
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2nin
ﬁ +2 3 el —(

2<j<k<n

Var(R) = (n — 1)

2711712)2
o .

Rozdzielajac sume na n—2 sktadniki, w ktérych k = j+1, oraz (";2) sktadni-
ki, w ktérych k—j>2, wyliczamy

ni(n1—1)n ning(no—1 nin
E(Ip—11x) = n(ln(fi)(n)f;) + n(i@fl()fnfg) = 1)

adla k> j+2,

ni1(n1—1)na(no—1
E(Lily) = 4- n(lé_ﬁxi_é()(i_g%-

Po wykonaniu prostych obliczen we wzorze na Var(R) otrzymujemy teze.
O

Whniosek 2.3.12. Jesli dlugo$é n probki rosnie do nieskonczonosci w ten
sposdb, Ze ni/n — X ing/n — 1=\, to

limE(R)/n =21~ X), limVar(R)/n = 4X2(1 — N2 .

Uwaga 2.3.8 (Test runs Walda—Wolfowitza). Graniczne wartosci cha-
rakterystyk £(R) i Var(R) oraz odpowiadajaca im zbiezno$é¢ ciagu odpo-
wiednio znormalizowanych rozktadéw prawdopodobienstwa do rozktadu nor-
malnego (co jest stopniowo formalizowane w kolejnych podrozdzialach —
por. twierdzenie [24.4]), pozwala na ocene losowosci badanego ciagu prob.
Doktadniej, dla dostatecznie duzych n i dowolnej n—elementowej proby —
pomiaréw procesu o nieznanym rozkladzie — test runs wyznacza prawdo-
podobienstwo podzialu danych na przebiegi poniZej i powyze; dowolnego
kwantyla A € (0,1), gdy n1 = An, a ng =~ (1—-\)n.

Test runs jest w istocie rodzina testow — zmiennych losowych R, n,,
ni,ng € N, okreslonych na przestrzeni borelowskiej R", n=mnj+nq, z pro-
duktowa miara probabilistyczna P = P™, gdzie P oznacza dowolny rozktad
na prostej R taki, ze P{z} = 0 dla wszystkich zdarzen elementarnych = € R.
Uniwersalno$¢ testu potwierdza

Twierdzenie 2.3.13. Niech ni,ne € N bedqg dowolnymi liczbami naturalny-
mi. Dla kazdej przestrzeni probabilistycznej (R, Bgr, P), w ktorej zdarzenia
elementarne majg miare 0, lgczna liczba przebiegow w zbiorze dolnych ng
elementow i ng gornych elementow ciggu n = ni+no elementowego jest
zmienng losowg Ry n,: R™ — N okreslong prawie wszedzie wzgledem miary
P = P". Rozklad indukowany Pr = Ry n, P nie zalezy od miary P i jest
rozkladem Walda—Wolfowitza WW (n1,ny).
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Dowdd. Zatozenie dotyczace rozktadu P oznacza, ze funkcja kwantylowa Q)
rozktadu jest $cisle monotoniczna, oraz ze P—prawie wszystkie ciggi w R”
mieszcza sie w podprzestrzeni R C R™ ciagéw réznowartosciowych. Przy-
pominamy, ze zgodnie z twierdzeniem zachodza réwnosci P= Q. 1
iP = Q" Podzial wyrazéw ciagdéw roznowartoéciowych na ,dolne” i ,,gér-
ne” wykonuje funkcja klasyfikujaca Ay, p, : RM™ — By, €{0,1}" okreslona

WZzorein

1, gdy #{j<n; z;<z; 1

t>n
Apins () =(bi)ign, dlab; =
0, gdy #{j<n; z;>x;} > no

)

przy czym Ry, n, = Ro Ay n, jest ztozeniem funkcji klasyfikujacej i rozwa-
zanej wyzej zmiennej R.

Z monotonicznosci funkcji @) wynika réwnosc Ay, p, 0 Q" =Ayp 0y, a wiec
Rpyny © Q" = Ryyng 1 Rpyng P = Ridnyng L"[0,1)7, co dowodzi niezalezno-
$ci miary indukowanej od P i sprowadza problem do miary Lebesgue’a na
przedziale jednostkowym. Pozostaje zauwazy¢, ze ze wzgledu na symetrie
wzgledem wspoélrzednych funkcja klasyfikujaca A,,,,, indukuje z miary Le-
besgue’a na kostce [0, 1]" jednostajna miare zliczajaca na B, p,. O

Poréwnanie obserwowanej liczby przebiegdéw z iloScig teoretyczna, o ak-
ceptowalnym poziomie ufnosci, pozwala na odrzucenie (lub nie) hipotezy
o losowosci proby — w zaleznosci od tego, czy ciag danych z = (z;)i<n
wpada do ktoregos ze zbioréw krytycznych, okreslonych przez skrajne war-
tosci Ry n, bliskie 2 lub 2min(ny,ne) + 1. Efektywna implementacje testu
Walda—Wolfowitza zawieraja np. funkcje randtest::runs.test() i TSA::runs()
dostepne w srodowisku R-Studio.

Przebiegi monotoniczne prowadza do analogicznego testu korzystajacego
z liczby punktow zwrotnych, dla ktérych ;1 <x; >x;41 lub ;1 >y <xi41,
a wiec z tacznej liczby przebiegéw up i down. Test ten jest zaimplementowany
np. w funkcji randtest::turning.point.test().

Cwiczenie 2.3.9. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej zliczajacej liczbe
punktéw zwrotnych w n—elementowym losowym ciagu liczbowym. Obliczy¢
wartos¢ oczekiwana i wariancje.

Uwaga 2.3.10. Udowodnione wyzej twierdzenie wykorzystuje fakt, ze kaz-
dy borelowski rozklad probabilistyczny na prostej moze by¢ otrzymany jako
miara indukowana Q¢ \[071} z rozkltadu jednostajnego na odcinku jednostko-
wym. Jesli @ jest (dowolna) funkcja kwantylowa rozkladu P, to dla dowol-
nego ciagu pseudolosowego (x;)i<m 0 rozkladzie jednostajnym na [0, 1] ciag
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Q(z;)i<m stanowi symulacje rozkladu P. SkorzystaliSmy juz z tej wlasnosci,
przygotowujac rysunki do podrozdziatu 221

2.3.4 Jaka informacje wnosi skonczony zbiér obserwacji?

Zal6zmy, ze dysponujemy (skonczonym) ciagiem danych liczbowych beda-
cych wynikiem przyblizonego pomiaru wielkosci opisujacych zjawisko ob-
serwowane w Swiecie realnym (a nie — w matematyce). Upewniwszy sie,
ze niejednoznacznos¢ wyniku, a wiec blgd pomiaru ma charakter losowy —
co potwierdzaja np. opisane w poprzednim podrozdziale testy — mozemy
podjaé sie wyznaczenia empirycznego, przyblizonego rozktadu obserwowa-
nej zmiennej. Podstawy teoretyczne z reguty podpowiadaja rodzine rozkta-
déw prawdopodobienstwa (jedno- lub wieloparametrowa), w ramach ktérej
wskazanie ,wlasciwego rozkladu” oznacza wyznaczenie najbardziej prawdo-
podobnych, oczekiwanych wartoéci parametrow.

Przyktad 2.3.11. Jesli ciag zer i jedynek xzq,...,x, € {0,1} jest warto-
écia proby losowej X = (X1,...,X,,) o rozkladzie Pp{z}=6%(1-60)'"%, dla
x = 0,1, z nieznanym prawdopodobienistwem sukcesu 6, wowczas zgodnie
z przykladem 2 T.I8 miara P w produkcie 2 = {0,1}" x [0, 1] o gestosci

gn(z,0) = 67(1 — 0)" >,

wprowadza jednolity kontekst dla danych i parametréw rozkladu. Warun-
kowy rozklad prawdopodobienstwa zmiennej O: (z,6) — 6,

]P)@|X=m = P@‘in:y = Beta(y+1,n—y+1) (283)

o gestosci gn(0lz) = (n+1)(})0¥(1—0)"7Y, gdzie y = 3, z;, pozwala oce-
niaé¢ wiarygodnosé (ang. likehood) dopasowania parametru 6 € [0,1] do
zaobserwowanych danych. Klasyczna terminologia wyrdznia dwa rywali-
zujace optymalne rozwigzania. Wartos¢ 0, maksymalizuje wiarygodnosé,
czyli gestosé rozktadu (2.83), zas konkurencje stanowi warto$¢ oczekiwana
0. = E(O|X =x). W tym przypadku

Ot =2, 6. = %

Liczba 0, jest tu réwna wartosci maksymalizujacej wiarygodnosé dla ciagu
danych rozszerzonego o dwie dodatkowe ,,préby”: 0,1. Mozna to traktowaé
jako wiedze eksperckq nakazujaca umiarkowany sceptycyzm co do akceptacji
skrajnych wartosci parametru 6 (prawdopodobienstwa sukcesu).
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Przyktad 2.3.12. Rozwazmy ciagi liczb x1, ..., x, >0 bedace probkami lo-
sowymi z rozkladu jednostajnego na przedziale [0, 6] o nieznanej dlugosci
0 > 0. Dla kazdego 6 miara o gestosci gy = %1[079} wyznacza w przestrzeni
prébek R’} miare probabilistyczng Pg' o gestosci g, (x]0) = go(x1) - - - go(xn)
wzgledem miary Lebesgue’a €. Ten sam wzor okresla gesto$é miary bore-
lowskiej P w przestrzeni Q=R" xR,

gn(T1,. . T, 0) =0""" 1[0,9](mzaxxi).

Miara P i projekcje X, © na R, R spelniaja zalozenia twierdzenia [L3.30]
przy czym miara brzegowa Pg jest (jednostajna) miara Lebesgue’a, co inter-
pretuje sie jako ,brak informacji” a’priori dotyczacych parametru 6. Drugi
z rozktadow brzegowych Px ma gestosé
o0 1
gn(z) = / 67" df = —— (maxz) ",
max x n—1

dla n>1, a zatem rozklad warunkowy Pg|x—, o gestosci

(n—1)(maxx)" 19", dla § > maxz
gn(0z) =
0, gdy 6 <maxz,

jest tzw. rozkladem Pareta
]P)QIX:$ = Pareto(y, ’I’L—l) = IEDG\maxX:ya (284)

gdzie y = max; x;. Zgodnie z przyjeta w poprzednim przykladzie notacja
optymalne dopasowanie do probki losowej wyrdznia wartos$ci
Opie =y 1 0= n—_1y>y, dla n>2.
n—2

Jedli rozszerzymy ciag x o dodatkowa ,pozorna” obserwacje xg = 0, otrzy-
mamy gesto$é g, (f|r) = n(maxz)”/0" ! rozkladu Pareto(y,n) o wartosci
oczekiwanej 6, = 5y < 0. Wprowadzona modyfikacja odpowiada wiedzy
eksperckiej dotyczacej mozliwych wartosci parametru 6 i zapisanej w postaci
Wzoru

Gn(,0) = gn(z]6) - 67
modyfikujacego wyjsciowa miare w przestrzeni 2.
Cwiczenie 2.3.13. Sprawdzi¢, ze jesli uzyskany wyzej rozklad warunkowy
Po|x—¢ wykorzysta¢ jako dostepna — dla danej prébki & = (&1,...,&n) —
informacje na temat rozktadu parametru 6, wowczas miara o gestosci

gm(x,0) = gm(2]|0) - gn(0|§) W przestrzeni R xR

taczy informacje z obu ciagéw i prowadzi do rozkladu P x—(¢ ) Wyznaczo-
nego przez probke o lacznej dtugosci n+m.
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Przyktad 2.3.14. Jak wiadomo (éwiczenie — jaka to zbiezno$é?) graniczna
forma ciaggu rozktadéw dwumianowych Bin(n,p,) o stabilnej wartosci ocze-
kiwanej np, — A\ jest rozklad Poissona Pois(\). Poniewaz rozklady dys-
kretne sa absolutnie ciagglte wzgledem miary zliczajacej p, w tym przypadku
na zbiorze N, = {0}UN, mozemy méwi¢ o gestosci réwnej gy (i) = /Z\.—;e*A, dla
1 € N,. Jesli zatem rozwazamy ciagi liczb xq,..., 2, € N, bedace prébkami
losowymi z rozktadu Pois(f) o nieznanej wartosci oczekiwanej 6 > 0, kon-
figuracja probek i parametréow w przestrzeni 2 =N x R, zarzadza miara
borelowska P o gestosci
gT1+-+Tn
gn(T1,. .., T, 0) = me

wzgledem p ® £, przy czym Pgo = g, jest brzegowym rozkladem a’priori
dla 6. Gestosé rozktadu brzegowego Px wyznaczamy jako catke

_ [~ 1 Ny _,dt  yln~ WD
gn(2) _/0 gn(z,0)d0 = ﬁ/@ (_) els = —,

x1! oz, n z1! - xy!

gdzie y = >, x;. Z twierdzenia [[.3.30] wynika zatem, ze rozklad warunkowy
Po|x—, ma gestosc
(n9)931+---+93n —n

gn(6]7) = n(xy + ...+ xy,)!

ijest tzw. rozktadem gamma
Pojx=. = Gamma(y + 1,n) = Pojsx,=y (2.85)
gdzie y = >; x;. W tym przypadku

Y

+1
amle:_7 ee:y—-
n

n

Podobnie, jak w poprzednim przykladzie, wprowadzenie do gestosci g, (x, 6)

czynnika a’priori postaci ¢8% "™ pozwala na kumulowanie informacji po-

bieranych z kolejnych prébek losowych.

Cwiczenie 2.3.15. Rozklad wykladniczy Exp(f) = Gamma(1,6) ma gestosé
go(xr) =09 dla x>0. Sprawdzié, ze dla prébek z € R? rozktad warunkowy
Pg|x—z jest jednym z rozkltadéw Gamma i jest réwny Pgr_r(,) dla T'(x) =
> x. Wyznaczy¢ optymalne wartosci 6,5, 1 0.. Wykazaé¢, ze warunkowy
rozklad prawdopodobienstwa Px|r—, jest przeskalowang miara Lebesgue’a
na (n—1)—wymiarowych sympleksach {zx€R"; >, z; =y}, dla y>0.
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Wspdlna cecha prezentowanych wyzej przykladow jest wyodrebnienie
funkcji T'(X) nalozonej na prébe losowa X, ktorej wartosci T'(zq,...,zy)
sa $cidle zwiazane z przyblizana (estymowana) optymalna wartoscia niezna-
nego parametru 6. W kontekscie parametru 6 zmienna losowa T jest nazy-
wana statystykq. W przykladzie jest to maksimum 7'(X) = max; X,
a w pozostalych dwu (i w ¢éwiczeniu) — suma T'(X) = Y, X;. W kazdym
z przyktadow zalezny od parametru rozklad n—elementowej proby losowej
ma gestosé postaci g(z|0) = go(T(z)) h(z) wzgledem miary jednostajnej (zli-
czajacej lub Lebesgue’a), a wiec gestosé gg o T wzgledem pewnej niezaleznej
od # miary o—skonczonej.

2.3.5 Statystyki dostateczne czyli dobre

Precyzyjny matematyczny opis tego, co i jak mozna wyznacza¢ w opar-
ciu o dostepne dane, ma zaskakujaco abstrakcyjna forme, a jej kulminacje
stanowi pojecie dostatecznej statystyki i zwiazana z nim grupa twierdzen.
Klasyczne twierdzenie (ponizej) formalizuje specyfike statystyki T' w postaci
niezaleznej od jakiejkolwiek miary w zbiorze parametrow.

Twierdzenie 2.3.14 (O faktoryzacji). Niech P = {Py;0€ O} bedzie rodzi-
ng borelowskich miar probabilistycznych na RP (p € N) absolutnie cigglych
wzgledem o—skorniczonej miary w; niech X 1T oznaczajq, odpowiednio, iden-
tyczno$é na przestrzeni (RP, By, Py) i zmienng losowg T: RP —R™ nieza-
lezng od wartosci 0. Nastepujoce warunki sq réwnowazne:

(i) Rozklad Px jest postaci

Py=(g9oT)h-p, (2.86)

gdzie h: RP — Ry i gp: R™ — Ry, dla 0 €0, sq¢ funkcjami borelowskimi.

(ii) Rozklad warunkowy Px|r nie zalezy od wartosci parametru 6.

Dowéd podajemy w dalszej czesci biezacego podrozdziatu. Naturalna
konsekwencja twierdzenia jest

Definicja 2.3.15. Przy oznaczeniach twierdzenia[2.3.1]] funkcje T nazywa-
my statystyka dostateczna dla rodziny miar P ={Py; 0 € ©}, jesli rozklad
warunkowy Px\p nie zalezy od wartosci parametru 6.

Uogélniajac zaleznosci opisane w poprzednim podrozdziale, proponuje-
my w tym miejscu pomocnicze, alternatywne twierdzenie, w ktérym prze-
strzenig parametréw jest R? wraz z ustalona miarg borelowska, co obejmuje
takze rodziny parametréw ograniczone do podzbioru w R?, dla pewnego
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q € N. Symbol © rezerwujemy w tym przypadku dla projekcji (x,6) — 6
okreslonej na produkcie RP x RY.

Stwierdzenie 2.3.16 (Bayesowskie statystyki dostateczne). Niech p oraz
A bedg dowolnymi o— skoriczonymi miarami borelowskimi odpowiednio w RP
i R, p,q € N. Zalozmy, ze P={Py;0 € R} jest rodzing borelowskich miar
probabilistycznych na RP takq, Ze wzor

P(AXC) = / Py(A)dN©O), dia AcBgs,C€Bra, (287

okresla o—skoriczong borelowskq miare na RPT4 absolutnie cigglq wzgledem
miary produktowej p @ \. Niech wreszcie X,0 i1 oznaczajg, odpowiednio,
projekcje na poszczegélne czynniki RPT4 = RP x RY oraz zmienng losowgq
T: RP—R™ niezalezng od wartosci 6 € R9. Jesli miara brzegowa

Pry(B) = /Pg(T_lB) d\0), dla B € Bgnm,

jest o—skonczona, wowczas T jest statystykq dostateczng dla rodziny P wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi rownosé rozkiadow warunkowych

P@\X:x = P@|TX:T($) dla Px— (pw)x € RP, (288)

Dowéd. Réwnos¢ Pe(C) = [ Py(RP)dA(#) = A(C) implikuje o—skoriczo-
no$¢ miary brzegowej Pg = . Jedli przyjmiemy, ze P = h - (p ® \) dla
skonczonej funkcji borelowskiej h na RP x RY, wéwczas rodzina P jest roz-

kladem warunkowym Py g, przy czym
P@ = ]P)X‘@:G = h(7 6)/”'7 dla (pw) HERQ7

co wynika z tozsamosci [~ Py(A)dA(0) = fcf h(z,0) du(z)d\ (D).
Analogicznie, réwnosé P(A x R?) = [, ([ h(z,)dN)du(z), dla A€ Bps,

wyznacza miare brzegowa

Px =H-p, gdzie H(x /h ) dA, dla zeRP,

a wiec, zgodnie z twierdzeniem [L3.30 Pg|x—, = hg( )) A, dlaPx — (pw) 2 € RP,
Dla wyznaczenia rozkltadu warunkowego wzgledem statystyki T" korzystajac
z lematu Dooba—Dynkina (stw. [[3.I8]) otrzymujemy tozsamosé

Pry(B) = /

:/ G(y)dpr(y), a zatem Prx =G - ur,
T-1B B
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dla pewnej funkcji borelowskiej G: R™ — R, , i analogicznie

P(T~'BxC) :/

o 0 dp N @.0) = [ g(p,6) dur @ N)(5.6),
T-1BxC

BxC

dla funkcji borelowskiej g: R™ xR? — R. Wynikajacy stad opis rozktadu
warunkowego Pg|px—, = % ‘A, dla Prx — (pw) y € R™, pozwala zauwazy¢,
ze konsekwencja rownosci miar Pgx—, = Po|rx=1(s) jest rownos¢ wyrazen

h(z,0)/H(z) = g(T(x),0)/G(T(x)) dla pp— (pw) x ERP i A= (pw) § €RY, czyli

H{(x)

h(x,0) = g(T(fﬂ)ﬁ)W,

dla u ® A\— (pw) (z,0) ERPTY,
a to oznacza dostatecznosé statystyki 7.

Dla dowodu implikacji odwrotnej zalézmy, ze rodzina P spelnia warunek
faktoryzacji (Z86]) w postaci

Py=(ggoT)-fi, dla i=h-p,
przy czym h i gg, 0 €RY, sg nieujemnymi funkcjami borelowskimi. Zalézmy
dodatkowo, ze wzor §(y,0) = go(y) definiuje funkcje borelowska na RP x RY.
W tym przypadku z réwnosci (2.87) wynika tozsamosé

Pux0) = [ ([ g0(T(@) dii(e))aro)

_ / / §(T(2),0) dji(x) dA(6) = / hd(ji® \),
CJA AxC

a wiec funkcja h(z,0) = g(T(x),0) jest gestoscia miary P < i ® A. Rozwa-
zania ogdlne — z pierwszej czesci dowodu — prowadza w tym przypadku do
tozsamosci
PIBxC) = [ gy.0)d(iir © N (,6)  oras
BxC

H(@) = [3(T().)dr = G(T (), gdrie G(y) = [ 5y dA

i wobec tego Pg|x—, = g((g((z))))

Aby usunaé potencjalny brak mierzalnodci gg wzgledem 6, zauwazamy,

A= ]P)@\TX:T(m)7 dla I'GRP.

iz réwnos¢ (Z87)) kryje w sobie zalozenie, ze dla kazdego zbioru borelow-
skiego A C RP funkcja 6 — Py(A) jest mierzalna (borelowska). Korzystajac
z monotonicznej ciaglosci catki i stosujac twierdzenie Sierpinskiego o mono-
tonicznych klasach zbioréw (tw. [LT.I4]), rozszerzamy (2.87) do postaci

P(M) = / Py(M)dA(B),  dla M € Bppea,
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gdzie M?={z; (z,0)€ M}.
Wykazemy w pierwszej kolejnosci absolutna ciaggloéé P < @ . Istotnie,
jesli M jest dowolnym zbiorem, dla ktérego

(& VD) = [ A(M7) d\®) =0,

woéwezas zbior O = {0 € R, a(M?) = 0} ma dopelnienie miary 0, a dla
o € O idla kazdego 6 (w szczegélnosci dla 0 =o0) Py(M?°) = 0. Stad

P(M) = /O P,(M°) dA(0) = 0,

a zatem P = h- (1 ® \), dla pewnej funkcji borelowskiej h: RP x R? — R,..
Przy oznaczeniach ze wstepnej czesci dowodu mamy zatem tozsamosci

P(T™'B x C) = /C /B oy 0) diir () AN(8),

dla funkcji borelowskiej g na R™ xRY i jednoczesnie

(/T,lBge(T(x)) dji(x) ) dA(0),

dla dowolnych zbioréw B € Brm i C'€Brq. Wynika stad zaleznosé

| owo)dirt) = [ ao(T@) dita) = [ o) diin)
B T-1B B

P(T7'Bx C) = /C

dla A-(pw) O €RY, czyli takze g(y,0) = go(y), dla fir- (pw) y €ER™ i w koncu
9(T'(2),0) = go(T'(x)), dla fi- (pw) z€RP.

Ostatnia z réwnosci implikuje réwnosé miar Py=g(-,0)-1, dla prawie wszyst-
kich wartosci parametru 6. O

Dowdd twierdzenia[2.5.14] Bez zmniejszenia ogdélnosci mozemy zalozy¢ (por.
przyklad [34]), ze p jest miarg skonczona. Spelnione sg wéwcezas zalozenia
sformutowane we wniosku [[L3.28 a wzér ([LT76]) zapewnia réwnosé

[ s@ @) ) = [ ([ 5@ nxry(@)ar@), dia Besen,

dla kazdej nieujemnej funkcji borelowskiej f na RPT™,
(i)=(ii) Biorac za f gesto$¢ miary Py, otrzymujemy

. @ @)hta) aide) = [ ([ 9a@h(@) xir—y(do)) r(dy), - easli

Pr(B) = PuT™'B) = | go(y)wly) ur(dy).
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gdzie w(y) = [hdu X|T=y jest funkcja borelowska pw. skonczona wzgledem
miary pp. Zatem Pp = (gow) - pur, a rozklad warunkowy Px|r definiuje
warunek (233]) w postaci

Py{X €A TeB}= /B Pxr—y(A) Pr(dy) = /B 90(y)w(y) Px 7=y (A) pr(dy),

dla borelowskich A x BC RP x R™, przy czym warto$¢ miary Py wynosi

. ao@@)an) @ nn) = [ gow)( [ hdixie,) ur(dy)

Rozkladem warunkowym Px|r—, jest wobec tego kazda borelowska rodzina
miar na Brr x R™, dla ktorej

w(y)Pxjr—y = h - pxr—y, dlayeR™.

Jesli zatem w(y) >0, miara probabilistyczna Px|r—, jest efektem unormowa-
nia miary h-jix|r—,. Przypadek w(y) =0 jest nieistotny, gdyz Pr{w=0}=0.

(ii)=(i) Istnienie rozktadu warunkowego Px|r nie wymaga dodatkowych
zalozen — w przestrzeni probabilistycznej (RP, Brp, Py). Z twierdzenia[[.3.12]
o zdominowanej rodzinie miar wynika istnienie zbioru borelowskiego Z C RP,
dla ktérego zachodzi réwnowaznosé

(Yoco Po(N) =0) = A(N) = (NN Z) =0, dla NEBar, (2.89)

gdzie it = 1z - p jest miara dominujaca réwnowazna z rodzina FPy,0€ 0.
7 absolutnej ciagtosci Py < i wynika analogiczna zalezno$é¢ dla miar brze-
gowych, a wiec Pr = gy - fir, dla zaleznej od 0 funkcji skonczonej gy > 0.
Calka iterowana

P(A) = / ( / La(@) dPxjz—y (2)) diir(y), dla A € Bg,

wyznacza niezalezna od 6 € O skoficzona miare borelowska na R? taka, ze

[ 1@ ap = [( [ 1@ Py, @) dur).

dla dowolnej nieujemnej funkcji borelowskiej f na RP, co sprawdzamy ko-
rzystajac z monotonicznej ciagtosci catki Lebesgue’a. W szczegdlnosci,

| o@@) aP@) = [ [ 0o(T@) dPxr—,(a) diir(y). dla A € B,

Z whasnosci ([2.33]) dla niezaleznego od 6 zbioru M = {y; Pxp—,{T#y}>0}
wynikaja réwnosci Pg{T' € M} =Pr(M)=0 i jr(M)=p{T € M}=0. Dla
rozwazanej wyzej catki oznacza to réwnosé
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[a90(T(@)) dP(a) = [ [ g0v) dPxir—, @) diir(w)
_ /PX‘T:y(A) dPr(y) = Py(A), dla A € By,

czyli Py = (ggoT)- P. Pozostaje sprawdzié¢ absolutna ciagtosé P« . Niech
zatem N € By bedzie dowolnym zbiorem o mierze p(N) = 0, co implikuje
réwnosci
0= Po(N) = [ Pyr—y(N)dPr(y).  dla b€,

a wiec takze Pr(N) =0 dla zbioru N={y; Pxr—y(N)>0} niezaleznego
od 0. Z wlasnosci (Z89) otrzymujemy jr(N) =01 P(N) =0. O

Przyktad 2.3.16. Dla rozwazanych w przyktadzie probek z rozktadu
jednostajnego rozklad warunkowy Px|r—,, gdzie T'(r) = max; z;, redukuje
si¢ do miary na powierzchni
{; T(z)=y} = |J {#; zp=maxz=y}, dla0d<y<H,

k<n
a naturalnym kandydatem na miare probabilistyczna jest odpowiednio unor-
mowana miara Lebesgue’a w wymiarze n —1. Przyjmujac na kazdym ze
sktadnikéw sumy

U{k:}x 0,9]" Y 5 (k,2) = (. 2p1, Y, T, ) € {2 T(x)=y}
k

miare ny” "L sprawdzamy réwnosé (Z33) dla miary warunkowej
Pxir— X <t} => n—ynenfl(b,;l{x < t}) (2.90)
k<n

oraz miary brzegowej Pr o dystrybuancie PP{T < y} = min ((y/6)",1)
i gestogci ny"1/6", dla 0 <y < 6. Dla t € [0,0]" i 2z < § porzadkujemy
indeksy w ten sposoéb, by

0<tyy <...<t;

i < 2 <1

ey <o <0,

co pozwala na wyznaczenie poszczeg6lnych sktadnikow sumy
til z
tik

til B ti2 B ti3 B
:/o ny" 1dy+/ (n—1ti,y" 2dy+/t (n=2)ti, tiy"dy
tiq i

(n k)t .. tikynfkfldy

t;
=n k[t“y } T [tiltbyn_ﬂjg’ E— {til . ..tiky”—ﬂ:
i i
=ty ..t 2" —G"Pe {X<t,T<z}.
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Cwiczenie 2.3.17. Sprawdzi¢, ze w przykladzie 23111 zachodzi réwnosé

(M7 edy T(x)=y,

Prir=te) = {0, gdy T(z)=y.

Ta sama statystyka T'(x) = >, x; prowadzi w przykladzie 2314l do rozkladu

yln—Y o
Pyjp_y{x} = ¢ “hon!
0, gdy T'(z)=y.

W kazdym z przykladéw wyznaczyé warto$é oczekiwana Eg(T'X). Wielkosé
ta (zalezna tylko od #) moze by¢ przyblizana za pomoca danych empirycz-
nych — probek losowych zmiennej T'X — to kolejna, trzecia juz metoda es-

tymacji nieznanej wartosci parametru.

Uwaga 2.3.18. Niezalezny od parametru 6 znany rozktad warunkowy Px|p
mozemy symulowaé poprzez odpowiedniag modyfikacje ciagu liczb pseudolo-
sowych (podr.2:33.2)). W polaczeniu z obserwowanym empirycznym rozkla-
dem statystyki dostatecznej T mozna zatem wygenerowaé (pseudo-)probki
losowe o rozkladzie zgodnym z rozkladem zmiennej X = (X1,...,X,,). Mi-
mo nieznajomosci faktycznej wartosci parametru utworzone w ten sposob

Sfalszywe dane” niosa te sama informacje o 6 co dane oryginalne.

2.4 Rozktad normalny

2.4.1 Skad TO sie wzieto?

Znany wszystkim(?) rozklad normalny nie pojawil sie do tej pory w prezen-
towanym tekscie — zostal jedynie wspomniany w uwadze 2.3.8]jako graniczna
postaé opisujacego taczng liczbe przebiegow rozktadu Walda—Wolfowitza.
Przy oznaczeniach przyjetych w podrozdziale2.2] dla niezaleznych zmien-
nych losowych X,,n € N, o rozkladzie dyskretnym (249) uwzglednienie
normalizujacego czynnika ﬁ w réownosci Var(X; +...+ X,,) = n prowadzi
do ciggu zmiennych o wartosci oczekiwanej 0 i stalej wariancji réwnej 1.

Twierdzenie 2.4.1 (de Moivre’a — Laplace’a). Cigg dystrybuant (F,)nen
zmiennych losowych Y, = ﬁ(Xl + ...+ X,), dlan € N, jest jednostajnie

zbiezny do funkcji

1 t w2
CID:RBt'—>—/ e 2 dr € (0,1). 2.91
NI 0.1) (291)
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Definicja 2.4.2. Miare probabilistyczng na prostej (R,Br), o dystrybuan-
cie opisanej wzorem catkowym [291]), nazywamy standardowym rozkladem
normalnym lub rozkladem Gaussa — i oznaczamy symbolem N (0,1).

Uwaga 2.4.1. Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych czy dystrybuant nie
gwarantuje zbieznosci ciagu wartosci oczekiwanych, czy tez wariancji roz-
ktadéw. Bezposredni rachunek pozwala sprawdzié, ze graniczny rozktad nor-
malny ma warto$¢ oczekiwang 0 i wariancje 1. Jesli zmienna losowa N ma
rozktad NV(0,1), to dla dowolnych m € R i o # 0 rozktad N (m, %) zmien-
nej o N + m nazywamy ogllnym l-wymiarowym rozkladem normalnym o

wartoéci oczekiwanej m i wariancji 0. Miara N (m, 02) jest rozkladem cia-
(zfm 2
1

glym o gestosci o dla x € R. Funkcje state bedziemy uwazaé za

zmienne losowe o dyskretnym rozkladzie normalnym i zerowej wariancji.

Dowdd twierdzenia [2.4.1 Suma parzystej liczby zmiennych X;, i <2n, przy-
biera wartosci catkowite bedace liczbami parzystymi, przy czym

2n

) 2272 dla |k < n, (2.92)

Fop(t) = P{Ys, <t} = Z

k=—n

a zatem Lt\/n_/2J< on )
. 9—2n

n+k

gdzie sumujemy sktadniki spelniajace nieréwnosé \/— <t. Niech G,, bedzie
funkcja ciagla zgodng z Fb, w punktach ¢} = \/2§—n dla k=—n—1,...,n,

liniowa w kazdym z przedziatéw [t}_,t}], k = —n,...,n, i taka ze
0 dlat<t?
CHOES T
1 dlat>t".
Zachodza réwnosci
' G(tg) — G(tg_1) 2\ o, [T
ol ot n—k 2

dla |k| < n. Aby uzyskaé symetrie i wykorzystaé ja do uproszczenia obliczen,
rozwazmy funkcje ciagte Hy, (z) =G, (v — \/—Tn) dlaz € Rin € N, o wlasnosci

2n 2n k—1 2k+1 _
)2 dla z € ( k=0,+1,...,4n,
H.(z) = { Vi daze (G B, " (2.93)

2n+1 2n+1
dla z < ~ idlaz > Nl

a wiec takze H,(z) 4+ H,(—z) = const = 11 H,(0) = 1 dla n € N. Spraw-
dzamy, ze ciag pochodnych (H),),en, okreslony poza przeliczalnym zbiorem
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N= {i&;nl; neN k=0,...,n}, spelnia lokalnie zalozenia twierdzenia Le-
besgue’a o zmajoryzowanej zbieznosci i jest zbiezny do funkcji podcaltkowej
we wzorze ([2.97)). Istotnie, dla dowolnego ustalonego x € R\ N i dla n > %
istnieje liczba catkowita k, taka, ze |k,| < n i kn—% < CC\/g < k:n+%, co

w szczegolnosci implikuje zbiezno$é¢ do x ciaggu x, = \Q/IZA Wyznaczone na
n

tej podstawie warto$ci pochodnej H), () dla n> %2, mozemy przeksztaltcié,
korzystajac ze wzoru Stirlinga (por. [I])

n
nl = (g) 2 - /120 g e (0,1). (2.94)
Jesli k| <n, a wiec dla z € (—2\7/‘21”1, 2\7;2173), otrzymujemy
(

2n n 2n)! n
H/ — 2—2n\/j: -
(@) (n—kn> 2 (n—kn)l(n+kn)1227 | 2

20N\ on—kp N\~ (n—kn) -k \— (k) m\/n—/Q Cn,
_<?) ( e ) <T) \/27T(n—k:n)\/27r(n—|—k:n)2ﬁ’

gdzie ¢, jest iloczynem poteg liczby e o wyktadnikach zawierajacych 6,,, 0,,x,,

i 60,4k, Dla n — oo, przy ustalonym z, z rozbieznosci kazdego z ciagéw
n + k, do co wynika zbieznos¢ ¢,, — 1. Odpowiednie pogrupowanie czynni-
kéw prowadzi do réwnosci

/ Cn an —n—3 K\ Fn K\ —kn
o=t (1)

P § 2 kn —kn
:%.(1_%)"2(1—%) (1+;%n) ,
gdzie x,, — x. Zatem

lim H/ (z) =

n—00 V2T V2

przy czym zbiezno$é¢ kazdego z czynnikow wynika ze sformutowanego nizej

lematu 24.3[(ii). Dla oszacowania z géry, w postaci

(1 - k—nz)HZ(ﬁﬂ) = (1 _ k_")*"“fn (1 N k:_n)*nfkn

n2 o n n

ﬁ

n kn, n—kn ky, n+kn
:\/C%'(Hn—kn) (1_n+kn)

Cn Cn

TV

i nieréwnosci ¢, < e'/12. Stad

< . gkne=hn

< c:=1.09,

g

korzystamy z lematu 223\

~—

kn2\ -3 || 1.2\~
/ n
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dla z € (— 232%1, 2”—\/2;73) Poniewaz funkcje wystepujace po prawej stronie
nieréwnosci (2.95])) sa catkowalne i tworza ciag malejacy o rozszerzajacych sie

dziedzinach, w kazdym z przedzialéw (— 2\772;”3, 2\’72;”3 ),m € N, otrzymali$my

oszacowanie
x| 1
< H () <c(l- |
0< o) < el = (o=t g

22
Niech p(z) = \/LQ—ﬂefT, dla z € R, oraz ®(t) = [* _ p(x)dr, dlat € R,

oznaczaja odpowiednio gesto$¢ i dystrybuante rozktadu normalnego. Dla

dowolnego t € R, z twierdzenia Lebesgue’a wynika zbieznoéé¢ ciaggu catek

t t
/ H! (z)dx — / o(z) d.
0 0
Poniewaz [°_ H!(z)dx= 1=0(0) dla n € N, wnioskujemy stad réwnos¢

lim H,(t) = O(t).

n—oo

Dla dowodu, ze jest to zbieznos$¢ jednostajna, ustalmy dowolne e € (0, %),
niech a < 01ib= —a > 0 beda liczbami, dla ktérych ®(a) = ¢ =1 — ®(b).
Jesli przyjmiemy za N € N liczbe taka, ze dla n > N zachodza nieréwnosci
|Hp(a) — ®(a)] < e i f(f |H},(z) — p(z)| dz < €, to z monotonicznoci calek
otrzymujemy

—e < —®(t) < Hy(t) — O(t) < Hp(t) < Hy(a) < 2¢,

czyli |Hp(t) — ®(t)| < 2¢e dlat < a (i dlat > b), oraz

/at H,,(x) dx — /:90(56) dac‘ < /at |H, (z) — p(z)| dz < e,

a zatem |H,(t) — ®(t)| < |Hp(a) — ®(a)| + & < 2e dla t € [a,b)].
Pozostaje wykazaé, ze jednostajna zbieznos¢ H, = ® przenosi si¢ na
ciag (F,)nen. Bezposrednio z definicji obu funkeji wynikaja nieréwnosci

Fou(tf_1) < H(t) < Fou(t}) dlate (21 28) < <,

przy czym . ( ) B an(tgfl) dla t € (25;_73’t2)
T Faalty) dlate [, 22,

Stad



132 ROZDZIAL 2. TO NIEPRAWDOPODOBNE

co implikuje jednostajng zbieznosé Fs, = ®. Zbieznos¢ wyrazow ciggu o in-
deksach nieparzystych wyprowadzamy z tozsamosci

nT—HYn—i—l =Y, + %Xn-‘rla

z ktérej wynikaja oszacowania

F2n( 2221 _L)<F2n+l(t)<F2n( 2n+1t‘|‘

V2n, \/_)

Poniewaz ® jest funkcja jednostajnie ciagta, otrzymujemy Fo,y1 = ®. 0O

Wykorzystany w dowodzie lemat odwotuje sie do elementarnych metod

Analizy 1 (por. [1]):

Lemat 2.4.3. (i) (14+2)* <e” dlaxz > —a, a > 0.
(i) Jesli ap, — 00,by, — 0 @ apby, — x, to (1 + b,)" — €*. O

Mozemy w tym miejscu wrécié do prezentowanego w podrozdziale 233
rozktadu WW(n1, ny) i uzupelnié¢ badana rodzing testéw losowosci o bardziej
zaawansowana, graniczng postac.

Twierdzenie 2.4.4 (Wald—Wolfowitz, 1940). Jesli ciggi liczb naturalnych
(n1,n2,n = ni+ny) dezq do nieskornczonosci w ten sposdb, ze

501, g 01

wowczas dla dowolnej liczby rzeczywistej t zachodzi zbieznosé

Jim P{R < 2nA(1-X)(1+ e "2 4y,

voliatvd

przy czym zbieznosé jest jednostajna wzgledem t € R.
Dowdéd. Rozktad Pgr zmiennej R = R,,,,, opisuja wzory

2](52(711!)2(712!)2
nlng(k:!)z(nl —k)!(n2 —k)!n! ’

2%k
Pr{2k} = Pr{2k+1}= " “Ep ok},

dla k € N. Po zastosowaniu wzoru Stirlinga (2.94]) otrzymujemy

Pr{2k} = ﬂ_zn((m 712— ) ( n)"l((nz?i%k)n)nzcn
B 7T_2n(H_nmzz—lm)k—%(14_711712%—1471) (1+n1nzg—kn)—n2cm
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gdzie ¢, — 0. Skalowanie zmiennej R uwzgledniajace parametry £(R)~ 2"#"2

n
2nino

2,2
i Var(R) =~ 47;13712 wprowadza zmienng Z, = /n( R — 1) oraz ciag

weztow ty, € R zdefiniowanych poprzez rownosci
(7 kn — ning
\/ﬁ ning ’

przy czym P{Z <t} = P{R<2k}. Jesli przyjaé, jak w dowodzie tw. [Z4.T]
ze G jest kawalkami liniowa aproksymacja dystrybuanty Fz o wartosciach

dla k €N,

w weztach

Z PR(T) = Fz(tk) + ]P’R{Ql{) + 1},
r <241

wowcezas pochodna G’ jest stala pomiedzy kolejnymi weztami i réwna

ning

n
G’ |(tk Lte) — \/—(PR{2]€} +PR{2k+1}) i

2k\/n

Dla ustalonego x € R niebedacego weztem wskazujemy k = [™112 (14 %ﬂ,

. ~Pr{2k}.

dla ktérego = € (tg_1,tx), co implikuje zbieznos¢ t, — x oraz k/n — A(1-X)
— niezaleznie od x. Jednostajna zbieznosé ciagu funkcji G wynika teraz ze
zbieznosci ciagu pochodnych

G ()=t (g b mmayER g B may G my
- .

var kn vn k? vnm vnng

_1
Istotnie, wiemy juz, ze ™H2(1— —t\/%"}c?) 2 — 1, dla n — oco. Pozosta-
ly iloczyn logarytmujemy i korzystamy z rozwiniecia funkeji In(1 — z), co
sprowadza go do postaci

_ 1.{ tk ning t ”1”2 ty no | tp M ty ny tp ™Y
k(ﬁ k2 +2n ot )+7’L (\/ﬁn1+2nn2 )—|—TL (ﬁn2+2nn2 :

2 2,2 2 2
_ i (_ ming o _mng | ny | ng
\/ﬁ( k +n2+n1)+2n( k3 +n1+n2)+""

gdzie pomijamy dazace do zera skladniki zawierajace tfg,i > 3. Poniewaz

czynnik przy \/— jest réowny lm—]?mg = t’};ﬁ}g27 do wyznaczenia pozostaje

granica

I (2”1”2 nin; i +”‘°2’) 2> (24 =17 (W + (1 - A)?’) —a?
im % - _ _

n—oe2n\ k k3 ning 2 A1 —=N) 2

Zachecamy czytelnika do uzupetnienia brakujacych szczegéléw — zgodnie ze
schematem zrealizowanym w dowodzie tw. 2411 O
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2.4.2 ...i od strony rozktadéw ciggtych

Podobnie jak rozklad opisany wzorem (Z49]) jest najprostszym nietrywial-
nym rozktadem dyskretnym, miara Lebesgue’a, czyli rozklad jednostajny na
przedziale jednostkowym I =0, 1] moze by¢ uwazana za najprostszy rozklad
ciagty. Dla kazdej (2n+1)—elementowej prébki losowej = (z;)i<ant1 € 127!
porzadek liniowy
Tiy S Tjy S ... < Ty,

pozwala wybraé element centralny, srodkowy, V,,(z) = z;,. Powstala w ten
sposob zmienna losowa (mediane) nazywamy centralng statystykq pozycyjng
rozkladu jednostajnego. Aby wykazaé, ze réwniez ta zmienna ma w granicy
Scisty zwiazek z rozktadem normalnym, wyznaczymy rozktad Py, .

Twierdzenie 2.4.5. Dla kazdego n € N miara Py, jest rozkladem cigglym
0 gestosci

[ en+1)(Ma"(1 —2)" dlax € [0,1]
f"(x)_{o dla x <0 lubx > 1,

przy czym E(Vy,) = 3 i Var(V,) = 4(2é+3)'

Dowdd. Dla dowolnego ustalonego przedziatu [a,b] C I rozwazamy zbiér
A=V "1a, bl C I*"*! bedacy suma (2n + 1)(27?) = (2(7;*!3%)! zbioréw

AjJ = {(xi)iggn_H; T € [a, b],mi < & < zpydlai e J, i §é J},

gdzie j < 2n + 1, a J # j przebiega rodzing n—elementowych podzbioréw
pomniejszonego zbioru indekséw. Dla kazdej pary (j,J) zachodza inkluzje
A;J CAjjC AIJ, gdzie
Ay ={ze P xjela,b),zi<adlaie], zy>bdlai @JU{j}},
Al ={z e’ zjefa,b,z<bdlaic ay>adlai' ¢JU{j}},

Poniewaz zbiory A;’ 7 sa wzajemnie roztaczne, wynikaja stad nieréwnosci

Dla zakonczenia dowodu wystarczy stwierdzi¢ rézniczkowalnosé dystrybu-

(b— a)b"(1—a)".

anty Fy, 1 wyznaczy¢ jej pochodna w przedziale [0,1]. Dla z € I i h # 0,
takich ze z 4+ h € I, mamy

2n+1)! Fy (z+h)—Fy (x 2n+1)!
Oy BT )

jesli h > 0 i, analogicznie,

(z +h)"(1—2)",
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2n+1)! Fy (x+h)—Fy (z o+ 1)1
Eo (1 < LR Brt)

dla h < 0. Wspdélna wartosé¢ graniczna dla h — 0 jest szukana gestoscia

2" (1—xz—h)",

rozkladu. Z udowodnionego wzoru wynika takze réwnos¢ [p fn(z)dr = 1.
Wartoéé oczekiwana [z f,, (%) dz 1 wariancje [p(z — 2)%f,(2) do wyzna-
czamy z tozsamosci

1 1 1

/x"“(l—x)"dxz/(l z)" g dr = / (1—z)"z" — (1—z)"2" ) dr,
0 0 0

oraz

1 1 1
/O(x—%)%"(l—x)”dm——/ - x)"+1dx+4/0 " (1—x)"dx
—(n+1)!? n (n!)? _ (n!)?
T @nt3) " 4@n+1)! 42n+1)!(2n+3) 0

Whniosek 2.4.6. Cigg dystrybuant zmiennych losowych
Y, =2V2n+3(V, — %), dlan € N,
jest zbiezny do dystrybuanty standardowego rozkladu normalnego.

Dowdd. Dlauproszczenia obliczen zajmiemy sie zmienna Z,, = 2v/2n(V,, — %)
Tozsamosé

l\)l»—l

2\/ 2n

(" Z, <t} = / (z)dx,

po podstawieniu £ = (2 — 1)v/2n, prowadzi do wzoru

o1t 1 € \ngl £ n
Fa,(t) = 22 l)—; )Qn Jan (§+2\/ﬁ) (5_2\/%) d

:<2">2—2"\/_/ 1——Z) d¢ dla |t| < V2n.

2
Zbiezno$¢ (jednostajna) ciagu dystrybuant do funkcji ®(¢) \/127 b eTd dg,

— 0o
dla t € R, wynika z istnienia granic

2n\ o, 1 £2\n =&
<n>2 \/%_>¢—2_7T i (1—%) Je

dla n — oo. O
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Rysunek 2.7: Bledy przyblizenia rozklad zmiennych Y7, (jasnoszary) i Z1;

Uwaga 2.4.2. Dla —/2n+3 < a < b < /2n + 3, sformutowana wyzej

wtasnos¢ prowadzi do asymptotycznej formuty

™ — s
pozwalajacej na wyznaczanie przyblizonych wartosci rozktadu. Btad przy-
blizenia dla n = 11 jest zblizony do 0,006.

Na rysunku 27 podany jest takze wykres bledu (kol. ciemnoszary) dla
rozwazanej w dowodzie zmiennej 7, ze zredukowanym czynnikiem norma-
lizujacym.

2.4.3 Rozkfad wielowymiarowy

Analize (nie-)zaleznoéci ciagu zmiennych losowych o rozktadzie normalnym
rozpoczyna

Lemat 2.4.7. Suma lub réznica X £Y dwu niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozkladzie normalnym, odpowiednio, N (Z,a) i N(g,b) dla a,b>0,
ma rozklad normalny N (Z £ y,a+Db).

Dowdd. Gesto$¢ f sumy X + Y wyznaczamy ze wzoru

5)2

(t—z)2 (z—t—
f(z):/ L o~ e mdt dla z € R,
R

V2ma 27h

czyli, po zamianie zmiennej ¢ na t + T,
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omvabf(z + (4 7)) = fReXp( 2 (z —t)Q) dt
= fRexp (—%(ﬂ a+btz+ a+bz ))dt
22 2
:exp(—m) fRexp< abb(t — 2552) )dt

_ 22 2mwab
= exp (- _2(a+b)') ath

dla z € R. Przypadek réznicy wynika z faktu, ze zmienna —Y ma rozktad

N(—7,b). O

Whiosek 2.4.8. Jesli wspdlrzedne wektora losowego Z = (Z1,...,Z,)" sq
dowolnymi zmiennymi niezaleznymi o rozkladzie normalnym, wowczas

(i) dla kazdego a € RP zmienna a'Z ma rozklad normalny, oraz

(ii) dla dowolnej nieosobliwej macierzy P wymiaru p X p rozklad wektora
X = P - Z ma postaé

—m)!W = (z—m) ) s

1 (z
(2P /det (W) /A ex (- 2

dla A € BY, gdzie m=E(X), W=Cov(X)=P-A-P', a A=Cov(Z) jest
macierzg diagonalng.

Px(A) = (2.96)

Dowdd. Wlasnosé (i) jest prostym uogélnieniem lematu 247 na kombinacje
liniowa dowolnej liczby zmiennych niezaleznych.

Dla dowodu (ii) zauwazmy, ze jesli wspélrzedne Z; maja rozklad nor-
malny N (m;,07) dla i <p, to Pz = ®,¢, Pz, (tw. ZI27), a wicc

1 _ (= ﬂ;q) _ L ”2%9)
_ 20 20
Pz(A) = (27T)p/201 . /Ae i poodzy .. dzy (2.97)

(z myz)tA~ (z—mz)dz

(2m p/%/det /

dla A € BE, gdzie my = £(Z), A = Cov(Z). Jedli zatem zmienna wek-
torowa X = PZ: ) — RP jest zlozeniem Z i przeksztalcenia liniowego
Lp: R? — RP o0 macierzy P, to Px(A) = Pz(Lp'(A)), a po zamianie zmien-
nych otrzymujemy — zgodnie z wnioskiem

Px(A) = |det(P / (P lammz) AT P emy) gy

(27 p/2\/det

co dla m = P-my oznacza dokladnie réwnosé¢ (2.96). Liniowe zaleznosci po-
miedzy (wektorowymi) wartosciami oczekiwanymi i macierzami kowariancji
wektorow X i Z wynikaja ze stwierdzenia ZT.43](i). O
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Definicja 2.4.9. Dla peN i dowolnej symetrycznej dodatnio okreslonej ma-
cierzy W € RP*P p—wymiarowym rozktadem normalnym N,(m, W) o war-
tosci oczekiwanej m € RP ¢ macierzy kowariancjii W nazywamy miare pro-

babilistyczng w RP ktorej gesto$é f wyraza sie wzorem

1 (z—m)!W = (x—m)
N (- 2

fz) =

) dlazeR? (2.98)

Mozliwo$é rozktadu wzgledem wartoéci wlasnych W = P - A - P! ozna-
cza, zgodnie z wnioskiem 4.8 ze dla kazdej dodatnio okreslonej macierzy
symetrycznej W wzér (2.98]) jest gestoscia miary probabilistycznej.

Uogdlniajac wlasnosé (i) z wniosku 4.8 przyjmujemy

Definicja 2.4.10. Wektor losowy X = (X1,...,X,)" nazywamy p—wymiaro-
wa zmienna typu Gaussa (ang. Gaussian vector), jesli dla kazdego a € RP
kombinacja liniowa a'X = a1X1 + ... +a,X, jest zmienng o rozkladzie nor-
malnym. Zmienne Xq,..., X, nazywamy w takim przypadku zmiennymi ty-
pu Gaussa.

Kazda ze zmiennych typu Gaussa ma rozklad normalny. Zgodnie ze
stwierdzeniem 2T.43(i), znamy rozklady P,x = N (a’&(X),a'Cov(X)a)
dla a € RP.

Twierdzenie 2.4.11 (Charakteryzacja wektora typu Gaussa). Wektor lo-
sowy X = (X1,...,X,)" o nieosobliwej macierzy kowariancji W= Cov(X)
jest typu Gaussa wtedy i tylko wtedy, gdy rozklad prawdopodobienstwa Px
jest p—wymiarowym rozkladem normalnym N, (E(X), Cov(X)).

Stad niebanalny, ale w tym kontekscie oczywisty

Whniosek 2.4.12. Zmienne losowe X1,..., X, typu Gaussa sq niezalezne
wtedy 4 tylko wtedy, gdy Cov(X;, X;) =0 dla wszystkich i # j. O

Dowdd twierdzenia . <" Korzystamy z rozktadu macierzy kowarian-

cji W =Pt~ A- P w ktérym A jest macierza diagonalng. Przyjmujac

7 =P71X, odwracamy rozumowanie wykorzystane w dowodzie wniosku 248l
Istotnie, dla dowolnego zbioru borelowskiego A C RP zachodzi réwnosé

Pz(A) =Px(Lp(A)), a wiec, po zamianie zmiennych

| det(P)] —L(Pz—m)!'W—1(Pz—m)
]P) A — zZ—m Z—m d
2A) = aereJaeor) Ja€

co po uproszczeniu przybiera postaé ([2.97)). Wynika stad, ze zmienne Z;, i <p,

2,

tworzace wektor Z sa niezalezne. Na mocy wniosku [ZZ4.8|(ii) dowolne ich
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kombinacje liniowe — w tym kombinacje liniowe zmiennych Xi,...,X, -
maja rozktad normalny.

Implikacja ,=” wynika z faktu, iz — jak wykazemy w kolejnym podroz-
dziale (wniosek 2.5.18]) — rozklad dowolnej p—wymiarowej zmiennej wekto-
rowej X jest jednoznacznie wyznaczony przez rozktady zmiennych jednowy-
miarowych a’ X, dla a € RP. Dowéd cytowanego wniosku korzysta z pojecia
funkcji charakterystycznej rozktadu. O

2.4.4 Jak ,wyprostowac” rozktad normalny?

1—wymiarowy rozklad normalny N(0, 1) jest — podobnie jak kazdy rozktad
prawdopodobienstwa na prostej — indukowany z rozktadu jednostajnego £|;
przez swoja funkcje kwantylowa Q: (0,1) — R; jest jej rozkladem, jako
zmiennej losowej na I = [0,1]. W tym przypadku @Q = ®~! jest funkcja
odwrotng do dystrybuanty (291]).

Formalnie rzecz biorac, jesli ciag liczb z; € (0,1), ¢ < n, jest prébka
losows z rozktadu jednostajnego, to ciag y; = ®~(z;), i < n, jest probka
z rozkladu normalnego. Praktyczne wykorzystanie tej wlasnosci jest jednak
niewielkie, a wynika to z braku dostatecznie doktadnych i szybkich algoryt-
méw wyznaczania 1,

Problem indukowania rozktadu normalnego z miary Lebesgue’a, a wiec
z rozkladu jednostajnego, upraszcza sie w wymiarze 2, a dla miary N5(0, I3)
znane sa przynajmniej dwa rozwigzania (Box—Muller 1958 i Marsaglia 1964).
Oba korzystaja z oczywistej redukcji calki

2, o co 21 5
// e~ @HY)/2qy dy :/ / re " /2d<pd7"
o Jo

powstalej przy zmianie wspo6lrzednych na biegunowe (z, y) = (r cos ¢, 7 sin ¢).
Definicja 2.4.13. Transformacja Boxa—Mullera nazywamy dyfeomorfizm
G: (0,1)2 — R2, okreslony wzorem

G: (u,v) — y/—21In(u)(cos(2mv), sin(27v)). (2.99)

Transformacja Marsaglii nazywamy dyfeomorfizm H: R?> D> B(0,1)\{0} — R?
postaci
H: (u,v) — (u\/—21n(5)/s,v\/—2ln(s)/s), s=u>+v%  (2.100)

Twierdzenie 2.4.14. Kazda ze zdefiniowanych wyzej transformacji wyzna-
cza izomorfizm borelowskich przestrzeni z marqg

G: (I%,B2,0?) =, (R2, Bp2, No(0, 1)) oraz

o

H: (B(O? 1)7%3(0,1)7 %EQ) — (RQa%RQaNQ(OaI2))a
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co oznacza réwnosé miar indukowanych G022 =N5(0, Iy) = Hy (20%(p(0.1))
i toZsamosci

// ie—<$2+y2>/2dxdy:/ 2 = l/ de,
A2m G114 T JH-1A

dla A S SB]R2.

Uzyskany w twierdzeniu brak funkcji podcatkowej w dwu ostatnich cal-
kach wyjaénia sformulowanie uzyte w tytule biezacego podrozdziatu.

Dowdéd. Przeksztalcenie (2.99]) wykorzystuje — zamiast parametru r — funk-
cje odwrotna do dystrybuanty [ re " 2dr = 1—6*’)2/2, dla p > 0, a jej
wlasnosci sg prosta konsekwencja zlozenia wskazanych transformacji.
Zamiast bezposrednich i niezbyt przyjaznych rachunkéw pokazemy, ze
odkryte kilka lat pdZniej przeksztalcenie (ZI00) jest wynikiem poszukiwan

dyfeomorfizmu postaci
H(u,v) = r(s)(cos(u,v),sino(u,v)),

gdzie s=u?+v?, dla (u,v) przebiegajacych nieznany jeszcze podzbiér w R2.
Jakobian transformaty H wynosi J(H) = 2(rr')(s)(up] — vy),), a zatem

1 1 r?
// — e )20 dy = — // re” 2 |r'||ugl, — vl |du do.
A2m mJJH-1A

Czynnik zalezny od s jest réwny 1, dla r(s) = /—2In(s), a to ogranicza
dziedzine szukanego dyfeomorfizmu do kota 0 < u? +v? < 1 o polu 7. Jedli
przyjmiemy, ze p(u,v) = A(t) jest lokalnie funkcja ilorazu t = v/u, to pod
catka pozostaje wyrazenie |(1 + t2)\ (t)| réwne 1 wtedy, gdy

A(t) = farctg(t), czyli t=ttgep.

2

1 U
u+v2

cos?

7 tozsamosci trygonometrycznej tg? o= —1 wyznaczamy cos? @ =

i przyjmujemy

cos p = sing = dla 0 < s <1,

u v
Vs’ Vs’
co nadaje szukanej transformacji posta¢ (2I00]). Opisane wyzej przeksztal-
cenia stanowia dow6d réwnosci Hyp = No(0, I5), w ktérej p oznacza miare
probabilistyczna %62\ B(0,1) na kole jednostkowym. U

Dysponujac opisanymi w podrozdziale wiarygodnymi generatorami
ciagow liczb pseudolosowych, proponujemy zatem:
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Algorytm Boxa—Mullera

Algorytm B-M polega na bezposrednim zastosowaniu transformacji (2.99))
do pary kolejnych liczb psudolosowych (u,v) = (X, X;,+1) symulujacych
rozklad jednostajny w przedziale [0, 1).

Algorytm Marsaglii

Transformata Marsaglii prowadzi do klasycznego nieco prostszego oblicze-
niowo algorytmu zamieniajacego 2—elementowa probke (u,v) z rozkladu
jednostajnego na odcinku [—1,1] na 2—elementowa prébke (£,7) z rozkla-
du normalnego N (0, 1) — jesli tylko (u,v)€ B(0,1). Przykladowa implemen-
tacja obejmuje kroki:

e pobraé (u,v) = (X, X,+1) jako kolejne dwie liczby pseudolosowe z od-
cinka [0,1)

o (U, V)=(2u—1,20—1); jedli S=U?4+V?2>1, wrécié¢ do poprz. punktu

e liczby c=U /_22(5)’ =V /—21§(5)

sa kolejnymi dwiema prébami zgodnymi z rozkladem normalnym N (0, 1).

2.5 Przestrzenie rozktadow prawdopodobienstwa

Niech P(RP) oznacza zbiér wszystkich rozkladéw prawdopodobienstwa, czyli
miar probabilistycznych w przestrzeni (RP,Brr) dla ustalonego p € N. Jak
wiemy, kazda miara pu € P(RP) moze byé jednoznacznie opisana poprzez
swa dystrybuante F),: RP — [0, 1].

2.5.1 Transformata Fouriera

Whprowadzone w pierwszych latach XIX w. koncepcje transformaty, pocho-
dzace od Jeana-Baptiste J. Fouriera oraz Pierre’a S. de Laplace’a i intensyw-
nie wykorzystywane m.in. w teorii réwnan rézniczkowych, podpowiadaja, by
badanie miary jako funkcjonalu na Cy(R) rozszerzy¢ do Cy(R, C), a nastep-
nie ograniczy¢ do szczegdlnej 1—parametrowej rodziny funkcji. Korzystamy
z rozszerzenia calki Lebesgue’a wzgledem p jako dodatniej miary Radona
(podrozdzial B2Z2]), a podstawa jest

Lemat 2.5.1. Dla dowolnej skoriczonej miary borelowskiej i na prostej R
funkcjonal

/duzcb(R,(C) 9f|—>/€ﬁfdu+z‘/%fdue(@
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jest C—liniowy, przy czym zachodzi nieréwno$c

}/fdu} </‘f‘d,u dla f € Cy(R, C). (2.101)

Dowdéd. Liniowo$¢é rozszerzenia jest oczywista. Dla dowodu (ZI01]) ustalamy
funkcje f € Cp(R,C), a za z € C wezmy liczbe o module 1, dla ktérej

’/fd,u‘:z/fd,u:/zfd,u.

Wowczas ‘ffdu‘ = [R(zf)du < [|zf|dp. O

Definicja 2.5.2. Funkcjg charakterystyczng ¢, : R — C rozktadu prawdo-
podobienstwa p na prostej nazywamy funkcje zespolong zmiennej rzeczywi-
stej okreslong wzorem

goﬂ(t):/eitx,u(dx):/cos(tx) p(dw)+i/sin(tx) p(dx) dlateR. (2.102)

Stwierdzenie 2.5.3 (Wlasnosci funkcji charakterystycznej). Dla dowolne-
go rozkladu p

(i) "Pu(t)’ < (PM(O) =1,
(i) pu(—t) = m, oraz
(i) @ (t +h) = u(t)| < [l = 1|u(dx)
dla t,h € R. W szczegélnosci, funkcja ¢, jest jednostajnie ciggta.

Dowdd. Cwiczenie. Jednostajna ciaglo$é wynika z (iii) i z twierdzenia Le-
besgue’a o zmajoryzowanej zbieznosci. O

Uwaga 2.5.1. Jedli pu jest rozkladem ciagltym o gestosci f: R — Ry, to
ou(t) = /emf(x) dr dlateR
R

oznacza, ze funkcja ¢, jest transformatq Fouriera funkcji f € L'(R). Kla-

rownosé

syczny wzér na transformate odwrotna,

Fla) = / Tetro (dt dlaz € R, (2.103)
27 Joo
jedli [lpuldl < oo, ustala w tym przypadku witasciwa dla transformacji
wzajemnie jednoznaczng odpowiednios¢ p —— ©,,.
W przypadku dowolnej miary probabilistycznej u w (R, Br), przy re-
zygnacji z zalozenia catkowalnosci funkeji charakterystycznej ¢, formalne
zastapienie czedci wyrazenia podcatkowego w (ZI03)) przez catke

b . e~ ita _ p—ith
/ e Wiy =———— dlaa,b,teR,
a it

nie prowadzi do funkcji caltkowalnej. Pomimo to, zachodzi
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Twierdzenie 2.5.4 (Wzdr na transformate odwrotna). Miary w przestrze-
ni (R, BRr) sq¢ rowne wtedy i tylko wtedy, gdy rowne sq ich funkcje charak-
terystyczne. Dokladniej, dla dowolnego rozkladu prawdopodobienstwa p na
prostej i dowolnych liczb a < b,

) T g—ita _ e—ztb 1
Jim o= [ g dt = (@) + gullab).  (210)

Dowdd. Dla T > 0 przyjmijmy

T —zta_ —ith —zta_ —ith
IT_/ R — t)dt = / / C et (dr)dt
T e*lta_ —1ith
[ 0

gdzie ciagltos$c i ograniczonosé funkeji podcatkowej zapewniajg catkowalnosé
wzgledem miary produktowej u®/| (1,1 1 pozwalaja na skorzystanie z twier-
dzenia Fubiniego. Po zamianie ¢ — —t w przedziale [—T', 0] i drobnych prze-
ksztalceniach otrzymujemy catke w postaci rzeczywistej

=2 / /OT sin (t(x — a)) — sin (t(x — b)) 0t ()

t
= 2/ (S(x—a,T)— S(z—b,T))p(dx), (2.105)

gdzie przyjeliSmy oznaczenie

T & t || T 3 t
S(a,T) = / smioz )dt = sign(a)/ smt( )dt dla a € R,
0 0

a zatem lim7_.o S(a, T) — £7, dla o # 0 (por. [2, prz. 3.1.8]). Wspélne
ograniczenie

|S(z —a,T) = S(xz—b,T)| < 2sup{’/ Smt(t)dt; a>0} < oo
0

i twierdzenie o zmajoryzowanej zbieznosci umozliwiaja przejscie w réwnosci
(ZI05) do granicy pod znakiem calki. Poniewaz dla T — oo

m, jeSlia<ax <b
Sx—a,T)-S@x—-bT)— <5 darz=alubz=5>
0 dlaz<alubz>b,

otrzymujemy w granicy réwnos¢ (Z.104]). Pozostawiamy czytelnikowi mody-
fikacje wzoru pozwalajaca na wyznaczenie dystrybuanty miary . U
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Udowodniony wzér na transformate odwrotna pozwala na niezalezny
dowdd i wzmocnienie formuty (2I03]).

Wnhiosek 2.5.5. Jesli funkcja charakterystyczna ¢, jest caltkowalna, to p
jest rozkladem cigglym, o cigglej gestosci f danej wzorem (ZI03)).

Dowdd. Przy podanych zatozeniach, dla dowolnych a < b nieréwnos$é

T e*ita _ eiitb
LT [ ®]dt < p—a /R |0 (t)dt (2.106)

implikuje istnienie calki po calej prostej R, a réwnosé (2I04) przyjmuje
postaé

[eS) b )
pl(a,) + gulla)) = [~ [ drg, 0.

Poniewaz ograniczenie wskazane w ([2I06]) dazy do 0 dla a b, graniczna
wartoscia lewej strony jest p{b} = 0 dla b € R; z twierdzenia Fubiniego

otrzymujemy zatem
/ / e "y (t)dtdz dla dowolnych a < b. (2.107)

Sprawdzenie, ze funkcja f(z) = [ge~ ey (1) dt, dla z € R, jest rzeczywista
i ciggla pozostawiamy Czytelmkovvl Z tozsamosm (I?:EIZD wynlka ze jest
takze nieujemna i calkowalna, przy czym p((oo,b]) = f of (@ O

2.5.2 Ciagtos¢

Dla zmiennych losowych przyjmujemy klasyczna terminologie odnoszaca sie
w istocie do zbieznosci ciggu miar.

Definicja 2.5.6. Cigg p—wymiarowych zmiennych losowych (X, )nen nazy-
wamy zbieznym wedtug rozktadu do borelowskiej miary probabilistycznej p
w RP co zapisujemy jako X, LN W, jesli cigg rozkladow zmiennych X,, jest
stabo zbiezny do p. Jesli graniczna miara p jest rozkladem zmiennej X,
korzystamy z uproszczonego zapisu X, -5 X i mowimy o zbieznosci wg.
rozktadu do zmiennej X.

Whrew nazwie — staba zbieznoé¢ ciagu miar jest wlasnodcia raczej wyma-
gajaca, wpisujaca sie w klasyczne ramy topologii przestrzeni metrycznych,
0 czym przekonamy sie w podrozdziale

Znaczenie funkcji charakterystycznych potwierdza ich Scisty zwiazek ze
stabg zbieznoscig rozktadéw, bedacy kolejna réwnowaznoscia — poczawszy

od definicji [LT.48] poprzez twierdzenia [LZ11]i [L.T.54]
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Twierdzenie 2.5.7 (Lévy’ego—Craméra, O ciagltosci). (i) Dowolny cigg roz-
kladow prawdopodobienistwa (pun)nen jest stabo zbiezny do rozkladu p wtedy
i tylko wtedy, gdy cigg funkcji charakterystycznych o, =y, jest punktowo
zbiezny do ¢,
fin = [ == Pn — Py

(i1) Jesli cigg funkcji charakterystycznych (o )nen jest zbiezny do funkcji
¢: R—C cigglej w zerze, to rozwazany cigg miar jest stabo zbiezny, a o=,
jest funkcjq charakterystyczng rozkladu p takiego, Ze pi, — .

Dowdd. (i) Implikacja ,,=” wynika wprost z twierdzenia [L2Z11]1 wzoru de-
finiujacego funkcje charakterystyczne.

Dla dowodu wtasnosci (ii), obejmujacej jako przypadek szczegdlny impli-
kacje <", zalézmy zbiezno$é¢ ¢, — . Jesli funkcja ¢ jest ciagta w u = 0,
to dla dowolnego € > 0 istnieje u > 0 takie, ze

11— o(t)] < g dla |t < u,

azatem 2| [M (1 — (1)) dt| <e i

[ = enyar] <

dla dostatecznie duzych n € N. Przettumaczenie uzyskanego ograniczenia
na zbiezno$¢ ciagu miar umozliwia
Lemat 2.5.8. Dowolny rozklad prawdopodobieristwa i i jego funkcja cha-
rakterystyczna ¢, spelniajq nieréwnosé
1 u
p((=2/u,2/u)) > 1 - —/ (1—@u(t))dt dlaw>0,
u

—Uu

co w szczegolnosci oznacza, Ze wskazana catka jest liczbg rzeczywistq.

Dowod lematu. Poniewaz

[ -ty e = %//_:(1—6”1) dt p(dz) :2/(1—Sin(ux))u(dx),

U J—y ux

a wyrazenie podcatkowe jest nieujemne, ograniczenie calki do podzbioru

e sin(ux)
Ll amemyarse [ (1T ),

U J_y ux

daje

coyli & [, (1—pu(t)) dt > p{a; |vu|>2} = 1—p([—2/u, 2/u)). O
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Lemat 2.5.9. Cigg miar (pn)neny w P(R) o dystrybuantach F,=F,, za-
wiera podcigg zbiezny, jesli dla kazdego € >0 istnieje liczba M >0, taka ze

limsup (1 — F, (M) + F,(—M)) <e (2.108)

n—oo
lub, réwnowaznie, iminf, o pn ((—M, M]) > 1—¢.

Dowdd wg. [6]. Niech (gn,)nen oznacza ustalony ciag zawierajacy wszystkie
liczby wymierne. Zaczynajac od ciagu mg = (j);en i korzystajac z indukcji
oraz zwartosci przedziatu [0, 1], mozemy dla kazdego k € N znalezé ciag my
bedacy podciagiem my_ i taki, ze wartoci dystrybuant F,,, ;y(qx),j € N,

tworza ciag zbiezny; przyjmijmy
Glqr) = ]15{.10 Fr.h(ar) € [0,1].

Ciag diagonalny o wyrazach ny = my(k),k € N, jest — poczawszy od k—go
wyrazu — podciagiem ciggu my, dla k € N, a zatem

lim F,, (q) = G(q) dla wszystkich ¢ € Q.

k—o0
Funkcja F(x) := inf{G(q); x <q€Q}, dla z €R, jest niemalejaca i prawo-
stronnie ciagta (sprawdzié!). Jesli € R jest punktem ciaglosci funkeji F,
to dla dowolnego € > 0 wybieramy liczby 7,7, s € Q, takie ze r’' <r<z<s i

F(z)—e < F(r') < F(r) < F(z) < F(s) < F(z)+e.

Poréwnanie granic F,, (r) — G(r) > F(r') i F,, (s) — G(s) < F(s) prowa-
dzi do nieréwnosci

F(x)—e < F,, (r) < By, (z) < F,,(s) < F(z)+e¢

dla dostatecznie duzych k € N. Zatem limy_.o F),, (z) = F(x).

Powyzsza konstrukcja nie korzysta z zalozenia (ZI08]) i stanowi tresé
tunerdzenia Helly’ego. Dla dowolnego € > 0, jesli ciag dystrybuant i liczba
M = M. speliaja warunek ([ZI08]), to dla dowolnych punktéw ciaglosci
s< —M:it> M,

0<1-F(s)+ F(t)= lim (1—-F,,(s)+ F,,(t)) <e.

k—o0

7, monotonicznosci F' wynikaja nieréwnosci

0< lim (1—F(s))+tlimF(t)<e dla e >0,

§— — 00

a zatem funkcja graniczna F jest dystrybuanta i F,,, — F. O
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Wracajac do dowodu czesci (ii) twierdzenia 25.7] stwierdzamy, ze dla
dowolnego € > 0 istnieja v > 0 i m € N, takie ze

pn([—2/u,2/u]) >1—¢ dlan>m. (2.109)

Z lematu 259 wynika zatem, iz nie tylko ciag (u,)nen, ale tez kazdy jego
podciag zawiera stabo zbiezny podcigg miar. Granica kazdego ze zbieznych
podciggéw jest ta sama miara p — jedyna miara, ktérej funkcja charak-
terystyczna jest granica ¢ = limg_,o ¢p. Dla dowolnej funkcji f € Cp(R),
sformutowana w poprzednim zdaniu wtasnos$¢ implikuje zbieznosé ciggu licz-

bowego
tin [ fdpn = [ £
n—oo
co, na mocy twierdzenia [L2ZTT] oznacza staba zbieznosé ciagu miar. O

Jesli miara p= X, P jest rozkladem dowolnej zmiennej losowej X w prze-
strzeni (€2, §,P), to funkcje px = ¢,, a wiec

ox(t) = / GX qP = £(¢X) dlat € R, (2.110)

po odpowiednim rozszerzeniu pojecia wartosci oczekiwanej, nazywamy funk-
cjg charakterystyczng zmiennej losowej X. 7 twierdzenia 2.1.32] — i wzorow
na sinus i kosinus sumy argumentéw — otrzymujemy wazny

Whniosek 2.5.10. Dla dowolnej zmiennej losowej X zachodzqg rownosci
(i) paxis(t) = e®px(at) dla a,b € R, oraz
(i) px+v(t) = ox(t)py (t), jesli zmienne X i Y sq niezalezne. O

W odniesieniu do miar réwno$¢ (ii) jest szczegblnym przypadkiem ogdl-
nej wilasnosci: transformacja Fouriera zamienia splot obiektow na iloczyn

ich transformat.

Uwaga 2.5.2. Jedli wartos¢ oczekiwana £(X) zmiennej losowej X : Q@ — R
istnieje i jest skonczona, to funkcja charakterystyczna ¢x jest rézniczkowal-
na w punkcie ¢t = 0, a istnienie granicy

i:rt_l

-1
lim% —ilim [ S Px (dx) :i/xPX(dx)

t—0 t t—0 1t

wynika wéwczas z twierdzenia Lebesgue’a o ograniczonej zbieznosci. Zatem

O (0) =i€(X), jesli £|X| < oo. (2.111)
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2.5.3 Czas na Centralne twierdzenie graniczne

Dalsze wtlasnoéci funkcji charakterystycznych i wynikajace z nich wnioski,
w tym stynne Centralne twierdzenie graniczne, wymagaja pomocniczych
oszacowan w dziedzinie liczb zespolonych. Podstawowa role petni tu

Stwierdzenie 2.5.11. Jesli £(X?) < oo, to
ex(t) = 1+it&(X) — LE(X?) + £2r(t), (2.112)
gdzie limy_,o7(t) = 0.

Dowaod. Klasyczne wzory Taylora z reszta w postaci catkowej

2 [ 22
T=1+ix+i /(m )e’tdt—1+zm+7+2/ 2“dt
0

prowadza do oszacowania

(1—|—w:—— ’ ‘/ |x—t|dt’—|——: , oraz

<1+Z£C—— ’ 2‘/ |x—t|2dt‘

dla z € R. Stad

t%]sox(t) — (1+ite(x )——S(XQ))‘ < t%/eim— (1+itm—¥)‘[@x(dx)

dlat € R\ {0}, gdzie ostatnia calka jest ograniczona przez £(X?) <oc i dazy
do 0 dlat — 0. O

Rozszerzamy takze wlasno$¢ znang w wariancie rzeczywistym jako le-

mat ZA3(ii).
Stwierdzenie 2.5.12. Jesli ¢, — c € C, to (1 + ¢, /n)" — €.

Dowdd. Niech C' := sup,, |¢,| < co. Dla liczb zespolonych z = e®/™ oraz
w = 1+ <= korzystamy z elementarnej nieréwnosci

12" —w"| < nf" Yz —w|, gdzie § = max{|z|, |wl|},
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a poniewaz |z| = e¥en/m L O/ i jw| < 1+ % < e“/™, za wspélne osza-
cowanie moduléw mozemy przyja¢ 0 = e©/". Stad dla n > C

C(n—-1)

14+ — <ne nlew — 1—|—c—n <nec€2—>0,
() (1)<’ (3)

gdzie w ostatniej nieréwnosci wykorzystujemy rozwiniecie w szereg,

= 1+b[-‘z y\|b|2(1+2+2—12+ ) =P,

oile |b| < 1. O
Podsumowujac, otrzymujemy stad tytutowe dla biezacego podrozdziatu

Twierdzenie 2.5.13 (Centralne twierdzenie graniczne). Dla dowolnego
ciggu (Xp)nen niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie,
wartoéci oczekiwanej £(X1) = 0 i skoriczonej wariancji o = Var(X1), roz-
klady prawdopodobienstwa zmiennych %Sn dgzq do rozkladu normalnego,

1 q 9
—X+...+X)—>NO,U dla n — oo.
7= (% " (0,0%)

Podana wyzej zbiezno$¢ wg. rozkladu zaktada, ze role zmiennej granicz-
nej petlni dowolna zmienna losowa o wskazanym rozkladzie normalnym —
niekoniecznie istniejaca w oryginalnej przestrzeni 2. Réwnowazny, bardziej
konkretny zapis dla dystrybuant oznacza wtasno$é

1 1 b =2
nangoP{a \/ﬁ(XH— o+ X)) < b} = 2770/ e 202 dx (2.113)

dla dowolnych liczb a < b.

Dowdd. Dla zmiennych S, = %Sn,n € N, z wniosku 2510 i stwierdze-
nia Z5.TT] wynikaja réwnosci

t t \"
)=l vxi(—=) =vxi(—=
T o () = o0 (25)
t? —o? t o\ _ 22
:(1+E(—2 —{—r(%))) — e 2 dlat e R,
przy czym zbieznos¢ do funkcji wyktadniczej jest konsekwencja stwierdze-
nia2.5.12] W szczegdlnym przypadku, dla niezaleznych zmiennych losowych

o rozkladzie (Z49), gdy S, —— N(0,1), z twierdzenia ZZ1] (de Moivre’a —
Laplace’a) i twierdzenia 5.7 (o ciaglosci) otrzymujemy réwnosé
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2

onon(t) =e2 dlateR.

Poniewaz N (0,02) jest wynikiem skalowania standardowego rozktadu nor-
malnego, funkcja charakterystyczna @arg o2y jest rowna otrzymanej wyzej
funkeji granicznej — w ogdlnym przypadku, gdy £(X?)=Var(X;)=02. O

Whiosek 2.5.14. Funkcjg charakterystyczng rozkladu N (x,a) jest

A
o(t) = €2 dlateR. (2.114)
Dowdd. Cwiczenie. Skorzystaé¢ z wniosku EZ5I0(i). O

Cwiczenie 2.5.3. Wyznaczyé funkcje charakterystyczna (ZI14) rozkladu
normalnego bezposrednio z definicji, jako catke.

Przypominajac, ze przy przyjetych wyzej zatozeniach dotyczacych ciagu
Xn,n € N, nieré6wnos$¢ Kotmogorowa (2.61]) przyjmuje postaé
o? 1

(oym)? — A2’

mozemy z CTG wywnioskowaé¢ mocniejsza wasnosé

P{r]?gx\Xl—i—...—i—Xk] > Aoyn} <n
<n

Stwierdzenie 2.5.15. Dla dowolnego ciggu X,,n € N, niezaleznych zmien-
nych losowych o tym samym rozkladzie, wartosci oczekiwanej 0 © wariancy
Var(X},) = 02 < o0, oraz dla dowolnego m € N zachodzi réwnosé
lim limsup A" P{max |X; + ... + Xi| > Aov/n} = 0. (2.115)
A—00 n—o00 k<n
Dowdd. Odrzucajac trywialny przypadek o = 0 i zastepujac X, przez X,, /o,

dla n € N, mozemy zatozyé¢, ze 0 = 1. Ustalmy n > 1 oraz dowolne A > 0.
Podobnie jak w dowodzie lematu 2.2.12] korzystamy z rozktadu

= = i< ) <,
{%12%<|Sk|>x} kgnAk, dla Ay {I§1<a]z{|5]| z,|Sk| >z}, k<n

gdzie x = Ay/n. Dla dowolnego ¢ € (0, \) korzystamy z nieréwnosci

P{max|Se|>Avn} <P{|S:| >\~ c)v/n}
+ Y Pl{we Ay [Sn(w)| < (A —)vn}

k<n
<B{ISul > (r— )y}
+ ) P{weAy; [Sn(w)=Sk(w)|>cvn}.

k<n



2.5. PRZESTRZENIE ROZKEADOW PRAWDOPODOBIENSTWA 151

Ostatnia grupa sktadnikéw pozwala na oszacowania
P{w€ Ay; [Sn(w)—Sk(w)| >cv/n} < &= [14,]S, — Si|*dP
n

= & P(4r) 0 E(XT) < EP(A),
i=k+1

dla k < n, a zatem
(o [Sk| > Wit} <P{|S > (A=) vtk + &P {max Sy > i}, (2116)
co w szczegolnosci, dla ¢ = 2 < A, daje nier6wnosé
P{%lg 1Skl >Avn} < §P{|S,|>(A—-2)v/n} dlaneN.
W granicy otrzymujemy stad — i z twierdzenia 2.5.13]
nﬁogpp{rggﬂskbwﬁ} < g lim P{|Z2]>A-2} = 3P{|N|>)~2}

dla dowolnej zmiennej N o rozkladzie normalnym A(0,1). Teza wynika
z oszacowania P{|N|>\—2} < E(|N|™T1)/(A—2)m+L, O

2.5.4 ...i wariant wektorowy

Ograniczajac sie¢ do wektoréw losowych X = (Xi,...,X,): Q@ = RP, pe N,
przyjmujemy

Definicja 2.5.16. Funkcje charakterystyczng ¢x: RP — C dowolnej wek-
torowej zmiennej losowej X : © — RP okresla rownosé

ox(t) = E(HX)) = / GO Py () (2.117)
dla t € RP, gdzie (-, ) oznacza euklidesowy iloczyn skalarny w RP, a wiec
<t,X> =t X1+...+ thp-

Technika sprawdzona w podrozdziale 2.5.1] pozwala wykazaé

Twierdzenie 2.5.17 (Transformata odwrotna II). Funkcja charakterystycz-
na px wyznacza jednoznacznie rozktad Px zmiennej losowej X. Doktadniey,
dla dowolnego przedzialu A = [a1,b1] X ... X [ap, b,] takiego, Ze Px(0A) =0
zachodzi réwnosé

1 e—itjaj _ e—itjbj
Px(A) = i t) dt. 2.11
x(4) = Jim o /[_Tﬂpg T ex () (2.118)
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Dowdd. Z twierdzenia Fubiniego wynika, ze catka po prawej stronie (ZI18])
jest rowna

thaJ _ —itjbj "
/ / B2 Py (dx) dt
[—T,7)P

B T 6 —it; a]_e it;b; th
H 3 dt; Px (do)= [ [[ vj(z;, T) Px (dz),

J<p J<p

gdzie funkcje ¢;(z;,T), j < p, sa wspolnie ograniczone i zgodnie z ([2.104])
hm HT/J] .%'], 7TpH xj +1[aJ }( ))

J<p J<p
= (2m)P1a(x)

dla Px—prawie wszystkich z € RP. Réwnos¢ ([2I18) wynika z twierdzenia
Lebesgue’a o ograniczonej zbieznosci. Dla zakonczenia dowodu wystarczy
zauwazy¢, ze warunek Px (0A) = 0 wyklucza z rozwazan co najwyzej przeli-
czalng ilos¢ wartosci aj, b; dla kazdej z osi j < p, a dopuszczalne przedziaty

stanowia m—system generujacy o—ciato zbioréw borelowskich. O
Z tozsamosci x (t) = ¢y xy(1) wynika zatem

Whniosek 2.5.18. Zmienne losowe X,Y : Q — RP majg ten sam rozklad
Px =Py wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego a € RP zachodzi rownosé
P x = Puty odpowiednich 1—wymiarowych rozkladow brzegowych. O

Jak sygnalizowaliSmy wczeéniej, wniosek ten uzupetnia dowdd twierdze-
nia 2417l a jego niebanalno$é¢ pokazuje, ze teoria rozkladéw p—wymiaro-
wych jest istotnie bogatsza od wariantu 1—wymiarowego. Stosowne twier-
dzenia graniczne — analogiczne do sformutowanych w poprzednich podroz-
dziatach — wymagaja niewielkich modyfikacji wczesniejszych dowodow.

Naturalne p—wymiarowe uogélnienie twierdzenia Lévy’ego-Craméra (por.
tw. 257 formulujemy w postaci

Twierdzenie 2.5.19 (O ciaglosci — w RP). Nastepujace wlasnosci ciggu
zmiennych wektorowych X, X,: Q — RP, n € N, sq rownowazne;

(i) X, —— X,

(i) a‘!X, > a'!X dla kazdego a € RP, oraz

(iil) ¢x, (t) — px(t) dla kazdego t € RP.

Dowdd. Implikacja (i)=-(ii) wynika z tozsamosci [gdP,tx, = [g o L, dPx,,
dla g € Cy(R), gdzie L,: RP — R jest iloczynem przez wektor a (por. stwier-
dzenie [[.2.12). Z kolei twierdzenie 5.7 pozwala z (ii) wywnioskowaé zbiez-
n08¢ v x,,) (1) — 9 x)(1) dla kazdego t€RP, co oznacza whasnosé (iii).
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(iii)=(i) Zalézmy, ze ciag funkcji charakterystycznych ¢x,, n €N, jest
punktowo zbiezny do ¢x. Dla dowolnego € > 0, niech v >0 okresla przedziat
T 11— x| deP < (2u)P5

oraz, co wynika z twierdzenia Lebesgue’a o ograniczonej zbieznosci,

[—u, u]P na ktérym |[1—px| <5, a wiec takze f|

7u7u]p

/[ | 11— ¢x, (z)|de < (2u)? dla dostatecznie duzych n € N.
—u,u|P

DO ™

Przeksztalcenia analogiczne do wykorzystanych w dowodzie lematu Z5.8]
prowadza do oszacowania — jak sie okazuje — liczby rzeczywistej

[, G o= oy [ (1= TT =) p, (@

>y [ (1= ) dpx, = 2Py, (B),

w

gdzie dla dowolnego u > 0 wszystkie czynniki sa ograniczone przez 1, a na

zbiorze B, =RP\ [—%, %]p przynajmniej jeden jest < % Istnieje zatem liczba
meN, taka ze
Px,([-2,2]") >1—¢ dlan>m. (2.119)

Udowodniona wlasno$¢, analogiczna do (2I09), pozwala na powtdrzenie
konstrukeji wykorzystanej w dowodzie lematu Po stosownych modyfi-
kacjach stwierdzamy, ze ciag dystrybuant (Flx, )nen — 1 kazdy jego podciag —
zawiera podciag stabo zbiezny do funkcji F': RP — [0, 1] spelniajacej warun-
ki podane w twierdzeniu [LT.45] a wiec bedacej dystrybuanta pewnej miary
probabilistycznej P. W szczegdlnoscei, wlasnoséé (ii) normalizujaca graniczna
funkcje F' wynika z ([ZI19) (sprawdzié!).

Poniewaz wskazany podciag ciagu funkcji charakterystycznych pozostaje
zbiezny do ¢y, z twierdzenia 2517 wynika réwnosé P = Px. Dla dowolnej
funkcji g € Cy(RP) zbieznosé £(go X,) — £(goX), jest konsekwencja udo-
wodnionej wlasnosci ciagu liczbowego (€ (goXn))neN, ktérego kazdy podciag
zawiera podciag zbiezny do £(g o X). O

Cykl rozwazan dotyczacych rozktadéow p—wymiarowych konczy

Twierdzenie 2.5.20 (Centralne twierdzenie graniczne w RP). Dla kazde-
go ciggu niezaleznych p—wymiarowych wektoréw losowych (X, )nen 0 tym
samym rozkladzie, wartosci oczekiwanej p = E(X,) € RP i nieosobliwej
macierzy kowariancji W = Cov(X,,) € RP*P zachodzi zbieznosé

n

\/ﬁ(w - u) L N, (0, ). (2.120)
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W odniesieniu do rozkladéw (miar) wlasnosé ([2120) oznacza réwnosé

lim P{\/ﬁ(w —M) c A} -

n—oo

2tw—ly

2 dx

1 _
(2m)P/2\/det(W) /A ‘

dla kazdego zbioru borelowskiego A C RP.

Dowdd. Jedli X oznacza dowolng wektorows zmienng losowa o rozktadzie
N,(0, W), to dla dowolnego wektora a € R? zmienna a'X ma rozklad Gaussa
N(0,a'Wa) i z twierdzenia EZ5.13] dla ciagu af(X, — u), n € N, wynika
zbieznos¢ wg. rozkladu

t X1+..+Xn—n d t
a 4“ —a'X.

Teza wynika z twierdzenia 2.5.19 o ciagtosci w RP. O

Cwiczenie 2.5.4. Wywnioskowaé wzér na funkcje charakterystyczna roz-
ktadu N, (p, W). Sprawdzié¢, ze CTG w RP obejmuje takze przypadek, gdy
wspdlna macierz kowariancji Cov(X,,) jest osobliwa, a wektory sa pw. linio-
wo zalezne.

2.5.5 Metryzowalnos¢

Nich (M, p) oznacza dowolna osrodkowq przestrzen metryczna. Jesli chcemy,
by odwzorowania mierzalne (2, §) — (M, B)s) tworzyly przestrzen liniowa,
mozemy dodatkowo zalozy¢, ze (M, p) ma strukture topologicznej przestrze-
ni lintowej, co oznacza ciaglosé¢ dziatan: mnozenia R x M — M i dodawania
M x M — M. Zalozenia te obejmuja oczywiscie p—wymiarowe zmienne
losowe dla M = RP, p € N, a takze ogdlniejsze przestrzenie funkcji ciaglych
(por. ¢wiczenie B.22]), oraz rozwazana w podrozdziale 2.6.4] przestrzen D.

Definicja 2.5.21. M —wartos$ciowa zmienna losowa w przestrzeni probabi-
listycznej (Q,§,P) nazywamy kaZde odwzorowanie X :  — M mierzalne
wzgledem o—ciala zbiorow borelowskich w metryzowalnej liniowej przestrze-
ni topologicznej M.

Indukowang miare borelowskqg Px = X, P na M nazywamy rozktadem
prawdopodobienstwa zmiennej X.

7 zatozenia osrodkowosci przestrzeni M wynika

Stwierdzenie 2.5.22. (i) Odleglosé¢ d(X,Y): Q — R dowolnych zmiennych
losowych X,Y : Q@ — M jest zmienng losowg.

(i) Jesli M jest takze liniowq przestrzenig topologiczng, to kombinacja
lintowa aX + bY dowolnych M —wartosciowych zmiennych losowych jest
zmienng losowq (jest mierzalna).
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Dowdd. Rozwazane funkcje sa ztozeniami odwzorowania (X,Y): Q — M?
i funkcji ciggtych okreglonych na produkcie. Réwnogé (M2, By2) = (M, Byr)?
prawdziwa dla przestrzeni osrodkowych [2, wn. 2.2.8] konczy dowdd. U

Rozszerzajac definicje R.5.6] przyjmujemy

Definicja 2.5.23. Cigg M —wartosciowych zmiennych losowych (X;,)nen
dgzy wedlug rozkladu do zmiennej X, jesli cigg rozkladow zmiennych X,
jest stabo zbieiny do rozktadu Px zmiennej X. Zbiezno$é wg. rozkladu zapi-
sujemy w postaci X, — X lub X, ——Px.

Wykazemy, ze zbiér P (M) wszystkich borelowskich miar probabilistycz-
nych na M nosi naturalng strukture metryzowalnej przestrzeni topologicz-
nej, w ktorej staba zbieznosé jest tozsama ze zbieznoscia wg. metryki.

Definicja 2.5.24. Odlegtoscig Prochorowa dowolnych miar probabilistycz-
nych A\, p € P(M) nazywamy liczbe
dy(A\, 1) =1inf{e > 0; M(A) < u(A°) + ¢ dla A € By}, (2.121)
gdzie A° = {x € M; p(z,A) < e} jest e—otoczeniem zbioru A € Byy.
Funkcje d, nazywamy metryka Prochorowa.
Sprawdzenia wymaga oczywiscie
Lemat 2.5.25. Funkcja opisana wzorem (2ZI21)) jest metrykq w P(M).

Dowdd. Dla dowolnych miar A\, u € P(M ) symetrie zapewnia réwnowaznosé
ANBe =0« AN B = (. Jedli zatem dla kazdego zbioru borelowskiego
B C M zachodzi nieréwno$é A(B) < p(B®) + ¢, to przyjmujac B = M \ A®
dla dowolnego A € B, otrzymujemy

AAT) = 1-A(B) > 1—u(B%)—¢ = (M \ B)—e > p(A)—e.

Jedli miary A\, u € P(M) maja odlegloé¢ d,(A, ) = 0, to dla kazdego
podzbioru domknigtego F' C M z nieréwnosci A\(F') < u(F€)+edlae — 0
wynika nieréwno$é A\(F) < p(F), a wigc (z symetrii) réwno$é¢ A(F') = u(F).
Roéwnosé miar A = p jest konsekwencja ich regularnosci (tw. [LT.47]).

Dowod nieréwnosci tréjkata dla d, pozostawiamy czytelnikowi. O

Cwiczenie 2.5.5. Na prostej R réwnowaznosé rozkladéw prawdopodobiefi-
stwa 1 dystrybuant pozwala na zdefiniowanie metryki Levy’ego, takiej ze

dr(F,G) =inf{e; F(rz—e)—e < G(x) < F(z+¢e)+e dlazeR} (2.122)

dla dowolnych dystrybuant F' i GG. Sprawdzi¢ réwnowazno$é¢ metryk — Le-
vy’ego i Prochorowa.
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Cwiczenie 2.5.6. Wykazaé (por. [3, Cw. 26.15-16]), ze funkcja

t) — pul(t
dy(p,v) :SHP{W; teR} dla p,v € P(R)

jest metryka zupelna réwnowazna z metryka Lévy’ego.

Twierdzenie 2.5.26. W osrodkowej przestrzeni metrycznej (M, p), dla do-
wolnych miar probabilistycznych u, p, € P(M), n € N,

dp(pin, ) = 0 <= pin — p. (2.123)

Dowdd. =" Jedli d,y(pin, 1) < €n i€, — 0, to dla dowolnego zbioru do-
mknietego F' C M wlasnosé

limsup 1 (F) < lim (u(F“") + &,) = p(F)

n—o0 n—oo

oznacza stabg zbiezno$¢ ciagu miar.

»<" Niech € >0; ustalamy rozktad M =], cy A, na przeliczalng rodzing
rozlacznych zbioréw borelowskich o $rednicy mniejszej niz € i liczbe k€N,
taka ze pu(U;sy Ai) <e. Dla dowolnego zbioru A€ By, zachodzi inkluzja

ACA()UUAZ‘, gdzie AQZU{AZ, 1 < k, AZﬂA#@}CAE

i>k

Skoficzona rodzina e—otoczen G={(A4;;U...UA; )% 1<iy...i, <k} po-
zwala na wybor indeksu ng € N, takiego ze slaba zbiezno$é¢ p, — p im-

plikuje nieréwnosci
wn(U) > p(U) —e dla kazdego U € G in > ny.
Dla n > ng otrzymujemy zatem
H(A) < (A5) + & < pin(A5) + 26 < pin(A%) + 2,
czyli d,(pin, 1) < 2e. O

Poniewaz staba zbieznosé ciagu miar borelowskich jest pojeciem topolo-
gicznym — nie zalezy od wyboru konkretnej metryki w metryzowalnej prze-
strzeni M, ta sama wlasnosé przystuguje wyznaczonej w P(M) topologiii.

Cwiczenie 2.5.7. Wykazaé, ze metryzowalna przestrzen topologiczna P(M)
jest takze osrodkowa.
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Twierdzenie 2.5.27. Dla dowolnej przestrzeni probabilistycznej (2, F,P)
i osrodkowej przestrzeni metrycznej (M, p) niech X,,Y,: (Q,§) — (M,Br),
n € N, bedg dwoma ciggami funkcji mierzalnych. Jesl

Xn—=p i p(Xn,Yn) =0

dla pewnej miary borelowskiej u na M, to takie Y, LN I
W szczegolnodei, jesli cigg zmiennych (X, )nen jest zbiezny wg. prawdo-
podobienstwa do X : Q — C(T), czyli

lim P{w € Q p(Xp(w), X(w)) 2} =0 dlae >0,

n—oo
to X, — X.

Dowdd. Dla ¢ > 0 i domknigtego e—otoczenia F. dowolnego zbioru do-
mknietego F' C M, z implikacji

Volw)eF = (X,(w)€F: lub p(X,(w),Y,(w))>¢)

wynikaja nieréwnosci P{y, € F} < P{X,, € F.} +P{p(X,(w), Yo (w)) > ¢},
a wiec
limsupP{Y, € F'} < limsupP{X,, € F.} < P{X € F.},
n—od

n—oo

. . ’ 7 d
a to oznacza zbieznos¢ wg. rozktadu Y, — X. U

2.6 Krok w strone proceséw stochastycznych

2.6.1 Definicja — czyli twierdzenie Kotmogorowa

Definicja 2.6.1. Dla dowolnego zbioru parametréw T # 0, interpretowa-
nego jako czas, procesem stochastycznym na przestrzeni probabilistycznej
(Q,5,P) nazywamy dowolng rodzine zmiennych losowych X;: Q@ — R, teT.
Procesy stochastyczne (Xi)ier oraz (X})ier na tej samej przestrzeni bedzie-
my vwazaé za réwnowazne, jesli X; == X| dla kazdego t € T.

W przypadku proceséw réwnowaznych méwi sie takze, ze jeden jest mo-
dyfikacjg drugiego. Jedna z klasycznych interpretacji procesu stochastycz-
nego (X;)ier jest odwzorowanie mierzalne X : (Q,F) — (R, Bg)’.

Cwiczenie 2.6.1. Sprawdzié, ze § / %ﬂ{fmierzalnoéé odwzorowania
NOd53wr— (Xt(u)))teT S RT

jest réwnowazna §/Br-mierzalnosci funkeji Xy, t € T.
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Definicja 2.6.2. Miare indukowang Px = X.P na przestrzeni (RT,BL)
nazywamy rozkladem prawdopodobienstwa procesu X = (X¢)er.

Stwierdzenie 2.6.3. Rownowazne procesy stochastyczne majg ten sam roz-
ktad prawdopodobienstwa.

Dowod. Cwiczenie. O

Jako odwzorowania mierzalne, procesy réwnowazne nie sg na ogot réw-
ne prawie wszedzie, maja jednak ten sam rozktad prawdopodobienstwa.
W podstawowych zastosowaniach czas T jest pélprosta Ry = [0,00) lub
jej przeliczalnym podzbiorem — dla tzw. proceséw dyskretnych. Analogicz-
nie jak dla 1—wymiarowych zmiennych losowych i ich rozktadéw zachodzi
réwnie oczywiste, wazne

Stwierdzenie 2.6.4. Dla kazdego procesu stochastycznego (X)ier, w prze-
strzeni probabilistyczne) (RT, ‘BH{,IF’X) rodzina rzutowari m: RT — R, teT,
jest procesem stochastycznym o rozkladzie Px. U

Pochodzaca od Kolmogorowa i stanowiaca tre$¢ twierdzenia kon-
strukcja pozwala na charakteryzacje rozktadéw prawdopodobienstwa pro-
cesOw stochastycznych, czyli — wlasciwie — dowolnych miar prawdopodo-
biehstwa w produktach R, poprzez uklady wzajemnie powiazanych miar
w skofczenie wymiarowych przestrzeniach R, dla S = {t,...,t,} C T,
neN. W tym sensie identycznoéé na R” jest uniwersalnym procesem sto-
chastycznym (my)ier dla kazdej miary prawdopodobienstwa w produkcie.

Cwiczenie 2.6.2. Dla dowolnej miary pu w przestrzeni (R, Br)7, kazdy
skoficzony ciag (t1, ... ,t,) w T wyznacza rzutowanie (1, . . . ,m, ) : RT —R™,
a wiec indukuje miare borelowska g, ¢, = (74, .-, 7, )spp W R™. Jesli mia-
ra p jest rozktadem prawdopodobienistwa procesu X na (Q,§,P), to uy . 1,
jest rozktadem zmiennej losowej (X, ..., Xy, ): @ — R™. Ograniczajac sie
do ciagbéw roznowartoSciowych sprawdzié, ze otrzymana w ten sposéb ro-
dzina miar spelnia nastepujace warunki zgodnoéci — dla kazdego n > 1 :

() gty = eyt dla T RS (21,...,2,) = (21,..., T 1) ER™L
(i) Gptty..t = Bt (1)t » dla dowolnej permutacji a zbioru {1,...,n}
i odpowiadajacej jej permutacji &: (z1,...,%n) = (Ta1),- - - Ta(n)) WSPol-

rzednych w R™.

Definicja 2.6.5. Rodzina borelowskich miar prawdopodobienstwa pus na
R™ okreslona dla kazdego n—elementowego podzbioru S ={ty,...,tp} CT,
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n € N, ustalonego zbioru T jest zgodna, jesli dla kazdej pary podzbioréw
S, S, takich ze S'C S CT, zachodzi réwnosé (Wg,)*pg = ugr, czyli

s (A) = ps((r3)rA) dla A€ By, (2.124)
gdzie 7T§/2 RY 32— xz|g € RS’ jest odwzorowaniem obciecia.

Cwiczenie 2.6.3. Wykazaé, ze warunek (ZI124) jest réwnowazny wlasno-
sciom (i)—(ii) sformutowanym w éwiczeniu [26.21 Dokladniej — kazdej mierze
postaci pug odpowiada rodzina miar gy, 4, dla S={t1,...,t,}, gdzie po-
zorna zaleznos$é od uporzadkowania zbioru S rekompensuje wlasnosé (ii),
Sprawdzenie warunku (2124]) wystarczy ograniczy¢ do par, w ktérych S\S’
jest zbiorem jednoelementowym.

Twierdzenie 2.6.6 (Daniell-Kolmogorow). Dla dowolnego zbioru parame-
trow T kazda zgodna rodzina miar prawdopodobienstwa pg, dla skonczonych
podzbiorow S ={ti,...,t,} CT, n€N, pochodzi od dokladnie jednej miary p
w przestrzeni produktowej (R, %R)T.

Podane tu twierdzenia rozszerza wczesniejsza, przeliczalna konstrukcje
pochodzaca od Daniella. Przypominamy, ze szczegdlny, opisany w twierdze-
niu 212 przypadek dowolnego produktu miar probabilistycznych nie ogra-
nicza si¢ do R i nie wymaga zadnych zalozen na przestrzenie mierzalne.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenie mg:RT > 2+ 2|5 € R®, dla dowolnego
podzbioru S CT. Konstrukcja miary u polega na rozszerzeniu danej zgodnej
rodziny miar w pierwszej kolejnosci na cialo zbioréw cylindrycznych

B° = {r5'C; C € Bys,S C T, #S < oo}, (2.125)

a nastepnie na skorzystaniu z twierdzenia [LT.38]i faktu, iz cialo B° generuje
o—ciato %HE zbioréw mierzalnych w R”. Pozostawiajac czytelnikowi spraw-
dzenie, ze warunek zgodnosci (ZI124]) gwarantuje poprawnos$é i skonczona
addytywnos$é rozszerzenia

10(A) = ps(C), jesli A=rg'C,

ograniczymy sie do wykazania ciaglosci (por. uwaga [LT.I0) utworzonej
w ten spos6b miary na ciele. Niech zatem zbiory A,, € B° n € N, tworza
dowolny ciag zstepujacy. Zakltadajac nieréwnosci pu°(A,) > e, dla pewnego
e > 01in €N, wystarczy wykazaé, ze przekréj (), Ay, jest niepusty. Kazdy
ze zbioréw rozwazanego ciagu jest postaci podanej w ([2.123]), przy czym
niejednoznacznosé¢ opisu pozwala zatozy¢, ze dla kazdego n zbioér S,y1 in-
dekséw charakteryzujacych A, 41 jest nadzbiorem analogicznego zbioru S,
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dla A,. Mozemy zatem wskazaé ciag zbioréw borelowskich C,, € %H”z" dla
n € N taki, ze
A, = 7T§nlCn, i ps, (Cp)ze

dla n € N. Zgodnie z twierdzeniem [[LT.47ii), dla kazdego n € N istnieje
zwarty podzbiér K, C C,, taki, ze s (C), \ K;,) < 57. Oznacza to nieréwnosci

€ . -
:U’O(An) - IUO(Hn) < 2_"’ gdzie H,, := WssKn C Ap,
dla n € N. Aby ze zbioréw H,, utworzy¢ zstepujacy ciag zbioréw domknie-

tych, przyjmujemy B,, = Hy N...N H,, dla n € N. Nieréwnosci

pO(An) = p°(Bn) = p°(|J (A \ Hi) < Y n®(Ai \ Hy) < e
i<n i<n
a wiec pu°(By) > pu°(Ay) —e > 0, pozwalaja stwierdzié, ze kazdy ze zbioréw
By, n € N, jest niepusty. Z definicji zbioréw B,, wynika istnienie jednoznacz-
nie okreglonych domknietych podzbioréw K, C K, takich, ze B,, = ﬂ'SlK !
przy czym zaleznosci B,11 = H,41 N By, implikuja tozsamosci

i1 = Ko 0 (rg ) 7K, eyl
r €K = (r€Ky1i zs, €K}) dlazec R+ neN.
Zatem ni1 = (zls, \s, €n 1 2|5, €K)
gdzie J, = 7TS +1\ S, (Kp41) jest zbiorem zwartym, dla n € N. W przestrzeni
R®, gdzie S= UnenSn, zbiory zwarte Dy, = K, X Jp, X Jp 41 %.. ., takie ze

Dn:{xGRS; zls, € K, Vim>n s GJm}, n €N,

m+1\Sm

tworza ciag zstepujacy o niepustym przekroju. Inkluzje 7T§1Dn CB,CA,,
dla neN, pociagaja za soba wlasnos¢ (,cy An # 0. O

2.6.2 Trajektorie i oSrodkowos¢

Zgodnie ze stwierdzeniem 6.4 przestrzen mierzalna (RT,B1L) = (R, Br)T
jest uwazana za uniwersalng, modelowa dla proceséw stochastycznych o prze-
strzeni czasu T Jest to jednak tylko jeden z modeli — nie najwazniejszy i nie
zawsze najprostszy. Brak jednoznacznosci (izomorficznosci), wymaganej dla
produktu w sensie kategoryjnym, pozwala szuka¢ modeli o dodatkowych
wlasnosciach — przy zachowaniu tego samego rozktadu prawdopodobien-
stwa. Wazgledy praktyczne, czyli zastosowania, kieruja nasza uwage na wla-
snosci trajektorii procesow zwanych tez realizacjami lub Sciezkami.



2.6. KROK W STRONE PROCESOW STOCHASTYCZNYCH 161

Definicja 2.6.7. Trajektoria procesu stochastycznego X : (€, F)—(R,Br)’
nazywamy kazdg z wartosci X (w), dla w €, a wiec specyficzng dla procesu
funkcje X (w): T — R.

Trajektoriami uniwersalnego procesu stochastycznego, jakim jest iden-
tycznoéé na przestrzeni produktowej RT, sa wszystkie funkcje T — R. Oka-
zuje sig, ze w waznym, szczegdlnym przypadku, gdy przestrzen czasu 1" jest
przedzialem prostej rzeczywistej, modelowa przestrzen (RT,‘B?RS) jest zbyt
duza. Podstawowa wada jest niemierzalnoéé podzbioru C(T) C R” zlozone-
go z funkcji ciaglych, tzn. niemoznosé scharakteryzowania ciagtosci funkcji
(czyli ciaglosci trajektorii procesu) poprzez ich wartosci na przeliczalnym
zbiorze punktéw. Przedstawiamy ponizej rozwiagzanie tego problemu pocho-
dzace od J.L. Dooba. W dalszej czesci biezacego podrozdziatu przyjmujemy
ogdblniejsze zalozenie, ze przestrzen czasu T jest oSrodkowa przestrzenia me-
tryczna (lub metryzowalna) — por. [2, tw. 2.4.4; Tichonowa—Urysohna].

Definicja 2.6.8. Dla dowolnego przeliczalnego gestego podzbioru Q@ C T,
funkcje x = (x¢)ier € RT nazwiemy Q—osrodkowa (ang. Q separable), jesli
dla kazdego punktu T € T istnieje w Q ciqg (Gn)nen 2biezny do T i taki, ze
T, — T lub |z — co. Zbidr Q bedziemy tez nazywaé osrodkiem dla

n

funkcji x.

Zbiér S9(T) c RT wszystkich funkeji Q—oérodkowych na T jest wpraw-
dzie na og6l niemierzalny, ale — zgodnie z definicja [L 116l - wraz z o —ciatlem
6% = BL|S?(T) ma naturalng strukture podprzestrzeni.

Definicja 2.6.9. Przestrzenia funkcji osrodkowych na T bedziemy nazywaé
podprzestrzen (S(T), &p) w (RT,BL) zlozong z sumy S(T) = Uy S®(T) po
przeliczalnych gestych podzbiorach Q C T oraz z o—ciala & = BL|S(T).

Lemat 2.6.10 (Doob). (i) Dla kazdego procesu stochastycznego X = (Xy)er
na dowolnej przestrzeni probabilistycznej (2, §,P), jesli przestrzern czasu T
jest osrodkowq przestrzenig metrycznag, to istnieje osSrodek Q@ C T oraz row-
nowazny proces o trajektoriach osrodkowych

X' = (X]er: (,5) — (SUT), &9).

(ii) Kazda miara prawdopodobieristwa i w (R, BL) jest redukowalna do
podprzestrzeni S (T) C RT, dla pewnego osrodka Q C T. Miara p redukuje
sie do dokladnie jednej miary w przestrzeni (S(T'), &r).
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Whniosek 2.6.11. Dla dowolnej osrodkowej metrycznej przestrzeni para-
metrow T, kazda zgodna rodzina miar prawdopodobieristwa i, 4,, w R™
t1,...,tn € T, n € N, pochodzi od dokladnie jednej miary ¢ w przestrzeni
(8(T),67). O

Uwaga 2.6.4. Dla dowolnego procesu stochastycznego X na (€2, §,P), jedy-
na miare ¢ w przestrzeni funkcji osrodkowych (S(T'), &), do ktérej redukuje
sie miara Px = X,IP mozemy uwazaé za zredukowany rozktad prawdopodo-
bienistwa procesu. Miara ¢ nie moze by¢ okreslona jako ograniczenie miary
Px do podprzestrzeni, gdyz funkcje oérodkowe nie stanowig mierzalnego
podzbioru w RT.

Dowdéd lematu wg. [B]. Wykazemy w pierwszej kolejnosci druga czesé
lematu. Ustalmy dowolng miare prawdopodobienstwa pu w (R, %H:g). Znaj-
dziemy oérodek @@ w T i skonstruujemy mierzalne odwzorowanie rzutowania
A: RT — S®(T), specyficzne dla p i takie, ze miara ¢ := A, induko-
wana w przestrzeni (S@(T), 6? ) funkcji Q—osrodkowych spelnia warunek
ivs = , gdzie i jest wlozeniem S@(T) — RT. W tym celu dla dowolnej pary
(U, J) # (0,0) ztozonej z podzbioru otwartego U C T'i otwartego przedzialu
J C R i dla dowolnego zbioru przeliczalnego C' C U rozwazamy wielkosé

IO(C) = :u{x§ stC Ts ¢ J}’

ktora mozna interpretowac jako lokalny wspotczynnik niezaleznosci nosni-
ka miary p i zbioru C. Ustalajac ciag podzbioréw (Cp)neny w U taki, ze
lim,, p(Cy,) = inf{p(C); C C U}, przyjmujemy C(U,J) = |J,, Cpn, co ozna-
cza, ze p(C(U, J)) jest warto$cia minimalna. Dzieki temu, dla kazdego t € U
ma miejsce réwnos¢é

plws xp € JiVeeow, s ¢ J} = 0. (2.126)

Oznaczmy przez Q przeliczalng rodzine wszystkich par (U, J), w ktérych U
przebiega ustalona przeliczalng baze topologii w T, a J — wszystkie prze-
dzialy o koncach wymiernych. Przyjmijmy

Q@ =Uw,.neaCWU,J)

. 2.127
N(t) = U(U,J)EQt {,I, xe € J 1 vsec(U7‘]) Tg ¢ J} R ( )

gdzie skorzystaliémy z oznaczenia Q; = {(U,J) € Q; t € U} dla t € T.
Z wlasnosci ([Z126]) wynika, ze kazdy ze zbioréw N (t),t € T, ma miare
W(N () = 0.
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Poniewaz zbiory C(U,J) C U sa niepuste, suma  C T jest zbiorem
gestym. Dla kazdego ¢t € T'\ Q ustalmy w Q ciag (q%)nen zbiezny do t. Dla
dowolnego = € R” przyjmujemy

MNz)e =, jeSlite Qlubx ¢ N(t), (2.128)
natomiast w przypadku z € N(t) it ¢ Q,

)y = limsup,, 24, gdy ciag (gzc(q,’;))neN jest ograniczony (2.120)
! 0, jesli ciag (m(qfl))neN jest nieograniczony.

Dla ustalonego ¢t € T'\ Q zatézmy, ze funkcja x € R” nie nalezy do N(t).
Rozwazajac ciag par (U, J,) € Q zbioréw o $rednicach mniejszych niz %
i takich, ze t € U, oraz x; € J,, dla n € N, wnioskujemy z (ZI27), ze dla
kazdego n € N istnieje punkt ¢, € Q N U, taki, ze x4, € J,. Zatem ¢, — ¢
i2g, — 4, a wiec takze A(z)g, — A(x):. Jedli natomiast z € N(t) i ciag
Mx)(qh) = x(ql) jest ograniczony, to — zgodnie z (ZI29) — istnieje pod-
ciag (¢),) w ciagu (g} )nen taki, ze A(z)g — A(x);. Poniewaz definicja 268
nie naktada zadnych ograniczen na wartosci funkcji osrodkowej w punktach
osrodka @) oraz w punktach, w ktérych otoczeniu funkcja jest nieograniczo-
na na @, stwierdzamy tym samym osrodkowo$é¢ kazdej z funkcji \(x), tzn.
ART) c S(T).

Zgodnie 7 definicja S(T') jako podprzestrzeni w RT, dla dowodu BL /&1 —
mierzalnosci odwzorowania A wystarczy sprawdzi¢ mierzalnosé poszczegél-
nych wspoélrzednych Ay = 7 0 A, dla t € T, a wiec mierzalnos¢ ztozenia
ioX: RT — R”. Zauwazmy przy tym, ze brak zupelnoéci miary p nie po-
zwala wywnioskowaé mierzalnosci funkeji Ay wprost z réwnosci ([Z128]). Ko-
rzystajac z (Z129) stwierdzamy jednak, ze dla t ¢ @, funkcje A i my réZnia
sie co najwyzej na zbiorze mierzalnym N (t), przy czym Ay = 0 na zbiorze
No(t) == {z € N(t); Vmendn|z(¢,)] > m}, podcezas gdy na dopelnieniu
N(t) \ No(t) funkcja A jest mierzalna granica gérna. Przy okazji wykazali-
sSmy takze réwnowaznos$é procesow

M=m dlateT, (2.130)

co oznacza sprawdzenie wlasnosci sformutowanej w pierwszej czesci twier-
dzenia dla kanonicznego procesu stochastycznego na (R”, BL, 11).
Przyjmijmy ¢ := A\up. R6wnosé p = 1.6 = (i 0 A),pu wynika ze stwierdze-
nia2.6.3l 7 kolei jednoznaczno$é miary ¢ jest konsekwencjg definicji zbioréw
mierzalnych w podprzestrzeni.
Dla dowodu (i) rozwazmy dowolny proces stochastyczny X = (X;)ier na
przestrzeni (2, §,P). Dla rozkladu prawdopodobienstwa Px = X, P istnieje
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skonstruowane wyzej odwzorowanie mierzalne A: RT — S(T') spekniajace
@I30). Réwnosci P{\; # m} = 0 oznaczaja P{\o X # X;} = 0, czyli
MoX = Xy (pw), dla kazdego t € T. Wystarczy przyja¢ X' = X o X. U

2.6.3 Ciagtosc¢ trajektorii jako problem

Podstawowym celem konstrukeji zawartej w lemacie Dooba 2.6.10] jest stwo-
rzenie probabilistycznego kontekstu, w ktérym problem posiadania przez
proces stochastyczny ciaglych trajektorii ma czytelny opis i rozwigzanie.
Klasycznym przyktadem nietrywialnego procesu stochastycznego o ciaglych
trajektoriach sa badane w podrozdziale 2.7 ruchy Browna.

Poniewaz ciagle trajektorie leza w podprzestrzeni C(T') C S(T'), nalezy
jeszeze zidentyfikowaé o—ciato &7|C(T) = BL|C(T). Wykazemy

Lemat 2.6.12. Zalozmy, Ze oSrodkowa przestrzen metryczna T jest takze
lokalnie zwarta. Wowczas

(i) dla dowolnego osrodka Q w T przestrzen funkcji cigglych C(T') sta-
nowi mierzalny podzbior w przestrzeni (S9(T), 6?), oraz

(ii) zachodzi réwnosé

Ber) = Bi|C(T),
jesli przestrzen C(T') rozwazaé z topologiq zbieznosci niemal jednostajnej.

Wyrédznionym w tym miejscu pojeciem topologii zbieznosci zajmujemy
si¢ doktadniej w podrozdziale B.2.11

Dowdéd. Dla dowolnego osrodka @Q C T i wzglednie zwartego podzbioru
otwartego U C T, ciggtoéé¢ funkcji U — R oznacza ciggloéé jednostajng. Po
ograniczeniu z € S9(T) do zbioru Q N U, stwierdzamy, ze cigglosé¢ funkcji
na U jest réwnowazna przynalezno$ci do zbioru

{:C S SQ(T); vmeNHnENv p,gEQNU |$p — xq| < %} € 6%
d(p.g)<1/n
Dla zakonczenia dowodu wlasnosci (i) pozostaje ustalié dowolne przeliczalne
otwarte pokrycie T' = J;, Uy, zbiorami wzglednie zwartymi.
Baze topologii zbieznosci niemal jednostajnej w C(T') tworza kule otwarte
postaci Bi(g,7) = {f € C(T); supg |f—g| <r}, dla g € C(T), zbioréw
zwartych K CT iliczb r > 0. W szczegdlnoscei — otwarte w C(T') sa zbiory

B{t}(gar):Bt(g(t)7r) ﬂC(T), dla
Bi(e,r)={feRT; |f(t) —c|<r}, gdzie teT,ceR,
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przy czym kule Bi(c,r) generuja o—cialto %HY{S- 7 drugiej strony, jesli ograni-
czyé sie do zbioréw zwartych postaci K =V, to réwnosé

Br(g,7) = {fe€C(T); sup{|f(p)—g(p)l; peQNU}<r} dlageC(T)

oznacza, ze kazda taka kula otwarta moze by¢ przedstawiona w postaci

.kag,T)ZZC(JUfW LJ (] E%(f@ﬂ,T—-%),

neNpeQNU

a wiec nalezy do o—ciata indukowanego z %EE. O

Twierdzenie 2.6.13 (O procesach ciaglych). Niech (2, F,P) bedzie do-
wolng przestrzenig probabilistyczng, a X = (Xy¢)er — dowolnym procesem
stochastycznym na 2, dla ktorego przestrzen czasu T jest lokalnie zwartg
o$rodkowq przestrzenig metryczng. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) Rozklad prawdopodobienistwa Px = X, P procesu X jest redukowalny
do miary borelowskiej w C(T').
(ii) Istnieje réwnowazny z X proces o trajektoriach cigglych

X:(2,8) = (C(T), Bery)-

(i) Kazdy réwnowazny z X proces X': (Q,F) — (SQ(T),Gg) o tra-
jektoriach osrodkowych wzgledem dowolnego ustalonego osrodka QQ C T ma
P—prawie wszystkie trajektorie ciggle.

(iv) Istnieje réwnowainy z X proces X': (Q,F)— (S9(T), 6?), taki ze

(XIP)(C(T)) = 1.

Dowdd. Dla ustalonego o$rodka Q wprowadzmy oznaczenia dla wykorzysta-
nych w dowodzie odwzorowan przestrzeni mierzalnych.

(2,%) (2.131)

/ l SO X
X/ <
\&

(R, BE) ~—(S9(T), 67) <—(C(T), Beqr)).

(i)=(ii) Zalézmy, ze w przestrzeni C(T) istnieje miara v spelniajaca
warunek t,v = X,P, dla ¢ = i o j. Whasnosé¢ v(C(T)) = (t.v)(RT) = 1
oznacza, ze v jest miara probabilistyczng. Zgodnie z lematem Dooba, dla
X istnieje réwnowazny proces osrodkowy X': Q — S%(T'), przy czym réw-
n0$¢ iy (jov) = i (X.P) implikuje zgodno$¢é miar X.P = j,v na przestrzeni
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(S®(T), 6? ). W szczegblnosci, na zbiorze mierzalnym funkcji ciagglych ma-
my réwnosé (X.P)(C(T)) = 1. Szukany proces X o ciaglych trajektoriach

otrzymamy, przyjmujac np.

o X'(w) dlawe X7IC(T)
Xw) = {o dla w € Q\ X'-1¢(T).

(ii)=(iii) Jesli procesy stochastyczne X': Q — S9U(T) i X: Q — C(T)
sa réwnowazne z X, to maja ten sam rozklad (i o X'),P= (i 0 X),P redu-
kowalny do X/P = G XL P Wspodlna wartoscia obu miar na zbiorze funkcji
cigglych jest zatem P(X'~'C(T)) = (X.P)(C(T)) = 1.

Implikacja (iii)=-(iv) jest oczywista.

(iv)=-(i) Mierzalnoéé podzbioru C(T') C S9(T) pozwala zdefiniowaé mia-
r¢ borelowska v = X P|¢(ry taka, ze j.v = X[P. Wowczas 1,v =i, X P=Px,
gdyz proces i o X' = (X])ter jest réwnowazny z X. O

Wazne, praktyczne kryterium redukowalnosci procesu stochastycznego
do przestrzeni funkcji ciagtych pochodzi oczywiscie od Kolmogorowa (1956).

Twierdzenie 2.6.14 (Kolmogorow—Czencow). W dowolnej przestrzeni pro-
babilistycznej (2, §,P) proces stochastyczny (Xi)o<i<r dopuszcza cigglq mo-
dyfikacje X, jedli istniejq stale o, 3,C > 0, takie Ze

EIX, — X, |*<Clt—s|"*P, dla 0<s,t<T. (2.132)
5

Dla dowolnej liczby dodatniej v < ., prawie wszystkich w € € i dostatecznie

bliskich s i t zachodzi nieréwnosé

Vog&th \Xt(w)—ffs(w)\ < K‘t — S"y, (2.133)
przy czym stala K = K, nie zalezy od w.

Dowdd. Laczac zalozenie (2132)) z nieréwnosci Czebyszewa ([2.9]) w postaci

P(|X|>e) < g‘;i' otrzymujemy oszacowanie
[t—s|t 1P
([t=s[7)>

dla dowolnego v > 0; ustalmy ~ € (0, g)

Wykazemy, ze na zbiorze liczb binarnych D={5%; 0<i<|T2"],neN}
prawie wszystkie trajektorie procesu sa jednostajnie ciagle. Istotnie, dla

P(|X;—Xs|> |t —s]7) < C < Ot — 5|1+~

dowolnego ustalonego n € N i ciagu liczb t; = 55,4 < [12" ], prawdopodo-

bienstwo zdarzenia

Q, = Q; Xy, - X, >27™
€0 max X, ()~ X (@) > 277
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jest ograniczone z géry przez C|T2" |2~ "(1+0-a7) < cT2-™(F~27)  Stad

9—m(B—ay) CT
P( U Q,) < C’T1 =) ~ gm—an) 1 0 dlam — oo,

n>m

a zdarzenie graniczne Q, =,y U Q,, ma prawdopodobienstwo 0. Dla

n>m

prawie wszystkich w € Q (dokl. dla w¢(,) istnieje zatem m=m(w), takie ze
| Xir1 (w) = X (w)| <27 dlai < [T2"], n>m.
P omn

Postulowana jednostajna ciaglo$é trajektorii Xy(w) dla t € D wymaga po-

réwnania wartosci w chwilach s, ¢ € D, takich ze |t — s| < 2% dla odpowiednio

duzego n € N. Rozwazmy zatem dowolne n>m(w) i liczbe s€ D N 55, S)

dla pewnego i < | 72" |. Rozwinigcie dwdjkowe

i a a
S=gwtgart+.. .t gur < T,

gdzie a; € {0,1} dla j < k, pozwala poréwnywaé wartosci trajektorii X (w)
w chwilach

i+ ...+ 2a;- 1+a] ‘
+Zzn+h St j=0,...k,

co prowadzi do oszacowania
}Xs(w)_XQan” < }Xsk (w)_XSkﬂ(w)} t+..t }Xsl (w)_XSO(w)|

<2 Ry oty o L gy,

Wraz z analogicznym oszacowaniem dla liczby ¢ € D odleglej od s o mniej
niz 27" otrzymujemy dla s,t€ D
yom = 21

27—-1

_ . 1
| X (w)— X (w)| < (142 27" jesli |t—8|<2—n, (2.134)

27—-1

gdzie skorzystalidémy takze z faktu, ze liczba t lezy w tym samym lub w jed-
nym z sasiednich przedzialow o dtugosci 27". Otrzymana nieréwnosé zacho-
dzi dla wszystkich n > m(w), a to oznacza jednostajna ciagtosé X (w)|p. Dla
kazdego w ¢ Q, niech X (w) € C[0,T] bedzie zatem jednoznacznym cigglym
rozszerzeniem funkcji X (w)|p; dla w € Q, przyjmujemy X(w) =0.

Wartosé wykorzystywanej w dowodzie liczby < nie byta do tej pory
szczegdlnie istotna. Jesli jednak dla w ¢ €, zastosowac wlasnos¢ (2134]) dla
réznych s, t € D, takich ze 2~ ("D < [t —s| < 27", otrzymujemy nieréwnosé

X (@)~ Xo(w)| < ZH @l - sy = Kot — 5],

prawdziwa dla wszystkich s,t € D, jedli tylko |t — s| < 27™«). Rozszerzenie
do nieréwnosci (ZI33]) wynika z ciaglosci trajektorii. O
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2.6.4 Trajektorie jednostronnie ciggte

Czytelnik zauwazyl zapewne, ze réwnowaznosci analogiczne do opisanych
w twierdzeniu 2.6.13] zachodza dla dowolnej przestrzeni funkcji C stanowia-
cej mierzalny podzbiér w kazdej przestrzeni S?(T'). W szezegdlnoéci, dla do-
wolnego procesu stochastycznego (X;)icr istnienie réwnowaznego procesu
o wartosciach w C jest wéwczas réwnowazne redukowalnosci (do C) rozktadu

prawdopodobienstwa procesu X.

Przyktad 2.6.5. Przestrzen D(R; ). Méwimy, ze funkcja rzeczywista f na
pélprostej Ry jest klasy D, jesli posiada w kazdym punkcie ¢ skonczona
granice prawostronng f(t+) oraz lewostronna f(t—) (dla ¢t > 0), a wartos¢
f(t) jest jedna z powyzszych granic. Pélciaglosé funkeji f w kazdym punk-
cie implikuje QQ—osrodkowosé, dla kazdego przeliczalnego podzbioru gestego
@ C Ry. Niech zatem D(R,) C S(R4) oznacza zbidr wszystkich funkcji kla-
sy D.

Cwiczenie 2.6.6. Sprawdzi¢, ze dla ¢ > 0 dowolna funkcja f: Ry — R
klasy D ma w kazdym przedziale [0,T], T > 0, skoficzona liczbe punktéw
nieciaglosci ¢ ze skokiem |f(t+) — f(t—)| > e.

Lemat zapewnia mierzalno$é zbioru funkeji ciaglych — jednostaj-
nie ciagltych na zbiorach zwartych. Potrzebna nam w tym miejscu analogicz-
na przeliczalna charakteryzacja funkceji klasy D opiera si¢ na ograniczeniu
dozwolonej liczby oscylacji.

Lemat 2.6.15. (i) Dowolna funkcja f € D(R4) ma dla € > 0 na kazdym
przedziale [0,T), T > 0, skoriczong, ograniczong z gory liczbe oscylacji prze-
kraczajgcych €, tzn. prawdziwa jest implikacja
FneN Vir,..tn>0 (1 <o <ty T == min|f(t;) — f(tir1)| <e) (2.135)

dla dowolnych €, T > 0.

(ii) Jesli Q jest dowolnym osrodkiem w R, to kaida funkcja f € S?(R,)
pdlciggla we wszystkich punktach osrodka i majgca wlasno$é [2I30) ogra-
niczong do punktow ti,...,t, €Q — dla dowolnych €, T >0 — jest klasy D.

Dowdéd. Przypus$émy, ze funkcja f € D(R) nie spelnia (ZI35]) na przedziale
[0,T] dla pewnego € > 0. Wychodzac on n = 2 i dowolnego 2—elementowego
zbioru Wy = {71, 72}, takiego, ze |f(71)— f(72)| > 5, skonstruujemy wstepu-
jacy ciag zbioréw skonczonych (W, )men zaprzeczajacych wlasnosci (2135
dla oscylacji przekraczajacych § i coraz wigkszych n € N. Doktadniej, za-
t6zmy, ze dla pewnego m € N jest juz znany zbiér W, majacy n elementéw
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0< 7 <...<7, <T takich, ze |f(7;)— f(7i41)| > § dla i < n. Z przyjetego
dla f zalozenia wynika istnienie rosnacego ciagu (3n + 1)—elementowego
t1, ... tany1 € [0,7T) takiego, ze | f(t;)— f(ti+1)|>¢€ dla i < 3n. Odrzucajac
ewentualnie wyrazy, ktére juz naleza do W,,, mozemy — na mocy zasady
szufladkowej Dirichleta — wskazaé¢ w ciagu (¢;)i<sn+1 dwa poczatkowe wyra-
zy mniejsze niz 71 lub dwa koncowe wyrazy wigksze niz 7, lub trzy kolejne
wyrazy nalezace do jednego z przedzialéw otwartych (7, 7;41). Czytelnik
z tatwoscig sprawdzi, ze w kazdym przypadku pozwala to na rozszerzenie
Wi o przynajmniej 1 ze wskazanych punktéow w ten sposob, by otrzymany
zbiér W, 11 spelniatl podane zalozenie indukcyjne.

Majac zbudowany ciag (W, )men, 0znaczmy przez to dowolny punkt sku-
pienia zbioru W = (J,,, W,,. Liczba t( jest granica pewnego monotonicznego
ciagu (7, )nen zawartego w W — dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze jest to
ciag rosnacy, 7, /" to. Dla kazdego n punkty 7, i 7,41 naleza do pewnego
Wy, — niech ¢, < 7,41 0znacza nastepny po 7, wyraz w W,,. Otrzymany
w ten sposéb ciag (t,)nen réwniez rosnie do tg, podczas gdy nieréwnosci
|f(mn) — f(tn)] > §, dla n € N, wykluczaja zbieznosé¢ obu ciggéw do tej
samej granicy f(to—). Sprzecznosé konczy dowdd czesci (i).

Dla dowodu wtlasnosci (ii) ustalmy przeliczalny gesty podzbior @ C Ry
i zatézmy, ze funkcja f € S?(R,) spelnia ograniczony do punktéw z Q wa-
runek (ZI38). Wykazemy, ze f posiada w kazdym punkcie granice prawo-
i lewostronne (z oczywistym ograniczeniem dla koncéow przedziatu). Przy-
puéémy przeciwnie, ze w pewnym punkcie ty € [0, 7] nie istnieje np. granica
lewostronna f(tp—). Dla pewnego £ > 0 mamy zatem

V550 3¢,/ (to—6,t0)NQ |f(t) = ()] > e,

gdzie mozliwo$¢ ograniczenia t, ¢’ € Q wynika z osrodkowosci funkcji. Korzy-
stajac z indukeji, latwo teraz zbudowaé w @ ciag rosnacy (¢n)nen, dazacy
do tg i taki, ze [f(qn) — f(qny1)| > § dla wszystkich n. Otrzymana sprzecz-
nosé¢ z (2I34) potwierdza istnienie wszystkich jednostronnych granic dla
funkcji f. Pélciagtosé w punktach dopelnienia R, \ @ wynika z osrodkowo-
Sci f, natomiast analogiczna wtasno$¢ w punktach zbioru @) dotaczamy do
przyjetych w (ii) zalozen. O

Wniosek 2.6.16. Dla dowolnego osrodka @ C Ry zbidr D(R4) jest mierzal-
nym podzbiorem w SP(R,). O

Funkcje klasy D prawostronnie ciggle stanowia naturalne trajektorie dla
tzw. procesow Levy’ego. Niech zatem podprzestrzen D, (R4 ) C D(R,) ozna-
cza przestrzen liniows funkcji prawostronnie ciagltych. W obu przestrzeniach
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rozwazamy o—ciala zbioréw mierzalnych ©, i ® indukowane z S(R ), a wigc
generowane przez ograniczenia projekcji m: R+ — R, t € R,.. Mozna po-
kazaé, ze w przestrzeni D, (R, ) istnieje metryka Skorochoda, w ktérej D,
jest dokladnie o—cialem zbioréw borelowskich, natomiast D, (R ) staje sie
przestrzenia osrodkowa. Wprawdzie zbiér D, (R ) nie jest podzbiorem mie-
rzalnym w zadnej z przestrzeni S?(R, ), niemniej jednak prawdziwa jest
nastepujaca charakteryzacja proceséw prawostronnie ciaghych.

Twierdzenie 2.6.17. Niech (2,§,P) bedzie dowolng przestrzeniq proba-
bilistyczng, a X = (X¢)iery — dowolnym procesem stochastycznym na §2,
dla ktorego przestrzeniq czasu jest polprosta Ry. Nastepujgce warunki sq
TOWNOWAzZNE:

(i) Rozklad prawdopodobienstwa Px = X, P procesu X jest redukowalny
do miary borelowskiej w D, (R ).

(ii) Istnieje réwnowainy z X proces X: (Q,F) — (Dr(Ry),D,).

(i) Kazdy rownowainy z X proces X': (Q,§) — (SQ(R+),G[§+) ma
P—prawie wszystkie trajektorie klasy D, przy czym dla kazdego t € Ry
P—prawie wszystkie trajektorie procesu X' sq prawostronnie ciggle w t.

(iv) Istnieje réwnowainy z X proces X': (,F) — (SP(R,), 6]%), kto-
rego zredukowany rozktad prawdopodobieristwa ¢ = X.IP ma wlasnosé

Vier, s{fEDR); f(t)=f(t+)} = 1.

Dowdd. Cwiczenie — zmodyfikowaé schemat dowodu twierdzenia 2613 O

2.7 Ruchy Browna

2.7.1 ...czyli miara Wienera

Standardowy rozktad normalny Gaussa zdefiniowany i skonstruowany w pod-
rozdziale 2411 pelnigcy centralng role w Centralnym twierdzeniu granicznym
(tw. Z5T3)) jest ciagly, a jego gestos¢ jest funkcja gtadka — dowolnie réznicz-
kowalna. Skrajnie odmienny, losowy i nierézniczkowalny charakter przejawia
Scisle zwigzany z rozktadem normalnym fundamentalny proces stochastycz-
ny, skonstruowany przez Norberta Wienera (1923), a formalizujacy obser-
wacje botanika Roberta Browna (1827).

Definicja 2.7.1. Ruchem Browna [ub procesem Wienera nazywamy kaz-
dy proces stochastyczny {Bi}i=0 w przestrzeni (2, §,P), ktorego trajektorie
Ry 3t +— By(w)€R, we, sq ciggle, przy czym

(i) Bo =0, a dla kazdego t > 0 zmienna By ma rozklad Gaussa N(0,1);
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(ii) dla kazdego ciggu liczb 0 < t1 <ty < ... < tn,,n € N, przyrosty
B:,,Bi,—By,,..., B, — By,
sq niezaleznymi zmiennymsi losowymi.

7 ponizszego lematu wynika, ze kazdy z przyrostéw B; — B ruchu Brow-
na — o ile takowy istnieje — ma takze rozkitad normalny.

Lemat 2.7.2. Dla dowolnej zmiennej losowej X o rozkladzie normalnym
i dowolnej zmiennej Y niezaleznej od X (w tej samej przestrzeni) suma
X' = X +Y ma rozklad normalny o wariancji Var(X') > Var(X) wtedy
1 tylko wtedy, gdy Y ma rozklad normalny.

Dowdd. 7 niezalezno$ci X i Y wynika réwnosé px = ¢x - ¢y dla funkeji
charakterystycznych rozwazanych zmiennych. Niech X ma rozklad N (z,a).

Jesli X’ ma rozklad NV (&,0) i b > a, to z wniosku 2514l i réwnosci

_ ex(t)

(g-a)t- L0
=e 2 dlate R
ox(t)

ey (t)

wynika, ze iloraz jest funkcja charakterystyczna rozktadu normalnego. Teza
wynika z twierdzenia 2.5.4]

Implikacja przeciwna moze by¢ potwierdzona w analogiczny sposéb, acz-
kolwiek zostala juz wykazana w lemacie 2.4.71 O

Whiosek 2.7.3. Proces stochastyczny {Bi}i=0, ktdrego prawie wszystkie
trajektorie sq ciggle, jest ruchem Browna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazde-
go ciggu réznych liczb 7= (t1, ..., t,) w R, zmienna wektorowa (By,, ..., By,)
ma rozklad Gaussa Ny, (0, W;) o macierzy kowariancii W= [min(t;, t;)]i j<n-

Dowdd. Podana wtasnosé ruchu Browna jest konsekwencja przyjetej defi-
nicji, lematu oraz wniosku 248 7 kolei z wniosku wynika,
ze ksztalt macierzy kowariancji decyduje o niezaleznosci kolejnych réznic
By, — By,. Pozostaje sprawdzic, ze dla s <t

Cov(Bs, By) = Cov(Bs, Bi— Bs) + Cov(Bs, Bs) = 0 + Var(By). 0

Rezygnujac czasowo z ciaglosci trajektorii, wykazemy jednoznacznosé:

Twierdzenie 2.7.4. W przestrzeni (R, Br)*+ istnieje dokladnie jedna mia-
ra P, bedaca rozkladem kazdego procesu stochastycznego (By)i>o spelniajq-
cego warunki (1)—(ii) sformulowane w definicji[2.7.1].
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Dowdd. Twierdzenie Kolmogorowa oraz wniosek 7.3l redukuja teze
do zgodnoéci rodziny miar postaci Ny, (0, W) dla 7 € R} ,n € N.

Aby potwierdzi¢ zgodnos$é badanej rodziny rozkladéw normalnych ustal-
my dowolny podzbiér S C Ry postaci S = {t1,...,t,}, gdzie t; < ... < ty,
n > 2, oraz liczbe ¢, € S. Dla S' = S\ {tx} warunek zgodnodci (2124
sprowadza sie do rownosci

T N (0, Wr) = N1 (0, W5, (2.136)
gdzie 7 = (t1,...,t,), 7, = T;(7), a rzutowanie
T RS (21, @) — (21, By @) ERMTD dlak <in

pomija k—ta wspolrzedna. W przestrzeni R™ z miarg N (0, W..) wspélrzedne
m,. .., T, tworza wektor typu Gaussa o macierzy kowariancji W... Pomi-
niecie k—tej wspélrzednej tworzy w R™ (n — 1)—wymiarowy wektor typu
Gaussa o rozkladzie normalnym N,,_1(0, W’), ktérego macierz kowariancji
W' powstaje z W, przez usuniecie k—tego wiersza i k—tej kolumny (por.

twierdzenie 24.1T]). O

Do zakonczenia dowodu poprawnosci definicji ruchu Browna skorzysta-
my z elementarnej wlasnosci rozktadu normalnego.

Lemat 2.7.5. Dla dowolnej zmiennej losowej X o rozkladzie normalnym
N(0,a) i dowolnego n € N
g(XQn) _ (2n)! n‘

- onpl “

t2n

Dowdd. Cwiczenie. Wyrazenie I,, = Jz exp(—%)dt wyznaczy¢ z rekuren-

cyjnej zaleznosci I,, = (2n — 1)al, 1. O
Jako wniosek otrzymujemy

Twierdzenie 2.7.6. W przestrzeni C(Ry) istnieje dokladnie jedna miara
borelowska Py, dla ktdrej ewaluacje mp: @ — @(t), t > 0, stanowiqg opisany

w def. [2.71) standardowy ruch Browna.

Definicja 2.7.7. Miare borelowskq Py w przestrzeni funkcji cigglych C(R4.)
bedgcq rozkiadem dowolnego ruchu Browna nazywamy miara Wienera.

Dowdéd. 7 lematu 2.7.5] wynika nieréwnosé

Elm — 773’4 =3t —s|*> dlas,t>0,
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a zatem proces stochastyczny 7 : RE+ — R, ¢t > 0, spelnia warunek dosta-
teczny ciaglosci (Z132]) wzgledem miary Pp. Z twierdzenia Kolmogorowa—
Czencowa [2.6.174] wynika istnienie ciaglej modyfikacji procesu, a z twierdze-
nia 2.6.13] - jednoznaczna redukowalno$é miary Pg do miary borelowskiej
w przestrzeni funkcji ciggtych na R. U

Zgodnie z miara Wienera prawie wszystkie funkcje ciaglte f € C(R)
sa nigdzie nierézniczkowalne — nigdzie, w zadnym punkcie(!). Prosty dowdd
tego faktu czytelnik znajdzie np. w [12] par. 13.2].

2.7.2 Konstrukcja procesu Wienera wg. Ciesielskiego

Istnienie ruchu Browna (B;);>0 W przestrzeni probabilistycznej (2, §, P) wy-
maga, by przestrzen ) dopuszczata ciag niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie normalnym N(0,1), np. X,, = B, — B,,_1, dla
n €N. Oznacza to w szczegdlnosci, ze przestrzen Hilberta funkcji catkowal-
nych z kwadratem L?(,P) zawiera uktad ortonormalny (X, )nen — bedacy

baza (zbiorem zupelnym) w podprzestrzeni L2X = span{X,,; n € N}. Nie-
zaleznie od pochodzenia uktadu ortonormalnego (X, )nen w L2(Q, P) poszu-
kiwanie w L?X zmiennych B, tworzacych proces Wienera sprowadza sie do

wskazania ciagéw wspotezynnikéw Fouriera c(s) = (cn(s)), oy takich, ze

Bs = Z cn(8) Xy, gdzie c,(s) = (B, Xp,) dlan e N;s>0.
neN

Ciagtos¢ trajektorii procesu zalezy od ciagglosdci funkcji ¢, i np. od ewentu-
alnej jednostajnej zbieznosci wskazanego wyzej szeregu, a wtasciwa postaé
macierzy kowariancji wymaga spelnienia réwnosci

(Bs, B) = Z cn(8)en(t) = min(s,t), dlas,t> 0. (2.137)
neN

Zaproponowana przez Zbigniewa Ciesielskiego (1961) konstrukcja ogra-
nicza przestrzen czasu do odcinka jednostkowego, a w przestrzeni Hilberta
funkcji catkowalnych z kwadratem L2[0,1] — wzgledem miary Lebesgue’a —
korzysta z wlasnosci

min(s,t) = /1[O,min(s,t)]d€ = <1[0,s}7 1[0,t]>7 dla s, t > 0. (2138)

W tym kontekscie wlasciwym wyborem ortonormalnego uktadu zupelnego
w L?[0,1] okazuje sie dwuparametrowa, przeliczalna rodzina funkcji Haara
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H = (Xkn)(k,n)en takich, ze x10 =11

271
Xkn(T) = —200=1)/2 - ody 2% <7< —g;ﬂ (2.139)
0 w pozostatych przypadkach,

22 gy it <7< g%

okreslone dla nieparzystych k = 2k'+1 < 2", n € N.

Cwiczenie 2.7.1. Sprawdzi¢ ortonormalnoéé ukladu (Xkn) (k,n)en- Wyka-
zaé, ze dla dowolnej funkeji f € L?[0,1] réwnosci [ fxxndl = 0 implikuja
znikanie ciaglej funkcji pierwotnej F (dla ktérej F' == f) we wszystkich
punktach postaci k/2" € [0,1]. Stad — zupelnos$¢ uktadu.

Dla kazdej pary indekséw (k,n) € N niech cxn(s) = [ o Xkndl bedzie
wspolezynnikiem Fouriera rozwinigcia funkeji 1y w bazie G, dla s € [0, 1].
Zal6zmy, ze w przestrzeni probabilistycznej (2, §,P) istnieje ciag niezalez-
nych zmiennych losowych X, o tym samym rozktadzie normalnym N (0, 1);
7 oczywistego w tym momencie powodu wybrane zmienne indeksujemy za
pomoca par (k,n) € N

Twierdzenie 2.7.8 (Ciesielski). Proces stochastyczny (By)ic(o,1] utworzony
przez sumy w przestrzeni L?(Q,P)

Bt - Z Z ckn(t)an

n20 (kn)eN
jest ograniczonym do przedziatu [0, 1] ruchem Browna.

Oznaczmy Yy (t,-) = X nyen Chn(t) Xgn, dlan > 0,t € [0,1].
Lemat 2.7.9 (Losowe kryterium Weierstrassa). Jesli zachodzq nieréwnosci

P{sup |Y,.(¢,")| > an} < bn, dlaneN
t
i oba szeregi Y an, . b, sq zbieine, wowczas dla prawie wszystkich w €
szereg 3,0 Ya(-,w) jest jednostajnie zbiezny.

Dowdéd. Dla dowolnego indeksu k € N zachodza nieréwnosci’

{Usup|Y |>al} ZIP’ sup|Y )| >a;) Zb gy

ik ik izk

Wynika stad, ze bedacy dopetnieniem przekroju zbior

Q\ﬁU{wplY |>az}—Uﬂ{SuplY ai}

k ik k ik
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ma miare 1, a dla kazdego w € Q* istnieje k € N takie, ze |Y;(t,w)| < a;, dla
wszystkich i > k it € [0, 1]. Oszacowania

m
sup]ZYi(t,w)‘<Zai, dlam>n>k
t

i=n i=n
koficza dowod jednostajnej zbieznodci szeregu 3, -0 Yo (-, w). U

Pierwsza cze$¢ dowodu jest oczywiscie zastosowaniem (jedynym w tej
ksiazce) klasycznego, elementarnego Lematu Borela—Cantelliego.

Dowdd twierdzenia[2.7.8 Dla znalezienia zgodnego z lematem ciagu osza-

cowan zauwazmy, ze dla kazdego n € N zachodzg réwnosci

Sltlp Yo (t,w)| = m]gxx ’ SUD Xkn (k=1 I%I)X]m(w)‘ — 9—(n+1)/2

27172

max | Xin (W)

Stad, niezaleznie od nieznanych jeszcze wartosci a, > 0, szacujemy praw-

dopodobienstwa

B{sup Y, (t, )| > an} < P(U{IXknl >2°F an}) < 27 'P{| X1n| >2°F 0},
k

przy czym ostatnig z miar wyznaczamy z rozktadu normalnego, co daje

o¢] ac2

2 2 >
Py X >ant = — e 2dac<—/ Z e 2dr = ,
{ | in | n} /—27_r o, /—27T 0, On Tﬂan

dla a,, = 2vt1)/2¢, Wynika stad oszacowanie
on/2
Vara,,

Jednoczesna zbiezno$é obu szeregdéw zapewnia ciag a, = /n/2" n € N.

—2"a?2

e , dlanéeN.

P{sup |V, (¢, )| >an} < by,
¢

Ewentualny brak definicji (lub ciaglosci) na zbiorze Q\Q* korygujemy przyj-
mujac By(w) = 0 dla w ¢ Q*. O

Podsumowanie i zakonczenie konstrukcji stanowi

Stwierdzenie 2.7.10. Dia dowolnej przestrzeni probabilistycznej (2, §,P),
jesli przestrzen funkeji cathowalnych z kwadratem L? (2, P) zawiera nieskon-
czony cigg niezaleznych zmiennych o rozkladzie normalnym N(0,1), wéw-
czas na ) istnieje proces Wienera By: Q0 — R, dla t > 0.

Dowdd. Grupujac odpowiednio istniejace z zalozenia niezalezne zmienne
o rozkladzie normalnym, tworzymy przeliczalna rodzine wzajemnie niezalez-
nych nieskoniczonych ciagéw zmiennych o takim samym rozkladzie N (0, 1).
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Z twierdzenie 2.7.8 wynika istnienie przeliczalnej rodziny ruchéw Browna
Bt(n): Q2 — R, n € N, wzajemnie niezaleznych i okre$lonych dla t € [0, 1].
Ustawiajac procesy ,,jeden za drugim”, przyjmujemy B,, = B%l) +.. .+B§")
dla n € N, i ogélnie

)

1
B =Y BY+B",, dat>o
=1

Sprawdzenie warunkéw wymaganych od procesu Wienera pozostawiamy

czytelnikowi. O
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Rysunek 2.8: Kolejne przyblizenia trajektorii — zalezne od licznoéci prébki
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Rysunek 2.9: Symulacja ruchu Browna
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2.7.3 Twierdzenie graniczne Donskera

Punktem wyjscia dla zapowiedzianej konstrukcji granicznej jest okreslony
na (2,F,P) dowolny (ustalony) ciag (X, )nen niezaleznych zmiennych lo-
sowych o tym samym rozkladzie, zerowej wartosci oczekiwanej £(X;) =0
i skoficzonej wariancji Var(X7) = o2 > 0. Ciag sum czesciowych

So=0, S,=X1+...+X, dlaneN,

rozszerzamy do ciaglego procesu stochastycznego, przyjmujac dla 0 <7 < 1
Sptr =1 —=7)8y 4+ 7Sp41, czyli

S =8+ ({t—[t]) Xy dlat>0, (2.140)

gdzie symbol | -] oznacza cze$¢ catkowita. Ostatni krok obejmuje skalowanie
n 1

x™i=—_8, dat>0neN, (2.141)

ov/n
co daje ciag C(Ry)—wartosciowych zmiennych losowych X (") n e N, na Q.
Udowodnimy staba zbieznos$¢ ciagu rozkltadéw do miary Wienera,

P,=(X") P Py (2.142)

Twierdzenie 2.7.11 (Zasada niezmienniczo$ci Donskera). Niech (X,,)nen
bedzie dowolnym ciggiem niezaleznych zmiennych losowych w przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P), o tym samym rozkladzie, wartosci oczekiwanej 0
i niezerowej skoriczonej wariancji o%. Zdefiniowane w (Z140) —(2I4I]) proce-
sy stochastyczne X : Q — C(R4), n € N, tworzq cigg zbiezny wg. rozkladu
do miary Wienera Py, dla ktorej kanoniczny proces stochastyczny ztozZony
z ewaluacyi
m:C(Ry) > () €R, >0,

jest ruchem Browna.

Z twierdzenia[LT.52] dla odwzorowania rzutowania h =y, _s,: C(Ry) —RP,
wynika ze staba zbieznos¢ ciagu skonczenie wymiarowych rozkladow wy-
znaczonych przez X ™ jest warunkiem koniecznym postulowanej zbieznosci
miar P,,n € N. W pierwszej kolejnoéci wykazujemy zatem

Lemat 2.7.12. Dla kaidego p € N i dowolnego 7 = (t1,...,t,) € RE,

takiego ze 0 <t < ... < tp, zachodzi zbieinosc
(i) U—\I/E(SWIJ, o Spaty)) = Np(0, W), oraz
(i) (XL x5 N0, W),

gdzie W = [min(t;,t;)]i j<p jest macierzq kowariancji opisujgcq p—wymia-
rowy rozklad ruchu Browna (por. wniosek [2.7.3).
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Dowdd. Zastepujac zmienne X,, przez X,, /o, mozemy zalozyé¢, bez zmniej-
szenia ogdlnosci, ze o = 1.

(i) Zgodnie z twierdzeniem Z5.19 wystarczy dla dowolnego (ay)r<p € RP
wykazac¢ zbieznos¢ ciagu zmiennych

Iy = ﬁ Z akstntkj \/— Z bk |nte] — kalJ)’

k<p k<p

gdzie przyjelismy tg = 01 b, = ap + ... + ap dla k < p. Z niezaleznoSci
sktadnikéw otrzymujemy

oz, (1) =] 11 X, (%)

k<p {nt;,_ 1<j<”tk}

Lnth [ntrp—_1]
= H ox
k<p
Lntg|—Lntp_1q] b2
e (tp—tk—1)
_H<1——k“ )n) He_kf
k<p k<p

dla n — oo, gdzie lacznym wykltadnikiem jest wyrazenie

_§<Z(b _bi+1)tk+b§tp) (Ztkak—{—ZZt a]ak)

k<p i<k
bedace forma kwadratowa o macierzy wspétczynnikéw rownej —%WT.
(ii) Dla kazdego t > 0 z réwnosci (2.140)—(2.I41)) definiujacych zmienne

Xt(n) wynikaja oszacowania

X = =S| < F2 X iy
(n)

Przyjmujac oznaczenie Y, "’ = %S int] 1 korzystajac z nieréwnosci Czeby-

szewa (29) otrzymujemy zatem

1

P{X ¥ > &} < P{|Xpuya| > viic} < -

2

dlat > 0, n € N i dowolnego £ > 0. Stad dla 7 = (t1,...,tp) € RY 1 wek-

toréw losowych X ™ = (Xt(: ))k <’ Y = (Y}Ecn))k <p OTAZ NOTMY supremum
| - || w RP, wynikaja nieréwnosci
p
P{XY - ¥l > e} < S B{x ¥ > eh <
k<p
oznaczajace zbiezno$¢ wedlug prawdopodobienstwa HX (n) Y(n H — 0 dla

n — oo. Na mocy twierdzenia 2527 wlasnosé (ii) jest zatem konsekwencja
udowodnionej juz wlasnosci (i). O
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W drugiej czesci dowodu twierdzenia Donskera wykazujemy zbieznosé
wg. rozkladu na kazdym skonczonym przedziale postaci [0, 7] dla dowolne-
go ustalonego T € N. Korzystamy z wtasnosci dotyczacej modulow cigglo-
Sci rozwazanych zmiennych losowych — bliskiej pojeciu wzglednej zwartosci
w przestrzeni funkcji ciagtych. Niech 77 oznacza obciecie C(R,) — C[0,T].

Definicja 2.7.13. Modulem ciaglosci funkcji x € C[0,T| nazywamy funkcje
w(z,): 6 — max {|z(t) —z(s)]; 0< s,t < T, |s—t| < d}. (2.143)
Lemat 2.7.14. Dla kazdego T > 0 i dowolnego € > 0 zachodzi réwnosé

lim lim sup P{w € ©; w(rT XM (w),8) > e} = 0. (2.144)
Dowdd. Dla dowolnej funkcji z € C[0,7] i dowolnego § > 0, jesli liczby
O0=to<t; < ...<t,=T dzela przedzial [0,T] w ten sposéb, ze wszystkie
przedzialy wewnetrzne maja dtugosé ¢;41—t; >0 dla 0 <i<wv—1, to kazda
para liczb s,t wystepujaca w ([2.I43]) zawiera sie w pojedynczym przedziale
lub sumie dwu sasiednich. Stad — tatwa do wyprowadzenia nieréwnosé

w(z,d) <3 max sup |z(s) — z(t;)]
0S9<v ¢, st
prawdziwa dla kazdej funkcji z € C[0,T]. Uwzgledniajac definicje funkcji
postaci z = X (w), dla kazdego n € N i dowolnego ustalonego § > 0 niech
m = [nd] bedzie liczba naturalna taka, ze m—1 < nd < m. Rozwazmy
niemal réwnomierny podzial przedziatu [0, T liczbami wymiernymi postaci
ti = =%, gdzie m; = mi dla i < v, a m, = nT, przy czym wybor liczby
v = [%1 zapewnia, Ze ostatni z przedzialéw ma diugosc t, —t,—1 < 2.
Pozwala to na oszacowanie modutu ciggtosci kazdej z kawatkami liniowych
realizacji X" (w), w € Q, poprzez potrojone maksimum liczb
S (W)‘ _ Sk = Smy| ()

max —_— 7 < .
\/ﬁ m; <k<mi41 \/ﬁ ’

X((w) -

sup
ti<s<tit1

Stad, dla kazdego € > 0,

P{w(rT X, 6) > 3¢} < ZP{ max  |Sg — Sy, | > \/ﬁe}

ey m;<k<m
< UIP{ max |Sg| > \/ﬁe},
k<m

gdzie korzystamy z niezaleznosci zmiennych i wspoélnego ograniczenia dla
réznic m;1 — m; < m. Aby skorzystaé ze stwierdzenia [Z5.15] zauwazmy,
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ze przy ustalonych e, > 0 zachodzi zbieznoé¢ ™ — §iv — % dla n — oo.

Zatem dla pewnego ngs i wszystkich n > ngs spelnione sa nieréwnosci

2T AT\
s 2’

Vne>A/m i v <

w ktorych przyjelismy A = /v 26. Uzyskane dla n > ns oszacowanie
4T
Ty (n) =2
P{w(m" X", 6) > 3¢} < = A IP’{ lglga%dsﬂ > )\\/m}

pozwala natychmiast wywnioskowaé¢ wlasnosé (2Z144) z Z.I15]). O

Dowdd twierdzenia [2.7.11] wg. [4]. Aby polaczy¢ lematy 12714 dla
ustalonego T € N, definiujemy ciag odwzorowan M, : C[0,T]—C[0, T, takich
ze , ‘

x(+) dlat=2,0<i<ul

u

Myx(t) = { (1 —7)z(d) +rz(El) dlat= =T 7€ (0,1).

Zauwazmy, ze z lematu ZT.I2(ii) wynika zbiezno$¢ wg. dystrybuant ujeta
w gérnym wierszu diagramu

M, («TX™) L M, 7 TPy, (2.145)
é |-
ATX0) __d T

Istotnie, stosujac lemat do ciaggu t; = %, 0 < ¢ < uT, stwierdzamy zbieznosé
wg. rozktadu
Tto...tur © X(n) L>(7T1t0---tuT)*]IDVV' (2'146)

Dla kazdego u € N zachodzi réwnosé¢ M, o 7l =L,0 Tty...typ» CO MOZemy
zapisa¢ jako przemiennosé¢ diagramu

C(Ry) —2 2 RIHUT

clo, 7] L= clo, 1],

w ktérym L, jest odwzorowaniem cigglym, przypisujacym dowolnemu cia-
gowi liczb o = (ap, ..., ayr) funkcje L,(a) € C[0,7T] liniowa na kazdym

przedziale [=1, L] i taka ze L,(a)(1) = o; dla i < uT. Twierdzenie o od-
wzorowaniu pozwala przeksztalcié¢ ([2.146]) i — po zastosowaniu L,, — uzyskaé
zbieznosé

Mu(wTX(")) SN U*W*TIF’W dla n — oo.
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1
u
stajace z modutu ciaglosci, implikuje jednostajna zbieznosé¢ M,x — x dla

Latwe do sprawdzenia oszacowanie normy || M,x — x| < 2w(zx, =), korzy-

z€C0,T], czyli My, — idejp, 7 W przestrzeni metrycznej C[0, T, dla u — oo.
Dla prawej czesci diagramu ([2.145]) wynika stad staba zbieznosé ciagu miar
indukowanych z Py, natomiast w odniesieniu do zmiennych X% := 77X (n)
implikuje to takze nieréwnosci || M, X5 —X3| < 2w(X%, 1) oraz

limsup P{|| M, X7 —X}| >e} <limsupP{w(X}, 1)><} —0, (2.147)
n—o0 n—oo
dla u — oo i dowolnego € > 0, na mocy lematu [Z7.14]
Dla dowodu zbieznosci wg. rozktadu X7 i»ﬂ':{IP’W rozwazmy teraz do-
wolny podzbiér domkniety F° C C[0,T] i dowolna liczbe € > 0. Niech F;
oznacza domkniete e—otoczenie zbioru F. Z oczywistej implikacji

Xj(w)eF = (My(X7(w)) € F: Tub [[My(X7(w))—X7(w)]| > ¢)
wynikajg nieréwnosci
P{X7 € F} <P{M. X} € F.} + P{|| M, X7 —X7|| > €}

dla n,u€N. Interesuje nas granica gérna ciggu miar P{X} € F'}, co w pola-
czeniu ze zbieznoscia M, (77 X)) -1 M, 7Py, dla n — oo daje nieréw-
nosé

lim sup P{ X} € F} < My m! Py (F.) 4 limsup P{|| M, X} — X} > ¢},

n—oo n—oo

a wiec, po uwzglednieniu (2.147),
limsup P{z7 X" e F} < 7Py (F.).
n—oo

Wobec dowolnoéci € i zbioru domknietego F' oznacza to zbieznosé¢ wg. roz-
kladu 77 X () 4, 7l Py na kazdym przedziale [0,T], T € N.

Dla zakonczenia dowodu przypominamy (tw. [[I51I(i)), ze dla kazdego
T € N przestrzen metryczna C[0,T] zawiera przeliczalna baze Ur zlozona
z kul bedacych zbiorami ciagloéci miary w1 Py,. Wszystkie przeciwobrazy
(7T)=V,V € WV, sa zbiorami ciaglosci miary Py, a udowodniona wyzej
zbieznosé

P{XM ")V} — Py {(=")'V} dlaVeBr, TEN,

zachodzi takze dla skonczonych przekrojéw utworzonej w ten sposodb bazy
przestrzeni C(Ry). Z Twierdzenia [LT5I[ii) otrzymujemy ostatecznie zbiez-
nos¢ wedtug rozktadu

XM L py dlan — oo. 0



Rozdziat 3

Catki jako miary

Pierwsza dojrzata koncepcje catki przedstawit Henri Lebesgue ok. roku 1902
— jako uogdélnienie jeszcze wezesniejszej calki (Georga) Riemanna z 1854 r.

Celem biezacego rozdziatu jest proba zamiany rél i przywotanie tych
konstrukeji, w ktorych specyficznie pojmowana caltka bedaca miarg funkcji
logicznie poprzedza pojecie miary zbioru. Prezentowane w kolejnych podroz-
dzialach abstrakcyjne podejscie do pojecia calki (i miary) zaproponowatl ok.
1917 r. John Daniell. Dalsze podrozdzialy dotycza takze tzw. miary i catki
(Johanna) Radona.

3.1 Abstrakcyjna konstrukcja catki Daniella—Stone’a

3.1.1 Od funkcjonatu do miary zewnetrznej

Definicja 3.1.1. Dla dowolnego niepustego zbioru T i bedgcej kratg prze-
strzeni liniowej A C RT funkcjonal liniowy x: A — R bedziemy nazywaé
miara abstrakcyjna, jesli jest nieujemny ¢ monotonicznie ciagly, tzn. spelnia
warunki

X() 20, diaf=f*eA
lim x(f) = X(f), jesli fo /fE€Aifoc A dancn 3D

n—oo

Stwierdzenie 3.1.2. Jesli x jest dowolng miarg abstrakcyjng okreslong na
kracie A, to
XN <x(f])  dla fe A (3.2)

Dowod. Cwiczenie. O
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Zgodnie z uwaga [L2T] konstrukcja calki Lebesgue’a polega na stopnio-
wym rozszerzaniu funkcjonatu fi: P(%, ) — R okreslonego na przestrzeni
funkcji prostych i bedacego waznym przykladem miary abstrakcyjnej (por.
przyklad B.1.2]). Inne abstrakcyjne miary sa wykorzystywane w podrozdziale

Zasadniczy schemat konstrukcji calki, rozwiniety przez Daniella i po-
wiazany przez Stone’a z catka Lebesgue’a, sklada sie z dwu czesci (por. [5],
[15]), z ktérych pierwsza opisuje

Lemat 3.1.3. Niech x: A — R bedzie dowolng abstrakcyjng miarg w zbio-
rze T. Istnieje dokladnie jedna funkcja x*: R° — R, bedgca rozszerzeniem x
i taka, Ze

(i) na zbiorze A* = {fGET; (gn)nen (Vn gn € A) i gn /" f} funkeji osia-
galnych z A (z dolu), x* jest addytywna, dodatnio jednorodna i ma wlasnosé
monotonicznej cigglosci

lim X*(fn):x*(nli_)rgo fn), jeSli fn€ A* i [, < fop dlaneN;  (3.3)

n—oo
. =T S
(ii) dla f € R™ zachodzi réwnos$é

sopy ) inf{x*(9); g€ A" i f < g}
)= { +o0, gdy {g € A*; f < g} =0. 54

Funkcja x* jest niemalejaca, subaddytywna (z ograniczeniem do funkcji,
dla ktorych x* > —o0) i dodatnio jednorodna. Dla dowolnego niemalejgcego
ciggu funkcji (fn)nen, takiego zZe x*(f1) > —o00, zachodzi réwnosé

X (lim f,) = lim x*(fn). (3.5)

n—oo n—oo

Dowdd. Postulowana wlasnosé ([B.3]) wymaga, by przyjaé
X (f) =sup{x(u); ue Aiu< f} dlafeA" (3.6)

Traktujac (B0) jako definicje, rozwazmy w A* dowolny ciag niemalejacy
(fn)nen. Skoro kazda z funkcji f,, jest granica niemalejacego ciagu (gmmn )meN
funkeji z A, dla n € N, funkcje

hp = max gpq € A, dlaneN, (3.7)
JRAS
daza monotonicznie do f. Wynika stad, ze funkcja graniczna f = lim, f,
rowniez jest osiggalna z dotu z A, a wiec f € A*.

Poniewaz nieréwnosci x*(f,,) < x*(f) implikuja lim,, x*(fn) <x*(f), po-
zostaje wykazaé nier6wnosé przeciwna. W tym celu ustalmy dowolna funkcje
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u < f, u € A. Korzystajac z ciagu ([B.7), stwierdzamy monotoniczna zbiez-
no$¢ funkeji hl, =min(u, hy,) € A do u, przy zachowaniu nieréwnosci h}, < f,

dla neN. Wlasno$¢ ([B.I)) prowadzi zatem do nieréwnosci
x(u) = Tim x(hy,) < Timx*(f),

z ktérej wynika ([B3]). Jest to zarazem dowdd jednoznacznosci rozszerzenia y
na funkcje osiggalne z dotu. Dla dowolnych dwu funkcji f,g € A* i niema-

lejacych ciagbéw funkcji w A, f, /" f1gn g, zbieznosé fr, + g, / f+g i
wynikajace z niej réwnosci

X (f +9) =lmx"(fu + gn) = X" (f) + x"(9)

dowodzg addytywnosei x* na A*.

Mozemy teraz przyja¢ wzér (4] za definicje rozszerzenia x* na dowol-
ne funkcje z R’. Latwo sprawdzié¢, ze otrzymaliSmy w ten sposob funkcje
niemalejaca, zgodna na A* z poprzednia definicja i, podobnie, dodatnio jed-
norodng. Dla dowodu subaddytywnosci zauwazmy, ze jesli wartosci x* na
funkcjach f1, fo sa skoniczone, to dla dowolnych liczb a; > x*(f;) mozemy
znalezé g; € A* takie, ze f; < g; oraz x*(¢;) < a;, dla i = 1,2. Wowczas
zachodza nieréwnosci

X (f1+ f2) <X (g1 +92) = X" (91) + x"(92) < a1 + aa.

Wobec dowolnosci ag i ag otrzymujemy stad x*(f1 + f2) < x*(f1) + x*(f2).

Poniewaz dla dowolnego niemalejacego ciagu funkeji (fy,)nen nieréwnosé
x*(limy, f,) > lim,, x*(f,) jest oczywista, przyjmijmy, ze prawa strona nie-
réwnosci jest skonczona (a wiec takze x*(f,) < oo dla wszystkich n) i wyka-
zemy nieréwnos¢ przeciwnag. 7 zalozenia skonczonosci wynika, ze wielkoSci
X*(fn) sa osiagalne z gory przez x*(g,), dla pewnych funkcji g, € A*, n € N.
Doktadniej, dla dowolnej ustalonej liczby € > 0 skonstruujemy w A* nie-
malejacy ciag (gn)nen taki, ze

fo<gn oraz Xx"(gn) < X" (fn)+(1-2"")e dlaneNlN. (3.8)

W tym celu dla kazdego n € N wybierzmy w A* funkcje h, > f, taka, ze
X (fn) < X (hn) < X*(fn) +27"e i przyjmijmy g, = max{hy,..., h,} € A"
Zauwazmy w tym miejscu, ze zbiér funkcji osiagalnych z dotu z A dzie-
dziczy witasnos¢ kraty — jest zamkniety ze wzgledu na operacje maksimum
i minimum skonczonej liczby argumentéw. Dla n = 1 nieréwnosé (B.8]) jest
oczywista. Indukcyjny dowdd korzysta z tozsamosci

max(gn, hnt1) + min(gn, hpt1) = gn + hpt1 dlan € N, (3.9)
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prawdziwej dla dowolnej pary funkcji rzeczywistych o wspdlnej dziedzi-
nie. Obie strony réwnosci ([B9) wiaza funkcje z A*, przy czym pierwsza
z nich jest réwna max(gy, hp+1) = gnt1, natomiast druga spetnia nieréwnosé
min(gy, hpt1) = min(hy, frr1) = frn. Addytywnosé i monotonicznosé x* na
A* daja kolejno

(9n) + x*(hnt1)

X" (gn+1) + X" (fn) n
(gn) - X*(fn) + X*(hn—I—l) - X*(fn—I—l)-

<X
X (Gn+1) = X (far1) <X

Stad, jesli nieréwnosé [B.8) jest prawdziwa dla n, to
X (gnr1) = X (far1) < (1=27")e + 27 e = (1-270"FD)e,

Nierownosci f, < gn,n € N, implikuja nieréwnoéé¢ f < ¢ dla funkcji gra-
nicznych obu ciagdéw, przy czym g € A* i prawdziwe jest oszacowanie

X'(f) <X (g) = lim x*(gn) <Timx*(fn) +&.
Wobec dowolnosci € oznacza to wlasnoéé ([B.0) i koniec dowodu lematu. [

Definicja 3.1.4. Funkcje x*: RN -R bedziemy nazywaé miara zewnetrzna
Daniella (lub calka zewnetrzna) wyznaczong przez abstrakcyjng miare x.

Whniosek 3.1.5. W przestrzeni liniowej

M(T,x) = {f € RT; x*(If]) < oo}. (3.10)
miara zewnetrzna wyznacza potnorme Ni(f)=x*(|f|) dla fe M(T,x). O

Definicja 3.1.6. Dla dowolnej miary abstrakcyjnej x: A — R w zbiorze T,
catka Daniella—Stone’a wzgledem x nazywamy funkcjonal liniowy

/dX:Z(T,X)—>R

bedgcy jedynym cigglym rozszerzeniem miary x na domkniecie T(T,x)=A
podprzestrzeni A C M(T, x) wzgledem pétnormy Ny. Funkcje naleZgce do
dziedziny calki nazywamy x—catkowalnymi.

W kolejnym podrozdziale wykazemy (twierdzenie B.I1.12]), ze catka [dx
jest ograniczeniem x*| miary zewnetrznej, a jej dziedzina A jest najwiek-
sza podprzestrzenia liniowa w M(T, x), na ktoérej miara zewnetrzna jest
funkcjonatem liniowym.
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Przyktad 3.1.1. Calka Riemanna (por. [I]) na ograniczonym przedziale
domknigtym jest réwna calce Lebesgue’a na prostej (wzgledem miary Le-
besgue’a £. Przypominamy:

Podzialem przedziatlu [a,b] C R nazywamy dowolny skonczony podzbiér
P Ca,b] zawierajacy konce a i b przedzialu. Przyjmujac rosnacy porzadek
elementéw zbioru P={z;; i<n} w ten sposob, ze a=xg<x1< ... <x, =0,
n € N, dowolnej ograniczonej funkcji rzeczywistej f: [a,b] — R mozemy

przypisa¢ odpowiednio dolng i gérng sume Riemanna,

L(f,P)= >0 (z;—xi—1)inf {f(2); xi1 <x<w;}, oraz
U(f,P) =Y (xi—zi—1)sup { f(z); zi1 <z <x;}.

Dolng calkqg Riemanna funkcji f: [a,b] — R nazywamy liczbe
L2 (f) = sup {L(f, P); P C [a,D] jest podziatem}.
Gorng calkg Riemanna funkcji f nazywamy kres dolny
UL(f) = inf {U(f, P); P C [a,b] jest podzialem}.

Funkcje f uwazamy za catkowalng w sensie Riemanna, jesli zachodzi réw-
nosé¢ L2 (f) = US(f). Wspdlng wartoéé f; f(z) dzx obu calek nazywamy wow-
czas calkq Riemanna.

Sumy gérne U(f, P) i dolne L(f, P) sa catkami Lebesgue’a specyficznych
funkcji prostych ograniczajacych f z géry i z dotu, a twierdzenie Lebesgue’a
(p- [1]) charakteryzuje funkcje catkowalne w sensie Riemanna jako te funkcje
ograniczone, dla ktorych zbiér punktéw niecigglo$ci ma miare Lebesgue’a 0.

Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze kazda funkcja f caltkowalna
w sensie Riemanna jest {—calkowalna i wéwczas

/bf(x)dac: ]fdﬂ.
a a,b

[

Stosowne konstrukcje i twierdzenia dla catki Riemanna w R™ czytelnik

znajdzie np. w [18].

Przyktad 3.1.2 (Konstrukcja Daniella dla miary Lebesgue’a). W przypad-
ku dowolnej przestrzeni z miara (T, %, u) przedstawiona wyzej konstrukcja
przypomina rozszerzanie funkcjonatu fi: P(%,u) — R do calki Lebesgue’a
(por. uwaga [[L2.T]). Przestrzen liniowa P = P(%, ) jest krata, funkcjonal i
jest calka abstrakcyjna, a przestrzen funkcji i—caltkowalnych zawiera prze-
strzen Z(T', p).
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Istotnie, dla dowodu inkluzji Z(T, 1) C P, wystarczy rozwazy¢ dowolna
funkcje p—catkowalna f. Sktadowe f, f~ € Z(T, ) mozna przyblizaé funk-
cjami prostymi 0 < g < fTi0 < h < f~ wten sposdb, ze ji(g) > @*(f)—e¢
ia(h) > p*(f~) — e dla danego € > 0. Stad oszacowanie

B(f = (g=MWD) <E(fF=g)+ " (f~—h) <2,

w ktérym g—h e P. Wobec dowolnosci € >0 oznacza to przynaleznosé f do
domkniecia zbioru P. W podrozdziale B. 1.5l wykazujemy, ze catka Daniella—
Stone’a jest w tym przypadku catka Lebesgue’a, ale — wzgledem miary sta-

nowiacej uzupelnienie miary .

3.1.2 Co mozna pomingc?

Podobnie jak w przypadku caltki Lebesgue’a ogdlna konstrukcja calki po-
winna nie tylko wyréznia¢ przestrzen liniows funkcji catkowalnych, ale takze
relacje réwnowaznosci (pw) pozwalajaca traktowaé rozszerzone funkcje cal-
kowalne jako skonczone funkcje mierzalne. Badanie catkowalnosci rozszerzo-
nych funkcji rzeczywistych zaczynamy zatem od analizy zbioréw i funkcji,
ktorych konstrukcja opisana w lemacie nie rozréznia. Stad

Definicja 3.1.7. Funkcje f: T — R uznajemy za x—pomijalna, jesli zacho-
dzi réwno$é x*(|f|) = 0. Zbior N C T bedziemy nazywaé x—pomijalnym,

jesli pomijalna jest funkcja charakterystyczna 1y zbioru N.

W dalszym ciggu dla ustalonego funkcjonatu y bedziemy méwié po pro-
stu o funkcjach i zbiorach pomijalnych. Z monotonicznosci x* wynika, ze

kazdy podzbiér zbioru pomijalnego jest takze pomijalny.

Stwierdzenie 3.1.8. Wilasnosci zbiorow pomijalnych:

(1) x*(|f]) = 0 <= zbior {f # 0} jest pomijalny.

(ii) x*(f) < 0o = zbior {f = oo} jest pomijalny.

(i) ¥, . g 2bidr {f # g} jest pomijalny —> x*(f) = x*(g).

(iv) Suma przeliczalnej rodziny zbioréw pomijalnych jest zbiorem pomi-
Jalnym.

Dowéd. Dla dowolnej funkcji f: T — R, oznaczmy N = {f # 0}. Zalez-
nosci 1y < sup,(n|f|) oraz |f| < sup,(n - 1y) pozwalaja wywnioskowaé
réwnowaznosé (i) z wlasnosci (B3)).

Jesli x*(f) < oo, to istnieje funkcja g € A* taka, ze x*(g9) < o0 i f < g,
a wiec dla dowodu (ii) wystarczy wykaza¢ pomijalno$é zbioru N’ ={g=o00}.
W tym celu ustalmy w A dowolna (skonczona) funkcje h < g¢. Funkcja
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g —h € A* jest nieujemna i nieskoniczona na zbiorze N’, a wiec nieréwnosci
nx*(1n) < x*(g — h) < oo dla n € N implikuja x*(1n7) = 0.

Jedli funkcje f i g sa réwne poza pomijalnym zbiorem N, to poréwnujac
kazda z nich z max(f, g) mozemy sprowadzi¢ implikacje (iii) do przypadku
f < g, co daje od razu nieréwnos¢ x*(f) < x*(¢g). Aby wykazaé¢ nieréwnosé
przeciwna, zalézmy, ze x*(f) # oo i wezmy w A* dowolna funkcje h > f. Dla
funkcji u > 0 nieskonczonej na N iréwnej 0 na T\ N, zachodzi nieréwnosé
g < h+u, a zatem

X“(9) < X*(h) + x"(u) = x"(h).

Wobec dowolnosci h > f oznacza to brakujaca nieréwnosé x*(g) < x*(f).
Pozostaje sprawdzi¢ pomijalnos¢ sumy N = J,, N,, ciagu zbioréw pomi-
jalnych N,,n € N. Z wlasnosci miary zewnetrznej wynika oszacowanie

i<n

co konczy dowdd. O

Bedziemy korzystaé z klasycznej konwencji i oznaczen dotyczacych wtla-
snosci zaleznych od x € T prawdziwych dla prawie wszystkich x czyli
x—prawie wszedzie — traktujac zbiory pomijalne jako zbiory miary zero.
W tym sensie w stwierdzeniu B8 wlasnosé (ii) dotyczy funkeji pw. skon-
czonych, a pozostate wlasnosci — réwnosci pw.

Definicja 3.1.9. Funkcje f,g: T — R nazywamy réwnymi y —prawie wsze-
dzie, co zapisujemy w skrocie f==g, jesli zbiér {x € T; f(x) # g(x)} jest
X—pomijalny.

Cwiczenie 3.1.3. Sprawdzié, ze relacja 2= jest réwnowazno$cia w zbiorze
R”. Dla funkcji skonczonych, f 2= g wtedy i tylko wtedy, gdy réznica f —g
jest funkcja pomijalng.

Whprost z definicji wynika, iz skonczone funkcje pomijalne tworza prze-
strzen liniowa (0], C Z(T, x), a relacja réwnowaznosci == prowadzi do prze-
strzeni liniowej ilorazowej L(T,x) := M(T, x)/[0]y, na ktérej Ny indukuje
norme

1A= fD), - dla[f] € L(T, x), (3.11)

gdzie poprzez [f] = f + [0], oznaczamy klase réwnowaznosci (warstwe)
dowolnej funkeji f € M(T), x).
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Whiosek 3.1.10. Przestrzeri ilorazowa LY(T,x) = Z(T,x)/[0]y jest pod-
przestrzenig w L(T, x). Calka Daniella—Stone’a wyznacza funkcjonal linio-
wy 1 ciggly (oznaczany tym samym symbolem)

[ i) — R, 1) [dx

ktorego wartosci nie zalezg od wyboru funkcji catkowalnej w ramach warstwy
wzgledem podprzestrzeni [0]y. O

3.1.3 Funkcje catkowalne wg Daniella i Stone’a

Dla uzyskania jawnej charakteryzacji y—catkowalnosci rozszerzamy klase
funkcji catkowalnych i przyjmujemy:

Definicja 3.1.11. Funkcje f: T — R nazywamy x—catkowalna, gdy jest
réownowazna funkcji catkowalnej o wartosciach skonczonych. Zbior rozsze-
rzonych funkcji x— catkowalnych bedziemy oznaczaé (T, ), tzn.

(T, x) = {f € R"; ypezir f 2 g}

Niech A, cR" oznacza — dla symetrii — zbiér funkcji osiagalnych z pod-
przestrzeni A z gory. Zachodzi oczywista rownowaznoéé f € A, < —fe A*.

Twierdzenie 3.1.12. Na przestrzeni Z(T,x) calka Daniella—Stone’a [dx
jest rowna mierze zewnetrznej x*. Miara zewnetrzna x* jest jedynym roz-
szerzeniem calki na 2bior T(T,x) zgodnym z relacjg réwnowaznosci ==.
Ponadto, funkcje x— catkowalne majg nastepujgce wlasnosci:

(i) Funkcja f: T — R jest catkowalna <= zachodzi jeden z réwnowaz-
nych warunkow:

X'(f)+x(=f)=0 (3.12)
Ves03gearInea, RS f<gix(g—h) <e (3.13)
v5>03u€./4 X*(‘f - u’) <E&. (3'14)

(ii) Jesli f jest funkcjq calkowalng, to funkcje |f|, f i f~ sq takze cal-
kowalne. Dla dowolnych f,g € I(T,x), funkcje max(f,g) i min(f,g) sq
rowniez catkowalne.

(iii) Funkcja f € A* osiggalna z A z dotu jest calkowalna <= x*(f) < 0.

Naturalnym rozszerzeniem definicji B.1.6] jest:
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Definicja 3.1.13. Catka Daniella—Stone’a wzgledem miary abstrakcyjnej
x: A— R w przestrzeni T nazywamy funkcje

/dx: (T, x) — R
bedgcq ograniczeniem miary zewnetrzng x* do zbioru funkcji catkowalnych.

Cwiczenie 3.1.4. Przestrzen 7 (T, x) skofczonych funkceji catkowalnych jest
krata, a catka [dy — miara abstrakcyjna w sensie definicji B.IIl Sprawdzié,
ze wyznaczona przez calke miara zewnetrzna jest identyczna z x*.

Whiosek 3.1.14. Dia dowolnego monotonicznego ciggu funkcji x— catkowal-
nych f, € (T, x), n € N, granica f = lim,, .o fn jest x— catkowalna wtedy
i tylko wtedy, gdy calki [ f,dx, n € N, sq wspdlnie ograniczone. Zachodzi

/ fdx = lim / Jndx.
Dowdd. Rozwazmy dowolny niemalejacy ciag funkcji catkowalnych f,  f.

wowczas rownosé

Wynikajaca z ([B.5]) réwnosé sup,, x*(fn) = x*(f) oznacza, ze warunek wspél-
nej ograniczonoéci miar x*(f,) jest konieczny dla catkowalnosci funkcji gra-
nicznej f. Zaltézmy zatem, ze jest spetniony i dla dowolnego ustalonego € > 0
wybierzmy n € N takie, by x*(f) < x*(fn)+5. Skoro catkowalnos¢ f,, impli-
kuje nieréwnos¢ x*(|f, —ul) < 5 dla pewnego u € A, podobne oszacowanie
ma miejsce dla odlegloséci f i u,

X —ul) <X (f = fo) + X5 —ul])
<X () Fx(=fa) +5<e

Wobec ([BI4]) oznacza to calkowalnosé f. Przypadek ciagu nierosnacego
fn \\ f sprowadzamy do poprzedniego poprzez zmiane znaku. O

Dowdd twierdzenia [3.1.12. W pierwszej kolejnosci wykazemy réwnowazno-
$ci sformutowane w punkcie (i). Ustalmy dowolne e > 0. Jesli funkcja f € R’
ma wlasno$é ([BI2]), to obie miary zewnetrzne x*(f) i x*(—f) sa skonczo-
ne, a zatem istnieja funkcje g,h’ € A* takie, ze f < gi —f <h/, a takze
X*(9) <x*(f)+5, x* () <x* (= f)+5. Przyjmujac h =—h" € A,, otrzymu-
jemy h< f<gi

X(g—h) <x*(9) +x"(1) <e,

co oznacza wlasnos$¢ (B13]).
Dla dowodu implikacji BI3)=(B14) zauwazmy, ze w przypadku nie-
rownosci h < f < g dla pewnych g, —h € A*, osiagalnos¢ funkcji g z dotu
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pozwala wskaza¢ w A dowolnie bliskie u < g, przy czym ma miejsce osza-
cowanie

|f —ul <max(g —h,g —u) < (9 —h)+ (9 —u)
Jesli zatem x*(g—h)=¢'<e, to dla ue A takiego, ze x(u) >x*(g) — (e —¢’),
otrzymujemy

X(If —ul) <x(g—h)+x"(g—u) <e.

Jesli funkcje f oraz ue A spelniaja nieréwnosé x*(| f—u|) <e, to zgodnie
z ([B4) istnieje osiggalna z dolu funkcja g > |f — u| taka, ze x*(g9) < e.
Wynikajace stad nieréwnosci +f < g + u pozwalaja na oszacowanie

0<x"(f) +x"(— ) X*(g+u) +x"(g — )
X (9) + x(u) + x*(9) — x(u) < 2,

co wobec dowolnosci € > 0 oznacza implikacje (B.14)=B12)).

Pozostaje zauwazy¢, ze ostatnia z badanych wlasnosci implikuje skon-
czono$¢ miary zewnetrznej x*(|f|), przy czym dla réwnowaznej z f funkcji
skoficzonej g == f wlasnoéé ([B.I4) oznacza doktadnie przynalezno$é do do-
mkniecia podprzestrzeni A C M(T), x) — czyli catkowalnosé g i f.

Nieréwnos¢ || f|Hul|| < | f—u| oraz wlasnosé |u| € A dla u € A oznaczaja, ze
catkowalnosé funkeji f pociaga za soba caltkowalnosé modutu |f| — zgodnie
z warunkiem (B.14). Stad takze calkowalnogé funkcji f+ = (|f| & f)/2. Druga
cze$é wlasnosei (ii) wynika bezposrednio z pierwszej.

W przypadku wlasnosci (iii) wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej funkcji
f € A* osiagalnej z A warunek x*(f) < oo zapewnia catkowalno$é. Skon-
czono$¢ miary x*(f) oznacza, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje funkcja u € A
taka, ze u < f 1 x*(f)<x(u)+e. Stad — nieréwnosé¢ x*(|f — u|) <e i catko-
walnoéé f.

Mozemy teraz powrodci¢ do tezy stanowiacej pierwsza cze$¢ twierdze-
nia. Zauwazmy, ze udowodniona juz wiasnosé¢ (BI2]) zapewnia liniowosé
i ograniczono$¢ miary zewnetrznej x* na przestrzeni Z (7', x). Istotna w tym
przypadku addytywnos$é daja oszacowania x*(f + ¢) < x*(f) + x*(g) oraz
X(=f—9) <x*(=f) + x*(—9), z ktérych dla f i g calkowalnych wynika

<SX'(f+9)+x(=f—-9) <0
Ograniczonos¢ wzgledem poéinormy Ny,
O = XU = X< X () = (1 fD

dla f € Z(T, x), oznacza, ze to miara zewnetrzna x* jest (jedynym) ciagltym
rozszerzeniem miary x na przestrzen funkcji catkowalnych. O
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Whiosek 3.1.15. Dla kazdej funkcji x—catkowalnej f € I(T,x) istniejq
funkcje catkowalne g © h réowne x—prawie wszedzie i takie, ze h < f < g,
przy czym g jest granicqg mierosngcego ciqgu funkcji catkowalnych g, € A*,
a h — granicg niemalejgcego ciggu funkcji catkowalnych h, € A,. D

Uwaga 3.1.5. Wskazane we wniosku funkcje ¢ i h sa mierzalne wzgle-
dem o—pierscienia A% generowanego przez A. Kazda klasa rownowaznosci
[f] € LYT,x) zawiera funkcje catkowalne A% —mierzalne, a sama relacja
réwnowaznosci i wlasno$é y—pomijalnosci (funkcji i zbioréw) takze daja sie
zdefiniowaé poprzez y—pomijalne funkcje A% —mierzalne.

3.1.4 Klasyczne twierdzenia graniczne dla catek

W odniesieniu do klas réwnowaznych (pw. réwnych) funkcji catkowalnych
zachodzi nastepujaca wlasnosé, stanowiaca uzupelnienie wniosku B.T.T4li roz-
szerzenie wniosku [[L2.27]

Whniosek 3.1.16 (Twierdzenie o monotonicznej zbieznosci). Dla dowolnej
abstrakcyjnej miary x w przestrzeni T, catka [dx: L*(T,x) — R ma wia-
sno$é monotonicznej cigglosci,

Jim [ fudx = [ lim fudy. (3.15)

dla dowolnego monotonicznego ciggu f, € LY(T,x), n € N, takiego, e calki
[ fadx, n €N, sq wspdlnie ograniczone. O

Wtasno$é monotonicznej cigglosci, kluczowa dla konstrukeji catki Da-
niella—Stone’a i wazna w zastosowaniach, ma naturalne konsekwencje dla
Lzwyktych” ciggéw funkeyjnych, ktérych ewentualna zbiezno$é nie musi by¢é
w zadnej mierze monotoniczna. Wykorzystanie ciagéw monotonicznych uta-

twia nastepujacy

Lemat 3.1.17. Dla dowolnego ciggu funkcji x— calkowalnych (fy)nen, ogra-
niczonych z gory przez funkcje x—catkowalng, kres gorny f = sup,, fn jest
funkcjqg x—catkowalng. Kres dolny inf,, f, jest catkowalny, jesli funkcje f,
n € N, sq wspolnie ograniczone z dotu przez funkcje calkowalng.

Dowdéd. Zgodnie z twierdzeniem BITI2(ii) funkcje g, = max(fi,..., fn),
neN, sa catkowalne i tworza ciag niemalejacy zbiezny do f = sup,, fa.
Wspdlna ograniczonosé (z gory) przez funkcje catkowalna g zapewnia osza-
cowanie sup,, [gn, dx < [gdx, co implikuje calkowalnosé funkeji f. Druga
czesé tezy wynika z réwnosci inf, f, = —sup,,(—fn). U
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Twierdzenie 3.1.18 (Lemat Fatou). Niech f, € KT, n € N, bedzie do-
wolnym ciggiem funkcji ograniczonym z dotu przez funkcje x— catkowalng.
Wowczas

¥ (liminf £,) < lim inf X°(£,). (3.16)

n—

Jesli funkcje f, sq calkowalne i spelniajq nieréwnosé |f,| < g, dla n € N
1 pewnej funkcji catkowalnej g, to obie granice: dolna liminf, . f, i gorna
limsup,,_,~ fn $¢ funkcjami calkowalnymi i zachodzq nieréwnosci

/lim inf f,, dy <lim inf /fn dx <limsup /fn dx < /lim sup fp, dx. (3.17)
n—0oo n—00 n—00 n—00
Dowdd. Cwiczenie. Dlaczego obie granice sa funkcjami mierzalnymi?. O

Whniosek 3.1.19 (Twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowane]j zbieznosci).
Dla dowolnego ciggu funkcji x—calkowalnych (fn)nen zbieznego (pw.) do
funkcji f i zmajoryzowanego przez funkcje catkowalna, tzn. takiego, ze
|fnl < g (ow), dla wszystkich n € N i pewnej funkcji g € Z(T,x), funkcja
graniczna f jest x—catkowalna i zachodzqg rownosci

nh_{%o/f" dy = /fdx, oraz (3.18)
Jim 17 = fuldx = 0. (3.19)

Dowdéd. Caltkowalno$é funkcji f wynika bezposrednio z twierdzenia B.IT.I8]

a réwnos¢ ([BI8]) — z nieréwnosci BIT). Réwnosé¢ ([BI9]) wynika ze zmajo-
. o . s . pw

ryzowanej zbieznosci |f — f,| — 0. O

3.1.5 Powrét do catki Lebesgue’a

Nazwisko Stone zwigzane jest z opisana wyzej konstrukcja calki ze wzgledu
na autorstwo twierdzenia, w ktorym catka Daniella—Stone’a okazuje si¢ by¢
— przy do$é¢ naturalnych zatozeniach — tozsama z catka Lebesgue’a. Sformu-
towanie i dowod twierdzenia Stone’a poprzedzimy wstepna charakteryzacja
dwu waznych dla konstrukcji o—pierécieni oraz miary wyznaczonej przez
catke [dy. Motywacja dla ponizszej definicji jest wlasnosé sformulowana
w lemacie

Definicja 3.1.20. Podprzestrzen stanowigca krate A C RT jest kratg Sto-
ne’a, jesli prawdziwa jest implikacja

feA= min(f,1) € A, (3.20)

nazywana takie warunkiem Stone’a.
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Warunek Stone’a implikuje zamkniectoéé przestrzeni A wzgledem ope-
racji min(f,c) oraz max(f,—c) dla ¢ > 0 i dowolnej funkcji f € A, i jest
automatycznie spetniony w przypadku kraty zawierajacej funkcje state.

Cwiczenie 3.1.6. Sprawdzi¢, ze warunek Stone’a dla dziedziny calki abs-

trakcyjnej x przenosi si¢ na krate Z (7', x) funkcji x—catkowalnych, tzn.
feZ(T,x) = min(f,1) € Z(T, x). (3.21)

W tym celu zauwazy¢, ze dla catkowalnej funkcji f i liczby € > 0 dowolna
osiggalna z dotu funkcja g € A* spelniajaca warunki g=> f i x*(9— f) <e,
wyznacza calkowalna funkcje ¢’ = min(g, 1) réwnie bliska badanej funkeji

f/=min(f,1).

Jak wiemy — zgodnie z przyktadem [[T.7]— niezaleznie od miary abstrak-
cyjnej x: A — R iwyznaczonej przez nig calki krata A generuje o—pierscien
A? i o—cialo gA, wzgledem ktorych wszystkie funkcje przestrzeni liniowej
A sa mierzalne. Z drugiej strony, catka Daniella—Stone’a pozwala na wy-
roznienie w 1" zbioréw zwiazanych z catkowalnoscia. Wychodzac od rodziny
@; ={ACT; 14€I(T,x)}, przyjmijmy oznaczenia

f f
D7 =0(D,) oraz D, =or(D,) (3.22)
dla o—pierscienia i o—ciata generowanych przez rodzine wszystkich zbioréw
o calkowalnych funkcjach charakterystycznych.

Twierdzenie 3.1.21 (Stone). Niech x bedzie dowolng miarg abstrakcyjng
w przestrzeni mierzalnej T, okreslong na kracie Stone’a A C RT.

(i) Przestrzen (T,D9,<y) z miarg

DT A X (1a) € R, (3.23)

jest uzupelnieniem jedynej miary s na o—pierscieniu A°, dla ktérej x = [ ds
na przestrzeni A. Dla zbiorow A € D, \ DY zachodzi réwnosé x*(14) = oo.

(i) Calka Daniella-Stone’a [dx jest réwna calce Lebesgue’a [ds,. Obie
catki majg te same przestrzenie funkcji catkowalnych

I(T,x) = I(T,sy,) i LYT,x)=LYT,s).

Definicja 3.1.22. Miare <, w pélprzestrzeni mierzalnej (T, ”D;) oraz jej try-
wialne rozszerzenie na przestrzen (T,D,) bedziemy nazywaé miara Daniella—
Stone’a wyznaczong przez miare abstrakcyjng x.
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Dowdd. 7 lematu warunku Stone’a wynika, ze kazda z funkcji charak-
terystycznych zbioréw {f >c}, dla fe Aic>0, jest osiagalna z dotu przez
ciag funkeji f, = min (n(f — min(f,¢)),1). Jesli zatem ¢ jest miarg na A7
ix = [dx na A, to z réwnosci

Af > b =limx(fa) <cx(f) 1 {f 21} =lime{f>1-7}

wynika jednoznacznoéé ¢ oraz inkluzje A° CcD7iA°CDY.

Dla dowodu faktu, ze wzér (8.23) definiuje miare, zauwazmy, ze skoro
kazdy zbior A € D jest suma wstepujacego ciagu zbioréw z @;, prawdziwa
jest réwnowaznosé x*(14) <oo <= A € @;, dla A€DY. Dzigki temu skon-
czona addytywnos¢ funkeji ¢, na ®F wynika z addytywnosci (liniowosci) cal-
ki na przestrzeni Z(7T, x) i subaddytywnosci x*, natomiast ciaglo$¢ z dotu,
réwnowazna o—addytywnosci jest konsekwencja wlasnosci (B.5). Pozostaje
sprawdzi¢ réwnosé x*(1p) =oo dla B € ’DX\’D;. Przypu$émy przeciwnie,
ze dopelnienie rodziny ©F zawiera zbior B € D, dla ktorego x*(1p) < co.
Wowezas istnieje funkcja catkowalna g € A* taka, ze 15 <g, a zatem B jest
podzbiorem zbioru {g > 1} € A7, co oznacza sprzeczno$¢ z teza twierdze-
nia [LTT3(1).

Dla zakonczenia dowodu wlasnoéci (i) pozostaje wykazaé zwiazek po-
miedzy o—pierscieniami A7 i ©F. Rozwazmy zatem dowolny zbiér A € @;,
a wiec taki, ze funkcja 14 jest x—catkowalna. Zgodnie z wnioskiem B.T.T5list-
nieje funkcja catkowalna g > 14 bedaca granica nierosnacego ciagu (g )neN
funkeji catkowalnych i taka, ze [gdy = [1lady. Dzieki temu nieréwnosci
14<1g <y, dla zbioru G:={g > 1} € A%, prowadza do zaleznosci

/1gdx = /1AdX i /1g\AdX = 0.

Wynika stad, ze zbiéor N = G \ A jest x—pomijalny. UdowodniliSmy tym
samym, ze kazdy zbior A € ”D; jest réznicg zbioru G € A i zbioru pomi-
jalnego. Poniewaz rodzina ”D; jest d—pierscieniem, wlasno$é ta przenosi sie
na o—piersciein DY (por. twierdzenie LCTI3).

Przystepujac do dowodu wtasnosci (ii) zauwazmy, ze dla dowolnej nie-
ujemnej x—caltkowalnej funkcji g € Z(T', x) i liczby ¢ > 0, z warunku Sto-
ne’a i lematu wynika catkowalnos¢ funkeji charakterystycznej 17g-.y,
a zatem dla kazdego ¢ > 0 zbiér {g > ¢} nalezy do CD;. Pozostajac przy
funkcjach nieujemnych, dowolng funkcje f > 0 mozemy przedstawié¢ jako
granice niemalejacego ciagu

n2 -1
fo= > oz epemiy tno ey, neN, (3.24)

m=0
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Dodatkowe zatozenie xy—caltkowalnosci f pociaga za soba catkowalnos$é¢ kaz-
dej z funkcji f,, zaréwno wzgledem ¥, jak i wzgledem miary ¢, — oraz réw-
nosé¢ catek [ fn,dx = [fndsy. Z drugiej strony, zalozenie ¢, —catkowalnosci
funkcji f implikuje ograniczenie dla miary

s{f>eh) <t /fng < oo dlae>0,

co pociaga za soba przynaleznosé zbioru {f > ¢} do ”D; oraz x—caltko-
walnosé funkcji charakterystycznej, dla kazdego ¢ > 0. Tym samym takze
w tym przypadku kazda z funkcji f,, jest calkowalna zaréwno wzgledem Y,
jak 1 wzgledem miary ¢,, a odpowiednie catki sg réwne. Z monotoniczne;j
ciagtosci kazdej z catek wynika zatem inkluzja

I+(T, X) UI+(T5 gX) C I(T’X) OI(T? gX),

a wiec réwnosé zaréwno przestrzeni funkeji catkowalnych jak i samych ca-
tek. Klasy abstrakcji funkcji réwnych prawie wszedzie sg réwne, co wynika
z faktu, iz zbiory x—pomijalne sa tozsame ze zbiorami miary 0. U

Przyktad 3.1.7. Calka wzgledem miary okreslonej na polpierscieniu. Dla
dowolnego polpierécienia J w przestrzeni T przestrzen liniowa

Py = {ch 1a;; 6 eRA €7, dlai <n,neN}

i<n

jest krata Stone’a. Istotnie, z definicji polpierécienia tatwo wywnioskowad,
ze funkcje z Py sa proste — mozna je przedstawi¢ jako sumy » ;¢ - 14,
w ktérych zbiory A; € J sa wzajemnie roztaczne. Korzystajac z [2] i powta-
rzajac pierwsza czed¢ dowodu twierdzenia [[.2.3] — dla dowolnej skonczonej
miary p na polpierscieniu J — stwierdzamy, iz funkcjonat

X: P32 ci-la,— > cip(4;) ER

i<n i<n
jest poprawnie okreslona abstrakcyjna miara. Pozostawiamy czytelnikowi

sprawdzenie, ze calka Daniella-Stone’a [dy wyznacza na o—ciele op(J)
miare stanowiaca minimalne rozszerzenie miary u. Z drugiej strony, miara
Daniella-Stone’a ¢, w przestrzeni (T,D,) jest minimalnym rozszerzeniem
zupelnym obu miar, zgodnym z miarg Carathéodory’ego w zakresie sktado-
wych o—skonczonych — poréwnaj |2, par. 1.5.3].

3.2 Miary Radona

W biezacym podrozdziale prezentujemy kolejne zastosowanie abstrakcyjnej
konstrukeji Daniella—Stone’a rozwijanej w podrozdziale B.Il Klasyczna kon-
strukcja calki Radona jest wczesniejsza, wychodzi — zamiast od przestrzeni
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mierzalnej — od lokalnie zwartej przestrzeni topologicznej i oznacza zgodny
z 0g0lnym abstrakcyjnym schematem proces rozszerzania funkcjonatu linio-
wego okreslonego poczatkowo na przestrzeni funkcji ciagtych o zwartych
noénikach. Dodatkowsa cechg miary Radona i zwiazanej z nia catki jest wia-
czenie do dziedziny funkcji zespolonych — naturalne np. dla znanych z anali-
zy zespolonej calek krzywoliniowych, oraz regularnos¢ — opisana doktadniej
w kolejnym podrozdziale.

W odniesieniu do przestrzeni topologicznych lokalnie zwartych przywo-
tujemy za [2] podr. 1.6]

Twierdzenie 3.2.1 (O rozkladzie jedynki). W przestrzeni lokalnie zwartej
T, dla dowolnej skoriczonej rodziny zbioréw otwartych {Vi; i <m} i zbioru

zwarteqgo K CU;<,, Vi, istniejg nieujemne funkcje ciggle fi,..., fm €Ce(T)

i<m
takie, Ze
(1) Yicm filz) =1, dla v € K oraz
(il) Vicm supp(fi) C V;. O

3.2.1 Topologie zbieznosci (niemal) jednostajne;j

W przestrzeni lokalnie zwartej (T, 7) niech 8 = &7 bedzie rodzina wszyst-
kich zwartych podzbioréow. Dla F oznaczajacego cialo liczb rzeczywistych
R lub ciato liczb zespolonych C, niech C(T,F) oznacza przestrzen liniowa
funkcji ciagtych na T' o warto$ciach w F, natomiast

Ce(T,F) ={f € C(T,F); supp(f) € &} (3.25)

— podprzestrzen funkcji o zwartym nosniku. Przypominamy, ze nosnikiem
funkcji ciagltej f na T nazywamy domkniecie zbioru otwartego na ktérym
f # 0, tzn. zbiér domkniety

supp(f) = f~1(F \ {0}). (3.26)

Dla kazdego zbioru zwartego K C T przestrzen C(K,F) ma naturalna norme
i topologie zbieznosci jednostajnej. Z drugiej strony, dla dowolnego zwartego
podzbioru K C T, norma jednostajna ||f|| := sup|f| wyznacza topologie
w przestrzeni Cx (T, F) CC.(T,F) funkcji ciagltych o no$niku zawartym w K.
Z definicji ([:26) wynika charakteryzacja

Cx(T,F) = {f € C(T,F); flpy =0}, dla K € fy. (3.27)
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Definicja 3.2.2. Topologia zbieznosci niemal jednostajnej w C(T,F) nazy-
wamy najmniejszq topologie ¢ zapewniajgcq ciggtos$é odwzorowan

pri: C(T,F)> f — flk€C(K,F), dla K € &7.

Topologia zbieznosci jednostajnej w C.(T,F) nazywamy najwiekszq to-
pologie 7., w ktorej odwzorowania inkluzji

ti: Cx(T,F) — C.(T,F), dla K € Ry
sq wlozeniami (homeomorfizmami) na podprzestrzenie domknigte.
Podstawowe wlasnosci topologii zbieznoéci jednostajnej gromadzi

Twierdzenie 3.2.3. (i) Topologia 7¢ jest generowana przez podbaze zlozong
z przeciwobrazow — przez odwzorowanie obciecia — wszystkich zbiorow otwar-
tych w przestrzeniach C(K,F). Baze topologii 7¢ stanowiq zbiory (relatywne
kule) postaci

B(g,K,e) ={f € C(T,F); sup [f(z)—g(2)| <e} =g+ B(0,K,e),

gdzie g € C(T,F), K € & ie > 0. Topologia 1¢ jest zgodna ze strukturq
przestrzeni liniowej nad F.

Dowolny funkcjonal liniowy A: C(T,F) — F jest ciggly w topologii nie-
mal jednostajnej zbieznosci ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg zbior zwarty
K CT oraz stata C >0, takie Ze

IN(f)| < Csup|f(x)], dlafeC(T,TF). (3.28)
reK
(ii) W topologii 7. dowolny podzbior U C C.(T,F) jest otwarty wte-
dy i tylko wtedy, gdy kazdy przekréj U N Cx (T, F) jest otwartym podzbio-
rem w Cx (T, F), dla wszystkich zbioréw zwartych K C T. Kazda translacja
CAT,F)> f— f+g€CAT,F) o funkcje g o nosniku zwartym jest odwzo-
rowaniem cigglym.
Funkcjonal (norma) sup| - | jest funkcjq ciggla. Dowolny funkcjonal li-
niowy A: Co(T,F) — F jest ciggly w topologii 1. wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego zbioru zwartego K CT istnieje stata Cx >0, taka Ze

IANf)| < Ck ng}; |f(z)|, jesli supp(f) C K. (3.29)

Obie topologie ¢ i T, sq klasy Ts.
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Dowdd. (i) Jawny opis zbioréw otwartych w 7¢ wynika bezposrednio z defi-
nicji i zapewnia, ze C(T,F) jest przestrzenig liniowo topologiczna. W szcze-
gélnoéci kazda relatywna kula B(g, K,e) = prx 'B(g|x,¢€) jest otwarta
jako przeciwobraz kuli otwartej w C(K,F). Aby sprawdzi¢ wlasnos$é bazy,
rozwazmy dowolne dwie relatywne kule o niepustym przekroju B(g;, K, €;),
1 = 1,2, oraz dowolna funkcje

g € B(g1,K1,e1) N B(ga, K2,¢€2),
co oznacza nieréwnosci supy., |[g — gi| < &, dla i = 1, 2. Przyjmujac

e = min{e; — sup |g(z)—gi(x)]; i =1,2} >0,
reK;

sprawdzamy inkluzje B(g, K1UKs,e) C B(g1, K1,e1) N B(g2, K2, 2). Istot-
nie, dla kazdej funkcji f € B(g, K1UK2,¢) z wlasnosci

|f(z) — g(x)] <6¢—S}§p|g—gi|, dla z € K;
wynikaja nieréwnosci

sup |f(z) — gi(x)| <sup|f —g| +suplg — gi| <&,
zeK; K; K;
a wiec f € B(g;, Ki,ei), dlai=1,2.

Dowolny funkcjonal liniowy A jest ciagly w topologii 7¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy przeciwobraz A~ (—1, 1) zawiera zbiér otwarty postaci B(0, K, ¢).
Oznacza to implikacje

sup [f(z)| <e= |A\(f)| <1 dla f e C(T,F)
zeK

réwnowazna wlasnosci (3.28]).

(ii) Zauwazmy, ze podana charakteryzacja rodziny zbioréw otwartych
w topologii 7. jest ograniczeniem z gory — jakikolwiek zbiér ,otwarty” bez tej
wlasnosci wyklucza ciggltosé przynajmniej jednego z wlozen tx. Pozostaje
w tym punkcie sprawdzi¢ (co pozostawiamy czytelnikowi), ze wyrézniona
rodzina U jest topologia. Poniewaz dowolna funkcja h okreslona na C.(T, F)
jest ciagla wzgledem U wtedy i tylko wtedy, gdy ciagle sa wszystkie obciecia
h o vk, stwierdzamy ciaglosé ewaluacji e, : f +— f(x), x € T, a stad wynika
domknietos¢ podprzestrzeni

Cx(T,F) = ) ex '(0) C Ce(T,F), dla K € &r.
¢ K
Rodzina U jest zatem najwicksza topologia, w ktérej ciagle sa wszystkie
ewaluacje. Aby udowodnié, ze tx jest homeomorfizmem na obraz, ustalmy
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teraz dowolny zbiér zwarty K € Rp i podzbiér otwarty U, C Cx(T,TF),
i przyjmijmy
U=U,U{feCTF), g f () # 0}.

Zauwazmy, ze Cx (T, F)NU = U,, a dla dowolnego innego zbioru zwartego
L € A7 przekréj

Up = (CL(T,F)NU,) U |J {f€CL(T.F); f(x)#0}
reL\K

jest otwarty w Cr(7T,TF). Istotnie, drugi skladnik jest zbiorem otwartym,
a dla dowolnego g € Cp(T,F) N U, i liczby & > 0, takiej ze

{f € Ck(T,F); sup|f —g| <e} C U,,

kula otwarta {f € Cr(T,F); sup|f — g| < €} zawiera siec w Ur. Wykazali-
$my tym samym, ze 7. = U jest jednoznacznie wyrézniong w definicji
topologia zbieznosci jednostajnej w Co(T,F).

Dla dowolnej funkeji g € C.(T,F) o no$niku L ciagle translacje

tgCK(TJF)Bf'_)f_'_gGCKUL(T)]F)a KGRT,
wyznaczaja w diagramie

t
Ck(T,F) — Crur(T,F)

[ b

Co(T,F) —2 = C.(T,F)

ciagle odwzorowania diagonalne, a to oznacza ciagloéé translacji w C.(T, F).

Dla zakonczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze warunek ([B.29]) ozna-
cza dokladnie ciaglo$é wzgledem normy w (kazdej) przestrzeni Ck (T, T).
Wtasnosé Ts jest prosta konsekwencja ciaglosci normy sup . U

Uwaga 3.2.1. Przestrzen topologiczna (C.(T,F), 7.) jest granicq prostg tzw.
systemu injektywnego

Cx (T, F) dla K,L € &,
C

Cr(T,F) —S= Cxur (T, F) XY~ C.(T, F)

co oznacza zgodna rodzine odwzorowan (tu: homeomorficznych wlozen)
Cx — Cr, dla par indekséw zwigzanych relacja czeSciowego porzadku KCK'.
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Analogicznie (lub — dla odmiany) przestrzen topologiczna (C(T,F),7¢) jest
granicg odwrotng tzw. systemu projektywnego

C(T,F) "X C(KUL,F) 2~ ¢(K,F) dla K,L € &

pry,

C(L,TF)

Granica prosta stanowi uogélnienie pojecia sumy roztacznej przestrzeni, gra-
nica odwrotna uogélnia pojecie produktu. Proponujemy czytelnikowi — jako
¢wiczenie — szczegbélowe opracowanie poje¢ ww. granic (prostej i odwrotne;j)
w jezyku teorii kategorii (por. [2 rozdz. 2.1]).

Przestrzenie C(T,F) i C.(T, F) nie sa na ogdl metryczne.

Cwiczenie 3.2.2. Jedli przestrzen lokalnie zwarta T spelnia IT ap. i — zgod-
nie z [2, tw. 1.6.21] — jest metryzowalna, to T jest suma wstepujacego ciagu
zbioréw zwartych postaci K, = U,, n € N, przy czym kazdy zwarty pod-
zbiér K € R zawiera sie w dostatecznie duzym zbiorze K,,. Sprawdzi¢, ze
metryka

p(f,9)=">_ 2 "min( sup [f —gl(x),1) dla f,g € C(T,F)
neN TE€Ky

wyznacza topologie 7¢ niemal jednostajnej zbieznosci. Wykazaé osrodkowosé
przestrzeni C(T,F). Podaé¢ jawny opis osrodka w C(R).

W opisanej sytuacji przestrzen (C(T,F),7c) jest tzw. przestrzeniq Fre-
cheta. Odpowiednia granica prosta (C.(T,F), 7.) réwniez daje sie opisaé¢ po-
przez wstepujacy ciag podprzestrzeni i jest tzw. LEF-przestrzenig (por. [19]).

3.2.2 Mierzalno$¢ oparta na ciggtosci

Zgodnie z udowodnionym wyzej twierdzeniem B.2.3((ii) przyjmujemy

Definicja 3.2.4. Miarg Radona na przestrzeni lokalnie zwartej T — zespo-
long lub rzeczywistq, zaleznie od ciala F € {C,R} — nazywamy funkcjonal

liniowy \: Co(T,F) — F spelniajgcy nastepujocy warunek cigglosci
Vkesdog>0 M)l < Ck sup [f ()|, jesli supp(f) C K. (3.30)
Rzeczywistg miare Radona A nazywamy dodatnia, jesl spelnia warunek
AMf)=>0 dia f>0. (3.31)

Miarami Radona zwiazanymi z ciaglymi funkcjonatlami liniowymi na
przestrzeni C(T,F) zajmiemy sie w dalszej kolejnosci (tw. B312).
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Dla miar rzeczywistych postugujemy sie skrocona notacja C(T')=C(T,R)
i C(T) = C.(T,R), zgodna z konwencja stosowana w poprzednich rozdzia-
tach. Zwiazki pomiedzy trzema wyréznionymi rodzajami miar Radona sta-
nowig tresé kilku kolejnych éwiczen i wniosku B.2.12]

Cwiczenie 3.2.3. Wykazaé, ze kazdy funkcjonal liniowy \: Co(T) — R
spelniajacy warunek (B3I]) jest ciagly w sensie ([B30), a wiec jest dodat-
nia miara Radona. Skorzysta¢ z nieréwnosci |f| < |/ f|l¢ — dla dowolnej
nieujemnej funkcji ¢ € C.(T) réwna 1 na supp(f).

Klasyczne twierdzenie Diniego o jednostajnej zbiezno$ci monotonicznego
ciagu zbieznego na zbiorze zwartym (por. [2, tw. 1.6.7]) wiaze dodatnie
miary Radona z rozwijang w podrozdziale Bl abstrakcyjng teoria calki.

Lemat 3.2.5. KaZda dodatnia miara Radona \: C.(T) — R w lokalnie
zwartej przestrzeni T jest miarg abstrakcyjng w T. Przestrzen C.(T') jest
kratg Stone’a.

Dowdd. Wtasno$¢ kraty i warunek Stone’a (3:20)) sa oczywiste. Sprawdzenia
wymaga jedynie druga z wlasnosci (BI]) oznaczajaca monotoniczna ciaglosé
M. Wychodzac zatem od dowolnego ciagu niemalejacego f, /" f zbieznego
w C.(T) i zastepujac go ciagiem funkcji nieujemnych f, — f1 7~ f — f1
o zwartych noénikach zawartych w K = supp(f — fi1), stwierdzamy, na
mocy twierdzenia Diniego, jednostajng zbieznos¢ f — f,, = 0. Poniewaz
zachowany jest takze warunek supp(f — f,,) C K dla neN, wlasnosé ([B.30)
miary Radona implikuje réwnosé lim, \(f— f,,) =0. O

Mozliwosé skorzystania z twierdzenia Stone’a (tw. BL2I)) kieruje nasza

uwage na o—pierscien C.(T')?. Przyjmujemy
Definicja 3.2.6. W przestrzeni lokalnie zwartej T rodzine zbiorow

BI(T) = Co(T)7 = o{fH[L,00)]; [ €Ce(T)} (3.32)
nazywamy o—pierscieniem Baire’a. Miarg Baire’a w przestrzeni T nazywaé
bedziemy kazdg miare na o—pierscieniu s: B (T) — [0,00] przyjmujacq
skonczone wartoéci na zbiorach zwartych.

7 ogdlnych wlasnosci calki Lebesgue’a wynika

Whniosek 3.2.7. Zachodzi inkluzja C.(T) C Z(T,s), a wiec funkcje ciggle
o zwartym nosniku sq catkowalne wzgledem kazdej miary Baire’a. U
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Stwierdzenie 3.2.8 (por. [2] lem. 1.6.28]). W przestrzeni lokalnie zwartej
T, nastepujgce wlasno$ci zbioru zwartego K sq rownowazne:
(i) K ={f > 1} dla pewnej funkcji f € C.(T);

(il) K jest zbiorem typu Gis. O

Zbiory Baire’a stanowia najmniejszy o—pierscien, dla ktorego wszystkie
funkcje rzeczywiste ciagle o zwartych nosnikach na 7' sa BZ.(T")/Br—mie-
rzalne. Réwnowaznos¢ (i)<(ii) oznacza dodatkowo, ze o—pierscien B,..(T")
jest generowany przez rodzing ﬁg zbioréw zwartych typu Gj.

Jako wniosek z twierdzenia B.IT.21] otrzymujemy

Twierdzenie 3.2.9 (O dualnoéci dla miar Radona). Dla dowolnej dodat-

niej miary Radona \: Co.(T) — R w przestrzeni lokalnie zwartej T istnieje

dokladnie jedna miara Baire’a cy: BZ.(T) — [0,00], dla ktorej X = [dgy.
Odwrotnie — dla kazdej miary Baire’a ¢ w T funkcjonal

A: Co(T) 3 f»—»/fdg eR
jest dodatnig miarg Radona.

Dowdd. 7 twierdzenia Stone’a wiemy, ze miara Daniella—Stone’a ¢y jest jed-
noznacznym uzupelnieniem miary okreslonej na BZ.(7") i spelnia postulo-
wang réownosé [ d¢y = A. Aby wykazaé, ze oznaczane tym samym symbolem
ograniczenie g)\|%a<;,e(T) jest miara Baire’a, rozwazmy dowolny zbiér zwarty
Ke®BZ(T). Z twierdzenia B.2] wynika istnienie funkcji f € C.(T) takiej,
ze 1 < f, a wiec ) (K) <A(f) <oo. Druga czesé tezy jest oczywista. O

W kolejnych podrozdzialach twierdzenie B.2.9] rozszerzamy do twierdze-
nia Riesza o reprezentacjyi — tw. [3.3.3]

Przyklad 3.2.4. Opisana w przykladzie BTl calka Riemanna wyznacza
nieujemny funkcjonal liniowy na kracie C([a, b]), spelniajacy warunek

b
[ @ dal < 0= a) sup [1(a)
a z€[a,b]
dla f €C([a,b]). Konstrukcja Daniella prowadzi w tym przypadku do catki
Lebesgue’a na prostej i w konsekwencji do miary Lebesgue’a.

3.2.3 Struktura rzeczywistych i zespolonych catek Radona

Miarg zespolong mozemy uwazaé za rzeczywista, jesli na funkcjach rzeczy-
wistych ma wartosci rzeczywiste. Dla kazdej miary zespolonej A funkcjonat

A okredlony wzorem A(f) := A(f) jest takze zespolong miara Radona.
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Cwiczenie 3.2.5. Miara \ jest rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy A = A.
Dla dowolnej zespolonej miary Radona A na T, funkcjonaly wyznaczone
przez czesci rzeczywista i urojona, A1(f) = RA(f) 1 Xo(f) = SA(f) dla
f € C.(T), sa rzeczywistymi miarami Radona. Z drugiej strony, kazda rze-
czywista miara Radona A: C.(T') — R rozszerza si¢ jednoznacznie do miary

zespolonej A(f1 +if2) == A(f1) +iA(f2), dla f1, fa € Ce(T).

Lemat 3.2.10. Dla dowolnej zespolonej miary Radona N\ w przestrzeni T
istnieje rzeczywista miara Radona |A|: C.(T) — R spelniajgca warunek

IAI(f) = sup{AMg)l; g € Ce(T,C), |g] < f}  dla f > 0. (3.33)

Definicja 3.2.11. Jedyng dodatnig miare Radona |\| spelniajacq warunek
B33) nazywamy wartoscia bezwzgledna lub modutem miary A.

Cwiczenie 3.2.6. Sprawdzi¢, ze miara |A| jest najmniejsza miara dodatnia
(zdefiniowaé naturalna relacje cze$ciowego porzadku!), taka ze

A< IAIS]) - dla f € C(T, C). (3.34)

Dowdéd lematu[F2T10. 7 warunku ciaglosci (330 miary Radona A\ wynika
ograniczenie |\|(f) < Ck sup,cx | f(z)| dla K=supp f, f €C.(T), co oznacza
poprawno$¢ definicji i ewentualna ciaglosé |A| — po sprawdzeniu liniowosci.

Dla dowodu addytywnodci, [A[(f1 + f2) = [A|(f1) + |A|(f2) dla f1, f2 > 0,
wezmy dowolna liczbe € > 0 i funkcje g € C.(T,C) taka, ze |g| < f1 + fo
oraz |A|(f1 + f2) < |A(g)|] + &. Aby przedstawié¢ g jako sume g = g1 + go,
w ktorej |g;| < f; dla i = 1,2, wystarczy przyjaé

gi(z) = @) i Em dla fil@) + fo(z) >0
i 0, jesli fl(x) = fz(x) =0,

dla i = 1,2. Ciggloé¢ kazdej z funkcji w punktach x € T, w ktérych suma
f1(z) + fa(z) jest réwna 0, a wiec takze g(x) = 0, wynika z nieréwnosci
lgi| < |g|. Wobec dowolnosci e, nieréwnosci

IA(9)] < [Mgu)l + [Mg2)l < IAI(f1) + [Al(f2)

prowadza do [A|(f1 + f2) < [A|(f1) + |A|(f2). Nieréwnos$é przeciwna wynika
wprost z definicji (3.33)).

Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze udowodniona wyzej addy-
tywnosé |A| i oczywista dodatnia jednorodnosé — na funkcjach nieujemnych
— implikuja liniowo$¢ rozszerzenia |A|(f) := |\|(fT)—|A(f ), dla dowolnych
fec(D). O



3.2. MIARY RADONA 205

Whniosek 3.2.12. Dla dowolnej zespolonej miary Radona \ miary

1 < 1 -
Ap==-A+A) 1 )\g:Z()\—)\)

sq rzeczywiste, przy czym A = Ap + tAg.
Kazda rzeczywista miara Radona X jest réznicg X = \T — X\~ miar do-
datnich AT = (A4 [A]) i A= = 1(]A[ = N). O

Cwiczenie 3.2.7. Dla dowolnej miary rzeczywistej A i funkeji f € C(T,C)
zachodzi réwnos$é |A(f)| = A(Cf), gdzie ¢ € C jest odpowiednio dobrana
liczba o module réwnym 1. Wywnioskowaé stad, ze we wzorze ([B.33]) moz-
na sie ograniczy¢ do funkeji rzeczywistych g € C.(T') takich, ze |g| < f.
W szczegdlnosci wykazaé, ze kazda miara dodatnia jest réwna swej wartosci
bezwzglednej.

Za catke Radona wzgledem dodatniej miary Radona A w przestrzeni
lokalnie zwartej T przyjmiemy wstepnie stosowng catke Daniella—Stone’a,
bedaca takze catka Lebesgue’a

/d)\: (T, \) — R.

Czeka nas jeszcze proces jednoznacznego rozszerzania miary Radona —w dwu
kierunkach — do catki Radona wzgledem dowolnej zespolonej miary Radona,
oraz do stosownej calki i miary borelowskiej.

Definicja 3.2.13. Dla dowolnej rzeczywistej miary Radona \: Co(T) — R,
catka Radona nazywamy kazdy z funkcjonatow F—liniowych

/d)\: F®I(T,|\)—F, F=R,C,

okreslonych za pomocqg wzorow

[fdX\ = [fd\* — [fd\~ dla f € T(T,|\])

[(f1+if2)dN = [frdN+i [ fodX  dla fi, fo € I(T, |A). (3.35)

Dla dowolnej zespolonej miary Radona \: C.(T,C) — C, calka Radona
wzgledem \ nazywamy funkcjonal [dX: C® Z(T,|\|) — C taki, ze

[fd\= [fdip+i [fdXs dla f € CRI(T,|A)). (3.36)

Catkowalno$¢ funkcji podcatkowych wystepujacych w ([B.35)—(B36]) wy-
maga dowodu. Stad
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Stwierdzenie 3.2.14. Zachodzq réwnosci
Z(T, AN NI(T, A7) = I(T, |A]),
dla dowolnej rzeczywistej miary Radona \: C.(T) — R, oraz
I(T, |Al) N Z(T, |As]) = Z(T, [A]),

dla miary zespolonej A: Co(T,C) — C. Dla dowolnej funkcji f € Z(T,|\|)
prawdziwa jest nieréwnosé

[ [ran< [isdn

Dowod. Cwiczenie. O

Cwiczenie 3.2.8. Sprawdzi¢, ze znana z analizy zespolonej catka krzywoli-
niowa jest zespolona miarg Radona. Opisaé przestrzen funkcji catkowalnych.

W przypadku miar i funkcji o wartosciach zespolonych role podstawo-
wego twierdzenia dotyczacego przechodzenia do granicy pod znakiem calki

przejmuje

Twierdzenie 3.2.15 (Lebesgue’a o zbieznosci jednostajnej). Jesli funkcje
stale sq calkowalne wzgledem |N|, czyli — jesli przestrzenn T ma skoriczong
miare, to dla dowolnego jednostajnie zbieinego ciggu funkcji |\|— calkowal-
nych (fn)nen granica f=1m, o f, jest funkcjq calkowalng i zachodzi réw-

/f dA = lim /fn dA.

Dowdd. 7 jednostajnej zbieznosci ciagu wynika ograniczenie |f, — fn,| <1

nosé

dla pewnego ng € N i wszystkich n > ng. Ciag ograniczony |f,|<1+/|fn,l,
n > ng, spetnia zatozenia twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanej zbiez-

nosci (wniosek B.I.T9)). O

3.3 Regularne miary i catki

3.3.1 Miary wyznaczone poprzez zbiory zwarte

Mozliwos¢ korzystania z calki Radona, w postaci sformutowanej w poprzed-
nim podrozdziale, czy tez — réwnowaznie — z calki wzgledem miary Ba-
ire’a, ograniczona jest wymaganiem mierzalnosci badanych funkcji wzgle-
dem o—ciala zbioréw Baire’a. W ogélnej sytuacji, gdy B...(T) C Br, ozna-
cza to np. brak stosowalnosci catki do dowolnych funkcji ciaglych, czy —
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ogblniej — borelowskich. Klasycznym sposobem na usunigcie tego ograni-
czenia jest jednoznaczne rozszerzenie miary Radona do regularnej miary
borelowskiej (twierdzenie B.3.4]).

Zwiazki miar borelowskich z topologia przestrzeni prowadza do wyrdz-
nienia miar mniej lub bardziej regularnych, przy czym nalezy zaznaczy¢,
ze w literaturze przedmiotu istnieje pewna niejednoznacznos$¢ terminologii.
Przypominamy takze, ze zgodnie z twierdzeniem [[LT.47] zblizona do zde-
finiowanej ponizej reqularnosé jest naturalna cecha miar w przestrzeniach

metrycznych.

Definicja 3.3.1. Miara borelowska p w przestrzeni Hausdorffa T jest re-
gularna, jesli speinia nastepujgce warunksi.
(i) Dla kazdego zbioru borelowskiego A C T,

w(A) =inf {u(U); AC U, U jest zbiorem otwartym}.

(ii) Zbiory zwarte majg miare skoriczong, natomiast dla kazdego zbioru
otwartego U C T zachodzi réownosé

w(U) =sup {u(K); K C U, zbior K jest zwarty}.
Wilasno$é (i) charakteryzuje miary regularne z géry (upper-reqular).

Stwierdzenie 3.3.2. Skiadowa o—skoriczona dowolnej miary reqularnej p
opisana jest poprzez tozsamosé

wu(A) =sup {u(K); K C A, zbior K jest zwarty}, (3.37)

dla dowolnego o—skoniczonego zbioru borelowskiego A, a zatem jest bezpo-

Srednio wyznaczona poprzez wartosci na zbiorach zwartych.

Dowdd. Jesli pu(A) < oo, to istnieje zbiér otwarty U D A o skonczonej
mierze. Dla dowolnego ¢ > 0, wybierzmy podzbior zwarty K C U taki, ze
w(U\K) <e i zawarty w U zbiér otwarty V DU\A, taki ze u(V\(U\A)) <e.
Otrzymujemy w ten sposob konfiguracje, w ktérej zbidr zwarty K \ V jest
zawarty w A, natomiast miara réznicy

A\ (K\V)C(U\K)U(ANV)

jest ograniczona przez 2e.

W przypadku p(A) = oo wystarczy rozwazy¢ wstepujacy ciagu zbioréw
borelowskich A,, /* A,n € N, o mierze skonczonej, i kazdy z nich ,,przybli-
zy¢” zbiorem zwartym K, C A, takim, by u(K,) > pu(4,) — 1. O



208 ROZDZIAL 3. CALKI JAKO MIARY

Cwiczenie 3.3.1. Sprawdzié, ze uzupelnienie regularnej miary borelowskiej
spelnia oba warunki regularnosci sformulowane w definicji B.:311

Twierdzenie 3.3.3 (Riesza o reprezentacji). Niech T bedzie dowolng prze-
strzeniq lokalnie zwartg. Regularne miary borelowskie i dodatnie miary Ra-
dona na T pozostajg w naturalnej wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci
przedstawionej ponizej.

(i) Dla kazdej reqularnej miary borelowskiej p w T funkcje ciggle o zwar-
tych nosnikach sq calkowalne, a funkcjonat \,: Co(T) > f — [ fdu € R jest
dodatnig miarg Radona.

(ii) Dla kazdej dodatniej miary Radona \: C.(T) — R istnieje dokladnie
jedna regularna miara borelowska oy w T taka, Ze zachodzi réwnosé

[fdox =) dia f € cum).
Teza jest rozwinieciem twierdzenia

Szkic dowodu. 7 twierdzenia Stone’a B.I.21] wynika istnienie i jednoznacz-
nos¢ zgodnej z A miary Baire’a ¢y, takiej ze

AJ) = [Fdoy dia g ecur),

W kolejnym podrozdziale (twierdzenie B.3:4]) wykazemy, ze miara gy rozsze-
rza sie jednoznacznie do regularnej miary borelowskiej py = ¢\ w przestrzeni
T, co prowadzi do rozszerzenia samej calki i przestrzeni funkcji catkowal-
nych. Wniosek [[L2.8] zapewnia wymagana réwnosé catek. O

3.3.2 Charakteryzacje miar regularnych

Pobiezna analiza wlasnosci miary borelowskiej p w przestrzeni lokalnie zwar-
tej T, sktadajacych si¢ na ewentualng regularnosé¢ miary, prowadzi do dwu
obserwacji:

e Warto$ci miary regularnej sa wyznaczone przez ograniczenie pu do pew-
nej rodziny K zbioréw zwartych — przynajmniej takiej, ze dla kazdej pary
(K,U) zlozonej ze zbioru zwartego K i zawierajacego go zbioru otwartego
U istnieje zbiér zwarty £ € R taki, ze K C F C U.

e Réwnosé p(F) =inf{u(U); F C U} oznacza, ze zbiory zwarte z rodziny
R pozostaja w szczegdlnej relacji ze swoimi otwartymi otoczeniami.

Twierdzenie 3.3.4 (O miarach regularnych). W dowolnej przestrzeni lo-
kalnie zwartej (T, T) ograniczenie do B5.(T) CBr wyznacza naturalng, wza-
jemnie jednoznaczng odpowiedniosé pomiedzy:
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(i) regularnymi miarami borelowskimi B — [0,00] 1

(ii) miarami Baire’a B5.(T) — [0, o0].

Ponadto, dla dowolnych miar Baire’a p i v w przestrzeniach S ¢ T za-
chodzi réwnosé

(p@v)“(A) = i@ (A) dla A€ (Bs®Br)%en (3.38)

gdzie fu i v oraz (L@ V)™ oznaczajg jedyne reqularne rozszerzenia miar i, v
i produktu pp @ v: BG(S x T) — [0, 00].

Korzystajac z twierdzenia B.2.J] wykazemy podstawowy

Lemat 3.3.5. Dla dowolnej miary Baire’a v: B5.(T) — [0, 00] w przestrze-
ni lokalne zwartej (T, ), funkcja U okreslona wzorem

(U) =sup{v(K); KCU, Ke&®} dlaUer, (3.39)
jest subaddytywna 1 spelnia warunek
v(K)+o(U\K)<p(U) (3.40)
dla dowolnej pary zbioréw U et i K € RS takich, e K CU.
Przypominamy, ze 8¢ = Rg oznacza rodzing zbioréw zwartych typu Gj.

Dowdd. Dla dowolnego ciagu zbioréw otwartych (V;);en sumujacego sie do
V € 7 niech K bedzie dowolnym zbiorem zwartym z 8¢ zawartym w V.
Ustalajac ciggly rozklad jedynki {f;}«m dla K, wpisany w skonczone po-
krycie K C |
pokrywajace K i nalezace do R%. Z subaddytywnosci miary v otrzymujemy

Vi, znajdujemy zbiory zwarte K; = {f; > L} C Vi, i <m,

<m

zatem

v(K) <Y v(K) <Y o(Vy),

i<m i<m

co, wobec dowolnoéci K, oznacza subaddytywnosé¢ o(V) < > ,en 7(Vi).
Dowéd [B40) wynika z faktu, iz dla L € &% takiego, ze L C U\ K, z ad-
dytywnosci miary v wynika nieréwnos$¢ v(K)+v(L)=v(KUL)<v(U). O

Dowdd twierdzenia [3.3.4) Zgodnie z uwaga [LT.121i twierdzeniem Carathéo-
dory’ego, funkcja v zdefiniowana w ([B.39) rozszerza sie¢, co uzasadnia zacho-
wanie oznaczenia, do miary Carathéodory’ego v: €; — [0, 00|, przy czym

v(A)=inf{#(U); ACU,U €7} (3.41)
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dla dowolnych mierzalnych A C T. Zauwazmy, ze dla dowolnych zbioréw
otwartych U,V w T i zbioru zwartego K C U NV, z wlasnosci ([B.40) otrzy-
mujemy v(K) + (U \ V) < 9(U) — jedli tylko K € 8Y. Wynikajaca stad
nieréwnosé
v(UNV)+oU\V) <o),

oznacza — w my$l twierdzenia[[LT.35]— mierzalno$¢ zbioréw otwartych i w kon-
sekwencji wszystkich zbiorow borelowskich. Aby teraz zakonczy¢ konstruk-
cje 1 stwierdzié¢, ze miara Carathéodory’ego 7 jest regularna miara borelow-
ska, pozostaje sprawdzié¢ réwnosé¢ 7(K) = v(K) dla K € 8. W tym celu
wykazemy najpierw zgodnos¢ obu miar na zbiorach otwartych postaci

{f>cteB(T), dlac>01ifeC(T).

Istotnie, z tozsamosci {x; f(z)>c} = Upen{z; f(z)>c+1} oraz z ciaglosci
miary v wynika nieréwnosé

(S > ) = swr({f > 1) = v({f > o). (3.42)

c>c

Poniewaz kazdy zbiér zwarty K C {f > ¢} ma wlasnos¢ K C {f >} dla
¢ =inf(f|x)>c, zachodzi takze nieréwnos¢ v({f > c}) <v({f > c}), prze-
ciwna do ([3.42]). W analogiczny sposéb, korzystajac z wykazanej juz zgod-
nosci miar na wyrdznionych zbiorach otwartych, stwierdzamy nieréwnosé

P > ) < il o({f > D) = inf v({7 > ) = v({f > o).

Aby uzyskaé nieréwnosé przeciwna, dla dowolnego € > 0 rozwazmy zbidr
otwarty U D {f > ¢} taki, ze v({f > ¢}) + ¢ > v(U). Skoro f(z) < ¢
dla = ¢ U, wystarczy przyja¢ ¢’ = sup(f|r\p) < ¢ — ze wzgledu na zwarty
nos$nik funkeji f — by uzyskaé inkluzje U D {f > ¢'}. Stad nieréwnosci

v({fze) +ezv{f>d}) >2v({f=}),

potwierdzajace zgodnoéé 7(K) = v(K) dla dowolnego K € RC. Z twierdze-
nia o jednoznacznosci miar wynika réwnosé v(A) = v(A) dla A € BL(T).
Wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miar v i 7 jest konsekwencja jed-
noznacznosci rozszerzenia i wynika z wykorzystania w konstrukcji wtasnosci
(B3 § ().

Dla dowodu wtasnosci ([B:38]) przypominamy, ze zgodnie z definicja pro-
duktu miar zachodzi réwnosé

(Bs @ Br)jer = B @ BT,
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gdzie korzystamy z uproszczonych oznaczen dla o—pierécieni (%5)2 i(Bpg
zbioréw o—skonczonych wzgledem poszczegdlnych miar regularnych. Roz-
wazmy zatem dowolny zbiér postaci A = BxC, dla Be B¢ i C <€ B7. We

wzorze (3.37)
(@)~ (A) =sup{(p®v)(L); L C Bx C izbidér L jest zwarty},

mozemy ograniczy¢ sie do zbioréw zwartych postaci L = KxK', gdzie K C B
i K’ CC sg rzutami na odp. wspolrzedne. Otrzymujemy stad

(p@v)~(A) =sup{(p@v)(KxK'); KxK'CA, KCSiK'CT — zwarte}
=sup {u(K); KCB}-sup{v(K'); K'cC}
— i(B) - 7(C) = (i ® 7)(A).

Dowodzona réwnosé¢ wynika z twierdzenia [[.L1.29] o jednoznacznosci miar
zastosowanego do m—systemu generujacego produkt B ®@ B7. O

Wybrane fragmenty powyzszego dowodu pozwalaja na wyrdznienie wla-
snosci, ktére mozna uznaé¢ za regularno$¢ miar Baire’a.

Stwierdzenie 3.3.6. Dla dowolnej miary Baire’a v w przestrzeni lokalnie

zwartej (T, T) zachodzq réwnosci

3.43
sup{v(K); AD K € BZ(T), K zwarty} (343)

y(A) = {mf {v(U); AcU e B(T), U otwarty}
dla A € BI(T).

Whniosek 3.3.7. Jesli BG.(T) = By, to kaida lokalne skoriczona miara

borelowska jest reqularna (por. twierdzenie [1.1.27). O

Dowdd. Funkcja p = V]TO;B;%(T) rozszerza si¢ do miary zewnetrznej i wy-

znacza miare¢ Carathéodory’ego fi: €, — [0, 00| taka, ze
pA) =inf {v(U); ACU e TN BL(T)} dla Aecc,.

7 udowodnionego juz twierdzenia wiemy, ze dla dowolnego otwartego zbioru

Baire’a U € 7 NBG.(T) zachodzi réwnosé
v(U) =o(U) =sup{v(K); K CUiK ¢ &°}.

Tym samym nieréwno$¢ v(K)+p*(U\V) < v(K)+u(U\K) = v(U), dla
U,V € 7NBI(T) i dowolnego K € RE takiego, ze K C U NV, prowadzi do
réwnosci v(UNV) 4+ p*(U\ V) = v(U) oznaczajacej mierzalnosé otwartych
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zbioréw Baire’a i inkluzje B3.(T") C €. Poniewaz miara Carathéodory’ego fi
pokrywa sie z miara Baire’a v na m—systemie TNBZ.(T'), z twierdzenia[[.T.29]
wynika réwnosé na BG.(T).

Dla zakonczenia dowodu pozostaje jeszcze wykazaé¢ druga z réwnosci
B43) — dla zbioru A € BZ.(T) o mierze skonczonej. Skorzystamy z wyka-
zanej juz czesciowej regularnosci miary v i gtéwnej linii dowodu stwierdze-
nia Dla dowolnego ¢ > 0, ustalajac otwarty zbiér Baire’a U D A
o skonczonej mierze, znajdujemy zwarty zbior Baire’a K C U taki, ze
v(U\K) < e, oraz otwarty zbiér Baire’a V' D U\ A taki, ze v(V\(U\A)) < ¢,
przy czym V C U. Wynikajaca stad inkluzja K \ V' C A oraz nier6wnosé
v(A\ (K \V)) < 2¢ oznaczaja mozliwo$¢ dowolnie bliskiego przyblizania A
zwartymi zbiorami Baire’a. O

Przyktad 3.3.2. Niech T' = ,c/{z} x R bedzie suma roztaczna nieprze-
liczalnej liczby przestrzeni R (podprzestrzeni otwartych). Miara p réwna
mierze Lebesgue’a na podprzestrzeni {0} x R, a réwna 0 na kazdym z po-
zostalych skladnikéw jest miarg lokalnie skonczona na o—pierscieniu Ba-
ire’a BS.(T"). Generowana przez g miara regularna znika na dopelnieniu
T\ ({0} xR), podczas gdy druga z miar (Carathéodory’ego) przyjmuje war-
to$¢ oo na kazdej sumie B = |J,cc{z} xR, o ile tylko zbiér indeksow C' C I
jest nieprzeliczalny. Zbiér borelowski B nalezy do o—ciata 9B,,.(T") wtedy
i tylko wtedy, gdy zbiér indeksow C' jest przeliczalny lub ma przeliczalne
dopetnienie.

3.3.3 Nosnik miary regularnej

Kontynuujac badanie regularnych miar borelowskich przyjmujemy

Definicja 3.3.8. Nosnikiem supp(u) regularnej miary borelowskiej p w
przestrzeni topologicznej T nazywamy najmniejszy zbior domkniety F C T,
dla ktorego p(T \ F) = 0.

Dopelnienie nosnika miary sktada sie z tych punktéw, w ktorych otocze-

niu miara znika. Wtasnos¢ ta zapewnia jednocze$nie poprawnos¢ definicji.

Stwierdzenie 3.3.9. Dia dowolnej miary reqularnej pu w przestrzeni (T, T)
zachodzi réwnosé

T\supp(p) ={x €T; Jyerx €U i pn(U) = 0}. (3.44)

Dowdéd. Niech V' € 1 oznacza zbiér wystepujacy po prawej stronie réwnosci
B44). Dla dowodu réwnosci u(V) = 0 wystarczy sprawdzié, ze u(K) = 0,
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dla dowolnego zbioru zwartego K C V. Poniewaz taki zbiér K mozna pokry¢
skonczonym ciagiem zbioréw otwartych U;,i < n, dla ktérych u(U;) = 0,
wnioskujemy stad, ze pu(K) < p(Uy U...UU,) =0. O

Definicja 3.3.10. Dla dowolnej miary Radona A w przestrzeni lokalnie
zwartej (T, T), nosnikiem miary nazywamy zbidr domkniety

supp(A) = T\ | J{U € 75 Vjec.(r) supp(f) CU = A(f) =0}.  (3.45)

Cwiczenie 3.3.3. Sprawdzi¢, ze supp(\) = supp(|A]).

Stwierdzenie 3.3.11 (O nos$niku miary). Dla dowolnej regularnej miary
borelowskiej . w przestrzeni lokalnie zwartej T zachodzi rownosé

supp(u) = supp(A),

gdzie \: Co(T) — R oznacza zwigzang z p dodatnig miare Radona. Ponadto:
(i) Dla kazdej funkcji f €Cc(T'), jesli flsuppr) =0, to A(f)=0.
(ii) Dowolna funkcja ciggla f: T — R jest calkowalna wzgledem miary
w, jesli przekrej supp(f) N supp(u) jest zbiorem zwartym. Wowczas

[fdu=xp-5), (3.46)

dla kazdej funkcji ¢ € Co(T') réwnej 1 na zbiorze supp(f) N supp(A).
(iii) Nosnik miary jest zawarty w zbiorze zwartym K C T (i zwarty)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje stata C' >0 taka, Ze

IAN(f)] < Csup |f(x)| dla feC(T). (3.47)
zeK
Dowaod. Jesli miara Radona A znika na zbiorze otwartym U, to dla kazdego
x € U i dowolnego wzglednie zwartego otoczenia V' o domknieciu zawartym
w U istnieje funkcja nieujemna f € C.(T), taka ze f|y = 11 supp(f) C U.
Nieréwnosé

p(V) < [ Fdi= () =0

oznacza, ze u(V) =0, a wigc x € T'\ supp(p) i supp(p) Csupp(A). Inkluzja
przeciwna jest oczywista.

Wilasnosé (i) odwoluje sie bezposrednio do definicji, a postulowana w (ii)
réwnos$é [(1—¢)f du = 0 takze wynika z faktu, ze na nosniku miary funkcja
podcatkowa jest réwna 0. Istotnie, pierwszy z czynnikéw znika na przekroju
supp(f) Nsupp(u), a drugi — na réznicy supp(u) \ supp(f).
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(iii) Jesli supp(p) C K, to dla dowolnej funkeji f € C.(T")
AN < [Iflde = [ 1fid < () sup 17w
K zeK

Odwrotnie, z nieréwnosci ([3:47)) wynika, ze A(f) = 0 dla kazdej funkcji f
o nosniku roztacznym z K. Stad T\ K C T \ supp(A). O

Miary Radona o zwartych nosnikach rozszerzaja si¢ zatem do ciaglych
funkcjonatéw na C(T,F). Jako wniosek otrzymujemy

Twierdzenie 3.3.12. W przestrzeni lokalnie zwartej T' operacje obciecia

peo = ([dwler = A= ( [dmlea

ustalajg naturalng bijekcje pomiedzy

(i) miarami regularnymi p w przestrzeni (T,Br), dla ktérych nosnik
supp(u) jest zbiorem zwartym,

(ii) dodatnimi miarami Radona A:C.(T) —R o zwartym nosniku supp(\),

(i) cigglymi funkcjonatami liniowymi \: C(T) — R spelniajgcymi wa-
runek nieujemnosci A(f) >0 dla f > 0.

Dowod. Cwiczenie. O

3.3.4 Catka wzgledem miary regularne;j

Zgodnie z twierdzeniem Riesza[3.3.3] istnieje naturalna droga prowadzaca od
dowolnej dodatniej miary Radona A: C.(T') — R, poprzez regularng miare
borelowska gy, do catki Lebesgue’a [dpy bedacej rozszerzeniem funkcjonatu
A. W dalszym ciagu skupimy sie na pytaniu: Jaka wlasnosé calki Lebesgue’a
charakteryzuje w przestrzeni lokalnie zwartej reqularne miary borelowskie?
Skorzystamy w tym miejscu z opisanej w [11] konstrukeji odwolujacej sie
do rodziny funkcji potciggtych z dotu i stanowigcej w pewnym sensie roz-
szerzenie catki Daniella—Stone’a.

W dowolnej przestrzeni lokalnie zwartej 7' niech C;(T") oznacza zbidr
funkcji rozszerzonych potcigglych z dotu i ograniczonych z dotu przez funk-
cje o zwartym nosniku (czyli — niezerowe poza, ewentualnie, zbiorem zwar-
tym). Analogicznie, niech C\(T) = { — f; f € C+(T')} oznacza zbiér funkcji
poéiciaglych z géry. Przypominamy takze oznaczenie zbioru pod wykresem
Wy = {(z,t); 0 <t < g(x)} dla dowolnej funkeji nieujemnej g.
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Twierdzenie 3.3.13 (Calka wzgledem miary regularnej). Dla dowolnej
reqularnej miary borelowskiej pu w przestrzeni lokalnie zwartej T

() Jgdu=sup{ [edu; v <g, € C(T)} dla g e C(T), oraz

(i) [fdp=inf{[gdy; f<g,gecC(T)} dla fe M (Br).

(iii) Calka z dowolnej funkcji f € Z(T, u) wynosi

_Jinf{ fgdu; f<g,geC(T)}
/fd = {sup{fhd,u; h<f, hecl(T)}, (3,48)

przy czym dla kazdego € >0 istnieje funkcja p €C.(T) taka, ze [|f—p|du<e.
Kazda lokalnie skoriczona miara borelowska p w T spelniajgca warunksi
(i)—(ii) jest miarg regularng.

Cwiczenie 3.3.4. Sprawdzié, ze réwnoéci ([B4R) przenosza sie na funkcje
catkowalne f € Z(T, u¢) wzgledem uzupelnienia p¢ miary regularnej p.

Dla dowodu twierdzenia skorzystamy ze stwierdzenia [[.2.26

Lemat 3.3.14. (i) Dla dowolnego podzbioru otwartego U C T x R funkcja
gu:T>x— /1U(ﬂ:,t)€(dt) € [0, o0

jest pélciqgta z dotu. Jesli U C Wy dla funkcji f > 0, to gu < f.

(ii) Dla dowolnej nieujemnej funkcji pélcigglej z dotu g € C+(T') i dowol-
nego zbioru zwartego L C Wy istnieje funkcja ¢ € Co(T) taka, 2 0 < p < g
i L CW,.

Dowdd. Dla dowodu (i) rozwazmy otwarty podzbior U produktu T'x R, oraz
zbiér U* = {t € R; (z,t) € U}, dla dowolnego ustalonego punktu z € 7.
Ze wzgledu na regularnosé¢ miary Lebesgue’a zachodzi réwnosé

gu(z) =L(U") = sup{{(K); K C U*, K — zwarty}.

Jesli liczba ¢ spelnia warunek ¢ < gy (x), a zbiér zwarty K C U* ma miare
((K) > c, to istnieje otoczenie V' 3 x takie, ze Vx K C U. Wéwezas gy (y) > ¢
dlayeV.

Jesli U zawiera si¢ w zbiorze W; dla pewnej funkcji f, to z inkluzji
U* C (0, f(x)) wynika nieréwnos¢ gy (x) < f(z), dlaz € T.

(ii) Zalézmy, ze g € C+(T), a L C W, jest dowolnym podzbiorem zwar-
tym. Zauwazmy, ze dla kazdego punktu z € K := 71 (L) C T istnieje wzgled-
nie zwarte otoczenie U, oraz liczba r, > 0 taka, ze

LN Uy xR) C Uy x (0,r5) 1 Uy x (0,75] C Wy (3.49)
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Istotnie, przy ustalonym z zbiér zwarty L N ({z} x R) posiada otoczenie
postaci U’ x (0,7;), ktérego domkniecie zawiera si¢ w W,. Z drugiej strony,
dla liczby M = sup (ma(L)) zbiér zwarty {x} X [ry, M] jest rozlaczny z L,
a zatem istnieje otoczenie U” 5 x takie, ze LN(U" x [ry, M]) = 0. Wystarczy
przyja¢ U, =U' NnU".

Wybierajac sposrod zbioréw U,,x € K, skoniczone pokrycie, otrzymu-
jemy ciag zbioréw V; = U,,,i < m, o wlasnosci ([8:49)), dla pewnych liczb
¢ = Ty, © < m. Niech 91,...,¢,, € C.(T) bedzie ciaglym rozkladem je-
dynki wpisanym w pokrycie. Wykazemy, ze funkcja ¢ = >, civyi € Ce(T)
spelnia teze lematu. Istotnie, z ([3.49]) wynika prawdziwosé implikacji

(x,t)eL izeV,=t<c¢ dai<m.

Jedli zatem dla dowolnego punktu x € suppp rozwazy¢ zbiér indeksow
{ir, ..., i} = {i <m; ¢i(x) > 0}, to dla (z,t) € L otrzymujemy
t <min(ciy,...,¢,) < Z i Vi, () = (),
k<r
czyli (z,t) € Wi,. Z drugiej strony, z inkluzji {z} x (0,¢;,| C W, dla k<,
wynikaja nieréwnosci
gp(x) = Z Cik¢ik (x) < max(cil, cee ’Ci'r) < g(x),

k<r
co konczy dowdd. O

Dowdd twierdzenia [3.3. 15 Niech p bedzie regularna miarg borelowska w 7.
Zauwazmy, ze dla kazdej nieujemnej funkeji g: T — [0, 0o] pélciaglej z dotu
zachodzi réwnoscé

/g di= (1@ O(W,) =sup{(n@ O)(L); L W,iLe Rpxr). (3.50)

Istotnie, w przypadku, gdy W, € B% ® Bg, réownoé¢ ([B.50) wynika bez-
posrednio z czesSciowej regularnosdci (B.38]) produktu miar. Zalézmy zatem,
ze zbiér Wy nie jest o—skonczony. Z rozkladu (L53) wynika, ze te sa-
ma wlasno$¢ ma przynajmniej jeden ze zbioréw {g > c} x (0,¢), a wiec
{g > ¢} ¢ B7, dla pewnego ¢ > 0. Regularno$¢ miary p implikuje zwiazek

p({g > c}) =sup{u(K); K C{g>c}iK € Ry},

a zatem miary zbioréw zwartych postaci K x [a,b] C {g>c} x (0, c) maja kres
gérny réwny oo. Oznacza to réwnosé (B.50) takze i w tym przypadku. Ko-
rzystajac z lematu B3 T4ii) otrzymujemy pierwsza czesé tezy.

Przypadek ogélny, funkcji pélciaglej g > ¢ € C.(T'), sprowadzamy do
poprzedniego — dla funkcji g — ¢.
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Dla dowodu (ii) zalézmy na poczatek, ze f > 0 jest funkcja BF—mie-
rzalng, co zgodnie ze stwierdzeniem [L.2.26] jest réwnowazne ‘BT ® Br —mie-
rzalnosci zbioru Wy. Przy takim zalozeniu, z czedciowej regularnosci (B.38)

produktu miar wynika réwnosé

(h @ )(Wy) =inf {(n@ )(U); Wy CU € BT @ B, U otwarty},

to znaczy
/f dpy = inf { /gU dp; Wy C U, U — otwarty i o—skorczony }.

W tym przypadku tozsamos$é (i) wynika z lematu B3T4(i).

Jesli [fdp = oo i zbiér Wy nie jest o—skonczony, wéwczas ta sama
wlasnos$é przystuguje przynajmniej jednemu ze zbioréw {f > ¢} x (0,¢)
dla pewnego ¢ > 0. Wnioskujemy stad, ze zbiér borelowski {f > ¢} ¢ B7F
ma miare nieskonczona, a zatem dla kazdej funkcji g € C+(T') takiej, ze
g = f, inkluzja {f > ¢} C {g > ¢} pociaga za soba nieskoficzonosé¢ catki
Jgdu=oco= [fdpu.

(iii) Z udowodnionych juz wlasnosci (i)—(ii) wynika, ze dla nieujemnej
funkcji borelowskiej p—catkowalnej i liczby € > 0 istnieja funkcje g € C4+(T)
i¢eC(T) takie, ze f,¢ < goraz [(g— f)du <51 [(g—¢)du < 5. Stad

/If—¢|du</(|f—9l+lg—¢l)du<6-

Analogiczne nieréwnoéci dla sktadowych f*, f~ dowolnej funkcji f € Z(T, i)
prowadza do stanowiace]j czesé tezy nieréwnosci [ |f — | du < e dla pewnej
funkcji ciaglej ¢ o zwartym nosniku. Zgodnie z (ii), dla kazdego ¢ > 0 ist-
nieja zatem funkcje ¢ € C.(T) i ¢' € C+(T) takie, ze |f—p| < g1 [¢ du < e.
Funkcje h:== —¢'+ ¢ € C,(T) i g := ¢ + ¢ € C;(T) spelniaja warunki

h<f<g i maX{/(f—h)du,/(g—f)du}<€,
co konczy dowod. U
Uwaga 3.3.5. Z twierdzenia B.3.13] wynika bezposrednia konstrukcja rozsze-

rzenia dowolnej dodatniej miary Radona A: C.(T") — R do calki wzgledem
regularnej miary borelowskiej o). Jesli przyjacé

M (g) = sup {A\(p); ¢ < g, p € Ce(T)}
dla g € C4(T), oraz
AM(f) =inf {\i(g); f<g,9€C(T)}

dla f € M(Br), to — analogicznie jak w ogélnej konstrukcji Daniella —
otrzymujemy pétnorme N (f)=A;(|f|) w podprzestrzeni przestrzeni liniowej
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M(B7) i ciagly funkcjonal A o jednoznacznym rozszerzeniu na domknie-
cie podprzestrzeni C.(T'). Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze owym
rozszerzeniem jest catka Lebesgue’a [doy wzgledem odpowiedniej regularnej
miary borelowskiej o).

Cwiczenie 3.3.6. W odréznieniu od konstrukeji z podrozdziatu Bl funkcje
poélciagle z dotu tworzace C;(T") nie musza by¢ osiagalne z dotu. Mimo to
pierwsze z rozszerzen, A\;: C;(T) — (—o0, 00, jest funkcja addytywna (i do-
datnio jednorodna), co wynika z twierdzeniaB.3.13]i odpowiedniej wlasnosci
catki. Wykazaé addytywnosé bezposrednio z definicji A;.

Definicja 3.3.15. Borelowska catka Radona wzgledem dodatniej miary Ra-
dona w przestrzeni lokalnie zwartej T' nazywamy kazZdg z calek Lebesgue’a
wzgledem miary reqularnej A" odpowiadajgcej mierze Radona A,

/dA”:I(T,A”)—JR%, oraz / dN": LT, \7) — R.

Calki Radona [dA" stanowia rozszerzenie catki Daniella—Stone’a z prze-
strzeni liniowe]j skonczonych funkcji A—catkowalnych Z(T,\), oraz, odpo-
wiednio, z przestrzeni unormowanej klas rownowaznosci funkcji A—catko-

walnych.



Spis symboli i skrotéw

Alfabet wykorzystywany w tek$cie matematycznym — klasyczny (roman), fraktura
(gotyk) i kaligrafia (script):

AA A B,BB C¢C D,D,D E,¢ F3F G, 6.6

H9H L3, J3.J K&K L&L MMM NN

0,9,0 PBP,P Q.90 RRR 868 T,357T U, S U
V,8,V W,WW X, XX Y.9,YV Z32Z2

Symbol Opis Definicja
B(T) rodzina wszystkich podzbioréw zbioru T’ str.
or(€) o—cialo generowane str.
B, Br o—cialo zbioréw borelowskich w przestrzeni str. [

topologicznej (T, 7)
¢lA ograniczenie rodziny zbioréw str.
M(Z), M(%) przestrzenie funkcji mierzalnych wzgledem  str.
o—ciala
[1[.(Sa:64), Ta produkt przestrzeni mierzalnych, projekcje str. [
B produktowe o—ciato zbioréw w RT str. [
X, 6. produktowe o—cialo str. [
o(€), () o—pierScien/ J—pierdcien generowany przez str.

rodzine zbioréw
M(F), M(3) przestrzenie funkcji mierzalnych wzgledem  str.
o —pierscienia

A% 0 A o—pierscien/o—cialo generowane przez prze-  str. [Tl
strzen funkcji A

Oy miara Diraca w punkcie x str. [

ps miara zliczajaca wzgledem zbioru S str. [

‘IZ d—pierscien zbioréw o mierze u skonczonej str.

%0, Sifc o—pierscien zbioréw o—skoficzonych/ pél-  str.

skoniczonych wzgledem miary p
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Symbol Opis Definicja
ue, ploc skladowa o —skonczona/pélskonczona miary u str. [[2
M(T, 1) zbiér funkcji p—mierzalnych str. 2
M(T, ) przestrzen skoriczonych funkcji p—mierzal-  str.[I2

nych.
gulty gF miara indukowana/homomorfizm indukowany  str. [[3
przez odwzorowanie mierzalne
ulS miara ograniczona (obcigta) do podprzestrze-  str.[I3
ni
12 miara Lebesgue’a na prostej R str. [I4]
v* miara zewnetrzna wyznaczona przez v str.
pe: € — Ry miara Carathéodory’ego str.
w1 @ ... Uy produkt miar str. [[6
E, dystrybuanta miary borelowskiej str. [
QF funkcja kwantylowa miary borelowskiej w R str. [T
AQF zaleznosé miary przedzialu w R™ od dystry-  str.[IS
buanty
fp —— 1 staba zbiezno$¢ ciagu miar borelowskich str. 20
oC brzeg zbioru str. 21
F,—F staba zbiezno$¢ ciagu dystrybuant str. 22
frf czesci — dodatnia i ujemna funkcji mierzalnej str.
Jdp calka Lebesgue’a wzgledem miary pu str.
(T, p) przestrzen skonczonych funkcji p—catkowal-  str.
nych (w sensie Lebesgue’a)
P(T, 1) przestrzen funkcji prostych str.
Jsdn calka po zbiorze mierzalnym S str.
Cp(M) przestrzen ograniczonych funkcji ciagltych str.
JdF catka Lebesgue’a—Stieltjesa str.
(T, p) przestrzen funkcji p—catkowalnych str. 29
D(T, ) formalna, maksymalna dziedzina calki Lebes-  str. 29
gue'a [du
LY(T, i) przestrzen unormowana klas réwnowaznosci  str. B0
funkeji p—catkowalnych
Wy zbiér pod wykresem str.
fu iloczyn funkcji mierzalnej f > 0 i miary str. B4
v miara v absolutnie ciagta wzgledem miary p str. 33
g—z gestoéé, pochodna Radona—Nikodyma miar str. 33
wr miara brzegowa str.
Al p miary wzajemnie singularne str. B1]
Z°(6, 1), L7 (6, u) przestrzen funkeji przeliczalnie catkowalnych str.
Hé,l’[g catka wzgledem o—ciala, operator projekcji str. [43
(LP (T, 1), |- lp) przestrzen Banacha klas funkcji p—catkowal-  str. 7]

nych z p—ta potega
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Symbol Opis Definicja

AT rozklad warunkowy miary (wzgledem projek-  str.[49
cji)

EX|S rozklad warunkowy funkcji wzgledem o—ciata  str. B0

UX|Zy WX |Z=2 rozklad warunkowy funkcji wzgledem miary i str. B4
funkcji

PN miara probabilistyczna w przestrzeni abstrak-  str. 51
cyjnych préb losowych, QY

Px rozktad zmiennej losowej X str. B9

E(X) warto$¢ oczekiwana zmiennej X str. 60

Var(X), ox wariancja, odchylenie standardowe zmiennej str. [60

Fx dystrybuanta zmiennej losowej X str. [62

X, =X, zbiezno$¢ wedtug prawdopodobiefistwa str. [G41

S0 o—ciato resztowe, ogon ciagu o—ciat str. [68

o(Xy,Xa,...) o—cialo generowane przez ciag zmiennych lo- str. [69
sowych

W* v splot miar borelowskich str.

Px|e warunkowy rozklad zmiennej X wzgledem  str.[74]
o—ciala

E(X|®) warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej X str. [74]
wzgledem o—ciata

Pxz,Px|z=2 warunkowy rozklad zmiennej X wzgledem  str. [0
zmiennej Z

E(X|Z),E(X|Z=z) warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej X  str.[7H
wzgledem zmiennej Z

Beta(«, ) rozklad beta str.

Cov(X,Y) kowariancja pary zmiennych losowych str.

p(X,Y) wspOlczynnik korelacji zmiennych str. [[8

Cov(X) macierz kowariancji zmiennej wektorowe;j str. [[9)

Var(X) wariancja catkowita zmiennej wektorowej str. BTl

X=X(Q) przestrzen prébek zmiennej losowej str. [0

XN(w) proba losowa zmiennej losowej X str. [O6!

Px miara w przestrzeni prob zmiennej str. [97

X (w) estymator wartosci oczekiwanej zmiennej X str. [0

Var,, wariancja empiryczna zmiennej/ prébki str. [99

Cov, X kowariancja empiryczna zmiennej wektorowej str. [Q9

F empiryczna dystrybuanta str. 011

Qs empiryczna funkcja kwantylowa str. 101

(Xo,a,¢c,m) parametry kongruencyjnego ciagu pseudoloso-  str.
wego

Vi wynik testu spektralnego dla k—jedno-  str.[IT1]
stajnodci ciagu

Vi miara k—niejednostajnosci str.
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SPIS SYMBOLI I SKROTOW

Symbol Opis Definicja
R zmienna losowa — laczna liczba przebiegéw w  str. [14]
prébee
Ryin, taczna liczba przebiegéw w R™ — wérdd ny dol-  str. [[174
nych i ny gérnych wyrazow ciaggu
WW (nq,ny) rozklad Walda—Wolfowitza str. 17
Pareto(y, n) rozklad Pareta str.
Pois()) rozklad Poissona str. [21]
Gamma(y + 1,n)  rozklad Gamma str. [21]
Exp(0) rozklad wykltadniczy str. 211
P dystrybuanta rozkladu normalnego Gaussa str.
N(0,1),N(m,0?) standardowy/ogdlny rozktad normalny Gaus-  str.
sa
Np(m, W) p—wymiarowy rozklad normalny Gaussa str.
X,—5u, X=X zbiezmosé ciggu zmiennych losowych wg. roz-  str. [24]
ktadu
Pu funkcja charakterystyczna rozkladu p str. [[42
3% funkcja charakterystyczna zmiennej losowej str. 147
P(M) przestrzen  miar  probabilistycznych na  str.
(M, B )
d, metryka Prochorowa str.
dr, metryka Levy’ego w P(R) str.
(SQ(T), 6%) przestrzen funkcji Q-osrodkowych w (RT,BL)  str. [E]]
(S(T),6r) przestrzen funkcji osrodkowych w (RT, BT str. [[6T]
D(R4) zbiér funkcji (poélciagltych) klasy D str.
D, (Ry) przestrzen funkcji prawostronnie ciagtych str. [L69)
{Bt}>0 ruch Browna — proces stochastyczny str. [[69
Py miara Wienera w C(Ry) str. [72)
X cigg proceséw zbieznych do miary Wienera str. 717
w(z, d) modul ciaglosci funkeji « str.
X M(T) =R miara zewnetrzna wyznaczona przez miare — str.
abstrakcyjna x
A* zbér funkeji osiagalnych (z dotu) z kraty A str.
(M(Z,x), N1) przestrzen unormowana skornczonych funkcji — str.
mierzalnych o skoficzonej mierze zewnetrznej
Jdx calka Daniella-Stone’a wzgledem miary abs-  str.

(%, x), Z(T, x)

f=y
[0]x
(LHT ) 111D

trakcyjnej x

przestrzen skonczonych funkcji y—catkowal-
nych

rownoéc¢ funkeji y—prawie wszedzie
podprzestrzen funkcji y—pomijalnych
przestrzen unormowana klas réwnowazno$ci
funkcji xy—catkowalnych

str. (180

str. [L8]
str.
str.
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Symbol Opis Definicja

(T, %) zbiér funkcji y—calkowalnych str. [I39

A zbiér funkcji osiggalnych z A z géry str. IR

@; 0—npierscien zbioréw o y—caltkowalnych funk-  str. [[94]
cjach charakterystycznych

D7, Dy o—pierScien i o—ciato — dziedzina miary wy-  str. [[94]
znaczonej przez catke Daniella-Stone’a

Sy miara Daniella—Stone’a wyznaczona przez x str. [[94]

(C(T, F) Tc) przestrzen funkcji ciaglych o wartoSciach  str. 197
w ciele F = R,C

(Ce(T,F), 7e) podprzestrzen funkcji o zwartych nosnikach str. 97

Ck(T,TF) przestrzen funkeji ciaglych o noénikach zawar-  str. [[97]
tychw K CT

BI(T) o—pierécien zbioréw Baire’a str. 202

i rodzina zbioréw zwartych typu Gs str. 203

A A sprzezenie, warto$é bezwzgledna miary Rado-  str.
na \

ARy A czesé rzeczywista, urojona miary Radona A str.

AT, AT czes¢é dodatnia, czeS¢ ujemna rzeczywiste] — str.
miary Radona A

Jdx catka Radona wzgledem miary Radona A str.

supp(p) no$nik miary regularnej str. 212

supp(A) noénik miary Radona str.

C+(T),C (T) zbiér funkcji pélcigglych z dotu, z gory str. 214

At bezposrednie rozszerzenie miary Radona A do  str. 217

calki regularnej
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algebra zbioréw, estymator nieobcigzony,
bladzenie losowe, [RT] funkcja
x —caltkowalna,
charakteryzacja,
x—catkowalna, rozszerzona,
x—pomijalna, [I87]
kwantylowa,
empiryczna, [[0T]
u—caltkowalna, [24]
u—mierzalna,

caltka

Daniella—Stone’a, [I83]
Lebesgue’a, 23]

po zbiorze mierzalnym,

rozszerzenie,

wzgledem o—ciala,
Lebesgue’a—Stieletjesa,
Radona,

borelowska, 2I8]
Riemanna na przedziale,

mierzalna
pu—caltkowalna,
wzgledem o—pierscienia,
prosta,
przeliczalnie catkowalna,

Q—osrodkowa, [T61]

wzgledem miary
na pdétpiersécieniu, [[96]
centralne twierdzenie graniczne, [[49]

w R?, [53 @ ofrodkow:
cialo zbioréw, : /T—mierzalna,
i funkcja charakterystyczna
cigg
liczbowy rozkladu normalnego, [[50]

rozkladu prawdopodobienstwa, [[42]

oco—jednostajny, 07
transformata odwrotna, [I43]

b—arny, [I08]
p—jednostajny, 07

P
miar, stabo zbiezny, w R?, 0511
zmiennej losowej, [I47]

wektorowej, [51]

transformata odwrotna

cylinder prosty,

d—pierscien, B funkcje
d—system, mierzalne,
dystrybuanta osiggalne
empiryczna, z dotu, [I83
miary borelowskiej z gory,
w R, [T przeliczalnie catkowalne,
w R [I3]
wektora losowego, [71] homomorfizm indukowany, [[3]

224



SKOROWIDZ

iloczyn miary i funkcji, 341

kierunki gtéwne wektor losowego,
kowariancja
empiryczna,
pary zmiennych losowych, [T8]
wektora losowego,
krata, 23]
Stone’a, [[93]
kryterium Kotmogorowa,

A—system,
lemat
Dooba, [T61]
Fatou, 193]
Kroneckera,
o zbieznosci prawie na pewno,

mediana,
metoda liniowej kongruencji,
metryka
Levy’ego,
Prochorowa, [I55]
miara
k—niejednostajnosci,
absolutnie ciagta,
gestodé,
abstrakcyjna,
Baire’a,
regularnosé, 21T]
borelowska,
dystrybuanta, [I7]
lokalnie skoriczona,
regularna,
Carathéodory’ego,
Daniella—Stone’a, [194]
delta Diraca, [T
dyskretna,
indukowana przez odwzorowanie,
Lebesgue’a na prostej, [[4]
Lebesgue’a w R™,
obciecie do podprzestrzeni,
polskoriczona,
produktowa,
Radona,
dodatnia,
zespolona,
o —skonczona, [IT]
singularna, B7]
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sktadowa o—skoniczona,
sktadowa pélskonczona,
skoniczona, [T
uzupelnienie, [T4]
w przestrzeni mierzalnej, [[T]
Wienera,
zewnetrzna,
Daniella,
zliczajaca, [
zupelna, [I4]
modut
ciagtosci funkcji,
ciggu kongruencyjnego,
miary Radona,
monotoniczna ciggto$é
calki Lebesgue’a, 23]
miary, [[3]

nier6wnosé¢ Kolmogorowa,
nier6wnosci Czebyszewa,
nieujemny funkcjonat liniowy,
niezaleznosé
ciggu zmiennych losowych,
rodziny zdarzen,
nosnik
miary Radona,
regularnej miary borelowskiej,

odchylenie standardowe,
odlegltosé Prochorowa, [I53]
odwzorowanie przestrzeni mierzalnych,

ofrodek, [T61]

m—system, [1]
pierscien zbioréw, [§
podprzestrzen
przestrzeni mierzalnych,
przestrzeni potmierzalnej,
podzial przedziatu,
polpierscien zbioréw,
populacja,
préba losowa,
abstrakcyjna,
standardowa,
wektorowa,
probka losowa,
probka zdarzen, n—elementowa, [71]
prawo 0/1
Hewitta—Savage’a,
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Kolmogorowa,
prawo wielkich liczb, mocne, [B9]
dowdd,
proces stochastyczny,
rozktad prawdopodobienstwa,
uniwersalny,
Wienera, [I70]
produkt
miar,
przestrzeni mierzalnych, [7]
przebieg
dtugosé,
rosnacy /malejacy,
przeliczalna catkowalnosé, 4]
przestrzen
funkcji
osrodkowych, [I6T]
prostych,
klas réwnowaznosci funkcji
catkowalnych,
catkowalnych z p—ta potega, 3]
mierzalna,
p6tmierzalna,
proéb losowych,
probabilistyczna,
topologiczna
liniowa, [154]
z miarg, [[1]
uzupelnienie, [I4]
zdarzen elementarnych,
PWL, zob. prawo wielkich liczb, mocne

relacja réwnosci
x—prawie wszedzie, [[88]
rownowaznosé
proceséw stochastycznych,
rozktad
beta, [78]
gamma, [[21]
Gaussa,
Hahna,
normalny,
p—wymiarowy,
standardowy,
Pareta,
Poissona, [[21]
prawdopodobienstwa,
ciagly,
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procesu stochastycznego, [[58]
warunkowy
miary,
warunkowy funkcji, [54]
wektora losowego, [71]
wyktadniczy, T21]
ruchy Browna, I70]

schemat Bernoulliego, [T7]
o —cialo,
generowane przez
przestrzen funkcji, [T]
zmienne losowe,
resztowe, |09
zbioréw borelowskich,
o—pierscien,
Baire’a,
generowany przez
przestrzen funkcji, [
sktadowe gtéwne wektora losowego,
splot
funkcji gestosci, [73]
miar borelowskich w R,
standardowy rozklad normalny,
statystyka dostateczna,
suma Riemanna, [I80]

test
runs, Walda—Wolfowitza, 17
spektralny, [10]
topologia
zbieznosci jednostajnej, [[98]
zbieznodci niemal jednostajnej,
metryzowalnosé,
trajektoria procesu stochastycznego, [[61]
trajektorie
ciggte, [[64]
jednostronnie ciagte,
transformata Fouriera,
twierdzenie
Carathéodory’ego,
Daniella—Kolmogorowa, [I50
de Moivre’a — Laplace’a,
Donskera, 77
dowdd,
Fubiniego,
Gliwienki—Cantelliego, [0T]
Hahna—Kotmogorowa, [I0]
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Kolmogorowa

prawo 0/1,
Kotmogorowa—-Czencowa,
Lebesgue’a

o rozktadzie miary, [37]

o zbieznosci jednostajnej,

o zmajoryzowanej zbieznosci, 193]
Lebesgue’a—Radona—Nikodyma, B7]
Lévy’ego—Craméra, o ciagltosci,
o bladzeniu losowym I,

o bladzeniu losowym II,
dowdd, BT

o calce Lebesgue’a,

o calce relatywnej,

w LP,

o calce wzgledem miary regularnej,
dowdd,
o charakteryzacji
funkcji y—catkowalnych,
wektora losowego typu Gaussa,
IBE
o ciggtodci,

w RP,

o dualnoéci dla miar Radona,

o geometrycznej interpretacji catki,

5 2)

o jednoznaczno$ci miar, [I4]

o miarach regularnych,
dowdd,

o mierze warunkowej,

o monotonicznej zbieznosci

dla catki Daniella—Stone’a, [[92]

o monotonicznych klasach zbioréw,
9
o nieskoriczonym produkcie miar, 57l
dowdd,
o niezaleznosci

grup zmiennych losowych,

o—cial,

zmiennych losowych, [71]

o no$niku miary,
o odwzorowaniu dla miar, 211
o prawdopodobienstwie jako czesto-
$ci,
o procesach ciagltych,
o produkcie miar
nieskonczonym, [57]
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o przeliczalnej catkowalnosci,
o réwnowaznosci

zbieznosci miar i dystrybuant, 22]
o regularno$ci miar borelowskich,
o rozktadzie jedynki, 197
o transformacie odwrotnej 11, [51]
o uniwersalnosci testu runs, 17
o wtasnosciach

funkcji charakterystycznej,
o zaleznosci calki od dziedziny, [34]
0 zamianie zmiennych,

w R"™,
Radona—Nikodyma,

dowdd, cz. 1,39

dowéd, cz. 11, 0l
Riesza o reprezentacji,
Stone.a, [94]
strukturalne dla o—cial,
Tonellego,

uzupelnienie przestrzeni z miarg, [I4]

wariancja,
catkowita, wektora losowego,
empiryczna,
warto$¢ oczekiwana, [60)
warunkowa, [74]
warunek
Carathéodory’ego,
Stone’a, 23]
wektor losowy, [[9]
typu Gaussa, [I38]
wlasnosé lokalizacji miary,
wspolezynnik korelacji, [[8]
wzér na catkowanie przez czesci,
wzér Stirlinga,

zasada niezmienniczoéci Donskera, 77
zbieznosé

ciggu dystrybuant, staba,

ciggu miar borelowskich,

prawie na pewno,

wedtug rozktadu, [[44]

wg. prawdopodobienstwa,
zbiér

x—pomijalny, [87]

cigglosci miary borelowskiej, 21]

mierzalny,

nieosiagalny,
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polskoniczony,
o —skonczony, [T
typu 0/o0, ]
w sensie Carathéodory’ego,
permutowalny,
pod wykresem,
zwarty typu G,
zdarzenia niezalezne,
zdarzenie,
resztowe,
zgodna rodzina miar borelowskich,
zmienna losowa,
M —warto$ciowa, [154]
o rozkladzie dyskretnym,
rozktad,
uogdlniona,
wektorowa,
typu Gaussa,
zmienne losowe
nieskorelowane,
niezalezne,
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