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WPROWADZENIE

W 1934 roku W. Sierpinski [93] wykazal, ze przy zalozeniu hipotezy continuum istnieje ,, du-
alnos¢” pomiedzy pojeciami ,,zbiér miary zero” a ,,zbior pierwszej kategorii”, tzn. istnieje taka
funkcja wzajemnie jednoznaczna f : R — R, dla ktorej f(A) jest zbiorem miary Lebesgue’a zero
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem pierwszej kategorii Baire’a. P. Erdos [34] zmodyfikowat
dowdd W. Sierpinskiego, otrzymujac tym samym silniejszy rezultat, a mianowicie udowodnit on,
ze przy zatozeniu hipotezy continuum istnieje taka funkcja wzajemnie jednoznaczna f : R — R,
ze f = f~1oraz f(A) jest zbiorem miary Lebesgue’a zero wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem
pierwszej kategorii Baire’a; w konsekwencji A jest zbiorem miary Lebesgue’a zero wtedy i tylko
wtedy, gdy f(A) jest zbiorem pierwszej kategorii Baire’a ). Z kolei E. Szpilrajn [97] udowodnit, ze
nie istnieje taka funkcja wzajemnie jednoznaczna f : R — R, ze f = f~! oraz f(A) jest zbiorem
mierzalnym w sensie Lebesgue’a wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem o wlasnosci Baire’a, co
oznacza, ze ,zasady dualnosci” Erdosa-Sierpinskiego nie mozna rozszerzy¢ na pojecia ,,zbioru
mierzalnego w sensie Lebesgue’a” oraz ,zbioru o wtasnosci Baire’a”. Mimo to w literaturze
istnieje wiele twierdzen, ktére powstawaty w ten sposob, ze w twierdzeniach dotyczacych miary
Lebesgue’a pojecia ,,zbiér miary zero”, ,,zbiér dodatniej miary zewnetrznej”, ,, zbior mierzalny,
,funkcja mierzalna” zastepowano pojeciami ,,zbiér pierwszej kategorii Baire’a”, ,,zbior drugiej
kategorii Baire’a”, ,,zbiér o wlasnosci Baire’a”, , funkcja mierzalna w sensie Baire’a”, chociaz
ich dowody czesto znacznie r6znity sie od siebie.

Najwazniejsze wyniki dotyczace analogii pomiedzy miara Lebesgue’a a kategoria Baire’a
na prostej rzeczywistej zostalty opublikowane przez J.C. Oxtoby’ego [76] w 1971 roku. Istot-
ny wktad w teorie miary i kategorii Baire’a w aspekcie analogii pomiedzy zbiorami ,, matymi”
w obu znaczeniach wniést réwniez J.C. Morgan II [64]-[67], ktory sformutowal aksjomatycznie
rodziny zbioréw, co pozwolito na jednolite podejscie do miary i kategorii. W. Sander w swoich
pracach [83]-[86] wykorzystat idee J.C. Morgana II, aby ujednolici¢ pewne analogiczne twier-
dzenia (wraz z dowodami) z zakresu miary i kategorii. W ostatnim czasie N.H. Bingham wraz
z A. Ostaszewskim [11]-[13], [74] zainteresowali si¢ analogiami pomiedzy miara a kategoria,
a zwlaszcza ujednoliceniem twierdzen Steinhausa oraz Pettisa-Piccard.

Przypomnijmy, w 1920 roku H. Steinhaus [96] udowodnil nastepujace twierdzenia.
Twierdzenie 1. [96] Jesli A C R jest zbiorem dodatniej miary Lebesgue’a, to 0 € int(A — A).

Twierdzenie 2. [96] Jesli A, B C R sq zbiorami dodatniej miary Lebesgue’a, to int(A+ B) # ().

Topologiczne odpowiedniki powyzszych twierdzen zawdzieczamy B.J. Pettisowi [78] oraz S. Pic-

card [79)].

1

Rezultat Erdosa-Sierpinskiego pozostaje prawdziwy réwniez przy stabszym zalozeniu niz hipoteza continu-
um, o czym pisze L. Bukovsky w swojej monografii [20, str. 264].



Twierdzenie 3. [78] Jesli A C R jest zbiorem drugiej kategorii o wlasnosci Baire’a, to 0 €
int(A — A).

Twierdzenie 4. [79] Jesli A,B C R sq zbiorami drugiej kategorii o wilasnosci Baire’a, to
int(A+ B) # 0.

W poézniejszym czasie pojawilo sie tak wiele uogélnien twierdzen Steinhausa-Pettisa-Piccard,
ze nie sposob wszystkich wymieni¢. Najwazniejsze z nich mozna znalez¢ miedzy innymi w nas-
tepujacych pracach: S. Kurepa [58], J.H.B. Kemperman [51], W. Orlicz - Z. Ciesielski [72],
Z. Kominek [52], M.E. Kuczma - M. Kuczma [57], M.E. Kuczma [55]-[56], L. Paganoni [77],
W. Sander [88], [90]-[92], J. Smital - L. Snoha [94], J. Brzdek [16], R. Ratowski - P. Szczepaniak
- S. Zeberski [82], A. Bartoszewicz - M. Filipczak - T. Natkaniec [8].

Rozszerzeniem miary Lebesgue’a na przypadek abelowych grup topologicznych lokalnie zwar-
tych jest miara Haara. A. Weil [99] i A. Beck - H.H. Corson - A.B. Simon [9] wykazali, ze twier-
dzenia Steinhausa pozostajg prawdziwe w dowolnej lokalnie zwartej polskiej grupie abelowe;j.

Twierdzenie 5. [99] Jesli X jest polskq grupg abelowq lokalnie zwartqg, zas A C X zbiorem
dodatniej miary Haara, to 0 € int(A — A).

Twierdzenie 6. [9] Jesli X jest polskq grupg abelowq lokalnie zwartq, zas A, B C X zbiorami
dodatniej miary Haara, to int(A + B) # ().

Topologicznym odpowiednikiem powyzszych twierdzen jest rezultat L. Dubikajtisa - C. Ferensa
- R. Gera - M. Kuczmy [32].

Twierdzenie 7. [32] Jesli X jest grupg topologicznag, zas A, B C X sq zbiorami drugiej kategorii
o wlasnosci Baire’a, to int(A+ B) # 0 oraz 0 € int(A — A).

W 1972 roku J.P.R. Christensen [22] zdefiniowal zbiory zerowe Haara w polskich grupach
abelowych, ktére niekoniecznie sg lokalnie zwarte. W takich grupach miara Haara nie istnieje,
dlatego J.P.R. Christensen w swojej definicji postuzyt sie o-ciatem zbioréw uniwersalnie mie-
rzalnych 2.

Definicja 1. Podzbiér A polskiej grupy abelowej X nazywany jest zbiorem zerowym Haara
(ang. Haar null set), jesli istnieje taki uniwersalnie mierzalny zbiér B C X zawierajacy A oraz
taka probabilistyczna miara borelowska p na X, ze pu(z + B) = 0 dla wszystkich x € X.

Definicje te rozszerzyt poézniej J. Mycielski [69] na przypadek grup nieprzemiennych. Ponadto
G.R. Hunt - T. Sauer - J.A. Yorke [44]-[45] niezaleznie od J.P.R. Christensena wprowadzili poje-
cie zbioréw zerowych Haara, ale w abelowych grupach topologicznych metryzowalnych w sposéb
zupelny (niekoniecznie osrodkowych).

W pracy [22] J.P.R. Christensen wykazal, ze rodzina zbioréw zerowych Haara w polskiej
grupie abelowej X (ozn. HN x) tworzy o-ideal oraz, przy dodatkowym zaltozeniu lokalnej zwar-
tosci grupy X, pojecie zbioru zerowego Haara jest rownowazne pojeciu zbioru miary Haara zero.
Ponadto udowodnit jedno z twierdzen typu Steinhausa w przypadku dowolnej polskiej grupy
abelowej.

2) Podzbiér grupy topologicznej X nazywamy uniwersalnie mierzalnym, jedli jest mierzalny wzgledem kazdej

zupelnej probablilistycznej miary borelowskiej w X.



Twierdzenie 8. [22] Niech X bedzie polskq grupg abelowq, zas A C X uniwersalnie mierzalnym
zbiorem niezerowym Haara. Wtedy zbior

F(A):={z e X: (A+x2)N A& HNx}

jest otoczeniem zera w X; w konsekwencji 0 € int(A — A).

Okazalo sie, ze drugiego twierdzenia Steinhausa (Twierdzenia 2) nie mozna przenie$¢ na przy-
padek polskiej grupy abelowej, ktora nie jest lokalnie zwarta. Kontrprzyktad w rzeczywistej
przestrzeni ciagéw zbieznych do zera podali E. Matouskova i L. Zajicek [61] wykazujac, ze
nieujemny stozek, tzn. zbioér

A = {(xn)nen € o x, > 0 dla kazdego n € N},

jest domknigtym zbiorem niezerowym Haara spelniajacym warunek int(A + A) = (. PdZniej
E. Matouskovd i L. Zeleny [62] podali konstrukcje domknietych zbioréw niezerowych Haara
A, B spehiajacych warunek int(A + B) = () w dowolnej polskiej grupie abelowej, ktora nie jest
lokalnie zwarta.

Na podstawie tej obserwacji mozna stwierdzi¢, ze w polskich grupach abelowych, ktore nie
sg lokalnie zwarte, zbiory pierwszej kategorii Baire’a nie sa ,,dobrym” odpowiednikiem topolo-
gicznym zbioréw zerowych Haara. Pojawia sie wiec pytanie: czy istnieje inna rodzina zbioréw
,matych” w polskich grupach abelowych, ktora bytaby topologicznym odpowiednikiem zbioréw
zerowych Haara?

U.B. Darji [26] zdefiniowal rodzine zbioréw topologicznie ,, matych” w polskiej grupie abe-
lowej w nastepujacy sposob.

Definicja 2. Niech X bedzie polska grupa abelowa. Zbior A C X nazywamy zbiorem pierwszej
kategorii Haara (ang. Haar meager set), jesli istnieje taki zbior borelowski B C X zawierajacy
A, przestrzen metryczna zwarta K oraz ciggla funkcja f: K — X, ze

(1) fY(B+ ) jest pierwszej kategorii Baire’a w K dla kazdego z € X.

Jednoczesnie U.B. Darji wykazal, ze rodzina zbioréw pierwszej kategorii Haara w polskiej grupie
abelowej X (ozn. HM x) tworzy o-ideal zawarty w o-ideale zbioréw pierwszej kategorii Baire’a.
Ponadto udowodnit, ze przy dodatkowym zatozeniu lokalnej zwartosci grupy X, pojecia zbioru
pierwszej kategorii Haara oraz zbioru pierwszej kategorii Baire’a sa réwnowazne, podczas gdy
w przypadku grup, ktére nie sa lokalnie zwarte, rodzina zbioréw pierwszej kategorii Baire’a
jest istotnie wigksza (tzn. istnieje zbiér pierwszej kategorii Baire’a niebedacy zbiorem pierwszej
kategorii Haara).

Skoro w polskich grupach abelowych lokalnie zwartych zbiory pierwszej kategorii Baire’a
sg topologicznym odpowiednikiem zbioréw miary Haara zero, za$ rodziny zbioréw pierwszej
kategorii Haara oraz zbiorow zerowych Haara sa przeniesieniem tych poje¢ na przypadek pol-
skich grup abelowych (niekoniecznie lokalnie zwartych), to nasuwa sie naturalna refleksja, ze
by¢ moze w dowolnej polskiej grupie abelowej rodzina zbioréw pierwszej kategorii Haara jest
topologicznym odpowiednikiem rodziny zbioréw zerowych Haara.

Cykl prac [J1]-[J6] potwierdza intuicyjna sugestie. W pracach tych przedstawitam wybrane
analogie pomiedzy zbiorami zerowymi Haara a zbiorami pierwszej kategorii Haara.

Omowie teraz wyniki zawarte w pracach wchodzacych w sktad osiggniecia. Zrezygnuje z ko-
lejnodci chronologicznej.



/ZBIORY ZEROWE HAARA A ZBIORY PIERWSZEJ KATEGORII HAARA
(PRACE [J3], [J6], [J5])

Zaczne od najwazniejszych wynikéow z pracy [J3].

Gléwnym rezultatem tej pracy jest twierdzenie analogiczne do twierdzenia Christensena
(Twierdzenia 8).

Twierdzenie 9. Jesli X jest polskq grupg abelowq, to 0 € int(A — A) dla kaidego zbioru
borelowskiego A C X niebedgcego zbiorem pierwszej kategorii Haara.

Jednoczesnie w pracy zauwazytam, ze nieujemny stozek w rzeczywistej przestrzeni cq jest przy-
ktadem zbioru domknietego, niebedacego zbiorem pierwszej kategorii Haara, spetniajacego wa-
runek int(A+ A) = (). To potwierdza, ze nie mozna przenie$¢ twierdzenia Piccard (Twierdzenia
4) na przypadek zbioréw borelowskich A, B niebedacych pierwszej kategorii Haara w polskiej
grupie abelowej, ktora nie jest lokalnie zwarta (podobnie jak Twierdzenia 2 nie mozna przeniesé
na przypadek uniwersalnie mierzalnych zbioréw niezerowych Haara). Ponadto, analizujac dowdd
Twierdzenia 4 z pracy E. Matouskova’ej - M. Zeleny’ego [62] zaobserwowalam, ze skonstruowane
przez autoréw domkniete zbiory A, B spelniajace warunek int(A + B) = () w dowolnej polskie;
grupie abelowej, ktora nie jest lokalnie zwarta maja te wtasnosé, ze zawieraja pewne przesuniecie
kazdego zbioru zwartego, a wiec nie sg pierwszej kategorii Haara. Oznacza to, ze Twierdzenie 4
nie jest prawdziwe dla zbiorow borelowskich niebedacych zbiorami pierwszej kategorii Haara
w zadnej polskiej grupie abelowej, ktora nie jest lokalnie zwarta.

Jako konsekwencje z Twierdzenia 9 otrzymatam fakt, ze w polskich grupach abelowych, kto-
re nie sg lokalnie zwarte, kazdy zbioér o-zwarty jest zbiorem pierwszej kategorii Haara, co wraz
z rezultatem J.P.R. Christensena pokazuje, ze w takich grupach zbiory o-zwarte sa , mate”
w obu znaczeniach (Darji’ego i Christensena). Z drugiej strony w polskiej grupie abelowej zbi6r
borelowski zawierajacy pewne przesuniecie kazdego zbioru zwartego jest ,,duzy” w obu znacze-
niach (tzn. nie jest ani zbiorem zerowym Haara, ani zbiorem pierwszej kategorii Haara). W ten
sposob pojawito sie naturalne pytanie o istnienie zbioru pierwszej kategorii Haara, ktéry jedno-
czesnie nie jest zbiorem zerowym Haara, lub odwrotnie - zbioru zerowego Haara, ktory nie jest
pierwszej kategorii Haara.

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie w szczegdlnym przypadku przestrzeni ciggowych c¢q, ¢ lub
l, (gdzie p > 1), udowodnitam najpierw, ze:

e produkt kartezjanski zbioréw pierwszej kategorii Haara w polskich grupach abelowych
X 1Y jest zbiorem pierwszej kategorii Haara w X x Y;

e produkt kartezjanski borelowskiego zbioru zawierajacego pewne przesuniecie kazdego zbio-
ru zwartego w polskiej grupie abelowej X oraz borelowskiego zbioru niebedacego pierwszej

kategorii Haara w polskiej grupie abelowej Y nie jest zbiorem pierwszej kategorii Haara
wX xY.

Nastepnie wykorzystatam powyzsze rezultaty, aby w przestrzeniach ¢o, ¢ lub I, (p > 1) skon-
struowaé przyktady:

e zbioru zerowego Haara niebedacego zbiorem pierwszej kategorii Haara, ktory jest jedno-
czesnie pierwszej kategorii Baire;



e zbioru pierwszej kategorii Haara, ktory nie jest zbiorem zerowym Haara,

co nawiazywalo do probleméw sformutowanych przez Darji’ego (zob. [26, Problems 4,5]).

Praca [J6] poswiecona jest rezultatom analogicznym do wynikéw otrzymanych przez Z. Gaj-
de w [37]. Aby wykazaé, ze mierzalno$é¢ w sensie Christensena® funkcji n-wypuktych lub funkcji
wielomianowych n-tego rzedu® implikuje ich ciggloéé, udowodnit on pewne twierdzenie typu
Steinhausa. Doktadniej, wykazal, ze w polskiej grupie abelowej X zbior

(2) {reX: [ (A+ks)¢gHNx}

ke{-n,...,n}

jest otwarty (niekoniecznie niepusty) dla kazdego n € N oraz kazdego zbioru uniwersalnie mie-
rzalnego A C X. Jedli ponadto A & HN x, to zbidr (2) jest otoczeniem zera w X ; w konsekwencji

(3) Oeint{xEX:]ﬁlKA—j)ﬂ<A+j>] %@}.

Gléwnym wynikiem pracy [J6] jest rezultat typu Pettisa-Piccard analogiczny do powyzszego
twierdzenia.

Twierdzenie 10. W polskiej grupie abelowej X zbior
F.(A)={ze X: N (A+kz) & HMx}

ke{—n,...,n}

jest otwarty (niekoniecznie niepusty) dla kazdego n € N oraz kazdego zbioru borelowskiego A C
X. Jedli ponadto A & HMx, to zbior F,(A) jest otoczeniem zera w X oraz warunek (3) jest
spetniony.

J.P.R. Christensen i P. Fischer w [23] udowodnili twierdzenie typu Christensena wykazujac,
ze w przypadku polskiej grupy abelowej X, zbior

{(1‘1,...,1']\]) e XV AN (].V](A—FZL‘Z) Q/HNX}

jest otoczeniem zera w X ¥ dla kazdego N € N oraz zbioru uniwersalnie mierzalnego A ¢ HN x.
W pracy [J5] przeprowadzitam dowdd twierdzenia analogicznego.

Twierdzenie 11. Dla kazdego N € N oraz zbioru borelowskiego A & HMx zbior
N
{(1‘1, ...,iL‘N) € XN AN ﬂ(A + ZL’Z) € HM)(}
i=1

jest otoczeniem zera w XN,

3) Szczegblowy opis mierzalnosci w sensie Christensena znajduje sie na str. 8 niniejszego autoreferatu.

4) Funkcje f : D — Y odwzorowujaca niepusty, wypukly, otwarty podzbiér D rzeczywistej polskiej przestrzeni
liniowej w czeSciowo uporzadkowang przestrzen unormowana Y nazywamy n-wypukla (z ustalonym n € N)
wzgledem wlasciwego stozka S, jesli

n+1

R Y (S FERF R

=0

dla wszystkich « € D oraz h € S spelniajacych warunek = 4+ ih € D dlai € {0,1,...,n+ 1}. Jesli Y jest
przestrzenia liniowo-topologiczna (niekoniecznie unormowana i uporzadkowana), zas AZH f(zy=0dlax e D
i h € X spelniajacych warunek z+ih € D dlai € {0,1,...,n+1}, to f nazywamy funkcja wielomianowa n-tego
rzedu.



Ponadto sformutowatam twierdzenie analogiczne do rezultatu P. Dodosa z pracy [28]. Doktad-
niej, P. Dodos udowodnil, ze jesli G jest o-zwarta podgrupa polskiej grupy abelowej X, ktéra
nie jest lokalnie zwarta, to istnieje taki G-niezmienniczy zbior F typu F, w X, ze ani zbior F,
ani zbiér X \ F nie jest zbiorem zerowym Haara. Twierdzenie z pracy [J5] glosi, ze przy tych
samych zatozeniach o G i X istnieje taki G-niezmienniczy zbiér F' typu F, w X, ze zaden ze
zbioréw F' 1 X \ F nie jest zbiorem pierwszej kategorii Haara.

Omawiajac wlasnosci zbioréw zerowych Haara nie mozna nie wspomnieé o pracach [59], [60],
w ktorych E. Matouskova i C. Stegall udowodnili, ze:

e kazda nierefleksywna osrodkowa przestrzen Banacha ® zawiera pewien domkniety wypukly
podzbiér o pustym wnetrzu, ktory zawiera pewne przesuniecie kazdego zbioru zwartego,
a w konsekwencji nie jest zerowy Haara;

e w kazdej superrefleksywnej osrodkowej przestrzeni Banacha® sytuacja jest odmienna,
a mianowicie wszystkie domkniete wypukte zbiory nigdziegeste sa zbiorami zerowymi Ha-
ara.

Do tej pory nie wiadomo, co si¢ dzieje z domknietymi zbiorami wypuktymi o pustym wnetrzu
w refleksywnych osrodkowych przestrzeniach Banacha.

Poniewaz zbior zawierajacy pewne przesuniecie kazdego zbioru zwartego nie jest pierwszej
kategorii Haara, zas T. Banakh [4] udowodnil, ze kazdy domkniety zbiér zerowy Haara jest
zbiorem pierwszej kategorii Haara, wiec z rezultatu E. Matouskova’ej i C. Stegalla otrzymuje
natychmiast fakt do niego analogiczny, a wiec:

e kazda nierefleksywna osrodkowa przestrzen Banacha zawiera domkniety wypukty podzbior
o pustym wnetrzu, ktory nie jest pierwszej kategorii Haara;

e w kazdej superrefleksywnej osrodkowej przestrzeni Banacha wszystkie domkniete wypukte
zbiory nigdziegeste sg pierwszej kategorii Haara.

MIERZALNOSC W SENSIE CHRISTENSENA A D-MIERZALNOSC
I ICH ZASTOSOWANIE W ROWNANIACH FUNKCYJNYCH
(PRACE [J1], [J2], [J4])

W 1980 roku P. Fischer i Z. Stodkowski [35] wprowadzili pojecie mierzalnosci w sensie Chri-
stensena.

Definicja 3. Niech X bedzie polska grupa abelowa. Zbior A C X nazywany jest zbiorem
mierzalnym w sensie Christensena, jesli jest suma mnogosciowa pewnego zbioru uniwersalnie
mierzalnego w X oraz zbioru zerowego Haara w X.

Ponadto P. Fischer i Z. Stodkowski wykazali, ze rodzina zbioréw mierzalnych w sensie Chri-
stensena w polskiej grupie abelowej jest o-ciatem. Dzieki temu w naturalny sposéb wprowadzili
pojecie funkcji mierzalnej w sensie Christensena.

* p. co, ¢, 11, 1%, L1([0,1]), L=([0,1]), C([a, b))
6) np. 17, L?([0,1]) dla p € (1,0)



Definicja 4. Niech X bedzie polska grupa abelowa, zas Y przestrzenia topologiczng. Funkcja
f: X — Y nazywamy funkcjqg mierzalng w sensie Christensena, jesli f~1(U) jest zbiorem
mierzalnym w sensie Christensena dla kazdego zbioru otwartego U C Y.

Autorzy wykazali tez, ze jesli X jest rzeczywistg polska przestrzenig liniowg, zas f : X — R jest
mierzalng w sensie Christensena funkcja addytywna lub mierzalng w sensie Christensena funkcja
wypukla w sensie Jensena ”, to f jest ciagta. Rezultaty te stanowily inspiracje dla wielu autoréw
prac z teorii réwnan i nieréwnosci funkcyjnych, w ktérych analizowano rozwigzania pewnych
probleméw w klasie funkeji mierzalnych w sensie Christensena. Badania te zainicjowali miedzy
innymi: Z. Gajda [37]-[38], J.P.R. Christensen - P. Fischer [23], R. Ger [39]-[40], K. Nikodem
[70, str. 39], Z. Kominek [53], K. Baron - PL. Kannappan [6]-[7], J. Brzdek [15].

W publikacji [J3] w analogiczny sposob zdefiniowatam zbiory D-mierzalne.

Definicja 5. Niech X bedzie polska grupa abelowa. Zbiér A C X nazywamy D-mierzalnym,
jesli jest sumg mnogosciowg pewnego zbioru borelowskiego w X oraz zbioru pierwszej kategorii
Haara w X.

Nastepnie wykazatam, ze rodzina zbiorow D-mierzalnych jest o-ciatem. Zatem D-mierzalnosé
jest pojeciem analogicznym do mierzalno$ci w sensie Christensena w polskich grupach abelo-
wych, ktére niekoniecznie sa lokalnie zwarte.

Oczywiscie Twierdzenia 9, 10, 11 (typu Piccard) pozostana prawdziwe, jesli o-ciato zbiorow
borelowskich zastgpimy o-ciatem zbioréw D-mierzalnych.

Przed omoéwieniem dalszych wynikéow przypomne, ze twierdzenia typu Steinhausa-Pettisa-
Piccard znalazty istotne zastosowania w teorii rownan i nieréwnosci funkcyjnych. Wykorzystujac
Twierdzenia 2 oraz 4 mozna udowodni¢ takie klasyczne rezultaty jak te, ze funkcja addytywna,
czy funkcja wypukta w sensie Jensena, ktéra jest ograniczona z géry na zbiorze drugiej kate-
gorii o wlasnosdci Baire’a lub miary dodatniej Lebesgue’a, jest ciagta (zob. M.R. Mehdi [63],
A. Ostrowski [75], jak rowniez R. Ger - M. Kuczma [41], M. Kuczma [54, str. 210]). Powszech-
nie wiadomo tez, ze aby pokazaé ciggtoé¢ funkeji addytywnych lub funkcji wypuklych w sensie
Jensena, ograniczonych albo na zbiorze drugiej kategorii o wtasnosci Baire’a, albo dodatniej
miary Lebesgue’a, wystarczy skorzysta¢ z Twierdzen 11 3.

Poniewaz Twierdzenia 2 oraz 4 nie sa prawdzie w przypadku uniwersalnie mierzalnych zbio-
row niezerowych Haara czy zbiorow borelowskich, ktore nie sg pierwszej kategorii Haara, wiec
naturalnym wydaje si¢ by¢ pytanie: czy funkcja wypukta w sensie Jensena, bgdZ funkcja addy-
tywna, ograniczona z gory na mierzalnym w sensie Christensena zbiorze niezerowym Haara (lub
na zbiorze D-mierzalnym, ktory nie jest pierwszej kategorii Haara) musi byé ciggla? Problem
ten dla mierzalnego w sensie Christensena zbioru niezerowego Haara sformutowali K. Baron
i R. Ger podczas , The 21st International Symposium on Functional Equations” (1983, Konol-
fingen, Switzerland) (zob. [5]).

W nawiazaniu do powyzszego problemu, w pracy [J1] udowodnitam, ze jesli X jest rzeczy-
wista polska przestrzenia liniowa, to funkcja f : X — R wypukla w sensie Jensena, ktora jest
ograniczona z gory na pewnym mierzalnym w sensie Christensena zbiorze niezerowym Haara,
musi by¢ wypukta, a wiec spetnia¢ warunek:

(4) [tz + (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)

7)

x x)+
=) < K

tzn. spelniajaca nieréwnosé f ( dla wszystkich x,y z dziedziny funkcji f



dla wszystkich x,y € X it € [0,1]. Wnioskiem plynacym z tego twierdzenia jest fakt, ze funk-
cja addytywna f : X — R ograniczona z gory na mierzalnym w sensie Christensena zbiorze
niezerowym Haara jest funkcja liniowa. W dowodach tych wynikéw pomocny okazal si¢ lemat
J. Brzdeka z pracy [18]. I chociaz w pracy [J1] problem K. Barona i R. Gera nie zostal roz-
wigzany, to metoda dowodowa zostala pdzniej zmodyfikowana przez A. Olbrysia [71] w taki
sposob, ze otrzymal on wynik jeszcze bardziej zblizajacy nas do rozwigzania problemu. Doktad-
niej, uogdlniajac wykorzystany w pracy [J1] lemat J. Brzdeka udowodnit on, ze jesli D jest
niepustym wypuktym i otwartym podzbiorem rzeczywistej polskiej przestrzeni liniowej, to kaz-
da wypukla w sensie Jensena funkcja f : D — R, dla ktorej zbiér f~1((—oo, M)) jest niezerowy
Haara mierzalny w sensie Christensena z pewnym M € R, jest ciagla®. Wykazat tez, ze pray
tych samych zatozeniach o zbiorze D kazda funkcja f : D — R t-wypukla w sensie Wrighta,
tzn. spetniajaca (4) dla wszystkich z,y € D z ustalonym ¢ € (0, 1), ktéra jest ograniczona na
mierzalnym w sensie Christensena zbiorze niezerowym Haara, musi by¢ ciagta.

W pracy [J4] otrzymatam rezultaty analogiczne do wyzej wspomnianych wynikéw A. Olbry-
sia dla zbioréw D-mierzalnych niebedacych pierwszej kategorii Haara. Mianowicie udowodnitam,
ze dla niepustego wypuktego otwartego podzbioru D rzeczywistej polskiej przestrzeni liniowej,
jesli f : D — R jest taka funkcja wypuklag w sensie Jensena, ze dla pewnego M € R zbior
f~Y(—o00, M)) jest D-mierzalny, a jednoczeénie nie jest pierwszej kategorii Haara, to f jest
ciagta. Ponadto wykazatam, ze kazda t-wypukta w sensie Wrighta funkcja f : D — R ograni-
czona na zbiorze D-mierzalnym, ktéry nie jest pierwszej kategorii Haara, jest ciggta. Aby jednak
uzyska¢ wspomniane wyniki, udowodnitam najpierw lemat analogiczny do lematu Olbrysia.

Lemat 1. Niech X bedzie rzeczywistq polskq przestrzeniq liniowqg, A C X bedzie zbiorem bo-
relowskim, ktory nie jest pierwszej kategorii Haara, zas x € X \ {0}. Wtedy istnieje taki zbior
borelowski B C A, ze k;*(B + 2) jest zbiorem drugiej kategorii o wlasnosci Baire’a w R dla
kazdego z € X, gdzie k, : R — X jest funkcjq okreslong wzorem k,(«) := ax dla o € R.

Oczywiscie, zastepujac Lemat 1 w pracy [J1] przez powyzszy lemat, mozna otrzymaé nastepu-
jacy rezultat, analogiczny do wyniku z pracy [J1].

Twierdzenie 12. Jesli X jest rzeczywistq polskq przestrzenig liniowg, to:

e kazda wypukla w sensie Jensena funkcja f : X — R ograniczona z gory na zbiorze D-
maerzalnym, ktory nie jest pierwszej kategorii Haara, jest wypukia;
e kazda funkcja addytywna f : X — R ograniczona z gory na zbiorze D-mierzalnym, ktory

nie jest pierwszej kategorii Haara, jest liniowa.

Twierdzenia Steinhausa i Piccard (Twierdzenia 2 oraz 4) okazaly sie réwniez bardzo uzy-
teczne w charakteryzacji rozwigzan réwnan funkcyjnych typu Gotaba-Schinzla.

Roéwnanie Gotagba-Schinzla

() [+ f(e)y) = f(2)f(y)

po raz pierwszy rozwazane byto w 1959 roku w zwiazku z zagadnieniem wyznaczania podgrup
grupy przeksztatcen centroafinicznych ptaszcezyzny (zob. [42]). W pdzZniejszym czasie okazalo sie,

8) A. Olbrys sformutowal to twierdzenie nieco inaczej, jako rozwiazanie problemu K. Barona i R. Gera, jednak
z mojej analizy dowodu wynika, ze twierdzenie Olbrysia nie jest prawdziwe. Nie umniejsza to jednak wartosci
calej pracy [71] po$wiecone]j przede wszystkim funkcjom t-wypuklym w sensie Wrighta.



ze rOwnanie to ma rowniez zastosowanie przy badaniu podpotgrup grupy przeksztalcen afinicz-
nych prostej lub ptaszczyzny, w wyznaczaniu podgrup grupy L3, w klasyfikacji quasi—algebr oraz
, prawie” —pierscieni, w charakteryzacji dziatan tacznych, czy w rozwigzywaniu réwnan réznicz-
kowych pojawiajacych sie w meteorologii i mechanice ptynéw (wiecej informacji na ten temat
zawiera praca przegladowa J. Brzdeka [17]). W ostatnim czasie N.H. Bingham i A. Ostaszew-
ski [10], [73] wykazali, ze rownanie Golaba-Schinzla jest écisle zwiazane z wykorzystywanymi
w probabilistyce funkcjami o regularnej zmiennosci Beurlinga.

Wyznaczanie rozwigzan rownania Golagba-Schinzla jest mozliwe przy pewnych dodatkowych
zatozeniach regularnosciowych o niewiadomej funkcji f. Jedynym zalozeniem trywializujagcym
szukanie rzeczywistych rozwiazan réwnania (5) jest réznowartosciowosé funkeji f; wszystkie
inne zatozenia regularnosciowe znacznie komplikujg poszukiwanie rozwigzan tego rownania. Po-
czatkowo scharakteryzowano rozwiazania rownania (5) przy zalozeniu ciaglosci czy mierzalnosci
w sensie Lebesgue’a (zob. [42], [81]). W p6Zniejszym czasie J. Brzdek badal nastepujace rownanie
typu Gotaba-Schinzla

(6) fla+ f(2)*y) = f(2)f(y)

z pewnym k € N, przy zalozeniu ciggtosci, mierzalnosci w sensie Christensena lub Baire’a,
wtlasnosci Darboux, ograniczonosci na zbiorze drugiej kategorii o wtasnosci Baire’a, czy innych
zalozeniach regularno$ciowych (obszerna bibliografia na ten temat znajduje si¢ we wspomnianej
juz pracy przegladowej J. Brzdeka [17]). Poszukiwanie mozliwie stabych zalozen gwarantujacych
ciggtos¢ rozwigzan pewnych rownan funkcyjnych nawiazuje do drugiej czesci piatego problemu
Hilberta (zob. [1], [43]).

W pracy [J2], w odpowiedzi na problem J. Brzdeka z pracy [17], scharakteryzowalam
rozwigzania rownania typu Gotaba-Schinzla

(7) [+ M(f(2))y) = f(2)f(y)

w klasie takich niewiadomych funkcji f: X - Ri M : R — R, gdzie X jest rzeczywista polska
przestrzenig liniowsa, ze f jest ograniczona na pewnym mierzalnym w sensie Christensena zbiorze
niezerowym Haara D C X, dla ktérego 0 ¢ f(D). Pokazatam, ze takie funkcje f i M spetiaja
réwnanie (7) wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nastepujacych warunkéw jest spetniony:

(i) f=1
(ii) M|,00) =11 f =exph dla pewnego nietrywialnego funkcjonatu liniowego h : X — R;

(iii) istnieje taki nietrywialny funkcjonal liniowy h : X — R oraz takie ¢ € R\ {0}, ze f, M
majg postac:

0, x e X, h(x) =—1,

(2) = { [h(x) +1]° sgn (h(z) +1), 2 € X, h(z) # —1;
M(y) = |y|% seny, yeR

lub
(@) + 1) e X, hx)> L
UC reX, h(z) < —1,

1

M(y) =y<, ye€[0,00).
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Trudnos$¢ w scharakteryzowaniu rozwigzan polegata na tym, ze analogiczny wynik dla zbioru
drugiej kategorii o wlasnosci Baire’a i réwnania (6) zostal uzyskany przez J. Brzdeka [18] dzigki
zastosowaniu Twierdzenia 4, ktore nie jest prawdziwe dla mierzalnych w sensie Christensena
zbior6w niezerowych Haara (o czym wspominatam juz wczesniej). Ponadto rozszerzenie (7)
rownania Gotaba-Schinzla jest znacznie trudniejsze w rozwazaniach w zwiazku z wystepujacymi
w nim dwiema funkcjami niewiadomymi.

Latwo zauwazy¢, ze jesli w metodzie dowodowej z pracy [J2] w miejscu Lematow 6, 7, 8
skorzystamy odpowiednio z Twierdzenia 9, Lematu 1 oraz Twierdzenia 12, to otrzymamy na-
stepujacy rezultat, analogiczny do tego z pracy [J2].

Twierdzenie 13. Niech X bedzie rzeczywistq polskq przestrzeniq liniowq, f : X — R, M :
R — R oraz niech f bedzie ograniczona na takim zbiorze D-mierzalnym niebedgcym pierwszej
kategorii Haara D C X, ze 0 &€ f(D). Wowczas funkcje f, M spelniajg réwnanie (7) wtedy
i tylko wtedy, gdy jeden z powyzszych warunkéw (1)-(iii) jest spetniony.

DALSZE BADANIA INNYCH AUTOROW

Poszukiwanie analogii pomiedzy zbiorami zerowymi Haara a zbiorami pierwszej kategorii
Haara w polskich grupach abelowych, zapoczatkowane w 2013 roku przez U.B. Darji’ego i kon-
tynuowane w pracach [J3]-[J6], okazalo sie bardzo interesujace réowniez dla innych matema-
tykéw. M. Dolezal - M. Rmoutil - B. Vejnar - V. Vlasdk [30] udowodnili miedzy innymi, ze
kazda przestrzen Banacha, jak rowniez przestrzen R¥, mozna przedstawi¢ w postaci roztacznej
sumy zbioru pierwszej kategorii Haara i zbioru zerowego Haara, co jest uogélnieniem dobrze
znanego twierdzenia o rozkltadzie prostej na dwa zbiory , mate”: zbior miary Lebesgue’a zero
i zbiér pierwszej kategorii Baire’a (zob. [76, str. 4]). W tej samej pracy autorzy wykazali, ze
istnieje taki zbior niezerowy Haara C' C Z* x Z“, niebedacy zbiorem pierwszej kategorii Haara,
ze wszystkie ciecia tego zbioru Ct] := {s € Z* : (s,t) € C} dla t € Z“ sa zbiorami pierwszej
kategorii Haara i zerowymi Haara w Z*. Oznacza to, ze dobrze znane twierdzenie Fubiniego oraz
jego topologiczny odpowiednik - twierdzenie Kuratowskiego-Ulama (zob. [76, str. 52-57]), nie
moga by¢ przeniesione na przypadek grup, ktore nie sa lokalnie zwarte. Ponadto takie dobrze
znane fakty jak te, ze kazdy zbiér pierwszej kategorii Baire’a jest zawarty w pewnym zbiorze
F, pierwszej kategorii Baire’a oraz kazdy zbiér miary Lebesgue’a zero jest zawarty w pewnym
zbiorze (G5 miary Lebesgue zero, nie moga by¢ przeniesione na przypadek grup, ktére nie sg
lokalnie zwarte. Dokladniej, M. Elekes - Z. Vindyénszky [33] udowodnili, ze w kazdej polskiej
grupie abelowej, ktéra nie jest lokalnie zwarta, istnieje zbior zerowy Haara, ktéry nie jest zawarty
w zadnym zbiorze zerowym Haara typu Gy, natomiast M. Dolezal - V. Vlasak [31] wykazali, ze
w takiej grupie istnieje zbior pierwszej kategorii Haara, ktory nie zawiera sie w zadnym zbiorze
pierwszej kategorii Haara typu Fj,.

Kontynuujac swoje badania zauwazytam tez, ze w definicji Darji’ego mozna zredukowad
jeden parametr poswiadczajacy, a mianowicie przestrzen metryczna zwarta.

Proposition 1. Zbior borelowski B C G jest pierwszej kategorii Haara wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka funkcja ciggla f : 2¥ — G, Ze f~Y(B + g) jest pierwszej kategorii Baire’a w 2¥ dla
kazdego g € G.

Dowdd. Zatézmy, ze istnieje przestrzen metryczna zwarta M i ciagla funkcja h : M — G, dla
ktorych zbiér h=(B + g) jest pierwszej kategorii Baire’a w M dla dowolnego g € G. Z [26,
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Lemat 2.10] wynika, ze istnieje taka ciagta funkcja f odwzorowujaca zbiér Cantora C' na zbiér
M, ze f~YT) jest pierwszej kategorii Baire’a w C' dla kazdego zbioru pierwszej kategorii Baire’a
T C M. Stad funkcja ho f : C — G jest ciagta i zbior (ho f)™1(B + g) jest pierwszej kategorii
Baire’a w C dla kazdego g € G. Poniewaz 2“ jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora C,
otrzymujemy teze¢. Implikacja przeciwna jest oczywista. 0

Rezultat ten pozwolil mi na naturalng modyfikacje definicji T. Banakha [4] zbioréw rezy-
dualnie pierwszej kategorii Haara (ang. generically Haar meager set), ktéra jest analogiczna
do wprowadzonej przez P. Dodosa [27]-[29] definicji zbioréw rezydualnie zerowych Haara (ang.
generically Haar null set). Nastepnie, wspélnie z T. Banakhem wykazaliémy réwnowaznosé obu
definicji zbioréw rezydualnie pierwszej kategorii Haara (mojej i T. Banakha) oraz udowodnili$my
pewne witasnosci zbioréw rezydualnie pierwszej kategorii Haara, ktore sg analogiczne do otrzy-
manych przez P. Dodosa wtasnosci zbioréw rezydualnie zerowych Haara. Wszystkie wspomniane
rezultaty zostang zawarte w publikacji przygotowywanej wspoélnie z T. Banakhem.

5. Pozostate osiagniecia naukowo-badawcze.
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equation, Aequationes Math. 74 (2007), 318-320.
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from some large sets, Publ. Math. Debrecen 89/3 (2016), 263-275.

[J29] J. Brzdek, E. Jabtoniska, On extensions of the generalised Jensen functions on semigroups,
Bull. Aust. Math. Soc. doi:10.1017/50004972716001337 (w druku).

Przejde teraz do omowienia najwazniejszych wynikéw opublikowanych w wyzej wymienio-
nych pracach.

PRACE OPUBLIKOWANE PRZED DOKTORATEM

Prace [J7]-[J9] zostaly opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora.

W pracy [J8] podatam pelny opis rozwigzan réwnania funkcyjnego

(8) flz+ f(@)fy) = f(x)f(y)

z ustalonym k£ € N, w klasie funkcji f : R® — R ograniczonych na takim zbiorze miary dodatnie;j
Lebesgue’a D C R™, ze 0 & f(D).
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Natomiast prace [J7], [J9] dotycza rozwiazan réwnania funkcyjnego

(9) fle+M(f(x)y) = f(z)f(y)

przy zalozeniu, ze X jest rzeczywisty przestrzenig liniowa, f : X - R, M : R - R, Mo f #
M (1) oraz zbiér {x € X : f(z) # 0} zawiera punkt algebraicznie wewnetrzny ?. Doktadniej, po-
datam warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby takie funkcje f, M speliaty réwnanie (9).

Pozostate prace (opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora) mozna podzieli¢ na trzy grupy.
Pierwsza, najliczniejsza z nich, tworza prace dotyczace rozwigzan réwnan i nieréwnosci typu
Gotlaba-Schinzla, drugg - prace na temat stabilnosci wybranych réwnan funkcyjnych, zas trzecig
- prace na temat rozszerzalnosci rozwigzan warunkowych rownan funkcyjnych.

ROZWIAZANIA ROWNANIA TYPU GOLABA-SCHINZLA
F(x+F(x)y)=F (x)F (y)

Prace [J11], [J14] dotycza w dalszym ciagu rozwiazan réownania (8) (z pewnym k € N),
ktore, jak juz wezesniej wspominatam, intensywnie byto badane przez J. Brzdeka.

W pracy [J11] rozwiazatam problem sformutowany przez J. Brzdeka w [17], jednak tylko w
przypadku rzeczywistej przestrzeni liniowej X (problem ten w przypadku zespolonym pozostat
nierozwiazany do dzi§). Dokladniej, udowodnitam, ze jesli X jest rzeczywista polska przestrzenia
liniowa, za$ funkcja f : X — R jest ograniczona na takim mierzalnym w sensie Christensena
zbiorze niezerowym Haara D C X, ze 0 € f(D) i f spelnia réwnanie (8), to istnieje ciagly
funkcjonat liniowy g : X — R, dla ktérego:

e w przypadku k nieparzystego f jest funkcja okreslong jednym ze wzorow:

(10) f(x)=+/g(x)+1, =ze€R"
lub
(11) f(z) = (c/max{O,g(x) +1}, xeRY

e w przypadku parzystego k funkcja f ma postaé (11).

Rezultat ten jest szczegblnym przypadkiem oméwionego wezesniej wyniku z pracy [J2].

Z kolei w pracy [J14] uogélnitam twierdzenia z pracy [18], w ktérej J. Brzdek rozwazal
rozwiazania f : X — K réownania (8) mierzalne w sensie Baire’a lub ograniczone na zbiorze
drugiej kategorii o wtasnosci Baire’a przy zalozeniu, ze X jest polska przestrzenig liniowa nad
cialem K € {R, C}. Aby wykazal, ze zatozenia zupetnosci i metryzowalnosci przestrzeni X nie sa
potrzebne, w pracy [J14] udowodnitam, ze uzyte przez J. Brzdeka twierdzenie o odwzorowaniu
otwartym mozna omina¢, wykazujac nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 14. Niech X bedzie przestrzeniq liniowo-topologiczng nad K € {R,C}, zas V C
K. Jesli g : X — K jest nietrywialnym ciggltym funkcjonatem liniowym i g=*(V) zawiera pe-
wien podzbior drugiej kategorii o wlasnosci Baire’a, to zbior V' rowniez zawiera pewien podzbior
drugiej kategorii o wlasnosci Baire’a.

9 Punkt € B jest punktem algebraicznie wewnetrznym zbioru B C X, gdy dla kazdego y € X istnieje takie

¢>0,zex+ay € Bdlaaé€ (—c¢c).
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W dowodzie tego twierdzenia uzytecznym narzedziem okazaly sie przede wszystkim ciggi i pod-
ciagi uogolnione.

ROZWIAZANIA ROWNANIA TYPU GOLABA-SCHINZLA
F(x+M(F(x))y)=F(x)F(y)

Przejde teraz do oméwienia prac [J10], [J12], [J13], [J15], [J16], poswigeconych rozwia-
zaniom réwnania (9) przy réznych zalozeniach regularno$ciowych o niewiadomych funkcjach
f i M. Wiekszosé¢ z otrzymanych w tych pracach wynikow rozszerza rezultaty J. Brzdeka dla
réwnania (8), jednak ztozono$¢ dowodéw tych twierdzen jest znacznie wieksza ze wzgledu na
wystepujace w rownaniu (9) dwie funkcje niewiadome.

W pracy [J10] udowodnitam, ze jesli X jest nietrywialng przestrzenia liniowa nad ciatem
K e {R,C}, f: X — K jest réznowartosciowa, M : K — K, zas§ M o f nie jest funkcja stala,
to f, M spelniaja rownanie (9) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie xq € K, ze X = Kuzy,
M| f(x) jest réznowartosciowa i multiplikatywna oraz

M(f(axg)) =a+1, ack

Z kolei w pracy [J12] wykazalam, ze w przypadku rzeczywistej przestrzeni liniowo-topolo-
gicznej X oraz funkcji f : X — R, M : R — R majacych wtasnoé¢ Darboux, funkcje f, M
sa rozwiazaniami réwnania (9) wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z nastepujacych
warunkow:

(i) f=01ub f=1;
(ii) Ml =11 f =exph dla pewnej addytywnej i surjektywnej funkcji b : X — R;
(iii) istnieje taki nietrywialny ciagty funkcjonal liniowy h : X — R oraz takie ¢ > 0, ze

flz) = |h(x) + 1]¢ sgn (h(z)+1), =€ X;

(12)

M(y) = ly|* sgny, yER
lub
(13) f(2) = (max{0, h(z) + 1})¢, = € X;

M(y) = y", y € [0, 00).

W konsekwencji mozna zauwazy¢, ze w przypadku, gdy funkcja M o f nie jest stata, odwzoro-
wania f, M majace wtasnos¢ Darboux i speliajace réwnanie (9) musza by¢ ciagte.

W pierwszej czesci pracy [J13] uzupetitam wyniki z pracy [J9] o przypadek zespolny. Tym
samym podalam pelny opis rozwiazan réownania (9) w przypadku przestrzeni liniowej X nad
ciatem K € {R, C} przy zalozeniach, ze f : X — K, M : K — K oraz zbiér {z € X : f(z) # 0}
ma punkt algebraicznie wewnetrzny. Okazato sie, ze funkcje f, M sa rozwigzaniami réwnania
(9) wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nastepujacych warunkéw jest spetniony:

(i) f =1 z dowolng funkcja M;

(ii) nietrywialna funkcja wyktadnicza f : X — K\ {0}'? z funkcja M spehiajaca warunek
Mo f=1;

10) tzn. funkcja f # 1 spelniajaca réwnanie f(x +y) = f(z)f(y) dla z,y € X
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(iii) w przypadku, gdy K = R,

" M(z) = G (2), 2 € G(R)
lub
(15) f(z) = G(max{0,g(z) + 1}), =€ X,

M(z) = G(z), z € G([0,00)),

gdzie G : R — R jest pewng réznowartosciowa funkcjg multiplikatywna, zas g : X — R
jest nietrywialnym funkcjonatem R-liniowym;

(iv) w przypadku, gdy K = C, jeden z nastepujacych warunkéw jest speliony:

— dla pewnej multiplikatywnej funkcji réznowartosciowej G : C — C oraz nietrywial-
nego funkcjonatu C-liniowego g : X — C

o) f(0) = Glgla) +1), wEX,

M(y) = G~ (y), y € G(C),

— dla pewnej multiplikatywnej funkcji G : R — C oraz nietrywialnego funkcjonatu R-
liniowego g : X — R albo f, M spemhiaja (14) i G jest réznowartosciowa, albo f, M
spehiaja (15) i Gljo,e0) jest réznowartodciowa.

Nastepnie w drugiej czesci tej pracy scharakteryzowalam rozwiazania réwnania (9) zakladajac,
ze M : K — K, za$ funkcja f : X — K jest ograniczona na pewnym takim zbiorze B C X
posiadajacym punkt algebraicznie wewnetrzny, ze 0 € f(B), a dodatkowo w przypadku, gdy

K=C,
f(z1)
arg < —, 21,723 €B.
‘ f(22) 3
Otrzymalam pelny opis rozwiazan réwnania (9), ktéry nieznacznie rézni sie od tego podanego
w pierwszej czesci pracy; gtowng réznica jest fakt, ze w tym przypadku dodatkowo uzyskatam
tez ciaglosé wystepujacych w opisie funkcji G na catej dziedzinie oprocz zera.

2

Praca [J15] réwniez jest poswiecona rozwiazaniom réwnania (9). Zaktadajac, ze X jest
polska przestrzenia liniowa nad cialem K € {R,C}, M : K — K, f : X — K jest mierzalna
w sensie Christensena, M o f nie jest stata oraz {z € X : f(z) # 0} nie jest zbiorem zerowym
Haara udowodnitam, ze funkcje f i M spelniaja réwnanie (9) wtedy i tylko wtedy, gdy M| s(x)
jest réznowartosciowa i multiplikatywna oraz:

(i) w przypadku gdy M(f(X)) C R, istnieje taki nietrywialny funkcjonal R-liniowy h : X —
R, ze M o f jest zdefiniowana jednym ze wzorow:

(17) M(f(x))=h(z)+1, ze€X
lub
(18) M(f(z)) = max{0,h(z) +1}, ze€X;

(ii) w przypadku gdy M(f(X)) \ R # 0, istnieje taki nietrywialny funkcjonal C-liniowy h :
X — C, ze M o f spetnia (17).
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W konsekwencji okazalo sie, ze jesli mierzalna w sensie Christensena funkcja f : X — K
spetnia (9) wraz z borelowska funkcja M : K — K, to albo M o f jest ciagta, albo zbiér
{r € X : f(z) # 0} jest zbiorem zerowym Haara.

W pracy [J16] scharakteryzowatam rozwiazania réwnania (9) ograniczone na zbiorach , du-
zych” w abstrakcyjnym sensie. Zbior ,,duzy” rozumiem tutaj jako zbiér nalezacy do o-ciata 9t
w przestrzeni liniowo-topologicznej X nad K € {R,C}, a jednoczesnie nienalezacy do nietry-
wialnego, wlasciwego, liniowo-niezmienniczego o-ideatu Z w X, spetniajacego warunki:

(H1) int(A + B) # 0 dla wszystkich A € M\ Z i B € 2X\ T,
(H2) int[(g(A) +1) - (g(A) + 1)] # 0 dla wszystkich A€ M\Zige X*\ {0},
przy czym X* jest przestrzenig wszystkich ciaglych funkcjonatéow liniowych na X. Przyktadami
takich zbioréw ,, duzych” sg zbiory drugiej kategorii o wtasnosci Baire’a w przestrzeni liniowo
topologicznej, czy zbiory miary dodatniej Lebesgue’a w R¥. Wykazatam, ze jeéli M : K — K
jest ciagla, f : X — K jest ograniczona na takim zbiorze ,duzym” D € M\ Z, ze 0 ¢ f(D),
a ponadto, w przypadku gdy f(X)\ {0} € S := {z € C: |z| = 1}, int(S \ f(D)) # 0
(w odniesieniu do zwyktlej topologii w S), to funkcje f, M spelniaja (9) wtedy i tylko wtedy,
gdy jeden z nastepujacych warunkéw jest spetniony:

i) f=1

(iil) Mof=11f:X — K\ {0} jest funkcja wyktadnicza;

(iii) istnieje taki nietrywialny ciagly funkcjonat liniowy h : X — R oraz takie ¢ > 0, ze f, M
maja jedna z postaci (12), (13),

(iv) istnieje taki nietrywialny ciagty funkcjonal C-liniowy g : X — C oraz taka ciaggta multi-
plikatywna bijekcja H : C — C, ze

f(z)=H '(g(x)+1) dla z € X,
M(y) = H(y) dla y € C.

W konsekwencji okazato sie, ze jesli funkcje f: X — K i M : K — K spehiaja (9), przy czym
f jest M-mierzalna 'V, za§ M jest ciggla na K, to M o f jest ciggta lub {z € X : f(z) # 0} € Z.

Praca [J20] jest praca przegladowa, zamykajaca cykl prac na temat réwnania (9).

ROZWIAZANIA SPEXIDERYZOWANEGO ROWNANIA GOLABA-SCHINZLA
F(x+G(x)y)=H(x)K(y)

W pracach [J18], [J19] wprowadzitam po raz pierwszy spexideryzowane réwnanie Gotaba-
Schinzla

(19) flz+g(z)y) = h(z)k(y)

11)

tzn. mierzalna wzgledem o-ciala 90t
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z czterema funkcjami niewiadomymi f, g, h,k : X — R, gdzie X jest przestrzenia liniows nad
cialem K. Najwazniejszym rezultatem z pracy [J19], ktory powstal w efekcie skorygowania
i wzmocnienia rezultatéw z [J18], jest twierdzenie, w wyniku ktérego poszukiwania rozwiazan
réwnania (19) z czterema niewiadomymi funkcjami mozna zredukowaé¢ do wyznaczania rozwia-
zan roOwnania

(20) flx+g(x)y) = f(x)f(y)

(z jedynie dwiema funkcjami niewiadomymi). Tym samym otrzymatam pelny opis rozwiazan
réwnania (19) za pomoca rozwiazan rownania (20) (bez zadnych dodatkowych zalozen regular-
nosciowych o funkcjach f, g, h, k). Okazalo sie, ze funkcje f, g, h, k : X — K spelniaja réwnanie
(19) wtedy i tylko wtedy, gdy maja jedna z nastepujacych postaci:

f = 07 f = 07
(i) « h=0, k=0,
g, k — dowolne, g, h — dowolne;
[ ="0h,
.. =0, . .
(ii) ‘}ql ~ dowolna. miestata dla pewnej statej b € K\ {0};
k=0,
[ = ab,
(iii) z;(iowolna, dla pewnych staltych a,b € K\ {0};
k=0,

(iv) dla pewnych statych a,b,¢ € K\ {0} oraz takich funkcji F,G : X — K spelniajacych
réwnanie (20), ze F'# 11 F(0) = G(0) = 1,

| = abF,
g =G,
h = aF,

k(x) = bF(cx), =€ X,

(v) dla pewnego zo € X \ {0}, staltych a,b € K\ {0} oraz takich funkcji F,G : X — K
spetniajacych réwnanie (20), ze F(0) = G(0) = 1 oraz F(—x¢) = G(—x¢) = 0,

f(x) = abF(x — xp), reX,
g9(x) = g(zo)G(x — xp), =€ X,
h(z) = aF(x — x9), z € X,
k(x) = bF (g(xo)x), z e X.

Powyzszy rezultat uzasadnia poszukiwanie rozwigzan rownania typu Gotaba-Schinzla posta-
ci (20).

12) Stowo ,, pexideryzacja” pochodzi od nazwiska J.V. Pexidera, ktéry po raz pierwszy rozwazal uogdlnione
réwnania Cauchy’ego postaci f(z +y) = g(z) - h(y) z trzema funkcjami niewiadomymi odwzorowujacymi grupe
(G1,+) w grupe (Ga,-) (zob. M. Kuczma [54, str. 316-323]).

18



ROZWIAZANIA ROWNANIA TYPU GOLABA-SCHINZLA
F(x+G(x)y)=F(x)F(y)

J. Chudziak [24] scharakteryzowal rozwiazania réwnania (20) przy zatozeniu ciaglosci funkcji
wewnetrznej g. Prace [J17], [J21]-[J23] réwniez dotycza rozwiazan tego rownania, jednak przy
innych zatozeniach regularnosciowych natury analitycznej. Warto tez wspomnie¢, ze rozwazania
réwnania (20) wymagaja zupelnie innych metod dowodowych w stosunku do réwnania (9).

W pracy [J21] scharakteryzowatam rzeczywiste rozwiazania réwnania (20) przy zalozeniu
ciaglosci funkeji zewnetrznej f. Okazalo sie, ze funkcje f,g : R — R spelniaja réwnanie (20)
wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nastepujacych warunkoéw jest spetniony:

(i) f=11lub f=0;
(ii) f(z) =exp(cz) dla z € R z pewnym ¢ € R\ {0} oraz g = 1;

(iii) f i g maja jedna z postaci:

g(x) = cx + 1, r € R,
{f(x):|cx+1\7’, z € R,

g(x) = cx + 1, z € R,
{f(a:):|cx+1|r sgn(cx+1), z€R,
g(x) = max{0, cx + 1}, r € R,
{f(x) = (max{0,cx +1})", =z €R,

z pewnymi ¢ € R\ {0} i > 0.

Konfrontujac to twierdzenie z rezultatem J. Chudziaka z pracy [24] mozna zauwazy¢, ze zalozenie
ciagtosci funkcji zewnetrznej f jest silniejsze niz zatozenie ciggtosci funkeji wewnetrznej g, gdyz
przy zatozeniu ciggloéci funkcji f w konsekwencji otrzymujemy ciagtosé¢ funkeji g '%.

W kolejnej pracy [J23] scharakteryzowalam rozwiazania réwnania (20) przy stabszym zato-
zeniu niz w pracy [J21], a mianowicie zalozeniu ciggtoéci na promieniach funkcji zewnetrznej
f : X — R okreélonej na rzeczywistej przestrzeni liniowej X Y. Wykorzystujac wspomniany
rezultat z pracy [J21] udowodnitam, ze funkcje f,g : X — R spelniaja (20) i f jest ciagta na
promieniach wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nastepujacych warunkéw jest spetniony:

(i) f=11ub f =0 z dowolna funkcja g;
(i) g =1 oraz f = exp L dla pewnego nietrywialnego funkcjonatu liniowego L : X — R;

(iii) f, g maja jedna z nastepujacych postaci dla pewnego nietrywialnego funkcjonatu liniowego
L:X —Rorazr>0:

1) {g(m) = L(x) + 1, x € R,

flx) = |L(z) +1]", 2z eR,

13) Ciekawym wydaje sie fakt, ze nie jesteSmy w stanie najpierw wykazaé, ze z ciaglosci funkeji f wynika
ciaglo$é g, aby wowczas zastosowaé wynik J. Chudziaka z pracy [24]; dopiero, gdy otrzymamy postaé rozwiazan
f, g, widzimy wspomniang zaleznos¢.

14) Funkcja f : X — R jest ciagla na promieniach, jedli funkcje f, : R — R okreslone wzorem f,(a) := f(ax)
dla a € R sa ciaggte dla kazdego x € X.
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g(x) = L(z) + 1, r € R,
(22) { =|L(x) + 1" sgn(L(x) +1), =z€R,

g(x) = max{0, L(z) + 1}, r €R,
S

(x) = (max{0, L(z) + 1})", z €R.

Wynik ten jest rozszerzeniem otrzymanego wczesniej rezultatu z pracy [J17], w ktérej, wy-
korzystujac rezultat J. Chudziaka z pracy [24] wykazalam, ze ciagle na promieniach funkcje
f,g : X — R okreslone na rzeczywistej przestrzeni liniowej X spelniajace réwnanie (20) maja
jedna z wyzej wymienionych postaci (i)-(iii).

Natomiast w ostatniej pracy [J22] na temat réwnania (20) scharakteryzowatam rzeczywiste
rozwigzania tego réwnania przy znacznie stabszych zatozeniach. Mianowicie wykazatam, ze jesli
FR)\{0,1,—1} # 0, g(R)\{0,1} # 0, zas f jest lokalnie ograniczona z géry w kazdym punkcie
zbioru R, to funkcje f,g spelniaja (20) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stala ¢ € R\ {0},
nieskoriczona podgrupa G grupy (R \ {0}, -) oraz niestata funkcja multiplikatywna ¢ : G — R,
dla ktorych
dlcx+1), cx+1ea;

=1

0, cx+1eR\G,

ct+1, cx+1egaG;
g(x) =

0, ct+1eR\G.

ROZWIAZANIA NIEROWNOSCI GOLABA-SCHINZLA
F(x+F(x)y)<F(x)F(y)

W pracy [J24] po raz pierwszy rozwazatam nieréwnosé¢ Gotaba-Schinzla

(24) flx+ f(z)y) < f()f(y)

w klasie cigglych funkcji rzeczywistych. Nieréwnos¢ ta jest szczegélnym przypadkiem nieréwno-
sci

(25) f(F(z,y)) < H(g(x), h(y)),

ktora pojawia si¢ nie tylko w zwiazku z funkcjami wypuklymi czy podaddytywnymi (zob.
M. Kuczma [54, str. 400-421]), ale réwniez ma zastosowanie w teorii potgrup operatoréw linio-
wych (C. Tonescu Tulcea [48], W. Sander [87], [89]). Do tej pory jednak rozwiazania nieréwnosci
(25) zostaly scharakteryzowane przy takich zatozeniach o funkcjach F, H, ktére wykluczaja
przypadek nieréwnosci (24). Gléwnym rezultatem z pracy [J24] jest fakt, ze ciagle rozwiaza-
nie f : R — R nier6wnosci (24), dla ktérego 0 € f(R), musi spelnia¢ jeden z nastepujacych
warunkow:

(i) f<0;

(i) f(z)=0dlaz € [},00), f(z) > —cx+ 1 dlaz € (—o0,1);
(ili) f(z) =—cx+1dlaz € [}, 00), f(z) > —cx+1dlaz € (—o0,?1) oraz f(0) = 1;
(iv) f(z)=0dlaz e (—oo,—1], f(z) > cx+1dlaz e (—2,00);
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(v) f(z)=cax+1dlaz e (—oo,—1], f(x) > cx+1dlaze (-1 00) oraz f(0) =1

z pewnym ¢ > 0. Jednoczesnie wykazalam, ze warunki (ii)-(v) (w odréznieniu od warunku
(1)) nie sa wystarczajace na to, aby funkcja f spelniala nier6wnosé (24); jako kontrprzyktad
podatam ciggly funkcje f : R — R spelniajaca warunki:

SO =1r(3)=37()=27(5) =%
e f(x)> —z+1dlazxe (—o0,1],
® flio) =01lub f(z) = —x+1dlaze[l,o0).

Ponadto podatam przyktad funkcji ciagltej speliajacej nieréwno$é (24) oraz niespetniajacej
rownania Golgba-Schinzla:
—2r+1, x<0;
flx)=¢ —2*+1, =z€][0,1);
g(x), x> 1,
gdzie albo g|f100) = 0, albo g(z) = —v + 1 dla z € [1,00).

STABILNOSC WYBRANYCH ROWNAN FUNKCYJNYCH

W 1940 roku S.M. Ulam [98] sformutowat problem stabilnosci réwnania homomorfizmu, tzn.
réwnania postaci

fla+y)=fz) fy),
w klasie funkcji odwzorowujacych grupe (Gy, +) w grupe metryczna (Ga, -, d):

Czy prawdq jest, ze dla kazdego € > 0 istnieje taka 6 > 0, Ze dla dowolnej funkcy f : G; — Go
spetniajgce; warunek
d(f(z+y), f(x)- f(y)) <b dla z,y € Gy,
istnieje homomorfizm T : G1 — G», dla ktérego d(f(x),T(x)) <e dlax € G1?

Czesciowej odpowiedzi na to pytanie udzielit D.H. Hyers [46] w 1941 roku. Udowodnit on, ze
jesli X 1Y sag przestrzeniami Banacha oraz € > 0, to dla kazdej funkcji g : X — Y spelniajacej
warunek

sup |lg(z +y) —g(z) —g(y)|| <e
z,yeX

istnieje doktadnie jedno takie rozwiazanie f : X — Y réwnania funkcyjnego Cauchy’ego

fla+y) = f2)+ fy),
ze

sup [lg(z) — f(z)]| <e.

z€E
W poézniejszym czasie rezultat D.H. Hyersa nazywano po prostu stabilno$cia Hyersa-Ulama
rownania Cauchy’ego.

D.H. Hyers i S.M. Ulam zbadali rowniez stabilnos¢ funkcji wielomianowych, izometrii, czy
funkcji wypuktych, co dato poczatek rozwijanej pdzniej przez ponad siedemdziesiat lat teorii sta-
bilnosci rownan funkeyjnych (wiecej informacji na ten temat mozna znalezé przyktadowo w pra-
cach przegladowych S. Czerwika [25], G.L. Forti’ego [36], D.H. Hyersa - G. Isaca - T.M. Rassiasa
[47], S.M. Junga [49], czy Z. Mosznera [68]).
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Przejde teraz do omoéwienia prac [J25]-[J27] dotyczacych stabilnosci wybranych réwnan
funkcyjnych.

W pracy [J25] (wraz z J. Brzdekiem, A. Bahyrycz i J. Olko) udowodniliSmy pewne twier-
dzenie o punkcie statym. Doktadniej, rozwazalismy funkcje, ktore , prawie wszedzie” (w sensie
o-ideatu) ) aproksymuja punkty state pewnych operatoréw. Wykazalismy, ze przy pewnych
dodatkowych zatozeniach istnieja punkty state operatorow lezace ,, blisko” tych funkcji.

Twierdzenie 15. Niech Ry :=[0,00). Zalozmy, Ze T jeste o-ideatem w X, (Y, d) jest zupeing
przestrzenig metryczng, za$ A : RY — RY jest operatorem, ktéry dla kazdego ciggu (0y)nen C
Rf spetnia warunek

() =0 ZT—pw naX = Ao,(z) =0 Z—pw nalX.
Niech T : YX — YX bedzie takim operatorem, ze dla wszystkich u,v € YX, § € Rff
diu(z),v(x)) <d(x) T—pw naX = d(Tu(z),Tv(z)) <Ad(z) Z—p.w nalX.
Niech ponadto istniejg funkcje €,* € Rf, feYX, dla ktérych

d(Tf(x), f(z)) <e TI-—pw nalkX,

e*(x) =Y A'e(z) I—puw. naX.
n=0

Wtedy istnieje taka funkcja g : X — Y, Ze

(26) Tg(x)=g(z) ZT—p.w. nalX,

(27) d(f(x),g(x)) <e*(x) Z—p.w nalX.

Jesli ponadto N"e*(x) — 0 Z — p.w. na X, to g jest jedyng funkcjq (z dokladnoscig do ideatu
Z) spetniajacq (26), (27).

Otrzymane twierdzenie uogdlnia rezultat z pracy L. Cadariu - L. Gavruta - P. Gavruta [21]. Po-
nadto w pracy tej wykazalismy, ze powyzsze twierdzenie mozna wykorzystac, aby przy pewnych
zatozeniach udowodni¢ stabilnosé¢ rownania

O(z, g(h(2)), ., g(hi(2))) = g(x) T —p.w. na X,

jak réwniez stabilno$é wielomianowego rownania funkcyjnego
g(u(x)) + " a;(2)9(&(2))P" = G(x) T —pw. naX,
j=1

uzupelniajac tym samym wynik J. Brzdeka i S. Stevié’a z pracy [19].
Z kolei w pracy [J26] (wraz z J. Brzdekiem, M.S. Moslehianem i P. Pacho) badali$my

stabilno$¢ rownania

(28) Af(p(x) +r(y)) + Bf(q(x) * s(y)) = Cf(x) + Df(y)

15)

Méwimy, ze wlasno$é p(z) jest spelniona Z-prawie wszedzie na X (w skrécie piszemy Z-p.w. na X), jesli
istnieje taki zbiér A € Z, ze wlasno$é p(x) jest spelniona dla wszystkich z € X \ A.
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w klasie funkcji f : X — Y odwzorowujacych grupoid (X, ) '®) w przestrzein Banacha Y, gdzie
p,q,7,s : X — X sg ustalonymi endomorfizmami, za$ A, B, C, D stalymi. Motywacja do podje-
cia takich rozwazan byty rezultaty stabilnoSciowe otrzymane wcze$niej w pracach [3], [14], [80]
dla funkcji t-afinicznej w sensie Wrighta '7), jak réwniez dla funkeji liniowej dwéch zmiennych '®),
gdzie f odwzorowuje przestrzen unormowang w przestrzen Banacha. Gléwny rezultat z pracy
[J26] nawiazuje do rezultatéw uzyskanych przez A. Bahyrycz [14] oraz M. Piszczek [80].

Twierdzenie 16. Niech R, := [0,00). Zalézmy, ze (X,x*) jest grupoidem z elementem neu-
tralnym e, Y jest przestrzeniq Banacha nad K € {R,C}, A,B,C,D € K, zas$ p,q,r,s € XX
sq takimi homomorfizmami przyporzgdkowujgcymi elementowi e element e, Ze poq = q o p,
por =rop, pos=sop, gor =roq, qos = soq. Niech ponadto ¢ : X*> — R, spelnia warunek
¢(e,e) =0 oraz

Iplg == inf{a € Ry : o(p(x),p(y)) < ap(z,y), z,y € X} <oo, |qls < o0.

Jeslig: X =Y, |Allple + |Bllqls < |C] oraz
(29)  [[Ag(p(z) *7(y)) + Bg(q(r) * s(y)) — Cg(x) — Dg(y)|| < ¢(z,y), =,y€ X,

to istnieje dokladnie jedno rozwigzanie G : X — Y réwnania (28) spelniajgce nieréwnosé

¢(z, e)
Allple — |Bllgl’

(30) lg(z) = G(2)] < 1= r e X;

rozwigzanie to jest okreslone wzorem
G(x) = gle) + lim (T"go)(x), « € X,
gdzie go(x) := g(x) — g(e) dla x € X oraz Té(z) := 4&(p(x)) + 2&(q(w)) dlax € X, £ € Y.

Nastepnie powyzsze twierdzenie wykorzystaliSmy do wykazania stabilnosci réwnania

(52 55) - g 12

ktore w przypadku grupy przemiennej (X, +) jednoznacznie podzielnej przez 2 jest réwnowazne
dobrze znanemu réwnaniu Jordana - von Neumanna (kwadratowemu)!?, co w konsekwencji
umozliwito podanie nowej charakteryzacji przestrzeni unitarnych. Mianowicie, jesli X jest prze-
strzenig unormowang, za$ ¢ : X? — R, jest taka funkcja, ze ¢(e,e) =0,

inf{fa € Ry : ¢(z,y) < ap(2x,2y), z,ye X} <1/4

oraz
1z +yl* + [z = yl* = 2[2]” = 2ly|?| < ¢(z,9), @yeX,
to X jest przestrzenig unitarng.
W pracy [J27] (wraz z A. Bahyrycz, J. Brzdekiem i R. Malejki) zbadaliSmy stabilnos¢
roOwnania

!
(31) F(zi+...+x5) = ZFZ-(F(pi(:vl,...,a:r))) + D(xq,...,2.), T1,...,7. € X,

=1

16) Grupoid (X, %) to niepusty zbiér X z okrelonym dziataniem * : X2 — X.

17) tzn. funkeji spetniajacej réwnanie f(tz + (1 — t)y) + f((1 — )z +ty) = f(z) + f(y) z ustalonym ¢ € (0,1)
18) tzn. funkeji spetniajacej réwnanie f(pz +ry) = C'f(x) + Df(y) z ustalonymi statymi p,r i C, D

) flz+y) + fx —y) = 2f(2) + 2f(y)
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ktore jest daleko idacym uogélnieniem réwnan: Cauchy’ego, Jensena??, Jordana-von Neuman-
na, Drygasa?!), czy Frécheta??. Zatozylismy, ze (X, +) jest grupa przemienng, Y jest prze-
strzenia Banacha nad K € {R,C}, I,r,s e N, s <r, D : X" =Y pi,...,p : X" — X oraz
Iy,...., T :Y = Y sg addytywne. Ponadto M jest niepusta podrodzina rodziny £x endomor-
fizméw grupy X oraz istnieja state Ay, ..., A; € [0,00), dla ktérych

ITi(2) = Ti(w)|| < Ail|z —wl|, zweY,i=1,...,L
Nastepnie zdefiniowali$my p;(p) : X — X,
P = pi(((s — Dy + id)(2), —p(a), ..., —p(@)), = € X,
dlat=1,...,1, p € M oraz zalozylismy, ze
Pi={pi(p):peM,i=1,...,1} C &x.
Przy powyzszych zalozeniach wykazaliSmy, ze jesli réwnanie (31) ma przynajmniej jedno roz-
L:X

wiazanie Fy : X — Y todla funkcji f: X =Y, ¢c: P — [0,00) i — [0, 00) spelniajacych
warunki

< L(zy,...,2), @1,...,7 € X,

Hf(xl Fota) = YT, 2,) ~ Dian, )

ﬁu = ZAZC(Z/)\Z(M)) <1, pe M,

i=1
kov=vok, VEP KEM,

L(p(z1),...,p(x)) < c(p)L(xy, ..., z,.), T1,...,x0, € X, peEP,

istnieje doktadnie jedno takie rozwiazanie F': X — Y réwnania (31), ze

172~ F)] < inf L@ L ex

Wykorzystujac otrzymana stabilnosé réwnania (31), sformutowaliSémy miedzy innymi dwie nowe
charakteryzacje przestrzeni unitarnych, ktore sa Scisle zwigzane z réwnaniem Frécheta oraz
rownaniem kwadratowym.

Whiosek 1. Zalézmy, ze X jest przestrzenig unormowang nad K € {R,C}, by, ..., bs € K oraz
F(w,y,2) = [le+y+ 27 + bill=]* + ballyl1” + bsll=[ = ballz + y[I* = bsllz + 2I|> — belly + =]
dla z,y,z € X. Jesli spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

(i) istniejg takie funkcje rézZnowartosciowe dy,dy,ds € Ex oraz wo, ty,ta, t3, A1, A2, A3 > 0, Ze

sup 7'—(56’,,%Z)(/\1||d11’||t1 + Xo|dayl| + /\3||0532’||t3)w0 < 095

z,y,2€X
20 flz+y) = 5(f(22) + f(2y))
2D fle+y)+ fla—y) =2f(x)+ fy) + f(~y)
Pf@+y+2)+f@)+f@)+ =) =Ffle+y)+fla+2)+ fly+2)
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(ii) istniejq takie funkcje réznowartosciowe dy,dy,ds € Ex oraz p,t,u >0, Zep+t+u >0

oraz
sup_ F(z,y, 2)l|duz|”[|day||" || ds=|" < oo,
x,Y,z€
to X jest przestrzeniq unitarng i by = ... =bg = 1.

Whiosek 2. Zalézmy, ze X jest przestrzenig unormowang nad K € {R,C}, by, b, b3 € K oraz
Qx,y) = ’||x + y|I* + biljz — yl|* — bal|z|* — b3||y||2’ dla z,y € X. Jesli spelniony jest jeden
z nastepujgcych warunkow:

(i) istniejg takie funkcje rézZnowartosciowe dy,dy € Ex i A1, Ay, wo, t1,t9 > 0, Ze

sup Q(z,y) (/\1||d1$||t1 + /\2||d2?/||t2)w0 < 00;

ryeX
(ii) istniejq takie funkcje réznowartosciowe dy,dy € Ex i p,t >0, Ze p+1 >0 oraz

sup Q(x,y)ldiz|||dayl|" < oo,

z,yeX

to X jest przestrzeniq unitarng i by = by = 2, by = 1.

R0OZSZERZALNOSC WARUNKOWYCH ROWNAN FUNKCYJNYCH

Problem rozszerzalno$ci warunkowych réwnan funkcyjnych zostal sformutowany podczas
» The 42nd International Symposium on Functional Equations” (2004, Opava, Republika Cze-
ska) przez J. Aczéla [2]. W istocie jest przeniesieniem problemu rozszerzalnosci homomorfizméw
na inne réwnania funkcyjne niz réwnania Cauchy’ego.

W pracy [J28] (wraz z J. Brzdekiem i A. Bahyrycz) rozwazaliémy problem rozszerzalnosci
funkcji okreslonych na pewnym niepustym podzbiorze D przemiennej polgrupy (G, +), spelnia-
jacych rownanie typu d’Alemberta

(32) flx+y)+ flz+7(y) =2f(2)f(y),

do funkcji okreslonych na catej potgrupie GG i spetniajacych to réwnanie. Doktadniej, zakta-
dajac, ze T jest endomorfizmem pétgrupy G i inwolucjg?®, za$ P jest ciatem kwadratowo do-
mknietym 2¥) o charakterystyce réznej od 2 wykazalidmy, ze jesli D jest zbiorem nalezacym do
nietrywialnego filtra wtasciwego £ C 2% spehiajacego dodatkowo warunek

(33) 7(B),B+z,{geG:g+xeB}eL dla BeLxeG
oraz g : D — P spelnia rownanie warunkowe

g +y) +g(x+7(y) =29(x)g(y), v,y €D, v+y,x+7(y) €D,

2) tzn. 1(x +y) = 7(z) + 7(y) oraz 7(7(x)) =z dla z,y € G
24) tzn. dla kazdego 2 € P istnieje y € P, dla ktérego y> = x
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przy czym g '({0}) € L, to istnieje dokladnie jedno rozwigzanie f : G — P réwnania (32)
rozszerzajace g na cala potgrupe G.

Ponadto wykazalismy, ze w szczegdlnym przypadku, gdy (G, +) jest grupa oraz 7 = —id,
zatozenie ¢g71({0}) € L nie jest konieczne o ile filtr £ spetnia warunek

{ye G:2yeT}e L dlakazdego T € L.

Na koniec, w pracy [J29] (wraz z J. Brzdekiem) rozwazaliSmy problem rozszerzalnosci funkeji
speliajacych réwnanie typu Jensena

(34) f@+y) + f(e+7(y) = 2f(2)

przy zatozeniu, ze 7 jest endomorfizmem przemiennej pélgrupy G i inwolucja, H jest grupa
abelowg jednoznacznie podzielng przez 2, zas D jest zbiorem nalezgcym do nietrywialnego filtra
wladciwego £ C 29 spetniajacego (33). Wowcezas wykazalismy, ze jesli g : D — H spehia
rownanie warunkowe

gz +y)+g9(x+7(y) =29(x), z,ye D, x+y,x+7(y) €D,

to istnieje doktadnie jedno rozwigzanie f : G — H réwnania (34) rozszerzajace g na calg
potgrupe G.
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