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Poniżej znajduje się omówienie celu naukowego wyżej wymienionych prac i osiągniętych
wyników.

Wprowadzenie

W 1934 roku W. Sierpiński [93] wykazał, że przy założeniu hipotezy continuum istnieje „ du-
alność” pomiędzy pojęciami „ zbiór miary zero” a „ zbiór pierwszej kategorii”, tzn. istnieje taka
funkcja wzajemnie jednoznaczna f : R→ R, dla której f(A) jest zbiorem miary Lebesgue’a zero
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem pierwszej kategorii Baire’a. P. Erdös [34] zmodyfikował
dowód W. Sierpińskiego, otrzymując tym samym silniejszy rezultat, a mianowicie udowodnił on,
że przy założeniu hipotezy continuum istnieje taka funkcja wzajemnie jednoznaczna f : R→ R,
że f = f−1 oraz f(A) jest zbiorem miary Lebesgue’a zero wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem
pierwszej kategorii Baire’a; w konsekwencji A jest zbiorem miary Lebesgue’a zero wtedy i tylko
wtedy, gdy f(A) jest zbiorem pierwszej kategorii Baire’a 1). Z kolei E. Szpilrajn [97] udowodnił, że
nie istnieje taka funkcja wzajemnie jednoznaczna f : R→ R, że f = f−1 oraz f(A) jest zbiorem
mierzalnym w sensie Lebesgue’a wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem o własności Baire’a, co
oznacza, że „ zasady dualności” Erdösa-Sierpińskiego nie można rozszerzyć na pojęcia „ zbioru
mierzalnego w sensie Lebesgue’a” oraz „ zbioru o własności Baire’a”. Mimo to w literaturze
istnieje wiele twierdzeń, które powstawały w ten sposób, że w twierdzeniach dotyczących miary
Lebesgue’a pojęcia „ zbiór miary zero”, „ zbiór dodatniej miary zewnętrznej”, „ zbiór mierzalny,
„ funkcja mierzalna” zastępowano pojęciami „ zbiór pierwszej kategorii Baire’a”, „ zbiór drugiej
kategorii Baire’a”, „ zbiór o własności Baire’a”, „ funkcja mierzalna w sensie Baire’a”, chociaż
ich dowody często znacznie różniły się od siebie.

Najważniejsze wyniki dotyczące analogii pomiędzy miarą Lebesgue’a a kategorią Baire’a
na prostej rzeczywistej zostały opublikowane przez J.C. Oxtoby’ego [76] w 1971 roku. Istot-
ny wkład w teorię miary i kategorii Baire’a w aspekcie analogii pomiędzy zbiorami „ małymi”
w obu znaczeniach wniósł również J.C. Morgan II [64]-[67], który sformułował aksjomatycznie
rodziny zbiorów, co pozwoliło na jednolite podejście do miary i kategorii. W. Sander w swoich
pracach [83]-[86] wykorzystał ideę J.C. Morgana II, aby ujednolicić pewne analogiczne twier-
dzenia (wraz z dowodami) z zakresu miary i kategorii. W ostatnim czasie N.H. Bingham wraz
z A. Ostaszewskim [11]-[13], [74] zainteresowali się analogiami pomiędzy miarą a kategorią,
a zwłaszcza ujednoliceniem twierdzeń Steinhausa oraz Pettisa-Piccard.

Przypomnijmy, w 1920 roku H. Steinhaus [96] udowodnił następujące twierdzenia.

Twierdzenie 1. [96] Jeśli A ⊂ R jest zbiorem dodatniej miary Lebesgue’a, to 0 ∈ int(A− A).

Twierdzenie 2. [96] Jeśli A,B ⊂ R są zbiorami dodatniej miary Lebesgue’a, to int(A+B) 6= ∅.

Topologiczne odpowiedniki powyższych twierdzeń zawdzięczamy B.J. Pettisowi [78] oraz S. Pic-
card [79].

1)Rezultat Erdösa-Sierpińskiego pozostaje prawdziwy również przy słabszym założeniu niż hipoteza continu-
um, o czym pisze L. Bukovský w swojej monografii [20, str. 264].
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Twierdzenie 3. [78] Jeśli A ⊂ R jest zbiorem drugiej kategorii o własności Baire’a, to 0 ∈
int(A− A).

Twierdzenie 4. [79] Jeśli A,B ⊂ R są zbiorami drugiej kategorii o własności Baire’a, to
int(A+B) 6= ∅.

W późniejszym czasie pojawiło się tak wiele uogólnień twierdzeń Steinhausa-Pettisa-Piccard,
że nie sposób wszystkich wymienić. Najważniejsze z nich można znaleźć między innymi w nas-
tępujących pracach: S. Kurepa [58], J.H.B. Kemperman [51], W. Orlicz - Z. Ciesielski [72],
Z. Kominek [52], M.E. Kuczma - M. Kuczma [57], M.E. Kuczma [55]-[56], L. Paganoni [77],
W. Sander [88], [90]-[92], J. Smı́tal - L. Snoha [94], J. Brzdęk [16], R. Rałowski - P. Szczepaniak
- S. Żeberski [82], A. Bartoszewicz - M. Filipczak - T. Natkaniec [8].

Rozszerzeniem miary Lebesgue’a na przypadek abelowych grup topologicznych lokalnie zwar-
tych jest miara Haara. A. Weil [99] i A. Beck - H.H. Corson - A.B. Simon [9] wykazali, że twier-
dzenia Steinhausa pozostają prawdziwe w dowolnej lokalnie zwartej polskiej grupie abelowej.

Twierdzenie 5. [99] Jeśli X jest polską grupą abelową lokalnie zwartą, zaś A ⊂ X zbiorem
dodatniej miary Haara, to 0 ∈ int(A− A).

Twierdzenie 6. [9] Jeśli X jest polską grupą abelową lokalnie zwartą, zaś A,B ⊂ X zbiorami
dodatniej miary Haara, to int(A+B) 6= ∅.

Topologicznym odpowiednikiem powyższych twierdzeń jest rezultat L. Dubikajtisa - C. Ferensa
- R. Gera - M. Kuczmy [32].

Twierdzenie 7. [32] Jeśli X jest grupą topologiczną, zaś A,B ⊂ X są zbiorami drugiej kategorii
o własności Baire’a, to int(A+B) 6= ∅ oraz 0 ∈ int(A− A).

W 1972 roku J.P.R. Christensen [22] zdefiniował zbiory zerowe Haara w polskich grupach
abelowych, które niekoniecznie są lokalnie zwarte. W takich grupach miara Haara nie istnieje,
dlatego J.P.R. Christensen w swojej definicji posłużył się σ-ciałem zbiorów uniwersalnie mie-
rzalnych 2).

Definicja 1. Podzbiór A polskiej grupy abelowej X nazywany jest zbiorem zerowym Haara
(ang. Haar null set), jeśli istnieje taki uniwersalnie mierzalny zbiór B ⊂ X zawierający A oraz
taka probabilistyczna miara borelowska µ na X, że µ(x+B) = 0 dla wszystkich x ∈ X.

Definicję tę rozszerzył później J. Mycielski [69] na przypadek grup nieprzemiennych. Ponadto
G.R. Hunt - T. Sauer - J.A. Yorke [44]-[45] niezależnie od J.P.R. Christensena wprowadzili poję-
cie zbiorów zerowych Haara, ale w abelowych grupach topologicznych metryzowalnych w sposób
zupełny (niekoniecznie ośrodkowych).

W pracy [22] J.P.R. Christensen wykazał, że rodzina zbiorów zerowych Haara w polskiej
grupie abelowej X (ozn. HNX) tworzy σ-ideał oraz, przy dodatkowym założeniu lokalnej zwar-
tości grupy X, pojęcie zbioru zerowego Haara jest równoważne pojęciu zbioru miary Haara zero.
Ponadto udowodnił jedno z twierdzeń typu Steinhausa w przypadku dowolnej polskiej grupy
abelowej.

2) Podzbiór grupy topologicznej X nazywamy uniwersalnie mierzalnym, jeśli jest mierzalny względem każdej
zupełnej probablilistycznej miary borelowskiej w X.
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Twierdzenie 8. [22] Niech X będzie polską grupą abelową, zaś A ⊂ X uniwersalnie mierzalnym
zbiorem niezerowym Haara. Wtedy zbiór

F (A) := {x ∈ X : (A+ x) ∩ A 6∈ HNX}

jest otoczeniem zera w X; w konsekwencji 0 ∈ int(A− A).

Okazało się, że drugiego twierdzenia Steinhausa (Twierdzenia 2) nie można przenieść na przy-
padek polskiej grupy abelowej, która nie jest lokalnie zwarta. Kontrprzykład w rzeczywistej
przestrzeni ciągów zbieżnych do zera podali E. Matous̆ková i L. Zajiček [61] wykazując, że
nieujemny stożek, tzn. zbiór

A := {(xn)n∈N ∈ c0 : xn  0 dla każdego n ∈ N},

jest domkniętym zbiorem niezerowym Haara spełniającym warunek int(A + A) = ∅. Później
E. Matous̆ková i L. Zelený [62] podali konstrukcję domkniętych zbiorów niezerowych Haara
A,B spełniających warunek int(A+B) = ∅ w dowolnej polskiej grupie abelowej, która nie jest
lokalnie zwarta.

Na podstawie tej obserwacji można stwierdzić, że w polskich grupach abelowych, które nie
są lokalnie zwarte, zbiory pierwszej kategorii Baire’a nie są „ dobrym” odpowiednikiem topolo-
gicznym zbiorów zerowych Haara. Pojawia się więc pytanie: czy istnieje inna rodzina zbiorów
„ małych” w polskich grupach abelowych, która byłaby topologicznym odpowiednikiem zbiorów
zerowych Haara?

U.B. Darji [26] zdefiniował rodzinę zbiorów topologicznie „ małych” w polskiej grupie abe-
lowej w następujący sposób.

Definicja 2. Niech X będzie polską grupą abelową. Zbiór A ⊂ X nazywamy zbiorem pierwszej
kategorii Haara (ang. Haar meager set), jeśli istnieje taki zbiór borelowski B ⊂ X zawierający
A, przestrzeń metryczna zwarta K oraz ciągła funkcja f : K → X, że

(1) f−1(B + x) jest pierwszej kategorii Baire’a w K dla każdego x ∈ X.

Jednocześnie U.B. Darji wykazał, że rodzina zbiorów pierwszej kategorii Haara w polskiej grupie
abelowej X (ozn. HMX) tworzy σ-ideał zawarty w σ-ideale zbiorów pierwszej kategorii Baire’a.
Ponadto udowodnił, że przy dodatkowym założeniu lokalnej zwartości grupy X, pojęcia zbioru
pierwszej kategorii Haara oraz zbioru pierwszej kategorii Baire’a są równoważne, podczas gdy
w przypadku grup, które nie są lokalnie zwarte, rodzina zbiorów pierwszej kategorii Baire’a
jest istotnie większa (tzn. istnieje zbiór pierwszej kategorii Baire’a niebędący zbiorem pierwszej
kategorii Haara).

Skoro w polskich grupach abelowych lokalnie zwartych zbiory pierwszej kategorii Baire’a
są topologicznym odpowiednikiem zbiorów miary Haara zero, zaś rodziny zbiorów pierwszej
kategorii Haara oraz zbiorów zerowych Haara są przeniesieniem tych pojęć na przypadek pol-
skich grup abelowych (niekoniecznie lokalnie zwartych), to nasuwa się naturalna refleksja, że
być może w dowolnej polskiej grupie abelowej rodzina zbiorów pierwszej kategorii Haara jest
topologicznym odpowiednikiem rodziny zbiorów zerowych Haara.

Cykl prac [J1]-[J6] potwierdza intuicyjną sugestię. W pracach tych przedstawiłam wybrane
analogie pomiędzy zbiorami zerowymi Haara a zbiorami pierwszej kategorii Haara.

Omówię teraz wyniki zawarte w pracach wchodzących w skład osiągnięcia. Zrezygnuję z ko-
lejności chronologicznej.
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Zbiory zerowe Haara a zbiory pierwszej kategorii Haara
(prace [J3], [J6], [J5])

Zacznę od najważniejszych wyników z pracy [J3].

Głównym rezultatem tej pracy jest twierdzenie analogiczne do twierdzenia Christensena
(Twierdzenia 8).

Twierdzenie 9. Jeśli X jest polską grupą abelową, to 0 ∈ int(A − A) dla każdego zbioru
borelowskiego A ⊂ X niebędącego zbiorem pierwszej kategorii Haara.

Jednocześnie w pracy zauważyłam, że nieujemny stożek w rzeczywistej przestrzeni c0 jest przy-
kładem zbioru domkniętego, niebędącego zbiorem pierwszej kategorii Haara, spełniającego wa-
runek int(A+A) = ∅. To potwierdza, że nie można przenieść twierdzenia Piccard (Twierdzenia
4) na przypadek zbiorów borelowskich A,B niebędących pierwszej kategorii Haara w polskiej
grupie abelowej, która nie jest lokalnie zwarta (podobnie jak Twierdzenia 2 nie można przenieść
na przypadek uniwersalnie mierzalnych zbiorów niezerowych Haara). Ponadto, analizując dowód
Twierdzenia 4 z pracy E. Matous̆ková’ej - M. Zelený’ego [62] zaobserwowałam, że skonstruowane
przez autorów domknięte zbiory A,B spełniające warunek int(A+ B) = ∅ w dowolnej polskiej
grupie abelowej, która nie jest lokalnie zwarta mają tę własność, że zawierają pewne przesunięcie
każdego zbioru zwartego, a więc nie są pierwszej kategorii Haara. Oznacza to, że Twierdzenie 4
nie jest prawdziwe dla zbiorów borelowskich niebędących zbiorami pierwszej kategorii Haara
w żadnej polskiej grupie abelowej, która nie jest lokalnie zwarta.

Jako konsekwencję z Twierdzenia 9 otrzymałam fakt, że w polskich grupach abelowych, któ-
re nie są lokalnie zwarte, każdy zbiór σ-zwarty jest zbiorem pierwszej kategorii Haara, co wraz
z rezultatem J.P.R. Christensena pokazuje, że w takich grupach zbiory σ-zwarte są „ małe”
w obu znaczeniach (Darji’ego i Christensena). Z drugiej strony w polskiej grupie abelowej zbiór
borelowski zawierający pewne przesunięcie każdego zbioru zwartego jest „ duży” w obu znacze-
niach (tzn. nie jest ani zbiorem zerowym Haara, ani zbiorem pierwszej kategorii Haara). W ten
sposób pojawiło się naturalne pytanie o istnienie zbioru pierwszej kategorii Haara, który jedno-
cześnie nie jest zbiorem zerowym Haara, lub odwrotnie - zbioru zerowego Haara, który nie jest
pierwszej kategorii Haara.

Aby odpowiedzieć na to pytanie w szczególnym przypadku przestrzeni ciągowych c0, c lub
lp (gdzie p  1), udowodniłam najpierw, że:

• produkt kartezjański zbiorów pierwszej kategorii Haara w polskich grupach abelowych
X i Y jest zbiorem pierwszej kategorii Haara w X × Y ;

• produkt kartezjański borelowskiego zbioru zawierającego pewne przesunięcie każdego zbio-
ru zwartego w polskiej grupie abelowej X oraz borelowskiego zbioru niebędącego pierwszej
kategorii Haara w polskiej grupie abelowej Y nie jest zbiorem pierwszej kategorii Haara
w X × Y .

Następnie wykorzystałam powyższe rezultaty, aby w przestrzeniach c0, c lub lp (p  1) skon-
struować przykłady:

• zbioru zerowego Haara niebędącego zbiorem pierwszej kategorii Haara, który jest jedno-
cześnie pierwszej kategorii Baire;
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• zbioru pierwszej kategorii Haara, który nie jest zbiorem zerowym Haara,

co nawiązywało do problemów sformułowanych przez Darji’ego (zob. [26, Problems 4,5]).

Praca [J6] poświęcona jest rezultatom analogicznym do wyników otrzymanych przez Z. Gaj-
dę w [37]. Aby wykazać, że mierzalność w sensie Christensena 3) funkcji n-wypukłych lub funkcji
wielomianowych n-tego rzędu 4) implikuje ich ciągłość, udowodnił on pewne twierdzenie typu
Steinhausa. Dokładniej, wykazał, że w polskiej grupie abelowej X zbiór

(2) {x ∈ X :
⋂

k∈{−n,...,n}
(A+ kx) 6∈ HNX}

jest otwarty (niekoniecznie niepusty) dla każdego n ∈ N oraz każdego zbioru uniwersalnie mie-
rzalnego A ⊂ X. Jeśli ponadto A 6∈ HNX , to zbiór (2) jest otoczeniem zera w X; w konsekwencji

(3) 0 ∈ int
{
x ∈ X :

n⋂

j=1

[(
A− x

j

)
∩
(
A+

x

j

)]
6= ∅

}
.

Głównym wynikiem pracy [J6] jest rezultat typu Pettisa-Piccard analogiczny do powyższego
twierdzenia.

Twierdzenie 10. W polskiej grupie abelowej X zbiór

Fn(A) := {x ∈ X :
⋂

k∈{−n,...,n}
(A+ kx) 6∈ HMX}

jest otwarty (niekoniecznie niepusty) dla każdego n ∈ N oraz każdego zbioru borelowskiego A ⊂
X. Jeśli ponadto A 6∈ HMX , to zbiór Fn(A) jest otoczeniem zera w X oraz warunek (3) jest
spełniony.

J.P.R. Christensen i P. Fischer w [23] udowodnili twierdzenie typu Christensena wykazując,
że w przypadku polskiej grupy abelowej X, zbiór

{(x1, ..., xN) ∈ XN : A ∩
N⋂

i=1

(A+ xi) 6∈ HNX}

jest otoczeniem zera w XN dla każdego N ∈ N oraz zbioru uniwersalnie mierzalnego A 6∈ HNX .
W pracy [J5] przeprowadziłam dowód twierdzenia analogicznego.

Twierdzenie 11. Dla każdego N ∈ N oraz zbioru borelowskiego A 6∈ HMX zbiór

{(x1, ..., xN) ∈ XN : A ∩
N⋂

i=1

(A+ xi) 6∈ HMX}

jest otoczeniem zera w XN .
3) Szczegółowy opis mierzalności w sensie Christensena znajduje się na str. 8 niniejszego autoreferatu.
4) Funkcję f : D → Y odwzorowującą niepusty, wypukły, otwarty podzbiór D rzeczywistej polskiej przestrzeni

liniowej w częściowo uporządkowaną przestrzeń unormowaną Y nazywamy n-wypukłą (z ustalonym n ∈ N)
względem właściwego stożka S, jeśli

∆n+1h f(x) :=
n+1∑

j=0

(−1)n+1−j
(
n+ 1
j

)
f(x+ jh)  0

dla wszystkich x ∈ D oraz h ∈ S spełniających warunek x + ih ∈ D dla i ∈ {0, 1, . . . , n + 1}. Jeśli Y jest
przestrzenią liniowo-topologiczną (niekoniecznie unormowaną i uporządkowaną), zaś ∆n+1h f(x) = 0 dla x ∈ D
i h ∈ X spełniających warunek x+ ih ∈ D dla i ∈ {0, 1, . . . , n+1}, to f nazywamy funkcją wielomianową n-tego
rzędu.
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Ponadto sformułowałam twierdzenie analogiczne do rezultatu P. Dodosa z pracy [28]. Dokład-
niej, P. Dodos udowodnił, że jeśli G jest σ-zwartą podgrupą polskiej grupy abelowej X, która
nie jest lokalnie zwarta, to istnieje taki G-niezmienniczy zbiór F typu Fσ w X, że ani zbiór F ,
ani zbiór X \ F nie jest zbiorem zerowym Haara. Twierdzenie z pracy [J5] głosi, że przy tych
samych założeniach o G i X istnieje taki G-niezmienniczy zbiór F typu Fσ w X, że żaden ze
zbiorów F i X \ F nie jest zbiorem pierwszej kategorii Haara.

Omawiając własności zbiorów zerowych Haara nie można nie wspomnieć o pracach [59], [60],
w których E. Matous̆ková i C. Stegall udowodnili, że:

• każda nierefleksywna ośrodkowa przestrzeń Banacha 5) zawiera pewien domknięty wypukły
podzbiór o pustym wnętrzu, który zawiera pewne przesunięcie każdego zbioru zwartego,
a w konsekwencji nie jest zerowy Haara;

• w każdej superrefleksywnej ośrodkowej przestrzeni Banacha 6) sytuacja jest odmienna,
a mianowicie wszystkie domknięte wypukłe zbiory nigdziegęste są zbiorami zerowymi Ha-
ara.

Do tej pory nie wiadomo, co się dzieje z domkniętymi zbiorami wypukłymi o pustym wnętrzu
w refleksywnych ośrodkowych przestrzeniach Banacha.

Ponieważ zbiór zawierający pewne przesunięcie każdego zbioru zwartego nie jest pierwszej
kategorii Haara, zaś T. Banakh [4] udowodnił, że każdy domknięty zbiór zerowy Haara jest
zbiorem pierwszej kategorii Haara, więc z rezultatu E. Matous̆ková’ej i C. Stegalla otrzymuję
natychmiast fakt do niego analogiczny, a więc:

• każda nierefleksywna ośrodkowa przestrzeń Banacha zawiera domknięty wypukły podzbiór
o pustym wnętrzu, który nie jest pierwszej kategorii Haara;

• w każdej superrefleksywnej ośrodkowej przestrzeni Banacha wszystkie domknięte wypukłe
zbiory nigdziegęste są pierwszej kategorii Haara.

Mierzalność w sensie Christensena a D-mierzalność
i ich zastosowanie w równaniach funkcyjnych

(prace [J1], [J2], [J4])

W 1980 roku P. Fischer i Z. Słodkowski [35] wprowadzili pojęcie mierzalności w sensie Chri-
stensena.

Definicja 3. Niech X będzie polską grupą abelową. Zbiór A ⊂ X nazywany jest zbiorem
mierzalnym w sensie Christensena, jeśli jest sumą mnogościową pewnego zbioru uniwersalnie
mierzalnego w X oraz zbioru zerowego Haara w X.

Ponadto P. Fischer i Z. Słodkowski wykazali, że rodzina zbiorów mierzalnych w sensie Chri-
stensena w polskiej grupie abelowej jest σ-ciałem. Dzięki temu w naturalny sposób wprowadzili
pojęcie funkcji mierzalnej w sensie Christensena.

5) np. c0, c, l1, l∞, L1([0, 1]), L∞([0, 1]), C([a, b])
6) np. lp, Lp([0, 1]) dla p ∈ (1,∞)
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Definicja 4. Niech X będzie polską grupą abelową, zaś Y przestrzenią topologiczną. Funkcja
f : X → Y nazywamy funkcją mierzalną w sensie Christensena, jeśli f−1(U) jest zbiorem
mierzalnym w sensie Christensena dla każdego zbioru otwartego U ⊂ Y .

Autorzy wykazali też, że jeśli X jest rzeczywistą polską przestrzenią liniową, zaś f : X → R jest
mierzalną w sensie Christensena funkcją addytywną lub mierzalną w sensie Christensena funkcją
wypukłą w sensie Jensena 7), to f jest ciągła. Rezultaty te stanowiły inspirację dla wielu autorów
prac z teorii równań i nierówności funkcyjnych, w których analizowano rozwiązania pewnych
problemów w klasie funkcji mierzalnych w sensie Christensena. Badania te zainicjowali między
innymi: Z. Gajda [37]-[38], J.P.R. Christensen - P. Fischer [23], R. Ger [39]-[40], K. Nikodem
[70, str. 39], Z. Kominek [53], K. Baron - PL. Kannappan [6]-[7], J. Brzdęk [15].

W publikacji [J3] w analogiczny sposób zdefiniowałam zbiory D-mierzalne.

Definicja 5. Niech X będzie polską grupą abelową. Zbiór A ⊂ X nazywamy D-mierzalnym,
jeśli jest sumą mnogościową pewnego zbioru borelowskiego w X oraz zbioru pierwszej kategorii
Haara w X.

Następnie wykazałam, że rodzina zbiorów D-mierzalnych jest σ-ciałem. Zatem D-mierzalność
jest pojęciem analogicznym do mierzalności w sensie Christensena w polskich grupach abelo-
wych, które niekoniecznie są lokalnie zwarte.

Oczywiście Twierdzenia 9, 10, 11 (typu Piccard) pozostaną prawdziwe, jeśli σ-ciało zbiorów
borelowskich zastąpimy σ-ciałem zbiorów D-mierzalnych.

Przed omówieniem dalszych wyników przypomnę, że twierdzenia typu Steinhausa-Pettisa-
Piccard znalazły istotne zastosowania w teorii równań i nierówności funkcyjnych. Wykorzystując
Twierdzenia 2 oraz 4 można udowodnić takie klasyczne rezultaty jak te, że funkcja addytywna,
czy funkcja wypukła w sensie Jensena, która jest ograniczona z góry na zbiorze drugiej kate-
gorii o własności Baire’a lub miary dodatniej Lebesgue’a, jest ciągła (zob. M.R. Mehdi [63],
A. Ostrowski [75], jak również R. Ger - M. Kuczma [41], M. Kuczma [54, str. 210]). Powszech-
nie wiadomo też, że aby pokazać ciągłość funkcji addytywnych lub funkcji wypukłych w sensie
Jensena, ograniczonych albo na zbiorze drugiej kategorii o własności Baire’a, albo dodatniej
miary Lebesgue’a, wystarczy skorzystać z Twierdzeń 1 i 3.

Ponieważ Twierdzenia 2 oraz 4 nie są prawdzie w przypadku uniwersalnie mierzalnych zbio-
rów niezerowych Haara czy zbiorów borelowskich, które nie są pierwszej kategorii Haara, więc
naturalnym wydaje się być pytanie: czy funkcja wypukła w sensie Jensena, bądź funkcja addy-
tywna, ograniczona z góry na mierzalnym w sensie Christensena zbiorze niezerowym Haara (lub
na zbiorze D-mierzalnym, który nie jest pierwszej kategorii Haara) musi być ciągła? Problem
ten dla mierzalnego w sensie Christensena zbioru niezerowego Haara sformułowali K. Baron
i R. Ger podczas „ The 21st International Symposium on Functional Equations” (1983, Konol-
fingen, Switzerland) (zob. [5]).

W nawiązaniu do powyższego problemu, w pracy [J1] udowodniłam, że jeśli X jest rzeczy-
wistą polską przestrzenią liniową, to funkcja f : X → R wypukła w sensie Jensena, która jest
ograniczona z góry na pewnym mierzalnym w sensie Christensena zbiorze niezerowym Haara,
musi być wypukła, a więc spełniać warunek:

(4) f(tx+ (1− t)y) ¬ tf(x) + (1− t)f(y)

7) tzn. spełniającą nierówność f
(
x+y
2

)
¬ f(x)+f(y)2 dla wszystkich x, y z dziedziny funkcji f
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dla wszystkich x, y ∈ X i t ∈ [0, 1]. Wnioskiem płynącym z tego twierdzenia jest fakt, że funk-
cja addytywna f : X → R ograniczona z góry na mierzalnym w sensie Christensena zbiorze
niezerowym Haara jest funkcją liniową. W dowodach tych wyników pomocny okazał się lemat
J. Brzdęka z pracy [18]. I chociaż w pracy [J1] problem K. Barona i R. Gera nie został roz-
wiązany, to metoda dowodowa została później zmodyfikowana przez A. Olbrysia [71] w taki
sposób, że otrzymał on wynik jeszcze bardziej zbliżający nas do rozwiązania problemu. Dokład-
niej, uogólniając wykorzystany w pracy [J1] lemat J. Brzdęka udowodnił on, że jeśli D jest
niepustym wypukłym i otwartym podzbiorem rzeczywistej polskiej przestrzeni liniowej, to każ-
da wypukła w sensie Jensena funkcja f : D → R, dla której zbiór f−1((−∞,M)) jest niezerowy
Haara mierzalny w sensie Christensena z pewnym M ∈ R, jest ciągła 8). Wykazał też, że przy
tych samych założeniach o zbiorze D każda funkcja f : D → R t-wypukła w sensie Wrighta,
tzn. spełniająca (4) dla wszystkich x, y ∈ D z ustalonym t ∈ (0, 1), która jest ograniczona na
mierzalnym w sensie Christensena zbiorze niezerowym Haara, musi być ciągła.

W pracy [J4] otrzymałam rezultaty analogiczne do wyżej wspomnianych wyników A. Olbry-
sia dla zbiorów D-mierzalnych niebędących pierwszej kategorii Haara. Mianowicie udowodniłam,
że dla niepustego wypukłego otwartego podzbioru D rzeczywistej polskiej przestrzeni liniowej,
jeśli f : D → R jest taką funkcją wypukłą w sensie Jensena, że dla pewnego M ∈ R zbiór
f−1((−∞,M)) jest D-mierzalny, a jednocześnie nie jest pierwszej kategorii Haara, to f jest
ciągła. Ponadto wykazałam, że każda t-wypukła w sensie Wrighta funkcja f : D → R ograni-
czona na zbiorze D-mierzalnym, który nie jest pierwszej kategorii Haara, jest ciągła. Aby jednak
uzyskać wspomniane wyniki, udowodniłam najpierw lemat analogiczny do lematu Olbrysia.

Lemat 1. Niech X będzie rzeczywistą polską przestrzenią liniową, A ⊂ X będzie zbiorem bo-
relowskim, który nie jest pierwszej kategorii Haara, zaś x ∈ X \ {0}. Wtedy istnieje taki zbiór
borelowski B ⊂ A, że k−1x (B + z) jest zbiorem drugiej kategorii o własności Baire’a w R dla
każdego z ∈ X, gdzie kx : R→ X jest funkcją określoną wzorem kx(α) := αx dla α ∈ R.

Oczywiście, zastępując Lemat 1 w pracy [J1] przez powyższy lemat, można otrzymać następu-
jący rezultat, analogiczny do wyniku z pracy [J1].

Twierdzenie 12. Jeśli X jest rzeczywistą polską przestrzenią liniową, to:

• każda wypukła w sensie Jensena funkcja f : X → R ograniczona z góry na zbiorze D-
mierzalnym, który nie jest pierwszej kategorii Haara, jest wypukła;

• każda funkcja addytywna f : X → R ograniczona z góry na zbiorze D-mierzalnym, który
nie jest pierwszej kategorii Haara, jest liniowa.

Twierdzenia Steinhausa i Piccard (Twierdzenia 2 oraz 4) okazały się również bardzo uży-
teczne w charakteryzacji rozwiązań równań funkcyjnych typu Gołąba-Schinzla.

Równanie Gołąba-Schinzla

(5) f(x+ f(x)y) = f(x)f(y)

po raz pierwszy rozważane było w 1959 roku w związku z zagadnieniem wyznaczania podgrup
grupy przekształceń centroafinicznych płaszczyzny (zob. [42]). W późniejszym czasie okazało się,

8)A. Olbryś sformułował to twierdzenie nieco inaczej, jako rozwiązanie problemu K. Barona i R. Gera, jednak
z mojej analizy dowodu wynika, że twierdzenie Olbrysia nie jest prawdziwe. Nie umniejsza to jednak wartości
całej pracy [71] poświęconej przede wszystkim funkcjom t-wypukłym w sensie Wrighta.
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że równanie to ma również zastosowanie przy badaniu podpółgrup grupy przekształceń afinicz-
nych prostej lub płaszczyzny, w wyznaczaniu podgrup grupy L12, w klasyfikacji quasi–algebr oraz
„ prawie”–pierścieni, w charakteryzacji działań łącznych, czy w rozwiązywaniu równań różnicz-
kowych pojawiających się w meteorologii i mechanice płynów (więcej informacji na ten temat
zawiera praca przeglądowa J. Brzdęka [17]). W ostatnim czasie N.H. Bingham i A. Ostaszew-
ski [10], [73] wykazali, że równanie Gołąba-Schinzla jest ściśle związane z wykorzystywanymi
w probabilistyce funkcjami o regularnej zmienności Beurlinga.

Wyznaczanie rozwiązań równania Gołąba-Schinzla jest możliwe przy pewnych dodatkowych
założeniach regularnościowych o niewiadomej funkcji f . Jedynym założeniem trywializującym
szukanie rzeczywistych rozwiązań równania (5) jest różnowartościowość funkcji f ; wszystkie
inne założenia regularnościowe znacznie komplikują poszukiwanie rozwiązań tego równania. Po-
czątkowo scharakteryzowano rozwiązania równania (5) przy założeniu ciągłości czy mierzalności
w sensie Lebesgue’a (zob. [42], [81]). W późniejszym czasie J. Brzdęk badał następujące równanie
typu Gołąba-Schinzla

(6) f(x+ f(x)ky) = f(x)f(y)

z pewnym k ∈ N, przy założeniu ciągłości, mierzalności w sensie Christensena lub Baire’a,
własności Darboux, ograniczoności na zbiorze drugiej kategorii o własności Baire’a, czy innych
założeniach regularnościowych (obszerna bibliografia na ten temat znajduje się we wspomnianej
już pracy przeglądowej J. Brzdęka [17]). Poszukiwanie możliwie słabych założeń gwarantujących
ciągłość rozwiązań pewnych równań funkcyjnych nawiązuje do drugiej części piątego problemu
Hilberta (zob. [1], [43]).

W pracy [J2], w odpowiedzi na problem J. Brzdęka z pracy [17], scharakteryzowałam
rozwiązania równania typu Gołąba-Schinzla

(7) f(x+M(f(x))y) = f(x)f(y)

w klasie takich niewiadomych funkcji f : X → R i M : R→ R, gdzie X jest rzeczywistą polską
przestrzenią liniową, że f jest ograniczona na pewnym mierzalnym w sensie Christensena zbiorze
niezerowym Haara D ⊂ X, dla którego 0 6∈ f(D). Pokazałam, że takie funkcje f i M spełniają
równanie (7) wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z następujących warunków jest spełniony:

(i) f = 1;

(ii) M |(0,∞) = 1 i f = exph dla pewnego nietrywialnego funkcjonału liniowego h : X → R;

(iii) istnieje taki nietrywialny funkcjonał liniowy h : X → R oraz takie c ∈ R \ {0}, że f,M
mają postać:

f(x) =




|h(x) + 1|c sgn (h(x) + 1), x ∈ X, h(x) 6= −1;

0, x ∈ X, h(x) = −1,
M(y) = |y| 1c sgn y, y ∈ R

lub

f(x) =





(h(x) + 1)c, x ∈ X, h(x) > −1;

0, x ∈ X, h(x) ¬ −1,
M(y) = y

1
c , y ∈ [0,∞).
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Trudność w scharakteryzowaniu rozwiązań polegała na tym, że analogiczny wynik dla zbioru
drugiej kategorii o własności Baire’a i równania (6) został uzyskany przez J. Brzdęka [18] dzięki
zastosowaniu Twierdzenia 4, które nie jest prawdziwe dla mierzalnych w sensie Christensena
zbiorów niezerowych Haara (o czym wspominałam już wcześniej). Ponadto rozszerzenie (7)
równania Gołąba-Schinzla jest znacznie trudniejsze w rozważaniach w związku z występującymi
w nim dwiema funkcjami niewiadomymi.

Łatwo zauważyć, że jeśli w metodzie dowodowej z pracy [J2] w miejscu Lematów 6, 7, 8
skorzystamy odpowiednio z Twierdzenia 9, Lematu 1 oraz Twierdzenia 12, to otrzymamy na-
stępujący rezultat, analogiczny do tego z pracy [J2].

Twierdzenie 13. Niech X będzie rzeczywistą polską przestrzenią liniową, f : X → R, M :
R → R oraz niech f będzie ograniczona na takim zbiorze D-mierzalnym niebędącym pierwszej
kategorii Haara D ⊂ X, że 0 6∈ f(D). Wówczas funkcje f,M spełniają równanie (7) wtedy
i tylko wtedy, gdy jeden z powyższych warunków (i)-(iii) jest spełniony.

Dalsze badania innych autorów

Poszukiwanie analogii pomiędzy zbiorami zerowymi Haara a zbiorami pierwszej kategorii
Haara w polskich grupach abelowych, zapoczątkowane w 2013 roku przez U.B. Darji’ego i kon-
tynuowane w pracach [J3]-[J6], okazało się bardzo interesujące również dla innych matema-
tyków. M. Doležal - M. Rmoutil - B. Vejnar - V. Vlasák [30] udowodnili między innymi, że
każdą przestrzeń Banacha, jak również przestrzeń Rω, można przedstawić w postaci rozłącznej
sumy zbioru pierwszej kategorii Haara i zbioru zerowego Haara, co jest uogólnieniem dobrze
znanego twierdzenia o rozkładzie prostej na dwa zbiory „ małe”: zbiór miary Lebesgue’a zero
i zbiór pierwszej kategorii Baire’a (zob. [76, str. 4]). W tej samej pracy autorzy wykazali, że
istnieje taki zbiór niezerowy Haara C ⊂ Zω ×Zω, niebędący zbiorem pierwszej kategorii Haara,
że wszystkie cięcia tego zbioru C[t] := {s ∈ Zω : (s, t) ∈ C} dla t ∈ Zω są zbiorami pierwszej
kategorii Haara i zerowymi Haara w Zω. Oznacza to, że dobrze znane twierdzenie Fubiniego oraz
jego topologiczny odpowiednik - twierdzenie Kuratowskiego-Ulama (zob. [76, str. 52-57]), nie
mogą być przeniesione na przypadek grup, które nie są lokalnie zwarte. Ponadto takie dobrze
znane fakty jak te, że każdy zbiór pierwszej kategorii Baire’a jest zawarty w pewnym zbiorze
Fσ pierwszej kategorii Baire’a oraz każdy zbiór miary Lebesgue’a zero jest zawarty w pewnym
zbiorze Gδ miary Lebesgue zero, nie mogą być przeniesione na przypadek grup, które nie są
lokalnie zwarte. Dokładniej, M. Elekes - Z. Vindyánszky [33] udowodnili, że w każdej polskiej
grupie abelowej, która nie jest lokalnie zwarta, istnieje zbiór zerowy Haara, który nie jest zawarty
w żadnym zbiorze zerowym Haara typu Gδ, natomiast M. Doležal - V. Vlásak [31] wykazali, że
w takiej grupie istnieje zbiór pierwszej kategorii Haara, który nie zawiera się w żadnym zbiorze
pierwszej kategorii Haara typu Fσ.

Kontynuując swoje badania zauważyłam też, że w definicji Darji’ego można zredukować
jeden parametr poświadczający, a mianowicie przestrzeń metryczną zwartą.

Proposition 1. Zbiór borelowski B ⊂ G jest pierwszej kategorii Haara wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka funkcja ciągła f : 2ω → G, że f−1(B + g) jest pierwszej kategorii Baire’a w 2ω dla
każdego g ∈ G.

Dowód. Załóżmy, że istnieje przestrzeń metryczna zwarta M i ciągła funkcja h : M → G, dla
których zbiór h−1(B + g) jest pierwszej kategorii Baire’a w M dla dowolnego g ∈ G. Z [26,
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Lemat 2.10] wynika, że istnieje taka ciągła funkcja f odwzorowująca zbiór Cantora C na zbiór
M , że f−1(T ) jest pierwszej kategorii Baire’a w C dla każdego zbioru pierwszej kategorii Baire’a
T ⊂M . Stąd funkcja h ◦ f : C → G jest ciągła i zbiór (h ◦ f)−1(B + g) jest pierwszej kategorii
Baire’a w C dla każdego g ∈ G. Ponieważ 2ω jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora C,
otrzymujemy tezę. Implikacja przeciwna jest oczywista.

Rezultat ten pozwolił mi na naturalną modyfikację definicji T. Banakha [4] zbiorów rezy-
dualnie pierwszej kategorii Haara (ang. generically Haar meager set), która jest analogiczna
do wprowadzonej przez P. Dodosa [27]-[29] definicji zbiorów rezydualnie zerowych Haara (ang.
generically Haar null set). Następnie, wspólnie z T. Banakhem wykazaliśmy równoważność obu
definicji zbiorów rezydualnie pierwszej kategorii Haara (mojej i T. Banakha) oraz udowodniliśmy
pewne własności zbiorów rezydualnie pierwszej kategorii Haara, które są analogiczne do otrzy-
manych przez P. Dodosa własności zbiorów rezydualnie zerowych Haara. Wszystkie wspomniane
rezultaty zostaną zawarte w publikacji przygotowywanej wspólnie z T. Banakhem.

5. Pozostałe osiągnięcia naukowo-badawcze.

Lista publikacji nie wchodzących w skład osiągnięcia wymienionego w punkcie 4.:

[J7] E. Jabłońska, On solutions of a generalization of the Gołąb–Schinzel equation, Aequationes
Math. 71 (2006), 269–279.

[J8] E. Jabłońska, Continuity of Lebesgue measurable solutions of a generalized Gołąb–Schinzel
equation, Demonstratio Math. 39 (2006), 91–96.

[J9] E. Jabłońska, A short note concerning solutions of a generalization of the Gołąb-Schinzel
equation, Aequationes Math. 74 (2007), 318-320.

[J10] E. Jabłońska, One-to-one solutions of a generalized Gołąb-Schinzel functional equation,
Demonstratio Math. 41 (2008), 583-588.

[J11] E. Jabłońska, Solutions of some functional equation bounded on nonzero Christensen me-
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Przejdę teraz do omówienia najważniejszych wyników opublikowanych w wyżej wymienio-
nych pracach.

Prace opublikowane przed doktoratem

Prace [J7]-[J9] zostały opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora.

W pracy [J8] podałam pełny opis rozwiązań równania funkcyjnego

(8) f(x+ f(x)ky) = f(x)f(y)

z ustalonym k ∈ N, w klasie funkcji f : Rn → R ograniczonych na takim zbiorze miary dodatniej
Lebesgue’a D ⊂ Rn, że 0 6∈ f(D).
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Natomiast prace [J7], [J9] dotyczą rozwiązań równania funkcyjnego

(9) f(x+M(f(x)y) = f(x)f(y)

przy założeniu, że X jest rzeczywistą przestrzenią liniową, f : X → R, M : R → R, M ◦ f 6=
M(1) oraz zbiór {x ∈ X : f(x) 6= 0} zawiera punkt algebraicznie wewnętrzny 9). Dokładniej, po-
dałam warunek konieczny i wystarczający na to, aby takie funkcje f,M spełniały równanie (9).

Pozostałe prace (opublikowane po uzyskaniu stopnia doktora) można podzielić na trzy grupy.
Pierwszą, najliczniejszą z nich, tworzą prace dotyczące rozwiązań równań i nierówności typu
Gołąba-Schinzla, drugą - prace na temat stabilności wybranych równań funkcyjnych, zaś trzecią
- prace na temat rozszerzalności rozwiązań warunkowych równań funkcyjnych.

Rozwiązania równania typu Gołąba-Schinzla
f(x+f(x)ky)=f(x)f(y)

Prace [J11], [J14] dotyczą w dalszym ciągu rozwiązań równania (8) (z pewnym k ∈ N),
które, jak już wcześniej wspominałam, intensywnie było badane przez J. Brzdęka.

W pracy [J11] rozwiązałam problem sformułowany przez J. Brzdęka w [17], jednak tylko w
przypadku rzeczywistej przestrzeni liniowej X (problem ten w przypadku zespolonym pozostał
nierozwiązany do dziś). Dokładniej, udowodniłam, że jeśli X jest rzeczywistą polską przestrzenią
liniową, zaś funkcja f : X → R jest ograniczona na takim mierzalnym w sensie Christensena
zbiorze niezerowym Haara D ⊂ X, że 0 6∈ f(D) i f spełnia równanie (8), to istnieje ciągły
funkcjonał liniowy g : X → R, dla którego:

• w przypadku k nieparzystego f jest funkcją określoną jednym ze wzorów:

(10) f(x) = k

√
g(x) + 1, x ∈ Rn

lub

(11) f(x) = k

√
max{0, g(x) + 1}, x ∈ Rn;

• w przypadku parzystego k funkcja f ma postać (11).

Rezultat ten jest szczególnym przypadkiem omówionego wcześniej wyniku z pracy [J2].

Z kolei w pracy [J14] uogólniłam twierdzenia z pracy [18], w której J. Brzdęk rozważał
rozwiązania f : X → K równania (8) mierzalne w sensie Baire’a lub ograniczone na zbiorze
drugiej kategorii o własności Baire’a przy założeniu, że X jest polską przestrzenią liniową nad
ciałem K ∈ {R,C}. Aby wykazać, że założenia zupełności i metryzowalności przestrzeni X nie są
potrzebne, w pracy [J14] udowodniłam, że użyte przez J. Brzdęka twierdzenie o odwzorowaniu
otwartym można ominąć, wykazując następujący rezultat.

Twierdzenie 14. Niech X będzie przestrzenią liniowo-topologiczną nad K ∈ {R,C}, zaś V ⊂
K. Jeśli g : X → K jest nietrywialnym ciągłym funkcjonałem liniowym i g−1(V ) zawiera pe-
wien podzbiór drugiej kategorii o własności Baire’a, to zbiór V również zawiera pewien podzbiór
drugiej kategorii o własności Baire’a.

9) Punkt x ∈ B jest punktem algebraicznie wewnętrznym zbioru B ⊂ X, gdy dla każdego y ∈ X istnieje takie
c > 0, że x+ ay ∈ B dla a ∈ (−c, c).
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W dowodzie tego twierdzenia użytecznym narzędziem okazały się przede wszystkim ciągi i pod-
ciągi uogólnione.

Rozwiązania równania typu Gołąba-Schinzla
f(x+m(f(x))y)=f(x)f(y)

Przejdę teraz do omówienia prac [J10], [J12], [J13], [J15], [J16], poświęconych rozwią-
zaniom równania (9) przy różnych założeniach regularnościowych o niewiadomych funkcjach
f i M . Większość z otrzymanych w tych pracach wyników rozszerza rezultaty J. Brzdęka dla
równania (8), jednak złożoność dowodów tych twierdzeń jest znacznie większa ze względu na
występujące w równaniu (9) dwie funkcje niewiadome.

W pracy [J10] udowodniłam, że jeśli X jest nietrywialną przestrzenią liniową nad ciałem
K ∈ {R,C}, f : X → K jest różnowartościowa, M : K → K, zaś M ◦ f nie jest funkcją stałą,
to f,M spełniają równanie (9) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie x0 ∈ K, że X = Kx0,
M |f(X) jest różnowartościowa i multiplikatywna oraz

M(f(αx0)) = α + 1, α ∈ K.

Z kolei w pracy [J12] wykazałam, że w przypadku rzeczywistej przestrzeni liniowo-topolo-
gicznej X oraz funkcji f : X → R, M : R → R mających własność Darboux, funkcje f,M
są rozwiązaniami równania (9) wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest jeden z następujących
warunków:

(i) f = 0 lub f = 1;

(ii) M |(0,∞) = 1 i f = exph dla pewnej addytywnej i surjektywnej funkcji h : X → R;

(iii) istnieje taki nietrywialny ciągły funkcjonał liniowy h : X → R oraz takie c > 0, że

(12)
f(x) = |h(x) + 1| 1c sgn (h(x) + 1), x ∈ X;
M(y) = |y|c sgn y, y ∈ R

lub

(13)
f(x) = (max{0, h(x) + 1}) 1c , x ∈ X;
M(y) = yc, y ∈ [0,∞).

W konsekwencji można zauważyć, że w przypadku, gdy funkcja M ◦ f nie jest stała, odwzoro-
wania f,M mające własność Darboux i spełniające równanie (9) muszą być ciągłe.

W pierwszej części pracy [J13] uzupełniłam wyniki z pracy [J9] o przypadek zespolny. Tym
samym podałam pełny opis rozwiązań równania (9) w przypadku przestrzeni liniowej X nad
ciałem K ∈ {R,C} przy założeniach, że f : X → K, M : K→ K oraz zbiór {x ∈ X : f(x) 6= 0}
ma punkt algebraicznie wewnętrzny. Okazało się, że funkcje f,M są rozwiązaniami równania
(9) wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z następujących warunków jest spełniony:

(i) f = 1 z dowolną funkcją M ;

(ii) nietrywialna funkcja wykładnicza f : X → K \ {0} 10) z funkcją M spełniającą warunek
M ◦ f = 1;

10) tzn. funkcja f 6= 1 spełniająca równanie f(x+ y) = f(x)f(y) dla x, y ∈ X
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(iii) w przypadku, gdy K = R,

(14)
f(x) = G(g(x) + 1), x ∈ X,
M(z) = G−1(z), z ∈ G(R)

lub

(15)
f(x) = G(max{0, g(x) + 1}), x ∈ X,
M(z) = G−1(z), z ∈ G([0,∞)),

gdzie G : R → R jest pewną różnowartościową funkcją multiplikatywną, zaś g : X → R
jest nietrywialnym funkcjonałem R-liniowym;

(iv) w przypadku, gdy K = C, jeden z następujących warunków jest spełniony:

– dla pewnej multiplikatywnej funkcji różnowartościowej G : C → C oraz nietrywial-
nego funkcjonału C-liniowego g : X → C

(16)
f(x) = G(g(x) + 1), x ∈ X,
M(y) = G−1(y), y ∈ G(C),

– dla pewnej multiplikatywnej funkcji G : R → C oraz nietrywialnego funkcjonału R-
liniowego g : X → R albo f,M spełniają (14) i G jest różnowartościowa, albo f,M
spełniają (15) i G|[0,∞) jest różnowartościowa.

Następnie w drugiej części tej pracy scharakteryzowałam rozwiązania równania (9) zakładając,
że M : K → K, zaś funkcja f : X → K jest ograniczona na pewnym takim zbiorze B ⊂ X
posiadającym punkt algebraicznie wewnętrzny, że 0 6∈ f(B), a dodatkowo w przypadku, gdy
K = C, ∣∣∣∣∣arg

f(z1)
f(z2)

∣∣∣∣∣ <
2π
3
, z1, z2 ∈ B.

Otrzymałam pełny opis rozwiązań równania (9), który nieznacznie różni się od tego podanego
w pierwszej części pracy; główną różnicą jest fakt, że w tym przypadku dodatkowo uzyskałam
też ciągłość występujących w opisie funkcji G na całej dziedzinie oprócz zera.

Praca [J15] również jest poświęcona rozwiązaniom równania (9). Zakładając, że X jest
polską przestrzenią liniową nad ciałem K ∈ {R,C}, M : K → K, f : X → K jest mierzalna
w sensie Christensena, M ◦ f nie jest stała oraz {x ∈ X : f(x) 6= 0} nie jest zbiorem zerowym
Haara udowodniłam, że funkcje f i M spełniają równanie (9) wtedy i tylko wtedy, gdy M |f(X)
jest różnowartościowa i multiplikatywna oraz:

(i) w przypadku gdy M(f(X)) ⊂ R, istnieje taki nietrywialny funkcjonał R–liniowy h : X →
R, że M ◦ f jest zdefiniowana jednym ze wzorów:

(17) M(f(x)) = h(x) + 1, x ∈ X

lub

(18) M(f(x)) = max{0, h(x) + 1}, x ∈ X;

(ii) w przypadku gdy M(f(X)) \ R 6= ∅, istnieje taki nietrywialny funkcjonał C–liniowy h :
X → C, że M ◦ f spełnia (17).
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W konsekwencji okazało się, że jeśli mierzalna w sensie Christensena funkcja f : X → K
spełnia (9) wraz z borelowską funkcją M : K → K, to albo M ◦ f jest ciągła, albo zbiór
{x ∈ X : f(x) 6= 0} jest zbiorem zerowym Haara.

W pracy [J16] scharakteryzowałam rozwiązania równania (9) ograniczone na zbiorach „ du-
żych” w abstrakcyjnym sensie. Zbiór „ duży” rozumiem tutaj jako zbiór należący do σ-ciała M
w przestrzeni liniowo-topologicznej X nad K ∈ {R,C}, a jednocześnie nienależący do nietry-
wialnego, właściwego, liniowo-niezmienniczego σ-ideału I w X, spełniającego warunki:

(H1) int(A+B) 6= ∅ dla wszystkich A ∈M \ I i B ∈ 2X \ I,

(H2) int[(g(A) + 1) · (g(A) + 1)] 6= ∅ dla wszystkich A ∈M \ I i g ∈ X∗ \ {0},

przy czym X∗ jest przestrzenią wszystkich ciągłych funkcjonałów liniowych na X. Przykładami
takich zbiorów „ dużych” są zbiory drugiej kategorii o własności Baire’a w przestrzeni liniowo
topologicznej, czy zbiory miary dodatniej Lebesgue’a w Rk. Wykazałam, że jeśli M : K → K
jest ciągła, f : X → K jest ograniczona na takim zbiorze „ dużym” D ∈ M \ I, że 0 6∈ f(D),
a ponadto, w przypadku gdy f(X) \ {0} ⊂ S := {z ∈ C : |z| = 1}, int(S \ f(D)) 6= ∅
(w odniesieniu do zwykłej topologii w S), to funkcje f,M spełniają (9) wtedy i tylko wtedy,
gdy jeden z następujących warunków jest spełniony:

(i) f = 1;

(ii) M ◦ f = 1 i f : X → K \ {0} jest funkcją wykładniczą;

(iii) istnieje taki nietrywialny ciągły funkcjonał liniowy h : X → R oraz takie c > 0, że f,M
mają jedną z postaci (12), (13),

(iv) istnieje taki nietrywialny ciągły funkcjonał C–liniowy g : X → C oraz taka ciągła multi-
plikatywna bijekcja H : C→ C, że

f(x) = H−1(g(x) + 1) dla x ∈ X,
M(y) = H(y) dla y ∈ C.

W konsekwencji okazało się, że jeśli funkcje f : X → K i M : K→ K spełniają (9), przy czym
f jest M-mierzalna 11), zaś M jest ciągła na K, to M ◦f jest ciągła lub {x ∈ X : f(x) 6= 0} ∈ I.

Praca [J20] jest pracą przeglądową, zamykającą cykl prac na temat równania (9).

Rozwiązania spexideryzowanego równania Gołąba-Schinzla
f(x+g(x)y)=h(x)k(y)

W pracach [J18], [J19] wprowadziłam po raz pierwszy spexideryzowane równanie Gołąba-
Schinzla

(19) f(x+ g(x)y) = h(x)k(y)

11) tzn. mierzalna względem σ-ciała M
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z czterema funkcjami niewiadomymi f, g, h, k : X → R, gdzie X jest przestrzenią liniową nad
ciałem K 12). Najważniejszym rezultatem z pracy [J19], który powstał w efekcie skorygowania
i wzmocnienia rezultatów z [J18], jest twierdzenie, w wyniku którego poszukiwania rozwiązań
równania (19) z czterema niewiadomymi funkcjami można zredukować do wyznaczania rozwią-
zań równania

(20) f(x+ g(x)y) = f(x)f(y)

(z jedynie dwiema funkcjami niewiadomymi). Tym samym otrzymałam pełny opis rozwiązań
równania (19) za pomocą rozwiązań równania (20) (bez żadnych dodatkowych założeń regular-
nościowych o funkcjach f, g, h, k). Okazało się, że funkcje f, g, h, k : X → K spełniają równanie
(19) wtedy i tylko wtedy, gdy mają jedną z następujących postaci:

(i)





f = 0,
h = 0,
g, k − dowolne,





f = 0,
k = 0,
g, h− dowolne;

(ii)





f = bh,
g = 0,
h− dowolna, niestała,
k = b,

dla pewnej stałej b ∈ K \ {0};

(iii)





f = ab,
g − dowolna,
h = a,
k = b,

dla pewnych stałych a, b ∈ K \ {0};

(iv) dla pewnych stałych a, b, c ∈ K \ {0} oraz takich funkcji F,G : X → K spełniających
równanie (20), że F 6= 1 i F (0) = G(0) = 1,




f = abF,

g = cG,

h = aF,

k(x) = bF (cx), x ∈ X;

(v) dla pewnego x0 ∈ X \ {0}, stałych a, b ∈ K \ {0} oraz takich funkcji F,G : X → K
spełniających równanie (20), że F (0) = G(0) = 1 oraz F (−x0) = G(−x0) = 0,




f(x) = abF (x− x0), x ∈ X,
g(x) = g(x0)G(x− x0), x ∈ X,
h(x) = aF (x− x0), x ∈ X,
k(x) = bF (g(x0)x), x ∈ X.

Powyższy rezultat uzasadnia poszukiwanie rozwiązań równania typu Gołąba-Schinzla posta-
ci (20).

12) Słowo „ pexideryzacja” pochodzi od nazwiska J.V. Pexidera, który po raz pierwszy rozważał uogólnione
równania Cauchy’ego postaci f(x+ y) = g(x) · h(y) z trzema funkcjami niewiadomymi odwzorowującymi grupę
(G1,+) w grupę (G2, ·) (zob. M. Kuczma [54, str. 316-323]).
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Rozwiązania równania typu Gołąba-Schinzla
f(x+g(x)y)=f(x)f(y)

J. Chudziak [24] scharakteryzował rozwiązania równania (20) przy założeniu ciągłości funkcji
wewnętrznej g. Prace [J17], [J21]-[J23] również dotyczą rozwiązań tego równania, jednak przy
innych założeniach regularnościowych natury analitycznej. Warto też wspomnieć, że rozważania
równania (20) wymagają zupełnie innych metod dowodowych w stosunku do równania (9).

W pracy [J21] scharakteryzowałam rzeczywiste rozwiązania równania (20) przy założeniu
ciągłości funkcji zewnętrznej f . Okazało się, że funkcje f, g : R → R spełniają równanie (20)
wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z następujących warunków jest spełniony:

(i) f = 1 lub f = 0;

(ii) f(x) = exp(cx) dla x ∈ R z pewnym c ∈ R \ {0} oraz g = 1;

(iii) f i g mają jedną z postaci:
{
g(x) = cx+ 1, x ∈ R,
f(x) = |cx+ 1|r, x ∈ R,

{
g(x) = cx+ 1, x ∈ R,
f(x) = |cx+ 1|r sgn (cx+ 1), x ∈ R,
{
g(x) = max{0, cx+ 1}, x ∈ R,
f(x) = (max{0, cx+ 1})r, x ∈ R,

z pewnymi c ∈ R \ {0} i r > 0.

Konfrontując to twierdzenie z rezultatem J. Chudziaka z pracy [24] można zauważyć, że założenie
ciągłości funkcji zewnętrznej f jest silniejsze niż założenie ciągłości funkcji wewnętrznej g, gdyż
przy założeniu ciągłości funkcji f w konsekwencji otrzymujemy ciągłość funkcji g 13).

W kolejnej pracy [J23] scharakteryzowałam rozwiązania równania (20) przy słabszym zało-
żeniu niż w pracy [J21], a mianowicie założeniu ciągłości na promieniach funkcji zewnętrznej
f : X → R określonej na rzeczywistej przestrzeni liniowej X 14). Wykorzystując wspomniany
rezultat z pracy [J21] udowodniłam, że funkcje f, g : X → R spełniają (20) i f jest ciągła na
promieniach wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z następujących warunków jest spełniony:

(i) f = 1 lub f = 0 z dowolną funkcją g;

(ii) g = 1 oraz f = expL dla pewnego nietrywialnego funkcjonału liniowego L : X → R;

(iii) f, g mają jedną z następujących postaci dla pewnego nietrywialnego funkcjonału liniowego
L : X → R oraz r > 0:

(21)
{
g(x) = L(x) + 1, x ∈ R,
f(x) = |L(x) + 1|r, x ∈ R,

13) Ciekawym wydaje się fakt, że nie jesteśmy w stanie najpierw wykazać, że z ciągłości funkcji f wynika
ciągłość g, aby wówczas zastosować wynik J. Chudziaka z pracy [24]; dopiero, gdy otrzymamy postać rozwiązań
f, g, widzimy wspomnianą zależność.
14) Funkcja f : X → R jest ciągła na promieniach, jeśli funkcje fx : R → R określone wzorem fx(a) := f(ax)

dla a ∈ R są ciągłe dla każdego x ∈ X.
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(22)
{
g(x) = L(x) + 1, x ∈ R,
f(x) = |L(x) + 1|r sgn (L(x) + 1), x ∈ R,

(23)
{
g(x) = max{0, L(x) + 1}, x ∈ R,
f(x) = (max{0, L(x) + 1})r, x ∈ R.

Wynik ten jest rozszerzeniem otrzymanego wcześniej rezultatu z pracy [J17], w której, wy-
korzystując rezultat J. Chudziaka z pracy [24] wykazałam, że ciągłe na promieniach funkcje
f, g : X → R określone na rzeczywistej przestrzeni liniowej X spełniające równanie (20) mają
jedną z wyżej wymienionych postaci (i)-(iii).

Natomiast w ostatniej pracy [J22] na temat równania (20) scharakteryzowałam rzeczywiste
rozwiązania tego równania przy znacznie słabszych założeniach. Mianowicie wykazałam, że jeśli
f(R)\{0, 1,−1} 6= ∅, g(R)\{0, 1} 6= ∅, zaś f jest lokalnie ograniczona z góry w każdym punkcie
zbioru R, to funkcje f, g spełniają (20) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stała c ∈ R \ {0},
nieskończona podgrupa G grupy (R \ {0}, ·) oraz niestała funkcja multiplikatywna φ : G → R,
dla których

f(x) =
{
φ(cx+ 1), cx+ 1 ∈ G;
0, cx+ 1 ∈ R \G,

g(x) =
{
cx+ 1, cx+ 1 ∈ G;
0, cx+ 1 ∈ R \G.

Rozwiązania nierówności Gołąba-Schinzla
f(x+f(x)y)¬f(x)f(y)

W pracy [J24] po raz pierwszy rozważałam nierówność Gołąba-Schinzla

(24) f(x+ f(x)y) ¬ f(x)f(y)

w klasie ciągłych funkcji rzeczywistych. Nierówność ta jest szczególnym przypadkiem nierówno-
ści

(25) f(F (x, y)) ¬ H(g(x), h(y)),

która pojawia się nie tylko w związku z funkcjami wypukłymi czy podaddytywnymi (zob.
M. Kuczma [54, str. 400-421]), ale również ma zastosowanie w teorii półgrup operatorów linio-
wych (C. Ionescu Tulcea [48], W. Sander [87], [89]). Do tej pory jednak rozwiązania nierówności
(25) zostały scharakteryzowane przy takich założeniach o funkcjach F,H, które wykluczają
przypadek nierówności (24). Głównym rezultatem z pracy [J24] jest fakt, że ciągłe rozwiąza-
nie f : R → R nierówności (24), dla którego 0 ∈ f(R), musi spełniać jeden z następujących
warunków:

(i) f ¬ 0;

(ii) f(x) = 0 dla x ∈ [1
c
,∞), f(x)  −cx+ 1 dla x ∈ (−∞, 1

c
);

(iii) f(x) = −cx+ 1 dla x ∈ [1
c
,∞), f(x)  −cx+ 1 dla x ∈ (−∞, 1

c
) oraz f(0) = 1;

(iv) f(x) = 0 dla x ∈ (−∞,−1
c
], f(x)  cx+ 1 dla x ∈ (−1

c
,∞);
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(v) f(x) = cx+ 1 dla x ∈ (−∞,−1
c
], f(x)  cx+ 1 dla x ∈ (−1

c
,∞) oraz f(0) = 1

z pewnym c > 0. Jednocześnie wykazałam, że warunki (ii)-(v) (w odróżnieniu od warunku
(i)) nie są wystarczające na to, aby funkcja f spełniała nierówność (24); jako kontrprzykład
podałam ciągłą funkcję f : R→ R spełniającą warunki:

• f(0) = 1, f
(
1
2

)
= 3
5 , f

(
2
3

)
= 2
5 , f

(
9
10

)
= 7
25 ,

• f(x)  −x+ 1 dla x ∈ (−∞, 1],

• f |[1,∞) = 0 lub f(x) = −x+ 1 dla x ∈ [1,∞).

Ponadto podałam przykład funkcji ciągłej spełniającej nierówność (24) oraz niespełniającej
równania Gołąba-Schinzla:

f(x) =





−2x+ 1, x < 0;
−x2 + 1, x ∈ [0, 1);
g(x), x  1,

gdzie albo g|[1,∞) = 0, albo g(x) = −x+ 1 dla x ∈ [1,∞).

Stabilność wybranych równań funkcyjnych

W 1940 roku S.M. Ulam [98] sformułował problem stabilności równania homomorfizmu, tzn.
równania postaci

f(x+ y) = f(x) · f(y),

w klasie funkcji odwzorowujących grupę (G1,+) w grupę metryczną (G2, ·, d):

Czy prawdą jest, że dla każdego ε > 0 istnieje taka δ > 0, że dla dowolnej funkcji f : G1 → G2
spełniającej warunek

d(f(x+ y), f(x) · f(y)) < δ dla x, y ∈ G1,
istnieje homomorfizm T : G1 → G2, dla którego d(f(x), T (x)) < ε dla x ∈ G1?

Częściowej odpowiedzi na to pytanie udzielił D.H. Hyers [46] w 1941 roku. Udowodnił on, że
jeśli X i Y są przestrzeniami Banacha oraz ε > 0, to dla każdej funkcji g : X → Y spełniającej
warunek

sup
x,y∈X

‖g(x+ y)− g(x)− g(y)‖ ¬ ε

istnieje dokładnie jedno takie rozwiązanie f : X → Y równania funkcyjnego Cauchy’ego

f(x+ y) = f(x) + f(y),

że
sup
x∈E
‖g(x)− f(x)‖ ¬ ε.

W późniejszym czasie rezultat D.H. Hyersa nazywano po prostu stabilnością Hyersa-Ulama
równania Cauchy’ego.

D.H. Hyers i S.M. Ulam zbadali również stabilność funkcji wielomianowych, izometrii, czy
funkcji wypukłych, co dało początek rozwijanej później przez ponad siedemdziesiąt lat teorii sta-
bilności równań funkcyjnych (więcej informacji na ten temat można znaleźć przykładowo w pra-
cach przeglądowych S. Czerwika [25], G.L. Forti’ego [36], D.H. Hyersa - G. Isaca - T.M. Rassiasa
[47], S.M. Junga [49], czy Z. Mosznera [68]).
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Przejdę teraz do omówienia prac [J25]-[J27] dotyczących stabilności wybranych równań
funkcyjnych.

W pracy [J25] (wraz z J. Brzdękiem, A. Bahyrycz i J. Olko) udowodniliśmy pewne twier-
dzenie o punkcie stałym. Dokładniej, rozważaliśmy funkcje, które „ prawie wszędzie” (w sensie
σ-ideału) 15) aproksymują punkty stałe pewnych operatorów. Wykazaliśmy, że przy pewnych
dodatkowych założeniach istnieją punkty stałe operatorów leżące „ blisko” tych funkcji.

Twierdzenie 15. Niech R+ := [0,∞). Załóżmy, że I jeste σ-ideałem w X, (Y, d) jest zupełną
przestrzenią metryczną, zaś Λ : RX

+ → RX
+ jest operatorem, który dla każdego ciągu (δn)n∈N ⊂

RX
+ spełnia warunek

δn(x)→ 0 I − p.w. na X =⇒ Λδn(x)→ 0 I − p.w. na X.

Niech T : Y X → Y X będzie takim operatorem, że dla wszystkich u, v ∈ Y X , δ ∈ RX
+

d(u(x), v(x)) ¬ δ(x) I − p.w. na X =⇒ d(Tu(x),Tv(x)) ¬ Λδ(x) I − p.w. na X.

Niech ponadto istnieją funkcje ε, ε∗ ∈ RX
+ , f ∈ Y X , dla których

d(Tf(x), f(x)) ¬ ε I − p.w. na X,

ε∗(x) =
∞∑

n=0

Λnε(x) I − p.w. na X.

Wtedy istnieje taka funkcja g : X → Y , że

Tnf(x)→ g(x) I − p.w. na X,

Tg(x) = g(x) I − p.w. na X,(26)

d(f(x), g(x)) ¬ ε∗(x) I − p.w. na X.(27)

Jeśli ponadto Λnε∗(x) → 0 I − p.w. na X, to g jest jedyną funkcją (z dokładnością do ideału
I) spełniającą (26), (27).

Otrzymane twierdzenie uogólnia rezultat z pracy L. Cǎdariu - L. Gǎvruţa - P. Gǎvruţa [21]. Po-
nadto w pracy tej wykazaliśmy, że powyższe twierdzenie można wykorzystać, aby przy pewnych
założeniach udowodnić stabilność równania

Φ(x, g(h1(x)), ..., g(hk(x))) = g(x) I − p.w. na X,

jak również stabilność wielomianowego równania funkcyjnego

g(µ(x)) +
m∑

j=1

aj(x)g(ξj(x))p(j) = G(x) I − p.w. na X,

uzupełniając tym samym wynik J. Brzdęka i S. Stević’a z pracy [19].

Z kolei w pracy [J26] (wraz z J. Brzdękiem, M.S. Moslehianem i P. Pacho) badaliśmy
stabilność równania

(28) Af(p(x) ∗ r(y)) +Bf(q(x) ∗ s(y)) = Cf(x) +Df(y)

15) Mówimy, że własność p(x) jest spełniona I-prawie wszędzie na X (w skrócie piszemy I-p.w. na X), jeśli
istnieje taki zbiór A ∈ I, że własność p(x) jest spełniona dla wszystkich x ∈ X \A.
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w klasie funkcji f : X → Y odwzorowujących grupoid (X, ∗) 16) w przestrzeń Banacha Y , gdzie
p, q, r, s : X → X są ustalonymi endomorfizmami, zaś A,B,C,D stałymi. Motywacją do podję-
cia takich rozważań były rezultaty stabilnościowe otrzymane wcześniej w pracach [3], [14], [80]
dla funkcji t-afinicznej w sensie Wrighta 17), jak również dla funkcji liniowej dwóch zmiennych 18),
gdzie f odwzorowuje przestrzeń unormowaną w przestrzeń Banacha. Główny rezultat z pracy
[J26] nawiązuje do rezultatów uzyskanych przez A. Bahyrycz [14] oraz M. Piszczek [80].

Twierdzenie 16. Niech R+ := [0,∞). Załóżmy, że (X, ∗) jest grupoidem z elementem neu-
tralnym e, Y jest przestrzenią Banacha nad K ∈ {R,C}, A,B,C,D ∈ K, zaś p, q, r, s ∈ XX

są takimi homomorfizmami przyporządkowującymi elementowi e element e, że p ◦ q = q ◦ p,
p◦ r = r ◦p, p◦ s = s◦p, q ◦ r = r ◦ q, q ◦ s = s◦ q. Niech ponadto φ : X2 → R+ spełnia warunek
φ(e, e) = 0 oraz

|p|φ := inf{α ∈ R+ : φ(p(x), p(y)) ¬ αφ(x, y), x, y ∈ X} <∞, |q|φ <∞.

Jeśli g : X → Y , |A||p|φ + |B||q|φ < |C| oraz

‖Ag(p(x) ∗ r(y)) +Bg(q(x) ∗ s(y))− Cg(x)−Dg(y)‖ ¬ φ(x, y), x, y ∈ X,(29)

to istnieje dokładnie jedno rozwiązanie G : X → Y równania (28) spełniające nierówność

(30) ‖g(x)−G(x)‖ ¬ φ(x, e)
|C| − |A||p|φ − |B||q|φ

, x ∈ X;

rozwiązanie to jest określone wzorem

G(x) := g(e) + lim
n→∞(T ng0)(x), x ∈ X,

gdzie g0(x) := g(x)− g(e) dla x ∈ X oraz Tξ(x) := A
C
ξ(p(x)) + B

C
ξ(q(x)) dla x ∈ X, ξ ∈ Y X .

Następnie powyższe twierdzenie wykorzystaliśmy do wykazania stabilności równania

f
(
x+ y

2

)
+ f

(
x− y

2

)
=
f(x)

2
+
f(y)

2
,

które w przypadku grupy przemiennej (X,+) jednoznacznie podzielnej przez 2 jest równoważne
dobrze znanemu równaniu Jordana - von Neumanna (kwadratowemu) 19), co w konsekwencji
umożliwiło podanie nowej charakteryzacji przestrzeni unitarnych. Mianowicie, jeśli X jest prze-
strzenią unormowaną, zaś φ : X2 → R+ jest taką funkcją, że φ(e, e) = 0,

inf{α ∈ R+ : φ(x, y) ¬ αφ(2x, 2y), x, y ∈ X} < 1/4

oraz ∣∣∣‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 − 2‖x‖2 − 2‖y‖2
∣∣∣ ¬ φ(x, y), x, y ∈ X,

to X jest przestrzenią unitarną.

W pracy [J27] (wraz z A. Bahyrycz, J. Brzdękiem i R. Malejki) zbadaliśmy stabilność
równania

F (x1 + . . .+ xs) =
l∑

i=1

Γi(F (pi(x1, . . . , xr))) +D(x1, . . . , xr), x1, . . . , xr ∈ X,(31)

16) Grupoid (X, ∗) to niepusty zbiór X z określonym działaniem ∗ : X2 → X.
17) tzn. funkcji spełniającej równanie f(tx+ (1− t)y) + f((1− t)x+ ty) = f(x) + f(y) z ustalonym t ∈ (0, 1)
18) tzn. funkcji spełniającej równanie f(px+ ry) = Cf(x) +Df(y) z ustalonymi stałymi p, r i C,D
19) f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y)
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które jest daleko idącym uogólnieniem równań: Cauchy’ego, Jensena 20), Jordana-von Neuman-
na, Drygasa 21), czy Frécheta 22). Założyliśmy, że (X,+) jest grupą przemienną, Y jest prze-
strzenią Banacha nad K ∈ {R,C}, l, r, s ∈ N, s ¬ r, D : Xr → Y , p1, . . . , pl : Xr → X oraz
Γ1, . . . ,Γl : Y → Y są addytywne. Ponadto M jest niepustą podrodziną rodziny EX endomor-
fizmów grupy X oraz istnieją stałe A1, . . . , Al ∈ [0,∞), dla których

‖Γi(z)− Γi(w)‖ ¬ Ai‖z − w‖, z, w ∈ Y, i = 1, . . . , l.

Następnie zdefiniowaliśmy p̂i(µ) : X → X,

p̂i(µ)x := pi(((s− 1)µ+ id)(x),−µ(x), . . . ,−µ(x)), x ∈ X,

dla i = 1, . . . , l, µ ∈M oraz założyliśmy, że

P := {p̂i(µ) : µ ∈M, i = 1, . . . , l} ⊂ EX .

Przy powyższych założeniach wykazaliśmy, że jeśli równanie (31) ma przynajmniej jedno roz-
wiązanie F0 : X → Y , to dla funkcji f : X → Y , c : P → [0,∞) i L : Xr → [0,∞) spełniających
warunki
∥∥∥∥f(x1 + . . .+ xs)−

l∑

i=1

Γi(f(pi(x1, . . . , xr)))−D(x1, . . . , xr)
∥∥∥∥ ¬ L(x1, . . . , xr), x1, . . . , xr ∈ X,

βµ :=
l∑

i=1

Aic(p̂i(µ)) < 1, µ ∈M,

κ ◦ ν = ν ◦ κ, ν ∈ P , κ ∈M,

L(p(x1), . . . , p(xr)) ¬ c(p)L(x1, . . . , xr), x1, . . . , xr ∈ X, p ∈ P ,
istnieje dokładnie jedno takie rozwiązanie F : X → Y równania (31), że

‖f(x)− F (x)‖ ¬ inf
µ∈M

Lµ(x)
1− βµ

, x ∈ X.

Wykorzystując otrzymaną stabilność równania (31), sformułowaliśmy między innymi dwie nowe
charakteryzacje przestrzeni unitarnych, które są ściśle związane z równaniem Frécheta oraz
równaniem kwadratowym.

Wniosek 1. Załóżmy, że X jest przestrzenią unormowaną nad K ∈ {R,C}, b1, . . . , b6 ∈ K oraz

F(x, y, z) :=
∣∣∣‖x+ y + z‖2 + b1‖x‖2 + b2‖y‖2 + b3‖z‖2 − b4‖x+ y‖2 − b5‖x+ z‖2 − b6‖y + z‖2

∣∣∣

dla x, y, z ∈ X. Jeśli spełniony jest jeden z następujących warunków:

(i) istnieją takie funkcje różnowartościowe d1, d2, d3 ∈ EX oraz w0, t1, t2, t3, λ1, λ2, λ3 > 0, że

sup
x,y,z∈X

F(x, y, z)
(
λ1‖d1x‖t1 + λ2‖d2y‖t2 + λ3‖d3z‖t3

)w0
<∞;

20) f(x+ y) = 1
2 (f(2x) + f(2y))

21) f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + f(y) + f(−y)
22)f(x+ y + z) + f(x) + f(y) + f(z) = f(x+ y) + f(x+ z) + f(y + z)
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(ii) istnieją takie funkcje różnowartościowe d1, d2, d3 ∈ EX oraz p, t, u  0, że p + t + u > 0
oraz

sup
x,y,z∈X

F(x, y, z)‖d1x‖p‖d2y‖t‖d3z‖u <∞,

to X jest przestrzenią unitarną i b1 = . . . = b6 = 1.

Wniosek 2. Załóżmy, że X jest przestrzenią unormowaną nad K ∈ {R,C}, b1, b2, b3 ∈ K oraz
Q(x, y) :=

∣∣∣‖x + y‖2 + b1‖x − y‖2 − b2‖x‖2 − b3‖y‖2
∣∣∣ dla x, y ∈ X. Jeśli spełniony jest jeden

z następujących warunków:

(i) istnieją takie funkcje różnowartościowe d1, d2 ∈ EX i λ1, λ2, w0, t1, t2 > 0, że

sup
x,y∈X

Q(x, y)
(
λ1‖d1x‖t1 + λ2‖d2y‖t2

)w0
<∞;

(ii) istnieją takie funkcje różnowartościowe d1, d2 ∈ EX i p, t  0, że p+ t > 0 oraz

sup
x,y∈X

Q(x, y)‖d1x‖p‖d2y‖t <∞,

to X jest przestrzenią unitarną i b3 = b2 = 2, b1 = 1.

Rozszerzalność warunkowych równań funkcyjnych

Problem rozszerzalności warunkowych równań funkcyjnych został sformułowany podczas
„ The 42nd International Symposium on Functional Equations” (2004, Opava, Republika Cze-
ska) przez J. Aczéla [2]. W istocie jest przeniesieniem problemu rozszerzalności homomorfizmów
na inne równania funkcyjne niż równania Cauchy’ego.

W pracy [J28] (wraz z J. Brzdękiem i A. Bahyrycz) rozważaliśmy problem rozszerzalności
funkcji określonych na pewnym niepustym podzbiorze D przemiennej półgrupy (G,+), spełnia-
jących równanie typu d’Alemberta

(32) f(x+ y) + f(x+ τ(y)) = 2f(x)f(y),

do funkcji określonych na całej półgrupie G i spełniających to równanie. Dokładniej, zakła-
dając, że τ jest endomorfizmem półgrupy G i inwolucją 23), zaś P jest ciałem kwadratowo do-
mkniętym 24) o charakterystyce różnej od 2 wykazaliśmy, że jeśli D jest zbiorem należącym do
nietrywialnego filtra właściwego L ⊂ 2G spełniającego dodatkowo warunek

(33) τ(B), B + x, {g ∈ G : g + x ∈ B} ∈ L dla B ∈ L, x ∈ G

oraz g : D → P spełnia równanie warunkowe

g(x+ y) + g(x+ τ(y)) = 2g(x)g(y), x, y ∈ D, x+ y, x+ τ(y) ∈ D,
23) tzn. τ(x+ y) = τ(x) + τ(y) oraz τ(τ(x)) = x dla x, y ∈ G
24) tzn. dla każdego x ∈ P istnieje y ∈ P , dla którego y2 = x
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przy czym g−1({0}) 6∈ L, to istnieje dokładnie jedno rozwiązanie f : G → P równania (32)
rozszerzające g na całą półgrupę G.

Ponadto wykazaliśmy, że w szczególnym przypadku, gdy (G,+) jest grupą oraz τ = − idG,
założenie g−1({0}) 6∈ L nie jest konieczne o ile filtr L spełnia warunek

{y ∈ G : 2y ∈ T} ∈ L dla każdego T ∈ L.

Na koniec, w pracy [J29] (wraz z J. Brzdękiem) rozważaliśmy problem rozszerzalności funkcji
spełniających równanie typu Jensena

(34) f(x+ y) + f(x+ τ(y)) = 2f(x)

przy założeniu, że τ jest endomorfizmem przemiennej półgrupy G i inwolucją, H jest grupą
abelową jednoznacznie podzielną przez 2, zaś D jest zbiorem należącym do nietrywialnego filtra
właściwego L ⊂ 2G spełniającego (33). Wówczas wykazaliśmy, że jeśli g : D → H spełnia
równanie warunkowe

g(x+ y) + g(x+ τ(y)) = 2g(x), x, y ∈ D, x+ y, x+ τ(y) ∈ D,

to istnieje dokładnie jedno rozwiązanie f : G → H równania (34) rozszerzające g na całą
półgrupę G.
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[60] E. Matous̆ková, C. Stegall, A characterization of reflexive Banach spaces, Proc. Amer.
Math. Soc. 124 (1996), 1083-1090.
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