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Wstep

Teoria ergodyczna ma swoje korzenie w zagadnieniach fizycznych zwiazanych z mecha-
nika statystyczna (por. [5]). Jednakze z czasem ustanowila ona samodzielny kierunek
badan, ktéry przezywa duzy rozwdj w ostatnich latach z uwagi na istotne zastosowania
w innych dzialach matematyki. Odnotujmy, ze w 2020 roku dwaj wybitni matematycy,
Hillel Furstenberg i Gregory Margulis, otrzymali prestizows nagrode Abela w uzna-
niu za nowatorskie wykorzystanie metod teorii ergodycznej w teorii grup, teorii liczb
i kombinatoryce.

Skrypt ogranicza sie do podstawowej wiedzy z teorii ergodycznej. Tematem roz-
dziatu 1. sg odwzorowania zachowujace miare, bedace podstawowymi obiektami ba-
dan. Przedstawiono przyklady i proste wlasnosci takich odwzorowan. W rozdziale 2.
omoéwiono twierdzenie Poincarégo o powracaniu opisujace pierwszy znaczacy rezultat
teorii ergodycznej. Waznym typem odwzorowan zachowujacych miare sa przeksztal-
cenia ergodyczne, ktorym poswiecono rozdziat 3. Klasyczne twierdzenie ergodyczne
Birkhoffa jest jednym z najwazniejszych w tej teorii. Jego nietrywialny dowdd, oparty na
maksymalnym twierdzeniu ergodycznym, zostal przedstawiony w rozdziale 4. Jednym
z wnioskéw jest twierdzenie ergodyczne von Neumanna, dotyczace przestrzeni LP, gdy
1 < p < oo. Naturalnymi podklasami odwzorowan ergodycznych sa odwzorowania mie-
szajace i stabo mieszajace, ktore zostaly opisane w rozdziale 5., gdzie przedstawiono
ciekawe charakteryzacje. Inne charakteryzacje tych odwzorowan, odwotujace si¢ do ze-
spolonej przestrzeni Hilberta L2, oméwiono w rozdziale 6. Odwzorowania indukowane
przez czas pierwszego powrotu sa tematem rozdzialu 7. Ostatni rozdzial 8. dotyczy
izomorfizmoéw odwzorowan zachowujacych miare.

W skrypcie zabraklo miejsca na istotne pojecie teorii ergodycznej, jakim jest entro-
pia. Jednakze warto zacheci¢ Czytelnika do zapoznania sie z materialem na ten temat
zawartym w zrédtach pochodzacych z bibliografii.

Teoria ergodyczna bywa traktowana jako cze$¢ teorii ukladéw dynamicznych dys-
kretnych, dotyczaca odwzorowan zachowujacych miare. Topologiczne uktady dynamicz-

ne dyskretne stanowia zasadnicza czesé tej teorii, ktérej metody sa w pewnym zakresie



analogiczne (por. [11], [13]). Skrypt moze wigc zainspirowaé¢ Czytelnika do dalszego
studiowania tego waznego dzialu matematyki.

Autor serdecznie dzigkuje Recenzentowi skryptu, Prof. Andrzejowi Bisiowi, za uwaz-
ne przeczytanie tekstu, cenne uwagi i sugestie, a takze za wskazanie dodatkowych po-
zycji bibliograficznych. Wérdd nich jest ciekawa publikacja [8] pokazujaca zwiazki teorii

ergodycznej z hipoteza Sarnaka.



Rozdzial 1
Odwzorowania zachowujgce miare

Teoria ergodyczna powstala jako konsekwencja badan w zakresie statystycznego podej-
Scia do zjawisk termodynamicznych zachodzacych w gazach. Badania te zawdzieczamy
austriackiemu fizykowi Boltzmannowi, ktéry zakladal, ze czasteczki ciala znajdujg sie
w nieustannym ruchu, a ich predkosci zaleza od temperatury. Podstawowym pojeciem

w teorii ergodycznej sa odwzorowania zachowujace miare.

Definicja 1.1. Niech (Xi, Ay, pu1), (X2, A2, u2) beda przestrzeniami z miara. Niech

T: X1 — X9. Méwimy, ze odwzorowanie 7T":
(a) jest odwzorowaniem mierzalnym, gdy T~![B] € A; dla kazdego B € As;

(b) zachowuje miare, gdy T jest mierzalne oraz u1 (T '[B]) = u2(B) dla kazdego
B € As;

¢) zachowujace miare jest odwracalne, gdy T jest bijekcja oraz T~! zachowuje miare.
3 € gdy 1] jexcja y €

Uwaga 1.1. e Jesli odwzorowania T1: X1 — Xo oraz Ts: X9 — X3 zachowuja

miare, to Th o T : X7 — X3 tez zachowuje miare (wykazaé).
e Przewaznie zaklada sie, ze (X1, A1, 1) = (Xa, A9, u2) i wtedy rozwaza sie iteracje

Th:=ToTo---oT (nrazy) dlaneN,

odwzorowania T' zachowujacego miare. Wtedy kazde odwzorowanie T zachowuje

miare. Czesto zaklada sig, ze rozwazana miara jest skonczona lub probabilistyczna.

Definicja 1.2. Rodzina € C P(X) nazywa sie klasag monotoniczna, gdy jest zamknieta
wzgledem operacji przeciecia malejacego ciggu zbioréw oraz operacji sumy rosnacego

ciggu zbioréw.



Cwiczenie 1.1. Wykazaé, ze najmniejsza klasa monotoniczna M(A) zawierajaca usta-
lone cialo zbioréw A C P(X) jest réwna o(A), o-cialu generowanemu przez A; zob. [12,
s. 85].

Twierdzenie 1.1. Niech (X, Ai, i) (dla i = 1,2) bedg przestrzeniami z miarg skon-
czong oraz T: X1 — Xo. Niech A C Ay bedzie cialem takim, Ze Ay = o(A) oraz dla
kazdego B € A zachodzi

T YB] €Ay oraz pui(T7'[B]) = ua(B).
Wtedy T zachowuje miare.

Dowéd. Niech
C:={BcAy:T'BleA A (T 'B]) = puAB)}.

7 zatozenia mamy A C C. Ponadto C jest klasa monotoniczna. Faktycznie rozwazmy
ciag zbiorow C1 D Cy D ..., gdzie C), € € dla n € N. Wtedy

T7HC D T7Cy) D ... oraz T7YHC,) € A1, p(T7HC]) = p2(Cy) dla n e N.
Zatem dla C := N,y Cy, otrzymujemy T C] = N,en T 1Cy] € A1, oraz
pa(THC) = lim py (T71Cn]) = lim p2(Cr) = ([ Cn) = p2(0).
neN
Stad C' € C. Analogicznie pokazujemy, ze jedli C1 C Cy C ..., gdzie C, € Cdlan € N,

to D := Upen Cn € €. Zatem na mocy Cwiczenia 1.1 mamy Ay = o(A) = M(A) C €,
co daje teze. O

Przyktady 1.1. 1. Identycznos¢ id: X — X zachowuje miare dowolnej przestrzeni

z miara (X, A, u).

2. Funkcje T.: R - R, T'(z) =z +c¢ (c € R) oraz T,: R — R, T'(z) = —=z, zachowuja
miare przestrzeni (R, £, \), gdzie £ oznacza o-cialo zbioréw mierzalnych w sensie

Lebesgue’a, zas A — miare Lebesgue’a.

3. Niech T: X — Xo.
(a) Jesli (Xo,Ag, o) jest przestrzenia z miara, to istnieje o-cialo A; podzbio-
réw Xi i miara pp na Aj, dla ktérych T zachowuje miare. Istotnie niech A; :=
{T7YA]: A€ Ay} oraz puy (T~ HA]) := pa(A) dla A € As.
(b) Jesli (X3, Ay, p1) jest przestrzenia z miara, to istnieje o-cialo As podzbio-
row Xo i miara ps na Ao, dla ktérych T zachowuje miare. Rzeczywiscie niech
Ag = {A C Xo: T_l[A] S .Al} oraz /JQ(A) = /1,1(T_1[A]) dla A € As.
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4. Dla z € R niech
x (mod1l) ==z — |x|;

jest to cze$é utamkowa liczby x. Ustalmy liczbe 8 € [0, 1) i rozwazmy odwzorowa-

nie Rg: [0,1) — [0,1) dane wzorem

z+0 dla z+06<1;

Rﬁ(w)::x+ﬂ(m°dl):{x+ﬂ—1 dla z+8>1.

Na [0,1) rozwazmy (odpowiednio obciete) o-cialo £ zbioréw mierzalnych w sen-
sie Lebesgue’a oraz miar¢ Lebesgue’a \. Zauwazmy, Ze Rg jest bijekcja oraz
(Rg)Y(z) =2 +1— 3 (mod1).

Pokazemy, ze Rg zachowuje miare. Niech A € £. Trzeba pokazaé, ze REI[A] el
oraz )\(Rgl[A]) = MA), czyli Ri_g[A] € £ oraz A(Ri1_g[A]) = A[A]. Oznaczmy
v :=1— 3. Niech

Ag:=AN[0,1-7), Ar=AN[l-7,1).

Wtedy A = Ap U A; (symbol LI oznacza sume rozlaczng), R,[A] = (Ag + v) U
(Ai+v—-1)e Loraz Ag+~v C [v,1), A1 +v—1C[0,7), wiec

ARy [A]) = MAo+7) + A(A1 +v—1) = AM(Ao) + AM(A1) = A(A).

Odwzorowanie Rg jest izomorficzne z obrotem RE: K — K okregu jednostkowego
K :={z € C: |z| = 1}, gdzie Rj(2) := exp(i(Argz + 2nf3)) dla 2 € K.

5. Rozwazmy odwzorowanie Boole’a T': R — R dane wzorem

() x—% dla z # 0;
x) =
0 dla = =0.

Zauwazmy, ze 1’ nie jest odwracalne.

Pokazemy, ze T zachowuje miare Lebesgue’a na o-ciele zbioréw mierzalnych.
W tym celu zbadajmy najpierw przeciwobraz odwzorowania T dla przedziatu ogra-
niczonego (a, b]. Rozwazmy trzy przypadki:

1Y —gdy a > 0; 2° — gdy b < 0 (w obu przypadkach otrzymujemy sume roz-
lacznych przedzialéw o tacznej dtugoéci b — a) oraz 3° — gdy a < 0 < b (wtedy
(a,b] = (a,0] U (0,b] i korzystamy z poprzednich przypadkéow).

Dla n € N niech Y,, := (—n,n] oraz X,, := T~ }[Y,]. Mozna sprawdzi¢, ze

x _(—n—\/n2+4 n—vn?+4 U(—n+\/n2—|—4 n+vn?+4
n — ) ) 2

5 5 5 U {0}.




Ponadto dla n € N oznaczmy T, := T'|x, . Zauwazmy, ze T,,[X,] =Y, oraz T,, za-
chowuje miare Lebesgue’a na zbiorach borelowskich jako odwzorowanie T;,: X,, —
Y, . Istotnie, o-ciato zbioréw borelowskich w Y,, jest generowane przez cialo ztozo-
ne ze skoficzonych sum przedzialéw postaci (a,b] zawartych Y;,. Wystarczy wiec

zastosowaé poprzednig obserwacje i Twierdzenie 1.1.

Kazdy zbiér borelowski B w R jest suma rosnacego ciagu zbioréw B, := BNY,,
n € N, borelowskich w Y,,. Stad z wtasnosci miary na ciggu rosngcym zbioréw
mierzalnych wnosimy, ze T' zachowuje miare Lebesgue’a na zbiorach borelowskich

w R.

Poniewaz kazdy zbiér mierzalny w sensie Lebesgue’a jest sumg zbioru borelow-
skiego (typu F,) i zbioru miary zero, wiec dla zakonczenia dowodu wystarczy
zauwazy¢, ze przeciwobraz T 1[E] zbioru E miary zero jest miary zero. Wyni-
ka to z faktu, ze jesli E jest pokryty przez sume J,, I, przedzialéw I,, takich ze
S A1) < g, gdzie € > 0 jest dowolng ustalona liczba, to T~1[E] jest pokryty
przez J,, T~ 1], gdzie N(T~![I,,]) = A(I,) dla n € N, co dowodzi, ze T~}[E] jest

miary zero.
6. Odwzorowanie podwajajace 1T': [0,1) — [0,1) dane wzorem

2¢  dla z€][0,1/2);

T(z) := 2z (mod 1) = { 2¢0—1 dla =z €[1/2,1]

zachowuje miare Lebesgue’a (ale nie jest odwracalne). Istotnie niech A C [0, 1),
A € L.Niech S1:[0,1) — [0,1/2), S1(y) := y/20raz Sy: [0,1) — [1/2,1), Sa(y) :=
y/2 +1/2. Mamy T~![A] = S1[A] U So[A] oraz S1[A] = (1/2)A € L, Sa[A] =
(1/2)A+1/2 € £ (wykona¢ rysunek), wiec

MT7HAD = M(1/2)4) + M(1/2)A +1/2) = (1/2)A(A) + (1/2)A(A) = A(A).

Odwzorowanie to jest izomorficzne z odwzorowaniem okregu jednostkowego K na
siebie

Ty: K — K danego wzorem T(z) := 2% dla z € K. Podobnie pokazuje sie,
ze Ty, (z) := 2" zachowuje miare, gdy n € N (lub ogélniej gdy n € Z, n # 0).

7. Odwzorowanie piekarza T': [0,1]? — [0, 1]? dane jest wzorem

(2x,y/2) dla z€10,1/2);

T(‘T’y) = { (QLU _ 1’(y_|_ 1)/2) dla x € [1/271] .



Jest ono bijekcja. Odwzorowanie T’ najpierw ,$ciska” kwadrat [0,1]2, przeksztal-
cajac go na prostokat P := [0,2] x [0,1/2], a potem ,odcina” prawa polowe pro-
stokata P i ,naklada” ja na jego lewa polowe. Odwzorowanie T~! przedstawia

odwrotny proces i dane jest wzorem

(x/2,2y) dla y€[0,1/2);

-1 —
T (x,y) .—{ (x+1)/2,2y—1) dla ye[1/2,1].

W podobny sposéb zauwazamy, ze T oraz T~ przeksztalcaja dowolny prostokat
P = [a,b] x[c,d] C [0,1]? na sume roztacznych prostokatéw o tacznej mierze (dwu-
wymiarowe]j Lebesgue’a) réwnej polu prostokata P (szczegdly rachunkowe pomi-
jamy). Stad mozna wywnioskowaé, ze T oraz T~! zachowuja miare Lebesgue’a.
Faktycznie, z poprzedniej wlasnoéci wynika, ze dla dowolnego zbioru A C [0,1]2
miara zewnetrzna Lebesgue’a kazdego ze zbioréw T[A] oraz T~ 1[A] jest taka sama

jak miara zewnetrzna zbioru A.

. Niech Y := {0,1,...,k — 1} dla k € N. Definiujemy miare prawdopodobiefstwa
na P(Y) w ten sposéb, ze kazdemu singletonowi {y} (dla y € Y) przypisujemy
warto$¢ miary p; > 0, przy czym Ef;ol p; = 1. Niech X = [],c7 Yy, gdzie Y, =
Y dla n € Z. Wyposazamy Y w o-cialo produktowe A i miare produktowa .
Niech T': X — X bedzie dwustronnym przesunieciem (shiftem), ktore definiujemy
wzorem T'((2;)icz) := (Tit1)icz. Wowczas T zachowuje miare, bo (jak pokazemy

ponizej) T zachowuje miare zbioréw cylindrycznych postaci
E = {(l’l) Ty = Q1y...,T5, = an},

gdzie iy < --- < iy oraz ij € Z, a; € Y dla j = 1,...,n. Ponadto skonczone
(rozlaczne) sumy takich zbioréw tworza cialo, ktére generuje o-cialo A, zatem
wystarczy zastosowaé¢ Twierdzenie 1.1. Rozwazmy wiec dowolny zbiér cylindrycz-
ny E opisanej postaci. Wtedy T 1[E] = {(x;): @441 = a1,... 25,41 = an}, wiec
w(TE)) = ul(E).

. Rozwazmy przyktad podobny do poprzedniego. Zbior Y jest taki jak wyzej z od-
powiednio zdefiniowana miara na P(Y"). Niech Y, := Y dla catkowitych n > 0 oraz
na przestrzeni X := [[,,5( Y, rozwazmy odpowiednie o-cialo produktowe i miarg
produktowa. Odwzorowanie T: X — X jest zdefiniowane wzorem T'((z;)i>0 :=
(zi41)i>0; jest to przesuniecie jednostronne. Podobnie jak poprzednio pokazuje-
my, ze T zachowuje miare. Gdy Y = {0,1} oraz pyp = p; = 1/2, dowodzi sie, ze

T jest izomorficzne z odwzorowaniem podwajajacym.



10. Odwzorowanie Gaussa T': [0,1) — [0,1) dane jest wzorem

T(z) = 1)z —[1/z] dla z#0;
| 0 dla z=0.

Zauwazmy, ze T'(x) =1/ —n, gdy « € (1/(n+1),1/n). Ponadto
T'{y}] = {1/(n+y):neN}, gdy ye(0,1)\{l/n:n>2}
oraz T~1[{0}] = {0}U{1/n: n > 2}. Rozwazmy miare borelowska v na [0, 1) dana

wzorem 1 1
V(A) = E/A A A@)

Wéwezas T' zachowuje miare. Szczegdly mozna znalezé w [11, s. 152-153].

Nieformalnie uzywaliémy pojecia izomorficznych odwzorowan zachowujacych miare
w dwdéch réznych przestrzeniach. Teraz doprecyzujemy to pojecie, a pdzniej do niego

wrécimy, wyjasniajac zasygnalizowane przyklady izomorfizméw.

Definicja 1.3. Jesli dana jest przestrzen z miara (X, 8, ) oraz odwzorowanie T: X —
X zachowujace miare, to czwoérke (X, 8, u, T') nazywamy ukladem dynamicznym zacho-

wujacym miare.

Definicja 1.4. Niech dane beda dane dwa uklady dynamiczne (X, A,u,T) oraz
(Y, B, v, S) na przestrzeniach probabilistycznych. Méwimy, ze sa one izomorficzne, gdy
istnieja zbiory X’ € A, Y’ € B takie, ze p(X') =1, v(Y') =1, T[X'| c X/, S[Y'| Cc Y’
oraz odwracalne odwzorowanie p: X' — Y’ zachowujace miare takie ze (p o T)(z) =
(S o p)(x) dla kazdego = € X'.



Rozdziatl 2

Twierdzenie Poincarégo

O powracaniu

Ustalmy przestrzen z miara (X, 8, u).

Definicja 2.1. Niech T: X — X bedzie odwzorowaniem mierzalnym. Méwimy, ze T
jest rekurencyjne, gdy dla kazdego zbioru A € § miary u(A) > 0 istnieje zbiér M C A

miary zero taki, ze
Vxe A\M) (In=n(z)eN) T"(z) e A. (2.1)

Kolejne liczby naturalne n € N zliczaja uptyw czasu (w ustalonej jednostce), zas T"
opisuje stan danego procesu w chwili n. Powyzszy warunek méwi o tym, ze dla dowolnego
fragmentu A miary dodatniej danej przestrzeni, po pewnym czasie prawie kazdy punkt

zbioru A ponownie znajdzie sie w tym zbiorze, czyli wraca do stanu pierwotnego.

Nastepujace twierdzenie uwazane jest jako historycznie pierwszy rezultat teorii
ergodycznej. Zostat on opublikowany w 1899 roku w pracy Poincarégo dotyczacej mecha-

niki nieba. Nazywany jest on twierdzeniem Poincarégo o powracaniu (lub o rekurencji).

Twierdzenie 2.1. Niech (X,8,u) bedzie przestrzeniq z miarg skoriczong. Wowczas
kazde odwzorowanie T: X — X zachowujgce miare jest rekurencyjne. Co wiecej, dla
kazdego zbioru A € 8§ miary u(A) > 0 istnieje taki zbior M C A miary zero, Ze kazdy
punkt x € A\ M wraca do zbioru A nieskoriczenie wiele razy, tzn. istnieje taki cigg liczb

naturalnych my < mg < ..., ze T™i(x) € A dla kazdego j € N.

Dla T: X — X oraz zbioru A C X wprowadzamy oznaczenia T~ "[A] := (T™)~1[A],
gdy n € N, oraz TY := idy. Wzmocnienie rekurencyjnosci odwzorowania 7 w tezie po-
wyzszego twierdzenia jest pozorne, gdyz jest ono réwnowazne rekurencyjnoéci. Pokazuje

to nastepujacy lemat.
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Lemat 2.1. Jesli odwzorowanie T: X — X zachowujgce miare jest rekurencyjne, to dla
kazdego zbioru A € 8§ miary pu(A) > 0 i dla prawie kaZdego punktu x zbioru A istnieje
taki cigg liczb naturalnych my < mg < ..., Ze T™i(x) € A dla wszystkich j € N.

Dowdd. Niech A € 8§ oraz p(A) > 0. Na mocy zalozenia dobierzmy taki zbior M; C A
miary zero, ze dla kazdego = € A\ M; da sie dobraé liczbe naturalng n = n(z) € N, dla
ktérego T"(x) € A. Niech M := U2, T/ [My]. Mamy pu(T~7[Mi]) = p(My) = 0 dla
j >0, zatem p(M) = 0. Dla kazdego k > 0 mamy

o0

TF M) = T7UM[An] C M.

§=0
W konsekwencji jesli x ¢ M, to T*(z) ¢ M.

Ustalmy punkt z € A\ M. Z powyzszej obserwacji mamy T"(®) (z) € A\ M, gdzie
liczba naturalna n(zx) jest wybrana jak we wzorze (2.1). Miech m; := n(z). Zastosujmy
teraz powtdrnie powyzsza obserwacje do punktu z := 7" (x) € A\ M. Wtedy znajdzie-
my taka liczbe naturalnag ny = n(z) € N, ze T" (2) € A\ M. Polézmy my = my + n;.
Wéwezas T™2(x) = T (z) € A\ M. Dalej powtarzamy te sama procedure, biorac punkt
2! = T™2(z). Postepujac indukeyjnie, otrzymamy zadany ciag rosnacy liczb naturalnych
(m;). O

Uwaga 2.1. Definicje odwzorowania rekurencyjnego mozna sformutowaé¢ krétko po-
przez warunek:

dla kazdego zbioru A € 8§ zachodzi p(A\ Uy~ T7"[4]) = 0.
Réwnowaznosé powyzszej definicji z oryginalnym warunkiem definicyjnym jest tatwym

¢éwiczeniem.

Definicja 2.2. Odwzorowanie mierzalne T': X — X nazywa sie konserwatywne, gdy
dla dowolnego zbioru A € 8§ miary p(A) > 0 istnieje taka liczba naturalna n € N, ze
w(ANT"[A]) > 0.

Twierdzenie 2.2. Odwzorowanie mierzalne jest rekurencyjne wtedy i tylko wtedy, gdy

jest konserwatywne.

Dowdd. Koniecznos$é. Niech A € 8, u(A) > 0. Skoro T' jest rekurencyjne, to na mocy
Uwagi 2.1 mamy p(A\U,=; T "[A]) = 0. Stad u(ANU;>; T~ "[A]) > 0. Zatem p(AN
T-"[A]) > 0 dla pewnego n € N.

Dostatecznosé. Niech A € 8, pu(A) > 0. Polézmy M = A\ Uy, T "[A]. Gdyby
u(M) > 0, to z zalozenia mamy p(M NT~"[M]) > 0 dla pewnego n. Zatem istnieje taki
punkt v € M C A, ze T"(x) € M C A wbrew definicji M. O

11



Przeprowadzimy teraz dowdd twierdzenia Poincarégo.

Dowdd. Na mocy poprzedniego twierdzenia wystarczy wykazaé, ze odwzorowanie T
jest konserwatywne. Niech A € 8, u(A) > 0. Przypu$émy, ze u(ANT7"[A]) = 0 dla
wszystkich n € N. Wezmy dowolne k,l € N, k # [. Zatézmy np., ze | > k i oznaczmy
n:=1—k. Wtedy

u T AINTH[A]) = w(TFAINTF[A]) = W(T~H(T " [A]NA)) = u(T"[A]NA) = 0.

Zatem - - -
’ (U T—”w) = S u(TA]) = 3 u(4) = oo,
n=1 n=1 n=1
co daje sprzecznosé¢ z zalozeniem, ze p(X) < oo. O

Zalozenie o skonczono$ci miary w twierdzeniu Poincarégo jest istotne, bo przesu-
niecie T: R — R, T(z) := = + 1, zachowuje miare, ale nie jest rekurencyjne (np. dla
A=10,1)).

Pokazemy jeszcze jedna charakteryzacje odwzorowan rekurencyjnych.

Definicja 2.3. Zbior C' € 8 nazywa sie Scisliwy wzgledem odwzorowania mierzalnego
T: X — X, gdy T7YC] C C oraz u(C \ T7C]) > 0. Odwzorowanie T' nazywa sie

niescisliwe, gdy nie ma zbioréw Scisliwych.
Twierdzenie 2.3. Odwzorowanie mierzalne T: X — X jest rekurencyjne wtedy i tylko

wtedy, gdy jest niescisliwe.

Dowdd. Koniecznoéé. Zatdézmy, ze T jest rekurencyjne i niech zbiér C' € 8§ bedzie taki,
ze T71[C] C C. Polézmy A := C \ T~1[C]. Pokazemy, ze

T "[AJNnA=0 dlakazdego n € N. (2.2)

Niech z € A. Wtedy = € C oraz T(z) ¢ C. Zatem T(z) ¢ T~'[C] (bo T}[C] C C),
czyli T?(z) ¢ C. Dalej przez latwa indukcje dostajemy T"(x) ¢ C dla kazdego n € N.
Zatem takze T"(x) ¢ A dla kazdego n. To daje zadany warunek (2.2). Stad u(A) =
p(A\UsZ; T7"[A]) = 0 na mocy rekurencyjnosci 7. Wobec tego T jest niescisliwe.

Dostatecznosé. Zalézmy, ze T jest niecisliwe i niech A € §, u(A) > 0. Polézmy
C:=Up—o T7"[A]. Wtedy

T7'C] = G T "AlcC
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oraz
00

C\T7Y[C] = f_j T"[A]\ E._j TA] = A\ |J AL

n=1
Skoro T' jest niescisliwe, to wynika stad, ze u(A\ Up=; T~ "[4]) = 0, co oznacza, ze T'
jest rekurencyjne (por. Uwage 2.1). O

7 tego twierdzenia wynika, ze dowolne odwzorowanie rekurencyjne 1" zachowuje
miare kazdego zbioru C € § spetniajacego warunek T-1[C] C C.
Dowdéd twierdzenia Poincarégo mozna zredagowac¢ nieco inaczej bez wprowadzania

poje¢ pomocniczych. Oto taki dowdd:
Dowdd. [1] Niech A € § oraz u(A) > 0. Dla kazdego n € N zdefiniujmy zbiér
Ap:={zc A: (Vk eN)z ¢ T*[A]}.
Zauwazmy, ze dla dowolnych n,k € N zbiory
Ap, T™AL, ..., T7FA,] (2.3)

sa parami rozlaczne. Faktycznie, pierwszy zbidr jest roztaczny z pozostalymi, bo dla
n, k € N mamy
A, NT A Cc A, NnT Al =0

na mocy definicji A,. Nastepnie przypuéémy, ze dla pewnych k, m,n € N zachodzi
Tk (A, ) T kFmIn 4,] £ 0. (2.4)

To implikuje tatwo A,NT~""[A,] # (). (Gdyby ten zbidr byl pusty, to jego przeciwobraz
dla odwzorowania T*" tez bylby pusty, co przeczy (2.4).) Jednak w my$l poprzedniej
uwagi nie zachodzi warunek A, NT~™"[A,] # () nie zachodzi, co daje sprzecznosé.

Poniewaz odwzorowanie T' zachowuje miare, wigc miara kazdego ze zbioréw (2.3)
jest taka sama. Gdyby u(A,) > 0, to na mocy roztacznosci zbioréw (2.3) i dowolnosci
k uzyskaliby$émy miare sumy tych zbioréw wigksza od u(X). Zatem p(A,) = 0 dla
kazdego n € N. To za$ implikuje p(J
1(Mnen Umzn Am) = 0.

Aby zakoniczy¢ dowdd, przyjmijmy M := (\,cn Upsy Am 1 weZmy dowolny element
x € A\ M. Zatem =z € U,en() A\ Ay,). Istnieje wiec takie ng, ze x ¢ A, dla
kazdego m > ng. Zatem znajdziemy ko € N takie, ze 2 € T~ m[A]. Biorac ny :=

Ap,) = 0 dla kazdego n € N i w konsekwencji

m>=n

m}n(

kono + 1 znajdziemy ki € N takie, ze x € T—F1m [A]. Dalej postepujemy rekurencyjnie,
otrzymujac ciag rosnacy liczb naturalnych (k;n;)io taki ze & € T~F"i[A] dla kazdego
v 2> 0. O
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Pojecie rekurencyjnoéci zostato znaczaco uogélnione w 1977 roku przez Furstenberga

w nastepujacy sposob:

Definicja 2.4. Odwzorowanie mierzalne T': X — X nazywa si¢ wielorekurencyjne, gdy

dla kazdego A € S8 miary dodatniej oraz dowolnego k € N istnieje takie n € N, ze
WANT AINT 2[AlN---NT~*"[A]) > 0.

7 powyzszej definicji wynika, ze wielorekurencyjnos¢ T" implikuje jego konserwatyw-
no$¢, czyli rekurencyjnos$¢ (por. Definicje 2.2 oraz Twierdzenie 2.2).

Furstenberg w 1977 roku udowodnit nastepujacy ogdlny rezultat:

Twierdzenie 2.4. Jesli T: X — X jest odwzorowaniem zachowujgcym miare w prze-

strzeni z miarg skornczong, to T jest wielorekurencyjne.

Dzigki temu twierdzeniu Furstenberg uzyskal nowy dowdd twierdzenia Szeremeré-
diego o tym, ze podzbiér N o dodatniej gestodci zawiera skonczone ciagi arytmetyczne

dowolnie duzej dltugosci.
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Rozdziat 3
Ergodycznosé¢ odwzorowan

Ustalmy przestrzen probabilistyczna (X,8,u). Zalézmy, ze odwzorowanie T: X —
X zachowuje miare. Jesli B € § jest zbiorem takim, ze T~ ![B] = B, to réwniez
T-'[X \ B] = X \ B. Badajac zjawiska opisywane przez odwzorowanie T, chcemy
uniknaé sytuacji, gdy pojawiaja sie zbiory B, X \ B € 8 miary dodatniej, o powyzszej
wlasnosci. Istnienie takich zbioréw zmusza nas do badania odwzorowania T' oddzielnie

na B oraz X \ B. Ta idea prowadzi do pojecia odwzorowania ergodycznego.

Definicja 3.1. Zbiér B € § taki, ze T"![B] = B nazwiemy T-niezmienniczym.
Odwzorowanie T': X — X zachowujace miare nazywa sie ergodyczne, gdy dla dowolnego

zbioru T-niezmienniczego zachodzi p(B) = 0 lub u(B) = 1.
Nastepujace twierdzenie opisuje prosta charakteryzacje ergodycznoéci T

Twierdzenie 3.1. Zaldimy, ze (X,8,u) jest przestrzeniqg probabilistyczng i odwzoro-

wanie T': X — X zachowuje miare. Wtedy nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
(i) T jest ergodyczne;
(i) (VB €8) u(T ' [BIAB) =0= (u(B) =0 v u(B) = 1);

(i) (VB €S, u(B) >0) u(U, T"[B]) = 1;

(iv) (VA,Be€ S8, u(A) >0, u(B) >0) (IneN) u(T~"[A]NB) > 0.

Dowdéd. (i) = (ii) Niech B € § oraz u(T~![B]JAB) = 0. Polézmy

By = UTBI

n=01i=n
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Wtedy Boo € 8 oraz (jak latwo sprawdzi¢) T 1[Bs] = Bso. Zatem na mocy (i) mamy
p#(Bso) = 0 lub pu(Bs) = 1. Pokazemy, ze

((Boo AB) = 0. (3.1)

Wtedy pu(B) = u(Bx), a wiec u(B) =0 lub u(B) =1, co daje (ii).
Dla dowodu (3.1) wykazemy przez indukcje, ze dla kazdego n € N

W(T~"[B]JAB) = 0. (3.2)

Dla n = 1 wlasnoé¢ zachodzi z zalozenia. Zalézmy, ze p(T~"[B]AB) = 0.
Mamy
T~ [BIAB c (T~ [B|AT™™[B]) U (I"[B]AB),

wice wystarczy pokazaé, ze u(T~"D[B]AT"[B]) = 0. Wynika to z réwnosci
T~ HDIBIAT™[B] = T[T~ '[B|AB]

oraz stad, ze T™ zachowuje miare. To konczy dowéd (3.2).

Niech B, = U¥,, T ¢B] dla n > 0. Wtedy B,AB C U2,(T~{[B]AB), wigc
korzystajac z (3.2), mamy
#(BnAB) < p(|J(T™'[BJAB)) = 0.
Na koniec - -
BooAB = () Bn)AB C | J(B.AB).
n=0 n=0
Zatem pu(BoAB) =0, co daje (3.1).
(ii) = (iii) Niech B € 8 oraz u(B) > 0. Potézmy A := ;= T "[B]. Wtedy

T—1[A] C A. Skoro T zachowuje miare, to
PAAT A = (AN THA]) = p(A) — p(T1[A]) = 0.

Ponadto p(B) > 0 implikuje p(A) > 0 z uwagi na postaé¢ A i zachowywanie miary przez
T. Zatem z zalozenia (ii) wynika, ze u(A) = 1.

(iii) = (iv) Niech A, B € 8 beda takie, ze u(A) > 0, u(B) > 0. Wtedy na mocy (iii)
manny (U, T"[A]) = 1, wiee

u(G(T‘”[A]ﬂB)) = p ((G T‘”[A]> ﬂB) = pu(B) >0,

n=1
a stad juz wynika (iv).
(iv) = (i) Przypusémy, ze istnieje zbior B € § o wlasnosciach T-1[B] = B oraz
0 < pu(B) <1l Wtedy 0 < u(X \ B) < 1 oraz u(T7"[B]N (X \ B)) = 0 dla kazdego
n € N, co przeczy (iii). O
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Uwaga 3.1. Gdy (X, 8, 1) jest dowolna przestrzenia z miara, to ergodycznosé¢ odwzo-
rowania T: X — X zachowujacego miare definiuje sie poprzez warunek: dla kazdego
zbioru B € 8, jesli T~1[B] = B, to u(B) = 0 lub (X \ B) = 0. Rozwazmy przyktad, gdy
na o-ciele P(Z) wszystkich podzbioréw zbioru Z dana jest miara liczaca p, tzn. p(A)
oznacza liczno$é zbioru A, gdy jest on skoniczony, zas u(A) = oo w przeciwnym przypad-
ku. Zauwazmy, ze odwzorowanie T': Z — Z dane wzorem T'(n) := n+1 zachowuje miare
i nie jest rekurencyjne. Natomiast jest ono ergodyczne, bo jedli B C Z oraz T~ ![B] = B,
to albo B = (), albo B = Z.

Funkcje mierzalng f: X — R nazwiemy T-niezmiennicza (prawie T-niezmiennicza),
gdy foT = f (odpowiednio f oT = f prawie wszedzie).

Kolejne twierdzenie opisuje ergodycznoéé¢ T w jezyku funkcji. Przez L? oznaczamy
przestrzen Banacha funkcji mierzalnych f: X — R, ktére sa u-catkowalne z kwadratem

na X. Analogiczne definiujemy przestrzenie LP dla p > 1.

Twierdzenie 3.2. Zaldzmy, ze (X, 8, p) jest przestrzeri probabilistycznag i odwzorowanie

T: X — X zachowuje miare. Wiedy nastepujgce warunki sg rownowazne:
(i) T jest ergodyczne;
(i1) kazda funkcja mierzalna T-niezmiennicza jest prawie wszedzie stala;
(ii) kazda funkcja mierzalna prawie T-niezmiennicza jest prawie wszedzie stala;
(iv) kazda funkcja f € L?, T-niezmiennicza, jest prawie wszedzie stata;
(v) kazda funkcja f € L2, prawie T-niezmiennicza, jest prawie wszedzie stala.

Dowdd. Implikacje (ii) = (iv), (iii) = (v), (iii) = (ii), (v) = (iv) sa trywialne. Zatem
wystarczy wykazaé (i) = (iii) oraz (iv) = (i).
(i) = (iii) Rozwazmy odwzorowanie ergodyczne T: X — X i zal6zmy, ze f: X — R

jest funkcja mierzalna prawie T-niezmiennicza. Dla n € N, k € Z oznaczmy

k k+1
Xk7n::{x6X:2n<f(m)< 2—;}

Wtedy

T = {o e Xi oh < (o) < Tpt

a wiec

T Xl X € fa € X (FoT)(2) # f(@)}.
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Skoro f jest prawie T-niezmiennicza, to ten ostatni zbiér jest miary zero. Zatem
(T [ Xpon) A X ) = 0,

wiec na podstawie Twierdzenia 3.1 wnioskujemy, ze miara p(Xy,,) jest réwna albo 0,
albo 1.

Ustalmy n € N. Wtedy suma ey Xin = X sklada sie z parami rozitgcznych
sktadnikéw. Zatem istnieje dokladnie jeden wskaznik k, € Z taki, ze pu(Xy, ) = 1.
Zauwazmy, ze ciag zbioréw (Xp,, »)nen jest malejacy. Ponadto ciag liczbowy (ky/2")nen
jest niemalejacy i ograniczony. Zatem jest on zbiezny do skonczonej granicy a. Niech
Y = Npen Xkpn Wtedy pu(Y) = 1 oraz jesli o € Y, to |f(z) — kn/2"| < 1/2" dla
kazdego n € N. Zatem biorac n — oo, mamy f(z) = a, co oznacza, ze f jest stalana Y.

(iv) = (i) Zalézmy, ze B € 8§ oraz T '[B] = B. Wtedy xp € L? oraz (xpoT)(z) =
xB(x) dla kazdego z € X, czyli funkcja yp jest T-niezmiennicza. Zatem z (iv) wynika,
ze xp jest stata prawie wszedzie na X. Jest wiec ona rowna prawie wszedzie 0 lub prawie

wszedzie réwna 1. Stad miara u(B) = [y xp dp jest réwna 0 lub 1. O

Uwaga 3.2. W warunkach (iv) i (v) Twierdzenia 3.2 przestrzen L2 mozna zastapi¢ przez
LP dla 1 < p < oo. Teza twierdzenia pozostaje prawdziwa, gdy rozwazamy funkcje f

o wartosciach zespolonych.

Przyktad 3.1. Przesuniecie T': [0,1) — [0,1), T'(x) := z + 1/2 (mod 1) nie jest ergo-
dyczne, bo dla A := [0,1/4] U [1/2,3/4] mamy T [A] = A oraz u(A) = 1/2 ¢ {0,1}.
Podobnie jest dla T'(x) := x + 1/4 (mod 1). Nalezy przyjaé

A:=10,1/8] U[1/4,1/8] U [1/2,5/8] U[3/4,7/8].

W ogélnym przypadku przesuniecie T'(z) := x + p/q (mod 1), gdzie 0 < p < ¢ oraz
p,q € N, nie jest ergodyczne. Mozna to pokazaé¢ przez wskazanie stosownego przyktadu
lub positkujac sie Twierdzeniem 3.2 — wtedy zauwazamy, ze dla f(z) := gz (mod 1)

mamy (f oT)(x) = f(x) dla z € [0,1), lecz funkcja f nie jest prawie wszedzie stala.

Dla odwzorowania T': X — X oraz punktu z € X zbiér {T"(x): n > 0} nazywamy

orbita punktu x.

Twierdzenie 3.3. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng osrodkowq oraz p -miarg
prawdopodobienstwa okreslong na zbiorach borelowskich przestrzeni X przyjmujgcg war-
tosci dodatnie na niepustych otwartych podzbiorach przestrzeni X. Jesli T: X — X jest
cigglym odwzorowaniem ergodycznym, to orbita prawie kazdego (w sensie miary) punktu

zbioru X jest zbiorem gestym.
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Dowdd. Niech zbiory Uy, n € N, stanowig baze topologii przestrzeni X. Zauwazmy, ze
orbita {T"(x): n > 0} punktu z € X jest zbiorem gestym wtedy i tylko wtedy, gdy
z € Moy Uiy T [U,).

Ustalmy n € N i niech A, := U2, T *[U,]. Mamy T~'[A,] C A,, a poniewaz T
zachowuje miare, wiec jest rekurencyjne, a zatem niescisliwe (patrz poprzedni wyklad),
czyli u(A, \ T71[A,]) = 0. Stad z ergodycznosci odwzorowania T i Twierdzenia 3.1
wnioskujemy, ze u(A,) = 0 lub u(A4,) = 1. Skoro u(U,) > 0, to musi byé¢ p(A,) = 1.
W konsekwencji u((o2; An) = 1, a to zgodnie z pierwsza obserwacja daje teze. O

Twierdzenie 3.3 daje jeszcze jeden dowdd braku ergodycznosci przesuniecia wymier-
nego w Przyktadzie 3.1: wystarczy zauwazy¢, ze dla tego odwzorowania orbita dowolnego
punktu jest skonczona (nie jest wiec zbiorem gestym).

Natomiast przesuniecie niewymierne T'(z) := z + s (mod 1), gdzie s € [0,1) \ Q,
jest odwzorowaniem ergodycznym. Aby to wykazaé, zastosujemy Twierdzenie 3.2. Niech
f € L? bedzie funkcjg T-niezmiennicza. Rozwazmy rozwiniecie f w (zespolony) szereg

Fouriera. Dla z € [0,1) mamy:

f(.TU) — Z an eQm’mc P f(.%') _ (f ° T)(x) _ Z a, e?ﬂin(a:—‘rs) _ Z an e?ninse%m’mc'

nel ne”Z nez

Z jednoznaczno$ci wspétczynnikéw Fouriera dla funkeji f mamy a, (1 — e*™"%) = 0 dla

wszystkich n € Z. Jesli n # 0, to s ¢ Q pociaga za soba
™S = cos(2mns) + isin(2mns) # 1.

Zatem a, = 0 dla kazdego n # 0. Stad funkcja f jest stala rowna ag. Z Twierdzenia 3.2
wynika wiec, ze odwzorowanie T jest ergodyczne. Elementarny (lecz nie krétszy) dowdd

mozna znalezé w ksiazce Silvy [11, s. 101].
Cwiczenie 3.1. Wykazaé, ze nastepujace odwzorowania sg ergodyczne:

(a) przesuniecie dwustronne (jednostronne) w odpowiednich przestrzeniach produk-
towych; zob. [2, s. 25-26].

(b) odwzorowanie podwajajace T: [0,1) — [0, 1); zob. [2, s. 27].
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Rozdziat 4
Twierdzenia ergodyczne

Przypomnijmy, ze dla danej przestrzeni z miara (X,8,u) oraz p € [1,00) symbol LP
oznacza przestrzen funkeji f: X — R takich ze [y |f|P dp < oo (lub bardziej formalnie,
zbiér klas abstrakeji w relacji f = g, p-prawie wszedzie). Zbiér ten jest przestrzenia

liniowa, unormowang przez norme

= ( [ 1)

oraz zupelng w metryce generowanej przez te norme. Jest wiec przestrzenia Banacha.

Rozwaza sie tez analogiczng przestrzen funkcji o wartosciach zespolonych.
Udowodnimy tu podstawowe dla omawianej teorii twierdzenie Birkhoffa z 1931 roku.

Przypomnijmy, ze miara p na o-ciele podzbioréw przestrzeni X nazywa sie o-skonczona,

gdy istnieje ciag zbioréw X,, € 8, n € N, o mierze skonczonej i takich, ze X = UJ,,cy Xn-

Twierdzenie 4.1 (twierdzenie ergodyczne Birkhoffa). Niech (X, 8, 1) bedzie przestrze-
nig z miarg o-skonczong oraz zatéimy, ze T': X — X jest odwzorowaniem zachowujg-

cym miare. Jesli f € L, to istnieje funkcja f* € L' spetniajgca warunek

1 n—1 )
lim — Z foT"= f* prawie wszedzie na X (4.1)

oraz f* o T = f* prawie wszedzie na X. Ponadto jesli (X)) < oo, to

/Xf*dﬂz/xfdu.

Uwaga 4.1. Jedli u(X) < oo oraz odwzorowanie T jest ergodyczne, to funkcja f* jest

stata prawie wszedzie i réwna f* = ﬁ Jx fdp.
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Opiszemy motywacje, ktéra doprowadzita do powyzszego rezultatu. Niech odwzoro-
wanie T: X — X zachowuje miare przy zalozeniu p(X) < oco. Dla ustalonego zbioru
E € 8 miary dodatniej oraz punktu x € X mozna pytaé¢ o czestotliwosé nalezenia

elementéw orbity {z, T(z), T%(z),...} do zbioru E. Srednia licznogé elementéw orbity
w zbiorze E jest réwna % ?;01 (xg o T%)(z). Jedli u(X) =1 oraz T jest ergodyczne, to

z powyzszej uwagi wynika, ze dla prawie wszystkich = € X zachodzi

n—1
Jim =% (xp o T)(2) = u(E)
i=0

Réwnosé ta oznacza, ze Srednia czasowa odwiedzania zbioru E przez orbite punktu z
jest réwna $redniej przestrzennej zbioru E (czyli mierze tego zbioru).

Ogodlnie granica lim, % Z?:_ol o T% nazywa sie¢ érednig czasowa funkcji f € L',
zas ﬁ [x fdp nazywa sie Srednia przestrzenng (fazowa) funkeji f. Z powyzszej uwagi
wynika, ze $rednie te sa sobie réwne dla prawie wszystkich x € X.

W dowodzie Twierdzenia 4.1 istotna role pelni operator liniowy zwiazany z danym
odwzorowaniem zachowujacym miare. Dla przestrzeni z miara o-skoficzong (X, 8, u)
oznaczamy przez L° przestrzen liniowa funkcji rzeczywistych mierzalnych, okreslonych
na X. Definiujemy operator Ur: L® — L% wzorem Ur(f) := foT. Dow6d nastepujacego

lematu jest nietrudnym ¢éwiczeniem.
Lemat 4.1. Operator Ur ma nastepujoce wlasnosci:
(i) Ur jest operatorem liniowym;
(ii) Ur(fg) = Ur(f)Ur(g) dla dowolnych f,g € L°;
(iii) Ur(c) = ¢ dla dowolnej stalej ¢ € R;
(iv) Ur(f) > 0 dla dowolnej nieujemnej funkcji f € L;
(v) Ur(xs) = xpoT = xp-11p] dla kazdego B € §;

(vi) [xUr(f)dp = [x fdu dla wszystkich f € L° (jesli catka po jednej stronie nie

istnieje lub jest nieskoriczona, to te sama wlasnosé ma calka po drugiej stronie).

(vii) dla p > 1 zachodzi Ur[LP] C LP oraz ||Ur(f)|lp = ||f|lp dla wszystkich f € LP.

Powyzszy operator Ur mozna rozwazac takze dla funkcji o wartosciach zespolonych.
Zachodza wtedy analogiczne wlasnosci; [2], proposition 1.7.1.

Rezultatem pomocniczym w dowodzie twierdzenia Birkhoffa jest ponizsze twierdze-
nie. Stosujemy w nim pewien abstrakcyjny operator liniowy U: L' — L', ktéry jest
dodatni, tzn. U(f) > 0 dla wszystkich f € L', f > 0.
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Przypomnijmy, ze operator liniowy U: X — Y miedzy przestrzeniami unormowany-
mi X, Y nazywa si¢ ograniczony, gdy istnieje liczba C' > 0 taka, ze ||U(z)||y < C||z||x
dla kazdego = € X. Liczbe ||U|| := inf,ex ||U(2)||y nazywamy norma operatora U.

Twierdzenie 4.2 (maksymalne twierdzenie ergodyczne). Niech U: L' — L' bedzie
dodatnim ograniczonym operatorem liniowym o normie ||U|| < 1. Ustalmy liczbe N € N
oraz f € LY. Okresimy

for=0, foi= FHU) + U+ +UN(f) dlan>1, Fyi= max fo (42)

Wiedy f{xEX: Fn(z)>0} fdu>0.

Dowdd. Zauwazmy, ze Fry > 0. Korzystajac z wlasnosci funkceji catkowalnych, stwier-
dzamy, ze Fy € L'. Dla 0 < n < N mamy Fy > f,, wiec U(Fx) > U(f,), bo operator
U jest liniowy i dodatni. Zatem U(Fy) > maxo<n<n U(fn) oraz na mocy liniowoséci U
dostajemy

fHUFN) > max (f+U(fa)) = max (f +U(f) +U(f) +---+U"(f))

XM

= max > dla 0 <k < N.
0SnEN fn+1 = fk—i—l A A

Stad

f+U(FN) > ax fn- (4.3)

Oznaczmy A := {x € X: Fy(z) > 0}. Ustalmy dowolny x € A. Wtedy Fn(z) > 0.
Ponadto fo(z) = 0, wigc Fy(z) = maxic<p<n fn(z). Zatem korzystajac z (4.3), otrzy-
mujemnmy

F(@) + U(Fy)(z) > max fo(z) = Fy(z).

Stad
/fdu>/FNdu—/U(FN)du>/ szdu—/ U(FN)du,
A A A X X

bo Fy(xz) =0dlaz € X \ A oraz U(Fy) > 0. W konsekwencji [, fdu > 0, gdyz
/XU<FN>du - /X U(FW) | d = [UE) < 0] 1 Flh < [1Exll = /XFNdu.
]

Jedli odwzorowanie T: X — X zachowuje miare, to operator Ur rozpatrywany
w Lemacie 4.1 i obciety do L' spelnia zalozenia Twierdzenia 4.2, bo jest liniowy, dodatni

oraz ograniczony. Co wiecej, z Lematu 4.1 (vii) wynika, ze Up jest izometria.
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Whniosek 4.1. Niech odwzorowanie T: X — X zachowuje miare w przestrzeni (X, 8, u)

z miarg o-skoriczong. Dla funkcji g € L' oraz liczby o € R rozwazmy zbiér

1n—1
B, = {:L‘EX: Sung(TmiL‘)>Oz}.

nzl T

Wtedy
/ gdu > ap(ByNA)
BaNA

dla dowolnego zbioru A € § takiego, ze T1[A] = A oraz u(A) < co.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze pu(X) < oo oraz A = X. Niech f := g — a. Wtedy
f € L' oraz niech operator U: L' — L! bedzie dany wzorem U := Ur, tzn. U(h) :=
hoT. Zdefiniujmy funkcje f,, dla n > 0 oraz F dla N € N zgodnie ze wzorami (4.2).
Zauwazmy, ze fn, = S0 b (g(T™x) — ).

Pokazemy, ze B, = URX—1{z: Fn(z) > 0}. Niech z € X oraz Fx(z) > 0 dla pewnego
N € N. Wtedy istnieje takie n € {1,..., N}, ze fn(x) > 0, czyli 2" (¢(T™x) —a) > 0,

"_:10 g(T™z) > «, czyli x € B,. Odwrotnie, jesli x € B, to istnieje takie

m

skad mamy % >
N>1,2e £ XN g(T™z) > o i dlatego Fy(z) > fn(z) > 0.

Na mocy Twierdzenia 4.2 otrzymujemy f{m: Fi(2)>0} fdu > 0 dla kazdego N € N.
Ponadto Fny1 > Fy, wiec dla Ay := {x: Fx(z) > 0} mamy Ay C Anyi1. Polézmy
f;vv = x4y [ dla N € N. Wtedy fT\r — xB.f, gdy N — oo (bo UN—1 AN = B,) oraz
]ﬁv\ < |f] dla kazdego N. Zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej

dostajemy
/ fdu:/ xB.fdp = lim / fydu= lim fdu>0.
Ba X N—oo Jx N—oo JApN

Z definicji f mamy wiec

/ gdp > op(By)

(korzystamy z tego, ze u(By) < 00). W ogblnym przypadku zastepujemy X przez A

oraz T przez T4 i otrzymujemy

/ gdp > ap(AN By).
ANBa

Do dowodu Twierdzenia 1 bedzie nam potrzebny lemat.
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Lemat 4.2. Przy zalozeniach Twierdzenia 4.1 dla danej funkcji f € L' okreslmy funkcje
¥, f« wzorami:

1 n—1 ] 1 n—1 )
fr= limsup—ZfoT’, I :zliminf—ZfoTl.
n—oo TV % n—oo n «
=0 =0
Wtedy f*oT = f* oraz fo oT = f,.
Dowdd. Dla dowodu pierwszej réwnosci ustalmy = € X iniech s, (x) := % ZZ;% f(Tiz).
Wtedy

1 n—1 e B n 1
sn(Tx):5§f(T+x)_E; 5; ——f ()
1 1 & - 1 1 1
= (") e ST - @ = (s @)
Stad
(f*oT)(x) =limsup s, (Tz) = limsup s,41(x) — 0= f*(x).
Podobnie pokazujemy, ze f, o1 = f. 0

Przejdzmy do dowodu Twierdzenia 4.1.

Dowadd. Ustalmy liczby rzeczywiste a, 3 takie, ze § < «. Przy oznaczeniach Lematu 4.2
niech
Eop:={z e X: fi(z) <8, a< f*(z)}.
Pokazemy, ze j1(Eq 3) = 0. Dlatego, korzystajac z dowolnoéci v, § bedziemy mogli wnio-
skowaé, ze f, = f* prawie wszedzie na X.
Na poczatku pokazemy, ze p(E, g) < 0o. Z Lematu 4.2 wiemy, ze f* o T = f* oraz
froT = f., wiec T [E, 3] = E, . Ponadto

1 n—1
EapCaz€X:sup— Y f(T'z) =: B,, (4.4)
TLGN n =0

bo jesli lim sup,, s, > «, to sup,, s, > a.
Zalézmy najpierw, ze a > 0. Wezmy dowolny zbiér C € 8 taki, ze u(C) < oo oraz
C C E, p. Pokazemy, ze

<= [ 171d (4.5)

Postepujemy podobnie jak w dowodzie Wniosku 4.1. Niech h := f —axc. Wtedy h € L?
oraz z Twierdzenia 4.2 mamy f{I Hy (2)>0} hdp > 0 dla kazdego N € N, gdzie

Hy := max hy, oraz hy:=0, hy:=h+hoT +---+hoT" L.
0<n<N
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W konsekwencji [ B, hdp > 0 z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej, po-
niewaz B, := UX_i{z: Hy(x) > 0} jest suma wstepujacego ciagu zbioréw (por. od-
powiedni fragment dowodu Wniosku 4.1). Ponadto z (4.4) wynika, ze C C B,. Zatem
pamietajac, ze h = f — ayxc, mamy

[stdu= [ gapza [ xodn=an(c),

co daje (4.5).

Przypadek o < 0 implikuje 8 < 0 i sprowadzamy go do poprzedniego, zastepujac
f przez —f. Wtedy liczby —(, —« petlnig role liczb «, 8. Zauwazamy przy tym, ze dla
reX

n—1 n—1

lilfﬂ,igf% Z(foT)(ac) <f = limsupl Z(—foT)(x) > —f.

i=0 n—oo M GTh
Szczegdly pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Zatem w obu przypadkach otrzymaliSmy warunek typu (4.5), ktéry z dowolnosci C
implikuje p(Eqa,g) < oo. Istotnie, skoro miara pu jest o-skoficzona, to zbior E, g jest
suma wstepujacego ciagu zbioréw C,, o mierze skoficzonej i wystarczy we wzorze (4.5)
przejs¢ do granicy, gdy n — oo.

Wiedzac, ze u(Eqa3) < 0o oraz T71[E, 5] = E4 g, mozemy zastosowaé Wniosek 4.1.
Wtedy

[ fau= [ fdu>ap(Eapn Ba) = ap(Eup). (4.6)
Ea,ﬁ EaﬂﬂBa

Jesli zastapimy f,a, 3 przez —f, —f3, —a (odpowiednio) oraz uwzglednimy réwnosci
(—=f)* = —f«, (=f)« = —f*, to analogicznie jak poprzednio otrzymamy fEa,@<_f) dp >
—Bp(Ea,p), czyli

/. TS () (4.7)

Na mocy (4.6) i (4.7) mamy au(Eq 3) < fu(Eqp). Ale 8 < a, wiec u(Eq3) = 0.

Stad dostajemy

weX:f@ <f@y= U Eun
a,B€Q; f<a

co implikuje, ze f, = f* prawie wszedzie. Zatem ciag (% ;L:_Ol o T pen jest zbiez-
ny prawie wszedzie. W dalszym rozumowaniu granice tego ciagu oznaczamy przez f*.
Wiemy juz, ze f*oT = f* na mocy Lematu 4.2.

Aby zakonczyé dowdd pierwszej czesci tezy twierdzenia, pokazemy, ze f* € Ll.

, n € N. Stosujac lemat

Rozwazmy funkcje mierzalne nieujemne g, := ‘% ?:_01 oT?

Fatou, otrzymujemy

/|f*]du:/ limgnd,u<liminf/ gn di
X x n noJx
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1 n—1 ) 1 n—1
< lim inf (ngfxu(wx)mu) = lim inf (ng/xmcm) :/X|f|du.

Stad f* € L'. Zauwazmy przy tym, ze operator S: L' — L' dany wzorem S(g) :=
g* jest liniowy. Ponadto jest on ograniczony, bo z powyzszych nieréwnosci wynika, ze
1S(9)l1 < [lgll1 dla kazdego g € L'.

Na koniec pokazemy, ze jesli u(X) < oo, to [y f*du = [y fdp. Zalézmy najpierw,
ze funkcja f jest ograniczona, tzn. |f(z)] < C dla = € X. Zastosujemy twierdzenie
Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej dla ciggu funkcji s, = %Z?:_()l oT' n € N.

Dla wszystkich x € X mamy
s (z Z\foTZ \< "o=c.

Zatem

/Xf*du:/X(liénsn)du:li}ln/Xsndu:ligiﬁ/)(f(Tix)dﬂz/deu. (4.8)

Niech teraz funkcja f € L' bedzie dowolna i dla ustalonego £ > 0 wybierzmy ograniczong

funkcje g € L' taka, ze ||f — g||1 < £/2. Z wtasnoéci operatora S wynika, ze

=gl =IS(f =9l <IIf - g|!1<f

Teraz, stosujac (4.8) dla g, ¢*, mamy

[orau= [ g <= A< =gl g = gl g Sl < 5 0+ =
X X

Zatem z dowolnosci € mamy [y f*du = [y fdp. O

Odnotujmy, ze prostszy dowdéd T'wierdzen 4.2 i 4.1 dla przestrzeni probabilistycznych
mozna znalezé w [9].

Kolejne twierdzenie ergodyczne jest wnioskiem z twierdzenia Birkhoffa.

Twierdzenie 4.3 (twierdzenie ergodyczne von Neumanna). Zaldzmy, ze (X, 8, u) jest
przestrzenig probabilistyczng oraz odwzorowanie T: X — X zachowuje miare. Niech
1 <p<oo. Jesli f e LP, to istnieje funkcja f* € LP taka, ze f* oT = f* prawie

wszedzie oraz

Z OT’L *

=0

lim =0.
n—oo
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Dowdd. Zatézmy najpierw, ze funkcja g: X — R jest mierzalna i ograniczona. Wtedy
g € LP C L' oraz z twierdzenia Birkhoffa mamy limn% ’;‘;01 goT! = g* € L' prawie
wszedzie, przy czym widaé, ze funkcja ¢* musi by¢ ograniczona prawie wszedzie. Zatem

g* € LP. Ponadto lim,, ‘% ?:_01 goT! — g* - prawie wszedzie. Stad wynika, ze

1n71
: AN _
Jim |23 o) — 4| =0
7=

na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej. To daje odpowiedni fragment
tezy w tym przypadku.

Ciag (% ?:_01 (go Ti))nEN jako zbiezny w LP spelnia warunek Cauchy’ego. Zatem
dla kazdego € > 0 istnieje liczba naturalna N = N (e, g), taka ze

1 n—1 ] k—1 e
Vn,k > N HZ:(goTZ)—EZ(goTZ) <3 (4.9)
1=0 =0 D
Dla n € N okreslmy operator M,,: LP — LP wzorem M,f := % ?:_01 oT". Jest on

liniowy. Ponadto jest on ograniczony, bo dla kazdego f € LP mamy || M, fll, < ||f]lp-

Istotnie

1n—1 ]
Lo

1n—1 )
S - E :HfOTal
n -
P =0

:;:Zj)(/x\foTi!pdu)é:ig(/xlf!pdu);:\!f\\p-

Niech teraz f € LP oraz € > 0. Wybierzmy funkcje mierzalng ograniczong g: X — R
taka, ze ||f — g|[, < §. Dobierzmy liczb¢ N € N spelniajaca (4.9). Wtedy korzystajac
ze wzoru (4.9), dla dowolnych n, k > N mamy

|Myf = My fllp < [[Mnf = Magllp + [|Mng — Mig|lp + [[Mrg — My.f|lp
e € €
<f = gllp + 1Mng = Mygllp +llg = fllp <y + 5+ 5 =¢
To oznacza, ze ciag (M, f) spelnia warunek Cauchy’ego w LP. Zatem istnieje funkcja
[* € LP taka, ze ||Myf — f*||, — 0, gdy n — oc.

Nalezy jeszcze pokazaé, ze f* ol = f* prawie wszedzie. Stosujemy podobny pomyst

jak w dowodzie Lematu 4.2. Zauwazmy, ze dla kazdego n € N oraz x € X zachodzi
n+1 flx
(“50) (s ) — () ra) = L2,

n

zaleznosé
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Wystarczy w tej rownosci przyltozyé norme w LP i przejsé do granicy, gdy n — oo.

Istotnie,
n+1
HMnJrlf_Mn(foT)Hp < Mn+1f_ Mn+1f
P
n+1 1 1
(52 Musa? = Malf oD = UMl + S 51l — 0.
n p N n

Stad otrzymujemy ||f* — f* o T'||, = 0, co daje zadany warunek. O

Na koniec wspomnijmy o jednym zastosowaniu twierdzenia Birkhoffa w teorii liczb.

Liczba x € [0, 1] nazywa sie prosto normalna przy podstawie 2, gdy graniczna czestosé

card{1 <i<n:z; =0}
im

n—00 n

wystapienia cyfry 0 w rozwinigciu binarnym (0, x1 x3 ...) liczby & wynosi 1/2. Liczba
x € [0, 1] nazywa sie normalna przy podstawie 2, gdy dla dowolnego skonczonego ciagu
(a1,...,ax) zer i jedynek graniczna czestosé

card{l <i<n:x;=ay,...,Titk—1 =0k}

11m
n—00 n

wystapienia tego ciagu skohczonego w rozwinieciu binarnym liczby = wynosi 1/2%.

Stosujac w odpowiedni sposéb twierdzenie Birkhoffa do odwzorowania podwajaja-
cego na [0, 1), otrzymujemy nastepujace twierdzenie (szczegdly mozna znalezé w ksiazce
Silvy [11, s. 189-190].

Twierdzenie 4.4 (Borela). Prawie kazda (w sensie miary Lebesgue’a) liczba przedzialu

[0, 1] jest normalna przy podstawie 2.

Na koniec dodajmy, ze w literaturze, takze tej najnowszej, dowodzone sg inne twier-
dzenia ergodyczne: [2], [4], [6], [7].
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Rozdzial 5
Odwzorowania mieszajace

7 twierdzenia ergodycznego Birkhoffa mozemy wywnioskowaé nastepujaca charaktery-

zacje odwzorowan ergodycznych:

Whniosek 5.1. Zalozmy, ze (X, 8, u) jest przestrzeniq probabilistyczng. Odwzorowanie
T: X — X zachowujgce miare jest ergodyczne wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnych
A, B €8 mamy

n—1

Jim 37 p(TA] N B) = p(A)u(B). (5.1)
=0

Dowdd. Konieczno$é. Zalézmy, ze T: X — X jest ergodyczne. Niech A, B € §. Zasto-
sujmy twierdzenie Birkhoffa do funkcji f := x 4. Wtedy

n—1
lim — % xa0T =/ Xadp = p(A)
n—oo n, =0 X

prawie wszedzie na X (por. uwage po Twierdzeniu 4.1). Zatem prawie wszedzie na X

zachodzi
n—1 )
Jim — ;(XA oT')xp = i(A)xB

Odnotujmy, ze (x4 o T%)xB = X7-i[ajnB- Dlatego na mocy twierdzenia Lebesgue’a

o ograniczonym przechodzeniu do granicy, mamy

LS w10 B = L5 [ eao T du = () [ o= Ay
nizoﬂ —nizo XXA XBOp — [ XXB W= pla)p )
gdy n — oo.

Dostatecznoéé. Niech E € § oraz T ![E] = E. Przyjmijmy A = B = E. Stosu-
jac zatozenie oraz réwnoéé T [E] = E, mamy lim, .o % Z?;ll w(E) = (u(E))2. Stad
u(E) = (u(E))2, wige u(E) = 1 lub u(E) = 0. 0
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Rozwazajac warunki silniejsze niz warunek (5.1), mozemy zdefiniowaé¢ nowe rodzaje

odwzorowan zachowujacych miare.

Definicja 5.1. Niech (X, 8, ) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Méwimy, ze od-

wzorowanie T: X — X zachowujace miare jest:

e stabo mieszajace, gdy dla dowolnych A, B € § mamy

n—1
LS (T4 A B) — p(A)u(B)] = 0; (5.2)
=0

(2

lim —
n—oo n

e mieszajace, gdy dla dowolnych A, B € § mamy
lim p(T™"[A] N B) = u(A)u(B). (5-3)

n—oo

Zaleznosé miedzy warunkami (5.1), (5.2), (5.3) opisujacymi trzy rodzaje odwzoro-
wan zachowujacych miare wynika z implikacji miedzy trzema ponizszymi rodzajami
zbieznosci ciagdéw liczbowych.

Niech dany bedzie ciag liczbowy (ay,)n>0 oraz a € R. Wspomniane rodzaje zbieznosci

to:

(i) lim ap, =a — zbieznos$¢ zwykla,
n—oo

(ii) nleréo % S5 lai —al =0 - silna zbieznogé w sensie Cesaro;

(iii) lim 1" 1a; =a - zbieznoéé w sensie Cesaro.
n—oo M =

Cwiczenie 5.1. Wykazaé, ze zachodza implikacje (i)=-(ii) oraz (ii)=-(iii). Podaé przy-
ktady ciagéw, dla ktorych implikacje odwrotne nie zachodza.
7 powyzszego Cwiczenia zastosowanego dla ciagu a, = pu(T "[A] N B) oraz a :=

w(A)u(B) otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek.
Whniosek 5.2. Dla dowolnego odwzorowania T: X — X zachowujgcego miare w prze-
strzeni probabilistycznej zachodzqg implikacje:

o jesli T jest mieszajgce, to jest stabo mieszajgce,

o jesli T jest stabo mieszajgce, to jest ergodyczne.

Odnotujmy, ze istnieja odwzorowania zachowujace miare $wiadczace o tym, ze im-
plikacje odwrotne w powyzszym wniosku nie musza zachodzié.

W pewnych sytuacjach warunki okreslajace mieszanie i stabe mieszanie (w Defini-
cji 5.1) oraz charakteryzujace ergodyczno$é (we Wniosku 5.1) dla odwzorowan zacho-
wujacych miare mozna ostabié, rozwazajac je tylko dla odpowiednio wybranych zbioréw

A, B € 8. Aby to pokazaé¢, udowodnimy najpierw lemat.
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Lemat 5.1. Niech (X, 8, ) bedzie przestrzeniq z miarg skoniczong oraz niech A bedzie
ciatem generujgcym o-ciato 8. Wtedy dla kazdego zbioru A € 8 i dowolnego € > 0
istnieje zbior B € A taki, Ze n(AAB) < e.

Dowdéd. Niech
D:={Ae€8:Ve>03C €A u(AAC) < &}.

Oczywiscie A C D C 8. Pokazemy, ze D jest klasa monotoniczna. Rozwazmy ciag A; C
Ay C ... zbioréw nalezacych do D i niech A := ey An. Wtedy p(A) = lim, u(Ay).
Dla ¢ > 0 dobierzmy k € N takie, ze u(AAAy) = |pu(A) — p(Ax)| < €/2. Poniewaz
Ay € D, wiec istnieje zbiér C € A taki, ze u(AxAC) < £/2. Stad mamy

WAAC) < W(AANAL) + n(AAC) < e/2+¢/2 = e.

Podobnie pokazuje sie, ze jesli Ay D As D ... jest ciagiem zbioréw nalezacych do D,
to Npen An € D. Skoro D jest klasa monotoniczng zawierajaca A i wiemy, ze klasa
monotoniczna generowana przez cialo A pokrywa sie z o-cialem 8§, to § C D. Stad

otrzymujemy teze. O
Niech bedzie dane o-ciatlo 8§ podzbioréw X. Cialo A C 8, ktére spelnia warunek

VA€eS8 Ve >0 dB € A u(AAB) < ¢,

nazywamy cialem aproksymujacym dla 8.

Uwaga 5.1. Nie kazde cialo aproksymujace musi generowac 8, czyli implikacja odwrot-
na w Lemacie 5.1 nie musi zachodzi¢. Na przyktad o-cialo zbioréw borelowskich aprok-
symuje o-cialo 8 zbiorow mierzalnych w sensie Lebesgue’a na prostej R, ale oczywiscie
nie generuje 8. Rozwazmy inny przyktad. Wezmy zbiér X := [0, 1) z o-cialem 8 podzbio-
row X mierzalnych w sensie Lebesgue’a oraz miara Lebesgue’a A. Niech A oznacza cialo
ztozone ze skonczonych sum przedzialéw [a,b) C [0,1) o koficach dwéjkowo-wymiernych
(postaci k/2" dla n € NU {0}, k € {0,...,2"}). Wéwczas A generuje o-cialo zbioréw
borelowskich rézne od 8. Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru E C [0,1) jego miare

zewnetrzna Lebesgue’a mozna zapisa¢ w postaci

inf{Z!In|: EanJIn},

n

gdzie I, sa przedzialami postaci [a,b) C [0,1) o koncach dwéjkowo-wymiernych. Niech

A € S oraz € > 0. Dobierzmy taki ciag (I,,) przedzialéw powyzszej postaci, ze A C U, I,
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oraz A(A) > 3, [In] — €/2. Znajdzmy k € N, takie aby >,< . [In| < €/2. Wéwczas
B :=U, < In € A oraz

)\(AAB)<>\(A\ UIn) +>\(U In\A) <Z\In\+Z|In|—>\(A)<%+%:5.

n<k neN n>k neN

Cwiczenie 5.2. Pokazaé¢ nastepujaca wlasnosé réznicy symetrycznej zbioréw.
(ANB)A(CND)C (AAC)U(BAD,).

Cwiczenie 5.3. Pokazaé, ze w przestrzeni (X, 8, 1) z miarg skonczong zachodzi osza-
cowanie

[1(A) — p(Ag)| < p(AAAg) dla A, Ap € 8.

Twierdzenie 5.1. (O aproksymacji) Niech T: X — X bedzie odwzorowaniem zacho-
wujgeym miare w przestrzeni probabilistycznej (X, 8, u) oraz A C 8 jest cialem aprok-
symugjgcym. Wowczas zachodzg réwnowaznosci:

(i) T jest ergodyczne wtedy i tylko wtedy, gdy

n—1

1 .
VA,BeA lim ~% p(T'[A]NB) = p(A)u(B);
1=0

(il) T jest stabo mieszajgce wtedy i tylko wtedy, gdy

n—1

1 .
VABEA lim > (T AN B) — p(A)u(B)| = 0;
=0

(i) T jest mieszajgce wtedy i tylko wtedy, gdy

VA,BEA lim w(T7 AN B) = n(A)u(B).
Dowdd. We wszystkich zdaniach (i), (ii), (iii) implikacje = sa oczywiste. Nalezy wiec
wykazaé¢ implikacje odwrotne. Aby je udowodnié, odnotujmy witasno$é pomocnicza.
Niech A,B € § oraz ¢ > 0. Poniewaz A jest cialem aproksymujacym, wiec wybierz-
my zbiory takie Ay, By € A, ze n(AAAg) < € oraz u(BABy) < . Wtedy dla dowolnego
k > 0 mamy (por. Cwiczenie 5.2)

w(TF[A N BYA(T*[Ag) N By) < p((T7F[AJAT *[Ag]) U(BABy)) < 2. (5.4)
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(Ostatnia nieré6wnoéé wynika m.in. stad, ze T~F[AAAg] = T~F[A]AT*[Aq] oraz z tego,
ze T* zachowuje miare.) Dla dowodu implikacji < w (i) zauwazmy, ze dla dowolnego n,

stosujac (5.4) oraz Cwiczenie 5.3, mamy

I
_

n

< (T[40 B) — (T~ Ag] N Bo)) |

S|

n—1
L3 w(TAIN B) — w(A)u(B)
=0

-
Il
o

n—1
% > (T[40l N Bo) = (Ao} u(Bo)

=0

+ + |11(Ao)p(Bo) — p1(Ao)p(B)]

F(Ao)u(B) — w(A)u(B)| < [T 1410 B) - (o) (Bo)
1=0

n—1
% > (T [Ag] N Bo) — u(T~"[Ao] N By)
=0

I + 1(Ao) |(B) — p(Bo)|

+1(B) |[u(A) — p(Ao)| < de + |~

Z u(T~"[Ao] N Bo) — u(Ao)u(Bo)| < be,

przy czym ostatnia nieréwnosé zachodm dla dostatecznie duzych n na mocy zalozenia
dowodzonej implikacji.
Dla dowodu implikacji < w (iii) zauwazmy, ze dla dowolnego catkowitego i > 0,

stosujac (5.4), mamy

W(T7A N B) = p(A)u(B)| < |u(T AN B) = u(T [ Ag] 1 Bo)|

+ (T~ [Ao] N Bo) = js(A0)(Bo)| + (o) (Bo) — (Ao)u(B)|
+ | Ao)u(B) — n(A)u(B)| < 22 + (T~ [A9] N Bo) — p(Ao)p( Bo)|

+p(Ao) [14(B) — (Bo)| + u(B) [1(A) — u(Ao)|
< e+ (T A0] 0 Bo) — pu(Ao)u(Bo) | < 5z,

przy czym ostatnia nieréwno$¢ zachodzi dla dostatecznie duzych ¢ na mocy zatozenia
dowodzonej implikacji.
Dowdd implikacji <= w (ii) przebiega wedlug podobnej idei. Korzystamy z poprzed-

nich oszacowan i dopisujac stronami + ZZ o » otrzymujemy dla dowolnego n

LS I ) - )|

n—1

<de+ — Z ‘M "[4o] N By) — (AO)N(BO)’ < 9,

przy czym ostatnia nieréwno$é¢ zachodzi dla dostatecznie duzych n na mocy zalozenia

dowodzonej implikacji. O
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Przyktad 5.1. Rozwazmy przesuniecie jednostronne 7': {0, 13N — {0, 1}V, przy czym
na P({0,1}) dziala miara v dana wzorami v({0}) = v({1}) = 1/2. Na zbiorze
X := {0, 1} rozwazane jest o-ciato produktowe 8 generowane przez zbiory cylindryczne
postaci

{(mi) e X:xjy = ay,..., 2z, =ak},

gdzie k € N, iy < --- < i} oraz a; € {0,1} dla j = 1,...,k. Nazwijmy je bazowymi
zbiorami cylindrycznymi. Na § zdefiniowana jest odpowiednia miara produktowa pu.
Rodzina A ztozona ze skofniczonych sum bazowych zbioréw cylindrycznych jest cialem
generujacym o-ciato 8. Pokazemy, ze T jest odwzorowaniem mieszajacym. W tym celu

na mocy Twierdzenia 5.1 wystarczy wykaza¢ warunek
VA,Be A nlingo w(T"[A]N B) = u(A)u(B). (5.5)

Udowodnimy go najpierw w szczegblnym przypadku, gdy A, B sa bazowymi zbiorami

cylindrycznymi. Niech
A= {(l’z) € X: Tjp = Q1,...,T4 :ak}, B .= {((l)z) € X: ZTj; :bl,...,:cjl :bl},

gdzie iy < --- < g, a; € {0,1} oraz j; < --- < ji, b; € {0,1}. Znajdziemy tak duzy
indeks m € N, ze i1 +m > j1. Wtedy dla kazdego n > m otrzymujemy bazowy zbiér
cylindryczny

TT"MAINB={(z;) e X:xj, =b1,...,x5, = b, Tjj4n =Q1,...,Tj4n = G}

Zatem u(T~"[A] N B) = (1/2)k = u(A)u(B) dla n > m, co dowodzi warunku (5.5)
w tym przypadku. Stad jako nietrudny wniosek otrzymujemy warunek (5.5) w ogdlnym
przypadku, gdy A, B € A. Wystarczy skorzystaé z obserwacji, ze zbiér nalezacy do A jest
roztaczng skonczong suma bazowych zbioréw cylindrycznych. Szczegdly pozostawiamy
jako ¢wiczenie.

Podobna metoda mozna pokazaé, ze odwzorowanie podwajajace T': [0,1) — [0,1),
T(xz) = 2z(mod 1) jest mieszajace. Na [0, 1) rozwazamy o-cialo podzbioréw [0, 1) mie-
rzalnych w sensie Lebesgue’a oraz miare Lebesgue’a A. Odpowiedni warunek (5.5) spraw-
dzamy dla przedzialéw [a,b) o koncach dwdjkowo-wymiernych, a nastepnie dla skonczo-
nych roztacznych sum takich przedzialéw. Sumy tej postaci, jak wiemy z Uwagi 5.1,
stanowia ciato aproksymujace dla o-ciala §. Zatem wystarczy zastosowaé Twierdzenie
5.1. Por. [11], tw. 6.6.1.

Zaprezentujemy teraz ciekawg charakteryzacje odwzorowan stabo mieszajacych.

W tym celu pokazemy najpierw charakteryzacje zbieznosci w sensie Cesaro do 0 ciagéw
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nieujemnych ograniczonych. Potrzebny bedzie nam pewien abstrakcyjny rodzaj zbiez-
nosci ciggoéw liczbowych.
Méwimy, ze zbiér E C {0,1,...} ma gestosé¢ a € [0, 1], gdy
d(En{0,....n—1
d(E) = lim AENL0.n=1p)

n—00 n

o ile ta granica istnieje. Zauwazmy, ze

card(ENA{0,...,n
n

n—1
— 1}) — % Z XE(Z)
1=0

Zbiory o gestosci 0 stanowig ideal zbioréw; jest to rodzina zamknieta wzgledem operacji
brania podzbioru oraz operacji skonczonych sum zbioréw.

Méwimy, ze ciag liczbowy (an)n>0 jest zbiezny statystycznie do a € R, gdy istnieje
zbior E o gestosci 0 taki, ze lim,¢p an = a, co oznacza, ze dla kazdego € > 0 istnieje
liczba k € N taka, ze |a, — a| < € dla wszystkich n > k, n ¢ E. Zbiezno$¢ statystyczna
ciagu (a,) do a bedziemy zapisywaé jako (st)-lim, a, = a. Odnotujmy, ze zbieznos$é
statystyczna zachowuje wiele wlasnosci zwyklej zbieznosci, np. wlasnosci algebraiczne
dotyczace dodawania i mnozenia ciaggéw. Natomiast nie jest prawda, ze dowolny pod-
ciag ciagu statystycznie zbieznego jest statystycznie zbiezny. Opisane wlasnosci mozna

znalezé w artykule [10].

Twierdzenie 5.2. Ograniczony cigg (an)n>0 liczb nieujemnych jest zbieiny w sensie

Cesaro do 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jest statystycznie zbieiny do 0.

Dowdd. Niech a, < M dla wszystkich n oraz zalézmy, ze ciag (ay) jest zbiezny staty-
stycznie do 0, wigc istnieje zbior £ C {0,1,...} o gestosci 0 taki, ze lim,¢pa, = 0.
Przyjmijmy
N 0 dlanek
ay, =

a, dlan¢EFE.

Wtedy lim,¢pa, = 0 implikuje lim,a, = 0, co z kolei implikuje lim, % Z?:_ol a; =

0 (por. Cwiczenie 5.1), czyli limn%ZKmi%E a; = 0. Zatem wiedzac, ze d(E) = 0,

otrzymujemy
1 1 1 M1
Oé—g a; = — E a; + — E aig—g xe(i) + = E a; — Md(E) =0.
=0 i<n,t€E i<n,i¢E 1=0 i<n,i¢E

Widzimy wiec, ze ciag (a,) jest zbiezny do 0 w sensie Cesaro.
Odwrotnie, zalézmy, ze ciag (a,) jest zbiezny do 0 w sensie Cesaro. Skonstruujemy
odpowiedni zbiér J o gestoéci 0. Dla kazdego k € N niech J := {i > 0: a; > 1/k}.
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Wrtedy dla kazdego k € N mamy J C Jiy1 oraz %Xjk < a;, gdy 7 > 0. Zatem

1 1 n—1 1 n—1 1 1 n—1
0< o <nh_{go - 2(:) Xy (Z)) = lim ~ ZO ZX (1) < lim ZO a; =0,
1= 1= 1=

co dowodzi, ze d(Jg) = 0 dla k € N. Pol6zmy ng := 0 oraz indukcyjnie dla kazdego
k € N wybierzmy taka liczbe naturalna n, > ni_1, ze

1! 1
- ) —— dla kazd > ny. 5.6
n ; XJg+1 (Z) < k+1 a Kazdego n ng ( )

Niech J := Uje Ji N [nk—1,ng). Pokazemy, ze d(J) = 0. Niech € > 0 i dobierzmy takie
ko € N, ze 2/ky < €. Wezmy dowolne n > ng,. Wtedy znajdziemy k > ko takie, ze
ng <K n < ngyq. Zatem

JN0,n) = (JN[0,n)) U (J N[k, n)) C (Jx N [0,n)) U (Jk1 N [0,7)).

Stad korzystajac z (5.6), mamy

1 n—1 1 ng—1 1 n—1
= (i) == xa(i) + = > xa(i)
=0 =0 i=ng
1! R 1 1 2
< EZXJ,C(Z)‘FaZXJkJrl(Z) < E—Fik:—kl < T <e.
i=0 i=0

To dowodzi, ze d(J) = 0. Na koniec zauwazmy, ze lim,¢;a, = 0. Wezmy € > 0 oraz
dobierzmy ko jak wyzej. Niech n > ny,. Jedlin ¢ J, to n ¢ Ji,, a wiec (z definicji Jy,)
mamy a, < 1/ky < e. O

Ponizsze twierdzenie prezentuje zapowiadana charakteryzacje odwzorowan stabo

mieszajacych.

Twierdzenie 5.3. Niech T bedzie odwzorowaniem zachowujgcym miare w przestrzeni

probabilistycznej (X, 8, u). Nastepujace warunki sq rownowazne:
(i) T jest stabo mieszajgce;
(ii) dla dowolnych zbiorow A, B € 8 zachodzi

(st)-Tim (T "[A] N B) = u(A)u(B);

(iii) dla dowolnych zbioréw A, B € 8§ zachodzi

n—1
Jim 5" (T[40 B) — w(A)u(B)? =0,
=0
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Dowdd. Réwnowaznosé warunkéw (i) oraz (ii) jest bezposrednia konsekwencja Twier-
dzenia 5.2 zastosowanego do ciagu a,, := |u(T[A] N B) — u(A)u(B)|, n € N.

Pokazemy implikacje (ii)=-(iii). Z zalozenia (ii) nietrudno wnioskujemy, ze
(st)- im(u(T~*[A] N B) — p(A)u(B))* =0,

gdyz zbieznosé statystyczna przy mnozeniu dwéch ciagéw zachowuje sie podobnie jak
zwykla zbieznosé. Dalej stosujemy Twierdzenie 5.2 i otrzymujemy (iii). Dow6d implikacji

odwrotnej jest podobny. O

Uwaga 5.2. Na podstawie twierdzenia o aproksymacji (Tw. 5.1) mozemy wnioskowac,
ze w warunkach (ii), (iii) Twierdzenia 5.3 mozemy rozwaza¢ jedynie dowolne zbiory A, B

z ustalonego ciala aproksymujacego dla o-ciata §.

Z powyzszego dowodu wynika, ze w warunku (iii) mozna zastapi¢ druga potege
w odpowiednim wyrazeniu przez dowolng potege dodatnia.

Niech (X, 8, 1) bedzie przestrzenia z miara. Powiemy, ze odwzorowanie T: X — X
zachowujace miare jest podwojnie ergodyczne, gdy dla dowolnych zbioréw A, B € §
miary dodatniej istnieje liczba n € N taka, ze u(T-"[A] N A) > 0 oraz u(T "[A] N
B) > 0. Ten warunek definicyjny natychmiast implikuje ergodyczno$é¢ odwzorowania T
(por. warunek (iv) Twierdzenia 3.1). Mozna dowies$¢, ze w przestrzeni probabilistycznej
pojecia stabego mieszania i podwdjnej ergodycznoéci T sa réwnowazne. Pokazemy tu

jedna tatwiejsza implikacje.

Twierdzenie 5.4. Niech T bedzie odwzorowaniem zachowujgcym miare w przestrzeni

probabilistycznej (X, 8, u). Jesli T jest slabo mieszajace, to jest podwdjnie ergodyczne.

Dowdd. Zatézmy, ze T jest stabo mieszajace i niech A, B € § beda zbiorami mia-
ry dodatniej. Na podstawie Twierdzenia 5.2 dobierzmy takie dwa zbiory Fy, F» C N
o gestosci zero, ze

lim (T[]0 B) = p(A)u(B),  lim pu(T~"[4] 1 A) = u(A)pu(A).

n¢F n¢Eo
Skoro p(A) > 0 oraz u(B) > 0, to z powyzszych warunkéw wynika, ze mozemy wybraé
liczbe n € N\ (E1 U Es) na tyle duza, ze u(T"[A]NA) > 0 oraz u(T""[A]NB) > 0. O

Przyklad 5.2. Pokazemy, Ze istnieja podzbiory mierzalne A, B przestrzeni [0,1)
z o-cialem zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a i miara Lebesgue’a, ktore Swiadcza
o tym, ze wszystkie niezerowe obroty nie sa stabo mieszajace. Na mocy Twierdzenia 5.4

wystarczy, gdy pokazemy, ze zbiory te nie spelniaja warunku podwdjnej ergodycznosci
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dla wszystkich niezerowych obrotéw. Istotnie, niech A := [0, 1/8) oraz B := [1/2, 5/8).
Rozwazmy dowolny obrét T'(z) := x + ¢ (mod 1) dla ¢ € (0,1). Wtedy dla kazdej liczby
n € N takiej, ze T"[A] N B # () mamy T"[A]N A = () (sprawdzié¢, ¢wiczenie). Zbior
wszystkich obrotéw pokrywa sie ze zbiorem obrotéw odwrotnych. Z tej obserwacji wy-
nika, ze powyzsza wlasnoéé zbioréw A i B $wiadczy o tym, ze kazdy obrét niezerowy
nie jest odwzorowaniem podwodjnie ergodycznym. W szczegodlnosci obroty niewymierne

(dla ¢ ¢ Q) sa ergodyczne i nie sa stabo mieszajace.

Zalbézmy, ze odwzorowanie T': X — X zachowuje miare w przestrzeni probabilistycz-
nej (X, 8, 1). Rozwazmy przestrzen produktowa (X x X, 8® 8, pu x p), gdzie 8 ® 8 jest
o-cialem produktowym, za$ pu X p oznacza miare produktowa na tym o-ciele. Odnotuj-
my, ze o-cialo S®8 jest generowane przez rodzine zbioréw postaci Ax B, gdzie A, B € S.
Rozwazmy odwzorowanie T'x T': X? — X? dane wzorem (T x T)(z,y) := (T(z), T(y)).
Zauwazmy, ze T x T zachowuje miare, bo zachowuje miare zbioréw postaci A x B (dla
A,B € 8) i ich skoficzonych sum, a te skonczone (rozlaczne) sumy tworza cialo A
generujace o-cialo § ® 8.

Nastepujace twierdzenie daje jeszcze jedna charakteryzacje odwzorowan stabo mie-

szajacych.

Twierdzenie 5.5. Zalozmy, Ze odwzorowanie T: X — X zachowuje miare w przestrze-

ni probabilistycznej (X, 8, u). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(a) T jest stabo mieszajgce;
(b) T x T jest stabo mieszajgce;
(¢c) T'x T jest ergodyczne.

Dowdd. (a)=-(b) Zalézmy, ze T jest slabo mieszajace. Wystarczy pokazaé, ze warunek
typu (ii) w Twierdzeniu 5.3 zachodzi dla dowolnych dwéch zbioréw postaci A x B (gdzie
A, B € 8), gdyz implikuje to, ze zachodzi on takze dla dowolnych dwé6ch zbioréw z ciata
A (o ktérym wspominamy wyzej) generujacego o-cialo 8 ® 8. Wezmy wiec dwa zbiory
A x C oraz B x D, gdzie A, B,C,D € 8. Z zalozenia T jest stabo mieszajace, wiec
zachodzi warunek (i) Twierdzenia 5.3 dla zbioréw A, B i dla zbioréw C,D. Istnieja
zatem takie zbiory Jp, Jo o gestodci zero, ze
%r?l w(T"[A]N B) = p(A)u(B), 3255‘2 uw(T"[C]N D) = u(C)u(D).

Wtedy zbiér J; U Jo ma gestosé zero oraz

Jm () (TXT)AxCINBXD)) = T (ux (T AT [C)N(Bx D))
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= Jim (oI AINB) < (TC)ND) = lim (T (AINB) u(T~"[C])N1D)

= pu(A) p(B) p(C) (D) = (X p) (A x C) (1 x p)(B x D).
To daje warunek (ii) Twierdzenia 5.3 dla dowolnych dwéch zbioréw typu A x B (gdzie
A, B € 8) i w konsekwencji dla dowolnych dwéch zbioréw z ciala A.
Implikacja (b)=-(c) jest oczywista.
(¢c)=(a) Niech A, B € 8. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby caltkowitej ¢ > 0, liczbe
w(T~*A] N B), mnozac ja przez u(X) = 1, mozna zapisa¢ w postaci

(1 m)(TTAIN B) x X) = (u x p)((T x T)"[A x X] N (B x X)).

Stad stosujac (c), otrzymujemy gdy n — oo,

n—1 n—1
S W(TTAINB) = 1Y (ux p) (T x T) A x X]0 (B x X)) = w(A)u(B). (5.7)
1=0 =0
Mamy tez

(T'[A]INB) x (T [AINB) = (T'[A]xT'[A)N(BxB) = (T xT) '[Ax A))N(Bx B).
Zatem przyktadajac p X p do skrajnych wyrazen w powyzszych rownosciach, mamy
P2(T7A] N B) = (u x ) (T x T)"'[A x A) 1 (B x B)).

Stad dopisujac % Z?:_ol i stosujac (c), dla n — oo otrzymujemy

n—1 n—1
UYWAY = Y (k) (TXT)[Ax ADA(Bx B)) — p(A)?(B). (5.8)
=0 1=0

Aby wykazaé, ze T jest stabo mieszajace, zastosujemy warunek (iii) Twierdzenia 5.3.
Badamy granice wyrazenia  S2"° ! (u(T~'[A] N B) — ,u(A),u(B))Q, gdy n — oco. Wyra-
zenie to przeksztalcamy do ponizszej postaci. Przechodzac do granicy, gdy n — oo, na

mocy (5.7) oraz (5.8), otrzymujemy

n—1 n—1
LY (T AIN B) — 2u(A)a(B) - S u(T 4] 0 B) + 2 (A)(B)
=0 =0
— 1?(A)p?(B) = 21 (A)p*(B) + p(A)p*(B) = 0.
To daje warunek (a). O
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Rozdziat 6

Charakteryzacje w zespolonej

przestrzeni Hilberta L?

6.1 Charakteryzacje odwzorowan ergodycznych w jezyku

iloczynu skalarnego

Dla przestrzeni probabilistycznej (X, 8, i) bedziemy rozwazaé zespolong przestrzen L2.
Jest to nie tylko przestrzen Banacha, ale tez przestrzen Hilberta, w ktorej dany jest

iloczyn skalarny (-,-): L? x L? — C okreglony wzorem

mm:Amm

Przypomnijmy, kiedy przestrzen liniowa H nad cialem C nazywa sie¢ (zespolona)
przestrzenia Hilberta. Zaklada sig, ze dany jest iloczyn skalarny (-,-): H x H — C

spelniajacy warunki:

e dla kazdego y € H odwzorowanie x +— (z,y) jest liniowe;

e (z,y) = (y,z) dla dowolnych z,y € H;
e (z,x) > 0 dla kazdego = € H;
e (z,z) =0« x =0 dla dowolnego = € H.

Mozna udowodnié, ze |(z,y)| < /(z,z)v/(y,y) (nieréwno$é¢ Schwarza) dla dowolnych
x,y € H oraz ze funkcja ||z|| :== /(x, z) jest norma na H. Jedli przestrzen H z ta norma

jest zupelna, to nazywa sie przestrzenia Hilberta.

40



Jesdli (z,y) = 0, to méwimy, ze wektory z,y sa ortogonalne i piszemy z L y. Dla
A C H symbol x L A oznacza, ze x | y dla kazdego y € A. Jedli F C H jest

podprzestrzenia (liniowa) przestrzeni H, to zbidér
Ft.={heH:h1lF}

nazywamy ortogonalnym dopelnieniem podprzestrzeni F' w H. Mozna wykazaé, ze F-
jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni H oraz F'N F+ = {0}. Co wiecej, jesli F
jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni H, to H = F+ F+, przy czym kazdy © € H
ma jedyne przedstawienie w postaci = = y+ z, gdzie x € F, y € F* (twierdzenie Riesza
o rozkladzie).

Wracajac do zespolonej przestrzeni Hilberta L2, odnotujmy, ze nieréwnoéé Schwarza
dla niej ma postaé |(f,g)| < ||fll21lgll2, edy f,g € L? Norme || - ||2 w L? bedziemy
dalej zapisywaé krétko przez || - ||. Zaldézmy, ze dane jest odwzorowanie T: X — X
zachowujace miare. Przypomnijmy znany z wczesniejszych rozwazan operator liniowy
Ur: L? — L? dany wzorem Ur(f) := f o T. Bedziemy zapisywaé krétko Urf zamiast
Ur(f). Przez 1 oznaczamy funkcje stata w L? réwna 1.

Twierdzenie 6.1. Zaldzmy, Ze w przestrzeni z prawdopodobienstwem (X,8,u) dane

jest odwzorowanie T': X — X zachowujgce miare. Wowczas
(a) Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) T jest ergodyczne;
(it) lim &350 (URf,9) = (f,1) (1,9) dla kaidego f.g € L*;
(i)  lim Ly NULf ) = (f,1) (1, f) dla kaidego f € L2.
(b) Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) T jest stabo mieszajgce;
(i) Tim LY (U f,9) — (£.1) (Lg)l = 0 dia kazdego f,g € L2;
(i) lim &S50 (UL f) = (£, 1) (1, )] = 0 dla kazdego f € L*.
(¢) Nastepujace warunki sq réwnowazne:
(i) T jest mieszajqce;
(i) lim (U2f,g) = (£.1) (L,g) dla kazdego f.g € L*;
(iii) nli—{go(Uij7 ) =(f,1)(1,f) dla kaidego f € L*.
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Dowdd. Dowody tez (a), (b), (c) sa podobne. Pokazemy przykladowo teze (c).
(ii)=-(i) Niech A, B € 8 oraz f := x4, g := xp. Wtedy wartos¢ iloczynu skalarnego
(Urf,g) wynosi

/(U%f)ﬁdu:/(U%’XA)XBdu:/ (xaoT")xpdu
X X X

= /X XT-n[A] XB djt = /X XT-7[AINB Al = w(T7"[A] N B).
Ponadto
(£, 1) (L,9) = /XXA d“/XXB dp = p(A)u(B).

Na mocy zalozenia (ii) dostajemy wiec lim,, (T~ "[A] N B) = pu(A)u(B), co oznacza, ze
odwzorowanie T jest mieszajace.

(i)=(iii) Niech A, B € 8. Stosujac (i) i nasladujac powyzsze rozumowanie, dostajemy
tatwo

Jim (Urxa, xB) = (xa,1) (1, xB)-

Stad ustalajac zbiér B i korzystajac z liniowosci operatora U7 oraz iloczynu skalarnego,

otrzymujemy dla dowolnej funkcji prostej h
nango(U}Lh, xB) = (h,1)(1,xB)-

(Przez funkcje prosta rozumiemy kombinacje liniowa funkcji charakterystycznych.) Na-

stepnie ustalajgc funkcje prosta h, na mocy liniowosci iloczynu skalarnego, dostajemy

lim (URh, h) = (h,1) (1, h). (6.1)

n—oQ

Wezmy teraz dowolng funkcje f € L? oraz ¢ > 0. Wybierzmy taka funkcje prosta h,
ze ||f —h|| < e. Namocy (6.1) dobierzmy k € N tak, aby |(Ufh, h)—(h,1) (1,h)] < € dla
kazdego n > k. Stad korzystajac z nieréwnosci Schwarza oraz réwnosci ||[Uzg|| = ||g]|

dla g € L?, otrzymujemy dla wszystkich n > k nastepujace oszacowania:
(U7 f, F) = (F, 1) QN < (Ut f) = Uh, )] + [(Uph, f) = (Uph, b))
+(UFh,h) = (h, 1) (1, A)| + (R, 1) (1, h) = (f, 1) (L, A)] + [(f, 1) (1, h) = (f, 1) (L, f)]
<HUE(f = h), HI+ [(Uzh, f = k)| +e+ [(h— £, DI R+ [(f, DI, B — f)]
<Af = R+ = AR+ + RIS = A+ AR = £1]
< 26|| ]| 4 2¢l|h]| + & < 2¢||f]] + 2el|h — f]] + 2¢]|f]| + & < del|f]| +2¢% + <.
Stad lim (URf, f) = (f,1) (1, f)-
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(ii)=-(ii) Niech f € L2. Oznaczmy przez H; najmniejsza (W sensie inkluzji) do-
mknieta podprzestrzen (liniowa) przestrzeni L? zawierajaca f i wszystkie funkcje state
oraz taka, ze Ur[Hs| C Hy. Taka przestrzen jest przecieciem wszystkich domknietych

przestrzeni o powyzszych wlasnoéciach (jedna z nich jest L?). Polézmy
Fyo={ge L? lim (URf,g) = (f,1)(1,9)}.

Nietrudno sprawdzi¢, ze F; jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni L? zawierajaca
wszystkie funkcje state oraz funkcje f (na mocy zalozenia (iii)). Ponadto zachodza

warunki:
1° podprzestrzen F 't jest domknieta;
20 UT[Ff] C Fy.

Zalézmy, ze pokazaliémy warunki 1° i 2°. Wtedy H ¢ C Fy. Dodatkowo H ]J; C Fy.
Istotnie, niech g € L? oraz g L Hy. Wtedy (UZf,g) = 0 dla kazdego n € N (bo
Up[Hysl C Hy) oraz (1,g) = 0 (bo Hy zawiera funkcje stale). Zatem

wigc g € Fr. W konsekwencji Hy + H JJ; C F, co na mocy twierdzenia o rozkladzie daje
L? = Fy, a stad otrzymujemy teze (ii).

Pokazemy teraz warunek 1°. Wezmy ciag (gi) elementéw zbioru Fy zbiezny w sensie
normy do g € L?. Wykazemy, ze g € Fy. Ustalmy n,k € N. Wtedy z nieréwnosci

Schwarza i wlasnosci operatora Ur, wnosimy, ze (UL f, g) — (f,1) (1, 9)| <

< WUz fg = ge)ll + (UT f5 9) — (1) (L, ge)| + 1 f1 |9 = gill
=2[[fIIllg — grll + [(Uz f, gx) — (f; 1) (L, gk)].

Niech € > 0 i dobierzmy k € N tak, by 2||f||||g — gx|| < /2. Skoro g, € F'f, to nastepnie
dobierzmy N € N tak, by

(URF.90) = (£:1) (Lgo)] < 5 dla kaidego n > N.
Wtedy z poprzednich oszacowan mamy
I(UFf,9) = (f;1) (Lg)| <e dlakazdego n > N.

43



Zatem g € FYt, co konczy dowod warunku 10,
Na zakorniczenie udowodnimy warunek 2°. Wezmy dowolne g € F r. Wtedy Urg € Fy.

Istotnie, mamy dla n — oo

U3f.Urg) = | (1oT™)@) (g D@ dpla) = [ (FoT")(w) 9ly) duly) = (UF ' £.9)

—>(f’l)(l,g)=(1>f)/X@du(y)=(f,1)/X(goT)(fC)du(w):(fal) (L, Urg).
U

6.2 Wlasnosci spektralne operatora Up

Waznym narzedziem do badania odwzorowan zachowujacych miare T" w przestrzeni
probabilistycznej sa wlasnosci spektralne operatora Ur.

Przypomnijmy, ze dla przestrzeni liniowej V nad cialem C oraz operatora liniowego
A:V — V niezerowy wektor v € V nazywamy wektorem wlasnym odwzorowania A,
gdy Av = lv dla pewnego skalara A € C; wtedy skalar A nazywamy wartoscia wlasna
odwzorowania A.

Oznaczmy przez Idy odwzorowanie identycznosciowe na V. Zauwazmy, ze dla usta-
lonej wartodci wlasnej \ zbiér {v € V': Av = Av} jest jadrem odwzorowania liniowego
A—Mldy, zatem jest podprzestrzenia liniows przestrzeni V. Te podprzestrzen bedziemy
oznaczaé przez FE).

Jedli przestrzen V jest skonczenie wymiarowa, to zbior wartoéci wtasnych operatora
A nazywamy widmem (spektrum) operatora A. Gdy V jest nieskoniczenie wymiarowa,
widmo operatora A definiuje sie inaczej — moze by¢ to istotnie szerszy zbiér od zbioru
wartosci wlasnych operatora A.

Bedziemy zakladaé, ze T: X — X jest odwzorowaniem zachowujacym miare
w przestrzeni probabilistycznej (X, 8, 1). Rozwazmy operator Ur: L? — L? dany wzo-
rem Ur(f) := foT. Méwimy, ze funkcja f € L?, rézna od funkcji zerowej prawie wsze-
dzie (odpowiednio, liczba A € C) jest funkcja wlasna (odpowiednio, warto$cia wlasna)
odwzorowania T', gdy f jest wektorem wlasnym (A jest wartoScia wlasna) operatora Up.
Zatem liczba A\ jest wartoscig wtasng odwzorowania T odpowiadajaca funkcji wlasnej

f,edy foT = \f prawie wszedzie.

Uwaga 6.1. Oczywiscie liczba A := 1 jest zawsze wartoscia wlasna odwzorowania T,
dla funkcji wtasnej f := 1. Ponadto kazda warto$¢ wlasna A odwzorowania 1" lezy na

okregu jednostkowym K w C. Aby to wykazaé, zalézmy, ze fol = \f prawie wszedzie
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dla f € L?\ {0}. Skoro T zachowuje miare, to

[oisPan= [ 1rotldu= [ nfPdu=D2 [ 1 d
X X X X
skad wnioskujemy, ze |A\| = 1, bo [ | f|*dp > 0.

Uwaga 6.2. Zalézmy, ze funkcja wilasna f € L2\ {0} odwzorowania T odpowiada
wartosci wlasnej A. Niech N(f) := {z: f(x) # 0} bedzie no$nikiem funkcji f. Wtedy
funkcja h := %XN(f) tez jest funkcja wlasng odpowiadajaca wartoéci wtasnej A. Istotnie,

na zbiorze N (f) zachodza réwnosci

(L)or— Lol _ M

/] floT I 1A
gdyz |A| = 1 na mocy Uwagi 6.1. Dlatego h o T' = Ah. Zatem dla ustalonej wartosci

wlasnej A odwzorowania T' odpowiedni zbiér E zawsze zawiera taka funkcje h € L?\{0},
ze |h(z)] =1dlax € N(h).

Uwaga 6.3. Jesli f € L? jest funkcjg wlasna odwzorowania T odpowiadajaca wartosci
wlasnej Ai, zaé g € L? jest funkcjg wlasng odwzorowania T' odpowiadajaca wartosci

wlasnej Ay # A1, to f i g sa ortogonalne. Istotnie,
M [ fgdu= [ un)Cag)dn = [ (foT)GeTydu= [ fadu
X X X X
Stad A\iA2 = 1 lub Jx fgdp = 0. Ale M2 = 1 oraz [A\1] = 1 = |\o| implikuje A\; = Ao
(sprawdzi¢). Zatem f, g sa ortogonalne.

Twierdzenie 6.2. Zalozmy, ze T: X — X jest odwzorowaniem ergodycznym w prze-

strzeni probabilistycznej (X, 8, n). Wtedy zachodzq nastepujace wlasnosci:

(i) Jesli f € L? jest funkcjg wlasng odwzorowania T, to funkcja |f| jest prawie wsze-
dzie stala. Ponadto jesli T jest stabo mieszajgce, to funkcja f jest prawie wszedzie

stata.

(ii) Dla kazdej wartosci wltasnej X odwzorowania T przestrzen liniowa Ey C L? jest

1-wymiarowa.

(i) Zbior E(T) wszystkich wartosci wlasnych odwzorowania T jest podgrupg grupy
multiplikatywnej okregu jednostkowego K C C.

Dowéd. Ad. (i). Niech f € L? bedzie funkcja wlasng odwzorowania T'. Z zalozenia
i Uwagi 6.1 wynika, ze istnieje taka liczba A € C, ze |A\| = 1 oraz foT = Af prawie

wszedzie. W zwiazku z tym prawie wszedzie zachodza réwnosci
[fleT =foT|=[A[=MIfl =[]
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Dlatego z ergodycznosci T wynika, ze funkcja | f| jest prawie wszedzie stala.

Dla dowodu drugiej czesci tezy zalézmy, ze T jest stabo mieszajace. Pamietamy,
ze jest to réwnowazne ergodycznoéci odwzorowania 7' x T': X2 — X2. Niech g(z,y) :=
f(x)f(y) dla z,y € X. Wéwezas g nalezy do odpowiedniej przestrzeni L?(X?), gdzie na
X2 rozwazamy o-cialo produktowe i miare produktowa p x u. Ponadto g jest funkcjg

(T x T)-niezmiennicza, gdyz dla prawie wszystkich (z,7) € X? mamy

(go (T xT))(2,y) = (foT)(x)(f o T)(y) = M (x)Af(y) = [APg(z,y) = gz, y).

Stad i ze znanego warunku réwnowaznego ergodycznoéci odwzorowania 7' x T wynika,

ze funkcja g jest stata prawie wszedzie na X2, réwna ¢ € C. Zauwazmy, ze ¢ # 0, bo |f|

jest stala prawie wszedzie na X i niezerowa, wiec |g(z,y)| = |f(2)||f(y)| # 0 dla prawie
wszystkich (z,y) € X2. Z twierdzenia Fubiniego wynika, ze

o= [ odtwxw= [ fan [ Fau=|[ tau

Ponadto dla prawie kazdego z € X istnieje catka

/ g9(z,y) du(y) = f(x)/ ) du(y) = f(x)a,
X X

2

gdzie a := [y fdu # 0. Jednoczesnie [y g(z,y)du(y) = [y cdu = ¢ dla prawie wszyst-
kich z. Stad f = ¢/a prawie wszedzie, co konczy dowdd.

Ad. (ii). Ustalmy warto$é¢ wlasna \ odwzorowania T oraz f € E). Wezmy dowolna
funkcje g € E\. Z tezy (i) wiemy, ze funkcje |f| 1 |g| sa prawie wszedzie state. Polézmy
h := g/f. Wtedy |h| jest prawie wszedzie stala i niezerowa. Ponadto prawie wszedzie
na X zachodza réwnosci
goT Mg
foT ~Af
Stad i z ergodycznoséci T' wynika, ze h = ¢ prawie wszedzie, gdzie ¢ € C jest stala.

hoT =

To daje teze.
Ad. (iii). Niech Aj, A2 € E(T). Wybierzmy funkcje f1 € Ey,, fo € E),, takie ze
|fil = 11 |fa| = 1 prawie wszedzie (por. teze (i) oraz Uwage 6.2). Wtedy f1fo € L? oraz

(fifa)oT = (fioT)(f20T) = (A f1)(A2f2) = (M A2)(f1f2)-

Stad A1 Ay € E(T). Ponadto + € L?, bo ‘%‘ = 1 prawie wszedzie oraz

S
(1) oT— b+ 1 _ (1> L
N1 fieT Mfi M/ A
Stad )\% € E(T). Wobec tego E(T) jest podgrupa grupy multiplikatywnej K. O
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Whniosek 6.1. Zalozimy, ze (X,8,u) jest przestrzeniq probabilistyczng i odpowiednia
przestrzen L? jest osrodkowa. Jesli odwzorowanie T: X — X jest ergodyczne, to grupa

E(T) jest przeliczalna.

Dowdd. Przypusémy, ze grupa E(T') jest nieprzeliczalna i kazdej wartosci wlasnej A €
E(T) przypiszmy funkcje whasna f € L2, o ktérej mozemy zaktadaé, ze ||f|| = 1 (gdyz
na mocy Uwagi 6.2 i tezy (i) Twierdzenia 6.2 mozna wybraé f tak, aby |f| = 1 prawie
wszedzie). Kazde takie dwie rézne funkcje wlasne f, g sa ortogonalne na mocy Uwagi
6.3. Ponadto

Nf =gl =(f—g. fF—9) =IfI*+lgl* = (f,9) — (g, ) = 2. (6.2)

Oczywiscie podprzestrzen Z przestrzeni L?, zlozona z funkcji wlasnych f przypisanych
wartosciom wlasnym A € E(T) i takich, ze |f| = 1 prawie wszedzie, jest oSrodkowa.
Ze wzoru (6.2) wynika, ze kule w podprzestrzeni Z o érodkach w tych funkcjach f
i promieniach v/2/2 stanowia roztaczng rodzine nieprzeliczalna. Zatem zaden zbiér gesty

w podprzestrzeni Z nie moze by¢ przeliczalny, co przeczy jej osrodkowosci. O

Przyktad 6.1. Rozwazmy przestrzen X := [0,1] z o-cialem 8 podzbioréw [0, 1] mie-
rzalnych w sensie Lebesgue’a i miara Lebesgue’a obcietg do §. Wtedy wiadomo, ze
odpowiednia przestrzen L? jest oérodkowa. (Szkic dowodu: zbiér funkcji ciagtych na
X jest gesty w L?, a nastepnie trzeba uzyé¢ odpowiednich wielomianéw, korzystajac
z twierdzenia aproksymacyjnego Weierstrassa.) Zatem na mocy Wniosku 6.1 dla kazde-
go odwzorowania ergodycznego T: X — X odpowiadajaca mu grupa E(T') jest przeli-

czalna.

Odwzorowanie T: X — X przestrzeni probabilistycznej nazywa sie catkowicie er-
godyczne, gdy T™ jest ergodyczne dla kazdego n € N. Przykladem odwzorowania cal-
kowicie ergodycznego jest obrét niewymierny 7' w [0, 1). Faktycznie wiemy ze jest to
odwzorowanie ergodyczne, natomiast jego catkowita ergodyczno$é wynika z faktu, ze
T™ jest obrotem niewymiernym dla kazdego n € N.

Wartos¢ wlasna odwzorowanie 1" zachowujacego miare przestrzeni probabilistyczne;j
nazywa sie wymierna, gdy jest pierwiastkiem z jednosci, tzn. \¥ = 1 dla pewnego k € N.

(Wtedy A ma postaé A = exp(27ri) dla pewnego r € Q.)

Twierdzenie 6.3. Niech T: X — X bedzie odwzorowaniem ergodycznym przestrzeni
probabilistycznej (X, 8, ). Wowcezas T jest calkowicie ergodyczne wtedy i tylko wtedy,

gdy T nie ma wymiernych wartosci wiasnych réznych od 1.
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Dowdd. Koniecznosé. Niech \ bedzie wartoécia wlasng dla funkeji wlasnej f € L2.
Zatézmy, ze \¥ =1 dla pewnego k € N. Mamy nastepujace réwnosci zachodzace prawie

wszedzie: foT = \f oraz
foT?=(foT)oT =\f)oT =AfoT)=Nf

i przez tatwg indukcje dostajemy foT* = A*¥f = f. Skoro z zalozenia T* jest ergodyczne,
to f jest stala prawie wszedzie. Ale wtedy A = 1, bo wartoscia wtasna odpowiadajaca
funkcji statej jest 1.

Dostateczno$é. Mamy pokazaé, ze TF jest ergodyczne dla kazdego k > 2. Przedsta-
wimy dowdd dla k = 2. Przypuéémy, ze odwzorowanie 72 nie jest ergodyczne. Wtedy
istnieje taka niestata prawie wszedzie funkcja g € L?, ze goT? = g. Niech f := goT —g.
Oczywiscie f € L?. Ponadto f nie jest zerowa prawie wszedzie, bo w przeciwnym przy-
padku g bylaby prawie wszedzie stata na mocy ergodycznosci T. Prawie wszedzie za-

chodza réwnosci
foT:goTQ—goT:g—goT:(—1)f,

co oznacza, ze liczba —1 jest r6zna od 1, wymierng wartoscig wlasna odwzorowania 1.
Sprzeczno$¢. Dowdd dla k > 2 jest podobny; pozostawiamy go jako ¢wiczenie. (Warto
zauwazy¢, ze zbiér pierwiastkow k-tego stopnia z jednosci jest grupa multiplikatywna.)

O

Méwimy, ze odwzorowanie T: X — X zachowujace miare w przestrzeni probabili-
stycznej (X, 8, 1) ma ciaglte widmo (spektrum), gdy A = 1 jest jego jedyna wartoscia
wilasng i jedynymi funkcjami wlasnymi sa funkcje state.

Na zakonczenie podamy serie¢ warunkéw charakteryzujacych odwzorowania miesza-
jace. Wiekszosé z nich poznaliSmy wcezeéniej. Warunki (iv), (v) sa nowe, a dowody ich

dotyczace sa nieoczywiste; zob. [3].

Twierdzenie 6.4. Niech T' bedzie odwzorowaniem zachowujgcym miare w przestrzens

probabilistycznej (X, 8, u). Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) T jest stabo mieszajgce;
(ii) T x T jest ergodyczne wzgledem miary pn X pi;
(iii) T x T jest stabo mieszajgce wzgledem miary p X pi;

(iv) dla kazdego odwzorowania ergodycznego T1 dowolnej przestrzeni probabilistycznej

(X1,81, p1) odwzorowanie T x Ty jest ergodyczne wzgledem miary pu X pui;
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(v) odwzorowanie T ma ciggle widmo;
(vi) odwzorowanie T jest podwdjnie ergodyczne;
(vii) dla dowolnych A, B € 8 istnieje taki zbior Ja,g C N o gestosci zero, ze

ngéhJIf,B p(ANT"[B]) = w(A)u(B);

(viii) dla dowolnych A, B € 8§ zachodzi

n—1

Jim 37 ((ANTB) — p(A)u(B))’ =0
1=0
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Rozdziat 7

Odwzorowania indukowane

Niech T: X — X bedzie odwzorowaniem zachowujacym miare w przestrzeni probabi-
listycznej (X, 8, ). Ustalmy zbior A € 8, u(A) > 0. Z twierdzenia Poincarégo wiemy,
ze prawie kazdy punkt x € A wraca do A nieskonczenie wiele razy w wyniku dzialania
funkcji T. Usuhmy ze zbioru A odpowiedni zbiér miary zero, a otrzymany podzbidr

zbioru A ponownie oznaczmy przez A. Teraz dla kazdego punktu z € A okreslmy
ra(z) :=min{n € N: T"(z) € A}.

Funkcje te nazywamy czasem pierwszego powrotu do A. Okredlmy o-ciato § 4 podzbio-

réw zbioru A jako {E N A: E € 8}. Ponadto niech pa(E) := % dla E € §4. Wtedy
(A,84,14) jest przestrzenia probabilistyczna. Odwzorowanie indukowane T4: A — A

okreslamy wzorem

Ta(z) := T @) (z), dlaz € A.
Lemat 7.1. Odwzorowanie indukowane Ty jest mierzalne.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze funkcja ra: A — R jest mierzalna. Wystarczy pokazac,

ze kazdy zbiér r;l[{m}], m € N, nalezy do 8. To za$§ wynika z ponizszych wzoréw:

{1 = AT AL i [{m}l = AnT™A]\ |J T7"4] dam > 2.

n<m

Dla dowodu mierzalnosci T4 wezmy U € 8| 4. Zatem U = VN A, gdzie V € 8. Zbadamy
przeciwobraz T '[V] = T;'[U]. Dla z € A mamy

x € TXI[V] < ImeN(ra(z)=m AN T"(x) € V),

wiee Ty '[V] = Upers (2’ [{m}] N T-"[V]) €. O
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Twierdzenie 7.1. Odwzorowanie indukowane Ty zachowuje miare w przestrzensi

(A, 8|4, 14). Ponadto jesli T jest ergodyczne, to Ty jest tez ergodyczne.
Dowdd. Dla kazdego k € N okreslmy zbiory Ay := {x € A: ra(x) = k} oraz
Br:={r e X\A:Tx) ¢ AN ...ANT- (2)¢ AATHz) € AL
Z twierdzenia Poincarégo mamy A = (Jp—, Ax. Ponadto
T YAl = A UB;, T'B,=A4,11UB,4 dlaneN (7.1)

oraz sumy po prawej stronie tych réwnosci sa roztaczne.
Niech C' € 84. Chcemy wykazaé, ze pua(Ty [C]) = pa(C). Wiemy, ze u(T~1[C]) =
p(C). Mamy

T,'Cl = |J AenT;'[C) = |J (AN T ¥[C)) 2 definicji Ta.
k=1 k=1
Zatem -
(T3 C) =Y (AN THCY), (7.2)

bo zbiory Ay, k € N, sa parami rozlaczne. Z drugiej strony C' C A, wiec T71[C] =
T=YC)NT1[A]. Zatem stosujac (7.1), stwierdzamy, ze miara (T ~1[C]) jest réwna

(AL N TYCY) + p(By N TC)) = p(Ar N TYC)) + p(T (B 1 T7YC))
= w(ANTHC)) + u(A2 N T2C)) + p(By N T2(C)).
Powtarzajac to rozumowanie, otrzymujemy na podstawie (7.1) dla kazdego n € N
Z (A, NT*C)) + (B, N T "C)). (7.3)

Zbiory B,, n € N, sa parami roztaczne, wiec

1>M<G(Ban ) fj (B, N T~"[C)),

n=1

a zatem lim,, u(B, N T7"[C]) = 0. W konsekwencji, biorac n — co w (7.3), mamy

Z (Ax NTF[CY)). (7.4)
Stad, stosujac (7.2) oraz (7.4), otrzymujemy

u(Ax N THC) = (T3 C)):

=8
Q

I
=
N
Q

I
hE

i
I
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Zatem 1A (C) = pa(T71[C]). To daje pierwsza czesé tezy.

Dla dowodu drugiej czeéci tezy zaltdézmy, ze odwzorowanie T jest ergodyczne. Niech
C € 84 oraz T;'[C] = C. Mamy pokazaé, ze pua(C) = 0 lub pa(C) = 1, co jest
réwnowazne alternatywie p(C) = 0 lub u(C) = p(A). Skoro A = |Jj2, Ay oraz C C A,
to C = T,'[C] = U2 (Ax N T~F[C]). Niech

(B,NT7*[C]) oraz F:=EUC.

(@

E =

k=1

Wtedy
T-E] = fj (7B nT=*[e]), T =T7ANC] =T AN T (),
k=1

Zatem stosujac (7.1), otrzymujemy
TP = T HEUTC) = | ((Aksa U Bipn) N T-D[C])U((41 U By N T(C])
k=1

(BrNT*[C))=CUE=F.

s

(A, N TF[C]) U
1 k

s

k 1

Dlatego z ergodycznosci T wynika, ze p(F) = 0 lub u(F) = 1. Jesli u(F) = 0, to
u(C) =0, a wiec ua(C) = 0. Zalézmy teraz, ze u(F) = 1. Wtedy pu(X \ F) = 0. Mamy

X\F=(A\C)U(X\A)\E)>A\C.

Stad p(A\ C) < p(X \ F) = 0. Poniewaz pu(A\ C) = p(A4) — u(C), wige p(A) = p(C),
a zatem pa(C) = 1. O

Idea zwiazana z czasem pierwszego powrotu ma ciekawa interpretacje, ktora jest tzw.
wieza Kakutaniego. Niech wiec odwzorowanie T': X — X zachowuje miare w przestrzeni
probabilistycznej (X, 8, ) oraz niech A € 8§ bedzie zbiorem miary dodatniej. Bedziemy

tu dodatkowo zaktadaé, ze T jest odwracalne. Oznaczmy
Do:=A, Dy:=TFA\(AUT[AJU---UT*L[A]), dlakeN.

Zbiér Dy nazywamy parterem, zas zbiér Dy, dla k € N nazywamy k-tym pietrem wiezy.
Pamietamy, ze A = | [72; A, (suma rozlaczna, po modyfikacji zbioru A), gdzie 4, :=
{z € A: ra(z) = n}. Z definicji r4 wynika, ze dla n € N mamy T"[A,] C A. Pokazemy,
ze

T*[A,] € Dy, gdy k=0,...,n—1. (7.5)
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Faktycznie inkluzja T*[A,] C T*[A] jest oczywista. Aby dokonczyé¢ dowdd (7.5), wy-
starczy pokazaé, ze zbiory TF[A,] dla k € N, 0 < k < n — 1, s3 parami rozltaczne.
Ustalmy n € N i zauwazmy najpierw, ze Tk[An] NA=0dlak=1,...,n— 1. Niech
teraz 1 < k < j < n. Wtedy z iniektywnosci T' wynika, ze

TI[A,) NTH[A,] = THTI=F[A,] N A,] = TF[9) = 0.
Pokazalidémy wiec, ze rodzina
An, T[A), ..., TV A

jest roztaczna; nazywamy ja n-ta kolumna wiezy.

Pozostaje wykazaé roztacznosé dowolnych dwoch zbiorow w dwoch réznych kolum-
nach wiezy, n-tej oraz m-tej, gdzie m # n. Mamy A, N T*[A,,] =0 dla 0 < k < m, bo
dla k = 0 oczywiscie A, N A, =0, zaé dla k > 1 mamy A, C A oraz TF[A,,]NA=0.
Ponadto T*[A,]NT*[A,,] = 0 dla k < min{n, m}, co wynika z roztacznoéci A,, i A, oraz
iniektywnoéci T%. Na koniec przypusémy, ze x € T*[A,]NTI[A,,] dla k, j < min{n,m}.
Wtedy T—%(z) € A, N T7F[A,,], a to wczeéniej okazalo si¢ niemozliwe.

Koncepcja wiezy Kakutaniego znalazta zastosowanie w nastepujacym twierdzeniu

Marka Kaca. Najpierw udowodnimy fakt pomocniczy.

Lemat 7.2. Jesli odwzorowanie T: X — X zachowujgce miare w przestrzent proba-
bilistycznej (X, 8, ) jest odwracalne i ergodyczne oraz A € 8, u(A) > 0, to rodzina
F:={TF[A,]: neN, 0<k<n—1} jest roztgczna i p(UF) = 1.

Dowdd. Roztacznosé rodziny F zostala wykazana wyzej. Skoro odwzorowanie T jest
ergodyczne i odwracalne, to nietrudno sprawdzié, ze T~! tez jest ergodyczne (éwiczenie).
Ze znanej charakteryzacji ergodycznogci T~ dostajemy p(Us>, T*[A]) = 1. Z réwnoéci
A=U;2, A, mamy

Uz = U U 7¥ad € U U 7840 = U (7.6)
k=1 n=1 k=1 n=1 k=0

Stad wynika teza pu(lJF) = 1. Nalezy tylko wyjasnié¢ inkluzje we wzorze (7.6). W tym
celu wystarczy wykazaé, ze dla dowolnych liczb m, p € N zachodzi inkluzja

oo n—1

T™Ay) ¢ |J U TFA.).
n=1 k=0

Ustalmy wiec m, p € N. Mamy trzy przypadki: 1° gdy m < p; 2° gdy m = p oraz 3° gdy
m > p. W przypadku 1° inkluzja jest oczywista. W przypadku 2° mamy
oo
T™Am] C A= | T°[44].

n=1
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W przypadku 3° wezmy z € T™[A,] i wtedy
x e T PITP[A)]] C T P[A] = U T P[A,].
n=1

Zatem z € T™P[A) ] dla pewnego p; € N. Jesli m — p; < p1, to stosujemy przypadek
19 lub 2°. Jedli m — p > p1, to powtarzamy rozumowanie z przypadku 3° i stwierdzamy,
ze ¥ € T™PP1[A, ] dla pewnego p2 € N. Rozumowanie z przypadku 3° moze by¢

stosowane skonczong liczbe razy, bom —p>m —py >m —p; —pa > ... O

Twierdzenie 7.2 (Kaca). Niech T: X — X bedzie odwracalnym ergodycznym odwzo-
rowaniem zachowujgcym miare w przestrzeni probabilistycznej (X, 8, u) i niech A € 8,
p(A) > 0. Wtedy [4radp = 1. W konsekwencji warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej
r4 na przestrzeni (A, 84, 1a) wynosi ﬁ.

Dowdd. 7 Lematu 7.2 mamy
oo n—1
o(00 1) =
n=1 k=0

Dla kazdego n € N kolumna z indeksem n w wiezy Kakutaniego sktada sie z n parami

roztacznych zbioréw, z ktérych kazdy ma miare u(A,) (bo T~! zachowuje miare). Zatem

1= Z nu(Ay) = 77%i_r)noo/A Z (nxa,)dn = /ATA du.
n=1 m=1

Ostatnia réwnos¢ wynika stad, ze ciag sum > " nxa,, m € N, zbiega punktowo
w sposOb niemalejacy do r4, gdy m — oo. Zatem mozemy stosowaé twierdzenie Le-

besgue’a o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki. O

W dowodzie twierdzenia Kaca korzystaliSmy z tego, ze jesli T jest odwracalnym
odwzorowaniem ergodycznym w przestrzeni probabilistycznej (X, 8, i), to dla kazdego
zbioru A € 8 miary dodatniej mamy (U0 TF*[A]) = 1. W szczegblnosci dla kazdego
e € (0,1) istnieje takie m € N, ze p(AUT[AJU---UT™ HA]) > 1 —e.

Nasuwa si¢ pytanie, czy dla kazdej liczby m € N i dowolnego ¢ € (0,1) istnieje
taki zbiér A € §, ze powyzsze oszacowanie zachodzi. OdpowiedZ jest pozytywna przy
zalozeniu, ze miara pu jest bezatomowa. Ta odpowiedZ wynika bezposrednio z ponizszego
twierdzenia, ktore jest znane jako lemat Kakutaniego-Rokhlina. W dowodzie ponownie
korzystamy z wiezy Kakutaniego.

Zbiér A € 8 nazywamy atomem miary p na o-ciele podzbioréw X, gdy u(A) > 0
oraz kazdy podzbiér B C A, B € 8, ma miare 0 lub réwna u(A). Miara p nazy-

wa sie bezatomowa, gdy nie ma atomdéw. Dowodzi sie, ze jesli miara u jest skonczona
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i bezatomowa na o-ciele 8, to dla kazdego o € [0, u(X)] istnieje taki zbiér A € 8§, ze
n(A) = o

Twierdzenie 7.3 (Kakutaniego-Rokhlina). Niech T': X — X bedzie odwracalnym er-
godycznym odwzorowaniem zachowujgcym miare w przestrzeni probabilistycznej (X, S, u),
przy czym o jest miarg bezatomowq. Wtedy dla kazdego m € N i dowolnego € € (0,1)

istnieje zbior B € § taki, ze zbiory
B, T[B], ..., T 'B]
sq parami roztgczne oraz u(BUT[B]U---UT™ 1 [B]) > 1 —e¢.

Dowdd. Niech m € N oraz € > 0. Poniewaz miara u jest bezatomowa, wigc mozna
znalez¢ taki zbiér A € 8, ze 0 < p(A) < e/m. Utwérzmy wieze Kakutaniego dla zbioru
A. Jak wezesniej niech A, := {x € A: ry(xz) = n} dlan € N. Polézmy (por. Lemat 7.2)

c~ |n/m|-1

B = |:| |?L TI™[A,).

Zauwazmy, ze zbiory B,T[B],...,T™ ![B] sa parami rozlaczne i ich suma jest réwna
sumie calej wiezy Kakutaniego z wytaczeniem co najwyzej m zbioréw w kazdej kolumnie
(sprawdzi¢). Zatem dopelnienie tej sumy ma miare < > 00 mu(Ay,) = mu(A) < e.
Wobec tego

w(BUT[B]U---UT™ Y B]) >1—e.
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Rozdziat 8

Izomorfizmy ukladow
dynamicznych zachowujacych

miare

Omoéwimy tu bardziej szczegbdltowo pojecie izomorfizmu dwéch odwzorowan zachowuja-

cych miare.

Definicja 8.1. Zalézmy, ze (X;,8;, ;) dla i = 1,2 sa przestrzeniami probabilistycz-
nymi. Niech dane beda odwzorowania T;: X; — X; dla ¢ = 1,2 zachowujace miare.
Moéwimy, ze 17 jest izomorficzne z 15, gdy istniejg takie zbiory My € 81, My € 89, ze
p1(My) =1, pua(Msz) =1 oraz

(i) Th[My] C My, To[Ms] C Moy;

(ii) istnieje odwracalne odwzorowanie ®: M7 — My zachowujace miare oraz zachodzi
ré6wnosé (® o T1)(x) = (Ty o ®)(x) dla kazdego = € M;.

Odwzorowanie ¢ nazywamy izomorfizmem miedzy T} i To. Zapisujemy 17 ~ T5.

Uwaga 8.1. (1) W warunku (ii) dla zbioréw M; (i = 1,2) pelnej miary rozwaza sie
odpowiednie przestrzenie probabilistyczne (M;, 8;|a;, pt|ar,) dla i =1, 2.

(2) Czworke (X, 8, i, T), gdzie (X, 8, ) jest przestrzenia probabilistyczna, zas odwzoro-
wanie T: X — X zachowuje miare, nazwaliSmy ukladem dynamicznym zachowujacym
miare i formalnie relacja ~ powinna by¢ zdefiniowana w klasie uktadéw dynamicznych
zachowujacych miare (por. Def. 1.3, 1.4). Na ustalonej rodzinie ukladéw dynamicznych
zachowujacych miare jest to relacja réwnowaznos$ci.

(3) Jesli Ty ~ Ty, to T ~ T3 dla kazdego n € N (éwiczenie).
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(4) Jedli Ty, Ty sa odwracalnymi odwzorowaniami zachowujacymi miare, to zbiory My, Mo
spelniajace powyzsza definicje mozna wybraé tak, zeby T1[Mi] = My, To[Ms] = Mo.
Istotnie, majac My, My € § takie, ze pui(My) = 1, pa(Msy) = 1 oraz Th[My] C My,
To[Ms) C My, potézmy M := \yez TE[M] oraz M := \pey T [Ma).

Przyktlady.

(1) Odwzorowanie To: K — K okregu jednostkowego K C C dane wzorem Ts(z) :=
22 jest izomorficzne z odwzorowaniem podwajajacym Ti: [0,1) — [0,1), T1(x) := 2=
(mod 1). Aby to wykazaé, okreslmy ®: [0,1) — K wzorem ®(t) := exp(2nti) dla
t € [0,1). Na K rozwazamy o-cialo 89 generowane przez luki na okregu, przy czym
miara tuku jest réwna jego dlugosci podzielonej przez 2w. Na [0, 1) rozwazamy o-ciato
81 zbioréw borelowskich z miara Lebesgue’a. Tutaj M; := [0, 1) oraz My := K. Nietrud-
no sprawdzié, ze ® jest odwracalnym odwzorowaniem zachowujacym miare (wystarczy
sprawdzi¢, ze ® “przenosi” dtugoéé¢ przedzialéw na miare odpowiednich tukéw. Spraw-
dzimy, ze ® o Ty =Ty 0o ®. Dla t € [0,1) mamy

(® o T)(t) = exp(2mi(2t (mod 1))) = exp(4nti) = (exp(27ti))* = (T o ) ().

(2) Rozwazmy ponownie odwzorowanie T7: [0,1) — [0,1), T1(z) := 2z (mod 1)
oraz niech Ty: {0,1} — {0, 1} bedzie jednostronnym przesunigciem Th((z;)ien) =
(2541)ien. Okredlmy @: {0,1}N — [0,1) wzorem

e .

U(ay,as,as,...) = %.
i=1

Niech D; bedzie podzbiorem {0, 1} ztozonym z ciagéw stalych od pewnego miejsca,
za$ przez Dy oznaczmy zbidr liczb dwéjkowo-wymiernych w przedziale [0,1). Zbiory Dy,
D, sa przeliczalne, wiec miary zero. Oznaczmy M; := {0, 1}\ D; oraz My := [0,1)\ Ds.
Wéwezas @ := Ul jest odwracalnym odwzorowaniem zachowujacym miare i spelnia
ono warunki definicyjne izomorfizmu T ~ T5. W szczegdlnosci zachodzi réwnosé ®oTh =
Ty o ® na M.

(3) Przypomnijmy odwzorowanie piekarza T : [0,1)% — [0,1)? dane wzorem
(2x,y/2) dla z€10,1/2);

Tl (1"> y) =
2xr—1,(y+1)/2) dla ze[1/2,1).

Opiszmy pokrétce, w jaki sposéb pokazuje sie, ze odwzorowanie 17 jest izomorficzne
z dwustronnym przesunieciem Ty : {0, 1}* — {0, 1}%, ktére jest dane wzorem T ((;)icz) :
(Tit1)iez. Ze wzgledéw technicznych dwustronne przesuniecie T, przedstawmy nieco

inaczej jako odwzorowanie przestrzeni {0, 1} x {0, 1} w siebie dane wzorem
((:1:17 Z2, ... )7 (yb Y2, .- )) = ((:1:27 zs, ... )7 ($17y17y27 s ))
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Definiujac izomorfizm miedzy T} i Tb, usuwamy z kwadratu [0,1) x [0, 1) punkty (z,y)
o wspélrzednych dwdjkowo-wymiernych i otrzymany zbiér oznaczamy przez My, zas
z przestrzeni {0, 1} x {0, 1} usuwamy pary ciagéw (;), (i), ktére sa od pewnego miej-
sca stale i otrzymany zbiér oznaczamy przez Ms. Dla (z,y) € M1 mamy jednoznaczne
rozwinigcia dwéjkowe x = (0.z1x9,...) oraz y = (0.y1y2...) liczb = i y. Izomorfizm
®: My — My definiujemy w ten sposéb, ze przypisuje on punktowi (z,y) € [0,1)? pare
ciagéw zero-jedynkowych ((x2,zs,...), (1,y1,Y2,-..))-
Rozwazmy teraz modyfikacje Definicji 8.1.

Definicja 8.2. Zalézmy, ze (X;,8;, ;) dla i = 1,2 sa przestrzeniami probabilistycz-
nymi. Niech dane beda odwzorowania 7;: X; — X; dla ¢+ = 1,2 zachowujace miare.
Moéwimy, ze T jest faktorem odwzorowania 17, gdy istnieja takie zbiory M; € 8,
My € 83, ze pi1(My) =1, pua(Msz) = 1 oraz:

(i) Th[My] C My, To[Ms] C Mpy;

(ii) istnieje suriektywne odwzorowanie ®: M; — My zachowujace miare oraz zachodzi
réwnosé (® o T1)(x) = (Ty o ®)(x) dla kazdego = € M;.

Wtedy odwzorowanie ® nazywa sie¢ faktoryzujace.

Oczywiscie kazde odwzorowanie T5 izomorficzne z T3 jest jego faktorem. Odwzoro-
wania faktoryzujace (a wigc takze izomorfizmy) zachowuja wazne wlasnosci odwzorowan
zachowujacych miare.

Przyktady.

(1) Przesunigcie jednostronne Th((2;)ien) := (%i+1)ien W przestrzeni {0, 1} jest
faktorem przesuniecia dwustronnego T1((z;)iez) := (Ti+1)icz W przestrzeni {0, 1}2. Aby
to uzasadnié, wystarczy zdefiniowaé¢ odwzorowanie faktoryzujace ®: {0,1}% — {0, 1}
wzorem P ((z;)icz) = (x;)ien. Wtedy @ jest suriekcja zachowujaca miare oraz (P o
T1)(x) = (Tp o ®)(x) dla kazdego = € {0, 1}% (tutaj My, My sa calymi przestrzeniami).

(2) Niech T, T» beda odwzorowaniami zachowujacymi miare w odpowiednich prze-
strzeniach probabilistycznych (X;, 8;, u;) dlai = 1,2. Wtedy odwzorowanie produktowe
Ty x Ty: X1 X X9 — X3 X X9 dane wzorem (17 x Ts)(z1, z2) := (Th(x1), T2(x2)) zacho-
wuje miare w przestrzeni (X; x Xo,81 ® 89, 1 X p2). Zauwazmy, ze T jest faktorem
odwzorowania T} x To, bo rzutowanie ®: X; x X9 — X1, ®(z1,z2) := 1, jest suriekcja
zachowujaca miare oraz ® o (17 x Tp) = T1 o ® na X; x Xo (tutaj My i My sa calymi

przestrzeniami). Podobnie mozna wykazaé, ze Ts jest faktorem odwzorowania T7 X Tb.
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Twierdzenie 8.1. Jesli T1, To sq¢ odwzorowaniami zachowujgcymi miare w odpowied-
nich przestrzeniach probabilistycznych (X;,8;, ;) dla i = 1,2, przy czym Ty jest ergo-
dyczne (stabo mieszajace, mieszajgce) oraz Ty jest faktorem odwzorowania Ty, to Ty jest

ergodyczne (slabo mieszajgce, mieszajgce).

Dowadd. Dla uproszczenia zalézmy, ze M; = X oraz My = X5 i niech &: X; — Xy
bedzie odwzorowaniem faktoryzujacym. Wykazemy teze w przypadku odwzorowan mie-
szajacych. W pozostatych przypadkach dowdd jest analogiczny. Zatézmy wiec, ze T jest
mieszajace. Niech A, B € 8. Wtedy ®~1[A], ®~![B] € 8; oraz
pa(Ty "[A] N B) = m (@7 T3 "[A] N B]) = (@713 "[A]] N @7[B))
= (T3 0 @) AN @ Y[B]) = i (2o T7") " [A] N @ '[B])
= (T A N @ [B]) — (@7 [ADpa (@7 [B]) = p2(A)pa(B).

Powyzsze przejécie graniczne gdy n — oo zachodzi dzieki warunkowi mieszania dla 7.

To rozumowanie daje warunek definicyjny mieszania dla 75 i konczy dowdd. O
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