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W artykule przedstawiono porównanie metod probabilistycznej i statystycz-
nej, zastosowanych do analizy numerycznej fizycznych wła�ciwo�ci efektyw-
nych płynów zawieraj�cych nanocz�stki. Wyniki otrzymane metod� pro-
babilistyczn�, opart� na Uogólnionej Metodzie Perturbacji (GPM) zostały 
porównane ze statystyczn� metod� Monte-Carlo. W obu przypadkach 
przetestowane zostały cztery wielko�ci fizyczne – ciepło wła�ciwe mie-
szaniny, lepko��, przewodnictwo cieplne oraz g�sto��, które maj� nie-
bagatelne znaczenie w procesach technologicznych. Podczas analizy 
numerycznej problemu procentowa zawarto�� nanostruktur w cieczy ba-
zowej została przyj�ta jako wej�ciowy parametr losowy, podlegaj�cy 
rozkładowi Gaussa. Wszystkie eksperymenty komputerowe przeprowadzono 
w �rodowisku MAPLE, a otrzymane rezultaty wykazuj� du�� zgodno�� 
z danymi do�wiadczalnymi i zbie�no�� obydwu metod numerycznych. 

1. Wprowadzenie 
 
Okre�lanie warto�ci efektywnych dla kompozytów powstałych z poł�czenia 

faz stałych, jak równie� mieszanin wielofazowych jest przedmiotem bada� teorii 
homogenizacji [1, 4]. Od prawie stu lat opracowywane s� modele matematyczne, 
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obliczeniowe oraz, od niedawna, eksperymentalne, oparte chocia�by na Metodzie 
Elementów Sko�czonych w tej dziedzinie [3]. Wraz z rozwojem mikroskopii 
elektronowej i tunelowej, oprócz skali mikro i mezo, zacz�to si� interesowa� 
równie� skal� nano-, gdzie du�� rol� odgrywaj� oddziaływania mi�dzy cz�stecz-
kami. W tym przypadku mo�na w stosunkowo łatwy sposób sprawdzi� popraw-
no�� homogenizacji z prognoz opartych na badaniach eksperymentalnych. Nano-
ciecze to kolejny krok w kierunku zmiany, ulepszenia i projektowania 
wła�ciwo�ci fizycznych takich jak g�sto��, przewodnictwo cieplne, lepko�� 
i pojemno�� cieplna dla najcz��ciej u�ywanych cieczy. Nanociecze składaj� 
si� z płynnej bazy z domieszk� stał� w postaci nanocz�stek, czyli takich, których 
wielko�� jest mniejsza ni� 100 nm. Zawarto�� domieszki zwykle nie przekracza 
4% całkowitej obj�to�ci otrzymanej mieszaniny. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

Rys. 1. Budowa schematyczna nanocieczy 
Fig. 1. A structure of the nanofluid 

 

ciecz - baza 

nanocz�stki 

Rys. 2. Nanorurki w�glowe – obraz ze Skaningowego Mikroskopu Elektronowego (SEM) 
             �ródło –  Chengdu Alpha Nano Technology Co., Ltd – www.diytrade.com 

        Fig. 2. The carbon nanotubes – SEM image 
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Wspomnian� baz� mo�e stanowi� dowolna ciecz organiczna lub woda, a do 
najcz��ciej u�ywanych domieszek nale�� cz�steczki metali (Au, Cu), tlenków 
(CuO, Al2O3, SiO2, ZrO2) oraz nanorurki w�glowe. 
Procesy wzbogacania cieczy za pomoc� cz�stek stałych w celu zmiany ich wła�ciwo�ci 
s� znane od ponad 100 lat. Prekursorem idei był najprawdopodobniej J. C. Maxwell 
(druga połowa XIX w.), ale dopiero gwałtowny rozwój mikroskopii wspomaganej 
komputerowo w latach 80. XX w. pozwolił na weryfikacj� eksperymentaln� �miałych 
zało�e� teoretycznych. 

Maj�c na uwadze podej�cie deterministyczne zaprezentowane w [6], prze-
prowadzona zostanie analiza podstawowych własno�ci efektywnych nanocieczy 
w oparciu o model probabilistyczny i statystyczny. Za główny parametr losowy 
Gaussa przyj�to w tym rozwa�aniu udział obj�to�ciowy nanocz�stek w całej mie-
szaninie. W modelu probabilistycznym wykorzystano uogólnion� metod� pertur-
bacji, a otrzymane wyniki zweryfikowano przy u�yciu klasycznej metody Monte-
Carlo, w której parametrem wej�ciowym do analizy jest wielko�� frakcji nano-
cz�stek. W obu przypadkach policzone zostan� wła�ciwo�ci fizyczne takie, jak 
przewodnictwo cieplne, lepko��, ciepło wła�ciwe, a tak�e g�sto�� masy 
w homogenizowanym materiale, które w pó�niejszej fazie mog� by� z powodze-
niem wykorzystywane do rozwi�zywania niektórych problemów z zakresu  
mechaniki płynów (Computational Fluid Dynamics – CFD) opisywanych równa-
niami Naviera-Stokesa. W rozwa�aniach zało�ono liniow� zale�no�� analizowa-
nych wła�ciwo�ci fizycznych od temperatury w celu unikni�cia niepo��danych 
fluktuacji termicznych w zale�no�ci od czasu. 

2. Podstawowe parametry efektywne dla nanocieczy 
 

Ze wzgl�du na fakt, i� badania w tej dziedzinie maj� ci�gle charakter wst�p-
ny, ograniczymy si� do przedstawienia wzorów analitycznych opisuj�cych wła-
sno�ci efektywne cieczy z nanocz�stkami. Wzory takie były przedmiotem wielu 
analiz dotycz�cych tradycyjnych materiałów kompozytowych [5]. Zasadnicza 
ró�nica jest jednak taka, i� o ile w odniesieniu do tradycyjnych kompozytów jed-
na teoria matematyczna opisywała własno�ci efektywne dla struktury o okre�lo-
nej mikrogeometrii i całego spektrum własno�ci materiałowych, o tyle w obecnie 
analizowanej teorii homogenizacji rozpatrywana formuła algebraiczna odnosi si� 
do mieszaniny konkretnych substancji. Zmienia to całkowicie sposób zastosowa-
nia i formułowania tradycyjnej teorii homogenizacji.  

2.1. G�sto��  
 

Wyznaczenie g�sto�ci efektywnej dla nanocieczy jest relatywnie proste. 
Traktuj�c nanociecz jako mieszanin� ci�głej i płynnej bazy f (fluid)  
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z pojedynczymi elementami ciała stałego w postaci cz�stek p (particles), mo�e-
my stworzy� model daj�cy zadawalaj�c� zgodno�� z danymi eksperymentalnymi   
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Dla typowych mieszanin, w których domieszka nanocz�stek oscyluje  
w granicach 1% obj�to�ci całkowitej, mo�na zaobserwowa� zmian� g�sto�ci 
efektywnej nie przekraczaj�c� 5%. 

2.2. Ciepło wła�ciwe  
 

W podobny sposób wyznaczamy zale�no�� na pojemno�� ciepln� 
dla otrzymanej nanocieczy   
 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )pPfP

ppff

ppPffP
e

pm

pPfP
e

pf

Pf
e

e
eep

CC
VV

VCVC

Tmm

TmCTmC

Tmm

QQ

Tm
Q

C

ρϕρϕ
ρρ
ρρ

ρ

ρρρρ

+−=
+
+

=

=
∆+

∆+∆
=

∆+
+

=�
�

�
�
�

�

∆
=

1

 (2) 

 

dokonuj�c prostego przekształcenia, mo�emy zapisa� 
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Stosuj�c równanie (3) mo�na przewidzie� zmiany warto�ci ciepła wła�ciwego 
zakładaj�c równomierne rozmieszczenie cz�steczek domieszki w ciekłej bazie. 
Przykładowo, dodaj�c 3% tlenku aluminium Al2O3 (alumina) do wody, 
otrzymujemy w przybli�eniu o�mioprocentowy spadek warto�ci efektywnej 
pojemno�ci cieplnej w porównaniu do warto�ci ciepła wła�ciwego dla samej wody. 

2.3. Przewodnictwo cieplne  
 
Zgodnie z danymi eksperymentalnymi, pochodz�cymi z raportu Argonne 

National Laboratory (ANL), a� osiem parametrów ma znacz�cy wpływ na war-
to�� przewodnictwa cieplnego w nanocieczach. Nale�� do nich:  
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• koncentracja obj�to�ciowa nanocz�stek – zgodnie z oczekiwaniami, wzrost 
koncentracji cz�steczek w mieszaninie (przykładowo Al2O3 w wodzie lub 
Cu w wodzie) powoduje wzrost przewodno�ci cieplnej nanocieczy; 

• rozmiar nanocz�steczek – brak jednoznacznych wyników do�wiadczalnych. 
W wielu przypadkach wzrost rozmiaru cz�steczek przekłada si� wprost na 
wzrost przewodno�ci cieplnej. Takie zjawisko ma miejsce przy domieszko-
waniu wody tlenkiem aluminium (Al2O3), niemniej znane s� do�wiadczenia, 
gdzie efekt jest zgoła odwrotny;  

• wła�ciwo�ci materiałowe nanocz�stek – przewodno�� cieplna zdaje 
si� wzrasta� szybciej dla nanocieczy domieszkowanych metalami ni� tlen-
kami metali;  

• wła�ciwo�ci materiałowe cieczy bazowej – do�wiadczenia przeprowadzane 
na ró�nych cieczach bazowych – wodzie, oliwie oraz glikolu etylowym wy-
kazały wzrost przewodno�ci cieplnej przy wzro�cie zawarto�ci obj�to�ciowej 
nanocz�stek �;  

• kształt nanocz�stek – na przykładzie cz�stek w�glika krzemu (SiC) zaobser-
wowano, �e dla cz�stek wydłu�onych, wzrost przewodnictwa cieplnego jest 
wi�kszy ni� dla cz�steczek sferycznych;  

• temperatura – wzrost temperatury przekłada si� na wzrost warto�ci współ-
czynnika przewodnictwa cieplnego dla nanocieczy;  

• dodatki – substancje dodawane do cieczy bazowej w celu wyeliminowania 
niepo��danych efektów sklejania si� cz�stek – Cu w glikolu etylowym. 
Wzbogacenie bazy dodatkami powoduje wzrost współczynnika przewodnic-
twa cieplnego dla nanocieczy;  

• warto�� pH – dost�p do informacji na temat wpływu „zakwaszenia” cieczy 
bazowej na zmian� współczynnika przewodnictwa cieplnego jest ograniczo-
ny. Niemniej z dost�pnych danych wynika, �e wzrostowi pH cieczy bazowej 
towarzyszy wzrost przewodnictwa cieplnego otrzymanej nanocieczy – dane 
dost�pne dla mieszaniny Al2O3 z wod�. 

Tworz�c model matematyczny do wyznaczania warto�ci efektywnej 
współczynnika przewodnictwa cieplnego dla nanocieczy, mo�na zacz�� od 
prostej formuły, zawieraj�cej jedynie informacje o obj�to�ciowej zawarto�ci 
poszczególnych komponentów � 

 

pfnfe kkkk ϕϕ +−== )1( .      (4) 
 

Jest on oparty na teorii potencjałów Maxwella, w którym nanocz�stki traktowane 
s� jako nie oddziałuj�ce mi�dzy sob� jednorodne sfery, umieszczone w cieczy 
Newtonowskiej o stałej lepko�ci bez p�cherzyków powietrza. Przy takich 
zało�eniach równanie na efektywny współczynnik przewodnictwa cieplnego 
ma posta� 
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Stosuje si� równie� model uwzgl�dniaj�cy ruchy Browna (dane do tego równania 
otrzymywane s� z innego modelu numerycznego symuluj�cego ruchy Browna) 
[7] 
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2.4. Lepko��  
 
Podobnie jak w przypadku współczynnika przewodnictwa cieplnego, wraz 

z pojawieniem si� nanocz�stek w cieczy bazowej obserwuje si� wzrost lepko�ci 
powstałej nanocieczy. Lepko�� efektywn� mo�na opisa� równaniem zapropono-
wanym przez Einsteina  
 
 

( ) 05.0gdy            5.21 <+== ϕµϕµµ fnfe .     (7) 
 

Otrzymane tu rezultaty s� poprawne, gdy zawarto�� obj�to�ciowa nanocz�stek � 
nie przekracza 5%. Modyfikacj� umo�liwiaj�c� stosowanie przybli�enia w szerszym 
zakresie zaproponował Brinkman. Otrzymana zale�no�� na lepko�� efektywn� 
ma posta� 
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Dobrym przykładem mo�e by� 3% wzbogacenie wody nanocz�stkami tlenku 
aluminium Al2O3, które efektywnie przyniosło około trzydziesto procentowy 
wzrost lepko�ci powstałej nanocieczy w stosunku do lepko�ci samej wody H2O. 
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3. Uogólniona metoda perturbacji 
 

Teoria perturbacji jest wa�nym i stosowanym od ponad 100 lat z powo-
dzeniem narz�dziem w mechanice i matematyce technicznej. Metody perturba-
cyjne wykorzystuje si� do analizy zachowania rozbudowanego problemu, przy-
gl�daj�c si� jakie zmiany w znanym rozwi�zaniu powoduje wprowadzenie, na 
pocz�tku nieznacznego zaburzenia – parametru perturbacyjnego. Zacznijmy od 
równania opisuj�cego własno�� efektywn� H(b) nanocieczy (którym mo�e by� 
np. g�sto��, ciepło wła�ciwe, przewodno�� czy lepko��) w funkcji parametru fi-
zycznego b(	). Po rozwini�ciu w szereg Taylora wzgl�dem parametru losowego 
otrzymujemy  
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Klasycznie zdefiniowana warto�� oczekiwana w tym przypadku ma posta� 
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gdzie elementy dalszej cz��ci rozwini�cia (ł�cznie z reszt�) s� relatywnie małe 
w porównaniu z sum� pocz�tkowych wyrazów. Przy zało�eniu, �e b = b(	) jest 
zmienn� Gaussa mo�na w uproszczeniu zapisa�, i�  
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przy czym )(2 blµ  jest centralnym momentem rz�du 2l zmiennej losowej b. 
Kolejno znajdujemy wariancj� 
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(12) 
oraz odchylenie standardowe 

( ) ))(()( bHVarbH =σ .  (13) 

Zazwyczaj parametr perturbacyjny przyjmuje warto�� 
 = 1 oraz rozpatruje si� 
tylko kilka pierwszych wyrazów rozwini�cia. Analogicznie mo�emy wyznaczy� 
momenty centralne probabilistyczne wy�szych rz�dów i tak np. trzeci moment 
ma posta� 
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a czwarty mo�na przedstawi� nast�puj�co:  
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(15) 

4. Eksperymenty numeryczne 
 

Wszystkie symulacje komputerowe własno�ci efektywnych zostały prze-
prowadzone w symbolicznym �rodowisku obliczeniowym MAPLE. We wszyst-
kich przypadkach � – procentowa zawarto�� obj�to�ciowa nanocz�stek jest  
traktowana jako gaussowska zmienna losowa. Przyj�cie � = 0 jest wystarczaj�ce 
do otrzymania rozwi�zania deterministycznego. Najcz��ciej spotykane w literatu-
rze domieszkowanie waha si� od jednego do czterech procent obj�to�ci miesza-
niny. Analizie uogólnion� metod� perturbacji zostały poddane cztery własno�ci 
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efektywne – g�sto��, ciepło wła�ciwe, przewodnictwo cieplne według modelu 
Maxwella oraz lepko�� według modelu Brinkmana. Na kolejnych rysunkach 
przedstawiono wyniki otrzymane za pomoc� metody perturbacji. Na rysunkach  
3 i 4 obserwujemy wzrost warto�ci oczekiwanej g�sto�ci efektywnej, opisywanej 
zale�no�ci� (1) dla glikolu etylowego oraz wody domieszkowanych odpowiednio 
tlenkiem glinu (płaszczyzna nachylona pod mniejszym k�tem) oraz miedzi� 
(płaszczyzna nachylona pod wi�kszym k�tem) w odniesieniu do g�sto�ci samych 
cieczy (płaszczyzna pozioma).  

 

 
 
 
 
 Fig. 3. Expected values of the effective   
 mass density – (Al2O3)+(Cu)+(C2H4(OH)2) 

    Fig. 4. Expected values of the effective 
mass density – (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 

 
Podobnie jak w do�wiadczeniu [6], mo�emy zaobserwowa� wyra�ny wzrost 
g�sto�ci przy wzro�cie parametru � dla obu typów nanocz�stek – dla zawarto�ci 
cz�stek ok. 4% otrzymujemy 30-40% wzrost efektywnej g�sto�ci mieszaniny. 
Jak nale�ało si� spodziewa�, współczynnik wariancji nie ma �adnego wpływu na 
uzyskan� warto�� oczekiwan�.  

Rysunki od 5 do 8 przedstawiaj� zmian� efektywnego ciepła wła�ciwego 
obliczanego według zale�no�ci (2) w kontek�cie podstawowych momentów  
probabilistycznych. Dodanie nanocz�stek tlenku glinu czy miedzi powoduje 
zmniejszenie efektywnego ciepła wła�ciwego dla analizowanych cieczy (glikol 
Cp = 2385,6 J/kg*K oraz woda Cp = 4189,9 J/kg*K w warunkach pokojowych). 
Na wykresach pozioma płaszczyzna obrazuje warto�� ciepła wła�ciwego cieczy 
bez nanostruktur, nachylona pod mniejszym k�tem to nanociecz z tlenkiem glinu 
(alumina to 94% tlenek glinu Cp= 880 J/kg*K, a pod wi�kszym k�tem –  
z miedzi�, Cp = 380 J/kg*K). Podobnie, jak poprzednio, warto�ci oczekiwane nie s� 
wra�liwe na zmiany rozproszenia losowego zawarto�ci nanocz�stek w mieszaninie.  
 
 
 

Rys. 3. Warto�ci oczekiwane g�sto�ci  
efektywnej –  Al2O3)+(Cu)+(C2H4(OH)2) 
 

Rys. 4. Warto�ci oczekiwane g�sto�ci    
efektywnej – (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 

E[�] 

�(�) 

E[
] 
E[
] 

E[�] 

�(�) 



R.L. Ossowski, M. Kami�ski 

 

44

Nieco inn� zale�no�� mo�na zaobserwowa� w przypadku charakterystyk 
drugiego rz�du – warto�ci odchyle� standardowych i wariancji wzrastaj� wraz ze 
wzrostem wej�ciowego współczynnika wariancji, ale równie� wraz ze wzrostem 
warto�ci oczekiwanej parametru 	. Wzrost odchyle� standardowych w stosunku 
do cieczy nie zawieraj�cej nanocz�stek jest prawie pi�ciokrotny.  

 
 
 
 
 

Fig. 5. Expected values of the  
effective heat capacity –  
(Al2O3)+(Cu)+(C2H4(OH)2) 

Fig. 6. Expected values of the  
effective heat capacity – 
 (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 

 

 
 
 
 
 

Fig. 7. Standard deviations of the  
effective heat capacity – 
 (Al2O3)+(Cu)+( H2O) 

Fig. 8. Variances of the effective heat 
capacity –  (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 
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Rys. 5. Warto�ci oczekiwane dla 
efektywnego ciepła wła�ciwego  
– (Al2O3)+(Cu)+(C2H4(OH)2) 

Rys. 6. Warto�ci oczekiwane dla 
efektywnego ciepła wła�ciwego 
–  (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 

E[�] 

�(�) 

�(Cp) 

Var(Cp) 

E[�] 

�(�) 

Rys. 7. Odchylenie standardowe 
efektywnego ciepła wła�ciwego –  
(Al2O3)+(Cu)+(H2O) 

 Rys. 8. Wariancja efektywnego ciepła   
 wła�ciwego –  (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 
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Fig. 9. Expected values of the effective heat conductivity –   

        (Al2O3)+(Cu)+(C2H4(OH)2)) 
 

 
 

 
 

Fig. 10. Expected values of the effective heat conductivity –  (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 
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      Rys. 10. Warto�ci oczekiwane efektywnej przewodno�ci cieplnej –  (Al2O3)+(Cu)+(H2O) 
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Rys. 9. Warto�ci oczekiwane efektywnej przewodno�ci cieplnej –   
(Al2O3)+(Cu)+(C2H4(OH)2)) 
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Rysunki 9 i 10 pokazuj� wzrost warto�ci oczekiwanej efektywnej przewodno�ci 
cieplnej, obliczonej na podstawie zale�no�ci (5) dla glikolu (k = 0,21 W/m*K  
w temperaturze 300 K) oraz wody (k = 0,58 W/m*K w temperaturze 300 K) – 
poziome płaszczyzny, pod wpływem wzrostu zawarto�ci nanocz�stek tlenku 
glinu (kAl2O3 = 18 W/m*K) oraz miedzi (kCu = 401 W/m*K). Ró�nice pomi�dzy 
warto�ciami efektywnymi otrzymanymi dla obydwu cieczy s� mało widoczne  
w skali zmienno�ci obydwu parametrów, tak wi�c zostały przedstawione  
w powi�kszeniu w dodatkowym oknie, a warto�ci te s� niezale�ne od losowego 
rozrzutu parametru wej�ciowego.  

Powierzchnie przedstawione na rysunku 11 dowodz� wyra�nie, �e warto�� 
oczekiwana zawarto�ci nanocz�stek ma wi�kszy wpływ na współczynnik 
wariancji efektywnej przewodno�ci cieplnej ni� rozrzut losowy tej zawarto�ci. 
Ró�nice pomi�dzy poszczególnymi mieszaninami s� nieco wyra�niejsze ni� dla 
warto�ci oczekiwanych, szczególnie dla maksymalnych warto�ci parametrów 
wej�ciowych. Pod wzgl�dem probabilistycznym analizowana zale�no�� 
algebraiczna ma silne własno�ci tłumi�ce, gdy� wej�ciowy współczynnik 
powoduje 10-krotnie mniejszy rozrzut losowy efektywnego przewodnictwa 
cieplnego. Oczywi�cie wzrost wej�ciowych parametrów losowych jest 
równoznaczny ze wzrostem studiowanego parametru efektywnego.  
 

 
Rys. 11. Współczynnik wariancji efektywnej przewodno�ci cieplnej – 

(Al2O3)+(Cu)+(H2O)   
Fig. 11. Coefficient of variation for the effective heat conductivity –  

(Al2O3)+(Cu)+(H2O) 
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Rys. 12. Warto�� oczekiwana lepko�ci – (Cu)+(C2H4(OH)2),  

25ºC, MCM “+” vs. GPM 
Fig. 12. Expected values of the effective viscosity – (Cu)+(C2H4(OH)2),  

25ºC, MCM “+” vs. GPM 

 
 

 
Rys. 13. Odchylenie standardowe lepko�ci –  (Cu)+(C2H4(OH)2),  

25ºC – MCM “+” vs. GPM 
Fig. 13. Standard deviations of the effective fluid viscosity  –  (Cu)+(C2H4(OH)2),  

25ºC – MCM “+” vs. GPM 
 

Kolejne wykresy (rys. 12 i 13) przedstawiaj� warto�ci oczekiwane oraz od-
chylenia standardowe dla efektywnej lepko�ci cieczy z nanocz�stkami, których 
warto�� oczekiwana i współczynnik wariancji udziału obj�to�ciowego w miesza-
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ninie s� parametrami. Jak nale�ało oczekiwa�, warto�� �rednia lepko�ci jest nie-
zale�na od rozrzutu losowego parametru wej�ciowego, a zale�no�� od warto�ci 
oczekiwanej – liniowa. Dla odchylenia standardowego ró�nica jest taka, �e za-
le�no�� od obydwu parametrów jest liniowa. Ka�dorazowo wzrost dowolnych 
parametrów wej�ciowych prowadzi do zwi�kszenia si� warto�ci �redniej  
i odchylenia lepko�ci efektywnej. Na rysunkach 12 i 13 płaszczyzny nachylone 
pod k�tem to wyniki otrzymane uogólnion� metod� perturbacji z na niesionymi 
w postaci krzy�yków wynikami otrzymanymi przy zastosowaniu techniki symu-
lacji Monte-Carlo. Porównanie zbie�no�ci wyników otrzymanych metod� MC 
oraz GPM przy wyznaczaniu efektywnej lepko�ci na bazie glikolu etylowego z 
nanocz�stkami Al2O3 i Cu prowadzi do wniosku, �e rezultaty obydwu metod s� 
bardzo zbli�one do siebie.  
 

Tabela 1. Zestawienie wła�ciwo�ci fizycznych materiałów  
Table 1. Physical properties of the component materials  

Własno�� fizyczna Tlenek glinu 
Al2O3 

Mied� 
Cu 

Glikoletylowy 
C2H4(OH)2 

Woda 
H2O 

G�sto�� d 3,95 g/cm3 8,94 g/cm3 1,1132 g/cm3 1,0 g/cm3 
Lepko�� µ ,  
T = 273K, 

 p = 1013hPa 
- - 14*10-3 Pa*s 1,79*10-3 

Pa*s 

Ciepło wła�ciwe 
Cp, T = 273K,  
p = 1013hPa 

930 J/kg*K 385 J/kg*K 2385,6 J/kg*K 4190 J/kg*K 

Przewodno�� k,  
T = 300K 40 W/m*K 401 W/m*K 0,21 W/m*K 0,58 W/m*K 

5. Uwagi ko�cowe 
 

Omawiana w powy�szym artykule uogólniana metoda perturbacji została  
z powodzeniem wykorzystana do wyznaczenia warto�ci efektywnych własno�ci 
fizycznych cieczy wzbogacanych nanostrukturami. Opisany model jest pewnym 
przybli�eniem, które chocia�by w przypadku współczynnika przewodnictwa ciepl-
nego – maj�c na uwadze zło�ono�� zagadnienia – mo�e by� niewystarczaj�ce.  
W pozostałych przypadkach metoda perturbacyjna daje zadawalaj�ce wyniki 
zweryfikowane alternatywn� metod� statystyczn� i zbli�one do otrzymanych 
drog� eksperymentaln�. Obserwowane od kilku lat szerokie zastosowanie mate-
riałów z nanostrukturami w budownictwie, przemy�le chemicznym, kosmetycz-
nym oraz medycynie wymaga du�ej ilo�ci informacji zarówno o gotowych pro-
duktach, jak i o półproduktach w fazie projektu. Zaprezentowana metoda zdaje 
si� by� skutecznym i szybkim narz�dziem, umo�liwiaj�cym zdobycie informacji  
o podstawowych efektywnych wła�ciwo�ciach fizycznych. Wzgl�dna prostota 
podej�cia daje mo�liwo�� zaimplementowania metody do ró�nych �rodowisk 
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obliczeniowych jak MatLab, MathCad czy Mathematica, natomiast mo�liwo�ci 
oferowane przez te programy umo�liwiaj� dalsze studia numeryczne z zakresu 
wra�liwo�ci i losowo�ci własno�ci efektywnych [2] nanostruktur.  
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COMPUTER SIMULATION OF THE PHYSICAL 
PROPERTIES FOR THE FLUIDS  

WITH RANDOM NANOPARTICLES 

Summary  

A comparison of the perturbation and simulation-based probabilistic 
methods for a determination of the physical properties for the fluids with 
nanoparticles is the main purpose of this work. The perturbation method is based 
on the Taylor expansion of a priori given order and is applied for both random 
volumetric ratio of the nanoparticles and the resulting homogenized multiphase 
fluid parameters. The effective heat capacity, fluid viscosity, heat conductivity 
and overall density are examined here, which have a paramount importance in 
both technological processes and computational fluid dynamics. The existing 
theoretical models of those parameters for deterministic nanofluidics are 
contrasted first and then, they are randomized using the dual approach in the 
computer algebra system MAPLE. The results show the very good agreement  
in-between the two methods applied.   
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