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Prezentowane opracowanie jest drugim wydaniem skryptu ,,Mechanika ogélna.
Zagadnienia wybrane”. Wydanie to zostato uzupelnione licznymi przyktadami
zadan, majacych utatwi¢ zrozumienie i przyswojenie materiatu teoretycznego,
przedstawionego w postaci twierdzen, definicji i wzorow. Skrypt przeznaczony
jest dla studentow uczelni technicznych i dostosowany do programu przedmiotu
mechanika techniczna.

Skrypt zawiera tre$ci prowadzonego na kilku kierunkach Wydziatu Mechanicz-
nego Politechniki L.odzkiej wyktadu z mechaniki techniczngj i stanowi podsta-
wowg wiedz¢ z mechaniki punktu i ciala sztywnego, niezb¢dng do studiowania
wielu przedmiotow technicznych na wszystkich specjalnosciach tego Wydziatu.
Jest on rowniez formg podrecznego poradnika dla inzynierdw zajmujacych si¢
konstruowaniem i eksploatacja dynamiczng maszyn i urzadzen.

Mysle wigce, ze przygotowany skrypt bedzie interesujaca pozycja dla wielu stu-
dentdéw i inzynieréw, ktorzy chcg nie tylko poznaé, ale i wykorzystaé w pracy
inzynierskiej podstawowa wiedzg z mechaniki.
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WSTEP

Mechanika ogoélna jest to nauka zajmujaca si¢ ruchem cial materialnych.
Czesto takze uzywana nazwa mechanika teoretyczna okresla podstawowe prawa
ruchu, dotyczace modeli ciat rzeczywistych jakimi sg punkt materialny oraz ciato
doskonale sztywne. Mechanika ogdlna sktada si¢ z dwu podstawowych dziatow:
kinematyki i dynamiki. Kinematyka zajmuje si¢ opisem ruchu punktu lub ciata
sztywnego w czasie, bez uwzgledniania przyczyn wywotujgcych ten ruch, nato-
miast dynamika zajmuje si¢ ruchem przyjetego modelu ciata rzeczywistego
w zaleznosci od dziatajacych na niego sil. Jesli dzialajacy na ciato uktad sit po-
zostaje w rownowadze, rozwazamy szczeg6lny przypadek dynamiki tego ciata,
polegajacy na jego spoczynku. Ten stan zachowania si¢ ciata zostal wyodrgb-
niony z dynamiki i nosi nazwe statyki. Tak wiec ze wzgledow dydaktycznych, jak
i rozwoju historycznego, mechanike dzielimy na statyke, kinematyke i dynamike.

Poczatki rozwoju mechaniki jako nauki $cistej siggajg czaséw starozytnych.
Pierwsze prace dotyczace maszyn prostych zawdzieczamy Archytasowi z Tarenu
oraz Arystotelesowi (IV wiek p.n.e.), ktory stwierdzil, ze kazdy ruch musi
wynika¢ z wiasciwej przyczyny. Podstawy statyki natomiast zawdzigczamy
Archimedesowi (III wiek p.n.e.). Podat on prawa dziatania dzwigni, dodawania
sit rownolegtych, oraz wprowadzit pojecie srodka cigzkosci.

Znaczacy rozw0j mechaniki odnosi si¢ do drugiego tysigclecia czaséw no-
wozytnych. Na przetomie XV i XVI wieku Leonardo da Vinci (1452-1519)
przedstawil opracowania zwigzane z toczeniem krazka, zjawiskiem tarcia,
rownolegtoboku sit czy momentu sity, ale pelne opracowanie zasad statyki
zawdzigczamy Kartezjuszowi (1596-1650), ktory prawa te uporzadkowat w dziele
,» Traktat o mechanice” wydanym po jego $mierci w 1668 roku. Odkrycie Mikotaja
Kopernika (1473-1543) dato poczatek nowemu spojrzeniu na rolg uktadu odnie-
sienia w badaniu ruchu planet i przyczynito si¢ do sformutowania zasady rowno-
waznos$ci ruchow wzglednych w uktadzie stonecznym (heliocentrycznym).

Podstawy mechaniki teoretycznej zawdzigczamy Isaacowi Newtonowi
(1642-1727), ktory w oparciu o fakty do§wiadczalne sformutowat i opublikowat
prawa dynamiki dla ciala w ruchu postgpowym, gdyz w ruchu tym wszystkie
punkty poruszaja si¢ identycznie. Poniewaz w ruchu dowolnym ciala jego
punkty moga wykonywac ruchy rozne, obecnie prawa Newtona formuluje
si¢ dla punktu materialnego, z mozliwoscig przeniesienia na uktady punktow.



MECHANIKA OGOLNA

Prace Newtona daty poczatek bardzo szybkiemu rozwojowi mechaniki, a szcze-
golnie metod matematycznych, tworzgc podstawy mechaniki analityczne;j.
Szczegodlne zastugi w rozwoju mechaniki ciala sztywnego i podstaw mechaniki
analitycznej maja Leonhard Euler (1707-1783), Jean d’Alembert (1717-1783),
Ludwik Lagrange (1736-1813), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Rowan
Hamilton (1805-1865), czy Paul Emil Appel (1855-1930).

Rozwoj nauk fizycznych, przypadajacy na wiek XX, uscislit prawa mecha-
niki klasycznej zwigzane ze zjawiskami atomowymi, tworzac dziedzing nauki
zwang mechanikg kwantowa. Poczatki mechaniki kwantowej stworzyli Max
Planck (1858-1947), Erwin Schrodinger (1887-1961) i Paul Dirac (1902-1984).
Innym waznym osiggnigciem tego stulecia jest uscislenie praw mechaniki zwig-
zanych z opisem masy poruszajacego si¢ ciata. Tworcg teorii wzglednosci dajacej
podstawy mechaniki relatywistycznej, w ktorej uwzgledniono relatywistyczna
zmienno$¢ masy, jest Albert Einstein (1879-1955).

Mechanika klasyczna ostatniego stulecia zwigzana jest z takimi nazwiskami,
jak: LW. Mieszczerski (1859-1935), T. Huber (1872-1950), czy S. Banach (1892-
1945). Sformutowali oni i podali podstawowy zakres mechaniki ogolnej i teore-
tycznej, ktory z réznymi modyfikacjami jest przekazywany na wszystkich uczel-
niach technicznych.

Przyjmowany w mechanice analitycznej model zastepczy ciata rzeczywi-
stego, jako ciata doskonale sztywnego, jest oczywistym uproszczeniem. Uprosz-
czenie to pozwala na uzyskanie prostego i przejrzystego obrazu praw i zasad rza-
dzacych ruchem, jednak w wielu zagadnieniach technicznych taki model ciata
jest niewystarczajacy i nalezy uwzgledni¢ jego odksztalcenia. Problemami tymi
dla ciat statych zajmuje si¢ mechanika ciata odksztatcalnego (teoria sprezystosci,
teoria plastycznosci, reologia), dla cieczy — mechanika ptynéw (hydromechanika)
i dla gazow — mechanika gazow (areomechanika).
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CZESC I. STATYKA

1.1. POJECIA PODSTAWOWE

1.1.1. Podstawowe okres$lenia. Prawa Newtona

Punktem materialnym nazywamy taki model ciata, ktéry mozna potrakto-
wac jak punkt geometryczny, ktdremu przypisano masg. Jest to ciato o tak matych
wymiarach w stosunku do przestrzeni, w ktorej ruch si¢ odbywa, ze mozna po-
ming¢ przemieszczenia tego ciata wywotane przez obrot.

Cialo doskonale sztywne jest to taki model ciata, ktoérego punkty pod
dziataniem przylozonych sil nie zmieniaja potozen wzgledem siebie. Cialo to nie
ulega odksztatceniom, a wigc odlegtosci migdzy jego punktami nie ulegaja zmianie.

Sila nazywamy oddzialywanie ciat na siebie. Mozna je podzieli¢ na sity od-
dzialywania bezposredniego i na odleglos¢ (sily przyciggania, magnetyczne,
elektrostatyczne). Sily roztozone na powierzchni w sposob ciagly mozna zastapi¢
réwnowazng sitg skupiona, przytozong w odpowiednim punkcie.

Jak juz wspomniano we wstepie, statyka jest wyodrgbnionym dzialem
mechaniki ogolnej, ktorej podstawg stanowia prawa Newtona sformulowane
i ogloszone w 1687 r. w pracy pt. Philosophiae naturalis principia mathematica wy-
danej w Londynie. Prawa te, odniesione do punktu materialnego, maja nastepu-
jaca tresc.

Prawo pierwsze. Punkt materialny, na ktory nie dziala zadna sita, lub dzia-
tajace sity rownowazg si¢, pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jedno-
stajnym po linii proste;.

Prawo drugie. Przyspieszenie punktu materialnego o statej masie, na ktory
dziala sila jest proporcjonalne do tej sily i ma kierunek tej sity.

mp=P (1.1)

Jest to rownanie wektorowe, opisujace zalezno$¢ migdzy wartosciami wek-
torow sily P i przyspieszenia p.

Prawo trzecie. Sity wzajemnego oddzialywania dwoch punktéw materialnych
sg rowne co do warto$ci liczbowej, przeciwnie skierowane i dziatajg wzdtuz pro-

stej faczacej te punkty.
Pio=-Py

11



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

W obowigzujacym w Polsce miedzynarodowym uktadzie jednostek SI (Systemie In-
trnational), jako jednostki podstawowe przyjeto: dlugo$é 1 metr (1 m), czas
1 sekunda (1 s) i masa 1 kilogram (1 kg).

Jednostka sity w uktadzie SI jest 1niuton (1 N), ktory na podstawie drugiego
prawa Newtona w jednostkach podstawowych ma wartosc:

1 niuton =1 N=1kg - 1 m/s* = 1 mkg/s* (1.2)

Oznacza to, ze 1 N jest to sita, ktora ciatu o masie 1 kg nadaje przyspieszenie
1 m/s*. W uktadzie SI wystepuja rowniez wielokrotnosci 1 N, takie jak 1 kN i 1 MN:

1 kiloniuton = 1 kN =10’ N
1 meganiuton =1 MN = 10° N

W fizyce spotyka si¢ jeszcze jednostke sity zwigzang z uktadem CGS
(centymetr, gram, sekunda). Jednostka ta nazywa si¢ dyng i jako pochodna jed-
nostek podstawowych ma wartos$¢:

ldyna=1g-1cm/s*=1 gem/s?
Zaleznos$¢ miedzy jednym niutonem i jedng dyng wynosi:
IN=1kg"1m/s>=1000g - 100 cm/s* = 10° dyn
Sila ciezko$ci nazywamy site z jaka Ziemia przyciaga rozwazane cialo
materialne. Warto$¢ tej sily nazywamy cigzarem ciala, a jej wielkos¢ wynika
z drugiego prawa Newtona. (13)
G=mg
Ciezarem wigc jest iloczyn masy i warto$ci przyspieszenia ziemskiego. Przy-
spieszenie ziemskie zalezy od szerokosci geograficznej i najwigksza warto$¢
osigga w okolicach bieguna. Dla Polski przyspieszenie ziemskie mozna przyjaé
g=9,81 m/s’.
W uktadzie technicznym albo ciezarowym jako jedna z jednostek podsta-
wowych przyjmuje si¢ jednostke sity. Przyjmujac tak jak w uktadzie SI jednostke

dhugosci 1 metr, czasu 1 sekunda, trzecig jednostkg podstawowg nie jest masa,
a jednostka sity (1 kG):

1 kG =1kg " 9,80665 m/s* = 9,80665 mkg/s* = 9,80665 N

Z wystarczajacym przyblizeniem dla praktycznych obliczen mozna przyjac
1 kG=9,81N.

12



CZESC 1. Statyka

1.1.2. Wiezy i ich oddzialywania (reakcje)

Wigzami bedziemy nazywali ograniczenia ruchu w przestrzeni. Sposrod wig-
z6w spotykanych w statyce mozna wyrdzni¢ wigzy obustronne i jednostronne, we-
wnetrzne i zewngtrzne oraz idealne, czyli takie, w ktorych nie wystgpuje tarcie.

Jak podano we wstgpie statyka zajmuje si¢ rownowaga uktadow sit dziataja-
cych na przyjety model ciala rzeczywistego. Jesli sily przytozone do ciata tworza
uktad rownowazacy sig, to ciato to moze pozostawa¢ w spoczynku. Zadaniem
statyki jest wigc wyznaczenie warunkow, jakie muszg spetnia¢ dziatajace uktady
sil, aby cialo, na ktore dziataja byto w rownowadze.

Poniewaz badanie réwnowagi dotyczy cial swobodnych, nalezy istniejace
wiezy zastapi¢ odpowiednimi reakejami i po ich przylozeniu traktowa¢é jak
cialo swobodne poddane dzialaniu sil czynnych i reakcji wiezow.

Ponizej przedstawiono wazniejsze przypadki wigzoéw, ktorym moga by¢ poddane
ciata materialne.

Reakcja normalna N — reakcja przytozona w punkcie zetknigcia si¢ danego
ciala z powierzchnig innego ciala, o kierunku normalnym do powierzchni styku.
Wiezy jednostronne, idealne.

/17

Rys. 1.1.

Nalezy pamigtac, ze kazdemu dzialaniu towarzyszy réwne co do wartosci,
wzdluz tej samej prostej, przeciwdzialanie, czyli jesli podloze dziata na ciato
reakcja normalng N, to z taka samg reakcjg dziata ciato na podtoze.

Przegub walcowy staly R — reakcja przechodzaca przez o§ sworznia.
Po zastgpieniu przegubu walcowego statego odpowiednig reakcja, do rozpatrywa-
nego ukladu wprowadzamy dwie niewiadome: warto$¢ liczbowa tej reakcji oraz
warto$¢ kata nachylenia jej kierunku. Wigzy dwustronne zewnetrzne.

13



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

Rys. 1.2

W rozwigzaniach technicznych uwolnienie od wigzow przegubu walcowego
stalego polega na przytozeniu do uktadu dwu sktadowych wyznaczanej reakcji.
Sktadowe te moga mie¢ kierunki dowolne, ale najwygodniej ze wzgledow matema-
tycznych jest, aby kierunki te byly do siebie prostopadie.

Zgodnie z rysunkiem dla prostopadtych sktadowych reakcji, calkowita wartos¢
reakcji przegubu statego wynosi:

R =R +R,’ (1.4)

a jej kierunek z poziomem, oznaczony katem a, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

R

X

CoSQL = T
VR, +R,

Podpora przesuwna Rg — reakcja prostopadta do plaszczyzny, po ktorej
moga toczy¢ sie rolki podpory przesuwnej. Wiezy dwustronne zewngtrzne.

(D))
Y,

s

Rys. 1.3
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Ciegno lub lekki pret S — reakcja przylozona do rozpatrywanego ciata
w miejscu zamocowania ciggna lub lekkiego preta, o kierunku pokrywajacym sig
z kierunkiem uwalnianego ciggna czy preta. Jest to wynikiem uwolnienia od wig-
zO6w czesci wiotkiego ciggna, na przyktad AA; (rys. 1.4). Otoz jesli cialo od-
ksztalcalne pod dzialaniem ukladu sit znajduje si¢ w r6wnowadze, to pozo-
stanie rowniez w réwnowadze, jesli cialo to potraktujemy jako sztywne. Na
odcinek ciggna AA; dziatajg dwie sity przytozone w punktach A i A;. Jesli odci-
nek ten znajduje si¢ w r6wnowadze, sily te sa réwne i leza na jednej prostej
tworzac uklad sil réwnowazacych sie, czyli zerowy.
Zgodnie z zasadg dziatania i przeciwdzialania do ciata przykladamy site
S1 na kierunku uwalnianego ciggna lub lekkiego preta.
Dla ciggna wiezy jednostronne zewnetrzne, natomiast dla preta wigzy
dwustronne zewngetrzne.

15
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1.2. UKLAD SIL. ZBIEZNYCH

1.2.1. Wypadkowa plaskiego ukladu sil zbieznych

Uktad sil, ktorego linie dziatania lezg w jednej ptaszczyznie i przecinajg si¢
w jednym punkcie, nazywamy ptaskim uktadem sit zbieznych.
Rozwazmy uktad dwu sit Py i P, przylozonych do punktu A ciata sztywnego.
Z zasady rownolegloboku wynika, ze dwie sily przylozone do jednego punktu,
réwnowazne sa jednej sile przylozonej w tym samym punkcie, bedacej prze-
katng réwnolegloboku zbudowanego na tych sitach.

Py
R
s
A P,
Rys. 1.6

Suma tych sit nosi nazwe sity wypadkowej R i w zapisie wektorowym mozna ja
zapisac:

R=P|+P2 (15)

Warto$¢ liczbowa tej wypadkowej wynika z twierdzenia cosinusow i wynosi:

R =P’ +P’+2-P,-P, cos¢

Do punktu O rozwazanego ciata (rys. 1.7) zostat przylozony uktad sit zbiez-
nych Py, P, P3, P4s. Chcac wyznaczy¢ wypadkows tego uktadu, nalezy wykonac
nastepujace postgpowanie. Stosujac zasade rownolegloboku dla sit Py i P,
wyznaczy¢ ich wypadkowa. Wypadkows ta, jak zaznaczono na rysunku, jest
wektor OB, ktory nastepnie nalezy dodac¢ do sity P3, budujac odpowiedni row-
nolegtobok z tych wektorow. Otrzymang wypadkows jest teraz wektor OC,
ktory dalej nalezy doda¢ do sity P4. W konsekwencji otrzymano jedng sit¢ R,
jako wypadkowa dzialajacego uktadu sit. Przedstawiony powyzej sposob do-
dawania sit tworzacych uktad ptaski zbiezny mozna zastosowaé¢ do dowolnej
ich liczby.

16
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Rys. 1.7

Jak wynika z rysunku, wypadkowa R jest zamykajacym bokiem wieloboku
OABCD, natomiast boki tego wieloboku odpowiadaja wektorom odpowiednich
sit Py, P2, P31 P4. Wiclobok tak zbudowany nazywa si¢ wielobokiem sil, a wy-
padkowa R jest suma geometryczna wszystkich sit stanowigcych uktad. Mozna
stwierdzié:

Kazdy ptaski zbiezny uktad n sit Py, P,..., Py przylozonych do jednego
punktu O mozemy zastgpic jedna sita wypadkowa R przytozona w punkcie zbiez-
nosci, rowng sumie geometrycznej tych sit:

R=P +P,+..+P =P (1.6)

i=1

1.2.2. Analityczne warunki rownowagi plaskiego zbieznego
ukladu sit

Rzut wektora na o$

Niech w punkcie O dowolnego ciala dziata sita P. Z punktem O tego ciata
zwigzmy prostokatny uktad wspotrzednych Ox i Oy, aby w plaszczyznie Oxy znaj-
dowala si¢ sita P. Z konca sity P, a wiec przez punkt A poprowadzmy proste prosto-
padie do osi przyjetego uktadu. Proste te na osiach uktadu odcigly odcinki OA;
i OA,, ktdére nazwiemy rzutami sity P na osie przyje¢tego uktadu wspotrzgdnych.

17
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Sktadowe wektora P w prostokatnym uktadzie wspotrzednych Oxy wynosza:
Px=Pcosa Py=Psina (1.7)

Odwracajac zagadnienie i przyjmujac za znane sktadowe sity w prostokatnym
uktadzie wspotrzednych, jej wartos¢ liczbowa oraz kierunek wyrazony funkcja
trygonometryczng mozna zapisac:
P P
P=,P’+P’ coso=—=—-X
’ P /P2+P?
X y

Zgodnie z rozwazaniami o wypadkowej ptaskiego zbieznego uktadu sit Py,
P»,..., Py, mozna stwierdzi¢, ze aby ptaski zbiezny uktad sit byt w rownowadze,
wielobok sit zbudowany ze sktadowych musi by¢ figurg zamknieta. Warunek ten
w zapisie wektorowym ma postac:

n
P +P+..+P => P =0 (1.8)
i=1
Zwigzmy z punktem zbieznoéci O ptaskiego uktadu n sit Py, Ps,..., Py,
prostokatny uktad osi wspotrzednych, poprowadzony w plaszczyznie dzialaja-
cego uktadu sit.

Rys. 1.9

Na podstawie rownania (1.6), z ktérego wynika, ze ptaski uktad sit zbieznych
mozna zastapic¢ sila wypadkowa R réwng ich sumie geometrycznej, mamy:

18
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R:ZR (1.9)

Opierajac si¢ na twierdzeniu o rzucie sity wypadkowej, wedtug ktorego rzut sity
wypadkowej na dowolng o$ rowny jest sumie rzutow sit sktadowych na t¢ sama
0§, mozemy wyznaczy¢ analitycznie sktadowe sity wypadkowej R na osie Ox i Oy:

(1.10)

Jak juz udowodniono, warunkiem rownowagi ptaskiego zbieznego uktadu
sil jest zamknigty wielobok zbudowany na tych sitach. Oznacza to, ze sila
wypadkowa R rozwazanego uktadu musi by¢ wéwcezas rowna zero, czyli rzuty
tej wypadkowej na osie Ox i Oy dowolnego prostokatnego uktadu wspotrzed-
nych, przyjetego w plaszczyznie dziatania tych sil, musza by¢ réwne zero.
Z powyzszych zalezno$ci otrzymujemy bezposrednio dwa analityczne warunki
roOwnowagi:

n n

Z&:o Zg:o (1.11)

Tak wiec warunkiem rownowagi plaskiego zbieznego ukladu sil

jest, aby suma rzutéw wszystkich sit na dwie osie dowolne, oby nieréwnolegle
ilezace w tej samej plaszczyznie, byta réwna zero.

Przyklad 1.1

Miedzy dwie gladkie ptaszczyzny tworzace migdzy soba kat o wlozono
kule o cigzarze Q. Kula opiera si¢ o pionowa ptaszczyzng w punkcie A oraz
o plaszczyzne pochyla w punkcie B, jak pokazano na rysunku. Wyznaczy¢
reakcje w miejscach podparcia.

Rozwiqzanie

Po uwolnieniu od wigzéw na kule dziatajg trzy sity: sita ciezkosci Q, reakcja
normalna Na w punkcie styku kuli ze §ciang pionowa oraz reakcja normalna Ng
w punkcie styku kuli z ptaszczyzng pochyla.
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A )

Lz

>

NN
y

QY

o

Rys. 1.10

Réwnania rownowagi w rozpatrywanym przypadku maja postac:
ZPix =N, —N,cosa=0
ZRy =Ngsina-Q=0

Po rozwigzaniu otrzymanego ukladu réwnan, wzgledem niewiadomych reakcji
normalnych, wyznaczono odpowiednie reakcje podparcia:

Q

sina

N, =Qctga N, =

Przyklad 1.2

Kulg o cigzarze Q ustawiono na gladkiej rowni pochytej. Potozenie rownowagi
kuli zapewnia lina OA zaczepiona w $rodku kuli i tworzaca kat B z pionem.
Obliczy¢ reakcije rowni i ciggna na kule, jezeli rownia tworzy kat o z poziomem.

Rozwiqzanie

Po uwolnieniu od wiezéw na kule dzialajg trzy sily: sita cigzkosci Q, reakcja
normalna N w punkcie styku kuli z rownig oraz sita w linie S dzialajaca wzdhuz
ciggna.
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Rys. 1.11

Roéwnania rownowagi uktadu sit dziatajacych na kule maja postaé:

ZPiX =SsinB—Nsina=0

ZRy =Scosf+Ncosa—-Q=0
Po rozwigzaniu otrzymanego uktadu rownan otrzymano warto$ci reakcji:
sino B sin 3

sin(ou+B) sin(a + )

1.2.3. Twierdzenie o trzech sitach

Niech w punktach A, B, C ciata sztywnego dziataja trzy nieréwnolegte sity
P1, P2 1 P3. Poniewaz z zatozenia, linie dziatania tych sit przecinaja si¢ w jednym
punkcie O, sity P> i P3 mozna przesuna¢ do tego punktu i doda¢ metodg réwno-
legtoboku. Otrzymano wypadkowa P = P, + Ps.
W wyniku przeprowadzonego dziatania na ciato dziatajg teraz dwie sity: Py przy-
lozona w punkcie A i P przytozona w punkcie O. Aby ciato byto w réwnowadze,
sity te musza tworzy¢ uktad zerowy, tzn. musza by¢ réwne co do wartosci liczbo-
wych, przeciwne co do kierunku i dziata¢ wzdtuz jednej prostej. A wigc linia
dziatania sity Py musi takze przechodzi¢ przez punkt O, jak zatozono na poczatku.
Ponadto uktad sit musi by¢ uktadem réwnowazacym sig, czyli trojkat sit zbudo-
wany z wektoréw Py, P2 1 P3 musi by¢ zamknietym.
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P,

Jako wynik powyzszych rozwazan mozna sformulowac twierdzenie doty-
czace rownowagi trzech nierownolegtych sit:

Aby trzy nieréwnolegle sily dzialajace w jednej plaszczyznie byly
w réwnowadze, linie dzialania tych sil musza przecina¢ si¢ w jednym punkcie,
a same sily tworzy¢ trojkat zamkniety.

Przyktad 1.3

Lekki pret AB o dlugosci 1 wstawiono do kanatu o szerokosci ¢ i obcigzono
jego koniec B pionowg sita P. Pret opiera si¢ o gltadka pionowa $ciang w punkcie
A oraz o krawedz kanatu w punkcie D, jak pokazano na rysunku. Okresli¢ kat a,
pod jakim nalezy ustawi¢ pret, aby pozostal w rownowadze.

AN
O =
\:

w

NN\
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Rozwiqzanie
Na pret dziatajg trzy sity: pionowa sita P, przylozona na koncu B preta
oraz reakcje N i Np. Kierunek reakcji Na jest prostopadly do $Sciany kanatu,
natomiast reakcji Np jest prostopadly do preta. W potozeniu rownowagi linie
dziatania wszystkich sil musza przecinac si¢ w jednym punkcie O. Z konstrukcji
przedstawionej na rysunku znajdujemy:
Z trojkata AOB mamy AO = | cosa, nastepnie z trojkata ADO mozna
wyznaczy¢:
AD
cosa

AO=

poniewaz ¢ = AD cosa, po prostych przeksztalceniach znajdujemy:

AD c
AO= =—
coso.  Ccos”al

Poréwnujac powyzsza warto$¢ AO z wyznaczong z trojkata AOB, otrzymujemy:

Icosa =

0082 (0

C
cosoc=3T

Z otrzymanej zalezno$ci wynika, ze rownowaga jest mozliwa tylko w przypadku

gdy %Sl.

Chcac wyznaczy¢ warto$ci reakcji Na 1 Np, nalezy przyja¢ uktad osi wspotrzed-
nych, napisaé¢ réwnania rownowagi jako rownania rzutéw wszystkich sit na osie,
a nastgpnie otrzymany uktad réwnan algebraicznych rozwigza¢ wzgledem nie-
wiadomych reakcji.

ostatecznie mamy:

1.2.4. Wypadkowa przestrzennego zbieznego ukladu sit

Uktad sit przytozonych do jednego punktu, ktorych linie dziatania nie lezg
w jednej plaszczyznie nazywamy przestrzennym uktadem sit zbieznych. Taki
uktad ztozony z czterech sit Py,..., P4 przedstawiono na rysunku 1.14. Znajdziemy
jego wypadkowa.

Przez sily Py i P, przytozone do punktu O poprowadzono ptaszczyzng,
w ktorej zgodnie z zasadg rownolegloboku wyznaczono wypadkowa R; jako
przekatng réwnolegloboku zbudowanego na tych sitach. Wypadkowa R, przyto-
zona jest do punktu O 1 jest sumg geometryczng sit sktadowych. Mamy wigc:
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R, =P, +P; (a)

Rys. 1.14

Podobnie poprowadzono ptaszczyzne przez wypadkowa Ry i site P3. W plasz-
czyznie tej wyznaczono wypadkowa Rj sit Ry i P3:

R;=R;+P;=P;+P,+P; (b)
Postepujac analogicznie z nastgpnymi sitami, a wigc Ry 1 P4, otrzymano ostatecznie:
R=R;+P4s=P+P,+P;+ Py (C)

Przedstawiony na rysunku przestrzenny zbiezny uklad sil zastapilismy
jedna sitg wypadkowa R, rdowng domykajacemu bokowi OD przestrzennego wie-
loboku sit OABCD zbudowanego z wektoréw sktadowych.

Jesli do jednego punktu bedzie przylozonych n sil, ich wypadkowa bedzie rowna:

R=P +P,+..+P =>"P (1.12)
i=1

Dowolny przestrzenny uklad sil przylozonych do jednego punktu
zastapi¢ mozemy jedna sila wypadkowsa przylozong w tym punkcie i réwna
sumie geometrycznej wszystkich sil.

1.2.5. Warunki rownowagi przestrzennego zbieznego ukladu sit

W dowolnym punkcie O ciala sztywnego przytozono site P. Z punktem
tym zwigzano trzy wzajemnie prostopadte osie Ox, Oy, Oz tworzace prawoskretny
prostokatny uktad wspotrzednych. Nastepnie z konca sity P poprowadzono trzy
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ptaszczyzny prostopadie do osi uktadu, ktore w przecieciu z osiami odciety skta-
dowe sity P w przyjetym uktadzie osi.

PZ
A

P
Y P y
o) B yiAy -

P, a
Ax
X

Rys. 1.15

Px=P cosa Py =P cosf P, =P cosy

gdzie a, B 17y sa katami, jakie sita P tworzy z osiami Ox, Oy i Oz — jak pokazano
narys 1.15. Cosinusy tych katoéw nazywamy cosinusami kierunkowymi sity P.
Warto$¢ sity P wyrazona poprzez sktadowe w prostokatnym uktadzie wspotrzed-

nych wynosi:
P=P2+P’+P’

Po wyznaczeniu sktadowych sily w prostokatnym uktadzie wspotrzednych co-
sinusy kierunkowe wynoszg:

cosoc—P" cos[3—5 cos 5
P ! P

Jesli powyzsze rownania podniesiemy do kwadratu i stronami dodamy, otrzy-
mamy zwiazek jaki musza spetnia¢ cosinusy kierunkowe:

cos® o+ cos’ B+ cos’y=1

Niech do punktu O ciata sztywnego bedzie przytozony przestrzenny uktad n
sit zbieznych Pi, Pa,..., Py, jak pokazano na rysunku.
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Wypadkowa tego ukladu, jak juz wiadomo, rowna jest sumie geometrycznej
wszystkich sit i wynosi:

R=§R (1.13)

Z twierdzenia o rzucie sity wypadkowej i jej sktadowych na dowolng o$, skta-
dowe sity wypadkowej R wynosza:

n n

ngl’ix R,=YP, R,=YP,  (L14)

i=1 i=1

Po wyznaczeniu z powyzszych wzoréow sktadowych Ry, Ry i R, mozemy
znalez¢ warto$é liczbowa wypadkowej R oraz jej kosinusy kierunkowe.

V<

Rys. 1.16

Jak wiadomo, przestrzenny zbiezny uktad sit mozna zastgpi¢ jedng sitg wy-
padkowa bedaca suma geometryczng wszystkich dziatajacych sit. Wynika
z tego, ze aby rozwazany uktad sit pozostawal w rownowadze, jego wypadkowa
musi si¢ rownaé zero:

R=)'P =0 (1.15)
i=1

Same sity tworzace przestrzenny zbiezny uktad musza tworzy¢ wielobok za-
mkniety, czyli koniec ostatniego wektora powinien by¢ poczatkiem pierwszego.
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Zerowanie si¢ wypadkowej R przestrzennego uktadu sit zbieznych oznacza, ze
jej rzuty na osie przyjetego uktadu wspolrzgdnych muszg by¢ rowniez rowne
zero. Otrzymujemy w ten sposob trzy analityczne warunki rOwnowagi:

il’iﬁo il’iﬁo Zn‘,PiZ:O (1.16)
i=1 i=1 i=1

Warunkiem réwnowagi przestrzennego zbieznego ukladu sil jest, aby
suma rzutéw wszystkich sil na trzy dowolne osie, oby nieréwnolegle i niele-
zace w jednej plaszczyZnie, byla rowna zero.

Najczesciej uktad osi przyjmujemy jako prostokatny.

Przyklad 1.4

Wspornik zbudowany z trzech lekkich pretow, potaczonych przegubowo, za-
mocowano do pionowej §ciany, jak pokazano na rysunku. Wyznaczy¢ sily
w pretach wspornika, jesli obcigzymy go cigzarem Q w przegubie D.

z

Rozwiqzanie

Uktad uwalniamy od wigzow. Przykladamy cigzar Q i w migjsce pretow
przytozono sity w nich dziatajace, jak pokazano na rysunku. Prety AD i BD przy-
jeto jako rozciagane, a pret CD jako Sciskany. Przyjeto uktad osi wspotrzgdnych
i wyznaczono réwnania rzutéw sit na te osie.
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ZRX =S, cosa—S,cosa=0
ZPiy =-S;sina—S,sina+S,sinf=0
ZPiZ =S,cosfp-Q=0

Rozwiazujgc powyzszy uktad rownan wzgledem niewiadomych sit w pretach,
otrzymano ich wartosci:

tgP _o_1
s =8, —Q_&P_ S,=Q
! ’ QZsina ’ cosf

1.3. TARCIE I PRAWA TARCIA

Rozpatrzmy cialo o ci¢zarze Q, spoczywajace na chropowatej powierzchni,
jak pokazano na rysunku. Do ciala tego przyt6zmy pozioma sit¢ P powodujaca

jego ruch.
RR 1N

p

T P
o
Q

y

Rys. 1.18

Z doswiadczenia wiadomo, ze aby nastapit ruch ciata, warto$¢ sity P musi by¢
wigksza od pewnej granicznej wartosci. Sita mniejsza od wartosci granicznej nie
spowoduje ruchu i ciato bedzie pozostawa¢ w spoczynku. Wynika z tego, ze
oprocz reakcji normalnej podtoza N, istnieje jeszcze sktadowa styczna, ktora
oznaczamy T i nazywamy silg tarcia.
W wyniku wielu do$wiadczen przeprowadzonych przez Coulomba i Morena dla
roznych stykajacych sie powierzchni, zostaty ustalone prawa tarcia zawierajace
zalezno$¢ migdzy maksymalng wartoscig sity tarcia T a naciskiem normalnym N.

1. Sita tarcia nie zalezy od wielkosci powierzchni stykajacych si¢ ciat,
a jedynie od ich rodzaju.
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2. Wartos¢ sity tarcia dla ciata znajdujacego si¢ w spoczynku moze zmieniac si¢
od zera do maksymalnej wartosci, ktdra jest proporcjonalna do catkowitego na-
cisku normalnego:

T<uN (1.17)

3. Sita tarcia dla ciata bedacego w spoczynku jest skierowana przeciwnie do
zamierzonego kierunku ruchu (rys. 1.18). Natomiast sita tarcia dla ciata
bedacego w ruchu jest przeciwna do kierunku ruchu i maleje wraz ze wzrostem
predkosci.

Wystepujacy we wzorze na sile tarcia wspotczynnik p, dla ciata bedacego
w spoczynku, nosi nazwe wspotczynnika tarcia statycznego, natomiast w przy-
padku, gdy cialo §lizga si¢, wspodtczynnik tarcia oznaczamy p° i nosi on nazwe
wspolczynnika tarcia kinetycznego. Oznaczony na rysunku kat p, jaki tworzy
calkowita reakcja R, przy maksymalnej sile tarcia, z normalng do powierzchni
styku, nosi nazwe kata tarcia i wynosi:

T=Ntgp czyli pL=tgp
a wiec wspolczynnik tarcia jest rowny tangensowi kata tarcia.

Przyktadowe wspotczynniki tarcia statycznego

— zeliwo po zeliwie, bez smarowania, obrobione zgrubnie n=0,22

— stal po zeliwie, bez smarowania, obrobione zgrubnie p=0,16

— stal po zeliwie, ze smarowaniem, obrobka doktadna n=0,10

— stal po zeliwie, powierzchnie szlifowane,
doktadnie smarowane p=0,02
drewno po drewnie n=04-0,7

Przyklad 1.5

Ciato o ci¢zarze Q ustawiono na réwni pochytej tworzacej kat o z poziomem.
Wyznaczy¢ maksymalng warto$¢ kata o pochylenia rowni w granicznym poto-
zeniu rownowagi. Wspolczynnik tarcia statycznego wynosi L.

Rozwiqgzanie

Spoczywajace na rowni ciato uwalniamy od wigzow. Przyktadamy sile cigz-
kosci Q, site normalng N oraz sil¢ tarcia T, ktora jest przeciwna do ewentualnego
kierunku ruchu ciata, a wigc skierowana w gorg rowni.
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Rys. 1.19

Warunki rownowagi, jako rzuty sit na osie przyjetego uktadu wspodtrzednych
Oxy, gdzie 0§ Ox pokrywa si¢ z linig spadku rowni, a 0o$ Oy jest prostopadia do
réwni, majg postac:

D> P, =Qsina—T=0
ZRy =N-Qcosa=0
Z prawa tarcia mamy: T = uN.

Rozwiazujac otrzymany uklad réwnan i uwzgledniajac warunek wynikajacy
z prawa tarcia, otrzymujemy graniczng warto$¢ kata o w potozeniu rbwnowagi:

tgoa=p=tgp
Na podstawie otrzymanego wyniku mozna stwierdzi¢, ze w potozeniu roéw-
nowagi kat pochylenia rowni o nie powinien przekraczac kata tarcia p.
Przyklad 1.6

Na plaszczyznach przecinajacych si¢ pod katem o ustawiono dwa bloki
o cigzarach Q 1 G. Wspolczynnik tarcia migdzy blokami wynosi 1, natomiast migdzy
blokami a podlozem wynosi . Wyznaczy¢ maksymalng sit¢ P, jaka mozna przyto-
zy¢ do bloku o cigzarze G w granicznym potozeniu rownowagi uktadu.

/)
Hy Q H

.Pmax= ?
G 1y

T 1717217717777
Rys. 1.20

30



CZESC 1. Statyka

Rozwiqzanie

Rozwazany uktad uwalniamy od wigzéw. Usuwamy myslowo podioze
1 zastepujemy je reakcjg normalng (sity N; i N3). W punkcie styku blokow przy-
ktadamy réwniez reakcje normalng jako prostopadta do stycznej poprowadzone;j
w miejscu styku (sita N3). Nastgpnie przyktadamy sity tarcia w miejscach styku
przemieszczajacych si¢ wzgledem siebie powierzchni. Poniewaz rozpatrujemy
przypadek rownowagi uktadu przy sile Pmax, zamierzony ruch uktadu bedzie od-
bywat si¢ w gorg. Mamy wigc (rys. 1.21):

Réwnania réwnowagi rozpatrywanych uktadow, wynikajace z rzutow dzia-
lajacych sit na przyjete uktady osi wspotrzednych, maja postac:

— uktad a)
D P, =Qsina+T1-N3=0

ZPW =-Qcosa—T, +N,=0
—uktad b)

ZP = T, = Pmax + N, cosa. +T, sino. =0

ix

ZPiy = N, -G —N,sina +T, cosa. =0

a) b)

* @ Pmax

Y
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Z prawa tarcia w granicznym potozeniu rownowagi mamy:
Ti=w N To=w N2 Ts=p N;

Rozwiazujac powyzszy uklad rownan wzgledem poszukiwanej wielkosSci sity
Pimax, Otrzymano jej wartosc¢.

H+,
1—py,

P = G1y +Q'(Sin(>t+ul cosa)-[ sinoc+cosocj

1.4. PLASKI DOWOLNY UKLAD SIL

1.4.1. Moment sily wzgledem punktu

Niech na ciato materialne dziata sita P przytozona do pewnego punktu tego
ciala. Obierzmy dowolny punkt O, ktoérego odleglos¢ h od linii dziatania tej sity
| nazwiemy ramieniem sity P.

Rys. 1.22

Moment sily wzgledem punktu jest to wektor, ktorego warto§¢ rowna jest
iloczynowi wartos$ci liczbowej sity P i jej ramienia wyznaczonego wzgledem
punktu O. Wektor ten, oznaczony My, przytozony jest w punkcie O, prostopadle
do plaszczyzny przesunigtej przez lini¢ dziatania sity i ten punkt i skierowany
tak, ze patrzac z jego konca sila P stara si¢ obréci¢ wzgledem punktu O zgodnie
z ruchem trygonometrycznym.
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Wartos¢ bezwzgledna momentu sity wzgledem punktu wynosi:
Mo=P-h (1.18)

Jesli zbudujemy trojkat, ktorego podstawa bedzie wektor P, a wierzchotkiem
punkt O, warto$¢ bezwzgledng momentu sity wzgledem punktu mozna réwniez
przedstawi¢ jako dwa pola otrzymanego trojkata:

Mo:P‘hZZ'FOAB (1.19)

Moment sity wzgledem punktu moze mie¢ warto$¢ dodatnig lub ujemna. Jesli sita
P dziala tak, ze wywotuje obrot wzgledem punktu O, zgodny z kierunkiem try-
gonometrycznym, moment jest dodatni, natomiast jesli kierunek obrotu sity P
wzgledem punktu O jest przeciwny, moment jest ujemny.

Rys. 1.23

Moment sily wzgledem punktu w ujeciu wektorowym

Jezeli potozenie sity P wzgledem punktu O opiszemy promieniem wektorem
r, to moment tej sity wzgledem punktu O mozna przedstawi¢ jako iloczyn wek-
torowy promienia r i wektora sity P.

tMo
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Zgodnie z kierunkami wektorow przedstawionych na rysunku mamy:
M, =rxP (1.20)

Z wtasnosci iloczynu wektorowego dwu wektorow wynikaja wszystkie parame-
try momentu My. Jego wartos¢, kierunek oraz zwrot. Wartos$¢ liczbowa tego ilo-
czynu wynosi:

M, =Ph

Na rysunku ponizej przedstawiono dwie sity P; i P, przytozone do jednego
punktu A oraz ich wypadkowa R przytozong rowniez w tym punkcie. Mamy
wigc:

R=P+P, (a)

Oznaczmy moment wypadkowej R wzgledem dowolnego punktu B przez Mg,
a sit sktadowych odpowiednio Mg i M2s.
Mozemy zapisac:
M, =rxR
M,; =rxP,
M,, =rxP,

(b)

Rys. 1.25

Wstawiajac (a) do pierwszego rownania (b), mamy:

M, =rx(P, +P,) (©)
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po prostych przeksztalceniach oraz wykorzystaniu zaleznosci (b) otrzymano:
M, =rxP +rxP, =M, +M,, (d)

W og6lnym przypadku sity sktadowe P; i P, oraz punkt B nie leza w jednej ptasz-

czyznie. Jezeli jednak rozpatrujemy uktad ptaski, wektory momentow wszystkich

sit sa prostopadle do plaszczyzny ich dziatania, czyli mozna je odlozy¢ na jednej
prostej. Zalezno$ci (d) mozna nadac¢ algebraiczng postac:

M;=M,+M,, (1.21)
Z wyprowadzonego rownania (1.21) wynika twierdzenie Varignona:

Moment sily wypadkowej dwu sil przylozonych do jednego punktu A
wzgledem dowolnego punktu B réwny jest sumie momentow sil skladowych
wzgledem tegoz punktu B.

Udowodnione twierdzenie mozna uog6lnic¢ dla dowolnego uktadu sit zbieznych.
Jednostka momentu sity w uktadzie SI jest 1 niutonometr (1 Nm).

2
kem ), - kem
S S

I1Nm=1

W uktadzie technicznym jednostka momentu sity jest 1 kilogramometr
(1 kGm).

1kGm =9.81 Nm

1.4.2. Wypadkowa dwach sit rownoleglych

Sily zgodnie skierowane

Dwie sily nierownolegle, ktorych linie dziatania leza w tej samej ptaszczyz-
nie, mozna doda¢, zast¢pujac ich dziatanie wypadkowa, jako przekatng rownole-
globoku zbudowanego na tych sitach. W przypadku sit rownoleglych, kiedy
ich linie dziatania sg rownolegle, zbudowanie rownolegtoboku jest niemozliwe.
Dodanie wiec dwoch sit rownoleglych wymaga wykonania nastepujacego
rozwigzania.
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Rys. 1.26

W punktach A i B ciata sztywnego dziataja dwie sity rownolegle Py i P, zgodnie
skierowane. Do punktéw tych przytozono uktad zerowy sit S i S; dziatajacych
wzdtuz prostej AB.

Mamy:
S=-§ (a)

Sity Py i S przylozone do punktu A oraz sity P, i S przylozone do punktu B
mozemy zastgpi¢ wypadkowymi:

Ri=P;+S Ro=P,+ S (b)

Linie dzialania sil R; i Ry przecinajg si¢ w punkcie O. Po przesunigciu ich do
punktu O mozna zbudowaé rownoleglobok i wyznaczy¢ ich wypadkowa:

R=R; +R; (c)

wstawiajac (a) i (b) do powyzszego réwnania mamy:

36



CZESC 1. Statyka

R=R;+R;=P;+S+P,+S;=P,+ P, (d)

Tak wigc sity P; i P, przylozone do punktow A i B zastgpiono jedng sitg wypad-
kowa R réwnolegly do tych sil. Warto$¢ liczbowa tej wypadkowej rowna jest
sumie wartosci liczbowych sit Py i Py:

R=P, +P, (1.22)

Linia dziatania wypadkowej R przecina odcinek AB w punkcie C, ktérego poto-
zenie wyznaczymy z zalezno$ci geometrycznych. Z podobienstwa trojkatow
AOC i FAH mamy:
AC_S
CO P
Trojkaty BOC i LBK sa roéwniez podobne i takze mozna napisac:
BC_ S _S

co P, P
Dzielgc stronami otrzymane proporcje, otrzymujemy:

AC_P,

BC P
Otrzymane wyniki mozna podsumowac nastepujaco:

Dwie sity rownolegte zgodnie skierowane P; i P,, przylozone w punktach A
i B ciala sztywnego, zastapi¢ mozemy jedng sita wypadkowa R, rownolegta
1 zgodnie z nimi skierowang, o warto$ci rdwnej sumie wartosci liczbowych tych
sil. Linia dziatania sity wypadkowej dzieli wewnetrznie odcinek AB na odcinki
odwrotnie proporcjonalne do wartosci liczbowych tych sit.

Sily przeciwnie skierowane

Niech na ciato sztywne dziatajg dwie sity rownolegte P; i P, przeciwnie skie-
rowane, przylozone w punktach A i B tego ciata. Zatézmy, ze sita P; ma wartos¢
liczbowa wigksza od sity P».
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Rys. 1.27

Postepujac jak poprzednio, przyktadamy w punktach A i B dwie sity S 1Sy, rowne
co do wartosci i przeciwnie skierowane wzdhuz tej samej prostej. Zastepujemy
sity Py i S wypadkowa R, oraz sity P, 1 S1 wypadkowa R,. Przesuwamy nastepnie
sity R 1 Ry wzdluz ich linii dziatania do punktu przeciecia si¢ tych linii i zaste-
pujemy wypadkowa:

R=R;+R;= P, +P; (a)

Sita wypadkowa rowna jest sumie geometryczne;j sit Py i P,. Poniewaz sity te leza
na jednej prostej, warto$¢ liczbowa sity wypadkowe;j jest roznicg wartosci licz-
bowych tych sit:

R=P;-P, (1.23)

Wypadkowa R skierowana jest zgodnie z sitg o wigkszej wartosci, czyli w roz-
patrywanym przypadku zgodnie z sitg P;. Punkt C, w ktorym linia dzialania wy-
padkowej R przecina prosta poprowadzona przez punkty A i B, wyznaczamy opie-
rajgc si¢ na podobienstwie trojkatoéw AOC oraz BOC do odpowiednich trojkatow
sil. Na podstawie rysunku mamy:
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AC_S BC _§,
Co P CO P,

Poniewaz S = S, ostatecznie mamy:

AC P,

BC P

Dwie sity rownolegte i przeciwnie skierowane P; i P, przytozone w punk-
tach A i B ciata sztywnego, zastapi¢ mozemy jedng wypadkowa R, rowniez row-
nolegla, skierowang zgodnie z sita o wickszej wartosci liczbowej. Linia dziatania
wypadkowej lezy po stronie sity wigkszej i dzieli zewnetrznie odcinek AB na od-
cinki odwrotnie proporcjonalne do wartosci liczbowych przylozonych sit. War-
tos¢ wypadkowej R rowna jest rdznicy wartosci liczbowych dziatajacych sit.

1.4.3. Para sil. Rbwnowaznos$¢ par sil dzialajacych
w plaszczyZznie

W poprzednim punkcie przedstawiono znajdowanie sity wypadkowej dwoch
sit rownoleglych przeciwnie skierowanych. Jak wynika otrzymanych rozwigzan,
taka wypadkowa istnieje, jezeli sity P; i P2, majg rézne wartosci liczbowe. Jesli
P»dazy do Py, warto$¢ liczbowa wypadkowej R dazy do zera, natomiast punkt C,
przez ktory przechodzi jej linia dzialania, nieskonczenie si¢ oddala. Tak wigc
dwie sity rownolegte, przeciwnie skierowane o rownych wartosciach liczbowych,
nie majg sity wypadkowej i1 tworzg uktad, ktory nazywamy para sit.

Mamy wigc z zalozenia P’ = P, czyli P’ =-P. Odlegto$¢ miedzy liniami dziatania
sit tworzacych parg nosi nazwe ramienia pary sit. Na rysunku odlegtos¢ h.

Jak juz podano, para sit nie ma sity wypadkowej. Parg sit charakteryzuje mo-
ment pary sit, ktory okresla jej obrotowe dziatanie na cialo materialne.
Momentem pary sit nazywamy wektor M, o wartosci bezwzglednej rowne;j ilo-
czynowi warto$ci liczbowej jednej z sit oraz ramienia pary. Wektor M jest pro-
stopadly do ptaszczyzny dzialania tej pary i skierowany tak, ze patrzac
z jego konca para sit stara si¢ wywota¢ obrét zgodny z ruchem trygonometrycz-
nym, czyli:

M=rxP (1.24)
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h

Rys. 1.28

Wartos¢ wektora momentu pary sit wynosi:

M=P-r-sinpg=P-h (1.25)
Poniewaz wektor momentu pary sit jest zawsze prostopadly do ptaszczyzny dzia-
lania tej pary, do okreslenia momentu M wystarczy podac tylko jego wartosc¢
wzgledem osi prostopadtej do plaszczyzny pary:

M=+P-h (1.26)

Znak plus nalezy przyjac, jesli para stara si¢ obroci¢ zgodnie z kierunkiem trygo-
nometrycznym, minus — jesli para stara si¢ obroci¢ w kierunku przeciwnym do
trygonometrycznego.

Wyznaczmy sum¢ momentow sit P i P’ tworzacych par¢ wzgledem dowolnie
obranego punktu O lezgcego w plaszczyznie dziatania tej pary.
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Moment przedstawionej na rysunku pary wynosi M =r x P, natomiast suma mo-
mentow sit wchodzacych w sktad pary wzgledem punktu O ma wartos¢:

M, =r, xP+r,; xP' (1.27)
Poniewaz r, = ry 4 r oraz P’ = -P, ostatecznie mamy:
M, =z +r)xP-ry xP=rxP (1.28)

WykazaliSmy, ze suma momentoéw sit tworzacych pare, wzgledem dowol-
nego punktu O plaszczyzny dzialania tej pary, rowna jest momentowi tej pary.
Tak wigc wektor momentu pary sil jest wektorem swobodnym, przytozonym
w dowolnym punkcie ptaszczyzny dziatania tej pary.

Na rysunku ponizej przedstawiono parg sit P i P°, o momencie rownym
M = Pai liniach dziatania sit odpowiednio m i m’. Poprowadzmy dwie inne proste
réwnoleglte n i n’, ale tak, aby ich kierunki nie byty réwnolegte do linii dziatania
sitPiP’.

Rys. 1.30

Site P przesunmy do punktu G, a sit¢ P’ przesunmy do punktu E. W punktach G
i E przylozmy uktady zerowe sit dziatajace wzdtuz poprowadzonych prostych n
in’. A wigc w punkcie E przylozymy sity Q i -Q, natomiast w punkcie G sity Qi
1-Qs. Przy czym zakladamy, ze Q1 =-Q, co oznacza, ze przytozone sily majg rowne
warto$ci liczbowe Q. Wartos¢ tej sily jest taka, ze spetnia ona rownanie:

Qb="Pa (@)
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Przytozone w punkcie G sity P i -Q zastagpiono wypadkowa R = P-Qy, a sity P’
i -Q dziatajace w punkcie E wypadkowa R;=P’-Q. Poniewaz zalozono, Ze
Q1 =-Q oraz P’=-P, otrzymane wypadkowe spetniajg zaleznos¢ R;=-R
i lezg na przekatnej EG rownolegtoboku EHGF. Jak wynika z rysunku:

EF —2 i zzatorenia = Q (b)
FG b b P
otrzymujemy ostatecznie:
BF_Q (©)

FG P
Z otrzymanej proporcji wynika, ze rownolegtoboki utworzone z sit P i -Q; oraz
P’ i -Q sg podobne do réwnolegtoboku EHGF. Wypadkowe R i Ry lezg wigc na
przekatnej EG tego rownolegtoboku. Poniewaz sily R i Ry majg réwne wartosci

i tworzg uklad zerowy, pozostaja ostatecznie tylko dwie sity Q i Q; przylozone
w punktach odpowiednio E i G. Sity te tworza pare, sit ktérej moment wynosi:

M; =Qb (d)

Uwzgledniajac poczynione na poczatku zatozenie, mamy:
Mi=Qb=Pa=M (e)
Tak wigc otrzymali$my w konsekwencji pare sil, ktorej moment réwny jest mo-
mentowi pary sit P i P’. Wynika z tego, ze kazda pare sil dzialajaca na cialo

sztywne mozna zastapi¢ dowolna para o tym samym momencie i tej samej
plaszczyznie dzialania.

Udowodnione twierdzenie mozna wykorzysta¢ do sumowania par sit dziata-
jacych w tej samej plaszczyznie. Mianowicie, gdy w jednej plaszczyznie ciata
sztywnego dziata n par sil, to pary te mozna zastgpi¢ jedng parg wypadkowa,
ktorej moment rowny jest sumie momentéw par sktadowych. Wartos$é pary wy-
padkowej wynosi:

M=>"M, (1.29)
i=1
1.4.4. Redukcja plaskiego dowolnego ukladu sit

Aby wyjasni¢ redukcje uktadu sit dziatajacych w ptaszczyznie, rozpatrzmy
réwnolegte przesunigcie tylko jednej sity.
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Niech w punkcie A ciala sztywnego dziata sita P. Chcac przesunaé ja do
dowolnego punktu O tego ciata, w punkcie tym przyktadamy uktad zerowy sit P
i P’=-P. Zgodnie z wlasnoscig ukladu zerowego, réwnowaga istniejacego
ukladu sil nie zmieni si¢, jesli do ukladu tego dodamy lub odejmiemy uklad
ZErowy.

Rys. 1.31

Sita P’ przytozona w punkcie O, z sita P przylozona do punktu A, tworza parg sit
o momencie M =r x P . Poniewaz h jest odlegloscig punktu redukcji O od prostej
n dzialania sity P i jednoczes$nie ramieniem sity P przytozonej w punkcie A wzgle-
dem punktu O, moment otrzymanej pary sil i moment sity wzgledem obranego
punktu O sg sobie réwne. Mamy:

M=My=P-h

gdzie My jest warto$cig momentu sity P wzgledem punktu O.
Udowodnili$my nastgpujace twierdzenie:

Sile P przylozong do punktu A ciala sztywnego mozemy przenies¢ do dowol-
nego punktu O tego ciala, dodajac jednocze$snie moment pary sil réwny mo-
mentowi danej sily wzgledem punktu O.

Dla uogolnienia rozwazan rozpatrzmy ptaski uktad sit Py, Pa,..., Py, przylo-
zonych odpowiednio w punktach A, Ao,..., A, ciata sztywnego, jak pokazano na
rysunku. W plaszczyznie dziatania sit obierzmy punkt O, ktory nazwiemy $rod-
kiem redukcji. W punkcie tym przytézmy uktady zerowe sit P; i P> =-Py, P,
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i Py’ =-Ps,..., Pyi Py’ =-Py. Otrzymalismy w wyniku uktad ptaski sit zbieznych P,
P»,..., Py o $rodku zbiezno$ci w punkcie O oraz pary sit, ktérych momenty, zgod-
nie z udowodnionym powyzej twierdzeniem, réwne sg momentom odpowiednich
sit wzgledem $rodka redukcji O.

Rys. 1.32

Wszystkie sity Pi, Pa,..., Py, tworzace plaski zbiezny uktad przytozony
w punkcie O, mozemy zastgpi¢ wypadkowa R rowng sumie geometrycznej tych sit:

R=Y"P
Z} i (1.30)

Takze otrzymane pary sit mozemy zastgpi¢ jedna parg wypadkowa, ktorej
moment bedzie réwny sumie momentdOw tych par. Oznaczajac przez My
moment wypadkowy, mamy:

M, = 2 My (1.31)

Otrzymane wyniki mozemy podsumowac nastgpujagcym stwierdzeniem:
Dowolny ptaski uktad sit przylozony do ciata sztywnego zredukowac
mozemy do dowolnego punktu O, przyktadajac w tym punkcie site R, jako
sumg¢ geometryczng dziatajacych sit, oraz pare 0 momencie My rownym sumie
algebraicznej momentdéw danych sit wzgledem punktu O.
Site R nazywa¢ bedziemy wektorem gtéwnym, natomiast moment My mo-
mentem gtoéwnym.
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1.4.5. Warunki rownowagi plaskiego dowolnego ukladu sit

W wyniku redukcji ptaskiego dowolnego uktadu sit Py, Ps,..., Pn przy-
lozonego do punktoéw ciala sztywnego, otrzymali$my uktad ztozony z sity

R= Z:Pi przytlozonej do obranego $rodka redukcji O oraz moment pary sit

i=1

o momencie M, = ZMiO . Oczywiste jest, ze rownowaga rozwazanego uktadu
i=1

bedzie spetniona, jesli zarowno sita R, jak i moment My bedg réwne zeru. Stad

wynikajg dwa geometryczne warunki rownowagi:

R:ipi=o M0=iMm=0 (1.32)
i=1 i=l1

Jesli wektor glowny R ma by¢ rowny zero, to rowniez jego rzuty na dowolne
osie muszg by¢ rowne zero. Wynika z tego, ze sumy rzutow wszystkich sit na
osie x 1 y dowolnego prostokatnego uktadu wspodlrzednych muszg byé rowne
zeru. Z powyzszego otrzymujemy trzy analityczne warunki rownowagi (rowna-
nia rownowagi):

n n

2P, =0 >P, =0 > M, =0 (1.33)
i=1 i=1 i=1
Warunkiem réwnowagi plaskiego dowolnego ukladu sit jest, aby suma
rzutow wszystkich sit na dwie osie dowolne, oby nieréwnolegle byla rowna
zero oraz suma momentow wszystkich sil wzgledem dowolnego punktu byta
takze réwna zero.

Zazwyczaj osie, na ktore wyznaczamy rzuty sit, s3 osiami prostokatnego
uktadu wspohrzednych. Punkt O, wzgledem ktorego przyrownujemy do zera
sume¢ momentow danych sit, nie musi pokrywaé si¢ z poczatkiem przyjetego
uktadu osi. Wéréd wyprowadzonych rownan rownowagi mamy dwa réwnania
rzutow i jedno rownanie momentow. Spetnienie geometrycznych warunkow row-
nowagi mozna zapewni¢ rowniez, kiedy napiszemy trzy réwnania momentéw lub
dwa réwnania rzutow i jedno momentéw. Réwnowazne warunki rownowagi wy-
nikajace z trzech rOwnan momentéw maja postac:

ZMiA =0 ZMiB =0 ZMiC =0 (@)
i=1 i=1 i=1

z zastrzezeniem ze punkty A, B i C nie moga leze¢ na jednej proste;.
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Rownowazne warunki rownowagi wynikajace z jednego roéwnania rzutow
i dwoch rownan momentéw majg postac:
n n n
2B =0 > M, =0 2M;=0 ()
i=1 o1

i=l1

z zastrzezeniem ze 0$ X nie jest prostopadia do odcinka AB.

Przyklad 1.7

Cigzka belke o cigzarze Q i dtugosci | podparto na przegubach — statym
w koncu A belki i przesuwnym w koncu B. Dodatkowo belke obcigzono silg Py
przytozong w odleglosci a od przegubu stalego, ktorej kierunek tworzy kat o
z pionem, oraz sita P, w odlegtosci b od przegubu B, tworzaca kat p z poziomem.
Wyznaczy¢ reakcje podpor.

Rozwiqzanie

yA

Ray Ra
A E — =
f:/ ZA":a P, | Q
- Rys. 1.33 "

Na belke dziatajg nastepujace sity: sita ciezkosci Q przylozona w srodku cigzko-
sci belki, dane sity Py i P, oraz reakcje Rax i Ray w przegubie stalym A
i reakcja Rg w przegubie przesuwnym B.

Po uwolnieniu od wigzéw otrzymalismy do rozwigzania ptaski dowolny
uktad sit, z trzema niewiadomymi zwigzanymi z reakcjami w przegubach. Przyj-
mujac uktad osi wspotrzednych, napiszemy trzy rownania roOwnowagi wynika-
jace z rzutow i momentdéw dziatajacych sit.
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ZPix =R, +Psina—P,cosf=0
> P, =R, —Pcosa-Q-P,sinf+R; =0
ZMiA =-P cosoc‘a—QIE—stinB-(l —a)+ R, =0

Rozwiazujac otrzymany uktad réwnan wzgledem niewiadomych Rax, Ray i1 R,
wyznaczono reakcje podpor:

R, =P,cosp—Pssina

R, =%Q+P](l—%)cosoc+P2?sinB

R, = Pl%cosoch%QJer(l—?)sinﬁ

Przyklad 1.8

Lekka belke o dtugosci 2a utwierdzono w punkcie A, a drugi jej koniec B
zamocowano przegubowo z lekkim tukiem o promieniu a. Luk ten podparto prze-
gubem przesuwnym C i obcigzono parg sit o momencie M, jak pokazano na
rysunku. Wyznaczy¢ catkowita reakcje w miejscu utwierdzenia belki oraz
reakcje w przegubie przesuwnym C, jesli belke obcigzymy stalg sitg P dziatajaca
pod katem o do poziomu.

Rys. 1.34

47



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

Rozwiqzanie

Rozpatrywany uktad jest ptaskim dowolnym uktadem sil, ztozonym z dwu
uktadéw prostych. Wyodrgbnione uktady nalezy uwolni¢ od wigzow. Wiezy
utwierdzenia zastgpujemy reakcja Ra, przyktadajac sktadowe Rax i Ray oraz mo-
mentem utwierdzenia, przykladajac moment pary sit M.

|
‘RAy P ‘RBy
. A
B RBx
M,
Rgy B M
Rgy

Rys. 1.35

Warunki rownowagi dla rozpatrywanych uktadow majg postac:

—uklad I
ZRX =R,, —Pcosa+R, =0
D> P =R, —Psina+R, =0

>'M,, =M, —Psina-a+R;, -2a=0

— uktad II
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Rozwiazujac powyzszy ukilad rownan, otrzymujemy poszukiwane reakcje
w miejscu utwierdzenia A oraz w przegubie C. Mamy wigc:

R,, =Pcosa

: M
R, =Psmoc—?

M, =Pasina-2M

Rozwiazujac ptaski dowolny, ztozony uktad sit, mozna napisac tyle warunkow
rownowagi, ile jest uktadow prostych razy trzy. Jednak nie zawsze do wyznacze-
nia poszukiwanych reakcji potrzebne sa wszystkie warunki rownowagi. Mozna
wigc nabierajagc wprawy pisac tylko takie warunki, z ktérych wyznaczymy intere-
sujgce nas wielkosci. I tak dla rozpatrywanego uktadu reakcje w przegubie B,
ktore nas nie interesuja, mozna potraktowaé jako sity wewnetrzne i rownania
rownowagi napisa¢ dla catego uktadu, dopisujac brakujace rownanie dla uktadu
II jako ré6wnanie momentow wzgledem witasnie punktu B.

Mamy wiec:
ARay P
Ra/ |A /Q< B M
Mu
jC
Re
Rys. 1.36
Dla calego uktadu:

ZPiX =R,, —Pcosa =0
D> P =R, —Psina+R.=0

ZMiA =M, —Psina-a+R.-3a-M=0
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Tylko dla uktadu II:
> M, =R.-a-M=0

Rozwigzujac otrzymany uktad réwnan wzgledem poszukiwanych reakcji, otrzy-
mano identyczny wynik jak w poprzednim rozwigzaniu.

R,, =Pcosa

: M
R,, =Psinoa-—

a
M, =Pasina -2M
M
R.=—
a

1.5.0POR PRZY TOCZENIU

Doswiadczenie wskazuje, ze jesli do krazka ustawionego na poziomej ptasz-
czyznie przytozymy pozioma site P, jak pokazano na rysunku ponizej, to dopoki
sila ta bedzie mniejsza od pewnej granicznej wartosci, krazek pozostanie w spo-
czynku. Dopiero przekroczenie tej granicznej wartosci sity spowoduje toczenie
si¢ krazka.

Zjawisko to pozwala wyjasni¢ roOwnanie momentow napisane wzgledem
punktu A styku krazka z podlozem. Wzgledem tego punktu momenty sity
cigzkosci Q oraz sity tarcia T sa rowne zero, a moment sity P wynosi -Pr. Aby
rownowaga wynikajgca z rownania momentéw wszystkich sit wzgledem punktu
A bytla spetniona, reakcja normalna N musi dawa¢ moment, czyli dziata¢ na pew-
nym ramieniu.

T (]
L 7

Rys. 1.37
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Przesuni¢cie reakcji normalnej N w kierunku toczenia krazka wynika
z odksztalcen, jakich doznaje krazek i podtoze. Styk krazka z podtozem nie jest
punktowy i naciski normalne, ktorych wypadkowa jest sita N rozkladaja si¢
W sposoOb przedstawiony na rysunku. Oznaczajac przez f przesunigcie sity nor-
malnej wzgledem teoretycznego punktu styku krazka z podtozem, rownanie mo-
mentéw wzgledem punktu przecigcia sity stycznej z normalng ma postac:
Qf — Pr = 0. Stad otrzymujemy warunek, ktory musi by¢ spetniony, aby rozpatry-
wany krazek nie zaczal si¢ toczy¢:

p<ql (1.34)
T

Wspotczynnik fnosi nazwe wspodtczynnika oporu przy toczeniu i ma wymiar dhu-

gosci, gdyz jest ramieniem sity nacisku N.

Ze wzoru (1.34) wynika, ze jesli f/r < p, krazek bedzie si¢ toczyt nim nastapi

poslizg, jesli f/r > p, nastapi zjawisko odwrotne. Zazwyczaj f/r jest w analizowanej

szpuli duzo mniejsze od wspolczynnika tarcia p i mamy do czynienia z toczeniem.
Niektore wartosci wspotczynnikow oporu przy toczeniu, podane w cm,

WYnosza:

— krazek drewniany po podtozu z drewna f=0,05-0,06,
— krazek z migkkiej stali po podtozu z migkkiej stali = 0,005,
— krazek drewniany po podtozu ze stali f=0,03-0,04,
— kulka z hartowanej stali po podiozu ze stali f=0,001.

Przyklad 1.9

Szpule o cigzarze G ustawiono na poziomym podtozu. Na szpule nawinigto
ling, a jej koniec przerzucono przez lekki krazek i obcigzono cigzarem Q.
Wyznaczy¢ wielko$¢ tego cigzaru w granicznym potozeniu réwnowagi, jesli
wspotczynnik oporu toczenia szpulki po podtozu wynosi f.

G
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Rozwiqzanie

Analizowang szpule uwalniamy od wigzow. Przyktadamy sit¢ normalng
przesuni¢tg w kierunku toczenia o wielko$¢ oporu toczenia f oraz sile tarcia T,
ktorej wartos¢ zawarta jest w granicach 0 <T <N 1 jest nieznang reakcjg pod-
toza, gdyz w czasie toczenia bez poslizgu sila tarcia nie musi by¢ catkowicie roz-
winig¢ta. Po uwolnieniu od wigzow otrzymano ptaski dowolny uktad sit.

Y

Rys. 1.39

Do wyznaczenia wartosci ciezaru Q w polozeniu rownowagi napisano tylko
jedno réwnanie wynikajgce z sumy momentow wzgledem punktu B:

> My =G-f-Q-(r,+1,)=0
Ostatecznie mamy:

f
L, +1,

Q=G

Wartosé¢ ilorazu wystepujacego w otrzymanym wyniku jest duzo mniejsza od
wspotczynnika tarcia posuwistego p. Tak wiec do przemieszczenia dowolnego
cigzaru po poziomej powierzchni korzystniejsze jest przetoczenie tego cigzaru na
rolkach niz proste jego przesuwanie.

1.6. TARCIE CIEGNA O STALY KRAZEK

Niech staty, chropowaty krazek opasuje ciggno (moze to by¢ lina lub pas),
na koncu ktérego zawieszono cialo o cigzarze G (rys. 1.40a).
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b)

Rys. 1.40

Jaka site¢ P nalezy przylozy¢ do drugiego konca ciggna, aby uklad pozostawat
w réwnowadze.

Gdyby migdzy krazkiem i ciggnem nie bylo tarcia, wiadomo ze sita P réwna
bytaby zawieszonemu cigzarowi G. Wystepujace tarcie w uktadzie zmniejsza
warto$¢ sity P, gdyz powstala sila tarcia pomaga utrzymac ci¢zar G w potozeniu
rownowagi. Roznica migdzy sitami P i G przylozonymi do koncow ciggna
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powoduje, ze elementarne naciski dN oraz elementarne sity tarcia dT s3 zmienne na
catej dlugosci styku ciggna z kragzkiem. Fakt ten powoduje, Ze nie mozemy badac
rownowagi ciegna w catosci, lecz rozwazy¢ rownowage jego elementu
i catkowa¢ wzdhuz dtugosci styku ciggna z krazkiem.

Rozpatrzmy réwnowage sit dziatajacych na element ciggna (rys. 1.40b).
Réwnania rzutoéw sil na osie x iy majg postac:

zPix =—S-cosd7(P+(S+dS)-cosd7(P—dT =0

ZPiX=—S-sindg—(SerS)-sind?(PerN:O (2)
Poniewaz rozpatrujemy rownowage elementu ciggna ograniczonego katem deo,
ktorego wartos¢ dazy do zera, mozemy przyjac:

cosd—(P =1 sind—(p = do (b)
2 2

Wstawiajac powyzsze wartosci do uktadu réwnan (a), otrzymano:
dS—-dT=0
—S~d(p—%dS-d(p+dN:O (c)

Rozwiagzanie uktadu réwnan (¢) ograniczymy do malych pierwszego rzedu
i pominiemy iloczyn dS-d¢ jako matg wielko$¢ wyzszego rzedu. Po uwzgled-
nieniu zwigzku na site tarcia:

dT=u-dN (d)
otrzymano réwnanie o postaci:
dS=pn-S-do (e)

Rozdzielajgc zmienne i catkujac stronami w granicach opasania krazka ciggnem,
otrzymano:

das
S

pn-do ®

U —
O — Q

ostatecznie mamy:

G
In—=p-a
P i (8)
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Zwigzek migdzy sitami G i P nosi nazw¢ wzoru Eulera (1707-1783) i przedsta-

wiany jest w postaci:

G

—=e" 1.35

b (1.35)
gdzie p jest wspotczynnikiem tarcia ciggna o krazek, natomiast o, jest katem opa-

sania krazka przez ciggno.

Przyklad 1.10

Na beben linowy o promieniu r; nawinigto ling i obcigzono ja ci¢zarem Q.
Beben hamulcowy o promieniu r; opasuje tasma hamujgca, ktorej jeden koniec
zamocowano w punkcie A, a drugi obcigzono ci¢zarem G. Wyznaczy¢ wartos¢
cigzaru G w potozeniu rownowagi ukladu, jesli wspolczynnik tarcia taSmy
hamulcowej o beben wynosi (.

Rozwiqzanie

Rozpatrywany uktad przedstawiono na rys. 1.41.
Zgodnie z zasadami statyki analizowany uktad uwolniono od wigzéw. W miejscu
utozyskowania bebnoéw przytozono dwie sktadowe reakcji, natomiast w czgsci
statej tas§my hamulcowej przytozono site w tasmie S.

%A

Rys. 1.41
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S

-

Rys. 1.42

Otrzymany uktad dziatajacych sit (rys. 1.42) jest plaskim dowolnym uktadem,
dla ktorego mozna napisa¢ trzy rownania rownowagi. Poniewaz mamy wyzna-
czy¢ tylko warto$¢ cigzaru G, pomijajac wyznaczenie reakcji w miejscu fozysko-
wania bebnoéw, wykorzystamy warunek rownowagi wynikajacy z rownania mo-
mentéw wszystkich sit wzgledem punktu O.
Mamy wigc:

> M, =S1,-G-,-Q-1r,=0

W otrzymanym réwnaniu niewiadomymi sg sity G 1 S. Ze wzoru Eulera na tarcie
ciggien mamy:

S_

G
Ostatecznie po prostych przeksztatceniach wartos¢ sity G w polozeniu rowno-
wagi Wynosi:
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1.7.PRZESTRZENNY DOWOLNY UKELAD SIL

1.7.1. Moment sily wzgledem punktu w przestrzeni

Niech dziata sita P, przytlozona w pewnym punkcie A. Obierzmy dowolny
punkt O, wzgledem ktorego chcemy wyznaczy¢ jej moment. Potozenie sity P
wzgledem obranego punktu O opiszmy promieniem wektorem r, jak pokazano
na rysunku 1.43.

Moment sily P wzgledem punktu O bedzie to wektor, o wartosci rowne;j ilo-
czynowi wektorowemu promienia wektora r i sity P. Mamy wigc:

i j Kk
M,=rxP=|r, 1, 1,|> (1.36)
P P P

gdzie i, j, k sa wersorami osi x, y i z, natomiast 1y, ty, 1, oraz Py, Py, P, s3 sktado-
wymi, odpowiednio promienia wektora r i sity P w przyjetym uktadzie osi.

V<

Rys. 1.43

Sktadowe wektora momentu My wyrazone poprzez odpowiednie sktadowe
promienia wektora i sity wynosza:
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M,, =P, —Pr,
My, =Pr, -Pr, (1.37)
M,, =Pr1, —-Pr,

1.7.2. Moment sily wzgledem osi

Miarg dziatania obrotowego sity wzgledem osi jest wielko$¢, ktora nosi
nazwe¢ momentu silty wzgledem osi.
Momentem sily P wzgledem osi z nazywamy wektor lezacy na tej osi,
o wartoSci liczbowej réwnej rzutowi momentu tejze sily wyznaczonemu
wzgledem dowolnego punktu osi na te oS.

B

Z‘ P

Yo wﬁ/ g
W

O

Rys. 1.44

Z definicji wynika, Zze moment sity wzgledem osi ma warto$¢ stalg, niezalezng od
wyboru potozenia punktu na osi wzglgdem ktoérego wyznaczony moment rzutu-
jemy na o$. Udowodnijmy stusznos¢ tego wniosku.
Niech bedzie sita P i 0§ z, na ktorej przyjeto punkty O i Oy (rys. 1.45).
Momenty tej sity wzgledem punktow O i O, odpowiednio wynoszg:
M, =rxP (a)
oraz
M, =r, xP=(0,0+r)xP=0,0xP+rxP
M, =0,0xP+M, (b)
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Rys. 1.45

Pomnoézmy skalarnie otrzymane wyrazenie (b) przez wersor i osi z. Otrzymano:
Mol-iz(OleP)~i+M0~i (©)

Wektor okreslony iloczynem wektorowym promienia Q0 1 sity P, stojacy po
prawej stronie rownania (c) jest z wlasnosci iloczynu wektorowego, prostopadty
do wektorow sktadowych. Tak wigc iloczyn skalarny tego wektora oraz wersora
i 0si z jest rowny zero.
Rozpisujac pozostate iloczyny skalarne 1 pamigtajgc, ze warto$¢ wersora wynosi 1,
mamy:

M, -cosa, =M, -cosa (d)

Otrzymane roéwnanie potwierdza stuszno$¢ definicji, ze rzut momentu sity wzgle-
dem dowolnego punktu osi na t¢ 0s jest staty.

Warto$ci momentu sity wzglgdem osi prostopadtych wynikaja bezposrednio
z roéwnan (1.37) wyrazajacych sktadowe momentu sity wzgledem punktu O jako
poczatku uktadu osi wspotrzednych. Mamy ostatecznie:

M =Py-Pz
M, =Pz-Px (e)
M,=Px-Py
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1.7.3. Twierdzenia o parach sil dzialajacych w przestrzeni

Pary sil dziatajace w plaszczyznach rownoleglych

Zachowujac niezmieniony moment, par¢ sit mozna przenosi¢ do dowolnej
ptaszczyzny rownoleglej do jej plaszczyzny dziatania.

c 'd

- D

[T, /i
R

- E
V/
P, \/P1
C
' #P

I:’I1 Pr1

I,

Rys. 1.46

Niech na ciato sztywne dziata para sit P i P’ =-P w plaszczyznie m,

przytozonych do punktéw A i B tego ciata. Obierzmy dowolng ptaszczyzng m, row-
nolegla do ptaszczyzny m; i w punktach C i D tej plaszczyzny przytozmy uktady
zerowe sit Py i Py’. Uklady zerowe spetniajg zaleznos¢ Py = -P;” = P. Punkty C
i D w obranej ptaszczyznie wyznaczono tak, aby odcinki AB i CD byly rowne
i do siebie rownolegle.
Sity P i P, =P przylozone odpowiednio w punktach B i C, jako dwie réwnolegle
i rowne, mozemy zastapi¢ wypadkowa R = P + P,= 2P przylozong w punkcie E.
Podobnie sity P’ i Py’ przylozone do punktéw A i D zastapimy wypadkowa
R’ =P’+P,’ =-2P = -R, przytozong rowniez do punktu E. Sity R i R’ jako rowne
tworzg uklad zerowy i pozostaja jedynie dwie sity P; i P, tworzace pare sil,
o plaszczyznie dziatania m,. Poniewaz z zatozenia P; = P i odcinek AB = CD,
moment otrzymanej pary sit jest taki sam jak pary sit P i P’. A wigc postawione
na poczatku twierdzenie zostato udowodnione.
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Dodawanie par sit dzialajacych w réznych ptaszczyznach

Dwie pary sit przytozone do ciata sztywnego i dziatajace w ptaszczyznach

przecinajacych si¢ sa rownowazne jednej parze o0 momencie rOwnym sumie geo-
metrycznej momentoéw tych par.
Przyt6zmy do ciata sztywnego parg sit Py i Py’ dzialajaca w plaszczyznie m
o momencie M, oraz parg sit P, i Py’ dziatajacg w ptaszczyznie m, o momencie
M. Obie pary sit zamienmy na im réwnowazne, aby ich rami¢ wynosito r, jak
pokazano na rysunku 1.47.

Przytozone sity Py i P, w punkcie A oraz sily Py’ i P> w punkcie B zasta-

piono wypadkowymi odpowiednio:
P=P +P,
Co (a)
P =P +P,
Zgodnie z definicja momentu sity wzgledem punktu B i momentem pary sit mo-
zemy zapisac:
M=rxP=rx(P, +P,)=rxP, +rxP, (b)

1 ostatecznie:

M=M;+M, (138)
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Moment wypadkowy rowny jest sumie geometrycznej momentéw par sktado-
wych, a wigc sformutowane na wstepie twierdzenie jest prawdziwe.

1.7.4. Redukcja przestrzennego dowolnego ukladu sit
do danego punktu

Przyt6zmy do punktow Ai, A,,..., A, ciata sztywnego, uktad sit Py, P»,..., Py,
ktore sa dowolnie skierowane w przestrzeni. Nastgpnie do obranego punktu O,
srodka redukcji, przyt6zmy uktady zerowe tych sit, jak pokazano na rysunku 1.48.
Po przylozeniu uktadow zerowych otrzymano uktad sit, w ktorym mozna wyod-
rgbni¢ przestrzenny uktad sit zbieznych Py, P»,..., P, przylozonych do punktu O
oraz n par sit My, Ma,..., Mno, Wyrazajacych momenty poszczegolnych sit
wzgledem punktu O.

Py P,
\;‘
M
M,, sz rF-‘1 I3 P,
P, " y
M., 7ONX P, -
p, P
X
Rys. 1.48

Uktad sil zbieznych przylozonych w punkcie O zastagpi¢c mozna jedna sita
wypadkowg R rowng sumie geometrycznej wszystkich sit, natomiast pary sit
rownowaznym momentem pary My, 0 momencie rOwnym sumie geometrycznej
— momentdéw wszystkich par. Otrzymano wigc:

R=P +P,+...+P => P (1.39)
i=1
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M, =M, + M, +..+ M => M, (1.40)

i=1

Dowolny przestrzenny uklad sil dzialajacy na cialo sztywne zastapi¢
mozemy jedna sila R przylozona w dowolnie wybranym srodku redukcji O,
bedaca suma geometryczna wszystkich sil, oraz momentem pary My, réw-
nym sumie geometrycznej momentow wszystkich sil wzgledem srodka O.

Otrzymang w wyniku redukcji wypadkowa R nazywamy wektorem gtow-
nym uktadu, za§ moment My momentem gtéwnym wzgledem przyjetego srodka
redukcji O.

Znajac sktadowe sil przytozonych do ciata sztywnego w prostokgtnym ukta-
dzie wspotrzednych, mozemy wyznaczy¢ sktadowe wektora gtéwnego R, korzy-
stajac z twierdzenia o rzucie sity wypadkowej i jej sktadowych na dowolng os.
Otrzymujemy:

szzpix Ryzzpiy RZZZPiz (141)

Rowniez skladowe momentu gltownego wzgledem osi uktadu, ktérego
poczatek jest w srodku redukcji O, rowne sa sumom odpowiednich sktadowych
momentow dzialajacych sit wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Na pod-
stawie twierdzenia o rzucie momentu sity wzgledem punktu lezacego na osi, na
te 08, sktadowe momentu glownego rowne sg sumie momentoéw danych sit wzgle-
dem odpowiednich osi. Tak wigc mamy:

n n

M, =M, M, =3 M, M, =DM, (142
i=1

i=1 i=1

1.7.5. Warunki rownowagi przestrzennego dowolnego
ukladu sit

W wyniku redukcji przestrzennego dowolnego uktadu sit do danego punktu
otrzymaliS$my wektor gtéwny R oraz moment gtéwny My. Tak wigc aby prze-
strzenny dowolny uktad sit pozostawat w rownowadze, zarowno wektor gtowny
R, jak i moment gtowny My musza by¢ rowne zero.

Zn:Pn =0 Zn:MiO =0 (1.43)
i=1 i=1
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Z tych dwu warunkow geometrycznych otrzymujemy odpowiadajace im warunki
analityczne w postaci rownan rownowagi:

;RXZO ;Ryzo ;Pizzo

(1.44)

iMix =0 iMiy =0 M, =0
i=1 i=1 i=1

Otrzymalismy sze$¢ rOwnan rownowagi — trzy wynikajace z sumy rzutéw sit na
osie uktadu wspotrzednych oraz trzy wynikajace z sumy momentow wszystkich
sit wzgledem tych osi.

Warunkiem réwnowagi przestrzennego dowolnego ukladu sit jest, aby
suma rzutéw wszystkich sil na trzy osie dowolne, oby nieréwnolegle
i nielezace w jednej plaszczyznie, byla rowna zero oraz suma momentéow
wzgledem tych osi byla réwniez réwna zero.

1.7.6. Niezmienniki przestrzennego ukladu sit
Skretnik, o$ centralna

W wyniku redukcji przestrzennego dowolnego uktadu sit do danego punktu,
otrzymano uktad zlozony z wektora gldéwnego R, jako sumy geometrycznej
wszystkich sit, oraz momentu gtéwnego My jako sumy geometrycznej momen-
tow wszystkich sit wzgledem srodka redukeji O (1.39) i (1.40).

Wektor gléwny ukladu nie zalezy od wyboru bieguna (srodka redukcji),
ponie-waz wyznaczenie jego polega na obliczeniu sumy geometrycznej sil
tworza-cych uklad. Moment gléwny natomiast zmienia swa wartos¢ wraz ze
zmiang wyboru bieguna.

Jesli moment gléwny wzgledem bieguna O wynosi MO, wyznaczmy wiec
moment gléwny wzgledem innego dowolnego bieguna O1. Zgodnie z rys. 1.49
mamy:

M, =M, +rxR (a)
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Rys. 1.49

Wektor bedacy iloczynem wektorowym promienia wektora r i wektora gtownego
R oznaczono M, (R) i zgodnie z definicja jest on prostopadly do wektora

R. Mamy wigc:
M, =M, +M, (R) (b)

Pomnoézmy skalarnie powyzsze réwnanie przez wektor jednostkowy k wektora
glownego R. Mamy:
M, k=M, -k (c)

gdyz M, (R) -k =0 z uwagi na prostopadto$¢ wektoréw sktadowych.

Ostatecznie otrzymujemy zalezno$¢ dotyczacg iloczynu skalarnego momentu
glownego i wektora gldéwnego:

M, R=M, R (1.45)

Podsumowujgc mozna stwierdzi¢, ze wektor gléwny oraz iloczyn skalarny
wektora momentu glownego i wektora gléwnego sq niezmiennikami prze-
strzennego dowolnego ukladu sil.
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Ze zmiang wyboru bieguna zmienia si¢ moment gtdowny rozpatrywanego
uktadu. Wyznaczmy taki punkt C przestrzeni dziatania uktadu sit, wzgledem kto-
rego moment wektora gtownego R rownowazy si¢ ze sktadowa momentu
glownego M, o kierunku prostopadtym do wektora gtéwnego (rys. 1.50).

R Mo Mo Mo

My . X C(xy2)

WY/4 l

0\, MR

Rys. 1.50
Zgodnie z rysunkiem skladowe momentu glownego wzgledem punktu O wynosza:
M, =M, -cosa M, =M, -sina (d)

Wprowadzajac wersory na kierunku wektora glownego k; i kierunku prostopa-
dtym k,, moment gtéwny wzgledem punktu C wynosi:

M. =k, -M, +k, -M, +M_(R) (e)
gdzie: M (R)=rxR

Poniewaz z zalozenia punkt C wybrano taki, ze k,-M,=-M(R),
w punkcie C otrzymano uktad ztozony z wektora gtéwnego R oraz sktadowej M,

momentu gtdéwnego wzgledem bieguna O. Uktad ten zlozony z dwu wektorow
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lezacych na jednej prostej nazywamy skretnikiem, a prostg t¢ — osia centralng.
Tak wigc moment gtowny wzglgdem punktu (bieguna) C lezy na osi centralnej
1 ma wartos$¢:

M. =k, -M, ®

Znajac wektor gtéwny R oraz wektor momentu gtownego Mo wzgledem bieguna
O, mozna wyznaczy¢ rownanie osi centralnej w ukladzie osi wspotrzednych
zwigzanych z tym biegunem (rys. 1.50). Lezacy na osi centralnej moment gtowny
wzgledem bieguna C ma warto$¢:

i j k
M.=M,+rxR=M +|x -y -z (2)
R, R, R,

Sktadowe tego momentu wynosza:
M., =M, -R,-y+R -z

M, =M, -R -z+R, -x (h)

Cy:

Mg, =M, -R -x+R -y

Poniewaz w punkcie C wektor gtowny R i wektor momentu gtownego Mo leza
na osi centralnej, sktadowe tych wektorow musza by¢ odpowiednio proporcjo-
nalne. Mamy wiec:

My, -R,-y+R -z M, -R -z+R,-x M, -R -x+R -y (1.46)
R - R - R '

X y z

Jest to rownanie prostej | w przestrzeni, przechodzacej przez punkt C o wspot-
rzednych x, y, z, ktora jest osig centralng rozpatrywanego uktadu sit.

Przyklad 1.11

Ciezka plyte o cigzarze Q i grubosci g, w ksztalcie trojkata prostokatnego,
podparto na szesciu lekkich pretach, jak pokazano na rysunku. Wyznaczy¢ sity
w pretach, jesli wzdtuz gornej krawedzi b plyty dziata sita P.
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Rozwiqzanie

Rys. 1.51

Sity w pretach oznaczono Sy,..., Se¢. Zgodnie z zasadg uwalniania od wigzow
sity te dzialajg wzdhuz osi pretow i moga by¢ przytozone dowolnie co do zwrotu.
Po przylozeniu sity czynnej P oraz sit w pretach S; (przy zatozeniu, ze wszystkie
prety sa rozciggane), otrzymano przestrzenny dowolny uktad sit, ktory musi spet-
nia¢ rownania rownowagi w przyjetym uktadzie osi xyz. Do napisania rownan
roéwnowagi wprowadzono pomocniczo kat ¢, jaki tworzy przyprostokatna, przez
ktora poprowadzono oS x, z przeciwprostokatng rozpatrywanej ptyty. Réwnania
roéwnowagi maja postac:

ZRX =-S,cosacos@+S, cosy=0
ZRy =S, cosasing—S,cosp+P=0
D> P, =-S,-S,sina.—S, - S, sinp—S; =S siny—Q=0

ix

M, = P-g—Q%—S3-b—S4sinB-b=0

ZMiy =Q%+Sl-a+stina-a=0

Z:MiZ =S, cosasing-a=0
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Po rozwigzaniu powyzszego ukladu sze$ciu réwnan wyznaczono wartosci sit
w pretach podpierajacych plyte:

s:--
Q S, =p—

S, =S, =0 cosB

__ g| 1
S, = P(therj 3Q

Znak minus oznacza ze pret jest Sciskany.

s,=p2 ——Q

Przyklad 1.12

Cigzka plyte o cigzarze Q w ksztalcie trojkata prostokatnego o przyprosto-
katnych a i b oraz grubosci g zamocowano w tozysku poprzeczno-wzdhuznym A
i fozysku poprzecznym B. W polozeniu poziomym ptyta jest utrzymywana lekka
ling CD lezaca w ptaszczyznie pionowej przechodzacej przez przyprostokatng b
i tworzaca kat a z pionem. Wyznaczy¢ reakcje w tozyskach A i B oraz sit¢ w linie
CD, jesli ptyte obcigzymy sitami Py, P, i P3 oraz momentem pary sit M dziataja-
cym w plaszczyznie pionowej przechodzacej przez przeciwprostokatng ptyty, jak
zaznaczono na rys. 1.52.

Rys. 1.52

Rozwiqzanie

Rozwazang ptyte uwolniono od wigzow. Usuni¢to myslowo tozysko po-
przeczno-wzdtuzne i zastapiono je reakcja Ra, przyktadajac trzy jej sktadowe, ale
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tak, aby jedna skladowa dziatala wzdluz osi tozyska, a dwie pozostate lezaly w
ptaszczyznie prostopadtej do tej osi. Nastepnie uwolniono od wigzow tozysko
poprzeczne, przyktadajagc dwie sktadowe reakcji Rp, lezace w plaszczyznie
prostopadtej do osi tego tozyska. Usunieto myslowo ling i zastgpiono jej dziatanie
sitg przytozong wzdhuz jej kierunku.

Tak uwolniong od wigzoéw ptyte obciazono sitami czynnymi Py, P» i P3 oraz mo-
mentem pary sit M i po przyjeciu uktadu osi wspotrzednych wyznaczono warunki
roOwnowagi.

Rys. 1.53

Warunki réwnowagi wynikajace z rzutdéw wszystkich sil na osie przyjetego
uktadu maja postac:

ZPiX =R, +P cosp=0
> P =R, +R; —S-sina—P sinf+P, =0
ZPiZ =R,, +R;, -Q+S-cosa—P,=0

Réwnania momentow wszystkich sit wzgledem osi przyjetego uktadu majg wartosé:

ZMiX =S-cosoc-b—Q-§+P3-g—Pz-b—P1 -sinfB-g+M-sinf3=0

a
ZMiy =Q-§—P1~cosB~g—RAZ~a+M-cos[3=O

ZMiZ:RAy-a—Pl-cosB-bzo
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Zaleznosci trygonometryczne wynosza:
b a

—_ cosP=—
\ja2+b2 «/az+b2

Rozwiazujac otrzymany uktad réwnan wzgledem poszukiwanych reakcji
w tozyskach i sity w linie, mamy:

sinf =

a
T
b
AN
R, o8 w1

~Q-P
3 "Ja? b Va’ +b’

1.8. SRODKI CIEZKOSCI

Szczegdlnym przypadkiem sit rownoleglych sa sity cigzkosci, czyli sily
przyciagania ziemskiego. Sily te, cho¢ sa zbiezne do $rodka ziemi, mozna po-
traktowac jako rownolegle, poniewaz wymiary rozpatrywanych ciat w prak-
tyce inzynierskiej sa bardzo male w porownaniu z promieniem kuli ziemskie;.

Srodek ciezkosci jest to punkt, w ktorym przylozona jest catkowita sita
cigzkoscli ciala, niezaleznie od jego potozenia.
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Rys. 1.54

Zwiazmy z rozpatrywanym ciatem prostokatny uktad osi wspotrzednych
i pozw6lmy temu cialu na dowolne przemieszczenie w przestrzeni. Okaze si¢, ze
sita cigzkos$ci przytozona do tego ciata bgdzie zmieniata swoj kierunek wzgledem
uktadu osi zwigzanego z tym ciatem, jednak wspotrzedne punktu jej przytozenia
pozostang niezmienne. Ta wlasnos¢ sity cigzko$ci oznacza, Ze jej linia dziatania
przechodzi zawsze przez ten sam punkt, ktory nazywa si¢ srodek cigzko$ci i ozna-
czony zostat literg C.

W dowolnym punkcie ciata, ktorego wspotrzedne sg xi, yi, zi jak przedsta-
wiono na rysunku, wytnijmy element o objgtosci Vi. Cigzar jednostki objetosci,
czyli cigzar wlasciwy oznaczmy przez vyi. Cigzar wycigtego elementu wynosi:

Gi=vVi (1.47)

Korzystajac z twierdzenia o momencie sily wypadkowej wzgledem osi y i x,
mamy:

n

Gx, = Zn:GiXi = Zyivixi
i=1

i=1

Gy, =Y Gy, =2 1. Viy, (1.48)
i=1 i=1

poniewaz ci¢zar rozpatrywanego ciala G = Z:yi\/i , Wyrazenia na wspéirzgdne
i=1
srodka cigzkos$ci maja postac:
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Zv
ZYV

(1.49)

ZYiYiVi
Y=

PRAY
i=1

Wspotrzedng z. wyznaczymy dla ciata obroconego razem z ukladem osi
wspotrzednych o kat prosty wzgledem osi y. Sity ciezkos$ci zmienig kierunek
i beda réwnolegte do osi x, ale ich punkty przylozenia pozostang niezmienione.
Piszac rownanie wynikajace z twierdzenia o momencie sity wypadkowej wzgle-
dem osi y, mamy:

Gz, =i:Gizi =i:yi\/izi (1.50)
i=l1 i=l1

Po przeksztalceniu powyzszego rownania i podstawieniu zaleznos$ci opisujacej
cigzar rozpatrywanego ciata mamy:

Zn:YiZi\]i

z, =1 —— (1.51)

PRA
i=1

Otrzymane wyrazenia na wspohrzedne srodka ciezkos$ci ciata materialnego sa
wzorami przyblizonymi, cho¢ czesto uzywanymi w zagadnieniach technicznych.
Aby otrzymac¢ wzory doktadne, nalezy z podzialem na elementarne objetosci przejsé
do granicy 1 przyja¢ nieskonczong ich liczb¢ o wymiarach dazacych do zera. Wyste-
pujace w powyzszych wzorach sumy zostang zmienione w catki, z sumowaniem po
calej objetosci. Ostatecznie dla ciata jednorodnego otrzymujemy:

j xdV j xdV j ydV j ydV [zav  [zav
J.dV_T Ve J'dv T ZC:VIWZVV

73



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

1.8.1. Srodki ciezkosci powierzchni

Rozpatrzmy powtloke, ktorej grubosé wynosi f'i jest bardzo mata w odniesie-
niu do innych wymiaréw. Ci¢zar rozpatrywanego elementu o polu powierzchni
Fi wynosi (rys. 1.55):

Gi=vi Vi=7i fF; (1.53)

Po podstawieniu elementarnego ci¢zaru (1.53) do wyrazen (1.49) i (1.51)

i uproszczeniu przez cigzar wlasciwy otrzymano wzory okreslajace potozenie
srodka cigezkosci powierzchni jednorodnych:

Zn:XiFi Zn:yiFi Zn:ZiFi
_ o _ i _ i

X, =" Ye =" z, =L (1.54)
2F 2F 2F
i=1 i=1 i=1
X X
- 0 -
y
Ye F
X
c +C

Yy VG
Rys. 1.55 Rys. 1.56

Po przejsciu do granicy podzialu na elementarne powierzchnie otrzymujemy
catki powierzchniowe o postaci:

[xdF  [xdF [ydF  [ydF
_F _EFE — F — F
X°_'de ~F Ye de F
F F
IzdF IzdF (1.53)
7 = F — F
¢ de F
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Dla figury plaskiej z.= 0, a pozostate dwie wspotrzedne zgodnie z powyz-
SZymi wzorami wynosza:

[xdF  [xdF [ydF  [ydF
Xc:F :F— yczF =F (156)
F F
! dF l dF

Wystepujace w licznikach catki s3 momentami statycznymi figury ptaskiej
wzgledem osi y i X.

1.8.2. Srodki ciezkosci linii

Podobnie jak dla powierzchni, elementarny cig¢zar jednorodnej linii o statej
grubosci s 1 dlugosci I; wynosi:

Gi=vi Vi=vyisl (1.57)
0

Rys. 1.57

Po podstawieniu elementarnego ci¢zaru linii (1.57) do wyrazen (1.49)
i (1.51) oraz uproszczeniu przez ci¢zar wlasciwy, otrzymano wzory okreslajace
potozenie srodka cigzkosci jednorodnej linii:

ixili i}Iili zzili
=—i=1n y, =2 7 =42 (1.58)
2L
o1

! 3!
i=1 i

Po przejsciu do granicy podzialu na elementarne dlugosci dl otrzymujemy
calki rozciagnigte na cala dlugos¢ linii i srodek cigzkosci okreslajg zaleznosci:

X

C
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[xdl [xdi [yd [ya
-1  _1r -1  _1r
X°_jc11 1 Ve [
1 1
[zl [z (1:59)
7z =41 -1
¢ jdl ]
1

1.8.3. Srodki ciezkosci niektérych linii, powierzchni i bryt
Srodek ciezkosci tuku kota

Znalezienie srodka cigzkosci linii jako tuku kota AB o promieniu r, ograni-
czonego katem 20, przeprowadzono w prostokgtnym uktadzie osi wspotrzednych
o poczatku w $rodku kota O i osi x jako osi symetrii tego tuku. Srodek ciezkosci
huku C bedzie lezat na tej osi.

yA

A
"/ /do dl
0 o ¢ 4 X
L b
o
B
Rys. 1.58

Zgodnie ze wzorem (1.59) mozemy napisac:

[ xal

X, =1—

¢ I

76



CZESC 1. Statyka

Dla rozpatrywanego tuku mamy: | =2 r o, dl =rde, x=rcosp. Wstawiajac
te wartosci do powyzszego wzoru, otrzymujemy:

+a

rj cos @d . o
“u PP r|sm a|—a rsino

¢ 20 20 o

(1.60)

Dla tuku poétkola, czyli dla o = g wspotrzedna srodka cigzko$ci wynosi

Srodek cigzkosci powierzchni tréjkata

W celu znalezienia $rodka cigzko$ci trojkata DEF podzielmy jego po-
wierzchnie¢ na paski rownolegle do DE, jak pokazano narys. 1.59. Przy zatozeniu,
ze szeroko$¢ otrzymanych paskow dazy do zera, mozemy je traktowac jako od-
cinki. Srodek ciezkosci odcinka lezy w potowie jego dtugosci, a wiec srodki ciez-
kosci elementarnych paskdw, na ktore podzielono powierzchnig trojkata, lezg na
srodkowej FC;.

W podobny sposdb podzielmy powierzchnig trojkata na paski rownolegle do
EF i DF. Otrzymamy srodkowe DC, i EC3, ktore przecinajg si¢ z srodkowa FC,
w punkcie C. Jak wiadomo, srodkowe tréjkata dzielg si¢ w stosunku 2 : 1, tak

m@0c=§cm

=
-

Z przeprowadzonej konstrukcji znajdowania srodka ciezkosci powierzchni trdj-
kata wynika, ze §rodek ten lezy w punkcie przecigcia sig trzech srodkowych, czyli

77



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

w odlegtosci odpowiadajacej jednej trzeciej wysokosci od podstawy. Oznaczajac
przez y. potozenie srodka cigzkosci od podstawy DE, mamy:

1

Ye =§h (1.61)

gdzie h jest wysokoscia trojkata.
Srodek ciezkosci powierzchni wycinka kola

Podzielmy powierzchni¢ wycinka kota OAB na elementarne rowne wycinki.
Przy zwigkszaniu liczby elementarnych wycinkow do nieskonczonosci mozemy
je potraktowac jako trojkaty o wysokosciach rownych promieniowi r.

Srodek ciezkosci rozpatrywanej powierzchni wycinka kota pokrywa sie
ze $rodkiem cigzkosci tuku kota A B, wyznaczonego przez srodki cigzkosci ele-
mentarnych trojkatow.

Rys. 1.60

Promien tego tuku wynosi %r 1 po podstawieniu do wzoru (1.60) w miejsce

promienia r, wartosci 3 r otrzymujemy wspotrzedna potozenia srodka ciezkosci

C wycinka kota. Wspoéhrzgdna ta mierzona jest wzdluz osi symetrii wycinka
1 Wynosi:
2 sina

==r
Ye 3«

(1.62)

Dla pétkola, czyli dla o :g srodek cigzkosci lezy w odlegtosci y_ = ;L_r .
T
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Srodek ciezkosci czaszy kulistej

Niech bedzie dana czasza kulista o promieniu r, jak przedstawiono na rys. 1.61.
W dowolnym miejscu czaszy poprowadzmy dwie rownolegle ptaszczyzny pro-
stopadte do jej osi, ktorych odlegtos¢ wynosi Ah.

YA

Nz
5
5

Yo
r 20 X
F !
O
Rys. 1.61
Powierzchnia pierScienia powstalego z tego przecigcia wynosi:
: Ah .
AF=As-2-m-r-sinp=——-2-m-r-singp=2-1-r-Ah (1.63)

sin @

Z otrzymanej zalezno$ci wynika, ze elementarne pole powierzchni pierscienia
powstatego z przecigcia plaszczyznami nie zalezy od miejsca jego potozenia
oznaczonego katem ¢. Czyli kazdy pierscien o wysokosci Ah ma t¢ samg masg,
bez wzgledu na odlegto$¢ od srodka geometrycznego czaszy kulistej. Dzielac
wigc czasze¢ na pierScienie o statej wysokosci Ah, otrzymujemy zbiér punktow
0 tej samej masie roztozonych na odcinku réwnym wyniostosci czaszy, tak
wiec $rodek ciezkosci rozpatrywanej czaszy lezy w potowie jej wyniostosci.
Mamy ostatecznie:

-r-(1+cosoc) (1.64)

| =

1
Y. =r-cosa+5(r—r-cosa):

Srodek ciezkosci stozka

Rozpatrzmy stozek o promieniu podstawy r i wysokosci h, jak przedstawiono
narys. 1.62.
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Az

dm

Rys. 1.62

Srodek ciezkosci stozka bedzie lezat na osi obrotu, gdyz jest ona réwniez
osig symetrii. Nalezy wiec wyznaczy¢ jedynie wspotrzgdng z.. Zgodnie z zalez-
nosciami (1.52) wyprowadzonymi dla ciata jednorodnego o znanym ci¢zarze
wiasciwym mamy:

j z-dV

z, =~ v (a)

Podzielmy caly stozek na elementarne objgtosci w postaci krazkow o grubosci dz
i zmiennym promieniu p, jak na rys. 1.62.
Elementarna obj¢tos¢ wynosi:

dV=n-p’>-dz (b)
Z rys. 1.62 zaleznos¢ miedzy promieniem krazka p i wspotrzedna jego polozenia
Z Wynosi:

r p
- c
h h-z ©

Po wyznaczeniu promienia p z zaleznosci (c¢) i wstawieniu do (b) otrzymano ele-
mentarng objetos¢ stozka w funkcji zmiennej z. Mamy:
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dV=n-[%] dz d)

Wstawiajac (d) do wyrazenia (a), wyznaczono potozenie §rodka cigzkosci stozka:

]1‘£(r2h2z—2-h-r2z2 + r2z3)-dz
0

h2
z, = 1 (e)
Z.x-r*-h
3
i ostatecznie po scatkowaniu:
z —l-h (1.65)
c 4 :

Otrzymany wynik dotyczy rowniez ostrostupa o dowolnym ksztalcie podstawy.

Srodek cigzkosci wycinka kuli

Srodek ciezko$ci wycinka kuli wyznaczono dla wycinka przedstawionego na
rys. 1.63. Jest to wycinek kuli o promieniu r i kacie ograniczajacym jego wyciecie
2o (patrz rysunek). Podzielmy rozwazany wycinek kuli na ostrostupy o dowol-
nym ksztatcie podstawy i wierzchotku w srodku kuli.

Srodki cigzkosci tak wyodrebnionych bryt leza w odleglosci iwysokos’ci

‘Z

Ye

N
=]
FNA)
-

'*(

Rys. 1.63
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od podstawy, czyli utworza powierzchni¢ kulista o promieniu %r.

Srodek cigzkosci otrzymanej czaszy kulistej wyznacza §rodek ciezkosci
wycinka kuli 1 zgodnie z zaleznos$cig (1.61) mamy:

C

v/ =§-r-(1+cosa) (1.66)

1.8.4. Twierdzenia Pappusa-Guldina

Twierdzenia te pozwalaja na wyznaczenie pola powierzchni i objetosci bryt
obrotowych.

Twierdzenie I

Powierzchnia powstata przez obrot linii ptaskiej dookota statej osi, lezacej
w plaszczyznie tej linii i nieprzecinajacej jej, rowna jest iloczynowi dtugosci tej

.....

yi |

|
1
>

Rys. 1.64

Zgodnie z rysunkiem 1.64, elementarna powierzchnia powstata w wyniku obrotu
elementarnej dtugosci linii dl wynosi: dF=2-m-x-dl
Calkujac otrzymane wyrazenie na catg dtugos¢ linii, mamy:

F=2'n'jx-dl (a)

1
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Korzystajac z pierwszej zalezno$ci (1.59), mamy: x_-1= jx-dl. Po wstawieniu
1
do wyrazenia (a) otrzymano ostatecznie:

F=2-m-x_-1 (1.67)

Przyklad 1.13

Wykorzystujac twierdzenie Pappusa-Guldina, wyznaczy¢ wyrazenie na
powierzchnie kuli.

Rozwiqzanie

Powierzchni¢ kuli otrzymano obracajac pétokrag o promieniu r dookota osi
pionowej (rys. 1.65).

zA

Rys. 1.65

Dla pétokregu potozenie Srodka cigzkos$ci wynosi x, = 2 Ostatecznie mamy:
T

F=2'7I-XC-1=2-7‘E-2'TC'I'=4'TC'1”2
T

Powierzchnia kuli wynosi F=4-7-1°

Twierdzenie 11

Objetosc bryly powstalej przez obroét figury ptaskiej dookota stalej osi, lezg-
cej w plaszczyznie tej figury i nieprzecinajacej jej, rowna jest iloczynowi pola
powierzchni tej figury i drogi jaka zakresli jej srodek cigzkosci.

&3



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

Zgodnie z rysunkiem 1.66, elementarna objetos¢ powstata w wyniku obrotu ele-
mentarnej powierzchni figury dF wynosi: dV=2-n-x-dF.
Calkujac otrzymane wyrazenie na calg powierzchni¢ figury, mamy:

V=2.x[x-dF (b)

v

Rys. 1.66

Korzystajac z pierwszej zaleznosci (1.55), mamy: x_ -F= Ix -dF.
\Y
Po wstawieniu do wyrazenia (b) otrzymano ostatecznie:

V=2-n-x -F (1.68)

Przyklad 1.14

Wykorzystujac twierdzenie Pappusa-Guldina, wyznaczy¢ wyrazenie na
objetosc¢ kuli.

Rozwiqzanie

Objetos¢ kuli otrzymamy, obracajac potkole o promieniu r dookota osi pio-

nowej. Dla potkola polozenie Srodka cigzkosci wynosi x_ = ;L_r
‘T
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Rys. 1.67

Ostatecznie mamy:

V:2-n-xc-F=2-n-£-
3-m

'TC'T3

Objetos¢ kuli wynosi: V=

w |~
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2.1. KINEMATYKA PUNKTU

Ruchem punktu (ciala) nazywamy zmiang jego potozenia w czasie wzgle-
dem innego stalego ciala, z ktérym zwigzany jest uktad odniesienia. W badaniu
ruchu uktadéw mechanicznych, jako cialo nieruchome przyjmuje si¢ Ziemig.
Jednak gdybysmy chcieli rozwaza¢ ruch kuli ziemskiej, to uklad odniesienia
nalezatoby zwigza¢ ze Stoficem.

Z definicji ruchu punktu wynika, ze bardzo wazng role¢ w analizie jego ruchu
odgrywa cialo, z ktorym zwigzemy uktad odniesienia. Zazwyczaj jest to prosto-
katny uktad osi wspotrzednych, ktory nazywamy krotko ukladem odniesienia.

2.1.1. Ruch punktu w opisie analitycznym

Potozenie poruszajacego si¢ punktu w przestrzeni mozemy opisac trzema
wspotrzednymi, odniesionymi do osi prostokatnego uktadu wspotrzednych Oxyz.
zA

B/'___‘\

-

Uktad osi begdzie jednocze$nie uktadem odniesienia dla poruszajacego si¢ punktu.
Gdy punkt B porusza si¢, wspotrzedne x, y i z tego punktu ulegaja zmianie, czyli
sa funkcjami czasu. Mamy wowczas:

Rys. 2.1
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x=f,(1) y=£,(t) z=1,(1) @.1)

Tak zapisane wspohrzedne, jako funkcje czasu, nosza nazw¢ réwnan ruchu
punktu. Gdy znane sg te funkcje czasu, mozemy dla dowolnej chwili wyznaczy¢
warto$ci wspotrzednych punktu B, czyli okresli¢ jego potozenie w danej chwili.
Migjsce geometryczne chwilowych jego potozen nazywamy torem punktu.
Roéwnania ruchu punktu (2.1) nosza rowniez nazwe¢ parametrycznych rownan
toru punktu z parametrem czasu t.

2.1.2. Ruch punktu po torze

Czgsto rozpatrujemy ruch punktu po znanym juz torze. Jego potozenie mozna
opisa¢ przez podanie wartosci wspotrzednej s, odmierzanej wzdtuz znanego toru,
poczynajac od statego punktu By, jak przedstawiono na rysunku ponizej.

zh

0 B

Rys. 2.2

Wspoétrzedna s nosi nazwe wspolrzednej tukowej i odpowiada dtugosci tuku
BoB, odmierzanej od punktu By zgodnie z przyjetym jako dodatni kierunkiem
ruchu punktu po torze.

Poniewaz punkt zmienia swoje potozenie wzdhuz toru, odmierzana od punktu By
wspoélrzedna s jest w ogolnosci funkcja czasu. Wspotrzedna ta spetnia rownanie,
ktore jest rownaniem ruchu i ma postac:

s=f(t) 2.2)
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Powyzsze rownanie nosi nazw¢ réwnania ruchu punktu po torze.

2.1.3. Predkos¢ punktu

Rozpatrzmy ruch punktu B, ktory porusza si¢ po dowolnym torze krzywoli-
niowym, jak pokazano na rysunku. Jego potozenie w dowolnej chwili t mozna
opisa¢ wspotrzedng tukowa s, odmierzang od statego punktu By zwigzanego
z torem poruszajacego si¢ punktu.

Rys. 2.3

Niech w czasie At wspotrzgdna tukowa s(t) dozna pewnego przyrostu As. Wartosé
tego przyrostu, rowna jest drodze punktu B, od chwili czasu t do chwili czasu
(t + At). Predkoscia punktu B w ruchu krzywoliniowym nazwiemy wektor v, o
wartosci bezwzgledne;:

At—0 At dt

Predkoscia punktu B nazywamy wektor, ktorego warto$¢ bezwzgledna
rowna jest pochodnej drogi wzgledem czasu. Wektor v jest styczny do toru roz-
patrywanego punktu i skierowany w kierunku jego ruchu.

Jesli ruch punktu B odniesiemy do osi prostokatnego uktadu wspotrzednych
Oxyz i opiszemy réwnaniami ruchu o postaci (2.1), mamy:

x =1f,(t) y=£( z =1f5(1) (a)
Znajac powyzsze rownania ruchu, predko$¢ v mozemy okresli¢ za pomoca jej

sktadowych vy, vy i v..
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Rys. 2.4

Jak wynika z rysunku, na kierunku stycznym do toru poruszajacego si¢
punktu przyjeto wektor jednostkowy, czyli wersor T skierowany zgodnie
z predkoscig v. Na podstawie definicji predko$ci mozemy zapisac:

ds
V=1 — 2.4
m (2.4)

Wersor 1 jest wektorem jednostkowym skierowanym wzdluz stycznej do
toru, tak wiec sktadowe tego wektora roéwne sa jego cosinusom kierunkowym.
Sktadowe wektora predkosci vy, vy 1 v, majg wtedy warto$¢:

ds
dt
gdzie o, B 1y sa katami, jakie styczna do toru tworzy odpowiednio z osiami X, y,
z przyjetego uktadu wspotrzgdnych. Cosinusy kierunkowe stycznej do linii w
przestrzeni wynosza:

ds ds
V, =COSA— vV, =CO0S V., =COSY— b
b dt Y b ’ ! dt ®)

dx dy dz
cosa =— cosPp=— cosy=— c
ds b ds ! ds ©

Ostatecznie, na podstawie (b) i (c) sktadowe predkosci v w nieruchomym
prostokatnym uktadzie wspotrzednych maja postaé:
_dxds _dx _dyds _dy

v, = =— v, =
ds dt dt Yo dsdt dt
(2.5)
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y _dzds_dz
* dsdt dt

Po wyznaczeniu sktadowych predkosci punktu, mozemy wyznaczy¢ jej war-
tos¢ bezwzgledna, czyli po prostu wartos¢ predkosci punktu.

V=y/Vy+ V4V, (2.6)

Z otrzymanych zalezno$ci (2.5) wynika nastgpujace twierdzenie:

Rzut predkosci punktu poruszajacego si¢ w przestrzeni na dowolna
nieruchoma o§ rowny jest predkos$ci rzutu tego punktu wzdhuz tej osi.

Potozenie punktu B, ktory porusza si¢ w przestrzeni, mozna roOwniez opisac
promieniem-wektorem r, poprowadzonym z poczatku uktadu osi wspdtrzednych O,
jak pokazano na rysunku. Promien-wektor r moze zmienia¢ swa wartos¢, jak
i kierunek w czasie, a wiec jest wektorowa funkcja czasu.

Zgodnie z pochodng geometryczna funkcji wektorowej mozemy napisac:

g_dr

v = lim (2.7)

At—>0 At B E

Rys. 2.5
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Z powyzszego wzoru wynika, ze predkos¢ punktu, ktoérego polozenie opisane jest
promieniem-wektorem r(t), rowna jest pochodnej geometrycznej tego promienia-
wektora wzgledem czasu.

Z interpretacji fizycznej pochodnej geometrycznej funkcji wektorowej r(t) wia-
domo, ze pochodna geometryczna wektora jest predkoscia jego konca. Tak wiec
predkosé punktu B, ktorego potozenie opisuje wektor r(t), jest predkoscia konca
wektora r, a wigc wektorem stycznym do hodografu promienia-wektora, czyli do
toru poruszajacego si¢ punktu.

Jednostka predkosci wynika ze wzoru (2.3). Przyjmujac jednostke dlugosci
1 metr i czasu 1 sekunda, mamy:

jednostka predkosci = 1 m/s

Powszechnie uzywana jednostka predkosci 1 km/godz jest rowna okoto
0,278 m/s.

2.1.4. Przyspieszenie punktu
Przyspieszenie we wspolrzednych naturalnych

Niech punkt B porusza si¢ w przestrzeni z predkoscia v. W czasie ruchu tego
punktu wektor predkosci moze zmienia¢ swoj kierunek oraz warto$¢, czyli jest
wektorows funkcja czasu t. Na rysunku ponizej przedstawiono predkosci punktu
B w dwoch potozeniach B i By, odpowiadajacych chwilom czasu tit+ At.

zA
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Jesli oznaczymy predkosci poruszajacego si¢ punktu w chwilach t i t+ At
odpowiednio v i vy, to w czasie At predkos¢ punktu dozna przyrostu geometrycznego
Av, czyli Av=v,—v.

Dla zobrazowania tego przyrostu predkosci, wektory v i v; przesunigto row-
nolegle do poczatku O nieruchomego uktadu wspotrzednych. Przez konce tych
wektorow poprowadzono lini¢ n, ktora nosi nazwe hodografu predkosci bada-
nego punktu B.

Wielko$¢ wektorowa, charakteryzujacg zmiane predkosci punktu w czasie, na-
zywaé bedziemy przyspieszeniem. Tak wiec stosunek przyrostu geometrycznego
predkosci Av do przyrostu czasu At nazwiemy przyspieszeniem Srednim punktu B:

Av v, -v
Pér =
At ot —t

2.8)

Wektor przyspieszenia $redniego ma ten sam kierunek co przyrost predkosci Av,
a jego wartos¢ zalezy od przedziatu czasu, w ktorym przyspieszenie to wyzna-
czamy. Wyznaczenie wielkos$ci charakteryzujacej chwilowa zmiane predkosci
wymaga przejscia do granicy, czyli zatozenia, ze At dazy do zera. Otrzymany
wowczas wektor nazywamy przyspieszeniem chwilowym w chwili t. Jego war-
tos$¢ wynosi:

(2.9)

Przyspieszenie punktu réwne jest granicy, do ktérej dazy stosunek przyrostu
geometrycznego predkosci do przyrostu czasu, gdy przyrost czasu dazy
do zera.

Ze wzoru (2.9) wynika rowniez, ze przyspieszenie p jest rOwne pochodnej
geometrycznej predkosci v wzgledem czasu. Skierowane jest wzdtuz stycznej do ho-
dografu predkosci i przytozone w punkcie, ktorego przyspieszenie wyznaczamy.

Przyspieszenie jest wynikiem nie tylko zmiany wartosci wektora predkosci
punktu, ale i jego kierunku. Tak wigc jesli punkt porusza si¢ po torze krzywoli-
niowym nawet ze statg predkoscia, przyspieszenie jest rozne od zera, gdyz pred-
ko$¢ zmienia swoj kierunek doznajac przyrostu geometrycznego. Przyspieszenie
jest rowne zero jedynie w ruchu jednostajnym prostoliniowym.

Zbadajmy poruszajacy si¢ punkt B po torze m. Potozenie tego punktu zostato
opisane wspotrzedna tukowa s, jak przedstawiono na rys. 2.7. Zaléozmy dalej, ze
torem tego punktu jest linia ptaska. Przez v oznaczono predkos¢ punktu B
w chwili t, a przez v; predkos¢ w chwili t + At, czyli w potozeniu B,. Z rownan
(2.7)1 (2.9) mamy:
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(2.10)

Rys. 2.7

Zgodnie z zaleznosScig (2.4), po przyjeciu wersorow wzdtuz stycznej i nor-
malnej do toru punktu B, predkos¢ tego punktu mozemy zapisa¢ w postaci:

V=1V (a)

a wigc przyspieszenie tego punktu, zgodnie z rownaniem (2.10) jako pochodna

geometryczna predkosci, wynosi:
dv dr dv
=—=—V+1— 2.11
P dt dt dt ( )

Pochodna wersora jednostkowego T, jest wektorem o kierunku wersora v
i wartosci liczbowej rownej predkosei jego konca. Wartos¢ liczbowa tej pochodne;j

Wynosi: w1 , gdzie o jest predkoscia katowa, z jaka zmienia si¢ kierunek

wektora predkosci punktu B. Na podstawie rys. 2.7 predkos¢ katowa ® mozna

o v . .
zapisac jako: ® =—. Po uwzglednieniu wersora v na kierunku normalnym osta-

tecznie catkowite przyspieszenie wynosi:

93



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

2
p=v i+ 2.12)
p dt
gdzie p jest promieniem krzywizny toru poruszajacego si¢ punktu.
Tak wigc catkowite przyspieszenie punktu w ruchu krzywoliniowym jest suma

geometryczng przyspieszenia normalnego i stycznego, gdzie:
2

. . v
przyspieszenie normalne p, =—

przyspieszenie styczne p, = ((11—\/
t

Przyspieszenie normalne punktu w ruchu krzywoliniowym rowne jest ilorazowi
kwadratu predkosci punktu i promienia krzywizny toru.

Przyspieszenie styczne punktu w ruchu krzywoliniowym réwne jest pochodne;j
predkosci wzgledem czasu.

(2.13)

Catkowita warto$¢ liczbowa przyspieszenia punktu oraz kat, jaki to przyspie-
szenie tworzy z kierunkiem predkosci mozna obliczy¢ z zaleznoSci:

dv) v P,
p=.|—1| t— cosa =— (2.14)
dt p p

2.1.5. Przyspieszenie punktu w opisie analitycznym

Jesli punkt porusza si¢ w statym uktadzie osi wspotrzgdnych, to jego rowna-
nia ruchu maja postaé:
X =x(t) y =y z=2(t) (a)
Zgodnie z rownaniami (2.5) sktadowe predkosci punktu v sg pochodnymi
wzgledem czasu odpowiednich jego wspotrzednych. Mozemy to zapisac:
dx . dy . dz
x=_:X A% :—:y VZ:—:
dt Toodt dt
Z réwnania (2.9) wynika, ze przyspieszenie punktu p jest pochodng wekto-
rowg po czasie predkosci v. Sktadowe wektora przyspieszenia réwne wiec beda
pochodnym odpowiednich sktadowych wektora predkosci v. Mamy wiec:
Cdv, dv,

=V =X =
dt Py

7 (b)

v

P =V, =§ (2.15)

pz = dt = VZ = 2
Z roéwnan (2.15) wynika, ze sktadowe przyspieszenia punktu w stalym prostokat-
nym uktadzie wspotrzgdnych rowne sa pierwszym pochodnym wzgledem czasu
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sktadowych predkosci, czyli drugim pochodnym wzgledem czasu odpowiednich
wspoétrzednych badanego punktu. Znajac sktadowe przyspieszenia, mozemy wy-
znaczy¢ jego wartos¢ bezwzgledna:

p=4/D; +D; +D, (2.16)

Jednostka przyspieszenia wynika z definicji 1 wyraza stosunek przyrostu
predkosci do przyrostu czasu. Réwna jest wigc ilorazowi jednostki predkosci
i jednostki czasu:

jednostka przyspieszenia = 1 m/s*
Jest to przyspieszenie takiego ruchu, w ktorym przyrost predkosci punktu
w czasie 1 s ma warto$¢ liczbowa rowna 1 m/s.
2.1.6. Predkosc i przyspieszenie punktu w ukladzie
biegunowym na plaszczyznie

Niech potozenie punktu A na ptaszczyznie opisuja wspotrzgdne w uktadzie
biegunowym, a wigc, promien r =r(t) ikat ¢ =@(t), jak pokazano na rys. 2.8.

yh
P\ 4 Va
pA Vo
v
k
A 1
r(t) P,
X
0 o(t) .
Rys. 2.8

Catkowita predkos¢ punktu A, zgodnie z definicja, bedzie pochodng wektorowa
promienia wektora r opisujacego potozenie punktu w czasie. Uwzgledniajac
przyjete wersory ki i k; oraz r(t) = kir(t), otrzymano:

_dr _dk, LK dr

vV, = —-T — a
Aodt dt bodt @

Pochodna wektorowa wersora k; jako predkos¢ jego konca jest wektorem o kierunku
wersora k; 1 wartosci wynikajacej z obrotu promienia r, czyli zmiany kata ¢. Mamy:
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dk, do
—1t=k, —-1 b
a7 dt ®)
Wstawiajac (b) do (a), otrzymujemy ostatecznie:
dr do
v, =k -—+k,—-r 2.17
AT de P dt (-17)

Przy wersorze ki otrzymano sktadowa predkosci w kierunku zgodnym z przyro-

. dr
stem promienia wektora v, =d— oraz przy wersorze k, otrzymano sktadowa
t

w kierunku prostopadtym do promienia i zgodnym z przyrostem kata v, = ((11—(5

Mamy wigc:
vy=k v, +k, v, (c)

Przyspieszenie punktu A zgodnie z definicja jest pochodng wektorowa predkosci
wzgledem czasu. Rozniczkujac rownosc (2.17), mamy:

2 2
Sl b e [Pe e k)

_+ - — r —_—
Pa="0 TTa a0 ae T ar U a T de de

Po uwzglednieniu zaleznos$ci (b) i wyznaczeniu w identyczny sposob pochodne;j
drugiego wersora jako:

dk, do
=-k,-—-1 e
dt bt (c)

z rdwnania (d) otrzymano warto$¢ przyspieszenia punkt A:

d’r do Y’ d’¢ de dr
=k |—-r|—| |+k,|1T-—+2-—— 2.18
Pa 'l:dt2 (dt} ] { dt dt dt (2.18)

gdzie sktadowa przyspieszenia p; w kierunku promienia wynosi:

2 2
prz%—r-(d—(pj (2.19)

i sktadowa p w kierunku prostopadtym do promienia ma wartosc:

d’*p do dr
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2.1.7. Wybrane przypadki ruchu punktu

Ruch po okregu

Niech punkt B porusza si¢ po okregu kota o promieniu r, jak pokazano na
rysunku. Zgodnie ze wzorem (2.2) rownanie ruchu tego punktu po torze mozna
przedstawi¢ w postaci:

s=r1 ¢(t) (@)

gdzie parametr s oznacza droge¢ przebyta przez punkt i nosi nazwe wspotrzednej
lukowej. Wspotrzedna tukowa odmierzana jest od nieruchomego punktu By,
a ¢(t) jest katem obrotu promienia r wyrazonym w radianach. Wartos$¢ liczbowa
predkosci v punktu A wynosi:

_ds_ do
YT T ®)
Yi Yi
v
P,
B P B
0 o(t) X 0 o(t) X
B, B,
r r
Rys. 2.9

Wielkos¢ (;—T jest predkoscia katowa promienia wodzacego r, ktdrg oznaczono

symbolem ®. Mamy wigc:
V=ro (2.21)

W ruchu punktu po okregu jego predkos¢ liniowa jest iloczynem promienia i pred-
kosci katowej tego promienia, okre§lajacego potozenie poruszajacego si¢ punktu.
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Na ogot predkose katowa jest pewna funkcja czasu t. Gdy jest ona stata
i znana jest liczba obrotow n, ktore promien wodzacy wykonuje w ciagu jedne;j
minuty, wtedy tatwo mozna obliczy¢ predkos$¢ katowa o wyrazong w rad/s:
®= 2m _mm rad/s (2.22)
60 30
Catkowite przyspieszenie p punktu A poruszajgcego si¢ po okregu wyzna-
czono jako sum¢ geometryczng przyspieszenia stycznego p. i przyspieszenia
normalnego py. Sktadowe te zgodnie z zaleznosciami (2.13) wynosza:

dv d do
=—=—(r@)=r—=re¢ 223
Toodt dt( ) dt (223)
2 2.2
p=— =t (2.24)
p T

. do . . . .
gdzie € = m i nosi nazwe¢ przyspieszenia katowego.
t

Znajac sktadowe przyspieszenia, styczng i normalng, mozna wyznaczy¢ cat-
kowitg jego warto$¢, ktora wynosi:

p=+/P. +p, (2.25)

Przyspieszenie normalne w ruchu punktu po okregu nosi rdwniez nazwe przy-
spieszenia dosrodkowego.

Rzut punktu pod katem do poziomu

Przeanalizujmy przebieg ruchu punktu B, ktéry odbywa si¢ w plaszczyznie
pionowej ze stalym przyspieszeniem ziemskim g.
W przyjetym uktadzie odniesienia, jako uktadzie osi wspotrzednych Oxy, skia-
dowe przyspieszenia poruszajacego si¢ punktu wynosza:
p,=X=0 p,=y=-¢ (a)
Po dwukrotnym scatkowaniu powyzszych rownan wyrazajacych sktadowe przy-
spieszenia w przyjetym uktadzie osi, otrzymano odpowiednio:
v, =[pdt=C, x=[vdt=Ct+C,
(b)

2

t
v :J‘pydt:—gt+C3 y=jvydt=—%+c3t+c4

y
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Rys. 2.10

gdzie Cy, Cy, Cs3 1 C4 sg statymi calkowania, ktére nalezy wyznaczy¢ z warunkow
poczatkowych ruchu. Jesli dla t = 0 punkt znajdowat si¢ w potozeniu By opisanym
wspoOlrzegdnymi  Xo 1 yo, natomiast predkos¢ poczatkowa wynosita vy
i tworzyta kat o z poziomem, warunki poczatkowe maja postac:

(X) o =X

(y)[:() = yO

(v, )zo = (X)y =V, COSOL

(©)

(Vy) o = (Vg =V sin

Po wstawieniu tych warunkéw do rownan (b), otrzymano wartos$ci statych Ci, C,,
C3iCq4
C, =v,cosa C,=x,

C, =v,sina C,=y,

Wyznaczone stale calkowania pozwalaja zapisa¢ rownania ruchu punktu
w przyjetym ukladzie osi wspotrzednych. Rownania ruchu maja postac:

gt’

X =X, +(v,cosa)t y =Y, +(v,sino)t 5 (2.26)

Torem badanego punktu jest linia opisana réwnaniem powstalym po wyru-
gowaniu parametru czasu t. ROwnanie to ma postac:
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— £ (x-x,) (2.27)
o

2
2v, cos

Y=Y, (X=X )tgo—

Jak wynika z otrzymanego rownania, torem analizowanego punktu jest krzywa
drugiego stopnia, a wigc parabola o osi rownolegtej do osi y, zwrdcona wypukto-
$cig ku gorze.

Przyklad 2.1

Znajac réwnania ruchu punktu materialnego w prostokatnym uktadzie osi
wspotrzednych, zbada¢ jego ruch, wyznaczajac tor poruszajacego si¢ punktu,
jego predkosc i przyspieszenie. Roéwnania ruchu maja postac:

X =3-sin2t

y =3-cos2t

Rozwiqzanie

Analiza kinematyczna ruchu punktu materialnego dotyczy dwu zagadnien.
Jedna grupa zagadnien polega na badaniu znanych réwnan ruchu wyznaczonych
w prostokatnym uktadzie osi wspotrzednych badz rownan ruchu po torze. Druga
grupa zagadnien dotyczy ukladania rownan ruchu punktu, réwniez w prostokat-
nym uktadzie osi wspodtrzednych Iub w ruchu po torze. Nalezy jednak pamigtac,
ze do wyznaczenia przyspieszenia punktu, ktorego ruch opisuje robwnanie ruchu
po torze, potrzebny jest promien krzywizny toru w danej chwili ruchu. Tak wigc
dla ruchu krzywoliniowego punktu po torze dowolnym, innym niz ruch po okregu
kota, jedyng mozliwoscia wyznaczenia przyspieszenia poruszajacego si¢ punktu, po-
zostajg rownania ruchu, wyznaczone w prostokatnym uktadzie osi wspotrzednych.
Wyznaczenie toru poruszajgcego si¢ punktu polega na wyrugowaniu z rownan
ruchu parametru czasu t. Dla rownan ruchu zawierajgcych funkcje trygonome-
tryczne rownanie toru otrzymamy pozbywajac si¢ funkcji trygonometrycznych
w catosci.

Tak wiec analizowane réwnania ruchu podniesiono stronami do kwadratu.
Mamy wigc:

x* =3%.sin 2t

y> =3 -cos’ 2t
Dodajac stronami otrzymane rownania, mamy ostatecznie:

X2_{_},2:32
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Jest to rownanie okregu o promieniu r = 3 m.

r= Y

Rys. 2.11

Poczatek ruchu punktu wyznaczono dla t = 0. Po wstawieniu t =0 do réwnan
ruchu, otrzymano potozenie poczatkowe A,, o wspotrzednych x,=0, y,=3.
Wstawiajac nastepng chwile czasu do rownan ruchu, okreslono jego kierunek.

Dla czasu t, :g wyznaczono potozenie punktu A; o wspolrzednych x, =3,

y, =0. Oznacza to, ze ruch punktu jest zgodny z ruchem wskazowek zegara.

Predkos¢ punktu, ktorego ruch zadany jest rownaniami ruchu w uktadzie osi
wspotrzednych prostokatnych, wyznaczono jako sume¢ geometryczng sktado-
wych obliczonych wzgledem osi uktadu. Mamy wigc:

szd—X=6-cos2t V, =—=-6-sin2t
dt Tt

1 ostatecznie:

V=\/VX2 +V; =67 -cos’ 2t +6 -sin’ 2t =6 m/s
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Przyspieszenie rowniez wyznaczono jako sume geometryczng sktadowych obli-
czonych wzgledem osi uktadu. Rézniczkujac wzgledem czasu sktadowe predko-
sci, otrzymano sktadowe przyspieszen. Mamy wigc:

p— dVX
P =g

, v
=-12-sin2t p, = dty =-12-cos2t

1 ostatecznie:

pz\/pi +p§ =127 -sin® 2t + 122 -cos’ 2t =12 m /s

Jak wynika z przeprowadzonych obliczen, obie sktadowe przyspieszenia
w przyjetym uktadzie osi wspotrzednych sg ujemne, a catkowite przyspieszenie
ma warto$¢ stala.

Torem poruszajgcego si¢ punktu jest okragg o promieniu r = 3 m, tak wigc catko-
wite przyspieszenie mozna wyznaczy¢ jako sum¢ geometryczng przyspieszenia

. . dv S
stycznego i1 normalnego. Mamy wigc p, = o 0, poniewaz:

V =6 m/s = const
i
VZ 62

=—=—=12 m/s?
Pn="773

Tak wiec catkowite przyspieszenie poruszajacego si¢ punktu jest state i rowne
przyspieszeniu normalnemu.

Przyklad 2.2

Dla slizgajacego sie preta AB o dlugosci I, po dwu prostopadtych ptaszczy-
znach, wyznaczy¢ rownanie ruchu konca B, §lizgajacego si¢ po plaszczyznie
pionowej. Wyznaczy¢ rowniez jego predkos¢ i przyspieszenie, jesli ruch preta
wymuszony jest stalg predkoscia konca A wynoszaca Va = const.
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yl
. | B
L
Pe,
Ve
e
e
Yo “YVa
v
//
A VIA X
A[)/ /// /// .7 ’ s
s=v,t
Rys. 2.12

Rozwiqzanie

Rownanie ruchu punktu B preta AB wyznaczono dla dowolnej chwili
ruchu. Potozenie poczatkowe preta przyjeto jako potozenie szczegdlne, od ktd-
rego nalezy odmierza¢ przemieszczenie punktow uktadu oraz czas. Przyjeto, ze
w chwili poczatkowej pret byt pionowy, a punkt A znajdowat si¢ w potozeniu A,.
W dowolnej chwili ruchu koniec A przebyl droge s=V, -t, natomiast
potozenie konca B preta opisuje wspotrzedna yg, ktora jest rtOwnaniem ruchu tego

punktu:
vy =PV 0

Ruch punktu B jest ruchem prostoliniowym wzdtuz osi y, tak wigc jego predkosé
Wynosi:
dy, Vit

Vi = =- m/s
dt 12_V2.¢2
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Znak minus oznacza, ze pr¢dkos¢ punktu B skierowana jest przeciwnie do przy-
jetego kierunku osi y. Przyspieszenie konca B preta jest rowne pochodnej jego
predkosci wzgledem czasu. Mamy wigc:

_dvy o d| Vit | vReP e
Ps = dt  dt 222 | (e > o\ >
1 Vit (1 —VA't)2

Przyspieszenie konca B preta jest dodatnie, czyli zgodnie skierowane z kierun-
kiem predkosci.

Przyktlad 2.3

Po okregu kola o promieniu R §lizga si¢ obragczka A. Na okregu w punkcie
O zamocowano przegubowo pret, ktory obraca si¢ ze statg predkoscig katowa o.
Wyznaczy¢ rownania ruchu oraz predkosc¢ i przyspieszenie obraczki A, jesli po-
taczymy jg z pretem i okregiem kola.

Yi

Rys. 2.13

Ruch obraczki rozpatrzono w uktadzie osi wspotrzgdnych zwigzanych z torem,
po ktérym sig¢ ona porusza. Jako potozenie poczatkowe ruchu przyjeto potozenie
poziome obrotowego preta i obraczki w potozeniu A,. W dowolnej chwili pret

obrdcit si¢ o kat @zjm-dtzm-t (o = const), a obraczka przesungla si¢
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w potozenie A. Rownania ruchu obraczki w przyjetym uktadzie osi wspotrzed-
nych majg postac:

x=R+R-cos2mt

y =R -sin2mt
Z rownan ruchu obraczki wyznaczono sktadowe jej predkosci oraz predkos¢ cat-
kowita. Mamy wigc:

\4 =%=—2-R-m-sin2cot
dt

\Y =d—y=2-R-o)-cos2cot
Yoodt

Vz\/Vf+Vy2 =VJ4-R? - -sin’ 20t +4-R> -0 -cos’ 2ot =2-R-©

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze ruch obraczki po okrggu kota odbywa
si¢ ze statg predkoscia V = 2R® m/s.

Przyspieszenie catkowite obraczki wyznaczono rowniez ze sktadowych odniesio-
nych do przyjetego uktadu osi wspohrzednych. Sktadowe tego przyspieszenia oraz
przyspieszenie catkowite obraczki wynosza:

dv,
px = L =—4-R-0 -cos2ot
dt
=—2L=—4.R- -sin2ot
py dt

pz\/pi+p§ =\/l6'R2~034'c08220)t+16-R2'0)4sin220)t=4'R~032

Calkowite przyspieszenie obraczki w jej ruchu po okregu kota jest stale i wynosi
p = 4R’ m/s*. Skierowane jest do $rodka toru, poniewaz obie sktadowe przy-
spieszenia wyznaczone wzgledem przyjetych osi wspotrzednych maja wartosci
ujemne.

Jak wynika z tresci przyktadu, obraczka porusza si¢ po okregu kota o znanym
promieniu R. Jej ruch mozna wigc opisa¢ rownaniem ruchu po torze i z niego
wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie obraczki.

Zgodnie z przyjetym polozeniem poczatkowym obrotowego preta (patrz rysu-
nek), rownanie ruchu po torze obraczki ma postac:

Zgodnie z definicja, predkos¢ obraczki wynosi:
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V= ds_ 2-R-® m/s
dt
Przyspieszenie obraczki w jej ruchu po torze wyznaczono jako sum¢ geome-
tryczng przyspieszenia stycznego i przyspieszenia normalnego. Przyspieszenie
styczne wynosi:
e\ 0

= d_ = poniewaz V = const
t

Py

Przyspieszenie normalne ma wartos¢:

VP 4R
R R

P, =4-R-o" m/s?
Calkowite przyspieszenie jest state i rOwne przyspieszeniu normalnemu.

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze analiza ruchu punktu poruszaja-
cego si¢ po okregu kota, w oparciu o rownanie ruchu po torze, pozwala na szybsze
wyznaczenie jego predkosci i przyspieszenia.

Wyniki otrzymane z obliczen predkosci i przyspieszenia obraczki dla ruchu od-
niesionego do uktadu osi wspoétrzednych i ruchu odniesionego do rownania ruchu
po torze sa identyczne.

2.2. KINEMATYKA CIALA SZTYWNEGO

2.2.1. Polozenie ciala w przestrzeni. Stopnie swobody

Dotychczasowe rozwazania dotyczytly ruchu punktu materialnego, czyli
ciala stanowigcego najprostszy obiekt geometryczny. Obecnie przejdziemy do
analizy ruchu ciala sztywnego, czyli takiego ciata, w ktorym wzajemne odlegto$ci
migdzy jego punktami nie ulegajg zmianie.

Jak juz wezeséniej podano, ruch ciata polega na zmianie w czasie jego poto-
zenia wzgledem statego ukladu odniesienia, zwigzanego z innym ciatem. Aby
moc analizowac taki ruch, nalezy przyja¢ ogolne zasady umozliwiajgce opisywa-
nie chwilowych potozen rozwazanego ciata wzgledem przyjetego za staty ukladu
odniesienia. Jesli za uklad odniesienia zostanie przyjety prostokatny uktad osi
wspotrzednych, to jednoznaczne potozenie tego ciala w tym ukladzie mozna
okresli¢ podajac wspolrzgdne potozenia trzech dowolnych punktéow nielezacych
na jednej proste;j.
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ZzA
D
A
/" Ty
I c
0 y
X
Rys. 2.14

Istotnie, znajac potozenie wybranych punktéw A, B i C, bedacych wierzchotkami
powstatego trojkata, mozna wzgledem tych punktow jednoznacznie wyznaczyé
potozenie dowolnego punktu D nalezacego rowniez do rozwazanego ciata. Poto-
zenie punktow A, B i C okre$lono wspotrzednymi w prostokatnym uktadzie osi
wspotrzednych Oxy i poniewaz rozpatruje si¢ ruch ciata sztywnego, wspotrzedne
te spetniajg zwiazki wynikajace z definicji tego ciata. Mianowicie wzajemne od-
legtosci miedzy punktami ciata sztywnego sg state i niezalezne od jego potozenia
w przestrzeni. Zwigzki te majg postac:

(X, _XB)Z +(¥a _YB)Z +(z, _ZB)2 = rﬁs

Xy =X + (Y, —Ye) + (2, —2.) =11 (2.28)
(Xg _XC)2 +(¥p _YC)2 +(zy _Zc)z = réc
gdzie 1B, rac 1 rac s3 dtugosciami odcinkéw odpowiednio AB, AC i BC.
Otrzymano trzy réwnania, a do okreslenia polozenia punktow A, B i C
potrzebnych jest dziewig¢ wspotrzednych, tak wiec szes¢ z tych wspotrzednych
mozna przyja¢ dowolnie, a pozostale trzy nalezy wyznaczy¢ z powyzszych row-
nan. Wynika z tego, ze aby jednoznacznie opisa¢ potozenie swobodnego ciata
W przestrzeni, niezbednych jest szes¢ niezaleznych parametréw. Liczbe tych pa-
rametré6w nazywac bedziemy liczba stopni swobody. Jesli cialo poddane jest
wigzom i nie jest swobodne, jego liczba stopni swobody jest mniejsza od szesciu
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i potrzeba mniej parametrow do opisania jego polozenia w przestrzeni. W zalez-
nosci od ilo$ci odebranych stopni swobody, otrzymujemy ruchy ciata sztywnego
nazwane: postepowym, obrotowym, plaskim czy kulistym.

2.2.2. Zwiazek miedzy predkosciami dwu punktow
ciala sztywnego

Wyznaczmy zwigzek miedzy predkosciami dwu punktéw poruszajacego si¢
ciata sztywnego. Istnienie takiej zaleznosci wynika z faktu, ze w ciele sztywnym
odlegto$¢ miedzy punktami tego ciala jest stata i nie pozwala na zupetnie nieza-
lezne ich ruchy.

Na rysunku ponizej oznaczono przez va i vs predkosci punktow A i B, a przez ra
i rg promienie-wektory tych punktow poprowadzone z poczatku uktadu wspot-
rzgdnych. Predkosci tych punktow wynosza:

_dry _dry

VAT gt VBT gt @)

Rys. 2.15

a z rysunku mozemy zapisac:

Iy =g — Iy (b)
Roézniczkujgc otrzymane wyrazenie, mamy:
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dry, _dr, _dr, ©
dt dt dt

Dla ciata sztywnego poruszajgcego si¢ w przestrzeni, wektor rag jest staly wzgle-
dem tego ciata, czyli nie zmienia swej wartosci ani kierunku. Przyrost tego wek-
tora wynika jedynie z ruchu samego ciata. Tak wigc po zrézniczkowaniu réwna-
nia (b) wzgledem czasu, pochodna bezwzgledna wektora rag jako predkos¢ jego
konca wynosi:
I _ap | o (2.29)
et dt e '
Jak wynika z otrzymanej zaleznos$ci, pochodna bezwzgledna wektora rag réwna
jest sumie pochodnej tego wektora wyznaczonej w uktadzie zwigzanym z rozpa-
trywanym cialem (pochodnej lokalnej) oraz predkosci konca tego wektora wyni-
kajacej z chwilowego ruchu obrotowego tego ciata wzgledem statego uktadu od-
niesienia X, y, z. Poniewaz rozpatrujemy ruch ciala sztywnego, pochodna promie-
nia rap wzgledem tego ciata (pochodna lokalna) jest rowna zero. Mamy wigc:

dryg _

(d)
dt
a rownanie (2.29) przyjmuje postac:
dr
ﬁ=®xrAB (2.30)

Pochodna bezwzgledna wzgledem czasu promienia rag réwna jest iloczynowi
wektorowemu predkosci katowej o i promienia rag. Wstawiajac (2.30) oraz (a)
do réwnania (c), otrzymano:

WXT,g = Vg =V, (e)
Pomnoézmy skalarnie rownanie () przez promien rag. Mamy:

(OXTE) Ty =V Tyg =V, Ty (2.31)

Jak wynika z iloczynu wektorowego, wektor bedacy iloczynem wektorowym
predkosci katowej @ i promienia rap jest prostopadly do ras. Tak wigc iloczyn
skalarny stojacy po lewej stronie rownania (e) jest rowny zero. Mamy zatem po
przeniesieniu:

Vg Tap = V4 "Iap (2.32)

Rozpisujac powyzsze iloczyny skalarne, otrzymujemy:
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Vg T, -COSPB=v, -1, -cosa (g)

Dzielac przez rag, ostatecznie mamy:
vy cosB=v, cosa (2.33)
W czasie ruchu ciala sztywnego, rzuty wektoréw predkosci dwoch do-

wolnych jego punktow na prostg laczaca te punkty sa sobie rowne.

Przyklad 2.4

Stosujac twierdzenie o rzutach predkosci dwu punktow ciata sztywnego, wy-
znaczy¢ predkos¢ punktu B preta z przyktadu 2.2.

yi

Rys. 2.16

Z twierdzenia o rzutach predkosci mamy:
V, cosa =V, cosf

Poczatek ruchu preta przyjeto w chwili, w ktorej punkt A znajdowal sie w potozeniu
A,. Dla znanej dlugosci preta 1, funkcje trygonometryczne bgda mialy wartosé:

1

At

cosoL = cosP =

Wstawiajac otrzymane zalezno$ci trygonometryczne do réwnania wynikajgcego
z twierdzenia o rzutach predkosci dwu punktow ciata sztywnego na prosta

taczaca te punkty, mamy:
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Tak wigc wyznaczona predkos$¢ punktu B preta ma takg samg warto$¢ jak pred-
ko$¢ wyznaczona w przyktadzie 2.2.

2.2.3. Ruch postepowy ciala sztywnego

Ruch ciata, w ktorym dowolnie poprowadzona prosta zwigzana z tym ciatem
pozostaje zawsze rownolegla do poprzedniego potozenia, nazywamy ruchem
postepowym.

Jak wynika z rysunku, zgodnie z definicja, przyrosty geometryczne Ara
1 Arg, ktorych doznaja te promienie w czasie At, sg sobie rowne. Mamy wigc:

AFA = AFB (a)
1 nastgpnie:

. Ar, .
va=lim—" vy = lim " ®)

Biorac pod uwagg, ze przyrosty promieni-wektoréw sg takie same, mamy:

(2.34)

Rys. 2.17

W ruchu postgpowym ciata sztywnego predkosci wszystkich punktéw sa
takie same. Ta jednakowa predkos$¢ wszystkich punktow nosi nazwe predkosci
ruchu postepowego ciata.
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Jesli pa oznaczymy przyspieszenie punktu A, a przez ps oznaczymy przy-
spieszenie punktu B, mozemy zapisac:

_dv, _dvy

- = 2.35
Pa™ "4t Py = 4t (2.35)
Bioragc pod uwage roéwnos¢ predkosci, otrzymujemy:
dv
= == 2-36
Pa =Ps d p ( )

W ruchu postepowym ciata sztywnego przyspieszenia wszystkich punktow
sg takie same. To jednakowe dla wszystkich punktow przyspieszenie nosi nazwe
przyspieszenia ruchu postepowego.

2.2.4. Ruch obrotowy ciala sztywnego

Ruch ciata, ktorego dwa punkty zostaty unieruchomione nazywamy ruchem
obrotowym. Prosta przechodzaca przez te punkty nosi nazwg osi obrotu. Tak
skrepowane ciato, ktore moze tylko obracac si¢ wokot nieruchomej osi, ma jeden
stopien swobody. Do okreslenia jego potozenia wzgledem osi obrotu potrzebny
jest tylko jeden parametr. Tym parametrem jest kat ¢ obrotu ciata, odmierzany
zgodnie z kierunkiem trygonometrycznym. Rownanie ruchu obrotowego ciata
ma postac:

o =f(t) (2.37)

Droga katowa ¢ wyrazona jest w radianach.

zA

Rys. 2.18
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Zbadajmy ruch obrotowy ciata sztywnego dookola pionowej osi. Niech
od chwili czasu t do chwili t + At, droga katowa obrotu ciala ¢ dozna przyrostu
0 AQ, czyli osiggnie wartos¢ ¢ + A. Jezeli zatlozymy, ze przyrost czasu At dazy
do zera, to $rednia predkos¢ katowa ciala dazy do predkosci chwilowej
w chwili t i wynosi:

. Ao do .
o=lim—=—""= 2.38
At—0 At dt ¢ ( )

Predkos¢ katowa ciata w ruchu obrotowym dookota statej osi rowna jest pochod-
nej wzgledem czasu drogi katowej przebytej przez to ciato.

Miarg wzrostu predkosci katowej w czasie jest przyspieszenie katowe.
Jezeli w chwilach czasu t i t + At predkos¢ katowa ciata w ruchu obrotowym
wynosita odpowiednio ® i ® + A, to dla przyrostu czasu At dazacego do zera
otrzymujemy:

Ao _do d’e
a-0 At dt de?

(2.39)

Przyspieszenie katowe ciata w ruchu obrotowym € rowne jest pierwszej po-
chodnej wzgledem czasu predkosci katowej o, czyli drugiej pochodnej kata ob-
rotu @.

Zgodnie z definicja predkosci i przyspieszenia, jednostka predkosci katowe;j
jest 1 rad/s, a przyspieszenia katowego 1 rad/s.

Znajac predkosc katowa 1 przyspieszenie katowe obracajacego si¢ wokot nie-
ruchomej osi ciata, mozna wyznaczy¢ predkos$¢ i przyspieszenie dowolnego
punktu tego ciata. Jesli punkt M znajduje si¢ w odlegtosci h od statej osi obrotu,
to jego torem jest koto o promieniu h i Srodku w punkcie O lezacym na tej osi.

Predkos¢ liniowa punktu M wynosi:
v=wmh (2.40)

Przyspieszenie liniowe punktu M roztozono na sktadowa styczng p: i skta-
dowa normalng pn.
Zgodnie z (2.23) i (2.24) mamy:

p,=¢h p, =o’h (2.41)
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zA

Rys. 2.19

Przyspieszenie styczne punktu ciala w ruchu obrotowym rowne jest iloczy-
nowi przyspieszenia katowego i odleglosci tego punktu od osi obrotu, natomiast
przyspieszenie normalne punktu w ruchu obrotowym ciata rowne jest iloczynowi
kwadratu predkosci katowej i odlegltosci punktu od osi obrotu. Przyspieszenie to
nosi nazwe przyspieszenia dosrodkowego. Calkowita wartos¢ liczbowa przyspiesze-
nia liniowego p punktu M wynosi:

pz\/pf +p3 =h\/82+oo4 (2.42)

Predkos¢ katowa i przyspieszenie katowe jako wektory

W poprzednim punkcie rozpatrzono ruch obrotowy ciala sztywnego wokot
stalej osi obrotu. Okreslone wartosci predkosci katowej i przyspieszenia kato-
wego, jako pochodne wzgledem czasu, odpowiednio kata obrotu ¢ oraz predkosci
katowej ciata ®, mozna przedstawic¢ za pomocg wektorow.

Wektor predkosci katowej w lezy na osi obrotu i skierowany jest tak, ze
patrzac z jego konca ciato obraca si¢ zgodnie z ruchem trygonometrycznym.

Poczatkiem tego wektora jest dowolny punkt na osi, co oznacza, ze mozna

go przesuwac wzdhuz tej osi (wektor posuwny). Miarg tego wektora jest wielko§¢
de

w=—=qQ.
dt ®

114



CZESC II. Kinematyka

zA

Rys. 2.20

Predkos¢ liniowg dowolnego punktu M mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
wektorowego. Mamy wowczas:

V=@XTr (2.43)

Warto$¢ bezwzgledna wektora predkosci v, wynikajaca z definicji iloczynu wek-
torowego wynosi:

v=orsina=oh (a)

Wektor przyspieszenia katowego € lezy na osi obrotu. Jego zwrot zalezy
od predkosci katowej. Jesli predkos¢ katowa rosnie, to przyspieszenie katowe
€ ma ten sam zwrot co predkosé¢, gdy natomiast predkos$¢ katowa maleje, wek-
tory @ i € majg zwroty przeciwne. Warto$¢ przyspieszenia katowego ciala
wzgledem osi obrotu rowna jest pierwszej pochodnej predkosci katowej
wzgledem czasu:

2
e do d7o

=2y b
dt dt? ®)
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zh

Rys. 2.21

Przyspieszenie liniowe punktu M wynosi:

v d do dr
=—=—(® =— WX— 244
Pe g T @ T ey 244)

. do dr . . .
Po wstawieniu ¢ = d_ oraz v = d_ otrzymano wektorowa postac przyspieszenia
t t
punktu A w ruchu obrotowym:
P=EXIr+m®XV (2.45)
Tak wigc calkowite przyspieszenie rowne jest sumie dwu wektorow. Pierw-
szy z nich jest przyspieszeniem stycznym p; = € x r, natomiast drugi przyspie-

szeniem normalnym p, =@xv=0x (0) X r).
Wartosci bezwzgledne tych wektorow odpowiednio wynosza:

pt=ersina=¢ch (c)
p=0ov=o0oh=w*h (d)

Otrzymano ten sam wynik jaki przedstawiono wzorami (2.41).

Przyklad 2.5

Dana jest przektadnia z¢bata o Srednicach kot podziatlowych odpowiednio
di, d2 1 ds. Na osi kola zebatego o $rednicy podziatowej d; zamocowano koto
linowe o promieniu rs. Na koto to nawini¢to ling, na ktorej zawieszono cigzar Q.
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Wyznaczy¢ przyspieszenie € kota napedowego o $rednicy podziatowej di, aby
cigzar Q poruszat si¢ ze stalym przyspieszeniem p.

Rozwiqzanie
Predkos$¢ ciezaru Q poruszajacego si¢ ze statym przyspieszeniem p wynosi:
Vz.[p-dtzp't-kCl

Przyjeto, ze dla t=0 V =0, wiec C, =0.
Predkosc¢ katowa kota o srednicy podziatowej d; wynosi:

:X:p_.t S‘l

L

@,

L

alt,

Predkos¢ punktu A lezacego na kotach podziatowych kot o §rednicach d, 1 d3 ma
wartos¢:

Rys. 2.22

d -t-d
Vmo gt s
4

Tak wigc predkos¢ katowa kota o §rednicy podziatlowej d> wynosi:

:&:—F"t.(l3 :p_.t.g S'l
*dy rd, 1, d
2

2
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Jak wynika z wykonanych obliczen, predkos¢ katowa kota o $rednicy podziatowe;j
d» jest rowna predkosci katowej w3 pomnozone;j przez przelozenie i. Przetozenie, jest
to stosunek $rednic podziatlowych zazebiajacych si¢ kot zebatych. Moze to by¢
rowniez stosunek ilosci zgbow tych kot czy ich promieni.
Predkosc¢ katowa kota napgdowego o $rednicy podziatowej d; wynosi:
oo P GG d

, d, d 1, d
Przyspieszenie katowe & kola napedowego o $rednicy podziatowej d; wynika
z definicji ruchu obrotowego i wynosi:

S—Z

_do, p d,
de r, d,
Tak wiec przyspieszenie katowe &, jakie nalezy przytozy¢ do kota napedowego

o srednicy di, jest rowne przyspieszeniu katowemu kota o §rednicy podziatowej
ds pomnozonemu przez przetozenie mig¢dzy kotami przektadni.

2.2.5. Ruch plaski ciala sztywnego

Ruchem ptaskim ciata sztywnego nazywamy taki ruch, w ktorym wszystkie
jego punkty poruszaja si¢ w ptaszczyznach rownoleglych do pewne;j statej ptasz-
czyzny, zwanej ptaszczyzna kierujaca (na rysunku ptaszczyzna Ip).

o

Rys. 2.23
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Z definicji ruchu ptaskiego wynika, ze badanie ruchu ptaskiego ciata sztyw-
nego mozna sprowadzi¢ do ruchu figury plaskiej, powstalej z przecigcia
badanego ciala dowolng ptaszczyzna I1, rownolegta do ptaszczyzny kierujacej
Iy (na rysunku figura zakreskowana). Wyznaczona wartos¢ predkosci
i przyspieszenia punktu M, lezacego na prostej n prostopadtej do ptaszczyzny
kierujacej Ilo, jest jednakowa dla wszystkich punktéw nalezacych do
tej proste;j.

Rozwazmy przemieszczenie figury plaskiej powstatej z przecigcia ciata
sztywnego plaszczyzng II, przedstawiona na rysunku ponizej. Potozenie tej
figury opisano odcinkiem AB w potozeniu I i tym samym odcinkiem w potozeniu
II oznaczonym A;B;. Jak wida¢, potozenie odcinka AB nalezacego do figury okre-
$la jednoznacznie potozenie tej figury.

Rys. 2.24

Chcac przemiesci¢ rozpatrywang figurg ptaskag w swojej plaszczyznie z po-
lozenia oznaczonego I do potozenia II, mozemy przesungé ja rownolegte, aby
odcinek AB zajal potozenie A;B: i obroci¢ wokot punktu A; o kat Ag. To samo
przemieszczenie mozna wykonaé inaczej. Mianowicie przesunaé rownolegle od-
cinek AB, aby zajat polozenie A,B; i obrdoci¢ wokot punktu B, o taki sam kat A¢.
Z powyzszego wynika nastepujace twierdzenie:

Dowolne przemieszczenie figury plaskiej w swojej plaszczyZnie mozna
potraktowa¢ jako zloZone z przesuniecia rownoleglego, rownego przesunie-
ciu dowolnie obranego punktu tej figury jako bieguna, oraz obrotu wokoét
tego bieguna. Kat obrotu tej figury nie zalezy od wyboru bieguna.
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Jesli za biegun obierzemy punkt, ktéry w danej chwili jest staty, to w prze-
mieszczeniu ptaskim figury, jako ruchu ztozonym, nie bedzie przesunigcia row-
noleglego figury, a jedynie jej obrot, czyli ruch ptaski figury jako ruch obrotowy
dookota pewnego punktu.

Na rysunku ponizej odcinki AB i A;B; przedstawiajg odcinek nalezacy do
figury ptaskiej w dwu potozeniach I i II. Polaczmy punkty A i A; oraz punkty B
i B; 1 wystawmy symetralne odpowiednio l; 1 1, powstatych odcinkow AA;
i BBi. Symetralne te przeciely si¢ w punkcie C, ktory taczymy z punktami A i B
oraz A; i Bj. Otrzymalis§my dwa tréjkaty ABC i A;B;C. Sa one przystajace, po-
niewaz wspolny wierzchotek C lezy jednoczesnie na symetralnej odcinka AA;
oraz odcinka BB;. Mamy wigc: AB = A;B;, AC=A,C, BC =B,C.

Rys. 2.25

Tak wigc przemieszczenie odcinka AB w potozenie A B, czyli z potozenia |
w polozenie II, mozna uzyskac przez obrot trojkata ABC wokoét jego wierzchotka
C o kat Ao, do pokrycia si¢ z trojkatem przystajacym A;B;C. Wyznaczony punkt
C, wokot ktorego dokonuje si¢ tego obrotu, nosi nazwe srodka obrotu.
Z przeprowadzonych rozwazan wynika nastgpujace twierdzenie:

Dowolne przemieszczenie figury plaskiej w swej plaszczyznie moze
by¢ dokonane przez obrét wokél pewnego punktu, ktéry nosi nazwe Srodka
obrotu.
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2.2.5.1. Predkos¢ punktu w ruchu ptaskim
Ruch ptaski jako ruch zlozony

Rozpatrzmy ruch figury ptaskiej, ktorej potozenie w swej ptaszczyznie okre-
slajg dwa dowolne punkty A i B. Polozenia tych punktow w rozpatrywanej chwili
okreslono promieniami-wektorami ra i rg poprowadzonymi z poczatku uktadu
wspoétrzednych O, jak na rysunku.

Rys. 2.26

W czasie At promienie-wektory opisujace potozenie punktow A i B doznaty
przyrostow geometrycznych i zgodnie z definicja predkosci tych punktéw wynosza:

_dn _dn

V= " Vg = " (2.46)

Zalezno$¢ migdzy promieniami-wektorami opisujagcymi polozenie punktow A
i B poruszajacego si¢ ciala ma postac:

I, =T, T, (2.47)

tak wiec predkos¢ punktu B wynosi:

v3=%=%+%+@x% (2.48)
Dwa ostatnie wyrazenia powyzszego rownania dotycza pochodnej bezwzgledne;j
promienia-wektora rag. Pochodna ta jak wiadomo jest rowna predkosci konca
tego wektora w stalym uktadzie odniesienia i sktada si¢ z pochodnej lokalnej
(w ukladzie zwigzanym z poruszajacym si¢ ciatem) oraz sktadowej predkosci
wynikajacej z ruchu ciata.
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Poniewaz rozpatrujemy ruch ptaski ciata sztywnego, potozenie punktow A i B
wzgledem siebie nie ulega zmianie. Mamy wigc:

dr,,
dt
Podstawiajac:
dr,
i AN (2.49)
ostatecznie otrzymano:
VB =VA+ O X Iap (2.50)

Otrzymane réwnanie (2.50) mozna zapisa¢ stowami: Predkos¢ dowolnego
punktu B figury w ruchu ptaskim, réwna jest sumie geometrycznej predkosci do-
wolnie wybranego punktu A jako bieguna oraz pr¢dkosci punktu B wzgledem
bieguna A. Predko$¢ wzgledem bieguna wynika z ruchu obrotowego figury i nie
zalezy od wyboru tego bieguna A:

VB = VAt Vpa (2.51)

Predko$¢ punktu A jako bieguna oraz predkos$¢ punktu B jako sum¢ omoéwionych
wyzej wektorow przedstawiono graficznie na rys. 2.27.

Rys. 2.27

gdzie:
VB/A= | ® X aB | =mnAB (2.52)
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Ruch plaski jako chwilowy ruch obrotowy

Jak juz udowodniono, ruch ptaski mozna potraktowaé jako ruch obrotowy

wzgledem punktu, ktory jest srodkiem obrotu. Punkt ten, dla rozpatrywanej
chwili ruchu figury plaskiej, ma predkos¢ réwna zero, zas w innej chwili pred-
ko$¢ tego punktu jest rézna od zera i nie jest on juz srodkiem obrotu. Dlatego
punkt ten nazywamy chwilowym $rodkiem obrotu, a sam ruch figury w swojej
ptaszczyznie — chwilowym ruchem obrotowym.
Miejsce geometryczne kolejnych potozen chwilowych $rodkow obrotu nazy-
wamy centroida. Centroide, wyznaczong w uktadzie zwigzanym z poruszajaca
si¢ figurg ptaska, nazywamy centroidg ruchomg, natomiast wyznaczong w ukta-
dzie stalym centroidg stala. Znajac obie centroidy, mozna ruch figury ptaskiej
przedstawi¢ jako wynik toczenia si¢ bez poslizgu centroidy ruchomej po centro-
idzie statej.

Do wyznaczenia predkosci dowolnego punktu figury poruszajacej sie ru-
chem ptaskim, jako chwilowym ruchem obrotowym, nalezy zna¢ chwilowa pred-
kos$¢ katowa oraz potozenie chwilowego $rodka obrotu. Wyznaczenie chwilo-
wego srodka obrotu przedstawiono na rysunku ponize;.

Rys. 2.28

Zalézmy, ze w danej chwili punkty A i B nalezace do figury ptaskiej maja
predkosci odpowiednio va i vg. Wystawmy w punktach A i B proste prostopadie
do tych predkosci, ktore w przecigciu wyznacza punkt C. Punkt ten jest chwilo-
wym §rodkiem obrotu, gdyz jego predkos¢ jest rowna zero. Wniosek ten mozna
udowodnié, stosujgc twierdzenie o rzutach predkosci dwoch punktow ciata
sztywnego na prosta taczaca te punkty. Ot6z rzut predkosci punktu C na prosta
AC i BC jednoczesnie musi by¢ réwny zero, poniewaz z zalozenia rzut predkosci
va na prostg AC jest rowny zero i rzut predkosci vg na prostag BC jest réwniez
rowny zero. Tak wiec predkos$¢ punktu C jest rowna zero.
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Rozpatrywana figura ptaska stanowi przekroj ciata sztywnego poruszajacego
si¢ ruchem ptaskim. Chwilowemu ruchowi obrotowemu tej figury wokot chwi-
lowego $rodka obrotu C odpowiada chwilowy ruch obrotowy ciala sztywnego
wokot osi chwilowej, przechodzacej przez punkt C i prostopadtej do ptaszczyzny
kierujace;.

Znajac polozenie chwilowego $rodka obrotu oraz predkos¢ katowa chwilo-
wego ruchu obrotowego wzgledem tego srodka, otrzymujemy natychmiast:

va= o AC vg = BC (2.53)

Jak wynika ze sposobu wyznaczania chwilowego $rodka obrotu, do jego znale-
zienia nie jest konieczna znajomos¢ predkosci punktéw A i B, lecz jedynie ich
kierunki. Sytuacja zmienia si¢, jesli chcemy wyznaczy¢ chwilowy $rodek obrotu
w przypadku, w ktorym predkosci punktow A i B sg do siebie rownoleglte. Gdy
predkosci va 1 vg sg rownolegle i rowne, chwilowa predkos¢ katowa rowna sig
zero, a ruch figury ptaskiej jest chwilowym ruchem postgpowym, natomiast gdy
warto$ci rownoleglych predkosci sa rozne, wyznaczenie chwilowego Srodka
obrotu przedstawiono na rysunku.

Rys. 2.29

Chwilowy $rodek obrotu lezy na przecigciu prostej taczacej konce wektorow
va i v z prostag AB. Potozenie tego punktu wynika z faktu, ze predkosci punktow
figury ptaskiej sa proporcjonalne do odlegtosci punktéw od chwilowego $rodka
obrotu. Mamy wiec:
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o= Vs (a)
AC BC

i po przeksztatceniu dla odpowiednich przypadkéw przedstawionych na rysunkach:

AC=AB—"4 AC=AB—2

V,— Vg vV, +Vy

(b)

2.2.5.2. Przyspieszenie punktu w ruchu ptaskim

Z wyprowadzonej zaleznosci (2.51) predkos¢ dowolnego punktu B figury w
ruchu ptaskim wynosi:

VB = VA T ® X rap (a)

Rys. 2.30

Jak wynika z definicji, przyspieszenie ps punktu B jest réwne pochodnej geo-
metrycznej predkosci wzgledem czasu. Rozniczkujac wyrazenie (a), otrzymano:

dvp dv, d dv, do dr,g
= = +—(OXI,p) =—24+—XTI, +®X 2.54
Po= g T T ) T g g e (2-59)
. dv do
dzie: —A = —=¢ b
g dt Pa dt (b)
Jak juz wiadomo, pochodna bezwzgledna promienia rag wynosi:
dr,, dr,,
—AB=—AB L @pxr 2.55
e dt A (2.33)
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Poniewaz rozpatrujemy ruch ptaski ciata sztywnego, pochodna lokalna tego pro-
mienia jest rowna zero, czyli:

dr,,
dt
i ostatecznie pochodna bezwzgledna promienia rag wynosi:

=0 (2.56)

dg%zmxrAB (2.57)
Tak wiec catkowite przyspieszenie dowolnego punktu B figury poruszajacej
si¢ ruchem ptaskim, na podstawie rownania (2.54), bedzie sumg nastepujacych
wektorow:
PB=PA+8xrAB+0)X(0)xrAB) (2.58)
czyli:
Pg =Pa *Ps/a (2.59)

Przyspieszenie dowolnego punktu B figury w ruchu ptaskim jest rowne
sumie geometrycznej przyspieszenia dowolnie obranego punktu A jako bieguna
oraz przyspieszenia punktu B w ruchu wzgledem bieguna.

Graficzne przedstawienie sktadowych przyspieszenia punktu B przedstawiono na
rysunku ponizej:

P, =exr,, (2.60)

Py = OX(OX1yy) 2.61)

Rys. 2.31
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Warto$¢ liczbowa przyspieszenia stycznego i normalnego punktu B wzgle-
dem bieguna A wynosi odpowiednio:

o _ ..
Ppia =€ Ixg

(d)
(n)

_ 2
Pp/a =® T

B
Przyklad 2.6

Wyznaczy¢ predkosc¢ i przyspieszenie punktu A kota o promieniu r, w poto-
zeniu przedstawionym na rysunku. Koto o promieniu r toczy si¢ bez poslizgu po

nieruchomym wiencu o promieniu R i jest napgdzane korba obracajaca si¢ ze
zmienng predkoscig katowa o = 3t wokot srodka wienca O;.

Rozwiqzanie

Koto o promieniu r porusza si¢ ruchem ptaskim. Chwilowy srodek obrotu
tego kota znajduje si¢ w miejscu styku z nieruchomym wiencem. Predkosé
liniowa $rodka O, wynika z ruchu obrotowego korby i ma wartos$¢:

Vozco-(R+r)=3-t-(R+r) (a)
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Chwilowa predko$¢ katowa ruchu ptaskiego wzgledem chwilowego srodka ob-
rotu wWynosi:
@, :v_0:3_t_R+r
r r

(b)

Predko$¢ punktu A wyznaczymy, traktujac ruch kota o promieniu r jako chwi-
lowy ruch obrotowy wzgledem chwilowego $rodka obrotu. Mamy natychmiast:

VA=m0AC=3-t'R:r-r-\/§:3-\/§-t-(R+r) (©)

Graficzne przedstawienie predkosci punktu A przedstawiono na rysunku ponizej.

Rys. 2.33

Do wyznaczenia przyspieszenia punktu A obierzmy za biegun $rodek kota O.
Calkowite przyspieszenie bieguna wyniesie:

Po =P, +P;
p, =¢-(R+r)=3-(R+r) (d)
py = -(R+r)=9-t*-(R+r)
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gdzie:
d
€= co_ 3
dt
Przyspieszenie punktu A mozemy teraz zapisac:

Pas =Po TPan
lub doktadniej:

Pa =Py D5 +Pio +Pho (e)
Nieznane sktadowe przyspieszenia punktu A wzgledem bieguna O, wynosza:

P =€ -AO=3-(R+r)

2
R+r 63)
Paso :(Dg'AO:9-t2.u
r
gdzie:
d R+
80= 0)0 =3. I
dt r

Graficzne przedstawienie wszystkich sktadowych przyspieszenia punktu A
przedstawiono na rysunku ponizej.

Rys. 2.34
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Zgodnie z przedstawionymi na rysunku kierunkami sktadowych przyspieszen
przytozonych w punkcie A, catkowite jego przyspieszenie wyniesie:

Pa= \/(p:) ~Pasn )2 + (pg +Piaso )2 (2)

Wstawiajac wyznaczone wczesniej wartosci sktadowych przyspieszen, otrzy-
mano ostatecznie:

pA=3-(R+r)\/(1—3-t2-R+rJ +(3-62 +1) (h)

Przyklad 2.7
Dla preta o dhugosci 1 z przyktadu 2.2 wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie
konca B $lizgajacego si¢ po ptaszczyznie pionowe;.

yh
. B v, C

A Va=const X
A, 7

Rys. 2.35

Rozwiqzanie

Ruch preta jest ruchem ptaskim. Chwilowy $rodek obrotu znajduje si¢
w punkcie przeciecia linii prostopadlych do wektorow predkosci dwu punktow
poruszajacego si¢ preta. Jednym punktem jest punkt A, ktorego predkosc jest cal-
kowicie znana, drugim punktem jest punkt B, ktérego znamy tylko kierunek pred-
kosci (punkt B $lizga si¢ po pionowej powierzchni). Na przecigciu tych prosto-
padlych znajduje si¢ chwilowy $rodek obrotu C.
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Chwilowa predko$¢ katowa wynosi:
v

A

nN=—=———
AC B (v, 1)

\Y

A

Traktujac ruch preta jako chwilowy ruch obrotowy wzgledem chwilowego
srodka obrotu, wyznaczono predkos$¢ punktu B:

Vit
VB:Q)BC:—AVAt: A

P —(V,-t) =Vt

Predko$¢ punktu B mozna takze wyznaczy¢ traktujac ruch preta jako ruch
zlozony z ruchu postepowego z predkoscig wybranego bieguna i ruchu obrotowego
wzgledem tego bieguna. Jako biegun wybrano punkt A o catkowicie znanej pred-
ko$ci. Mamy wigc:

Vi = VA + VB/A
\Y

A = Vil
JP=(Vot) P (v, 1)

Zgodnie z rysunkiem suma geometryczna wektoréow V, i V,,, wynosi:

Vi -t
Ve =y Vo = Vi =m
P _v?.

Przyspieszenie punktu B wyznaczono, traktujgc ruch preta jako ruch zlozony.
Jako biegun przyjeto punkt A, poniewaz porusza si¢ on po torze prostoliniowym
ze znang predkosceig.

Calkowite przyspieszenie bieguna wynosi:

V., =0-AB=

P, =P, P,
\A :
pl = d;/tA =0 V, =const pL = ?A =0 ruch prostoliniowy
P, = 0

Przyspieszenie punktu B preta jest rowne sumie geometrycznej wektorow przy-
spieszenia bieguna i przyspieszenia w ruchu wzgledem bieguna:

_ t n
P =Pa T Pg/a T Pria

131



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

Sktadowe tego przyspieszenia majg wartosc:

gdzie:

AVA =const |
A -
0
Rys. 2.36

Calkowite przyspieszenie punktu B jest sumag geometryczng skladowych
i zgodnie z rysunkiem wynosi:

— — V2.2
sz\/(pB/A) +(pB/A) ZW

2.2.6. Ruch kulisty ciala sztywnego

Ciato sztywne, ktorego jeden punkt jest unieruchomiony, wykonuje ruch
nazwany ruchem kulistym. Ten nieruchomy punkt nosi nazwe srodka ruchu
kulistego.
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Z drugiego twierdzenia Eulera wynika, ze kazde ciato sztywne, ktorego
jeden punkt jest unieruchomiony, mozna dowolnie przemiesci¢ z jednego poto-
zenia w drugie, wykonujac obrot wzgledem wyznaczonej osi przechodzacej przez
srodek ruchu kulistego.

Rys. 2.37

Zgodnie z réwnaniem (2.39) okreslajacym predkos¢ dowolnego punktu
ciata w ruchu obrotowym mamy:

V=0Xr (2.62)
Chwilowa predkos¢ katowa ® lezy na chwilowej osi obrotu 1.

Ruch kulisty zdecydowanie ro6zni si¢ od ruchu obrotowego wokot statej osi,
gdyz w ruchu kulistym 0§ obrotu jest osig chwilowa, zmieniajgcg swoje potozenie
tak wzgledem statego uktadu odniesienia, jak i wzglgdem samego ciata.
Warto$¢ liczbowa predkosci punktu M, wynikajgca z zapisu wektorowego,
Wynosi:

V=@ Xr|=orsina=wh (a)

Jak juz wspomniano, chwilowa o$ obrotu w ruchu kulistym ciala sztywnego
zmienia swoje polozenie tak wzglgdem nieruchomego uktadu wspotrzednych, jak
i wzgledem poruszajacego si¢ ciata. Miejscem geometrycznym osi chwilowych
w uktadzie nieruchomym jest powierzchnia stozkowa o wierzchotku w §rodku
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ruchu kulistego O, nazwana aksoida nieruchomg (stala), natomiast miejsce geo-
metryczne osi chwilowych w ukltadzie zwigzanym z poruszajacym si¢ ciatem —
powierzchnia stozkowa, nazwana aksoidg ruchoma. Mozna wigc stwierdzi¢:

Ruch kulisty ciala sztywnego mozna odwzorowaé przez odtaczanie bez po-
slizgu aksoidy ruchomej po aksoidzie stalej.

Chwilowa predkos¢ katowa ruchu kulistego najczgsciej przedstawia sie
jako sume geometryczng trzech wektoréw wynikajacych z przyrostow katéw Eu-
lera, jak przedstawiono na rysunku ponize;j.

zh
S~ >

Rys. 2.38

Uktad osi Oxyz jest uktadem nieruchomym, natomiast uktad osi OEn( jest ukta-
dem zwigzanym z poruszajacym si¢ cialem sztywnym. Linia N nazywa si¢ linia
wezlow 1 jest krawedzig przecigcia plaszczyzny Oxy z plaszczyzng O&n:

o=k,¢+k,y+k,9 (2.63)

Jesli oznaczymy: o = k,¢ o = k,y o = k,9 (b)
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catkowita chwilowa predkos¢ katowa ruchu kulistego ciata sztywnego wynosi:

O=m + o+ (2.64)
gdzie:
o1 — predkos¢ katowa obrotu wiasnego,
o — predkos¢ katowa preces;ji,
3 — predkos¢ katowa nutacji.
Zgodnie z definicjg przyspieszenie punktu M jest pochodna geometryczng
predkosci v wzgledem czasu. Rézniczkujac zatem predko$¢ wyrazona rowna-
niem (2.62), otrzymano:

dv d do dr
=—=—(OXr)=—Xr+mx— 2.65
Pr g T g dt (2.65)
Bioragc pod uwage, ze: &= do oraz dr =V=@Xr (©
dt dt
mamy ostatecznie:
p=egxr+ox(®xr) (2.66)

Otrzymano przyspieszenie p punktu M jako sum¢ geometryczng dwu wek-
toréw. Oznaczajac te wektory odpowiednio przez pi i p2, mamy:

pr=gxr (d)
P2=®x (® Xr) (e)

Kierunek przyspieszenia p; nie pokrywa si¢ z kierunkiem predkosci v punktu
M 1 nie jest wobec tego przyspieszeniem stycznym tego punktu.
Wspomniany wektor nosi nazwe przyspieszenia obrotowego punktu M.
Wektor p2 nosi nazwe przyspieszenia doosiowego i rowny jest iloczynowi
wektorowemu wektorow @ i v. Poniewaz wektory te sg do siebie prostopadte,
mamy natychmiast:

p=loxv/=0v=w’h (2.67)

Przyspieszenie katowe &, jak wynika z zaleznosci (c), jest pochodng geome-
tryczng predkosci katowej ® wzgledem czasu, czyli zgodnie z interpretacja po-
chodnej geometrycznej — predkoscia konca wektora . Na rysunku ponizej
zaznaczono wektor przyspieszenia katowego & dla szczegdlnego przypadku
ruchu kulistego ciala sztywnego, wykonujacego precesje regularng (predkosé
nutacji @z = k,9=0).
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Rys. 2.39

W ruchu kulistym wykonujacym precesje¢ regularng, aksoidy stata i ruchoma
sg stozkami regularnymi, a kat nutacji ma stalg wartos¢ 9 = const. Tak wigc przy-
spieszenie katowe, jako pochodng geometryczng predkosci katowej, mozna
przedstawic¢ rownaniem:

i—?zmz <o (2.68)

Przyklad 2.8

Tarcz¢ o promieniu r osadzono na osi o dhlugosci 1. O$ t¢ zamocowano
przegubowo w punkcie O na poziomej ptaszczyznie, jak pokazano na rysunku.
Wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie punktu A tarczy toczacej si¢ bez poslizgu
po poziomej ptaszczyznie, jesli wprawimy ja w ruch ze stalg predkoscia precesji
1 = const.
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Rys. 2.40

Rozwiqzanie

Na osi precesji przykladamy predkos¢ katowa precesji w;. Catkowita
predkos¢ katowa ruchu kulistego o lezy na chwilowej osi obrotu i jest sumg geo-
metryczng predkosci katowej precesji i predkosci katowej obrotu wlasnego. Pred-
ko$¢ katowa nutacji jest rdwna zero, poniewaz kat miedzy osig obrotu
wlasnego i osig precesji w czasie ruchu uktadu jest staly. Z rozktadu predkosci
katowych przedstawionych na rysunku, chwilowa predkos¢ katowa ruchu kuli-
stego wynosi:

o,
r

0=, -ctgo =

Odlegtos¢ punktu A od chwilowej osi obrotu wynosi:
2-r-1
NI
Tak wiec predkos¢ punktu A znajdujgcego sie na obwodzie toczacej si¢ tarczy,
w chwilowym ruchu obrotowym wzgledem chwilowej osi obrotu wynosi:

h=2-r-cosa=

o -1’
V1P 417
Predkos$c¢ ta jest prostopadta do rysunku i styczna do kota o promieniu h.

Przyspieszenie punktu A jest rowne sumie geometrycznej przyspieszen, obroto-
wego i doosiowego. Mamy wiec:

V,=0-h=2-
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P, =P, TP,
gdzie: p, =&€xr, p,=0xV,
Aby obliczy¢ przyspieszenie obrotowe nalezy wyznaczy¢ przyspieszenie katowe
ruchu kulistego & =((11—(;). Wartos$¢ tego przyspieszenia wynika z definicji i jest

réwna predkosci konca wektora @ . Chwilowe przyspieszenie katowe wynosi:

—

Wektor ten, jako predkos¢ konca wektora predkosci katowej @, przylozono
w $rodku ruchu kulistego O prostopadle do rysunku. Przyspieszenie obrotowe
jest illoczynem wektorowym wektorow € oraz ra i wynosi:

LT 1
P, =8-rA-mnE:mf-—-\/lz+r2

r

Przyspieszenie doosiowe jest iloczynem wektorowym prostopadtych wektorow
predkosci katowej @ i predkosci liniowej V4. Przyspieszenie to wynosi:

13
r-V1P 41’

Calkowite przyspieszenie punktu A zgodnie z rysunkiem wynosi:

p=0V, =20}

LA+ 461212
Pa =P, +P: =2, P, cOSAL =0} - —
ro\/l +r

2.3. RUCH ZLOZONY PUNKTU - WIADOMOSCI
PODSTAWOWE

W dotychczasowym badaniu ruchu punktu lub ciata w przestrzeni zaktadano,
ze odbywa si¢ on wzgledem statego uktadu odniesienia. W wielu zagadnieniach
technicznych mamy do czynienia z ruchem jakiego$ punktu, ktory porusza si¢
w ruchomym uktadzie odniesienia (wewnatrz ruchomego ciata), poruszajacym
si¢ z kolei wzgledem ukladu statego. Badajac wiec ruch punktu w ukladzie
ruchomym, mozemy okresli¢ tor, pr¢dkos¢ i przyspieszenie punktu wzgledem
tego uktadu, jednak beda to inne wielkosci niz wyznaczone w statym ukladzie
odniesienia.
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Rys. 2.41

Na rysunku uktad osi Oxgyozo jest statym ukladem odniesienia, natomiast
uktad Oxyz jest uktadem ruchomym, zwigzanym z poruszajacym si¢ ciatem.

Potozenie punktu M w stalym uktadzie odniesienia opisuje funkcja wekto-
rowa r = r(t). Z rysunku wynika:

r=ro+r’ (a)
Zgodnie z definicjg predkosci punktu mamy:

v, = dn dr _dn dF (2.69)
dt dt dt dt dt

gdzie pochodna bezwzgledna promienia-wektora r’, poprowadzonego z poczatku
ruchomego ukladu wspotrzednych, jest suma pochodnej tzw. lokalnej,
wyznaczonej wzgledem ukladu ruchomego oraz predkosci konca tego promienia-
wektora wynikajacego z ruchu obrotowego ciata z predkoscia . Tak wigc
w przypadku gdy @ = 0, czyli gdy uktad ruchomy porusza si¢ ruchem postepowym,
wowczas pochodna bezwzgledna i pochodna lokalna s sobie rowne, poniewaz
promien-wektor nie doznaje dodatkowego przyrostu wynikajacego z ruchu
uktadu ruchomego. Wprowadzajac oznaczenia:

d : :
vuzf-i-mxr =V, +tOXr (2.70)

AR

vV =— 2.71
Yoodt ( )
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otrzymujemy ostatecznie:
VM = Vu + Vy (2.72)

Predkos¢ bezwzgledna punktu w ruchu ztozonym vy réwna jest sumie geo-
metrycznej predkosci w ruchu unoszenia v, oraz predkosci w ruchu wzglednym
Vi

vm — predko$¢ bezwzgledna; jest to predkos¢ poruszajacego si¢ punktu M
wzgledem uktadu statego,

vy — predkos¢ wzgledna; jest to predkosé punktu M wyznaczona wzgledem
uktadu ruchomego,

vu — predko$¢ unoszenia; jest to predkosé, jaka miatby punkt M, gdyby byt
sztywno zwigzany z poruszajacym si¢ ciatem.

Przyspieszenie bezwzgledne pm roéwne jest pochodnej wzgledem czasu pred-
kosci bezwzglednej vm. Przyspieszenie to wyznaczamy w stosunku
do uktadu nieruchomego i dlatego ta pochodna jest pochodng bezwzgledna.
Mamy wiec:

_dvy

= 2.73
Pm dt ( )
Zgodnie z rownaniem (2.69) predkos¢ vm wynosi:
Vy =V, +OXT +V (2.74)

Rys. 2.42
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Po podstawieniu do rownania (2.73) otrzymano:

dv, do .  dr dv
=——+—Xr +@x—+—> 2.75
Py =" "t dt  dt 2.75)

Wektory r’ i vy wyznaczone sag w ruchomym uktadzie odniesienia
i w zwigzku z tym pochodng bezwzgledng tych wektorow wyznaczono analo-
gicznie jak przy predkosci, w zalezno$ci od pochodnej lokalnej. Pochodna
bezwzgledna promienia-wektora r’ wynosi:

dr  dr ‘ :
—=—+OXr =V_+OXr (a)
dt dt
i predkosci wzglednej vy:
dv_ dv
Y =Y L OXV =P, +OXV b
dt dt v =Py v ®)
biorac pod uwagge, ze:
dv, do
= oraz —-=g¢ ¢
a P dt (©)

gdzie po 1 € oznaczajg odpowiednio przyspieszenie poczatku O ruchomego
uktadu wspotrzednych Oxyz i przyspieszenie katowe tego uktadu.
Wstawiajac (a), (b) i (c) do réwnania (2.71), otrzymano:

Pa =Py HEXT +OX(V, +OXT)+Pp, +®XV,, (d)
i ostatecznie po przeksztalceniu:
Pun =Po +EXT +@X(@X1)+p, +2(0xV,) (2.76)

W powyzszym réwnaniu mozna wyodrgbni¢ przyspieszenie unoszenia, tj.
przyspieszenie, ktore miatby punkt M, gdyby byt sztywno zwigzany z ruchomym
uktadem odniesienia Oxyz. Tak wigc przyspieszenie bezwzgledne punktu M wy-
nosi:

Py =Pu + P, +2(xV) (2.77)

gdzie: P.=Po+EXT+OX(@x1') (2.78)
Przyspieszenie bezwzgledne punktu M otrzymalismy jako sume geome-
tryczng przyspieszenia unoszenia Ppu, przyspieszenia wzglednego pw oraz

pewnego dodatkowego przyspieszenia noszacego nazwe przyspieszenia Coriolisa.
Oznaczajac to przyspieszenie pc, mamy:
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p.=2(@xv,) (2.79)

Calkowite przyspieszenie bezwzgledne puntu M mozna przedstawi¢ w po-
staci sumy wektorow:

Pm =P. +P. *P. (2.80)

Przyspieszenie bezwzgledne punktu w ruchu ztozonym pm réwne jest sumie
geometrycznej przyspieszen w ruchu unoszenia pu, w ruchu wzglednym p. oraz
przyspieszenia Coriolisa pc.

Pum — przyspieszenie bezwzgledne; jest to przyspieszenie poruszajacego
si¢ punktu M wzgledem statego uktadu odniesienia.

Pu — Dprzyspieszenie unoszenia; jest to przyspieszenie jakie miatby punkt
M, gdyby byt sztywno zwigzany z poruszajacym si¢ ciatem.

Pw — przyspieszenie wzgledne; jest to przyspieszenie punktu M wyzna-
czone wzgledem uktadu ruchomego.

p. — przyspieszenie Coriolisa; jest to przyspieszenie, ktorego wartosé¢

wynika z podwojonego iloczynu wektorowego predkosci katowej
unoszenia i predkosci wzglednej punktu M.

Przyklad 2.9

Dany jest mechanizm korbowy, jak przedstawiono na rysunku 2.43. W me-
chanizmie tym korba obraca si¢ ze statg predkoscia katowa ®, a umieszczony na
niej suwak potaczony jest przegubowo z poziomym pretem. Wyznaczy¢ predkosc
i przyspieszenie bezwzgledne suwaka, jesli potaczony przegubem z suwakiem
pret porusza si¢ w poziomej prowadnicy.

Rozwiqzanie

Suwak porusza si¢ ruchem ztozonym. Ruch suwaka zwigzany z obrotem
korby z predkoscig katowa @ jest ruchem unoszenia, natomiast ruch suwaka
wzdluz korby jest ruchem wzglednym. Ruch bezwzgledny suwaka wynika
z ruchu poziomego preta zamocowanego w prowadnicy.

Wektory predkosci unoszenia, wzglednej i bezwzglednej suwaka przedsta-
wiono na rysunku.

Potozenie uktadu w dowolnej chwili opisano katem obrotu korby ¢:
(p=j0)-dt=0)-t+C

dla t=0 ¢=0 C=0 tak wiec p=0-t
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L7 A

S S

O \ @=const

Rys. 2.43

Predko$¢ unoszenia dowolnej chwili wynosi:

a

V,=0-0A=0w-
cos ot
Predko$¢ bezwzgledna suwaka wynika z rozktadu predkosci w ruchu ztozonym i
zgodnie z rysunkiem, wynosi:
V, ®-a
V = u = 2
cosmt cos” mt

Przyspieszenie bezwzgledne suwaka jest sumg geometryczng sktadowych przy-
spieszen w ruchu unoszenia, w ruchu wzglgdnym 1 przyspieszenia coriolisa.
Mamy wiec:

P=P, +P,+P, +P, + P
Wartosci liczbowe sktadowych przyspieszen wynosza:
p.=¢-0OA=0 poniewaz 8:(21_(:) a o=const

_o-a

pl =0 -0A
cos ot
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dv. 1+sin” ot . . ®-a-sin ot
pL=—t=a—— gdzie V, =V-sing=————

Codt cos’ ot cos’ ot
p. =0 poniewaz ruch wzgledny jest ruchem prostoliniowym.
2. -a-sin ot
pCOT:Z(meW): pcorzz.m.\/w :w
cos” ot
Wektory wyznaczonych sktadowych przyspieszenia suwaka przedstawiono na

rysunku 2.44.

Rys. 2.44

Jak wcze$niej wyjasniono, bezwzgledny ruch suwaka jest poziomy. Korzystajac
z twierdzenia o rzucie wektora wypadkowego i jego sktadowych na dowolng os,
przyspieszenie bezwzgledne suwaka wyniesie:

p=p, -Sin@—p. -sin@+p,, COSP
1 ostatecznie:
B 2.0 -a-sinot
cos’ ot

Jak tatwo zauwazy¢, bezwzgledny ruch suwaka jest ruchem prostoliniowym,
tak wigc jego przyspieszenie jest pochodng predkosci wzgledem czasu. Mamy
natychmiast:

dV 2-o -a-sinot

p_p‘_E_ cos’ ot
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3.1. PRAWA NEWTONA

Jak juz podano we wstepie, dynamika jest cze$cia mechaniki i ustala zwigzki
migdzy ruchem ciala a sitami do niego przytozonymi. Opiera si¢ na drugim pra-
wie Newtona, zacytowanym w pierwszej cze¢sci niniejszego opracowania. Prawa
te dotycza punktu materialnego lub ciata poruszajacego si¢ ruchem postgpowym.
Podstawowe znaczenie tych praw w tej czgsci mechaniki jest powodem zacyto-
wania ich ponownie.

Prawo pierwsze. Punkt materialny, na ktory nie dziata zadna sita, lub dzia-
lajace sity rownowazg sig, pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jedno-
stajnym po linii proste;.

Prawo drugie. Przyspieszenie punktu materialnego, na ktory dziata sita, jest
proporcjonalne do tej sity i ma jej kierunek.

Jesli na punkt materialny o statej masie m dziata sita P, a przyspieszenie od
tej sity wynosi p, to zgodnie z drugim prawem Newtona mozna napisa¢ rownanie:

mp=P 3.1

zh P

(

Rys. 3.1
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Roéwnanie to nosi nazwe dynamicznego réwnania ruchu punktu materialnego.
Z wektorowego rownania (3.1) mozna otrzymac¢ roOwnanie, opisujace zalez-
nos$¢ miedzy warto$ciami liczbowymi dziatajacej sity i wywolanego ta sitg
przyspieszenia.

m p=P 3.2)

Prawo trzecie. Sity wzajemnego oddzialywania dwoch punktéw material-
nych sg rowne co do wartosci liczbowej, przeciwnie skierowane i dziataja wzdluz
prostej taczacej te punkty.

Rys. 3.2
Pio=-Py (3.3)
czyli Pi2= P2,

Drugie prawo Newtona zostato sformutowane dla jednej sily dziatajacej na
punkt materialny. W przypadku dziatania wielu sit Py, Pa,..., Pn, wektor przyspie-
szenia tego punktu, rowny jest sumie geometrycznej wektoroOw przyspieszen, ja-
kie miatby ten punkt, gdyby kazda z przytozonych sit dziatata osobno.

Niech pi, p2,..., pn beda wektorami przyspieszen punktu materialnego, po-
chodzacymi od sit Py, P,..., Pn. Niech p bedzie wektorem przyspieszenia tego
punktu, wywotanym dziataniem sity wypadkowej. Na podstawie powyzszego
stwierdzenia mamy:

p=pi+tp2t..+pa (a)
Z drugiego prawa Newtona mozna napisac¢ nastgpujgce zwigzki:
mp; =P mp:=P; mp, =P, (b)
Jesli obie strony réwnania (a) pomnozymy przez mas¢ m i uwzglednimy powyz-
sze zalezno$ci, otrzymamy roOwnanie:
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mp=P;+P,+ .. +P, (3.4)

Z otrzymanego rownania wynika, ze przyspieszenie rozwazanego punktu mate-
rialnego rowne jest przyspieszeniu, jakie wywota sita wypadkowa, bedaca sumag
geometryczng sit Py, Pa,..., Pn. Tak wiec w szczegolnym przypadku, jesli na
punkt materialny dziata uktad sit, ktérego suma geometryczna jest rbwna zero,
z rownania (3.4) wynika, Ze przyspieszenie tego punktu takze jest rowne zero.
Oznacza to, iz punkt pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym
po linii prostej. Jest to trescig pierwszego prawa Newtona.

3.2. DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

3.2.1. Dynamiczne réwnania ruchu punktu materialnego

Do badania ruchu punktu poruszajacego si¢ dowolnie w przestrzeni
pod wptywem dziatania sity P zastosowano réwnanie dynamiczne wynikajace z
drugiego prawa Newtona.

mp=P 3.5)
Jesli ruch punktu rozpatrujemy w prostokatnym uktadzie osi wspotrzednych
Oxyz, to rbwnaniu wektorowemu (3.5) odpowiadaja trzy rownania skalarne wy-
nikajace z odpowiednich rzutéw na osie:

mpy = Px mpy = Py mp, =P, (a)
Wykorzystujac zaleznosci p, =X, p, =¥, p, =Z, gdzie x, y, z sg wspot-

rzednymi rozpatrywanego punktu materialnego, otrzymujemy rézniczkowe
réwnania ruchu punktu w prostokatnym uktadzie osi wspotrzednych.

z P
. (
2(t)
0 y
t
vt X
X,/
Rys. 3.3
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mi =P, my =P m7 =P (3.6)

y z

Rozwiazujac wigc konkretne zagadnienie z dynamiki punktu materialnego,
nalezy znalez¢ rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowych (3.6). Jak widac
przedstawione rownania sg rz¢du drugiego, a wigc rozwigzania tych rownan za-
leza od szesciu statych. State te nalezy wyznaczy¢ z warunkow poczatkowych
ruchu dla chwili t = 0.

Mamy wiec:
(X)[=0 =Xy (y)l:() =Y (Z)1=o =Z

| _ _ 3.7)
(X)[:O =V (y)1=0 = VOy (Z)tzo =V,

Przedstawione powyzej rownania dotycza ruchu punktu materialnego
W przestrzeni, czyli ruchu punktu opisanego trzema parametrami. W szczegolnym
przypadku, jesli sita P dziala w tej samej ptaszczyznie, w ktorej lezy predkosé
poczatkowa punktu, ruch bedzie si¢ odbywal we wspomnianej ptaszczyznie,
a rébwnania rozniczkowe ruchu sprowadzajg si¢ do dwu rownan:

mx =P m'y:Py

(3.8)

Trzecie rownanie uktadu rownan (3.6) jest tozsamosciowo spetnione, poniewaz
mamy z=01P,=0.

3.2.2. Rownania ruchu nieswobodnego punktu materialnego

Niech natozone wigzy na nieswobodny punkt materialny o masie m, do
ktorego przytozono site P powoduja, ze punkt ten porusza si¢ po linii n, jak przed-
stawiono na rysunku 3.4.

Réwnanie dynamiczne tego punktu musi by¢ napisane dla punktu swobodnego
i w zwigzku z tym oprocz sity czynnej P w roéwnaniu nalezy uwzgledni¢ reakcje
wiezow R. Réwnanie to ma postac:

mp=P+R (a)

Otrzymane rownanie wektorowe mozna zastapi¢ trzema rownaniami skalar-
nymi, wynikajgcymi ze sktadowych wektorow wystepujacych w rownaniu (a)
wzdhiz osi przyjetego uktadu. Dla prostokatnego uktadu wspotrzednych Oxyz
mamy:
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Rys. 3.4
mX=P +R~ my=P +R, mZi=P +R, (3.9

W uktadzie osi zwigzanych z torem poruszajacego si¢ punktu, czyli odpo-
wiednio wzdtuz stycznej t, normalnej gtéwnej v i binormalnej 3 do toru, jak
pokazano na rysunku, mamy:

2
m®_p R m =P +R,  0-P,+R, (3.10)
dt p
Sa to rownania, w ktorych przyspieszenie wystepujace w rownaniu (a) zostato
wyrazone poprzez przyspieszenie styczne i normalne. Wartosci tych sktadowych
zostaly wyznaczone w czesci I opracowania i opisane wzorem (2.13).

W trzech réwnaniach (3.10) mamy cztery niewiadome, ktérymi sa v, R., R,,
R, . Jesli torem poruszajacego si¢ punktu nie jest linia gtadka, dodatkowy waru-
nek otrzymujemy z prawa tarcia, natomiast jesli torem jest linia gladka, tym
dodatkowym warunkiem jest R = 0, gdyz sktadowa styczna znika. Zasadniczym
rownaniem rézniczkowym ruchu jest pierwsze z réwnan (3.10), poniewaz
z rdwnania tego mozemy wyznaczy¢ wspotrzedna tukowa s potozenia punktu,
jako funkcje czasu t. Pozostale rownania okreslajg zaleznos¢ miedzy sktadowymi
reakcji.
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Dla szczeg6lnego przypadku ruchu krzywoliniowego punktu, to jest ruchu
po okregu kota o promieniu r, predko$¢ tego punktu mozna wyrazic:

(b)

Rys. 3.5

gdzie @ jest droga katowa promienia wodzacego poprowadzonego ze Srodka
okregu do punktu materialnego. Po wstawieniu (b) do réwnan (3.10) otrzymu-
jemy uktad rownan:

mro=P +R, mr¢g’=P,+R, 0=P, +R, (3.11)

Dla ruchu punktu po gladkim okregu kota ze stala predkosciag v = ar,
z drugiego réwnania znajdujemy R, =mre’. Reakcja ta nosi nazwe sily

dosrodkowe;j.

Przyklad 3.1

Wyznaczy¢ przyspieszenia masy m; i m dla uktadu przedstawionego na ry-
sunku. Masa m; spoczywa na chropowatej powierzchni, ktorej wspotczynnik tar-
cia wynosi |. Masa m; potaczona jest ling, nawinigta na wigksze koto lekkiej
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szpuli. Z mniejszego kota szpuli odwija si¢ lina opasujaca krazek o promieniu ,
do srodka ktérego podwieszono mase m,. Koniec tej liny zaczepiono w statym
punkcie A, jak pokazano na rysunku.

m,

Rys. 3.6

Rozwiqzanie

Uwalniamy uktad od wi¢zow, aby napisa¢ dynamiczne réwnania ruchu dla
punktéw materialnych m; i mo.
Dynamiczne rownania ruchu maja postac:

— dla masy m;:
m,-p,=S-T
m -0=N-m,-g (a)
T=p-N
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Rys. 3.7

— dla masy my:
m,-p, =m,-g—2-§, (b)

Dla lekkiej szpuli mozemy napisa¢ rownanie ze statyki, uwzgledniajace zalez-
nos$¢ miedzy sitami w linach:

ZMiozs'rz_Sl’rlzo (©)

Otrzymano uktad 5 réwnan, w ktorych jest 6 niewiadomych. Rownania te nalezy
uzupetié¢ réwnaniem z kinematyki, uwzgledniajacym zalezno$¢ miedzy przy-
spieszeniami.

Rozpatrujac ruch obrotowy szpuli i ruch ptaski krazka o promieniu r, mamy:

T
p1:2'p2'_2 (d)

rl
Rozwiazujac otrzymany uktad rownan, wyznaczono przyspieszenia mas:

m,-f—2-m -u-r

2 2
m,-r,+4-m, 1,

P, =2-g-1‘2
(e)

m,-r,—2-m,-u-1,

p, =81

2 2
m, 1 +4-m, -1,
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Przyklad 3.2

Wyznaczy¢ przyspieszenia mas m;, my, ms zawieszonych na lekkich linach
opasujacych lekkie kota, jak pokazano na rysunku. Koto o promieniu rj, potaczone
jest z kotem o promieniu 2, tworzac szpulg¢ obracajgca si¢ na wspolnej osi.

Rozwiqzanie

Przyspieszenia mas wyznaczono z dynamicznych réwnan ruchu. Aby napisa¢
dynamiczne réwnania ruchu, nalezy rozpatrywany uktad uwolni¢ od wigzoéw
1 przyjac kierunki ich przyspieszen. Na tym etapie rozwigzania, kierunki przy-
$pieszen mozna przyja¢ dowolnie, gdyz wlasciwe, zalezne od wielkosci mas
otrzymamy po rozwigzaniu uktadu réwnan dynamicznych i zwigzkéw kinema-
tycznych napisanych dla przyjetych kierunkéw przyspieszen.

Dynamiczne roéwnania ruchu rozpatrywanych mas m;, m,, ms majg postac:

m, -p, zml'g_sl

mz'pzzmz‘g_ss

m,-p;=S;-m;-g
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Aby rozwigza¢ otrzymany uklad rownan wzglgdem poszukiwanych wartosci
przyspieszen nalezy otrzymane réwnania ruchu uzupetni¢ warunkami wynikaja-
cymi ze statyki oraz kinematyki ruchu uktadu.

Ze statyki mamy:
— dla lekkiej szpuli: D M, =S, -5, =S, -1, =0
— dla kota o $rodku O: Z:Ply =S,-2-S,=0

Zalezno$¢ kinematyczng otrzymano z analizy ruchu obrotowego szpuli oraz
ruchu ptaskiego kota o §rodku O. Zgodnie z przyjetymi kierunkami przyspieszen
mamy:

— dla szpuli: g =—L=-2 p, =D, =

— dla kota o srodku O: p,=-p,+e-T p;=p, +e-r
Otrzymane zwiazki odj¢to stronami, otrzymujac zalezno$¢ migdzy przyspiesze-
niami liniowymi:

P, =Py =-2p,

1 ostatecznie:

T
| S :_2'p1'r_2

1

Uwzgledniajac wyznaczone warunki w dynamicznych rownaniach ruchu, otrzy-
mano poszukiwane warto$ci przyspieszen:
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b g —4-m2-m3-r2-(r1+r2) 1
[ 2 2 2
mz-(ml-r1 +4-m3-r2)+ml-m3-rl

b =g —2-m1-m3-r1‘(r1+r2) 1
2= 2 2 2
mz-(ml-r1 +4-m3-r2)+m1-m3-r1

_ 2'ml~m2or1'(rl+r2) 1

p;=8- 5 5 2
mz-(ml-r1 +4-m3-r2)+m1-m3-r

1

Przyklad 3.3

Wyznaczy¢ site w lekkiej linie o dlugosci 1, na ktorej zawieszono kulg
o masie m. Sit¢ w linie wyznaczy¢ w funkcji kata o, jaki lina w czasie ruchu
tworzy z poziomem. W chwili poczatkowej lina byta pozioma, a kula pozosta-
wala w spoczynku.

s

0

Rys. 3.10

Rozwiqzanie

Ruch kuli potraktowano jako ruch punktu materialnego poruszajacego si¢
ruchem krzywoliniowym po torze o znanym promieniu krzywizny toru.
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Ruch ten opisano rownaniami dynamicznymi odniesionymi do toru tego punktu,
w uktadzie osi naturalnych, czyli na kierunek styczny i normalny (torem tego
punktu jest linia ptaska). Mamy wigc:

m-p, =m-g-cose

m-p, =S-m-g-sin@

v v
P 1

Z réwnania dynamicznego na kierunek normalny otrzymano:

gdzie: P,

2
S:m~T+m~gosin(p

Aby wyznaczy¢ site w linie w funkcji kata ¢, nalezy wyznaczy¢ wartos¢ predkosci
poruszajacego si¢ punktu rowniez w funkcji kata ¢.
Z rownania dynamicznego na kierunek styczny mamy:

v _ g-cosQ

dt
W réwnaniu tym sg trzy zmienne V, ¢ i czas t. Aby rozwigzac to rownanie przez
rozdzielenie zmiennych, przyjeto podstawienie:

&V _dv do 4V 4V V

dt  do dt d¢ do 1

Wstawiajac to podstawienie do rownania dynamicznego na kierunek styczny,
otrzymano:
Vdav_
4o g-cosQ

Po rozdzieleniu zmiennych mamy:
%-dV =g-cos@-do

Po scatkowaniu stronami powyzszego rownania i wyznaczeniu statej catkowania
z warunku poczatkowego dlat=0, g =01 V = 0, stata catkowania C = 0, otrzy-

mano:
2

VT=2-g-sin(p
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Otrzymang warto$¢ predkosci wstawiono do zaleznosci opisujacej wartos¢ sity
w linie, otrzymujac ostatecznie:

S=3-m-g-sin¢@

3.2.3. Szczegolne przypadki ruchu punktu materialnego

Drgania swobodne punktu materialnego

Rozpatrzmy ruch punktu o masie m, zawieszonego na liniowej spr¢zynie
o stalej ¢, jak pokazano na rys. 3.11.
Po zawieszeniu na sprezynie masy m, sita ciezko$ci tej masy spowoduje wydtu-
zenie si¢ sprezyny o dlugo$¢ odpowiadajaca wydhuzeniu statycznemu ., , ktore
zgodnie z rysunkiem wynosi:

r = (a)
c

Masa m osiggnie w tym potozeniu rownowage i kazde wychylenie z tego
potozenia spowoduje ruch wzgledem tego potozenia. Napiszmy roéwnanie dyna-
miczne dla poruszajacego si¢ punktu w dowolnym potozeniu okreslonym wspot-
rzedng x. Na punkt dziata tylko sita w sprezynie, gdyz sita cigzkosci rownowazy
si¢ w kazdej chwili ruchu z sitg pochodzaca od wydtuzenia statycznego.

/
Chg
Aot S=cx
X
mg 1

Rys. 3.11

Mamy wiec:

m-X=-S=-c-x (b)
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Dzielac otrzymane rownanie przez masg, otrzymano:

i+ .x=0 (©)
m

Po podstawieniu — = ®°, gdzie o jest czestoscig kotowa drgan, otrzymano row-
m
nanie rézniczkowe ruchu harmonicznego postaci:

X+ -x=0 (3.12)

Rozwigzanie tego rownania jest kombinacjg liniowg rozwigzan odpowiadajacych
pierwiastkom réwnania charakterystycznego i ma postac:

x=C, -sin(wt)+C, - cos(ot) (3.13)
gdzie C, i C, sg statymi ktore wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.

Jesli za poczatek ruchu przyjmiemy chwile wychylenia masy m o odleglosc
a i puszczeniu jej bez predkosci poczatkowej, warunki bgdg miaty postaé:

dla t=0 przemieszczenie X =a predkos¢ x =0 (d)
Predkos$¢ w dowolnej chwili jest pochodna przemieszczenia wyrazonego rowna-
niem (3.13) i ma warto$¢:

x=C,-0-cos(wt)-C, -o-sin(t) (e)
Wstawiajgc warunki poczatkowe (d) do rownan (3.13) i (e), otrzymano wartosci
statych C, i C,, ktore wynosza: C, =0 i C, =a.

Roéwnanie ruchu harmonicznego punktu materialnego o masie m ma postacé:

x=a‘cos(cot) (3.14)

Okres ruchu tego punktu (drgan) wynika z okresowosci funkcji cosinus i ma war-
tos¢:

m-(t+T)=m-t+2~n=w-(t+2'—nj ®
®
Ostatecznie okres drgan wynosi:
2.7
T=—o (2)
®
Czestotliwos¢ drgan okreslona jest zalezno$cia:
1 o
f=—=—_ h
T 2-m ®
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Drgania wymuszone sita harmoniczna bez ttumienia

Rozpatrzmy ruch punktu o masie m, zawieszonego na liniowej sprezynie
o stalej c, jak pokazano na rys. 3.12.
Do punktu tego przytézmy harmoniczng site o statej amplitudzie Po.

/

S=cx

P, sin(kt)

Rys. 3.12

Roéwnanie ruchu tego punktu ma postac:
m-X+c-x =P, -sin(kt) (i)

Po sprowadzeniu powyzszego roéwnania do postaci odniesionej do jednostki masy
mamy:

3{+m2~x:q~sin(kt) (3.15)
. P
gdzie: == q=—>
m m

Rozwigzanie réownania (3.15) jest sumg rozwigzan rownania jednorodnego,
ktorego postac przedstawia rownanie (3.13), a wigc:

x, =C, 'sin(oat)+C2 -cos(oat) (),
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oraz rozwigzania szczegdlnego odpowiadajacego funkcji okresowej stojacej
po prawej stronie rownania (3.15). Rozwigzanie to przewidujemy postaci:

X, =A'sin(kt)+B'cos(kt) (k)
Po podstawieniu rozwigzania (k) do réwnania (3.15) otrzymano state A i B. State
te wynosza:

q
A= B=0

Rozwiazanie rownania (3.15) ma postac:

x=C, -sin(ot)+C, -cos(wt)+— q = sin(kt) ()

gdzie C, i C, sa stalymi, ktore nalezy wyznaczy¢ z warunkow poczatkowych
ruchu.

Dla t=0 x(0)=01 %(0)=0

State te wynosza:

q-k

C,=0 (m)

Podstawiajac state C; i C, do réwnania (1), otrzymano réwnanie drgan wymuszo-
nych punktu materialnego zawieszonego na liniowej sprezynie.

x=—L-sin(wt)+—2$in(kt) (3.16)

(D-(c)z—kz) o -k

Rozwiazanie powyzsze ma sens, jesli o # k . Otrzymane rozwigzanie sktada si¢
z dwu wyrazow, pierwszy dotyczy drgan z czgstoscig wiasng uktadu zalezng od
parametrow sity wymuszajacej (amplituda, czestos¢), drugi dotyczy drgan
wymuszonych z czestoscig sity wymuszajace;.

Zgodnie z rownaniem (3.16) amplituda drgan wymuszonych wynosi:

! ‘ ()

| q P
i T

o K|

2
()
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Warto$¢ amplitudy drgan wymuszonych, przy stalej amplitudzie sity wymusza-
jacej, zalezy od czgstosci tej sity. Przebieg wartosci tej amplitudy w funkcji czg-
sto$ci wymuszenia przedstawiono na rys. 3.13.

a
Po_
maw?
\ T \ \ -
1 2 3 4 k
®
Rys. 3.13

Dla czestosci sity wymuszajacej rownej czestosci drgan wiasnych uktadu o =k
nastepuje gwaltowny wzrost amplitudy drgan wymuszonych (dla uktadu
bez tlumienia amplituda rosnie do nieskonczonosci). Zjawisko to nosi nazwe re-
zonansu.

Swobodny spadek z uwzglednieniem oporu powietrza

Ciato poruszajace si¢ w osrodku gazowym (w powietrzu) wywoluje opér,
ktérego warto$¢ jest proporcjonalna do kwadratu predkosci tego ciata. Dodajmy,
ze ruch ciata w o$rodku plynnym wywotuje opér proporcjonalny do predkosci.
Rozpatrzmy ruch ciata o masie m, spadajacego w dot pod wptywem sily ciezkosci
z uwzglednieniem oporu powietrza, jak pokazano na rys. 3.14. Réwnanie ruchu
tego ciata ma postac:

m-X=m-g—-R (a)

gdzie R jest sita oporu powietrza.
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R
///////f/////,

Sita ta, zgodnie z wynikami badan doswiadczalnych, jest proporcjonalna do kwa-
dratu predkosci 1 wynosi:

R=k-v’ (b)

Stata k jest wspotczynnikiem oporu powietrza, ktory zalezy od ksztaltu i wy-
miaréw spadajacego ciata. Wstawiajac (b) do rownania (a) i uwzgledniajac, ze

X= dv mamy:
dt '

Yoy ©

Jesli wprowadzimy oznaczenie ¢” = , €0 na podstawie rOwnania (c) oznacza,

ze przyspieszenie spadajacego ciata jest rOwne zero, a jego predkos¢ v =c, otrzy-
mujemy roéwnanie:

dv ¢’ —v?
E:g‘ = (d)

Po rozdzieleniu zmiennych otrzymano réwnanie:

dv__2 4 (@)
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Wykorzystujac podstawienie:

1 1 1 1
=— +
¢t —v? 2‘c(c+v c—vj @

i catkujac stronami rownanie (e), otrzymano:

1n(c+v)—ln(c—v)=2;g-t+C (2)
c

Wstawiajac warunki poczatkowe ruchu ciata, ze dla t = 0, predkos¢ v = 0, stata
Cc=0.
Przeksztalcajac rownanie (g) wzgledem predkosci, otrzymano:

2gt
¢© -1
V=C'e§ =c-tgh(g:tj (3.17)
e +1

Jest to zalezno$¢ umozliwiajagca wyznaczenie predkosci spadajacego ciata

w funkcji czasu. Wynika z niej, Ze jesli czas t ro$nie nieograniczenie, tgh (g—j
c

dazy do jednosci, a predkos¢ v zmierza do wartosci c, ktora nosi nazwe predkosci

granicznej. Wykres zmiany predkosci w czasie przedstawiono na rys. 3.15.

Vi

Rys. 3.15
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Wahadlo matematyczne

Wahadlem matematycznym nazywamy punkt materialny zawieszony na
niewazkiej nici (precie), mogacy wykonywaé ruch w plaszczyznie pionowe;j.
Rozpatrzmy ruch punktu o masie m, ktéry zawieszono na nici o diugosci I,
jak pokazano na rys. 3.16.

s

Rys. 3.16

Po uwolnieniu punktu od wigzow i napisaniu rownania ruchu na kierunek styczny
do toru, otrzymano réwnanie:

m-p =-m-g-sing (a)

Jesli ograniczymy si¢ do matych katéw ¢ 1 w rozwinigciu funkcji sing w szereg
potegowy uwzglednimy tylko pierwsza potgge, otrzymamy sin@ =~ ¢ . Podsta-
wiajac warto$¢ przyspieszenia stycznego p, =¢&-1= -1 oraz uproszczenie odpo-
wiadajace matym katom ¢ do rdwnania (a), otrzymano:

¢+%cp=0 (b)

e 2
1
nej postaci jak rownanie (3.12) opisujace ruch harmoniczny punktu materialnego

zawieszonego na liniowej sprezynie.

Wstawiajac podstawienie £ = @’, otrzymano réwnanie roézniczkowe o identycz-
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Roéwnanie ruchu wahadta matematycznego ma postac:
P+’ =0 (3.18)

Rozwigzanie rownania (3.18) jest identyczne jak rownania (3.12). Po wstawieniu
warunkow poczatkowych odpowiadajacych wychyleniu wahadla o kat ¢,
i puszczeniu bez predkosci poczatkowej, otrzymano réwnanie ruchu:

=09, -cos(ot) (3.19)
Okres wahan wahadta matematycznego wynosi:

727" 5 . L ©
()

g

Z zalezno$ci (c¢) wynika, ze okres wahadta matematycznego nie zalezy od
poczatkowego wychylenia wahadla ¢ . Dla matych katow wychylenia okres wa-
hah ma warto$¢ stata.

3.3. PED PUNKTU I UKLADU PUNKTOW
MATERIALNYCH
3.3.1. Ped punktu materialnego

Ruch punktu materialnego pod dzialaniem sity, wynikajacy z drugiego
prawa Newtona, mozna opisa¢ rOwnaniem:

mp=P (a)
Réwnaniu temu mozna nada¢ inng postac, podstawiajac warto$¢ przyspieszenia
dv .
=— . Mamy wigc:
P™ 4

dv

m=r =P (b)

Poniewaz rozpatrujemy punkt o statej masie m, ktorej warto$¢ nie zmienia si¢
W czasie, mas¢ t¢ mozemy wstawic¢ pod znak pochodnej. Mamy wiec:

d(mv) _p

- (3.20)
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Otrzymany w réwnaniu (3.20) wektor mv (iloczyn masy i predkosci) nosi
nazw¢ pedu lub inaczej ilo$ci ruchu punktu materialnego.

Z powyzszego rownania wynika rowniez, ze pochodna wektorowa
wzgledem czasu pedu punktu materialnego réwna jest sile dzialajacej na ten
punkt.

Z myv

ﬁ

-

Poniewaz wektor pedu mv ma kierunek predkosci, jego sktadowe w prosto-
katnym uktadzie wspotrzednych wynosza:

Rys. 3.17

d d d
—(mv_)=P —(mv_)=P —(mv )=P 3.21
dt( J=P dt( )=P dt( =P, (3:21)

Z réwnan tych wynika, ze pochodna wzgledem czasu, sktadowej pedu wy-
znaczonej wzgledem nieruchomej osi, rowna jest rzutowi dziatajacej sity na te oS.
Wprowadzmy nowg wielko$¢, ktorg nazwiemy impulsem sily.

Impuls statej sily jest to wektor rowny iloczynowi sily P i czasu t. Oznaczajac
impuls sity przez S, mozemy zapisac:

S=Pt (3.22)

Z zapisu impulsu sity rownaniem (3.22) wynika, ze impuls S jako wektor ma
kierunek sily, tak wiec sktadowe wektora impulsu w prostokatnym uktadzie osi
wspotrzednych wynosza:

S =Pt s,

Pt S =Pt (3.23)

z
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W ogélnym przypadku, jesli sita jest wektorowa funkcja czasu, mozna
wyznaczy¢ impuls elementarny dla chwili t. Mamy wowczas:

dS = Pdt (c)

Dla skonczonego przedziatu czasu od to do t, impuls bedzie sumg geometryczng
impulsow elementarnych tej sity i wyniesie:

S= det (3.24)

to

Wykorzystujac zaleznos¢ (3.24), rownanie (3.20) po scatkowaniu w granicach od
to do t bedzie mialo postaé:

mv-mvy=S (3.25)

Z powyzszego rownania wynika, ze przyrost wektorowy pedu punktu material-
nego w skonczonym przedziale czasu rowny jest impulsowi sity dziatajacej na
ten punkt.

Jednostka pedu w uktadzie SI bedzie 1 kg m/s — kilogramometr na sekundg
(iloczyn masy i predkosci), natomiast jednostka impulsu sity w uktadzie SI bedzie
1 N s — niutonosekunda (iloczyn sity i czasu). A wigc:

1 Ns=1kgm/s (d)

3.3.2. Ped ukladu punktéw materialnych

Niech bedzie uktad n punktow materialnych, ktérego elementarne masy wy-
nosza mj, my,..., my. Ukladajac dla kazdej z mas dynamiczne réwnanie ruchu,
nalezy uwzgledni¢ wypadkowa wszystkich sit dziatajacych na punkty rozwaza-
nego ukladu. Sity te podzielimy na dwie zasadnicze grupy: sily zewnetrzne i sity
wewnetrzne.

Sitami zewngtrznymi nazywamy sity oddziatywania przez punkty lub ciata
nienalezace do uktadu rozwazanego. Sitami wewnetrznymi natomiast nazwiemy
sity wzajemnego oddziatywania punktow nalezacych do tego samego uktadu.

Oznaczmy wypadkowa sit zewnetrznych przylozonych do punktu o masie
m; przez P;, a wypadkowg sit wewngtrznych Py’.

Na podstawie trzeciego prawa Newtona, sily wzajemnego oddzialywania
dwoéch punktow materialnych sg rowne co do wartosci liczbowej, przeciwnie
skierowane i dzialajg wzdtuz prostej taczacej te punkty. Tak wigc mamy:

Six = - Ski (3.26)
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Rys. 3.18

Z rysunku wynika, ze wypadkowa sit wewngtrznych dzialajaca na dowolny
punkt materialny wynosi:

=S, (3.27)
k=1

Uwzgledniajac wlasno$¢ sit wewnetrznych zapisang roéwnaniem (3.26), suma
geometryczna wszystkich sit wewnetrznych dowolnego uktadu punktéw mate-
rialnych oraz suma ich momentéw wzglegdem dowolnego bieguna jest réwna
zero. Mozemy zapisac:

>'P =0 >r,xP =0 (3.28)
i=l i=1

gdzie r;— promien-wektor punktu o masie m; poprowadzony z poczatku przy-
jetego uktadu wspotrzednych.

Rozpatrzmy uktad punktéw materialnych przedstawiony na rysunku ponize;j.
Zgodnie z rownaniem (3.20), po uwzglednieniu sit zewnetrznych i wewnetrznych
dziatajacych na punkty rozpatrywanego uktadu, dla kazdego z tych punktow mozna
utozy¢ rownanie postaci:
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Rys. 3.19

%(mivi)zPi +P, (a)

Sumujac stronami tak wypisane rownania dla wszystkich punktéw nalezgcych
do rozwazanego uktadu, otrzymano:

n d n n ,
i=1 i=1 i=1
Po uwzglednieniu zaleznos$ci (3.28) i zmianie znakéw sumy otrzymano:
d n n
EthQ=ZR (3.30)
t i=1 i=1

Sume z lewej strony powyzszego réwnania nazwano pedem albo iloscig
ruchu uktadu punktow materialnych. Oznaczajac przez Q ped calego uktadu,

mamy:

Q:Zn:mivi (3.31)
Ostatecznie mozemy napisac: h

%%223 (3.32)
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Otrzymano rownanie, z ktorego wynika nastgpujace twierdzenie dotyczace
uktadu punktéw materialnych:

Pochodna wzgledem czasu wektora pedu ukladu punktéw materialnych
réwna jest sumie geometrycznej sit zewnetrznych przylozonych do tego
ukladu.

Z rownania wektorowego (3.32) wynikajg rowniez trzy rownania skalarne
rzutéw na osie przyjetego, statego prostokatnego uktadu wspotrzednych.
Maja one postac:

dQ. & dQ, dQ
2=3'p Y _N\p £=>"P 3.33
da =" a =" a =" (3.33)

Jesli Z:Pl =0, czyli jesli na punkty materialne nalezagce do rozwazanego uktadu
i=1
nie dzialajg zadne sily zewnetrzne, uktad nosi nazwe ukladu izolowanego. Tak

dQ

wiec & =0 1ijestto zasada zachowania pedu, z ktorej wynika, ze ped uktadu
izolowanego ma warto$¢ stalg Q = const.

Wyznaczmy praktycznie ped ukladu punktéw materialnych. Zgodnie ze
wzorem (3.31) mamy:

n

n d d n
Q=;mivi=z dt Zd— Hza(;miri) (3.34)

i=1 1

Promien wektor r. okreslajacy polozenie srodka masy uktadu punktéw material-
nych wynosi:

n
2 mx,
_ =1

r =215
C
m

(3.35)

Stojaca w liczniku suma iloczynow elementarnych mas i promieni wektorow
okreslajacych ich potozenie wyniesie:

S myr, = mr, (b)
i=1
Ostatecznie, wstawiajac (b) do rownania (3.34), ped uktadu punktéw material-

nych wynosi:
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d
Q=—(mr,) =mv, (3.36)
dt
Wektor pedu ukladu punktéw materialnych réwny jest iloczynowi
masy ukladu i predkosci jego Srodka masy.

Przyklad 3.4

Z armaty o masie m ustawionej na poziomym podtozu i zabezpieczonej spre-
zyna o stalej c, jak pokazano na rysunku, wystrzelono pocisk o masie m,. Wyznaczy¢
ugiecie sprezyny zabezpieczajacej armatg po wystrzeleniu pocisku, jezeli pocisk
opuszcza lufe armaty z predkoscia V,. W rozwiazaniu mase kot pomingé.

e

X
m
/C L - m, Vo x
A NP AN ' o
VVVEV VL P S Y] N4 =

Rozwiqzanie

Aby wyznaczy¢ ugiecie lekkiej sprezyny po wystrzeleniu pocisku z armaty,
nalezy wyznaczy¢ predkos¢ armaty w chwili wystrzatu. Predko$¢ t¢ wyznaczono
z zasady zachowania pedu uktadu materialnego. Wypadkowa sit zewnetrznych
dziatajacych na uktad w chwili wystrzatu jest rowna zero, gdyz sity wybuchu
powodujace ruch kuli w lufie sg sitami wewnetrznymi. Z twierdzenia o pochodnej
pedu mamy:

Q. <
ST
dt ; ix
Poniewaz >P, =0 Q, = const

i=1

Oznaczajac predkos¢ armaty po wystrzale przez V,, mamy:
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Q,=m,-V,-m-V, =0

1 ostatecznie:

V, = e

a

Y
m p
Dynamiczne rownanie ruchu armaty o masie m po wystrzeleniu pocisku ma po-
staé:
-m-X=S=c-X

dv dV dx dv , S
= -— =V .—, otrzymano roOwnanie roznicz-

. ... dv
poniewaz X =— oraz —=——=
dt dt dx dt dx

kowe:

vav__c
dx m

Po rozdzieleniu zmiennych i scatkowaniu stronami mamy:
Vi oo¢c X’
2 m 2

+C

Stalg C wyznaczono z warunkéw poczatkowych. Dlax =0 V =V, iz powyz-

2
a

szego rownania stala C =—*. Ostatecznie predkos¢ armaty w funkcji ugigcia
sprezyny wynosi:

C
V2 =Va2 __‘X2
m

Ugiecie sprezyny po wystrzeleniu pocisku wyznaczono dla V = 0 (armata za-

trzyma si¢) otrzymujac:
/m m
x=V, - |[—=—==-V  [m]
¢c Jm-c °

3.4. PRAWO RUCHU SRODKA MASY

Korzystajac z twierdzenia o pochodnej wektora pedu wzgledem czasu, wy-
razonym rownaniem (3.32), udowodnimy wazne prawo dotyczace ruchu srodka
masy uktadu materialnego. Podstawiajac do rownania (3.32) ped uktadu punktow
materialnych zapisany rownaniem (3.36), mamy:
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dQ_ dv,
—=1m € = P a
dt dt g‘ ! @)
poniewaz pochodna geometryczna predkosci $rodka masy jest rowna jego przy-
spieszeniu, otrzymujemy ostatecznie:

mp, =Y P, (3.37)
i=1

Srodek masy ukladu punktéw materialnych porusza sie tak, jakby
w nim byla skupiona masa calego ukladu i do niego przylozone wszystkie sily
zewnetrzne.

Przyklad 3.5

Prostokatng ptyte o bokach a i b oraz ciezarze Q ustawiono narozem A
na poziomej gtadkiej plaszczyznie, jak przedstawiono na rysunku. Wyznaczy¢
tor przeciwleglego naroza B, jesli ptyta zacznie opada¢ pod wptywem wiasnego
ciezaru.

yi

1 Re

Rys. 3.21

Rozwiqzanie

Uwalniamy ptyte od wigzow. Po uwolnieniu fatwo zauwazy¢, ze suma rzu-
tow wszystkich sit na o$ x jest rowna zero. Tak wigc z twierdzenia o ruchu $rodka
masy mamy:

%.pr :ZPix :O

i=1

173



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

czyli przyspieszenie Srodka masy ptyty p., =0. Tak wigc Srodek masy ptyty
(punkt C) bedzie poruszat si¢ wzdtuz osi y. Wprowadzajac pomocniczo wspot-
rzgdna katowa ¢ polozenia przekatnej AB, réwnania ruchu naroza B w przyjetym
uktadzie osi wspotrzednych maja postac:

x=%-\/a2 +b* -cos@

y=+a’ +b’ -sing

Podnoszac otrzymane rownania ruchu do kwadratu i stronami dodajac,

otrzymano:
2 2

X y

Jak wida¢ torem naroza B jest elipsa o potosiach %-\/az +b> ivai+b’.

3.5. ZASADA D’ALEMBERTA

Przeksztalémy rownanie dynamiczne punktu materialnego, wynikajace
z drugiego prawa Newtona, przenoszac oba wyrazy na jedng strong. Otrzymamy:

P-mp=0 (3.38)

Dla punktu bgdacego w ruchu, réwnanie (3.38) jest warunkiem rownowagi
sity P i powstatej sily dynamiczne;.

-mp
Rys. 3.22

Ta dynamiczna sita -mp, ktora jest rowna co do wartosci iloczynowi masy
i przyspieszenia punktu, lecz przeciwnie do tego przyspieszenia skierowana, nosi
nazwe¢ sily bezwladno$ci lub inaczej sily d’Alemberta:
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Przyjmujac, ze sita P jest wypadkowa sil rzeczywistych dzialajacych na
punkt materialny, mozemy sformutowaé nastepujaca zasade, zwang zasada
d’ Alemberta:

Sily przylozone do punktu materialnego rownowaza si¢ w kazdej chwili
z sila bezwladnosci dzialajaca na ten punkt.

Rozpatrzmy teraz uktad punktow materialnych przedstawiony na rysunku
ponizej. Na punkt o masie m; dziatajg sily: P; — wypadkowa sit zewngtrznych,
P’ — wypadkowa sit wewngtrznych oraz sita bezwladnosci punktu materialnego
-m;p;. Dla punktu tego, zgodnie zrownaniem (3.38), mozemy napisac:

-m;p, + P, +P'=0 (3.39)

Takie rownanie rownowagi mozemy napisa¢ dla kazdego punktu materialnego
nalezacego do rozwazanego ukladu. Z tego wynika, ze powstaty uktad sit, zto-
zony z sit zewnetrznych, wewngtrznych i sit bezwladnosci, tworzy przestrzenny
dowolny uktad sit.

Warunkiem réwnowagi takiego ukladu sil, jak wiadomo (Cze$¢ 1. Statyka punkt
1.7.5 réwnanie (1.43)), jest zerowanie si¢ sumy geometrycznej wszystkich sit rze-
czywistych 1 sit bezwladnosci oraz zerowanie si¢ sumy geometrycznej ich momen-
tow wzgledem dowolnie obranego bieguna O. Mozna to przedstawi¢ rdwnaniami:

—Zn:mipi +Zn:Pi +iP{ =0
i=1 i=1 i=1
iri><(—mipi)+iri><Pi+iri xP =0 (a)
i=l1 i=1 i=l1

zA
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Zgodnie z réwnaniami (3.28), wyprowadzonymi w punkcie 3.3.2, suma
geometryczna sit wewnetrznych oraz suma ich momentow wzgledem dowolnie
obranego bieguna jest rowna zero. Ré6wnania rownowagi beda miaty postac:

S mp, + 3P =0 (3.40)
i=1 i=1

Zn:ri x(—m,p,)+ Zn:ri xP, =0
i=1l i=1

Na podstawie otrzymanych rownan mozna sformutowac¢ nast¢pujaca zasadg:

W czasie ruchu swobodnego ukladu materialnego sily zewnetrzne,
przylozone do punktow tego ukladu, rownowaza si¢ w kazdej chwili z odpo-
wiednimi silami bezwladnosci.

Pierwsze z réwnan (3.40) mozna uprosci¢. Na podstawie zaleznosci (b)
z punktu 3.3.2, mamy:

n
i=1
Rézniczkujac dwukrotnie obie strony tej zaleznosci wzgledem czasu, otrzymano:

> m,p, =mp, (3.41)

i=1

Wstawiajac otrzymang zalezno$¢ do pierwszego rownania (3.40), wektorowe
réwnania rownowagi beda miaty nastepujaca postac:

—mpc+Zn:Pi=0

i=1
D rx(-mp)+ > 1t xP =0 (3.42)
i=1 i=1

Z rownania (3.41) wynika, ze calkowita sita bezwladno$ci réwna jest
iloczynowi masy rozwazanego uktadu i przyspieszenia srodka masy ze znakiem
minus.
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Obierajac za biegun O poczatek prostokatnego uktadu osi wspotrzednych,
z wektorowych réwnan (3.42) otrzymamy sze$¢ skalarnych rownan rownowagi,
jak dla przestrzennego dowolnego uktadu sit. Trzy sg rownaniami rzutéw i trzy
roéwnaniami momentow wzgledem przyjetego uktadu osi:

~mp,, + Y B, =0
=
-mp, + D P, =0
=
—mp,, + )P, =0 (3.43)
=
_iznl:mi (P,Y; = Piyz) + iznll(PiZYi ~P,z,)=0
‘Zn:mi(PixZi —p,X)+ Zn:(Pixzi ~P.x.)=0
=l =

_Zmi(piyxi —PuYi) Tt Z(Piyxi -Py;)=0
i i1

Wyprowadzone réwnania d’Alemberta uwzgledniaja jedynie sity ze-
wnetrzne i dlatego sg czesto stosowane w analizie dynamicznej ruchu ciata sztyw-
nego. Nalezy jednak pamigtaé, ze piszac rownania dynamiczne w oparciu o t¢
zasade musimy zna¢ sume¢ geometryczng sit bezwtadnosci oraz jej miejsce przy-
lozenia. Z réwnania (3.41) wiadomo, ze suma geometryczna sit bezwtadnosci
réwna jest iloczynowi masy catkowitej 1 wzigtego ze znakiem minus przyspie-
szenia srodka masy, natomiast miejsce jej przytozenia w ogolnym przypadku jest
nieznane i tylko w niektorych przypadkach da si¢ ono wyznaczy¢.

Przyklad 3.6

Gtadka rurke, z kulkg o masie m w $rodku, zamocowano do pionowej osi
obracajacej si¢ ze stalg predkoscia katowa . Wyznaczy¢ reakcje kulki na $cianke
rurki w dowolnej chwili jej ruchu, jesli w chwili poczatkowej kulka znajdowata
si¢ w odleglosci a od osi obrotu. Opory ruchu kulki w rurce pomingg.
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AN \ z A

Rys. 3.24

Rozwiqzanie

W dowolnej chwili ruchu na kulke dziataja nastepujace sity: cigzkosci mg,
d’Alemberta od przyspieszenia unoszenia B, =m -’ -y, d’Alemberta od przy-
spieszenia wzglednego B, =m-§, d’Alemberta od przyspieszenia coriolisa
B, =2-m-w-y ireakcje normalne oddziatywania Scianek rurki N; w kierunku

osi z oraz N, w kierunku osi x.
Zgodnie z zasadg d’ Alemberta, rownania rownowagi dynamicznej majg postac:

zpix :Bcor _N2 :O
> P =B, -B, =0
ZRZ =N,-m-g=0

Rozwiazanie zadania rozpoczeto od rownania drugiego, z ktorego wyznaczono
réwnanie ruchu kulki:

m-o-y-m-y=0
y-— y=0
Jest to rownanie rézniczkowe drugiego rzedu o statych wspoétczynnikach.

Postepujac zgodnie ze znanymi procedurami, otrzymano rozwigzanie:

x=C, -e"+C,-e™
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State Ci 1 C2 wyznaczono z warunkéw poczatkowych dla t = 0, y=a,
y = 0. Stale te maja wartos$¢ C, =C, :%.
Roéwnanie ruchu kulki w gladkiej rurce w funkcji czasu ma postac:

y= %(e“" + e'“")

Wartosci sktadowych reakcji kulki na $cianke rurki z dynamicznych rownan row-
nowagi wynosza:

Nz =Bcor 22'm'60'y=m.a.0)2,(e‘*’t_efu&t)

N, =m-g

Catkowita wartos¢ reakcji normalnej wynosi:
N= \/(m g) + [m ‘Ao .(e"" —e"”‘)}2 =m -\/g2 +a’o’ (e"" —e )2

Przyklad 3.7

Do pionowej osi obracajacej si¢ z predkoscia katowa @ = const zamocowano
przegubowo w punkcie A pret o masie m i dlugosci I. Wyznaczy¢ kat a, jaki
utworzy pret z pionowa osig w ruchu ustalonym.

Rys. 3.25
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Rozwiqzanie

W ruchu obrotowym ze statg predkoscia katowa o = const, polozenie preta
wzgledem pionowej osi ustali si¢ 1 bedzie w rownowadze wzglednej pod dziata-
niem sily ciezko$ci i powstalej w wyniku obrotu sity bezwtadnosci.

Uwalniajac pret od wigzow, mamy sity czynne i reakcje jak na rysunku.

Aby wyznaczy¢ kat o, wystarczy napisa¢ roOwnanie roéwnowagi wynikajace
z sumy momentéw wzgledem punktu A. Mamy:

ZMiAzMB—m-g-%-sinazo (a)

gdzie Mg jest momentem catkowitej sity bezwladnosci jako sumy wynikajacej
z ciagglego rozktadu wzdhuz preta.
Te catkowitg site¢ bezwladno$ci wyznaczymy sumujac sity elementarne dB.

dB=dm -’ -x-sina (b)

poniewaz pret jest jednorodny, mamy:

dm _dx dm =2 dx ()
m 1 1
de?dxm)Q-x-sina (d)

Calkujac wyrazenie (d) wzdhuz dtugosci preta 1, otrzymamy warto$¢ catkowitej
sity bezwladnosci. Jak wynika z réwnania (a) do wyznaczenia kata o nie wystar-
czy znajomos¢ jej wartosci, nalezy wyznaczy¢ jej moment wzgledem punktu A.
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Poniewaz jak zwykle nie znamy miejsca przylozenia sity bezwladnosci, skorzystamy
z twierdzenia Varignona i zsumujemy momenty elementarne. Mamy wiec:

m .
dMB=dB-x-cosa=T-dx-w2-X2-51na-cosa (e)
catkowity moment wynosi:

1
m . 1 .
M, =jT-dx-0)2 X’ -s1noc-cosoc=§m-l2 @ -sina.-cosal ®
0

Po wstawieniu wyznaczonego momentu do roOwnania (a) i rozwigzaniu wzgledem
funkcji trygonometrycznych, otrzymano:

a=0 lub cosa, = £ (2)

3.6. MOMENTY BEZWEADNOSCI CIALA SZTYWNEGO

3.6.1. Moment bezwladnosci i moment odsrodkowy

Uktadem punktéw materialnych nazwalismy zbior sktadajacy si¢ z dowolnej
liczby punktéw materialnych. Rozwazmy uktad punktow materialnych w prosto-
katnym uktadzie osi wspotrzednych, sktadajacy si¢ z n elementarnych punktow, kto-
rych masy odpowiednio wynosza mj, mo,..., m,. PotoZzenie punktu o masie m
okreslono promieniem-wektorem r; poprowadzonym z poczatku tego uktadu. Skta-
dowe wektora r; sa jednoczesnie wspotrzednymi xi, yi, z; potozenia masy m;.

Rys. 3.27
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Punkt C zaznaczony na rysunku nosi nazw¢ srodka masy uktadu punktow
materialnych. PotozZenie tego punktu opisane promieniem-wektorem r., popro-
wadzonym z poczatku uktadu osi wspotrzednych O, okresla rownanie:

Smr
— i=1
2m,
i=1
Jesli oznaczymy przez X, ye, Zc wspotrzedne srodka masy C, ktore odpowiadaja

sktadowym promienia-wektora re, to z rownania wektorowego (3.44) otrzymamy
bezposrednio:

by

[

(3.44)

n n
Zm X Zmiyi
i _i=1

i
i=1

n
Zmizi

_ i _i=1
Xe="Vw — YT o Ze=n

- n
Zmi Zmi Zmi
i=1

i=1 i=1

(3.45)

Sumy iloczynoéw elementarnych mas i odpowiednich wspotrzednych wystepu-
jace w licznikach nosza nazw¢ momentow statycznych.

W czasie ruchu ciala materialnego, oprocz wartosci jego masy, bardzo istotna jest
wielko$¢ zalezna od rozktadu tej masy w przestrzeni. Wielko$¢ ta nosi nazwe
momentu bezwtadnosci.

Moment bezwtadnosci mozemy okresla¢ wzgledem osi, ptaszczyzny lub
punktu.

Momentem bezwladnoSci ciala wzgledem dowolnie obranej osi (plasz-
czyzny, punktu) nazywamy sume iloczynow elementarnych mas, na ktore
zostalo podzielone cialo, przez kwadraty odleglosci tych elementéw od przy-
jetej osi (plaszczyzny, punktu).

Jesli oznaczymy elementarng mase¢ przez dm, to zgodnie z definicja, mo-
menty bezwtadnosci ciata wzgledem ptaszezyzny Oyz, Oxz i Ozy odpowiednio
Wyniosg:

(xy) —
m

oo = j.xzdm o = j.yzdm o = Izzdm (a)

m

gdzie X, y, z sg wspolrzgdnymi prostokatnymi elementu o masie dm.
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zh

rdm

/

Momenty bezwladnosci ciata wzgledem osi Ox, Oy i Oz prostokatnego uktadu
wspoétrzednych odpowiednio wynosza:

Rys. 3.28

J = j(yz +7%)dm = Iyzdm + Izzdm =J o o)
1, = [ +2)dm = [x2dm + [22dm =], +],, (3.46)
+J

N

J = I(XZ + y2 )dm = Ix2dm + Iyzdm = J(yz) (x2)
Otrzymano zalezno$ci, z ktorych wynika, ze moment bezwtadnosci ciata wyzna-
czony wzgledem osi, rowny jest sumie momentéw bezwladnosci tego ciata wy-
znaczonych wzgledem dwoch wzajemnie prostopadtych ptaszczyzn tworzacych
W przecigciu te os.

Sumujac réwnania (3.46) stronami otrzymano:

Jo 3,47, =20 ., + I, t0) (3.47)

Suma momentéw bezwtadnosci ciata wzgledem trzech wzajemnie prostopa-
dtych osi, rowna jest podwojonej sumie momentéw bezwtadnosci tego ciala
wzgledem trzech prostopadlych ptaszczyzn tworzacych w przecigciu te osie.

Moment bezwtadnosci ciata wzgledem punktu O, czyli biegunowy moment
bezwladnosci wynosi:

Joz.[rzdmz.[(xz+y2+zz)dm (b)

m
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Zastepujac catke sumy przez sume catek, otrzymano:

+J (3.48)

(xz) (xy)

J, =Ix2dm+jy2dm+fzzdm S

Podstawiajac do powyzszego roOwnania w migjsce sumy momentdw stojacych
po prawej stronie sumg¢ z zaleznosci (3.47), otrzymano:

I, =%(JX +T41) (3.49)

Biegunowy moment bezwtadnosci ciala rowny jest sumie momentow bez-
wladnosci tego ciata wzgledem trzech wzajemnie prostopadtych plaszczyzn two-
rzacych w przecieciu ten biegun albo potowie sumy momentéw bezwtadnosci,
wyznaczonych wzgledem trzech wzajemnie prostopadtych osi o poczatku w tym
biegunie.

Jednostka miary momentu bezwtadno$ci, jak wynika z definicji, jest iloczyn
kwadratu jednostki dlugosci i jednostki masy. W uktadzie SI jednostkg miary
momentu bezwladnosci jest 1 m*'1 kg = 1 kgm?.

Oprocz momentéw bezwladno$ci, w opisie dynamicznym ciata uzywane sa wiel-
kosci, ktore nosza nazwe momentow odsrodkowych lub momentéw zboczenia.
Jesli wspotrzedne elementarnej masy dm oznaczymy przez X, vy, z, jak zazna-
czono na rysunku ponizej, to momentami odsrodkowymi ciala beda wielkos$ci
okreslone zaleznosciami:

Rys. 3.29
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Jo =T, =Ixydm

J,, =1, =[yzdm (3.50)
J,=1, = Ixzdm

m

W  przedstawionych zalezno$ciach, pod znakami catek wystepuja
iloczyny wspoétrzednych potozenia elementarnej masy dm. Wynika z tego, ze
w przeciwienstwie do momentéw bezwladnosci, w ktorych wystepuja
kwadraty tych wspotrzednych, momenty odsrodkowe moga mie¢ wartosci
zaréwno dodatnie, ujemne, jak i zerowe. Zalezy to od potozenia ciata w sto-
sunku do uktadu osi Oxyz.

3.6.2. Twierdzenie Steinera. Moment bezwladnosci wzgledem
osi obroconej

Ponizej przedstawiono cialo, z ktorym zwigzano o§ Cz przechodzaca przez
jego srodek masy. Poprowadzmy w dowolnym miejscu o$ Oz, rownolegta do osi
Cz. Zwiazmy z tymi osiami odpowiednie uktady wspotrzednych o osiach rowno-
legtych i wyznaczmy momenty bezwladnosci rozpatrywanego ciala wzgledem
0siziz.

Zo‘ z A
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Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami mamy:

JZ:j(x2+y2)dm, J, :j(x§+y§)dm ()

gdzie:x, =x_+x oraz y,=y_+y, jak przedstawiono na rysunku.

Moment bezwladnosci ciata wzgledem osi z, wynosi:

1, = [ +yDdm =[x, +x) +(y, +y)* |dm

2 2 2 2 (b)
J, =J.(xC +2X X+X"+y, +2y . y+y )dm

Uwzgledniajac, ze Xc 1 yc sa wspotrzednymi, ktore okreslajg polozenie
statych osi, a wiec sg rowniez state, powyzsze rdéwnanie mozemy przedstawic
W postaci:

J, = J.(x2 +y*)dm +(x? + yi)_[dm + ZXCIde + ZyCJ‘ydm (c)

Otrzymane wyrazenie jest sumg czterech catek. Pierwsza catka réwna jest
momentowi bezwtadnosci J, rozpatrywanego ciata wzglgdem osi przechodzacej
przez srodek jego masy. Druga catka rowna jest masie catkowitej ciata, a ostatnie
dwie przedstawiajg momenty statyczne wzgledem plaszczyzn przechodzacych
przez §rodek masy. Momenty te jak wiadomo sg réwne zero. Mamy wigc:

x;+y))=d’ Idmzm (d)

jxdm = fydm =0 (e)
gdzie d jest odlegloscia migdzy osiami Oz, i Cz.
Uwzgledniajac zaleznosci (d) i (¢) w rownaniu (c), ostatecznie otrzymano:

J, =J,+md’ (3.51)

Moment bezwladnosci ciala wzgledem osi dowolnej rowny jest sumie
momentu bezwladnos$ci wzgledem osi do niej réwnoleglej i przechodzacej
przez Srodek masy oraz iloczynu masy ciala i kwadratu odleglosci miedzy
tymi osiami.
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Kazda o$ przechodzaca przez $rodek masy ciata nazywac bedziemy osia
centralng.

Rozpatrzmy moment bezwtadnosci ciata materialnego wzgledem osi |, prze-
chodzacej przez poczatek prostokatnego uktadu wspotrzednych i tworzacej katy
o, B, v odpowiednio z osiami X, y i z.

Rys. 3.31

Moment bezwladnosci wzgledem osi | wynosi:

J,=[p'dm (@)

Odlegtos¢ p wyznaczymy z rachunku wektorowego dla wektorow r i p oraz wer-
sora u. Wykorzystujac wlasnosci iloczynu wektorowego, mamy:

p=rxu (b)

Sktadowe wersora u, jako wektora jednostkowego lezacego na osi 1, w ukladzie
0si X, Y, Z, Wynosza:

u=i-cosa+ j-cosP+Kk-cosy (c)

Oznaczajac potozenie elementarnej masy dm wspotrzednymi x, y, z, warto$¢
iloczynu wektorowego (b) wynosi:
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i j k
p=rxu=| x y z (d)
cosa.  cosP  cosy

Po rozwigzaniu powyzszego wyznacznika wyznaczono sktadowe wektora p.
Sktadowe te maja wartos¢:

Py =y-cosy—z-cosf
Py =Z:COSOL—X-COSY (e)
p, =X-cosPf—y-cosa
1 nastepnie:
p’ =(y-cosy—z-c05[3)2 +(Z-COS0L—X-Cosy)2 +(X-Cos[3—y-cos0L)2
Po wykonaniu dziatan algebraicznych i uporzadkowaniu otrzymanego wyrazenia
mamy:
p’ = (y2 + zz)cos2 o+ (22 + )(2)cos2 B +(x2 + yz)cos2 Y+
—2-y-z-cosP-cosy—2-z-X-cosy-cosa—2-X-y-coso -cosf ®

Wstawiajac (f) do wzoru na moment bezwladnosci (a) wzgledem osi 1, otrzy-
mano:

1, =coszocJ‘(y2Jrzz)-dmﬁtcoszﬁj‘(z2 +x2)-dm+cos2yj(x2 +y2)-dm+

—2-cosB-cosy_fy-z-dm—2-cosy-cosocjz-x-dm+

m

—2-cosoc-cos[3jx-y-dm (2)

Zastepujac catki w powyzszym réwnaniu odpowiednimi momentami bezwtadno-
$ci oraz momentami od$rodkowymi, otrzymano ostatecznie wzor na moment bez-
wladnosci ciata wzgledem osi dowolnej przechodzacej przez poczatek uktadu osi
wspotrzednych, jesli znane sa momenty bezwladnosci i momenty od$rodkowe
wzgledem osi tego uktadu. Mamy:

J =], -coszochJy -cos’B+1J, -coszy—2~JyZ -cosf3-cosy +

-2-J,, -cosy-coso—2-J  -cosa-cosf (3.52)
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W powyzszym réwnaniu trzy ostatnie wyrazy zawierajag momenty odsrodkowe.
Jesli osie Ox, Oy i Oz poprowadzimy tak, ze momenty odsrodkowe bgda réwne
zero, rownanie (3.52) znacznie si¢ uprosci, a poprowadzone osie bedg gléwnymi
osiami bezwladnosci.

3.6.3. Momenty bezwladnosci wybranych cial jednorodnych

Moment bezwladnosci preta

Wyznaczmy moment bezwladnosci preta wzgledem osi symetrii, przy zato-
zeniu, ze jego wymiar poprzeczny jest tak maly w poréwnaniu z dtugoscia, ze
mozna go poming¢.

ylk
ml
X
N e e— pa BN
0 X dx
Rys. 3.32

Wytnijmy mys$lowo element masy dm w odleglosci x od osi Oy i dlugosci dx.
Poniewaz pret jest jednorodny, elementarna masa wynosi:

dm = Ide (a)

Zapisujac moment bezwladnosci preta wzgledem osi Oy, zgodnie z definicja
mamy:

m /2 m X3 +1/2
J =Ix2dm =— J xzdx=—{—} (b)
-1/2 1 3

-1/2

Po wstawieniu granic catkowania w rownaniu (b), ostatecznie moment bezwitad-
nosci preta wzgledem osi symetrii wynosi:
ml*

J, = 3.53
= (3.53)
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Moment bezwladnos$ci prostopadloscianu

Wyznaczmy momenty bezwladnosci prostopadioscianu, wzgledem osi
prostokatnego uktadu wspotrzednych, ktorego poczatek znajduje si¢ w $rodku
masy prostopadtoscianu.

Wyznaczmy najpierw moment bezwtadnosci J, wzgledem osi Oz.

Jak wiadomo z teorii momentdéw bezwladnosci, moment bezwladnosci wzgledem
osi z jest rowny sumie momentow bezwtadnosci wzgledem ptaszczyzn Oxz i Oyz
tworzacych w przecieciu 0§ z. Mamy wiec:

JZ = J(XZ) + J(yZ) (C)

Chcac wyznaczy¢ moment bezwladnos$ci prostopadtoscianu wzgledem ptasz-
czyzny Oyz, podzielmy myslowo ten prostopadtos$cian na elementarne masy dm,
ktorymi beda ptytki o grubosci dx, znajdujace si¢ w odlegtosci x od ptasz-
czyzny Oyz.

zA
c
y
m 0
R X [
Adx
X
g a
Rys. 3.33
Elementarna masa wynosi:
dm=p-a-c-dx (d)

gdzie p jest gestoscia.
Moment bezwladnosci prostopadloscianu wzgledem ptaszczyzny Oyz
Wynosi:
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+b/2 X3 +b/2 3
Vo = J.xzdm = I pacx’dx = pac {?} = pac— (e)

-b/2 —b/2 12
Podstawiajgc mase catkowitg prostopadioscianu m = pabc, otrzymano ostatecznie:

b2
J (y2) = m E (f)
Analogicznie, moment bezwtadnosci prostopadioscianu wzgledem ptaszczy-

zny Oxz wynosi:

Joy =m— (2)

12

Wstawiajac wyrazenia (f) i (g) do rdwnania (c), otrzymano:
m . 5 2
J,=—(@ +b 3.54
T ) (3.54)

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ momenty bezwladnosci prostopadto-
$cianu wzgledem osi Ox 1 Oy. Mamy wigc:

m 2 m ., 2
J =—(" +c J =—(b" +c 3.55
@) =0 ) (3.55)

Moment bezwladnosci walca

Wyznaczanie momentdw bezwladnosci walca wzgledem uktadu osi prosto-
katnych, o poczatku w $rodku masy walca, zaczniemy od wyznaczenia momentu
bezwtadnosci wzglgdem osi Oz.

Wytnijmy myslowo elementarng mase dm, jako rurke o promieniu r i grubosci
dr, jak pokazano na rysunku. Ta elementarna masa, o nieskoficzenie malej
grubosci wynosi:

dm =p-2nr-H-dr (h)

Moment bezwtadno$ci walca wzgledem osi obrotu Oz wynosi:

R 4R 4
HR
I, = Ir2dm = 27rpHJ. r’dr = 2mpH L=z )
0 4, 2
Biorac pod uwage, ze catkowita masa walca wynosi:
m = nRsz (k)
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rzh dr
N
(Lo

mRH

y<

BN
=/

Rys. 3.34

¥

().

ostatecznie otrzymano:
mR?
=
2

(3.56)

Z uwagi na symetri¢ osiowa walca, wszystkie momenty bezwladnosci
wyznaczone wzgledem osi prostopadtych do osi Oz sa sobie rowne. Zatem mo-
ment bezwiadnosci wzgledem osi Ox jest réwny momentowi bezwladnosci
wzgledem osi Oy.

Moment bezwladnosci walca wzglgdem osi Ox wyznaczono jako sum¢ mo-
mentéw bezwladnosci wzglegdem dwu ptaszczyzn Oxz 1 Oxy, tworzacych
w przecigciu t¢ 0$. Mamy wiec:

Jx = J(xz) + J(xy) (l)

J

wiony jako suma momentow wzglegdem dwu prostopadlych ptaszczyzn
I =J _ +] mozna zapisa¢ jako J =2-J Zatem moment bezwtadnosci

z (xz) (xz) *

Poniewaz J moment bezwladnosci wzgledem osi Oz, przedsta-

(2 ~ Y0

(yz)?
wzgledem ptaszczyzny Oxz wynosi:

J = (m)
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Dla obliczenia momentu bezwtadnosci walca wzglgdem plaszczyzny Oxy
przyjeto elementarng mas¢ dm w postaci kolistej ptytki o grubosci dz znajdujace;j
sie w odlegtosci z od ptaszczyzny Oxy.

—

4

mRH

AN

¥

/

Rys. 3.35

Elementarna masa dm = p - nR*dz , a moment bezwtadno$ci wzgledem plaszczy-

zny Oxy ma wartosc:

+H/2 +H/2
(2 2 24 2| 2 _ 1 2113
J(xy)—jzdm— J.zandz—an{?)} —lzanH (n)

-H/2 -H/2

po wstawieniu calkowitej masy walca (h) otrzymano:

mH’
Yoy = 12 (©)

Wstawiajac wyrazenia (m) i (o) do réwnania (1), otrzymano ostatecznie:

R* H’
J =] =m| —+— 3.57
oY [4 12} (3-57)

Moment bezwladnosci kuli

Momenty bezwladnos$ci kuli wyznaczono wzgledem prostokatnego uktadu
wspotrzednych, o poczatku w srodku masy kuli. Dla tak przyjetego uktadu osi
mamy:

1,=1,=1, ®
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Na podstawie wyrazenia (3.49), wyznaczajacego zaleznos$¢ migdzy biegunowym
momentem bezwladnosci a momentami bezwtadno$ci wzgledem osi tego uktadu
mamy:

1
J, =5(Jx +1,+1,) (r)

Uwzgledniajac (p), znajdujemy:

J, =§JO (s)
Z)
mR /.dr
r
Y
X
Rys. 3.36

Tak wigc, aby wyznaczy¢é moment bezwtadnosci kuli wzgledem osi Ox, nalezy
wyznaczy¢ biegunowy moment bezwtadnosci wzglgdem srodka kuli.

Podzielmy kulg na elementarne masy dm, jako powtoki kuliste o promieniu
r i grubo$ci dr. Elementarna masa dm = p-4nr’dr , a biegunowy moment bez-
wladno$ci wynosi:

R 0 R RS
J, = frzdm = 4np£ ridr = 47[‘{?} = 4np? (t)

0
. . . . 4 o
Biorac pod uwagg, ze catkowita masa kuli m = EnR p , znajdujemy:

J =%mR2 ()

0
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Wstawiajac zalezno$¢ (u) do wyrazenia (s), otrzymano ostatecznie:

J =%mR2 (3.58)

X

3.7. KRET PUNKTU I UKLADU PUNKTOW
MATERIALNYCH

3.7.1. Kret punktu materialnego

Niech punkt materialny, ktorego masa wynosi m, porusza si¢ w przestrzeni
z predkoscia v. Ruch tego punktu odniesiono do prostokatnego uktadu osi wspot-
rzgdnych, zaznaczajgc w tym uktadzie wektor jego pedu mv, jak przedstawiono
na rysunku ponizej. Moment pedu tego punktu, lub krotko kret, wzgledem sta-
tego bieguna O, mozna zdefiniowa¢ podobnie jak moment sity wzgledem punktu
W przestrzeni.

y=<

Rys. 3.37

Uwzgledniajac definicje momentu sity wzgledem statego punktu O, mozemy
zapisac¢ kret Ko jako iloczyn wektorowy promienia-wektora r i pedu mv. Mamy
wigc:

K, =rxmv (3.99)
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Jesli poczatek prostokatnego ukladu osi wspohrzgdnych Oxyz znajduje sig
w obranym biegunie O, to sktadowe kretu Ko w przyjetym uktadzie osi wspot-
rzednych mozna wyznaczy¢ z wyznacznika:

K,=rxmv=| x y z (a)

Po rozwigzaniu powyzszego wyznacznika wzgledem wersorow i, j, k, osi
uktadu wspotrzgdnych, uzyskamy wyrazenia okreslajgce sktadowe wektora kretu Ko:

Ky, =m(v,y-v,z)
Ky, =m(v,z-v,X) (3.60)

Ko, =m(v,x-v.y)

0x

Wyznaczmy jeszcze pochodng geometryczng wzgledem czasu, kretu Ko
obliczonego wzgledem stalego bieguna O. R6zniczkujac (3.59), otrzymano:
dK, d

dr d
=—(rxmv)=—xmv+rx—(m b
ar g emv) = goemy e (my) ®)

Promien-wektor r opisujacy polozenie rozwazanego punktu poprowadzono
z poczatku uktadu osi wspoétrzednych O, mamy wigc:

dr

—=v oraz vxmv =0 ()
dt

Na podstawie udowodnionego twierdzenia o pochodnej wektora pedu mamy:
d
—(mv)=P d
< (V) (d)

Podstawiajac (c) i (d) do rownania (b), otrzymano rownanie:

dK,

=rxP
" rX (e)
1 ostatecznie:
dK,
=M 3.61
=M (3.61)
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Pochodna wzgledem czasu kretu Ko punktu materialnego wyznaczonego
wzgledem dowolnego stalego bieguna O réwna jest momentowi wypadkowej sit
dzialajacych na dany punkt materialny wzgledem tego samego bieguna.

zA
mv

Rys. 3.38

W przyjetym uktadzie osi wspotrzednych z biegunem O jako jego poczat-
kiem, z rownania wektorowego (3.61) wynikaja nastepujace rownania skalarne:
dK, dK, dK

=M, =M, XM, (3.62)
dt dt dt

Pochodna wzgledem czasu kretu punktu materialnego wyznaczonego
wzgledem dowolnej stalej osi rowna jest momentowi wypadkowej sil dziala-
jacych na dany punkt materialny wzgledem tej samej osi.

3.7.2. Kret ukltadu punktow materialnych

Niech uktad punktéw materialnych o masach mj, my,..., m, porusza si¢
w prostokatnym uktadzie osi wspotrzednych pod dziataniem sit zewnetrznych
i wewngtrznych. Udowodnione twierdzenie o pochodnej kretu punktu material-
nego wzgledem czasu, zapisane roOwnaniem (e), mozna teraz zastosowac do
wszystkich punktow rozwazanego uktadu.
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Rys. 3.39

Podstawiajac wypadkows sit dzialajacych na punkt rozpatrywanego uktadu
jako sumg¢ geometryczng wypadkowej P, sit zewnetrznych i wypadkowej P’ sit
wewngtrznych, mamy:

%(ri «mv)=txP+P) dla  i=1,2,.,n  (3.63)

Roéwnan tej postaci mozna napisac tyle, ile jest punktow w rozpatrywanym ukta-
dzie. Sumujac je stronami, otrzymano rownanie wektorowe:

S nxmy) =Yg (R +P) (0
i=1 i=1
czyli:
%(Zl‘ixmivi)=2rixPi+Zri P, (3.64)
i=1 i=1 i=l1
Zgodnie z réwnaniem (3.28), suma momentdw sit oddziatywania wewngtrz-

nego punktéw nalezacych do rozpatrywanego uktadu materialnego, wzgledem
dowolnie obranego bieguna, rowna jest zero. Mamy wigc:

S nxmy) =25 <P (3.65)
i=l1 i=1
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Suma stojaca po lewej stronie powyzszego rownania jest kretem ukladu punk-
tow materialnych wzgledem stalego bieguna O:

K, =) (rxmv,) (3.66)
i=1
Natomiast prawa strona powyzszego roéwnania jest sumg geometryczng momen-

tow sit zewnetrznych P; wzgledem nieruchomego bieguna O. Ostatecznie otrzy-
mano:

M. 3.67
dt : i0 ( )

dK, &
=1

Pochodna wzgledem czasu kretu Ky ukladu punktéw materialnych
wzgledem dowolnego stalego bieguna O rowna jest sumie geometrycznej mo-
mentow wszystkich sit zewnetrznych wzgledem tego samego bieguna.

Tak jak dla punktu materialnego, réwniez dla uktadu punktow materialnych
z rownania wektorowego (3.67), wynikajg rownania skalarne dotyczace sktado-
wych kretu Ko. Mamy wiec:
dK, & dK s dK &

=y M, L=3'M, L=%"M,, (3.68)
a3 a7 dt 45

Pochodna wzgledem czasu kretu ukladu punktow materialnych wzgle-
dem dowolnej stalej osi rowna jest sumie momentow wszystkich sil zewnetrz-
nych dzialajacych na rozwazany uklad materialny wzgledem tej samej osi.

Jesli na uktad punktow materialnych nie dzialajg sity zewngtrzne albo suma
momentow dziatajacych sit wzgledem nieruchomego bieguna O jest rowna zero,
mamy wOwczas:

dK,
=0 3.69
m (3.69)
czyli: Ko = const

Otrzymany wynik jest zasada zachowania kretu.

Jesli moment wszystkich sit zewnetrznych przylozonych do ukladu ma-
terialnego wzgledem pewnego stalego bieguna O jest rowny zeru, wtedy kret
Ko rozpatrywanego ukladu wzgledem tego bieguna jest staly.
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3.7.3. Kret ukladu punktow materialnych wzgledem
dowolnego punktu

Rozpatrzmy ruch uktadu materialnego o masie m = Zmi poruszajacego si¢

ruchem dowolnym wzgledem statego uktadu osi, jak pokazano na rys. 3.40.

Rys. 3.40

Potozenie elementarnej masy m; opisano promieniem wektorem r;, o wartosci:
— !
I,=r +r, (8)

Po uwzglednieniu (g), kret tego uktadu wzgledem stalego punktu O, jako po-
czatku uktadu osi wspoétrzednych, zgodnie z zalezno$cig (3.66) wynosi:

n

K, = i[(rc +1))x mivi} = Zn:(rc xm,v;)+ Y (r/xm,v,) (h)
i=1 i=1 i=1
Drugi sktadnik zaleznosci (h) jest wektorem kretu rozpatrywanego uktadu wzgle-
dem $rodka masy. Mamy wigc:
n
Ke = (5 xmv;) (i)

1

—_

Jesli w pierwszym wyrazie rownania (h) wylaczymy wektor r, przed znak sumy
jako wektor jednakowy dla wszystkich punktéw uktadu i wykorzystamy podsta-
wienie (i), otrzymamy nastgpujgce rownanie:
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Ko:rcxzmivi+Kc 0)
i=1
Zgodnie z réwnaniem (3.31), suma w powyzszym rownaniu jest pedem Q
rozpatrywanego uktadu. Ostatecznie kret ukladu materialnego wzgledem
dowolnego statego punktu O ma warto$¢:

K,=K_+r xQ (3.70)

Kret ukladu punktéw materialnych wzgledem statego bieguna O réwny
jest sumie kretu tego ukladu, wyznaczonego wzgledem jego Srodka masy,
oraz momentu pedu Srodka masy tego ukladu, wyznaczonego wzgledem
stalego bieguna O.

Zgodnie z (3.65) mamy:

=
=

dEZ(riXmiVi): (riXPi) (k)

t i=1 i=1

Wstawiajac zalezno$¢ (g) i wykonujac rozniczkowanie lewej strony powyzszego
réwnania, otrzymano:

dr, . d dK,. 5,
¢ v, —(m.v, = : ' x P, 1
m melvlJrZrcxdt(mlvl)Jr " iZ:l:rC><Pl+iZ:1:rl><Pl )

C

r C .
o=V, oraz > myv,=m-v_,awigc v,xm-v, =0.Ponadto
i=1

Zauwazmy, 7€

o . . d
na podstawie twierdzenia o pochodnej pedu mamyd—(mi Vv, ) =P.
t
Podstawiajac w rownaniu (1), Zri’x P, =M., ostatecznie otrzymano:
i=1

dK
dt

=M, 3.71)

Pochodna wzgledem czasu kretu ukladu punktéw materialnych
wyznaczonego wzgledem Srodka masy réowna jest sumie momentow wszyst-
kich sil zewnetrznych przylozonych do tego ukladu wzgledem tegoz Srodka
masy.
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3.7.4. Kret ciala w ruchu obrotowym

Wyznaczmy kret ciata, ktore porusza si¢ ruchem obrotowym wokot statej osi
Oz, z predkoscia katowa réwng ®. Rozwazmy element cialta o masie dm
w odleglosci h od osi obrotu.

Predko$¢ tego elementu ma warto$¢ v = o h. Jesli predkos¢ katowa o ciata
jest zgodna z kierunkiem trygonometrycznym, czyli ma kierunek osi Oz, kret ele-
mentu masy dm wzgledem tej osi wynosi:

dK, = hvdm = oh*dm 3.72)

Rys. 3.41

Calkujac elementarny kret po catej masie m, wyznaczamy kret catego ciata
wzgledem osi obrotu:

K, = [oh’dm = o[h’dm (a)

W otrzymanej zaleznos$ci (a) catka stojaca po prawej stronie wyraza moment bez-
wladno$ci rozpatrywanego ciata J, wzgledem osi Oz. Ostatecznie mozna zapisac:

K, =J]o (3.73)
Kret ciala sztywnego w ruchu obrotowym dookota statej osi obrotu rowny

jest iloczynowi jego momentu bezwladnosci wzgledem tej osi i predkosci katowe;.
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Przyklad 3.8

Przez krazek o masie m, i promieniu r, przerzucono lekka ling, ktorej jeden
koniec obcigzono ci¢zarem o masie m. Na drugim koficu liny znajduje sig¢
cztowiek, ktérego masa wynosi réwniez m. Wyznaczy¢ predkos¢ bezwzgledng
czlowieka, ktory zacznie wspinac si¢ po linie z predkoscig Vi = const wzgledem
liny. Opory ruchu obrotowego krazka poming¢.

7

N-—

==

=

i
o

Rys. 3.42

Rozwiqzanie

Rozpatrywany uktad uwalniamy od wigzow.

Rys. 3.43
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Moment sit zewnetrznych w uwolnionym od wigzéw ukladzie wzglgdem pozio-
mej osi x jest rowny zero. Tak wigc, zgodnie z zasada zachowania kretu, kret
wzgledem tej osi ma warto$¢ stala. Jesli cztowiek w chwili poczatkowej pozosta-
wat w spoczynku, kret catego uktadu bedzie rowny zero. Jesli natomiast czlowiek
zacznie wspinaé si¢ po linie, masy rozpatrywanego uktadu zostang wprawione
w ruch, aby w dowolnej chwili kret catego uktadu byt réwny zero. Kret (moment
pedu) rozpatrywanego uktadu w dowolnej chwili wzglgdem osi x wynosi:

K,=m-V,-r,-m-V -r,+]J] -0o+m-V, -1

u

I

o

2
o I.0

Poniewaz miedzy krazkiem a ling nie ma poslizgu, mamy: ® =

Po wstawieniu warto$ci momentu bezwtadnosci krazka J = otrzymano

rownanie:
2
mr VvV
oo ‘u
2.m.vu.ro_m.vw.ru+—r_ 0

o

z ktorego predkos¢ unoszenia wynosi:

vy 1M

u w

2-m+mo
2

Predkos¢ bezwzgledna wspinajacego si¢ cztowieka wynosi:

V=V, -V, szm
4-m+m,

Jesli krazek bedzie lekki (m, = 0), predkos¢ bezwzgledna cztowieka wyniesie
. . v, ... . .
potowe predkosci wzglednej V=7W, jesli natomiast masa krazka bedzie

bardzo duza, cztowiek bedzie si¢ wspinat z predkoscia bezwzgledna zblizong do
predkosci wzgledne;j.

3.7.5. Kret ciala sztywnego w ruchu kulistym

Kret ciala sztywnego wzgledem statego bieguna O, ktéry jest srodkiem
ruchu kulistego i poczatkiem uktadu osi wspotrzednych (rys. 3.44) ma wartos¢:

Kozf(rxv-dm) (m)
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Predko$¢ dowolnego punktu ciata poruszajacego si¢ ruchem kulistym wynosi
v=wmxr. Podstawiajac tak wyrazona predkos¢ do zaleznosci (m), otrzymamy
pod catkg podwdjny iloczyn wektorowy, ktory po przeksztatceniu ma warto$c:

rx(coxr):o)-rz—r-(oa-r) (n)

Rys. 3.44

Wstawiajac (n) do (m), otrzymano wartos¢ kretu ciala sztywnego w postaci wek-
torowej o postaci:
Koz(ojlﬂdm—J'r‘((o‘r)dm (0)

Rzutujac to rownanie na o$ x uktadu wspoétrzednych, otrzymano:
KX=mxj(x2+y2+zz)dm—jx(wxx+myy+mzz)dm (p)
Po uporzadkowaniu powyzszego rownania i uwzglednieniu zaleznosci wyrazaja-

cych momenty bezwladnos$ci i momenty dewiacyjne otrzymano sktadowe wek-
tora kretu w przyjetym ukladzie osi wspotrzednych. Sktadowa na 0§ x wynosi:

Kx = Jxo‘)x _nyo‘)y _szo‘)z

Nastepne sktadowe wynoszg identycznie:
K, =lo-J o -J],0, (3.74)

Kz = JZO)Z - szwx - Jzy(X)y
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Jesli osie uktadu wspotrzednych beda dla rozpatrywanego ciata osiami gltow-
nymi, momenty dewiacyjne beda réwne zero, a sktadowe kretu uproszcza sig
do postaci:

K, =J,0, K,=Jlo, K,=Jo, ()

Przyklad 3.9

Tarcze o masie m i promieniu r osadzono na lekkiej osi, ktérg zamocowano
przegubowo w punkcie O, jak pokazano na rysunku. Wyznaczy¢ nacisk tarczy na
podtoze, jesli o$ tarczy tworzy z poziomem kat o =30° i obraca si¢ wokot osi
pionowej z predkoscia katowa wi = const (predkos¢ precesji). Toczenie krazka po
podtozu bez poslizgu.

Rys. 3.45

Rozwiqzanie

Tarcza porusza si¢ ruchem kulistym. Do wyznaczenia nacisku tarczy na pod-
loze wykorzystano twierdzenie o pochodnej wzgledem czasu wektora kretu ciata
Sztywnego.

dK, <
t

M,
o = 2Me

Tarcza po podlozu toczy si¢ bez poslizgu, tak wigc predkos¢ punktu styku tarczy
z podtozem jest rowna zero i prosta OA jest chwilowa osig obrotu. Znajac wartos$¢
predkosci katowej precesji uktadu, wyznaczono predkos¢ katowa obrotu wia-
snego oraz chwilowg predkos¢ katowa ruchu kulistego.

Chwilowa predkos¢ katowa ruchu kulistego uktadu wynosi:
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o=, -ctg30° =x/§-ool

Rys. 3.46

a predkos¢ katowa obrotu wlasnego wynosi:

0
0,=——=2-0
sin 30

1

Do wyznaczenia wektora kre¢tu rozpatrywanego ukladu przyjeto uktad osi wspot-
rzednych, ktore sa gtdéwnymi osiami bezwtadnosci. Sktadowe wektora kretu w
tym uktadzie osi maja wartos$c¢:

2
KXZJX'OJXZm d -oa-cos30°:%-m-r2-0)1
K, =], -0, =0
.r? 2
Kzsz-mzz[mzr +m-(\/§-r) ](D~sin30°=%-m-1¢2-m1

Catkowity wektor kretu lezy w plaszczyznie xz i ma dwie skladowe Ky i K, (patrz
rysunek). Pochodna tego wektora wzgledem czasu w interpretacji kinematycznej
jest predkoscia, z jaka porusza si¢ jego koniec (punkt D). Mamy zatem:

dK Lz

dto =Vp = ;Mio
Poniewaz ruch kulisty tarczy odbywa si¢ ze stata predkoscig katowa ® = const,
warto$¢ kretu jest rowniez stala K, = const. Przyrost tego wektora powstaje jedy-
nie na skutek jego obrotu dookota osi precesji z predkoscig katowa m;. Mamy
wiec:
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Vp =0, xK,
Wykorzystujac wyznaczone sktadowe wektora krgtu, mamy:

V3 L

VD=(ol-(Kx-cos30°+KZ-sin3O°)= oo

Moment sit zewnetrznych wzgledem srodka ruchu kulistego O wynosi:

ZMiO =N-2-r—m-g-\/§-r

i=1
Podstawiajac otrzymane wartos$ci pochodnej kretu wzgledem czasu oraz mo-
mentu sit zewnetrznych dzialajacych na uktad do zaleznosci wynikajacej z twier-
dzenia o pochodnej wektora kretu ciata sztywnego wzgledem czasu, mamy:

%.m.rz.wlz :Z.N.r_\/g.m.g.r
1 ostatecznie:

N:ﬁ.m. g+£.®f.r

2 16
Wartos¢ nacisku tarczy na podtoze w czasie jej ruchu jest wigksza od nacisku
wynikajacego z jej ciezaru o wielko$¢, ktora jest reakcja dynamiczna.

3.8. DYNAMIKA RUCHU OBROTOWEGO I PLASKIEGO
CIALA SZTYWNEGO

3.8.1. Dynamika ruchu obrotowego

Niech bedzie ciato sztywne, obciazone sitami Py, P»,..., P, mogace obracac
si¢ dookota stalej osi. Rownanie ruchu tego ciata, ktory powodujg dziatajace sity,
wyznaczymy z twierdzenia o pochodnej kretu wzgledem nieruchomej osi.

Na podstawie trzeciego rownania (3.68) mamy:

dK, &, @

Poniewaz kret ciata sztywnego w ruchu obrotowym wynosi K, =J ®, po pod-
stawieniu do rownania (a) otrzymano:
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dJ ©) <&
—~ 27 _N"M.
dt Z 1Z

i=1
dla statego momentu bezwladnosci ciata J, mamy:

do <
] _=§ M. b
z dt — iz ()

Ponadto dla ruchu obrotowego wzgledem stalej osi mamy i—m =g, rownaniu (b)
t

mozna nada¢ ostatecznie postaé:
n
Je=>M, (3.75)
i=1

Jest to dynamiczne rownanie ruchu obrotowego ciata sztywnego.

Iloczyn momentu bezwladnoSci ciala i przyspieszenia katowego wzgle-
dem osi obrotu réwny jest sumie momentow wszystkich sil zewnetrznych
dzialajacych na to cialo wzgledem tej samej osi.
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Przyklad 3.10

Na beben o masie m i promieniu r, ktéry moze obraca¢ si¢ wokot poziomej
osi, nawinig¢to lekka nierozciagliwa ling i obcigzono ja cigzarem o masie mo.
Wyznaczy¢ warto$¢ momentu napedowego M, jaki nalezy przytozy¢ do bgbna,
aby podwieszony na linie cigzar poruszal si¢ w gore z przyspieszeniem pe.
Tarcie w tozyskach bgbna pominac.

Rozwiqzanie

Rozpatrywany uktad uwalniamy od wigzow.
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Beben porusza si¢ ruchem obrotowym, natomiast podwieszony na linie cigzar
porusza si¢ jak punkt materialny ruchem prostoliniowym.

Ruch bgbna opisano rownaniem dynamicznym ruchu obrotowego. Réwnanie to
ma postac:

J -e=M -S-r

Jak wynika z powyzszego réwnania reakcje w tozyskach nie daja momentu
wzgledem osi obrotu i przy pomini¢ciu oporow tarcia w tozyskach nie wplywaja
na wartos¢ przyspieszenia katowego bebna.

Roéwnanie ruchu masy m, wynosi:

m,-p,=S-m,-g

Uzupetniajac otrzymane dynamiczne réwnania ruchu zaleznos$cia kinematyczng

C

ruchu obrotowego bebna i prostoliniowego masy mo;g:p—, otrzymano
r

warto$§¢ momentu napgdowego My:

1
M, =(§-m+m0]-r-pc+mo'g-r

3.8.2. Dynamika ruchu plaskiego

Z kinematyki ruchu ptaskiego ciata sztywnego wiadomo, ze ruch ptaski

mozna potraktowaé jako ruch ztozony z ruchu postepowego z predkosciag wybra-
nego bieguna oraz ruchu obrotowego wzgledem tego bieguna. W dynamice ruchu
plaskiego ciata sztywnego biegunem begdzie srodek masy.
Do wyprowadzenia dynamicznych rownan ruchu ptaskiego ciata sztywnego,
na ktore dziatajg sily zewngtrzne Pi, P»,..., Py, skorzystano z prawa o ruchu
srodka masy oraz twierdzenia o pochodnej kretu wzgledem stalej osi przecho-
dzacej przez srodek masy. Otrzymano w ten sposéb dwa nastepujace rownania
wektorowe:

mp, =) P, “=3'M, (3.76)
i=1 i
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Poniewaz kret ciala w ruchu obrotowym zgodnie z réwnaniem (3.73)

wynosi K, =J o oraz ((11—(0 =g =@, zréwnan (3.76) wynikaja nastgpujace row-
¢ ¢ t

nania dynamiczne:

zh

Rys. 3.50

m-pCX:;PiX m'pcy:;]‘)iy JZCSZZMiZC (377)

Sa to dwa réwnania dynamiczne dotyczace ruchu srodka masy wzgledem prosto-
katnego uktadu osi wspolrzednych i jedno ruchu obrotowego wzgledem osi prze-
chodzacej przez $rodek masy.

Przyklad 3.11

Na poziomej powierzchni ustawiono krazek o masie m i promieniu T,
w ktorym nacigto rowek na lekka 1 nierozciagliwag nié, jak pokazano na rysunku.
Nawinigtg na krazek ni¢ przerzucono przez lekki krazek i obcigzono cigzarem
0 masie m,. Wyznaczy¢ promien X, na jakim nalezy nawing¢ ni¢, aby krazek to-
czyl si¢ bez poslizgu, oraz przyspieszenie masy m.
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lekki

bez poslizgu

ey

Rys. 3.51

Rozwiqzanie

Uwalniamy rozpatrywany uklad od wigzow. Krazek porusza si¢ ruchem
ptaskim, natomiast masa m, porusza si¢ jak punkt materialny ruchem prosto-
liniowym.

~. "

Rys. 3.52

W miejscu styku krazka z podlozem przylozono reakcj¢ normalng N oraz sitg
tarcia F. Silg tarcia oznaczono litera F, poniewaz sita ta przy toczeniu bez poslizgu
nie musi by¢ catkowicie rozwinigta i zawarta jest w przedziale 0 <F<p-N.
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Oznacza to, ze jesli zaktadam toczenie bez poslizgu, zaktadam rowniez, ze wspot-
czynnik tarcia p jest tak duzy lub sita tarcia w czasie toczenia krazka bez poslizgu
tak mata, ze przylozona sita tarcia F znajdzie si¢ w podanym wyzej przedziale.
Dla ruchu ptaskiego krazka toczacego si¢ bez poslizgu, dynamiczne rownania
ruchu maja postaé:

m-p=S-F

0=N-m-g

J-e=S-x+F-r

Dla masy m, dynamiczne roéwnanie ruchu jest rownaniem ruchu prostoliniowego
punktu i wynosi:

mQ .pO :mO 'g_S
Poniewaz krazek po podtozu toczy si¢ bez poslizgu, w miejscu styku krazka
z podtozem jest chwilowy $rodek obrotu. Tak wigc mozna napisac¢ zalezno$¢ ki-
nematyczng miedzy przyspieszeniami. Mamy zatem:

r+Xx

._P_ P,
T

Rozwigzujac otrzymane rownania wzgledem przyspieszenia masy m,, Otrzymano:

2-m, (x+r)’

Po =8 3-m-r’ +2~m0(x+r)2

Jak wynika z otrzymanego rozwigzania, przyspieszenie masy m, zalezy rowniez
od promienia x nawini¢cia nici na krazek. Promien ten wyznaczono z warunku,
w ktorym sita tarcia F wystepujaca w czasie toczenia krazka bez poslizgu
bedzie rowna zero. Oznacza to, ze przy kazdym wspotczynniku tarcia, nawet naj-
mniejszym, toczenie bez poslizgu bedzie mozliwe.

Z dynamicznych réwnan ruchu wyznaczono sile tarcia F, w funkcji wymuszajg-
cej ruch krazka sity S. Mamy:

Aby sita F byta rowna zero, wyrazenie (r -2 x) musi by¢ rowne zero. Ostatecz-

nie mamy X =%. Tak wiec, aby toczenie krazka odbywato sie bez poslizgu,
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promien nawini¢cia nici musi wynosic¢ 5 Z otrzymanego rozwigzania wynika

rowniez, ze sila tarcia F moze przyjmowa¢ wartosci ujemne (dla X)E).

Oznacza to, ze zwrot tej sity wynika z dynamicznej rownowagi sit wywotujacych
ruch 1 w czasie uwalniania od wigzoéw zwrot tej sity mozna przyjmowa¢ dowolnie.

. . r .
Przyspieszenie masy m, dla x = 5 Wynosi:

B 3-m,
Po=8 2-m+3-m,

Przyklad 3.12

Wyznaczy¢ przyspieszenia masy mj3 i my dla uktadu przedstawionego na ry-
sunku 3.53. Masa m3 spoczywa na chropowatej powierzchni, ktérej wspotczyn-
nik tarcia wynosi p 1 polaczona jest nierozciagliwg ling z kotem szpuli
0 masie mp i promieniu 2. Z kota o masie m; i promieniu r; odwija si¢ lina
opasujaca krazek o masie m i promieniu r, do srodka ktorego podwieszono mase
my. Koniec tej liny zaczepiono w statym punkcie A.

m;

S

Rys. 3.53
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Rozwiqzanie

Uwalniamy uktad od wiezow, aby napisa¢ dynamiczne rdwnania ruchu dla

poszczegbdlnych mas.

T

X %

—

s,
(m,+m,)g '/I
S

1

S,

Rys. 3.54

Dynamiczne rownania ruchu majg postaé:

— dla masy ms:
m,-p, =S-T
m,-0=N-m,-g
T=p-N

— dla szpuli ztozonej z kragzkéw o masach m; i my w ruchu obrotowym:

(J,+1,)-&,=S,-1,-S"r,

gdzie I =

— dla krazka o masie m w ruchu ptaskim:
m-p,=S;+m-g-S§, -§,
J.g,=S,-r-S,r

m-r

gdzie J=
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— dla masy ma:
m,-p,=m,-g—S, (d)

Zaleznosci kinematyczne migdzy zalozonymi przyspieszeniami wynosza:

2.
g =P g, =—P2-P ()
I.

T I, 5

Rozwiazujac otrzymany uktad rownan (a), (b), (c), (d) i (e) wzgledem poszuki-
wanych przyspieszen pi i p2, otrzymano:

T
(m+m4)2—1—p-m3

3.9. DYNAMIKA RUCHU KULISTEGO ROWNANIA EULERA

Rozpatrzmy ruch kulisty ciata sztywnego przedstawiony na rysunku ponizej.
Z ciatem tym zwigzemy uktad osi wspotrzednych x, y, z, ktory z zalozenia przyj-
miemy jako uktad osi gtéwnych.

Rys. 3.55
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Do wyprowadzenia dynamicznych rownan Eulera wykorzystano twierdzenie

o pochodnej wektora kretu uktadu materialnego wzgledem srodka ruchu kuli-
stego O. Zgodnie z rownaniem (3.67) mamy:

dK, <
=>M. a
dt ; o @

Réwnania Eulera wyprowadzamy wzgledem osi ruchomych, ktore sg osiami
gléwnymi, sztywno zwigzanymi z poruszajacym si¢ ciatem. Bezwzgledna po-
chodna kretu o sktadowych wyznaczonych w uktadzie ruchomym, zgodnie
z wyjasnieniem omowionym w kinematyce ciata sztywnego dotyczacym predko-
$ci dwu jego punktow, wynosi:

dK, dK
0 __ "0 + X KO (b)
dt dt
Po wstawieniu (b) do (a) otrzymano nastgpujace réwnanie wektorowe:
K n
ddto +oxK,=> M, (c)
i=1

Wstawiajac sktadowe kretu K, wzgledem osi glownych opisanych réwnaniami
(r) w poprzednim punkcie, réwnanie wektorowe (c) bedzie mato postac:
N i j k

K n
ddto Ho, o o =M, (d)
i=1

Rzutujac otrzymane rownanie wektorowe na osie ruchomego uktadu wspotrzed-
nych X, y, z, otrzymano rézniczkowe dynamiczne rownania ruchu kulistego Eu-
lera. Rownania te maja postac:

do, -
L -(1,-1,)o,0, =ZIM
1 d;iy -(J,-1)o,0, = Zn:Miy (3.78)
i=1

d n
I ;‘zz ~(3,-3,)0,0, =M,

i=1

218



CZESC III. Dynamika

Przyklad 3.13
Zadanie z przyktadu 3.9 rozwigza¢ z wykorzystaniem dynamicznych rownan

ruchu kulistego Eulera.

Rozwiqzanie

Dynamiczne réwnania ruchu Eulera wyznaczono wzgledem osi gtownych
sztywno zwiazanych z poruszajaca si¢ tarcza. Jest to uklad osi xyz, jak zazna-
czono na rysunku. Rozniczkowe réwnania ruchu Eulera w przyjetym uktadzie osi
wspotrzednych beda miaty postac:

do,

Lo ~(1,-1,) 0, 0, =M,
do

J,- dty—(JZ—JX)-m o, =M,
do,

I, i@ —(JX—Jy)m o, =M,

Poniewaz z zatozenia tarcza po podtozu toczy si¢ bez poslizgu, prosta OA jest
chwilowg osig obrotu. Rozktad predkosci katowych, precesji w; i obrotu wia-
snego o (predkos¢ nutacji jest rowna zero) oraz chwilowej predkosci katowe;j
ruchu kulistego ® przedstawiono na rysunku. Z rozkladu tego mamy:

o= o, -ctg30’ :\/5-031

Jest to predko$¢ katowa ruchu kulistego tarczy.
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Sktadowe predkosci katowych w dowolnej chwili ruchu uktadu w przyjetym
uktadzie osi gtdéwnych xyz beda miaty wartos¢:

o, =o-sin30° -sin(p=73-co1 -sin@
— 0-sin30° A3
©, =®-sin -coscp—T-(ol-coscp
. 3

®, = - cos30 =5-ool
Potozenie uktadu osi gtownych xyz w dowolnej chwili wynika z elementarnego
obrotu rozpatrywanego uktadu wokét osi obrotu wlasnego (0§ z) o elementarny
kat ¢. Przyjeto, ze przy obrocie osi wspotrzednych dookota osi z o kat @, prze-

mieszczenie katowe osi z jest mate 1 mozna je pominac.
Pochodne wzgledem czasu sktadowych predkosci katowych wynosza:

do, NG de
=— - -CosQ-—
dt 2 d
do
—Y_—ﬁ-ml-sincp a@
dt 2 d
do, _0
dt

Pochodna wzgledem czasu kata ¢ jest predkoscig katowa obrotu wiasnego
uktadu, czyli jest rowna predkosci katowej . Mamy wiec:

d_(p:mz = '(,01 - :2.0)1
dt sin 30
Ostatecznie pochodne wzgledem czasu sktadowych predkosci katowej ruchu ku-
listego wynosza:
do,
dt
do

dt
d
2

=\/§-mf~coscp

Y= 30! -sing

dt

Moment sit zewnetrznych wzgledem ruchomych osi xyz, sztywno zwigzanych
Z poruszajacym si¢ cialem, wynosi:
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sz(N~2-r—m~g-\/§-r)-coscp

M, =—(N-2-r—m-g-\/§-r)-sin(p
M, =0
Wstawiajgc otrzymane wartosci do rownan Eulera, otrzymano:

Jxx/g-o)lzcoscp—(Jy —JZ)?w?%-coscpz(NQr—mg‘\/g-r)-COS(p

~J,V3-wlsing—(J, —Jx)gmf%-sin(pz—(N-Zr—mg-x/g-r)-sin(p
1,-0-(1,-1,)-0=0

Ostatecznie otrzymano dwa réwnowazne rownania dynamiczne, w ktorych
J, =J, opostact:

» 333

J o -T+J — f=2-N-r—\/§-mg-r

x 1

(5]

Po wstawieniu momentow bezwladnosci wzgledem osi x, J =

2

iwzgledemosiz, J, = otrzymano:
N:ﬁ.m. g+£.0)12 T
2 16

3.10. PRACA I MOC SILY. ENERGIA KINETYCZNA

3.10.1. Praca i moc sily

Jesli punkt przytozenia sity P doznaje prostoliniowego przesunigcia, to mo-
wimy, ze sita ta wykonuje pewna prace. Dla stalej co do wartosci i kierunku sity
P praca wynosi:

L=P-s (3.79)
P

ALY S
Rys. 3.57
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Praca stalej sily na prostoliniowym przesuni¢ciu nazywamy iloczyn skalarny
sily P i przesunigcia s.

Wykorzystujac definicj¢ iloczynu skalarnego, rownaniu (3.79) mozna nadaé
postac:
L=P-s-cosa (3.80)

Tak wigc pracg statej silty na prostoliniowym przesunigciu tej sity jest
iloczyn warto$ci przesunigcia i rzutu sity na kierunek tego przesuniecia, czyli

jesli kat oc(g, praca jest dodatnia, jesli kat oc}%, praca, jest ujemna, a jesli kat

T . ,
o= > praca jest rOwna zero.

Gdy sita P oraz przesunigcie s opisane sg przez sktadowe w prostokatnym
uktadzie osi wspoétrzednych, z definicji iloczynu skalarnego dwéch wektorow
mamy:

L=P-s=Ps +Ps +Ps, (3.81)
zh
P
S
A
0 y--
"
Rys. 3.58

Jesli rozpatrywana sita P jest wypadkowa n sit Py, P,..., P, przylozonych
w jednym punkcie, ze statyki mamy P = ZR ipo wstawieniu do rbwnania (3.79)

i=1
otrzymujemy:
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L=P-s=(ZPi)s=Pl-s+P2-s+....+Pn-s (3.82)
i=1

Praca sily wypadkowej, ukladu sil przylozonych w jednym punkcie rdéwna
jest sumie prac sil sktadowych.

W przypadku, gdy punkt przytozenia statej sity P doznaje przesuniecia krzy-
woliniowego, catkowita prace tej sily wyznaczamy jako sume elementarnych
prac dL wykonanych na elementarnych przesunigciach ds.

Elementarna praca stalej sity P na elementarnym przesunig¢ciu ds wynosi:

dL =Pcosa -ds (3.83)

Jak wynika z rysunku kat o jest zawarty miedzy kierunkiem sity P i styczng do
toru w punkcie jej przytozenia.

Rys. 3.59

Praca sily P na drodze krzywoliniowej AB jest calka krzywoliniowg z elemen-
tarnej pracy dL wzdtuz tuku AB. Mamy wiec:

L= I Pcosa -ds (3.84)

AB

Jesli prace wykonang przez sitg¢ odniesiemy do jednostki czasu, otrzymamy
wielko$¢, ktora nazywamy mocg tej sily. Wprowadzajac oznaczenie mocy sym-
bolem N, mamy:

N=d—L=PCOSOL§=P~V-COSOL (3.85)
dt dt
lub krocej
N=P-v (3.86)

Moc sity jest iloczynem skalarnym wektora sity i predkosci punktu jej przy-
fozZenia.

223



MECHANIKA OGOLNA - Zagadnienia wybrane

Jednostka pracy w uktadzie SI jest 1 dzul (1 J). Jest to praca sity 1 N na
przesunigciu 1 m:

1J=1N-1m =1mkg/s’-1m=1m%kg/s’ (b)

Jednostka mocy w uktadzie SI jest 1 wat (1 W). Jest to praca 1 J wykonana
w czasie 1 s:

I1W=11J/1s=1m%kg/s’ (c)

Wielokrotnoscig podstawowej jednostki jest kilowat (1 kW) i megawat
(1 MW):
1kW=10"W 1 MW =10°W (d)

W technicznym uktadzie jednostek, w ktorym jednostka sily jest 1 kG,
a jednostka dlugosci 1 m, jednostka pracy jest 1 kilogramometr (1 kGm).
Praktyczng jednostka mocy jest kon mechaniczny:

1 KM =75 kGm/s (e)

Zalezno$ci miedzy jednostkami pracy i mocy w ukladzie technicznym
i w uktadzie SI, sa nastepujace:

1kGm=1kG- 1m=98IN-1m=92811]J
1 KM =75 kGm/s =75- 9,81 J/s =736 W = 0,736 kW ®

3.10.2. Energia kinetyczna punktu. Prawo zmiennosci
energii kinetycznej punktu materialnego

Niech punkt materialny, na ktory dziata sita P jako wypadkowa zbieznego
uktadu sil, wykonuje ruch po dowolnym torze krzywoliniowym. W chwili
poczatkowej punkt znajdowat si¢ w potozeniu Ay, a w chwili t w potozeniu A.
Pamigtajac, ze przyspieszenie styczne w ruchu punktu po torze wynosi p; = dv/dt,
réwnanie dynamiczne tego punktu na kierunek styczny do toru ma postac:

mﬂ =Pcosa (a)
dt

Pomnézmy obie strony powyzszego réwnania przez v. Otrzymamy:

m-vﬂzP-V-cosa (b)
dt
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Rys. 3.60

Po wymnozeniu rownania (b) przez dt i podstawieniu za v-dt = ds, otrzymano:
mv-dv=Pcosa-ds (©)

Catkujac wyrazenie (¢) stronami w czasie od ty do t 1 biorac pod uwagg, ze
w chwili to punkt materialny zajmowat polozenia Ao i miat predkos¢ vo, a w chwili
t zajmowat potozenie A i miat predkosc¢ v, otrzymano:

mdeV: j Pcosa -ds (d)
Vo A A
po scatkowaniu mamy:
2 2
mv. Ve _p (3.87)
2 2

Po lewej stronie powyzszego rownania wystepujg wyrazy bedace polowa
iloczynu masy punktu materialnego i1 kwadratu predkosci tegoz punktu. Wielko-
$ci te nosza nazwe energii Kinetycznej punktu materialnego. Z rdwnania (3.87)
wynika nastgpujgce twierdzenie:

Przyrost energii kinetycznej punktu materialnego w rozwazanym prze-
dziale czasu réwny jest pracy sily wypadkowej wszystkich sil dzialajacych
na ten punkt w tym samym przedziale czasu.
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Przyklad 3.14

Dany jest gladki tor w ksztalcie plaskiej petli o promieniu r. Na poziomym
odcinku toru ustawiono wyrzutni¢ w postaci sprezyny o statej c, jak pokazano
na rysunku. Wyznaczy¢ jakie musi by¢ ugigcie sprezyny, aby wystrzelona kula
o masie m obiegla petle nigdzie si¢ nie odrywajac.

Rozwiqzanie

Wystrzelona kula obiegnie petle, jesli w swoim ruchu osiagnie z odpowiednig
predkoscia wysoko$¢ oznaczong potozeniem A. Oznacza to, ze w potozeniu A
musi by¢ spetiony warunek N>0.

X=1

Rys. 3.61

Z dynamicznego rownania ruchu na kierunek normalny mamy:

m-p,=m-g+N
czyli:
N=(m-p,-m-g)>0

Ostatecznie warunek, jaki musi spelni¢ poruszajaca si¢ po torze kula ma posta¢
p, = g . Wstawiajac warto$¢ przyspieszenia normalnego, mamy:
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Predkosc¢ kuli wystrzelonej z ugietej spre¢zyny wyznaczono z twierdzenia o przy-
ro$cie energii kinetycznej punktu materialnego. Dla rozpatrywanego przypadku
przyrost energii kinetycznej kuli w rozwazanym przedziale czasu réwny jest
pracy wykonanej przez sile cigzkosci kuli oraz rozprezajaca si¢ sprezyng. Mamy
wigc:
m-V? c-x’
2

— m . g . 2r
Z réwnania tego kwadrat predkosci kuli wynosi:
vi=Lx? —-4.g-r
m

Wstawiajac wyznaczong predkos¢é do warunku zwigzanego z naciskiem normal-
nym kuli na tor, mamy ostatecznie:

<> /S-m-g-r
c

3.10.3. Prawo zmiennosci energii kinetycznej
ukladu punktow materialnych

Rozpatrzmy uktad n punktow materialnych o masach m;, my,..., m,. Udo-
wodnione powyzej twierdzenie o przyroscie energii kinetycznej punktu material-
nego zastosujmy do dowolnego punktu o masie mj, ktory jest jednym z punktow
rozpatrywanego uktadu materialnego.

Zbadajmy wiec punkt o masie m;, na ktory dziata sila P; jako wypadkowa
wszystkich sit zewnetrznych i sita P;’ jako wypadkowa sit oddzialywania we-
wnetrznego miedzy punktami. W chwili poczatkowej punkt ten znajdowat sig¢
w polozeniu Aj, zas w chwili t w potozeniu A;.

Wykorzystujac twierdzenie o przyroscie energii kinetycznej tego punktu i sumie
prac sit P; i Py’, otrzymano réwnanie:
m,v; mv;,

—4 =L, +L, 3.88
2 2 o (3.88)
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z

Rys. 3.62

gdzie L; i Ly’ oznaczajg prace odpowiednio sity P; i Pi” na odcinku toru AjA..
Mamy wigc:
L = .[Pi cosa,ds; L= J.Pi' cosa; ds, (e)
AjoAj AjoAj
Réwnanie typu (3.88) mozna napisa¢ dla kazdego punktu nalezacego do roz-

wazanego uktadu. Powstanie w ten sposob uktad rownan, ktory dodajac stronami
mozna przedstawi¢ w postaci:

v &myvd @ o
Z:mlzv1 _lemlelo :Z;Li+;Li (3.89)

i=1

Po lewej stronie otrzymanego rownania poszczegdlne wielkosci wyrazaja:
energi¢ catego uktadu w chwili koncowej rozpatrywanego przedziatu czasu
i energi¢ catego uktadu w chwili poczatkowej. Po prawej stronie natomiast otrzy-
mali§my sumy prac wykonanych odpowiednio przez sity zewnetrzne i sily
wewnetrzne w tym samym przedziale czasu.

Biorac pod uwage fakt, ze rozpatrujemy ciato sztywne, w ktérym odlegtosci
miedzy poszczegolnymi punktami nie ulegajg zmianie, praca sit wewnetrznych
na dowolnym przemieszczeniu tego ciala jest rowna zero:

DLi=0 ®
i=1
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Stosujac juz uzywane oznaczenia dla energii kinetycznej i sumy prac, mamy:

n 2 n 2
Ty T,=) (&)
i=1 i=l1

L:ZLizzn: I P. cosa.ds, (h)

i=1 ApA,
Podstawiajac (g) i (h) do rownania (3.89), otrzymano ostatecznie:
AT=T-T, =L (3.90)
Na podstawie réwnania (3.90) mozna sformutowac nastepujace twierdzenie:

Przyrost energii kinetycznej ciala sztywnego w rozwazanym przedziale
czasu rowny jest sumie prac wszystkich sit zewnetrznych przylozonych do
tego ciala, w tym samym przedziale czasu.

3.10.4. Energia kinetyczna ciala sztywnego

Jak przedstawiono zaleznos$cig (g) w poprzednim punkcie opracowania,
energia kinetyczna uktadu n punktéw materialnych wynosi:

" m v
T =;—‘2 ‘ ()

gdzie vi oznacza warto$¢ predkosci punktu materialnego o masie m.
Wyznaczmy energi¢ kinetyczng w szczegolnych przypadkach ruchu ciata.

Dla ruchu postepowego ciata 0 masie m poruszajacego si¢ z predkosciag v mamy:

_n min _l 2n
T—; 5 —2V;mi (b)

poniewaz w ruchu postgpowym predkosci wszystkich punktow sa sobie rowne

i wynosza v. Biorgc pod uwage, ze Zmi =m, otrzymano ostatecznie:
i=1
mv’
2
Energia kinetyczna ciata w ruchu postgpowym, tak jak dla punktu material-
nego, rowna jest potowie iloczynu masy tego ciata i kwadratu predkosci ruchu

postepowego.

T= (3.91)
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Dla ruchu obrotowego ciata, obracajacego si¢ wzglgdem statej osi Az z predko-
$Scig katowa o:

Wytnijmy mys$lowo element o masie dm i rozpatrzmy jego energi¢ kinetyczna.
Elementarna energia masy dm w ruchu po okregu kota o promieniu h wyniesie:

dT =1V2dm:lm2h2dm (©)
2 2

Energia kinetyczna calego ciata bedzie suma energii elementarnych i wyniesie:

T=%;[V2dm=%£a)2h2dm=%m2£h2dm (d)

Calka wystepujaca w rownaniu (d) jako iloczyn elementarnej masy ciala
i kwadratu jej odlegtosci od osi Az jest momentem bezwladnosci tego ciata
wzgledem osi Az. Mamy wigc:

J,=[h’dm ()

Na podstawie (e) i (d) otrzymano ostatecznie:

z

T:%sz (3.92)
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Energia kinetyczna ciala sztywnego w ruchu obrotowym dookota stalej osi
réwna jest potowie iloczynu momentu bezwladnosci ciata wzgledem tej osi
i kwadratu predkosci katowe;.

Wyznaczmy teraz energi¢ kinetyczng ciata sztywnego w ruchu dowolnym
wzgledem statego uktadu odniesienia OXoyoZo.

Wprowadzmy dodatkowo drugi uktad odniesienia Oxyz, o poczatku w $rodku
masy C i poruszajacy si¢ ruchem postepowym wzgledem uktadu Ox,y,z,, jak po-
kazano na rysunku.

Predkos¢ vi elementarnej masy m; mozna przedstawi¢ w postaci sumy predkosci:

Vi=vet+ vy ®
Z definicji iloczynu skalarnego, kwadrat warto$ci wektora vi wynosi:
vVi=v. v, =V (2)
Po uwzglednieniu (g) w réwnaniu (f) otrzymano:

' ' V2 ' V2
2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
Vi=vi=(v,+v,)) =v_ +2v_-vi+vVv. =v_ +2v_ -V, t+V;

Rys. 3.64

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do wzoru (a), wyznaczono:

T= Zn:mv = Zm(v +2v, - V+V )—
i=1 11

2 m+v va +Z (h)

i =

1
=—v
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Poniewaz Zmi =m oraz wystgpujagca w drugim wyrazie rownania (h) suma
i=1
geometryczna pedow wszystkich punktéw rozwazanego ciala wzgledem srodka

n
masy Z m,v; jest rbwna zero, rownaniu temu mozna nada¢ ostatecznie postac:
i=1
2
1 , &myv;
T=—mv,+) —1 (3.93)
2 = 2
Z réwnania (3.93) wynika nastepujace twierdzenie, nazwane Twierdzeniem

Koeniga:

Energia kinetyczna ciala sztywnego rowna jest sumie energii Kinetycz-
nej tego ciala w ruchu postepowym z predkoscia Srodka masy oraz energii
kinetycznej w ruchu wzgledem $rodka masy.

3.10.5. Praca sily sprezystej. Praca momentu sity

Wyznaczmy prace L sily sprezystej F w przypadku, gdy sita ta jest propor-
cjonalna do wydluzenia elementu sprezystego. Miara tej sity wzgledem osi Oy
Wynosi:

Fy=-cy (a)

gdzie ¢ oznacza staly wspotczynnik proporcjonalnosci, zwany stala sprezyny.

/%/
oo

Rys. 3.65

< m
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Elementarna praca sily spr¢zystej na przesunigciu dy wynosi:

dL=F, -dy=—c-y-dy (b)

Catkujac powyzsze rownanie stronami, otrzymano prace sity F na drodze réwnej
odksztatceniu sprezyny:

L=—CJ.y'dy=——y (3.94)

Dla przedstawionego przypadku, praca sily F jest ujemna, gdyz sita w spre-
zynie jest zawsze przeciwna do jej odksztatcenia.
Prace L od momentu M, przytozonego do ciala sztywnego obracajacego si¢
wokot nieruchomej osi, wyznaczymy sumujac prace elementarne.
Dla momentu:

M,=P-r (©)
elementarna praca wynosi:
dL=P-ds (d)
P
M, —— A
/ ds
0 do
r A,
Rys. 3.66

gdzie ds = r-dp oznacza elementarne przesunigcie punktu A wywotane obrotem
ciata o kat dp. Réwnanie (d) przyjmuje postac:

dL=P-r-do (e)
Podstawiajac (c¢) do rownania (e), otrzymano:

dL=M, -do (3.95)
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Elementarna praca momentu przytozonego do ciata, ktore obraca si¢ wokot
nieruchomej osi, réwna jest iloczynowi momentu i elementarnego obrotu ciata.
W przypadku gdy M, = const, z powyzszego réwnania mamy:

P2
L= [M,dp=M,(9,-¢) (3.96)
P1

Praca momentu przytozonego do ciala sztywnego obracajacego si¢ wokot
nieruchomej osi rowna jest iloczynowi momentu i kata obrotu ciata.

Przyklad 3.15

Dla uktadu przedstawionego na rys. 3.67 wyznaczy¢ predko$¢ masy ms po
przebyciu przez nig drogi h. Masa m3 spoczywa na chropowatej powierzchni, na
ktorej wspotczynnik tarcia wynosi | i lekka oraz nierozciagliwa ling potaczona
jest ze szpulg o stalej osi O. W szpuli maty krazek o masie m; ma promien rj,
a duzy o masie m; ma promien r». Z matego krazka szpuli lina opasuje krazek
ruchomy o masie m i promieniu r i jest zamocowana w stalym punkcie. Do
osi ruchomego krazka podwieszono mase mus, ktorej predkosci poszukujemy.
W chwili poczatkowej caty uktad pozostawat w spoczynku.

Rozwiqzanie
v
-
R s /%4 .
Nl Y ™9 oL ».
0,
[
(m#+m,)g y
mg
m1\
v
h mg

Rys. 3.67
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Do wyznaczenia predko$ci masy m4 po przebyciu drogi h zastosujemy twier-
dzenie o przyro$cie energii kinetycznej ciata sztywnego. Mamy wiec:

AT=>L (a)
Przyrost energii kinetycznej rozpatrywanego uktadu wynosi:
2 2 2 2 2
AT = | MaV" [ mv JrJ(D1 +(J1+Jz)032 LMVl (b)
2 2 2 2 2
: r’ m, 1’ m,t; : .
gdzie: J= , I = ;1 , T, =% oraz z kinematyki:
mlzz mzzﬁ Vl=032~r2=2-v-r—2 (c)
r I, T,
Suma prac sit zewng¢trznych wynosi:
ZL=m4~g-h+m-g~h—T~s (d)

gdzie T = uN = umsg jest sitg tarcia rozwinigtego, a s jest przesunigciem masy
ms. Przesunigcie to, w czasie przebywania drogi h przez mas¢ ma, wynosi:

dh=v-dt

ds=v,-dt=2-v-2.dt
L
mamy wiec:
ds=2-2.dh iostatecznie s=2-2.h (e)

L L

Wstawiajac zaleznosci kinematyczne do przyrostu energii oraz warto$¢ przesu-
nigcia s masy m3 do sumy prac i przyrownujac do siebie przyrost energii kine-
tycznej i prace sil zewnetrznych, otrzymano pr¢dkos¢ masy ma po przebyciu
drogi h. Mamy:

m+m4—2-u‘m3LZ

T,

v= |g-h ! = (H
2-m,+3-m+4-m +4-(m,+2-my)>

L
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Przyklad 3.16

Na dwu szpulach ustawionych w odleglosci a na réwni pochylej pod katem
o 1 mogacych toczy¢ si¢ po réwni bez poslizgu, utozono listwe o masie m i dtu-
gosci L. Listwe potozono tak, ze w chwili poczatkowej jej poczatek znajdowat sie
nad dolng szpula. Wyznaczy¢ predkos¢ listwy po zwolnieniu uktadu w chwili,
kiedy koniec listwy znajdzie si¢ nad gorng szpulg. Listwa po szpulach toczy si¢
bez poslizgu.

Rozwiqzanie

Rys. 3.68

W chwili poczatkowej uktad pozostawatl w spoczynku, jego energia kine-
tyczna byta réwna zero. Predkosé listwy w chwili, gdy jej koniec znajdzie si¢
nad gorng szpula wyznaczono z twierdzenia o zmianie energii kinetycznej uktadu
materialnego. Oznaczajac predkos¢ szpuli w ruchu ptaskim oraz listwy w ruchu
postepowym (jak na rysunku) w chwili koncowej, przyrost energii kinetyczne;j
rozpatrywanego uktadu wynosi:

ATz{m'zv2 +2.((ml+mz)'V12 +(J1+J2)-0)2ﬂ_0

2 2

J=—2 2
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Poniewaz listwa po szpulach toczy si¢ bez poslizgu oraz szpule po rowni tocza
si¢ rowniez bez poslizgu, z kinematyki mamy:

V, \'%

I I +T1,

Po wstawieniu zaleznosci kinematycznych, przyrost energii kinetycznej uktadu
Wynosi:

2 2 2
3-m, -1 +m, -(?_-r1 +1, )

2-(r1 +r2)2

2

AT = l-m-l—
2

Suma prac sit zewnetrznych dziatajacych na uktad bedzie miata wartos¢:
Z“L:m-g-sinoc-s+2-(m1 +m,)-g-sina-s,

Reakcje normalne N sg prostopadle do przemieszczenia szpuli i nie wykonuja
pracy. Sity tarcia F przylozone sag w chwilowym $rodku obrotu (chwilowa pred-
kos$¢ punktéw styku szpuli z rownig jest rowna zero) i rOwniez nie wykonuja
pracy. Tak wiec prace wykonuja jedynie sity cigzkos$ci listwy i szpul na prze-
mieszczeniach odpowiednio s i s;.

Wartos$ci tych przemieszczen wynikaja z kinematyki ruchu uktadu i wynoszg:

L b

-V-dt= -ds

ds=V-dt ds, =V, -dt=
L +1, L +1,

I

ostatecznie mamy: s, = 'S

L+
Z geometrii ruchu uktadu mamy (patrz rysunek) s = (1-a)+s, . Ostatecznie prze-
mieszczenia listwy i szpuli wynosza:

L +T T,
s=——=-(1-a) s, =—-(1—-a)
I.2 I‘2
Wstawiajac otrzymane przemieszczenia do sumy prac sit zewnetrznych uktadu,
otrzymano:

a :

> L= ~g-sino-[m- (1 +1,)+2-(m, +m,) g |
Podstawiajac otrzymane warto$ci przyrostu energii kinetycznej uktadu oraz sumy
prac sit zewnetrznych, do twierdzenia o zmianie energii kinetycznej uktadu ma-
terialnego, wyznaczono predkosc listwy:

L
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2-g-(1-a) (g, +1r2)2 -[m-(r1 +1,)+2-(m, +m2)-rl]-sina

V:
2 -[m-(r1 +I'2)2 +3-m, -1’ +m, '(2-r12+r22)}

I

3.11. PODSTAWY TEORII UDERZENIA

W dynamice uktadéw materialnych bywaja takie przypadki, w ktorych dzia-
fanie sit trwa skonczony, lecz bardzo krotki przedziat czasu. Te sity chwilowe,
jak juz podano w punkcie 3.3.1, nazywamy impulsem sity. Impuls sity wynosi:

s:jP-dt (a)

Wykorzystujac pojgcie impulsu sity, sformutujmy twierdzenia dotyczace po-
chodnej pedu uktadu materialnego wyrazonego rownaniem (3.32) oraz kretu tego
uktadu wyrazonego rownaniem (3.67).

Dla pgdu uktadu materialnego z rownania (3.32) mamy:

dQ= P -dt (b)

Po podstawieniu otrzymano ostatecznie:

Q-Q,=)s, ©)

gdzie Q jest pedem uktadu chwili t, natomiast Qo jest pedem uktadu w chwili t,.

Przyrost pedu ukladu materialnego réwny jest sumie impulséw sil dzialaja-
cych na rozpatrywany uklad.

Dla kretu uktadu materialnego na podstawie rownania (3.67) mozna napisac:
dK, =Y (r,xP)-dt (d)
i=1

Po uwzglednieniu impulsu sity mamy:

K;—K] =Y (r xS,) ©

i=l1
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gdzie K| jest kretem uktadu w chwili t, natomiast K jest kretem ukladu
w chwili t,.

Przyrost kretu ukladu materialnego wzgledem stalego bieguna réowny jest
sumie momentéw impulséw sil dzialajacych na rozpatrywany uklad.

Czas trwania sit chwilowych jest bardzo krotki i w zwiazku z tym sity te powo-
duja nagla zmiane¢ predkosci, przy praktycznym braku zmiany polozenia rozpa-
trywanego uktadu.

Praktycznie zjawisko uderzenia mozna podzieli¢ na dwa zasadnicze przypadki:
uderzenie swobodne zwigzane z wykorzystaniem zmiany pedu oraz uderzenie
nieswobodne zwigzane z wykorzystaniem zmiany kretu uktadu w czasie zderzenia.

3.11.1. Uderzenie swobodne

Przypadek uderzenia swobodnego zostanie przedstawiony na przykladzie
zderzenia dwu gladkich kul, 0 masach m; i m,, oraz predkosciach odpowiednio
V1 V2, jak przedstawiono na rysunku ponizej.

linia uderzenia

Rys. 3.69

W czasie zderzenia tych kul impuls reakcji w miejscu uderzenia jest sita we-
wnetrzng uktadu i w zwiazku z tym prawa strona réwnania (c) jest rOwna zero.
Wynika z tego, ze ped uktadu przed uderzeniem jest rowny pedowi uktadu po
uderzeniu. Dla oznaczen przedstawionych na rys. 3.69 wektorowe réwnanie (c)
zrzutowane na o$ X ma postac:

m,-v,-m,-v, =-m,-u,+m,-u, (f)

gdzie u; 1wy sg predkosciami odpowiednio masy m; i m, po uderzeniu.

Zatozono, ze masy po uderzeniu bgda mialy predkosci skierowane jak na
rysunku; jesli zatozymy inne zwroty, nalezy to uwzglgdni¢ w znakach rownania (f).
W rownaniu tym sg dwie niewiadome predkosci kul po uderzeniu. Aby je wyzna-
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czy¢, potrzebny jest dodatkowy warunek. Warunek ten, okreslony dos§wiadczal-
nie przez Newtona, wyznacza stosunek predkosci wzglednych po i przed uderze-
niem na kierunku linii uderzenia, gdzie linia uderzenia jest to prostopadia do
wspolnej stycznej w miejscu styku cial w czasie zderzenia.

Hipoteza Newtona dla zderzenia rozpatrywanych kul ma postac:

-u,)-u
k= ¢ (2)
v, —(-v,)
gdzie k jest wspotczynnikiem restytucji zaleznym od materiatu, z ktérego wyko-

nano uderzajace si¢ kule. Warto$¢ wspolczynnika restytucji wynosi 0 dla kul
idealnie plastycznych i 1 dla kul idealnie spr¢zystych:

0<k<l (h)

Przyktadowe wspotczynniki restytucji w zaleznosci od rodzaju materiatu wynosza:
dla drewna k=0,26

dla stali k=0,56
dla zeliwa k=0,66
dla kosci stoniowe;j k=0,80
dla szkta k=0,95
dla otowiu k=0,20

Jesli predkosci kul przed uderzeniem lezg na linii uderzenia, méwimy ze uderze-
nie jest centralne. Gdy kierunki predkosci kul przed uderzeniem sa dowolne, ude-
rzenie takie nazywamy uko$nym.

Przyklad 3.17
Gtadka kula spada uko$nie na nieruchoma powierzchni¢ z predkoscig V pod

katem o :% do pionu.

Wyznaczy¢ kat odbicia kuli B oraz jej predkos¢ po odbiciu, jesli wspotczynnik

restytucji wynosi k = ? .

Rozwiqzanie

Rozpatrywany przypadek dotyczy uderzenia swobodnego jednego ciata.
Nieruchoma powierzchnia, na ktéra spada kula ma nieskonczenie duza mase oraz
predkos¢ przed uderzeniem i po uderzeniu réwna zero. Dla takiego przypadku
uderzenia nie mozna napisa¢ rdwnania wynikajacego z zasady zachowania pedu.
Mozna wykorzysta¢ jedynie hipoteze Newtona.
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linia uderzenia
1
B 4 Vi
/
cL
Rys. 3.70
Mamy wiec:
ke V, -cosB—-0
—V-cosa—0

Poniewaz rozpatrujemy uderzenie gladkiej kuli, sktadowa styczna predkosci
w chwili uderzenia nie ulega zmianie. Mamy zatem V -sina =V, -sinf.
Wstawiajac ten warunek do hipotezy Newtona, otrzymano warto$¢ kata odbicia
kuli oraz jej predko$¢ po uderzeniu.

Kat odbicia kuli po uderzeniu wynosi: ctgf3 =k -ctga . Dla a = g, kat B = %

Predkosc¢ kuli po uderzeniu ma warto$¢:

s1n0L_V‘£

V,=V.2—=
sin3 2

3.11.2. Uderzenie nieswobodne

Uderzeniem nieswobodnym nazywamy uderzenie ciata, ktore jest osadzone
obrotowo w stalym przegubie, tworzac wahadto fizyczne. Przykiad takiego
wahadta przedstawiono na rysunku ponizej.

Rozpatrzmy uktad sktadajacy si¢ z wahadta fizycznego, w ktore uderza kula
z predkoscig v w odleglosci a od przegubu A.

W czasie uderzenia kuli w wahadto powstaje impuls sity uderzenia w miejscu
styku kuli z wahadtem oraz impuls reakcji w przegubie A. Impuls sily uderzenia
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jest sita wewnetrzng uktadu i w momencie uderzenia pozostaje tylko reakcja prze-
gubowego zamocowania wahadta.

Wybierajac za biegun przegub A, wzgledem ktoérego suma momentow impulsow
sit jest rowna zero, mozemy na podstawie rownania (e) wnioskowac, ze kret
rozpatrywanego uktadu wzgledem tego bieguna przed uderzeniem jest rowny
kretowi po uderzeniu.

Rys. 3.71

Dla przedstawionego uktadu mamy:
m-v-a=J,o-m-u-a 6))]

gdzie J4 jest momentem bezwladno$ci wahadta wzglgdem osi obrotu, o jest pred-
koscig katowa wahadta po uderzeniu i u jest predkoscig kuli po uderzeniu.
Otrzymano réwnanie, w ktorym sg dwie niewiadome. Predkos¢ kuli i predkos¢
katowa wahadta po uderzeniu. Dodatkowy warunek umozliwiajacy wyznaczenie
predkosci po uderzeniu, tak jak w przypadku uderzenia swobodnego, mozna
wyznaczy¢ z hipotezy Newtona dla predkosci punktéw styku ciat w miejscu
zderzenia. Dla rozwazanego wahadta mamy:

_o-a—(-u)
0-v

-k W)

Uktad réwnan (i) i (j) pozwala wyznaczy¢ predkosci obu cial po uderzeniu.

Omawiajac uderzenie swobodne, ograniczono si¢ do zderzenia kul gtadkich,
czyli takich ciat, ktore przed i po uderzeniu poruszaja si¢ ruchem postgpowym.
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Jesli cheieliby$Smy rozpatrzy¢ uderzenie dowolnych ciat gladkich poruszajacych
si¢ ruchem plaskim, nalezy po zderzeniu wyznaczy¢ rowniez zmiang¢ predkosci
katowej tych cial wywotane uderzeniem. Zainteresowanych takim rodzajem
uderzenia odsytamy do literatury [3]. Dowolne uderzenie ciat poruszajacych sig¢
ruchem ptaskim nazywamy mimosrodkowym.

Przyklad 3.18

Cienkg plyte prostokatng o masie m i bokach b i 2b, mogacg obracac si¢
dookota boku AB, ustawiono w potozeniu pionowym. W §rodek uderzenia plyty
uderza prostopadle do niej kula o masie m, z pr¢dkoscig v. Wyznaczy¢ kat o jaki
odchyli si¢ ptyta po uderzeniu, jesli wspdlczynnik restytucji wynosi k. Opor ob-
rotu plyty w tozyskach A i B pomina¢.

Rozwiqzanie

Jest to uderzenie nieswobodne uktadu zlozonego z prostokatnej ptyty jako
wahadta fizycznego i swobodnie poruszajacej si¢ kuli.

%\% @

Rys. 3.72

W chwili uderzenia kuli w ptyte powstanie w miejscu styku kuli z ptyta impuls
silty skierowany prostopadle do ptyty. Impuls ten, dziatajacy jednoczesnie na
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plyte i na kule, spowoduje wystapienie impulsu reakcji w tozyskach A i B mocu-
jacych ptyte. Traktujac rozpatrywany uktad ztozony z ptyty i kuli w calosci,
mozna przyjaé, ze impuls sity powstaty w miejscu uderzenia jest wewngtrznym
impulsem sit i wykorzysta¢ niezmienno$¢ kretu catego uktadu przed i po uderze-
niu wzgledem osi x przechodzacej przez tozyska A i B (w chwili uderzenia

ZMix =0). Mamy zatem:
m -v-a=J -o-m -u-a
gdzie J :gm-b2

Rozpatrywana plyta ma ptaszczyzne symetrii, a wigc §rodek uderzenia lezy w tej
plaszczyznie w odleglosci a od osi obrotu:

X

a= = = —-
m-y, 3-m:b 3

2
, _4mb 4

Rownanie wynikajace z hipotezy Newtona dla predkosci punktow cial w miejscu
uderzenia ma postac:
_oa-(u)

0-v

-k
Rozwiazujac réwnania kretu i hipotezy Newtona wzgledem predkosci katowe;j
plyty po uderzeniu, otrzymano:

m, -(1+k)-v

(m+4-mo)-b
3

Z twierdzenia o zmianie energii kinetycznej uktadu materialnego wyznaczono
odchylenie prostokatnej plyty po uderzeniu:

w=

0-— "2 =—m-g-(b—b-cosy)

1 ostatecznie:
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3.11.3. Srodek uderzenia

Rozpatrzmy szczegdlny przypadek uderzenia dotyczacy wahadta fizycz-
nego. Niech wahadlo posiada plaszczyzne symetrii prostopadta do osi obrotu tego
wahadta, w ktorej znajduje si¢ jego srodek masy, jak przedstawiono na rysunku
ponizej.

Y

¥ <

@)
o
-
p

4

Yo

S

Rys. 3.73

Rozpatrujac ruch wahadta pod wplywem impulsu sity S(t), przytozonej w odle-
glosci a od przegubu O, mozemy zgodnie z rownaniami (c) i (e) zapisac przyrost
pedu i kretu tego wahadta. Oznaczmy predkos$¢ katowa wahadta przed uderze-
niem ®, a po uderzeniu ;. Predkos¢ jego srodka masy odpowiednio v, i v,.
Dla przyrostu pedu rownanie (c) zrzutowane na 0$ X ma postac:

m-(-v, )-m-v,=S —S (k)
Dla przyrostu kretu wzgledem przegubu O mamy:
-J-o,-J-0o=-S-a D

gdzie J jest momentem bezwtadnosci wahadla wzglgdem osi obrotu.
Po wstawieniu predkosci srodka masy wahadta wynikajacej z jego obrotu przed
uderzeniem i po uderzeniu mamy:
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Ve =0y,
Vie =01+ Y, (m)

Wstawiajac (m) do réwnania (k) i wykorzystujac réwnanie (1), wyznaczono im-
puls reakcji Sy powstajacy w przegubie O w czasie uderzenia. Impuls ten wynosi:

sz(i—m-ycj-(m+ml) (n)

Wyznaczmy odleglos$¢ ,,a” przylozenia impulsu sity S, aby sktadowa impulsu re-
akcji Sy byta rowna zero. Na podstawie rownania (n) mamy:

(3.97)

gdzie J jest momentem bezwladno$ci wahadta wzgledem osi obrotu, m jego
masa, a y. odlegtoscia srodka masy wahadta od osi obrotu.

Otrzymana zalezno$¢ (3.97) opisuje polozenie Srodka uderzenia wahadla, czyli
punktu przytozenia impulsu sity, ktory nie wywotuje impulsu reakcji w przegubie.
Nalezy zaznaczy¢, ze zaleznos$¢ (3.97) dotyczy wahadta posiadajacego ptaszczy-
zne symetrii. Dla wahadla o dowolnym ksztalcie nalezy przeprowadzi¢ rozwig-
zanie bardziej ogo6lne i wyznaczy¢ dwie wspotrzedne srodka uderzenia.
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3.12. ZAKONCZENIE

Przedstawiony skrypt zawiera tre$ci wyktadow prowadzonych na wybranych
kierunkach Wydziatlu Mechanicznego Politechniki £.6dzkiej. Zakres tematyczny
wyktadow jest zgodny z przyjetym programem nauczania na tych kierunkach.
Obecny program mechaniki jest dostosowany do wyznaczonego przez Minister-
stwo minimum programowego i nie obejmuje zagadnien zwiazanych z analiza
dynamiczng ruchu kulistego ciata sztywnego oraz podstaw mechaniki analitycz-
ng, w zakresie zasady prac przygotowanych i rownan Lagrange’a dla uktadow
holonomicznych. Szczegolnie podstawy mechaniki analitycznej, ktore dawniej
byly w programie nauczania na wszystkich uczelniach technicznych sg waznym
dziatem mechaniki, umozliwiajacym rozwigzywanie powaznych zagadnien
naukowych oraz inzynierskich. Z uwagi na brak omoéwienia tych zagadnien
w przedstawionym skrypcie, czuje si¢ w obowigzku poda¢ literature dla chetnych
poglebienia wiedzy o ten dziat mechaniki. Zaznaczam, ze studiowanie ze zrozu-
mieniem podanej przeze mnie literatury wymaga dobrej znajomosci materiatu
zawartego w skrypcie oraz dziatdw matematyki wyzszej zawartych w programie
studiow magisterskich.

Literatura uzupetniajaca to pozycje w spisie literatury [3], [5], [6], [7].
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