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MODELOWANIE PRZESTRZENI ZA POMOCA
MULTIILOCZYNOW WEKTOROW

Praca zawiera opis ksztaftowania przestrzeni n-wymiarowej, definiowania
orientacji tej przestrzeni oraz sposoby zapisu lezgcych w niej wektorow.
Jako forme zapisu wektorow, ich iloczynéw i multiiloczynow oraz sposobu
dokonywania transformacji wektorow miedzy réznymi uktadami odniesienia
wykorzystano diady, ktére zdefiniowane jako macierze iloczynu
zewnetrznego dwoch wektorow.

Stowa kluczowe: modelowanie przestrzeni, diada, macierz transformacji

SPACE MODELLING BY MEANS OF THE MULTI- PRODUCTS
OF VECTORS

This work contains the description of the methodology of shaping of an n-
dimensional space and defining its orientation as well as the description of
possible notations of vectors lying within that space. Dyads, defined as
matrices of an external product of two vectors, are used as the form of
notation of vectors, their products and multiproducts as well as a way of
transforming vectors between different coordinate systems.

Keywords: modelling of n-space, dyads, matrix of transformation of vector

1. KSZTALTOWANIE PRZESTRZENI

Przestrzen kartezjanska n-wymiarowa K" okreslona jest iloczynem wektorowym n-1
wersorow ortogonalnego ukfadu osi  €; (i=1, ...n-1) [1] postaci

€, X€,X ... X€e,_; =¢€, (1)

W tak zdefiniowanym ukladzie osi przyjeta kolejnos¢ indekséw osi definiuje przyjeta
wzorcowg (dodatnig) orientacj¢ przestrzeni — jest nig tzw. najnizsza permutacja wskaznikow
osi. Dokonujac w iloczynie (1) transpozycji (przestawienia) dwoch dowolnych wskaznikéw
osi zmieniamy znak i zwrot wersora €, na przeciwny, tym samym zmieniamy orientacje
przestrzeni na przeciwng (ujemng). Nastepna transpozycja przywraca dodatni znak iloczynu 1
dodatnig orientacj¢ osi. Wynika z tego, ze dowolna przestrzen n-wymiarowa przy
permutowaniu jej wskaznikow osi generuje parzystg ilos¢ n! przestrzeni o tym samym
wymiarze, roznigcych si¢ orientacja, w potowie o orientacji dodatniej i w polowie o orientacji
ujemnej. Orientacje kazdej z nich okresla znak wyrazenia (-1)', gdzie t — ilo§¢ transpozycji
(parzysta lub nieparzysta) dokonanych w stosunku do przestrzeni wzorcowej o najnizszej
permutacji wskaznikow. Znak ten jest miarg pozwalajaca orientacj¢ przestrzeni jednoznacznie
okresli¢. Miara ta wynika rowniez z budowy macierzy E, utworzonej z wersoré6w osi uktadu
e; =(0,0,..i =1,..n) w kolejnosci przyjetej dla rozwazanej przestrzeni. Dla przestrzeni
wzorcowej macierz E,, (2) ma posta¢ diagonalng i jej wyznacznik ma warto$¢ +1.
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0 .. 00

E,=°1 = %0 . GetE,=+1 )
00 .. 01

Dla dowolnej przestrzeni kolejnos¢ wersorow w kolejnych wierszach macierzy wynika z

dokonanych transpozycji wersorow w iloczynie (1) i jest okreslona przez uzyskang

permutacjg wskaznikow osi [1]. Wowczas znak wyznacznika tej macierzy mozna okresli¢

przez pordéwnanie jej z macierza E,, , okreslajac ilos¢ transpozycji t , potrzebnych do
przeksztalcenia macierzy E do macierzy E,y .

det E = (-1)' det Ee = (-1)' . (3)

W przyjetej przestrzeni K" mozna wyodrebni¢ dowolng podprzestrzen k wymiarowg K;'
(k<n), w ktorej indeksy osi sg k elementowymi wariacjami bez powtorzen utworzonymi z n
elementowego zbioru wskaznikow. Orientacja podprzestrzeni K okresla sie tak samo, jak w
przypadku przestrzeni K", przyjmujac przy tym te samg orientacj¢ dodatnig, odpowiadajaca
najnizszej permutacji wskaznikow.

Z powyzszego wynika, ze przy modelowaniu zagadnienia mozna dowolnie okresla¢ zarowno
wymiar przestrzeni ortogonalnej - tym samym ilo$¢ zmiennych niezaleznych w problemie -
jak 1 orientacje przyjetej przestrzeni, definiujac w dowolny sposob iloczyn wektorowy (1).
Daje to rowniez mozliwo$¢ — W trakcie procesu obliczen — zmiany wymiaru przestrzeni, przez
rozszerzenie lub redukcje ilosci wersorow w iloczynie (1).

Wektor X w zapisie klasycznym ma postaé X = x,€; + x,€, + ... + X, €, .

Po zdefiniowaniu kolumnowej macierzy x wspotrzednych wektora, x = [x; x5 ... x,]7
oraz kolumnowej macierzy é zawierajacej wersory osi ukladu wspotrzednych, takiej, ze
¢ =[e, €, .. €,]T, mozna zapis klasyczny wektora wyrazi¢ jako iloczyn tych macierzy

x=xTe=¢ée"x. (4)

Wektor X lezy na kierunku okreSlonym wersorem €, i mozna go zapisa w przestrzeni
jednowymiarowej jako ¥ = xe, . Rzut X, wektora X na kierunek dowolnej osi (przestrzeni
jednowymiarowej), okres$lonej wersorem €,, jest multiiloczynem drugiego rodzaju [4] postaci

7u = (}Eu) Eu (5)
gdzie iloczyn skalarny ¥ €, jest wspoOtrzedng wektora X na kierunku e, .

2 . DIADA CZYLI ILOCZYN ZEWNETRZNY

2.1. Definicja diady

Diada lub inaczej iloczyn zewnetrzny dwoch wektorow d i b jest macierzg prostokatng 0O
wymiarach nxm, postaci P,,, zawierajacg iloczyny wspotrzednych dwoch wektorow d i b
(w postaci macierzowej @ =[a; a, ... a,]” i b =[b; b, ... by]T ), W ogbélnym
przypadku wektoréw zdefiniowanych w przestrzeniach roznowymiarowych n #= m [4,5].
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Wyrazami diady sg iloczyny wspotrzednych wektorow rowne odpowiednio:
Pab = [pl]] ) pl] = aibj (l = 1,2, Tl,] = 1,2, m) . (6)

Z zapisu (6) wynika, ze diada jest wrazliwa na kolejnos¢ jej elementéw - tworzacych ja
wektorow. Zmiana kolejnosci elementow prowadzi do macierzy transponowanej. Ponadto

Pab:Pz;a i PabPEb:bZPaa . (7)

iloczyn diady P,, i jej macierzy transponowanej P,," wyraza wlasnos¢ (7).
2.2. Wykorzystanie diady

Macierz P, odpowiada iloczynowi dwoch wektoréw @ i b okreslonych w postaci

kolumnowych macierzy réznowymiarowych , przy czym iloczynowi zapisanemu w takiej
formie (w takiej ich kolejnos$ci), ze wymnozenie macierzy jest niemozliwe . Jesli wigc

a,
az

a=|" oraz bT =[b, b, .. b,]
aTl

to obliczenie iloczynu tych macierzy zapisanych w kolejnosci ab”  jest dzialaniem
niewykonalnym, lecz moze by¢ odpowiednikiem diady Pg,;, uzytej w multiiloczynie.

a,
Tak wigc iloczynowi macierzy postaci Iazl [by b, .. b,] odpowiadadiada P, ,
an

[ a;b; a.b, ... a;b, ]

a,b; a,b, ... ayb,

Pop = (8)

a,b; a,b, .. a,b,

Macierz P, moze by¢ wykorzystana przy zapisie multiiloczynoéw [4,5] wektoréw dowolnego

rzgdu, z wykorzystaniem dowolnych par iloczynéw skalarnych.

Dobra ilustracja mozliwosci, jakie daje wykorzystanie diady w zapisie dowolnych
multiilloczynéw s3 najprostsze iloczyny nieparzyste 1 parzyste, ktéore mozna — po
wprowadzeniu diady — tozsamos$ciowo zapisywac¢ na wiele sposobow, stosujgc przy tym
rézne mozliwe przestawienia kolejnosci wektorow w iloczynach skalarnych. Poprawnos¢
przytoczonych tozsamosci mozna sprawdzi¢, dokonujagc samodzielnie odpowiednich
przeksztalcen.

Na przyktad w iloczynie nieparzystym trzeciego rzgdu (?iE)Z"

77



MECHANIK 7/2011
»XV Migdzynarodowa Szkota Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji”

(a” b)c" = a’ Py, lub (BT a)c” =bTP,, ,
c(a’b)y=P. b lub c(bTa) =P, a (9)

oraz W iloczynie parzystym czwartego rzedu (63) (Z"Zl))
(@a"b)(c"d)=aT Pp,d lub  (bTa)(c"d)=b" P, d
(a"bh)(d"c)=a’ Pp,zc  lub (bTa)(d" ¢) =b" Py, ¢ (10)

Tozsamosci (9) 1 (10) pokazuja sposob wpisania diady w multiiloczyn oraz wyjasniaja tez,
przy okazji, inng jej nazwg - iloczynu zewngtrznego dwoch wektorow.

Wektor rzutu x, dowolnego wektora ¥ na kierunek dowolnej osi utworzonej przez wersor
€, okreSlony jest zapisem (5) w postaci klasycznej. W zapisie macierzowym jego
wspolrzedne tworza macierz kolumnowa x, . Tak wiec, jezeli macierz
e, = [ey1 eyr ... eynl’ jest macierza wspotrzednych wersora €, w przestrzeni K", z zapisu

X, =(Xey e, wynika x, = (xTeye,. (11)

Z tozsamosci (9) natomiast wynika mozliwo$¢ zapisania macierzy x, za pomoca diady.

T

Xy, = x"Pg., ~ lub x, =P, . x . (12)

eyéy

Wyrazami macierzy iloczynu zewnetrznego dwoch wektoréw moga by¢ zaréwno skalarne
warto$ci wspotrzednych wektorow jak i wersory osi uktadu [4,5]. Wowczas diada zawiera
iloczyny skalarne wersoréw osi uktadu.

2.3. Diada iloczynéw skalarnych wersorow osi tej samej bazy

Dla diady zawierajacej iloczyny skalarne wersoréw osi mozliwe sa dwie sytuacje. W ogdlnym
przypadku sa to iloczyny wersoréw osi dwoch réznych uktadow wspodtrzednych, w
szczegdlnym - jak pokazano nizej - diada P¢, zawiera iloczyny wersorow tego samego
uktadu wspotrzednych.

pe _ == ..
Pon = [Pij] bij = e;¢e; (i,j=12,..n) (13)
6161 6162 elen 1 6162 elen
B e,e, ée,e e,e e,e 1 e,e
P%n: 2%1 2€2 ... €2Cp — 2€1 . eey (14)
Ené)l é)né)Z znzn anl E)né)z 1

Diada P¢, jest macierza kwadratowa , n wymiarowa i symetryczna.
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Latwo stwierdzi¢, ze - jesli uktad osi jest uktadem ortogonalnym - to iloczyny skalarne
réznoimiennych wersorOw osi rowne sg zero (i +j > €€ = O) I wyrazami macierzy (13)
sg wartoSci delty Kroneckera §;;.

10..0

. 01..0

Pan= "0 =8yl =1 s
00.. 1

Diada P¢, staje sie macierza jednostkowa o wymiarze n, czyli macierza I, .

Ta posta¢ diady — macierz jednostkowa I,, — wystepuje przy iloczynie skalarnym dwoch
wektorow @ b | zapisanych w tej samej przestrzeni w postaci klasycznej ,

T

(_1)=a1§)1+a232+ ...+an?n=a e

S
Il

blé)l + bzé)z + ... + bnzn = bTé )

[ gdzie macierze a =[a; a, ... a,]", b =[b; b, .. by]" ], kiedy te postaé iloczynu
sprowadzamy do iloczynu macierzy
b= (aT&) (b &) =(a"&) (&' b)=a" I,b=a"bh. (16)

Macierz & =[é; €,.. é,]7 jest macierza wersorow osi uktadu wspotrzednych (wersorow
bazy).

Jezeli uklad osi nie jest uktadem ortogonalnym, to iloczyn skalarny dwdch réznoimiennych
wersorow tej samej bazy jest rozny od zera. Wowczas dla kazdej pary wskaznikow i # j
iloczyn €;€; = c;; . Definicje (13-14) przybierajg wtedy postac

Ve _ =2 L.
Py, = [pij] pij = €;€; = Cjj (i,j=12,..n) (17)
- - - = - —
e.e;, e.e, .. ee, 1 Ciz - Cin
= e.e. e.e, .. e-e c 1 .. ¢
P%n — 8281 ezez ezen — 21 2n (18)
e,e, é€,e, ..ée,e, Cni Cpnz - 1

Diada P¢, jest macierza kwadratowa, o wyrazach symetrycznych, bo z wiasnosci iloczynu
skalarnego wersorow wynika, ze ¢;; = ¢j; .

2.4. Diada jako macierz transformacji ukladéw ortogonalnych

Jezeli diada jest macierzg zawierajacg iloczyny wersorow osi dwodch réznych ortogonalnych
uktadow odniesienia jej wyrazami sa wowczas iloczyny skalarne Cjj postaci

pe _

¢ =1[py], pPy=Cup=cy, (=12.mj=12,.m) (19
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gdzie:

€,4- wersory osi pierwszego (a) ukladu wspolrzednych, tworzacego baze ortogonalnej
przestrzeni n - wymiarowej ; macierz &, (&, = [€41 €42 ... €4nl7) jest macierza
wersorow €,; — bazy wektora d w przestrzeni n wymiarowe;j ,

€,; - wersory osi drugiego (b) uktadu wspétrzednych, tworzacego baz¢ ortogonalnej
przestrzeni m — wymiarowej ; macierz &, (&, =[€p; €y ... €pm]’) jest macierza
wersorow €, - bazy wektora b w przestrzeni m wymiarowej.

Posta¢ diady wyglada wtedy nastepujaco

pzb = | €a2€p1 €a2€p2 - €a2€pm | (20)

— — — — — -
€an€p1 €an€p2 - €an€pm

Diada P¢, jest macierza transformaciji dowolnego wektora @ z przestrzeni n -wymiarowej
do wektora b w przestrzeni m- wymiarowej.

Przyjmijmy, ze ten sam wektor ¥, lezgcy w przestrzeni jednowymiarowej, okreslonej
wersorem €, , jest w ortogonalnej przestrzeni n-wymiarowej wektorem a , natomiast w innej

ortogonalnej przestrzeni m-wymiarowej jest wektorem b . Mamy wowczas U = ve,
(macierzowo zapisujemy to vV =wvé, , gdzie v=[v], &,=][¢€,] sa macierzami
jednowyrazowymi), oraz

d=a,8, +0a,6,+ .. +a,8,=a"&,,
b = b@, + b€, + ... + by, =bTE,,
Jest to ten sam wektor, wigc — zapisujac te rownos¢ w postaci macierzowej — otrzymuje si¢
vé, = aTén = bTém . (21)

Wykorzystano wtlasno$¢, ze kazde rownanie wektorowe (rdwniez macierzowe) po
pomnozeniu stronami razy dowolny wektor (macierz) pozostanie prawdziwe. Mnozenie
prawostronne pierwszego z rownan (21) przez jednowyrazowa macierz &, = &1 prowadzi do
rownania Chasles’a w postaci macierzy transponowanych.

Z wyrazenia v é,él = a’ é,87  pouwzglednieniu &,8] =1 otrzymuje sie
—— —

v=a"P¢, (22)

gdzie diada P¢, jest kolumnowa (jednorzedowa) macierza transformacji wspotrzednych
wektora @ z przestrzeni n-wymiarowej do jednowyrazowej macierzy v, zawierajacej
wspoOlrzedng v wektora ¥ w przestrzeni jednowymiarowej.
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Natomiast po pomnozeniu drugiego z rébwnan (21) prawostronnie razy macierz &7 otrzymuje

si¢ wyrazenie
T

¢

a’ ¢,8T = bT &, 8" (23)

—— —_—
z ktorego, po uwzglednieniu (15) &,é%L = I, , wynika
a’ = bTPS, . (24)

W réwnaniu (24) diada P¢, jest macierzg transformacji wspotrzednych wektora b z
przestrzeni m wymiarowej do wspotrzednych wektora @ w przestrzeni n wymiarowej. Diada
P¢, jest macierza prostokatna, o wymiarach n (kolumn) x m (wierszy). Aby z macierzy
wierszowej (24) otrzyma¢ macierz a , jako macierz kolumnows, nalezy transponowac
réwnanie (24) w nastepujacy sposob

a=(a")" = (b"P,) =Pb. (25)

Przy transponowaniu rownania (24) korzystamy z wtasnos$ci (7) diady.
2.5. Diada jako macierz transformacji ukladéw nieortogonalnych

Przejeto podobne zalozenia jak w z rozdziale 2.4. - ze ten sam wektor ¥, lezacy w przestrzeni
jednowymiarowej, okre$lonej wersorem €,, , jest w przestrzeni n-wymiarowej wektorem d@ ,

natomiast w innej przestrzeni m-wymiarowej jest wektorem b - z tg r6znica, ze przestrzenie
te nie sg przestrzeniami ortogonalnymi. Oznacza to, ze iloczyn skalarny wersorow dwoch
réznych osi tej samej bazy jest rozny od zera, zaréwno dla bazy wektora @ (€,;€,; # 0),

jak i dla bazy wektora b (&,:€,; # 0).

Podobnie, jak w rozdziale 2.4, pomnozono réwnanie (21) a’é, = bTé,, prawostronnie
razy macierz &% iotrzymano wyrazenie (23) postaci

a’ &, = b7 &,,8"
—— N——

W powyzszym réwnaniu po lewej stronie wystepuje diada P2, (18), natomiast po prawej
stronie diada P2, (20) . Wynika stad réwnanie

a'P¢, = b'P;, (26)
z ktoérego mozna obliczy¢ macierz a’ po pomnozeniu obu jego stron prawostronnie razy
macierz (Iv’fm)_l, odwrotng do macierzy P¢,, W postaci
— rw, \—1
a” = b"P;,(Psy) (27)
. = -1
lub w postaci a =(Ps,) P.b . (28)

Postaé kolumnowa a (28) macierzy a’ uzyskano przez transponowanie réwnania (27).
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3. PODSUMOWANIE

W pracy pokazano mozliwosci wykorzystania zapisu wektorow, wersorow osi, ich iloczynow
skalarnych — w tym réwniez multiiloczynow — W n-wymiarowej przestrzeni, zaréwno
ortokartezjanskiej K™ jak i nieortogonalnej, euklidesowej E™, za pomocg diady, czyli
macierzy, okreslanej tez jako iloczyn zewnetrzny dwoch wektorow. Zdefiniowano tez rézne
rodzaje diad, roznigce si¢ migdzy sobg rodzajem elementow, stanowigcych wyrazy macierzy.
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