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Niniejszy artykuł jest po�wi�cony okre�laniu współczynnika nieza-
wodno�ci dla napowietrznych przewodów linii energetycznych, które s� 
szczególnie wra�liwe na oddziaływania atmosferyczne o charakterze 
losowym, a nawet stochastycznym. Analiza została przeprowadzona na 
podstawie istniej�cego modelu teoretycznego i jego rozwi�zania anali-
tycznego,  w którym uwzgl�dniono losowe obci��enie szadzi� całego prze-
wodu. Modelowanie komputerowe zostało przeprowadzone za pomoc� 
programu do oblicze� symbolicznych MAXIMA, w którym zrealizowano 
metod� symulacji Monte-Carlo do znalezienia pierwszych czterech mo-
mentów losowych napr��e� w linie oraz jej ugi��. Na ich podstawie 
dokonano wyznaczenia indeksu niezawodno�ci celem weryfikacji projektu. 

1. Wst�p 
 
Jak wiadomo z licznych opracowa� in�ynierskich [3], napowietrzne linie 

energetyczne nara�one na liczne czynniki atmosferyczne, do�� cz�sto ulegaj� 
awariom w trakcie eksploatacji i wi��e si� to mi�dzy innymi z osadem szadzi 
(lodu) na wszystkich elementach konstrukcyjnych i przesyłowych. Problem ten 
dotyczy oczywi�cie równie� i innych konstrukcji budowlanych ze szczególnym 
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uwzgl�dnieniem wysokich konstrukcji stalowych [6]. Ze wzgl�du na nieprzewi-
dywalny charakter tych obci��e� na przestrzeni lat, a tak�e wymagania nakładane 
przez norm� dotycz�c� podstaw projektowania konstrukcji [12], niezb�dna jest 
losowa analiza odpowiednich funkcji stanu takich linii (siły naci�gu czy maksy-
malnego zwisu) prowadz�ca do okre�lenia dla konkretnej konstrukcji odpowiada-
j�cego jej indeksu niezawodno�ci. Indeks ten mo�na wyznacza� wieloma rozma-
itymi metodami opisanymi np. w pozycjach [4, 5, 9], które prowadz� do 
bezpiecznych i jednocze�nie optymalnych metod projektowania konstrukcji [7]. 
Jednocze�nie, jak wiadomo, analiz� losow� mo�na przeprowadzi� jedn� z wielu 
dost�pnych metod w zakresie probabilistycznej analizy konstrukcji, jak np. me-
todami spektralnymi [8] lub perturbacyjnymi [2]. Ze wzgl�du jednak na fakt, i� 
badane siły oraz przemieszczenia s� rozwi�zaniami analitycznego równania trze-
ciego rz�du, w którym teoretycznie mo�emy otrzyma� rozwi�zania zespolone, 
stosujemy statystyczn� metod� symulacji Monte-Carlo.  

 

 

Rys. 1. Pokrycie szadzi� i katastrofy linii energetycznych  
Fig. 1. Hoarfrost covers and damage of the overhead power lines  

Niniejsza praca opisuje procedur� wyznaczania wska�nika niezawodno�ci 
dla stanu granicznego u�ytkowania przewodów napowietrznych linii energetycz-
nych [10, 11] z wykorzystaniem metody Monte-Carlo zaimplementowanej w pro-
gramie MAXIMA z wykorzystaniem zalece� normy [12]. W obliczeniach zakła-
da si�, �e jedynymi obci��eniami oddziaływuj�cymi na przewód, oprócz zmian 
temperatury, jest jego ci��ar własny oraz obci��enie szadzi�. Obci��enie to trak-
tujemy jako zmienn� losow� o rozkładzie gaussowskim o zadanej warto�ci ocze-
kiwanej oraz odchyleniu standardowym, które jest dodatkowym parametrem pro-
jektowym analizowanej linii. W celu weryfikacji optymalnej ilo�ci prób 
losowych dla osi�gni�cia z góry zadanej dokładno�ci oblicze� przeprowadzono 
szereg eksperymentów numerycznych dla ilo�ci prób odpowiadaj�cych kolejnym 
pot�gom liczby 10. Uzyskane wyniki dokumentuj� zasadno�� modelowania nieza-
wodno�ci napowietrznych linii energetycznych w oparciu o stan graniczny u�ytko-
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wania i potwierdzaj� to, �e losowy rozrzut zwisu liny wzrasta nieproporcjonalnie 
szybciej do rozrzutu grubo�ci szadzi zbieraj�cej si� na niej.  

2. Matematyczny model liny  
 
Rozwa�any jest układ n-prz�seł o rozpi�to�ciach li tworz�cych sekcj� odci�-

gow� dla liniowo-spr��ystej i pryzmatycznej liny o przekroju stałym na długo�ci. 
Ze wzgl�du na znaczne odkształcenia w trakcie eksploatacji liny analizujemy 
dwa nast�puj�ce stany:  
− (0) pocz�tkowy (tzw. faza monta�u), w którym znane s� parametry przewodu 

A, E, �, jego temperatura t0 oraz pozioma składowa naci�gu H0. W tym stanie 
na przewód oddziałuje wył�cznie jego ci��ar własny g0.  

− (1) ko�cowy (tzw. faza u�ytkowania), w którym znane s� parametry przewo-
du A, E, � oraz jego temperatura t1. W tym stanie na przewód oddziałuje ci�-
�ar własny przewodu oraz kombinacja obci��e� wiatru i lodu (szadzi).  
W omawianym modelu rozpatrywany b�dzie przypadek, w którym obci��e-
nie g1 stanowi kombinacja ci��aru własnego i obci��enia szadzi� S. Obci��e-
nie szadzi� przyj�to jako zmienn� losow� o rozkładzie gaussowskim, ze zna-
n� warto�ci� �redni� i odchyleniem standardowym.  
Podstawowe równanie zmiany stanu jest formułowane nast�puj�co [1, 3]:  
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gdzie g0    – obci��enie w stanie monta�owym (ci��ar własny przewodu)  [N/m], 
g1  – obci��enie u�ytkowe (ci��ar własny + obci��enie szadzi�) [N/m], 
t0  – temperatura przewodu dla obci��enia g0 [°C], 
t1  – temperatura przewodu dla obci��enia g1 [°C], 
H0  – składowa pozioma naci�gu liny dla obci��enia g0 [N], 
H1  – składowa pozioma naci�gu liny dla obci��enia  g1 [N], 
A – przekrój poprzeczny przewodu [mm2], 
E – moduł Younga przewodu [MPa], 
	 – współczynnik rozszerzalno�ci cieplnej przewodu [1/°C], 
L – rozpi�to�� prz�sła równowa�nego [m]. 
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Nale�y podkre�li�, i� rozwi�zanie analityczne równania (1) istnieje i mo�na 
je uzyska� za pomoc� dowolnego pakietu oblicze� symbolicznych, ale ze wzgl�du 
na stopie� skomplikowania algebraicznego nie zostanie ono tutaj zaprezentowane. 
Pami�ta� równie� nale�y, �e zale�nie od kombinacji parametrów projektowych 
istnieje mo�liwo�� uzyskania warto�ci zespolonej, wi�c zautomatyzowane obli-
czenia i symulacje komputerowe nale�y prowadzi� przy sprawdzaniu zerowania 
si� cz��ci zespolonej tego rozwi�zania. W dalszym ci�gu obliczamy zwi�kszenie 
obci��enia oddziaływuj�cego na pojedyncze prz�sło ze wzgl�du na ró�nic� wy-
soko�ci zaczepienia ko�ców przewodu: 
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gdzie Lp to rzeczywista rozpi�to�� rozpatrywanego prz�sła  [m], natomiast c jest  
ró�nic� wysoko�ci zaczepienia ko�ców przewodu [m]. Ostatecznie zwis przewo-
du jest równy [m]  
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Przy definiowaniu funkcji stanu granicznego u�ytkowania (SGU) zwisu 
przewodu wykorzystano zał�cznik C normy [12], z którego wynika, �e  

 

fDLg h −−= . (5) 

Lh – opisuje tutaj pionow� odległo�� mierzon� w połowie rozpi�to�ci prz�sła od 
ci�ciwy do poziomu terenu (rys. 2) [m], D – minimalny odst�p izolacyjny od 
gruntu  [m], natomiast f – zwis przewodu [m]. Wska�nik niezawodno�ci dla 
funkcji stanu granicznego definiowany jest nast�puj�co: 
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gdzie E[g] jest warto�ci� �redni� funkcji stanu granicznego, natomiast  
�(g) jest odchyleniem standardowym dla tej funkcji.  

 
Rys. 2. Schemat prz�sła 

Fig. 2. Span scheme and geometry  

3. Procedura numeryczna w programie MAXIMA 
 
Symulacj� wykonano na podstawie danych projektowych rzeczywistej linii 

elektroenergetycznej 110 kV z przewodami fazowymi AFL-6 120 i poziom� 
składow� naci�gu monta�owego przewodów przy temperaturze t0 = 10°C wyno-
sz�c� H0 = 7206,87 N. Ze wzgl�du na okres, w którym projektowana była  rozpa-
trywana linia, przy wyznaczaniu obci��e� oraz dopuszczalnych odst�pów izola-
cyjnych posłu�ono si� norm� [10]. Poni�ej przedstawiono wyniki otrzymane przy 
zastosowaniu darmowego oprogramowania matematycznego MAXIMA dla li-
czebno�ci próby ns = 1000 (warto�� �rednia obci��enia E[S] = 7,0538 [N/m], od-
chylenie standardowe �(S) = 0,70538 [N/m]). Poni�ej przedstawiono przykłado-
we dane wej�ciowe do symulacji (rys. 3). Na kolejnych rysunkach mo�na 
zweryfikowa� zestaw przykładowych wyników (rys. 4), a nast�pnie ostateczny 
histogram funkcji granicznej g (rys. 5). Jak wida�, rozkład prawdopodobie�stwa 
funkcji g jest rozkładem bardzo zbli�onym do rozkładu gaussowskiego, co lepiej 
dokumentuj� wyniki symulacji przedstawione w nast�pnym paragrafie.   
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Rys. 3. Przykładowe dane wej�ciowe do symulacji 
Fig. 3. Example of input for the simulation 
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Rys. 4. Przykładowe wyniki symulacji 

Fig. 4. Example output data from the simulation 
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Rys. 5. Przykładowy histogram funkcji granicznej (g) 

Fig. 5. Histogram of the limit state function (g) 

Kolejno przeprowadzono weryfikacj� zbie�no�ci metody symulacji dla prób 
o liczno�ciach w zakresie 101-105, dla których wyznaczono warto�� oczekiwan�, 
odchylenie standardowe, współczynnik wariancji, sko�no��, kurtoz� oraz wska�-
nik niezawodno�ci. Dane te miały posłu�y� do okre�lenia optymalnej ilo�ci prób lo-
sowych dla otrzymania stabilnych warto�ci pierwszych dwóch momentów i badane-
go wska�nika. Wyniki komputerowej weryfikacji zbie�no�ci poszczególnych 
estymatorów przedstawiono poni�ej (tabela 1). Pokazuj� one, �e do dostatecznie 
wiarygodnego wyznaczenia warto�ci oczekiwanej i odchylenia standardowego 
funkcji granicznej (a zatem i wska�nika niezawodno�ci) potrzeba i wystarcza 
10.000 prób losowych.  

Tabela 1. Funkcja stanu granicznego dla zwisu  g  [m] 
Table 1. Limit state function for the sag g [m]  

Liczebno�� próby 10 100 1000 10 000 100 000 
Warto�� oczekiwana 0,819 0,869 0,879 0,877 0,878 

Wariancja 0,012 0,016 0,017 0,017 0,017 
Odchylenie standardowe 0,112 0,127 0,130 0,131 0,131 
Współczynnik wariancji 0,136 0,146 0,148 0,150 0,150 

Sko�no�� 0,158 0,298 0,187 0,096 0,101 
Kurioza -1,593 0,501 0,156 -0,043 0,039 

Wska�nik niezawodno�ci 7,329 6,847 6,765 6,678 6,678 
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4. Komputerowa symulacja wpływu 
losowo�ci obci��enia szadzi�  

 
Kolejno przeprowadzono komputerow� symulacj� wpływu losowo�ci obci�-

�enia szadzi� przewodów linii elektroenergetycznych weryfikuj�c warto�ci ocze-
kiwane, wariancje, odchylenia standardowe, współczynniki wariancji, sko�no��, 
kurtoz� oraz wska�nik niezawodno�ci dla składowej poziomej siły naci�gu  
(tabela 2), zwisu przewodu (tabela 3) oraz całkowitej funkcji granicznej (tabela 4). 
W tym celu przyj�to liczb� prób losowych równ� 10.000, pozostałe parametry pro-
jektowe jak dla eksperymentów przeprowadzonych w poprzednim paragrafie, na-
tomiast odchylenie standardowe obci��enia stanowiło kolejno 5, 10, 15, 20 oraz 
25% odpowiedniej warto�ci oczekiwanej.  

Dane zestawione w tabeli 2 pozwalaj� stwierdzi�, �e wzrost miary niepew-
no�ci co do grubo�ci pokrywy szadzi na linii energetycznej nie ma znacz�cego 
wpływu na warto�� oczekiwan� składowej poziomej naci�gu liny. Jednocze�nie 
okazuje si�, �e współczynnik wariancji tej siły jest co prawda liniowo zale�ny od 
wej�ciowego współczynnika wariancji, ale warto�ci ko�cowe s� ponad dwukrot-
nie mniejsze od wej�ciowych, tak wi�c wska�niki niezawodno�ci odnosz�ce si� 
do napr��e� (SGN) nie powinny ulec zasadniczym zmianom. Funkcje rozkładu 
prawdopodobie�stwa s� bardzo zbli�one do  gaussowskich, jak wynika z warto-
�ci przyjmowanych przez współczynniki sko�no�ci i kurtozy bardzo bliskie zeru 
(zarówno dodatnie, jak i ujemne).  

Tabela 2. Pozioma składowa siły H1 [N] 
Table 2. Horizontal tension H1 [N] 

Wej�ciowy współczynnik wariancji 
Wielko�� statystyczna 

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 
Warto�� oczekiwana 15474,85 15477,35 15454,75 15475,43 15435,37 

Wariancja 120827,1 477253,4 1105621 1916460 2978924 
Odchylenie standardowe 347,62 690,84 1051,49 1384,36 1725,96 
Współczynnik wariancji 0,022 0,045 0,068 0,089 0,112 

Sko�no�� -0,021 -0,073 -0,068 -0,150 -0,129 
Kurtoza -0,018 0,046 -0,054 0,083 0,065 

 
Nieco odmiennie kształtuj� si� parametry losowe zwisu przewodu zebrane 

poni�ej (tablica 3). Jakkolwiek warto�ci oczekiwane ponownie wykazuj� mał� 
wra�liwo�� na rozrzut losowy wielko�ci osadu szadzi na powierzchni kabli, to 
otrzymane współczynniki wariancji s� znacz�co wi�ksze od wej�ciowych. Ozna-
cza to, �e  weryfikuj�c wska�niki niezawodno�ci wystarczy wzi�� pod uwag� 
stan graniczny u�ytkowania (SGU); dla kompletno�ci tego wniosku nale�ałoby 
wykona�  odpowiedni�  analiz� komputerow� zwisu przewodu dla przypadku 
obci��eniowego uwzgl�dniaj�cego odpowiedni� temperatur� robocz� przewodu 
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w zale�no�ci od wymaga� projektowych linii [10, 11], a ponadto  przeprowadzi� 
analiz� obci��alno�ci termicznej [13, 14]. Oczywi�cie obci��enie dodatkowe 
szadzi� zostałoby pomini�te, ale odkształcenie termiczne mogłoby wzrosn�� zna-
cz�co, wydłu�aj�c sam przewód i jednocze�nie badany zwis. 

Tabela 3. Zwis przewodu  f  [m] 
Table 3. Conductor sag  f [m] 

Wej�ciowy współczynnik wariancji 
Wielko�� statystyczna 

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 
Warto�� oczekiwana 9,312 9,311 9,306 9,308 9,298 

Wariancja 0,004 0,017 0,040 0,070 0,109 
Odchylenie standardowe 0,066 0,132 0,200 0,264 0,330 
Współczynnik wariancji 0,007 0,014 0,022 0,028 0,036 

Sko�no�� -0,042 -0,116 -0,131 -0,239 -0,240 
Kurtoza -0,016 0,063 -0,028 0,149 0,154 

Tabela 4. Funkcja stanu granicznego dla zwisu g [m] 
Table 4. Limit state function for sag g [m]   

Wej�ciowy współczynnik wariancji 
Wielko�� statystyczna 

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 

Warto�� oczekiwana 0,878 0,879 0,884 0,882 0,891 
Wariancja 0,004 0,017 0,040 0,070 0,109 

Odchylenie standardowe 0,066 0,132 0,200 0,264 0,3301 
Współczynnik wariancji 0,075 0,150 0,227 0,300 0,370 

Sko�no�� 0,042 0,116 0,131 0,239 0,240 
Kurtoza -0,016 0,063 -0,028 0,149 0,154 

Wska�nik niezawodno�ci 13,280 6,679 4,411 3,336 2,701 
 

Ostatecznie analizujemy parametry losowe funkcji stanu granicznego g 
zgromadzone w tabeli powy�ej (tabela 4). Warto�� oczekiwana tej funkcji nie-
znacznie wzrasta wraz ze wzrostem wej�ciowego współczynnika wariancji, na-
tomiast ten sam współczynnik funkcji g wzrasta znacznie szybciej ni� współ-
czynnik wej�ciowy. Maksymalny rozrzut losowy obci��enia pocz�tkowego 
odpowiadaj�cy 25% jego warto�ci oczekiwanej odpowiada odchyleniu standar-
dowemu równemu w przybli�eniu 37% warto�ci oczekiwanej g. Praktycznie 
oznacza to, �e warto�� oczekiwana stanu granicznego zwisu mo�e z prawdopo-
dobie�stwem bliskim 1 by� zarówno o 100% mniejsza, jak i wi�ksza. Wynika 
to ze znanej reguły trzech sigm, której zastosowanie w analizowanym przypad-
ku jest uzasadnione tym, �e wyj�ciowy rozkład prawdopodobie�stwa funkcji g 
jest bardzo zbli�ony do gaussowskiego. Jest to prostym nast�pstwem histogramu 
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przedstawionego na rysunku 5 oraz warto�ci sko�no�ci i kurtozy zestawionych  
w tabeli 4. Pokazany przykład jest ilustracj� intuicyjnie jednoznacznej zale�no-
�ci, �e konstrukcja zaprojektowana w fazie deterministycznej ze stosunkowo nie-
wielkim zapasem bezpiecze�stwa mo�e, dla odpowiednio du�ego rozrzutu wej-
�ciowych zmiennych losowych by� uwa�ana za nieprawidłowo zaprojektowan�. 
Analizuj�c wyniki zgromadzone w ostatnim wierszu tabeli 4 mo�na stwierdzi�, 
i� o ile dla pierwszych dwóch współczynników wariancji (0,05 i 0,10) wska�nik 
niezawodno�ci spełnia wymagania odpowiadaj�ce wszystkim klasom niezawodno-
�ci, o tyle dla pozostałych weryfikacja jest negatywna. Napowietrzne linie energe-
tyczne nale�y bowiem uzna� w �wietle klasyfikacji wprowadzonej przez norm� 
[12] do obiektów o szczególnym znaczeniu strategicznym i ekonomicznym. 

 
Rys. 6. Komputerowe projektowanie przebiegu linii energetycznych 

Fig. 6. CAD procedures for the overhead power lines   

Bior�c pod uwag� stopie� skomplikowania procedur symulacyjnych wyko-
rzystanych do analizy niezawodno�ci napowietrznych linii elektroenergetycznych 
mo�na wyobrazi� sobie całkowit� integracj� takiej procedury numerycznej z od-
powiednim oprogramowaniem CAD wspomagaj�cym projektowanie (okno 
główne takiego programu pokazano na rysunku 6). Takie rozszerzenie mo�liwo-
�ci działania programu projektuj�cego wymaga wprowadzenia opcji zadawania 
odchyle� standardowych oraz wyboru odpowiednich rozkładów prawdopodo-
bie�stwa zadeklarowanych zmiennych losowych. Niezb�dna jest oczywi�cie 
wspólna kompilacja z programem symulacyjnym, którego algorytm umo�liwia 
napisanie programu w jednym z klasycznych j�zyków programowania. 
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5. Wnioski 
 
Na podstawie przeprowadzonych w pracy symulacji komputerowych zagad-

nienia weryfikacji niezawodno�ci napowietrznych linii energetycznych obci��o-
nych szadzi� mo�na jednoznacznie stwierdzi�, �e do wystarczaj�co dokładnego 
wyznaczenia wska�nika niezawodno�ci wystarcza około 10.000 prób losowych. 
Okazuje si� jednocze�nie, �e w przypadku analizowanego zagadnienia najwi�k-
sze znaczenie ma funkcja graniczna zwisu przewodu, gdy� współczynniki wa-
riancji tego zwisu s� wielokrotnie bardziej wra�liwe na losowy rozrzut obci��e-
nia liny ni� odpowiednie współczynniki dla napr��e�. Wzrost współczynnika 
wariancji tych obci��e� z około 5% do ponad 15% mo�e prowadzi� do koniecz-
no�ci dyskwalifikacji konstrukcji z punktu widzenia jej niezawodno�ci. Osta-
tecznie mo�na zauwa�y�, �e otrzymane wynikowe rozkłady losowe s� bardzo 
zbli�one do rozkładu Gaussa, a wi�c do ich jednoznacznego okre�lenia wystar-
czaj� pierwsze dwa momenty losowe, a tak�e mo�na z powodzeniem stosowa� 
reguł� trzech sigm.  

Niew�tpliwie w dalszych badaniach nad tym zagadnieniem, koncentruj�cych 
si� tylko nad nast�pstwami statycznego równania równowagi nale�y uwzgl�dni� 
mo�liwo�� pojawiania si� wielu zmiennych losowych w�ród parametrów projek-
towych i ich ewentualnej korelacji. Wiadomo jednocze�nie, �e obci��enia połacia-
mi �niegu i pokrywami lodowymi teoretycznie powinny by� modelowane jako 
zmienne zgodne z rozkładami Gumbela, gdzie momenty losowe i wska�nik nieza-
wodno�ci wyznacza si� w nieco odmienny sposób. Model statyczny linii napo-
wietrznych intuicyjnie wydaje si� mocno uproszczony i uwzgl�dnienie zjawisk 
dynamicznych wymuszonych porywami wiatru lub sztucznie indukowanymi 
drganiami harmonicznymi stosowanymi lokalnie do str�cania pokryw i nawisów 
lodowych powinny by� równie� wzi�te pod uwag�. Zjawiska te s� równie� �ró-
dłem wielu dramatycznych katastrof budowlanych, szczególnie w regionach po-
larnych.  
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STATISTICAL VERIFICATION OF RELIABILITY 
FOR THE OVERHEAD POWER LINES  

Summary 

This article is devoted to a determination of the reliability index for the 
overhead power lines, which are extremely sensitive to the variety of atmospheric 
uncertainty and even stochasticity. The analysis has been carried out on the basis 
of the existing analytical equation and its solution, where additionally uncertain 
is hoarfrost loading of the entire cable. Computer modeling was performed in the 
symbolic algebra package MAXIMA (freeware), where the Monte-Carlo 
simulation has been implemented. Statistical estimation of up to the first fourth 
probabilistic moments has been done for the cable stresses and deformations 
together with a verification of the probabilistic convergence of the method. The 
main results were used in further determination of the reliability index.  
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