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ZBIORY KOEBEGO I ZBIORY POKRYCIA
DLA KLAS FUNKCJI ANALITYCZNYCH

1. UWAGI HISTORYCZNE

Zagadnienia zwigzane ze zbiorami warto$ci przyjmowanych przez funkcje
analityczne sg glteboko zakorzenione w geometrycznej teorii funkcji analitycz-
nych. Naleza, obok probleméw wspotczynnikowych, do klasycznych probleméw
pojawiajacych sie juz w poczatkowym okresie rozwoju tej teorii. Zrédlem tych
zagadnien sg prace powstate w pierwszych dwoéch dekadach XX wieku.

W 1907 Koebe [32] sformutowat hipoteze dotyczaca nieprzyjmowanych war-
tosci przez funkcje analityczne i jednolistne, majace w kole jednostkowym A
rozwiniecie w szereg Taylora postaci f(z) = z + a22® + a32® + .. .. Klase ta-
kich funkcji oznaczamy przez S. Mianowicie, Koebe przewidywal, ze modut
nieprzyjetej wartosci musi by¢ niemniejszy niz 1/4. Dowdd tego faktu podat
w 1916 Bieberbach w nastepujacym twierdzeniu, zwanym czesto twierdzeniem
Koebego-Bieberbacha.

Twierdzenie 1.1 ([3]). Jesli f € S id ¢& f(A), to |d] > 1/4. Co wiecej,
d = —e /4 wtedy i tylko wtedy gdy f(2) = 3

(1—eraz)2 "

Bieberbach w dowodzie wykorzystal operator f +— df(z)/(d — f(z)), ktory
przy zatozeniach powyzszego twierdzenia zachowuje jednolistnos$¢, oraz udo-
wodniony wlasnie fakt, ze |as| < 2. W literaturze gtéwna cze$é Twierdzenia
1.1 czesto formutuje sie w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 1.2. Jesli f € S, to Ayy C f(A).

W tym samym czasie publikowane sa pierwsze twierdzenia dotyczace oszaco-
wania wyrazen | f(z)|1|f'(2)|, gdy f nalezy do ustalonej klasy funkcji. Autorem
wynikéw dla klasy S byt Koebe. Wykazal, ze

Twierdzenie 1.3. Jesli f € S, to

(1.1)
T ER Lt )]
i+l SIS Ty arjep M@ gTp

Takze w dowodzie ww. faktéw (zwanych twierdzeniami Koebego o pokryciu
i znieksztalceniu) wykorzystuje sie oszacowanie |as| < 2 dla funkcji naleza-

cych do §. Jak wida¢, Twierdzenie 1.3 daje rowniez informacje o wartosciach
6
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przyjmowanych, a takze nieprzyjmowanych, przez funkcje jednolistne. Biorac
maksimum wyrazenia |z|/(1 + |z])? po wszystkich z € A otrzymujemy stala
1/4 wystepujaca w tezie Twierdzenia 1.2.

7 biegiem lat, w geometrycznej teorii funkcji analitycznych zainteresowano
sie innymi klasami funkcji - zwykle podklasami S, ale takze rodzinami funk-
c¢ji niejednolistnych. Pojawily sie nowe problemy badawcze, z ktorych warto
wymieni¢ zagadnienia zwigzane z punktami ekstremalnymi i podpierajacymi
danej klasy, kryteria jednolistnosci i inne problemy zwigzane z jednolistnoscig i
wielolistno$cia, zagadnienia zwigzane z podporzadkowaniem (takze rézniczko-
wym). Niemniej jednak, klasyczne zagadnienia zwigzane z wartosciami przyj-
mowanymi i nieprzyjmowanymi przez funkcje ustalonej rodziny pozostaja w
gtownym nurcie zainteresowan geometrycznej teorii funkcji analitycznych.

Nieustajace zainteresowanie geometryczng teorig funkcji analitycznych wiaze
sie takze z licznymi mozliwymi zastosowaniami elementow tej teorii . Nalezy tu
przede wszystkim wspomnie¢ o znaczeniu odwzorowan konforemnych w roz-
wigzywaniu licznych probleméw mechaniki ptynéw, termodynamiki czy elek-
trotechniki zwigzanych z rownaniem Laplace’a. W aerodynamice, dzigki me-
todom geometrycznej teorii funkcji analitycznych badane sg przeptywy wokot
profili stosowanych w lotnictwie. W hydrodynamicznych modelach Hele-Shawa
dynamika przepltywéw opisywana jest réwnaniem LOownera; istotne w praktyce
sg niezmienne w czasie geometryczne wtasnosci obrazow takie jak gwiazdzi-
sto$¢ czy wypuktosé w ustalonym kierunku.

2. PODSTAWOWE DEFINICJE

Ze wzgledu na fundamentalne w geometrycznej teorii funkcji analitycznych
twierdzenie Riemanna o odwzorowaniu, bedziemy rozwazali funkcje analityczne
w kole jednostkowym A = {z € C : |z| < 1}. Funkcje takie maja wiec rozwi-
niecie w szereg Taylora postaci

(2.1) f(2)=ay+az+a®+..., z€ A .

Klase wszystkich funkcji analitycznych w kole A postaci (2.1) bedziemy ozna-
czali symbolem A. Jedli dodatkowo zatozymy, ze f spelnia warunki klasycznej
normalizacji: f(0) = 0, f/(0) = 1, to funkcje takie maja rozwiniecie w szereg
Taylora

(22) f(z):z+a222+a323+...,zEA,

a klase wszystkich funkcji analitycznych majacych powyzsze rozwiniecie ozna-
czamy symbolem A.
Dla ustalonej klasy A C A przyjmujemy nastepujace okreslenia.
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Definicja 2.1. Zbior K4 = Nea f(A) nazywamy zbiorem Koebego klasy A.
Definicja 2.2. Zbior Ly = Uysea f(A) nazywamy zbiorem pokrycia klasy A.

Tak zdefiniowane pojecie zbioru Koebego pojawia sie po raz pierwszy w
pracy [33] Krzyza i Reade’a z 1967.

Roéwnolegle do nazwy zbidr Koebego (zbiér pokrycia) uzywana bywa nazwa
obszar Koebego (obszar pokrycia). Jednakze mozna podaé przyktady rodzin
funkcji analitycznych, dla ktorych zbiory K4 badz L 4 nie sa obszarami. 7 tego
powodu wlasciwym jest okreslenie zbidr Koebego (zbiér pokrycia).

W literaturze pojawiaja sie takze pojecia: stata Koebego i stata pokrycia.
Stata Koebego jest promien najwiekszego kota A, = {z € C: |z| < r} zawar-
tego w zbiorze K 4 danej klasy A. Podobnie, stala pokrycia nazywamy promien
najmniejszego kota A, zawierajacego zbior pokrycia L4 klasy A. State te, w
pewnych przypadkach, moga by¢ uzyskane w tatwy sposob z twierdzen o po-
kryciu dla klasy A, analogicznych do Twierdzenia 1.3.

Definicje 2.1 i 2.2 zostaly uogdlnione w [H1] w nastepujacy sposéb. Niech D
bedzie niepustym podzbiorem zbioru A i niech A C A.

Definicja 2.3. Zbior K4(D) = Nfea f(D) nazywamy zbiorem Koebego klasy
A nad zbiorem D.

Definicja 2.4. Zbior La(D) = Ujea f(D) nazywamy zbiorem pokrycia klasy
A nad zbiorem D.

W szezegblnosei, gdy D = A, mamy Ka(A) = K4 oraz La(A) = La.
Podstawowe wlasnosci uogélnionych zbioréw Koebego oraz zbioréw pokrycia
opisane zostaly w nastepujacych twierdzeniach.

Twierdzenie 2.1 (H1, Thm.1). Dla ustalonej klasy A C A, zbior K4(D)
posiada nastepujgce wiasnosci:

1. jesl wszystkie funkcje f € A majg wspotczynniki rzeczywiste, a zbior D
jest symetryczny wzgledem osi rzeczywistej, to zbior Ku(D) jest syme-
tryczny wzgledem osi rzeczywistey,

2. jesli wszystkie funkcje f € A sq nieparzyste i majg wspotczynniki rze-
czywiste, a zbior D jest symetryczny wzgledem zarowno osi rzeczywistey,
jak i urojonej, to zbior K (D) jest symetryczny wzgledem obu osi plasz-
czyzny zespolonej,

3. jesli Dy C Dy, to Ka(D1) C Ka(D2),

4. ]€§ZZ Al,AQ CcCAiAC AQ, to KAQ(D) C KAl(D)
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Twierdzenie 2.2 (H1, Thm.2). Dla ustalonej klasy A C A, zbior La(D)
postada nastepujgce wlasnosci:

1. jesl wszystkie funkcje f € A majg wspotczynniki rzeczywiste, a zbior D
jest symetryczny wzgledem osi rzeczywistej, to zbior La(D) jest syme-
tryczny wzgledem osi rzeczywistey,

2. jesli wszystkie funkcje f € A sq nieparzyste i majg wspotczynniki rze-
czywiste, a zbior D jest symetryczny wzgledem zarowno osi rzeczywistey,
jak 1 urojonej, to zbior L(D) jest symetryczny wzgledem obu osi plasz-
czyzny zespolonej,

3. jesli Dy C Dy, to La(Dy) C La(Ds),

4. jesh Al,AQ CcCAiAC AQ, to LAl(D) C LAQ(D)

Wazna role przy wyznaczaniu zbiorow Koebego i pokrycia odgrywa wtasnosé
niezmienniczosci klasy wzgledem obrotu. Méwimy, ze klasa A C A jest nie-
zmiennicza wzgledem obrotu jesli dla kazdego ¢ € R zachodzi rownowaznos¢

(2.3) feEAS e ™f(ze¥) € A.

Wyznaczanie zbioréw Koebego i zbioréw pokrycia dla klas posiadajacych

wlasnosé (2.3) jest czesto réwnowazne wyznaczeniu oszacowan modutu funkeji.
Mamy (por.[H1])

Twierdzenie 2.3. Jesli klasa A C S posiada wilasnosé (2.3) ir € (0,1), to
L. KA(Ar) = Apyy, gdzie m(r) = min{|f(2)] : f € A,z € 0A,},
2. La(Ay) = Ay, gdzie M(r) = max{|f(2)| : f € A,z € 0A,}.

W przypadku gdy klasa A nie posiada wlasnosci (2.3), szczegdlnie w przy-
padku gdy funkcje danej klasy maja wspotezynniki rzeczywiste, wyznaczanie
zbiorow Koebego i zbiorow pokrycia zwiazane jest z wyznaczaniem minimum
(w przypadku zbioru Koebego) badZz maksimum (w przypadku zbioréw po-
krycia) modutu wartosci nieprzyjmowanych przez funkcje f € A w ustalonym
kierunku.

W pracy [H4] zdefiniowane zostaly pojecia minoranty i majoranty danej
klasy A. Mianowicie

Definicja 2.5. Funkcje analityczng @ jednolistng m spetniajgcqg warunki:
1. m'(0) > 0,
2. dla kazdej funkcji f € A zachodzi m < f,
3. dla kazdej funkcji k takiej, Ze k(0) = 0, zachodzi implikacja

(/\ k%f):>k<m,

feA
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nazywamy minorantq klasy A.

Definicja 2.6. Funkcje analityczng @ jednolistng M spetniajgcqg warunki:

1. M'(0) > 0,
2. dla kazdej funkcyi f € A zachodzi f < M,
3. dla kazdej funkcji k takiej, Ze k(0) = 0, zachodzi implikacja

(/\ f<k:):»M<k,

feA

nazywamy majorantq klasy A.

W sytuacji, gdy K4 i L4 sg obszarami, L4 # C, istnieja minoranta m i
majoranta M klasy A. Co wigcej, m(A) = K4 oraz M (A) = Ly.

Jak zostato to stwierdzone wczes$niej, problematyka zbiorow Koebego i zbio-
row pokrycia nalezy do klasycznych zagadnien geometrycznej teorii funkcji
analitycznych. W ostatnich latach pojawity sie publikacje dotyczace modyfi-
kacji tych klasycznych zagadnien. I tak Netanyahu ([46], [47]) badal maksimum
wyrazenia |ag| - dy dla funkeji z klasy S postaci (2.2), gdzie dy = min{|d| : d ¢
f(A)}. Analogiczny problem dla klasy S*, ztozonej z funkcji f € S ktére sa
w A gwiazdziste, rozwigzali Bogucki i Waniurski [5]. Bshouty, Hengartner i
Schober w [8] wyznaczyli state Koebego oraz zaleznosci tych statych z osza-
cowaniami wspotczynnika as funkcji f majacych rozwiniecie (2.2) nalezacych
do klasy S8”, p > 0, funkcji jednolistnych, dla ktérych funkcje odwrotne f—1
maja analityczne przedtuzenie do kota A,. Z kolei w pracy [57] Sobczak-Kne¢
badala zbiory zmiennosci pary (|d|, |as|), gdzie d ¢ f(A), a f € A jest funkcja
majaca rozwiniecie (2.2).

Oproécz badan w podklasach klasy A, rozpatrywano analogiczne problemy
dla podklas klasy A przy innym niz klasycznym unormowaniu. Przede wszy-
skim wykorzystywana byta normalizacja Montela f(0) = 0, f(zy) = 20, gdzie
2o jest ustalong liczba z kota A r6zna od 0 (np. prace Reade’a i Ztotkiewicza
[53], Lewandowskiego i Miazgi [35], Lewandowskiego, Miazgi i Szynala [36])
lub jej modyfikacje (np. prace Krzyza i Ztotkiewicza[34], Polatoglu i Bolcala
[50]).

7, drugiej strony, wielu autoréow badato te zagadnienia rozwazajac zamiast
funkcji analitycznych pewne rodziny funkcji meromorficznych (Godula [12],
Wirths [62]), quasikonforemnych (Juve [25], Ikoma [22]) czy harmonicznych
(Clunie i Sheil-Small [9], [59], Mateljevi¢ [40], [41]). Warto w tym miejscu
zaznaczy¢, ze nie jest znany doktadny wynik, analogiczny do Twierdzenia 1.2,
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dla funkcji harmonicznych jednolistnych (wiadomo jedynie, ze dla wszystkich
takich funkcji jest A6 C f(A)).

3. OMOWIENIE PRAC STANOWIACYCH OSIAGNIECIE NAUKOWE

Artykuly wchodzace w sktad cyklu przedstawione zostang w trzech kolejnych
podrozdziatach. W pierwszym z nich zaprezentowane zostana wyniki dotyczace
klas funkcji niejednolistnych, majacych wspotczynniki rzeczywiste. Badania te
koncentrujg sie na klasie 7 funkcji typowo-rzeczywistych i jej podklasach. Uzy-
skane wyniki dotyczg uogélnionych zbioréw Koebego i pokrycia nad ustalonym
podzbiorem D kota jednostkowego, przede wszystkim gdy D jest kotem A, lub
soczewka H.

Badania opisane w drugim podrozdziale zwigzane sa tez z funkcjami po-
siadajacymi wspotczynniki rzeczywiste. Tym razem zaktada sie, ze funkcje sa
jednolistne. W dwéch omawianych tu pracach funkcje sa wypukte w kierunku
osi rzeczywistej, w trzeciej - kotowo-symetryczne. Rezygnacja z zalozenia, ze
wspotezynniki funkcji sg rzeczywiste zwykle skutkuje faktem, ze klasa posiada
wlasno$é (2.3) niezmienniczosci wzgledem obrotu. W takim przypadku wyzna-
czanie zbiorow Koebego i zbiorow pokrycia jest zwykle mniej skomplikowane.
W podrozdziele trzecim rozwazane klasy funkcji maja wspotczynniki dowolne,
ale wltasno$¢ niezmienniczosci wzgledem obrotu dla tych klas nie zachodzi. Sa
to m.in. klasy funkcji prawie gwiazdzistych czy wypuktych w dwoch ustalonych
kierunkach.

W prezentowanych tu artykutach stosowane sg trzy podstawowe metody pro-
wadzace do uzyskania wynikow. Jedng z nich jest klasyczna metoda zwigzana
z podporzadkowaniem i zasada Lindelofa. Szczegdélna role w tej metodzie od-
grywa wyznaczanie tzw. zbioréw ekstremalnych i zwigzanych z nimi funkcji
ekstremalnych. Metoda ta, stosowana przez wielu autoréw (por. np.[33, 42]),
komplikuje sie w przypadku gdy funkcje sa n-symetryczne. W takim przy-
padku, pomimo skomplikowanej geometrii obrazow kota A przez funkcje n-
symetryczne, skutecznym narzedziem do wyznaczania funkcji ekstremalnych
sa wzory Schwarza-Christofella ([H4], [HS]).

Metoda opracowana i wykorzystana w pracach [H1], [H2], [H7] bazuje na po-
jeciu obwiedni rodziny krzywych. Dzieki wyznaczeniu obwiedni dla stosownie
dobranej rodziny krzywych mozliwe jest znajdowanie uogolnionych zbioréw
Koebego i zbioréw pokrycia nad ustalonym zbiorem D. Pozwala to rozwigzaé
wiele tego typu probleméw przede wszystkim dla funkcji niejednolistnych (w
tym takze dla funkcji typowo-rzeczywistych i typowo-rzeczywistych nieparzy-
stych).
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Kolejna metoda, ktéra zostata stworzona i opisana w pracy [H3], takze wiaze
sie z badaniami w klasie 7 oraz w klasach pokrewnych. Inspiracja do stwo-
rzenia tej metody byta praca [16], w ktérej Goodman wyznaczyt zbior Ko-
ebego dla klasy 7 postugujac sie podporzadkowaniem na powierzchniach Rie-
manna. Dzieki nowej metodzie mozliwe jest prostsze i bardziej przejrzyste
uzyskanie tego wyniku. Zaletg nowej metody jest réwniez to, ze pozwala roz-
wigzaé analogiczne problemy w podklasach klasy 7, m.in. w klasie 73, funkcji
typowo-rzeczywistych ograniczonych, ale réwniez w klasie 7 (r) funkcji typowo-
rzeczywistych z unormowaniem Montela.

3.1. Klasy funkcji niejednolistnych o wspétczynnikach rzeczywistych
- prace [H1], [H2], [H3]. Prace [H1], [H2], [H3] poswiecone zostaly bada-
niom przedstawionej wyzej problematyki w klasach funkcji o wspétczynnikach
rzeczywistych, ktére nie sg podklasami klasy S. W kazdej z ww. prac rozwa-
zane funkcje sg typowo-rzeczywiste.

Definicje funkeji typowo-rzeczywistej wprowadzit Rogosinski w 1932 roku
(por. [54]). Funkcja analityczna f € A (z dowolna normalizacja) jest typowo-
rzeczywista jedli dla kazdego z € A spelnia warunek

(3.1) ImzIm f(2) > 0.

Zbiér wszystkich funkcji spetniajacych powyzszy warunek i majacych rozwi-
niecie (2.2) oznaczamy symbolem 7.

Rogosinski w [54] wykazat takze, ze kazda funkcje f € 7 mozna przedstawié
catka Riemanna-Stieltjesa

(3.2) f2) = [ k2)dult) .
gdzie
(3.3) ky(2) = 1_2;”2 Ctel[-1,1],

a p jest miara probablilistyczna na przedziale [—1,1]. Zbiér miar probablili-
stycznych na przedziale [, 3] oznaczac¢ bede symbolem Py, g.

W ostatnich latach obserwuje si¢ wzrost zainteresowania tematyka zwiazang,
z funkcjami typowo-rzeczywistymi. Warto tu wspomnie¢ m.in. liczne prace
Goluziny (m.in. [14], [15]), artykuly Ma [39], Szynala [60], Kanas i Tatarczak
[26] czy Dorffa, Nowak i Szapiela [10].

Warunek (3.1) ma prosta interpretacje geometryczna. Funkcje typowo-rzeczy-
wiste przeksztalcajg gorne potkole AT w zbidr lezacy w gérnej poiptaszezyznie,
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za$ dolne potkole A~ w zbior lezacy w dolnej poiptaszezyznie. Z definicji funk-
cji typowo-rzeczywistej wynika, ze wspotczynniki tej funkcji sa rzeczywiste.
Oczywistym jest, ze S ¢ 7T, gdyz nie kazda funkcja klasy & ma wspotczyn-
niki rzeczywiste. Podobnie, nieprawdziwa jest inkluzja 7 C S. Jako przyktad
funkcji typowo-rzeczywistej niejednolistnej warto wskazac¢ funkcje

2(1+ 2%) 1
(3.4) f(z) = (=22 2 [k1(2) + k-1(2)] -

Poniewaz klasa 7 nie jest zawarta w S, naturalnym problemem jest wyzna-
czenie takich zbioréw D, dla ktorych wszystkie funkcje klasy 7 sg jednolistne.
Fundamentalny wynik opublikowany przez Gotuzina (por. [13]) stanowi, ze
zbiér H postaci

(3.5) H={zecA:|l+2>2}

jest zbiorem jednolistnosci klasy 7. Oznacza to, ze wszystkie funkcje f € T
sa w H jednolistne, a ponadto dla dowolnego zbioru G zawierajacego zbior H,
G # H, istnieja funkcje klasy 7, ktére w zbiorze G nie sa jednolistne.
Wyznaczanie zbioréw Koebego i zbioréw pokrycia w klasie 7 zapoczatkowali
Brannan i Kirwan. Udowodnili oni twierdzenie analogiczne do Twierdzenia 1.2.

Twierdzenie 3.1 ([6]). Jesli f € T, to Ay, C f(A).
Powyzsze twierdzenie zostato wzmocnione w pracy [H1].

Twierdzenie 3.2 (H1, Thm.8). K7(H) = Ay, gdzie H jest zdefiniowane
przez (3.5).

Z twierdzenia tego wynika wiec, ze
Whiosek 3.1 (H1, Thm.9). Jesli f € T, to Ay C f(H).

W dowodzie powyzszego faktu wykorzystana zostata metoda obwiedni ro-
dziny krzywych ptaskich. Pomimo, ze obwiednia nalezy do klasycznych pojec
geometrii rozniczkowej, to nie byta wczesniej stosowana do wyznaczania zbio-
row Koebego i zbiorow pokrycia. W metodzie obwiedni zasadnicze znaczenie
odgrywa jednolistno$¢ funkcji w danym zbiorze. Przedstawimy ponizej zasad-
nicze etapy rozumowania prowadzace do dowodu Twierdzenia 3.2. Idea ta zo-
stata wykorzystana w dowodach innych twierdzen podanych nie tylko w pracy
[H1], ale takze w [H2] i [H7].

Gotuzin w pracy [13] wykazal, ze zbior Qr(z) = {f(z) : f € T} dla usta-
lonego z € A pokrywa si¢ z otoczka wypukta krzywej {fi(z) : t € [-1,1]}.
Zatem, gdy Im z # 0, zbiér Q7 (z) jest odcinkiem kota.
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Niech D bedzie obszarem jednospéjnym zawartym w zbiorze jednolistnosci
klasy 7 takim, ze 0 € D. Poniewaz min{|f(2)| : f € 7} dla ustalonego
z € A jest realizowane przez funkcje postaci aki(z) + (1 —a)k_1(2), a € [0, 1],
gdzie funkcje k; sa zdefiniowane przez (3.3), zatem w celu wyznaczenia zbioru
Koebego dla klasy 7 nad zbiorem D nalezy wyznaczy¢ obwiednie odcinkéw
[0,1] 2 a+— aki(z) + (1 — a)k_1(z), gdy z przebiega caly brzeg zbioru D.

W pracy [H1] oprécz zbioru K7 (H) wyznaczono przy pomocy przedstawionej
powyzej metody zbiory Koebego takze nad innymi zbiorami: A, r € (0, v/2—1]
oraz F,, a > 1. Dla zbioréw A, naturalnym ograniczeniem mozliwosci stoso-
wania metody obwiedni jest promien jednolistnosci klasy 7, czyli promien
najwiekszego kota o srodku w 0, w ktérym wszystkie funkcje klasy 7 sa jed-
nolistne. Promieniem tym jest liczba r5(7) = v/2 — 1. Z kolei zbiory E,, a > 1
okreslone zostaly jako zbiory tych z € A, dla ktérych z+1/z nalezy do zewne-
trza elipsy u? + v?/a? = 4. W szczegblnym przypadku, zbiér E; jest postaci
{z€ A:|z+1/z] > 2}. Mamy wiec Ey, = H. Udowodniono, ze

Twierdzenie 3.3 (H1, Thm.10). Dla kazdego a > 1 zbior K1 (E,) jest zbiorem
wypuktym, ktérego brzegiem jest elipsa 162 + 4(1 + a®)?y?/a® = 1.

Dla a = 1, wynik Twierdzenia 3.3 pokrywa sie z wynikiem T'wierdzenia 3.2.

Badania nad obszarami pokrycia dla klasy 7 z koniecznosci dotyczy¢ moga
specjalnie wybranych podzbioréw zbioru A. Wykazano bowiem w [H1], Ze na-
wet dla zbioru H mamy L7 (H) = C (por. [H1], Thm. 4). Takze dla wszystkich
zbioréw FE,, a > 1 opisanych wyzej ma miejsce réwnosé Lr(E,) = C (por. [H1],
Thm. 5). Co wiecej, wykazano, ze nawet dla zbioru B = cl(Ey) prawda jest, ze
Lr(B) = C (por. [H1], Thm. 6 oraz uwagi do tego twierdzenia). Symbol cl(D)
oznacza domkniecie zbioru D. Dla poréwnania, ograniczone zbiory pokrycia
otrzymujemy w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.4 (H1, Thm.9). Dla kazdego r € (0,1) mamy L7 (A,) =
k1(A) Uk_1(A,), gdzie k; jest postaci (3.3).

W [H1] sformutowany zostal takze problem odwrotny: wyznaczy¢ zbior D,
dla ktorego obszar pokrycia dla klasy 7 jest zadanym z goéry zbiorem. Tak
postawione zadanie rozwiagzane zostato w przypadku, gdy tym z géry danym
zbiorem jest koto Ayy.

Klasa, ktorej dotycza badania z pracy [H2], jest klasa 7 (1/2). Funkcje tej
klasy sa postaci

(3.6) )= [ R)du(t) |
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gdzie

([ Kk(2) 1/2 B z
(3.7) ft(z)—z( . ) ~ A tel-1,1],

przy czym galaz pierwiastka jest dobrana tak, by v/1 = 1, za$ k; jest zdefinio-
wane wzorem (3.3), a p € Pp_q ;.

Znaczenie klasy 7(1/2) wynika z faktu, ze podklasami 7(1/2) sa klasy:
Si(1/2), Kr, Kr(i) ztozone z funkcji o wspotezynnikach rzeczywistych danych
wzorem (2.2), ktére sg odpowiednio: gwiazdziste rzedu 1/2, wypukte, wypukle
w kierunku osi urojone;j.

Jak pokazano w [H2], funkcje klasy 7(1/2) nie musza by¢ jednolistne. Po-
dobnie jak w klasie 7 funkcja (3.4), takze w 7 (1/2) kombinacje liniowe funkcji
fi danych wzorem (3.7) postaci

(3.8) 3 Li(2) + fau(2)] 5 t€(0,1)

sg niejednolistne w A.

Wykorzystujac metode obwiedni, mozna w 7 (1/2) wyznaczy¢ zbiory Ko-
ebego nad kotami A,. Z analizy zbloru Qrap(z) = {f(z) « f € T(1/2)}
wynika, ze min{|f(z)| : f € T7(1/2)} dla ustalonego z jest osiagniete przez
funkcje postaci

2

(8.9) Fa(2) = afi(z)+ (1= a)fa(2) = 77

Poniewaz zF) (z) = gy + (1-— a)ﬁ € T, wiec funkcje F, sa wypukte w

[1—(1-2a)z], a€[0,1].

kierunku osi urojonej (por.[11]); sa wiec jednolistne.

Fakt ten oznacza, ze skutecznos$¢ stosowania zaproponowanej metody wy-
znaczania K 9) (D) rozciaga si¢ na dowolne obszary jednospéjne zawierajace
punkt 0 i zawarte w A. Dzigki temu wyznaczone zostaly zbiory Kor(i/9)(A;)
dla r € (0,1] (por. [H2], Thm.1). W szczegdlnosci, dla r = 1, mamy

Twierdzenie 3.5 (H2, Cor.1). Kr(1/2) = Ay)s.

Ze wzgledu na relacje inkluzji Kg(i) C 7(1/2) oraz fakt, ze funkcje F, sa
wypukte w kierunku osi urojonej, z Twierdzenia 3.5 otrzymujemy natychmiast
jako wniosek wynik udowodniony wcze$niej przez McGregora.

Whiosek 3.2 ([42]). Ki,4) = A1

Zbior Koebego w klasie 7 (1/2) nad zbiorem H postaci (3.5) opisany zostat
W ponizszym twierdzeniu.
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Twierdzenie 3.6 (H2, Thm.2). Zbiér K119 (H) jest obszarem ograniczonym
1 symetrycznym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Brzeg tego zbioru
w pierwszej cwiartce plaszczyny zespolonej sktada sie z odcinka AB prostej
xv+y=1/2, gdzie A(1/2,0), B(1/4,1/4) oraz lku okregu x*> +y* = 1/8 od B
do C(0,1/2v/2).

Oprocz zbioru Koebego, w pracy [H2] zostaly wyznaczone zbiory pokrycia
dla 7(1/2) nad A,, r € (0,1]. Wykazano, ze zbiér ten, dla r € (0,1) jest
zawsze dwukatem kotowym. Mamy

Twierdzenie 3.7 (H2, Thm.3). Lz1/2)(Ar) = filA)Uf_i(A,) dlar € (0,1].

Ze wzgledu na to, ze funkcje ekstremalne w powyzszym twierdzeniu, to jest
fi 1 f1, sa funkcjami wypuktymi, a zatem sa réwniez wypukte w kierunku
osi urojonej oraz gwiazdziste rzedu 1/2, mozna sformutowaé analogiczne re-
zultaty dotyczace zbioréw pokrycia dla klas g, Kr(7), Sg(1/2) nad A, (por.
[H2], Cor.4). Twierdzenia 3.5, 3.7 prowadza do oszacowan | f(2)|, | Re f(2)| czy
| Im f(2)| na okregach |z| = r w wyzej wymienionych klasach (por. [H2], Cor.5,
Cor.6).

Problem wyznaczenia zbioru Koebego dla catej klasy 7 (nad zbiorem A) zo-
stal rozwiazany przez Goodmana w [13]. Metoda zaproponowana przez Good-
mana polega na wykorzystaniu podporzadkowania funkcji typowo-rzeczywistych
tak zwanej uniwersalnej funkcji typowo-rzeczywistej F', danej wzorem

1 T2
F(z) = ﬂtg<1+22> :

Funkcja F' ma szczegdlne wtasnosci: F' jest lokalnie jednolistna, nie przyjmuje
tylko dwoch wartosci: i/m oraz —i/m, przyjmuje kazda warto$é¢ rzeczywista
doktadnie raz, ale kazda warto$¢ w ¢ R, w # +i/m przyjmuje nieskonczenie
wiele razy. Zatem F' nie jest funkcja jednolistng. Z tego wzgledu Goodman
rozwazal funkcje odwrotna do F okreslong na powierzchni Riemanna F'(A) i
podporzadkowanie f < F dla dowolnego f € 7. W konsekwencji udowodnit
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.8 ([16]). Zbidr K7(A) jest obszarem ograniczonym i syme-
trycznym wzgledem obu ost pltaszczyzny zespolonej. Brzeg tego zbioru w gornej
polplaszczyinie ma réwnanie biegunowe w = o(0)e”, gdzie

7 sin @

: , 0(m—0)=0.
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Powyzszg metode Goodman wykorzystal takze w pracy [17] do wyznaczenia
zbiorow Koebego dla innych klas ztozonych z funkcji analitycznych niejedno-
listnych, np. dla funkcji f takich, ze |f(2)] < M dla z € A i spelniajacych
pewien warunek normalizacyjny.

Wynik z Twierdzenia 3.8 jest mozliwy do uzyskania bez potrzeby odwoty-
wania sie do funkcji okreslonych na powierzchniach Riemanna. W pracy [H3]
zaproponowaliSmy nowa metode wyznaczania zbioru K7, skuteczng takze dla
innych klas pokrewnych.

Rozwazmy funkcje f € 7, ktéra nie przyjmuje wartosci ge oraz ge ",
gdzie o > 0, 6 € (0, 7). Funkcja )0 jest analityczna w A i nie przyjmuje

¢ NCET
wartosci 0 oraz 1. Zatem funkcja

f(z) — o™
f(z) — oe~i”

gdzie gataz logarytmu jest dobrana tak, by h(0) = 26, jest takze analityczna
w A.

Latwo sprawdzié, ze h jest tez typowo-rzeczywista oraz ze h(z) # 2nm, n € Z.
Ten ostatni fakt oznacza dla funkcji typowo-rzeczywistej h, ze jesli x € R, to
0 < h(z) < 2m. Wystarczy teraz skonstruowaé funkcje typowo-rzeczywista H
taka, ze H(0) = 201 H(A) = C\ {peR:p<0Vp2>2r}; funkcja ta jest
funkcja jednolistna,

(3.11) h(z) = +log

a-z

H(z) = 20
(2) T oy

gdzie a=8(mr—0)0/m, t=1—-20/rn.

7, wyzej opisanych wtasnosci funkcji h i H wynika, ze h jest podporzadko-
wane funkcji H. Z zasady podporzadkowania wnioskujemy, ze h'(0) < H'(0),
lub réwnowaznie, 2sinf/p < 8(m — 0)0/m. Stad otrzymujemy, ze o > o(f),
gdzie o(f) dane jest wzorem (3.10). Co wiecej, analizujac przypadek réwnosci
h'(0) = H'(0) mozna wskazaé¢ funkcje ekstremalne, tzn. funkcje ktore wyzna-
czajg punkty brzegu zbioru Koebego klasy 7.

Wazne jest, ze opisang powyzej metode wyznaczania zbioru Koebego mozna
przenies¢ takze na inne podklasy rodziny funkcji typowo-rzeczywistych. W
[H3] wyznaczyli$my ta metodg takze zbiér Koebego dla klasy 7% (por. [H3],
Thm.2) zdefiniowanej w nastepujacy sposob:

(3.12) TR —LfeT:f(A)cC\{peR:p< —M/4}} ,

gdzie M > 11 k(z) = =Lk
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Rezultat ten prowadzi do wnioskoéw dotyczacych podklas klasy 7. Mianowi-
cie, klasa TM* jest szczegélnym przypadkiem rodziny

TV ={feT:f=< Mg},

gdzie g € T NS, M > 1. Udowodnione zostato w [H3|, ze dla dwoch funkcji
g1, 92 € T NS zwiazek pomiedzy klasami 79 i TM9 mozna uzyskaé¢ dzieki
réwnowaznosci

(3.13) f e T & My (g7 (F(:)/M)) € TV |
Mamy ponadto

Lemat 3.1 (H3, Lem.1). Niech g1,92 € T NS. Zbior D jest zbiorem Koebego
klasy TM9 wtedy i tylko wtedy gdy M go(gy *(D/M)) jest zbiorem Koebego klasy
TM92.

Poniewaz znany jest zbiér K ux, wystarczy wiec zastosowaé¢ Twierdzenie 2 z
[H3], a takze powyzszy lemat do funkcji k(z) = ﬁ i odpowiednio dobranej
funkcji go, aby otrzymaé interesujace wnioski. I tak, jesli g(z) = z lub g(z) =
1 5 log 1+ 1+Z , to klasa 7M9 sprowadza sie do klasy

Tu={feT: |f(z)|] <M, €A}
lub
TM)={feT: |Imf(2)] < Mr/4, z€ A} ,
odpowiednio.

Niech r = r(M, 0) bedzie jedynym rozwiazaniem réwnania
4ro(m — 0) — wsinf

4r(m —0) —sinf
w zbiorze (0(0), ), gdzie o(f) dane jest wzorem (3.10). Niech ponadto

(3.14) arg (M + 4T€i9> —

(M 5 0=0
(3.15) o(M,0) = {r(M,0) , 0¢c(0,n)
L , 0=m.

4
Mamy wtedy
Whniosek 3.3 (H3, Cor.1). Zbior Koebego klasy Ty, M > 1 jest obszarem

ograniczonym 1 symetrycznym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Brzeg
tego zbioru w gornej polptaszczyinie ma rownanie parametryczne
20(M, 6)e’
(3.16) w = : o )4 . , 00,7 .
i70(M,0)e” + 1+ \/3r0(M, 0)e” + 1
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Whniosek 3.4 (H3, Cor.2). Zbior Koebego klasy T (M), M > 1 jest obszarem
ograniczonym 1 symetrycznym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Brzeg
tego zbitoru w gornej polplaszczyinie ma rownanie parametryczne

(3.17) w=Ylog (Lo(M,0)e’ +1) , 6€0,n].

Rezultat opisany we Wniosku 3.3 jest rozwiazaniem jednego z otwartych
probleméw geometrycznej teorii funkcji analitycznych opisanych w przeglado-
wym artykule Goodmana ([18], str.183). Warto doda¢, ze analogiczny rezultat
dla klasy &j; funkcji jednolistnych ograniczonych przez M zostal uzyskany
doktadnie 100 lat temu przez Picka [48].

3.2. Klasy funkcji jednolistnych o wspoélczynnikach rzeczywistych -
prace [H4], [H5], [H6]. W odrdznieniu od prac [H1-H3], rezultaty omawiane
w tym rozdziale dotyczg klas funkcji, ktore sa jednolistne i majg wspétczynniki
rzeczywiste. Jednolistnos¢ funkceji wystepujacych w tych badaniach pozwala na
wykorzystanie zasady podporzadkowania jako podstawowego narzedzia stuza-
cego do wyznaczania zbioréw Koebego. Idea wyznaczania ta metoda zbioréw
Koebego oraz zbioréw pokrycia dla ustalonej klasy A C A ztozonej z funkcji
jednolistnych przedstawia sie nastepujaco.

Wezmy dowolng funkcje f € A i punkt brzegowy zbioru f(A) lezacy na pot-
prostej wychodzacej z punktu w = 0, o zadanym kierunku €. Oznaczmy ten
punkt przez pe?. Wyznaczamy rodzine zbioréw ekstremalnych D&g klasy A
takich, ze f(A) C D,y i 0e® € D, 4. Pojecie “zbiory ekstremalne”rozumiane
jest zaleznie od konkretnej klasy A; ich ksztalt zalezy od geometrycznych wta-
snosci funkcji z tej klasy. Nastepnie wyznaczamy funkcje F&g e A takie, ze
F,9(A) = D,y (klasa A rozumiana jest jako zbiér A = k- A, k € R\ {0}).

Niech Fy = Q E, g, gdzie o(0) jest tak dobrane, aby Fy'(0) = 1. Mamy wiec

Fyp(A) = (Q) Dgg. Poniewaz funkcje klasy A sg jednolistne, to [ < - Fy,
co z zasady podporzadkowania skutkuje nieréwnoscia

/ 0 / Y
1 f(0)<g(0) Fy'(0) 20

Mamy wiec ¢ > (), przy czym rownosé zachodzi o ile f = Fy. Oznacza to,
ze Fy jest rzeczywiscie funkcjg ekstremalng w dyskutowanym problemie, zas
punkty o(6)e” wyznaczaja brzeg zbioru Koebego klasy A.

W Swietle opisanej w zarysie powyzszej metody, kluczowe znaczenie ma po-
prawne wytypowanie zbioréw ekstremalnych i wyznaczenie funkcji ekstremal-
nych. Co wiccej, nie zawsze dla ustalonego punktu ge? istnieje doktadnie jeden

o
0(9)
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zbiér ekstremalny (tak wtasnie dzieje sie np. w przypadku wynikéw prezen-
towanych w [H6]). W [H4] opisana zostala sytuacja, gdy takich zbioréw jest
wiece]j.

Prace [H4] i [H5] po$wiecone sa funkcjom wypuktym w kierunku osi rzeczy-
wistej, o wspotezynnikach rzeczywistych. O funkcji f mowimy, ze jest wypukta
w kierunku ustalonej prostej [ jesli zbior f(A) N1 jest zbiorem zwartym (zbio-
rem pustym, odcinkiem lub potprosta zawarta w [, cata prosta). W przypadku
pracy [H4] dodatkowym zalozeniem jest tzw. n-symetria funkcji.

Dla ustalonej liczby n € N, niech ¢ = ¥/, O funkeji f méwimy, ze jest
n-symetryczna, jesli dla kazdego z € A zachodzi warunek f(ez) = ef(z).
Geometrycznie, warunek ten oznacza niezmienniczos¢ zbioru f(A) wzgledem
obrotu o catkowita wielokrotnosé kata o mierze 27 /n, co mozna zapisaé row-
noscig f(A) = ef(A). W przypadku gdy n = 2 warunek ten sprowadza sie
do warunku na nieparzysto$¢ funkcji f. Jak wiadomo, jesli f jest postaci

(2.2), to funkcjonat f — /f(2"), gdzie /f(z") = zﬁf(zn), generuje funkcje

n-symetryczne. Warto wspomnie¢, ze badaniami funkcji n-symetrycznych i ich
rozktadu na sktadowe (j, k)-symetryczne zajmowali sie Liczberski i Palubinski
w [38].

Oznaczmy klase wszystkich funkcji jednolistnych, wypuktych w kierunku osi
rzeczywistej, o wspolezynnikach rzeczywistych symbolem X, Jak pokazano
w [H4], zbiorami ekstremalnymi klasy X sg wielokaty posiadajace 4n bo-
kéw (w granicznych przypadkach moga to by¢ 2n-katy). W przypadku gdy
n € {2,3,4} sa to wielokaty uogdlnione, ktérych wybrane wierzchotki leza w
nieskonczonosci. Pomimo tych réznic funkcje ekstremalne mozna zawsze wy-
znaczy¢ przy pomocy wzoréw Schwarza-Chrisoffela.

Podstawowe wyniki pracy [H4| przedstawione zostang w kolejnych twierdze-
niach.

Twierdzenie 3.9 (H4, Thm.2, Thm.3). Dla ustalonej liczby nieparzystej n,
n >3, mamy Kym = F1(A) N Fy(A) |, gdzie

1L (1 —17)(1 — tne2n)
0\ (1+tmz7)3(1 —trzn)

(1 =t)(1 — tn2?n)
(14 trzn)(1 —tnen)3

Twierdzenie 3.10 (H4, Cor.4, Cor.5). Dla ustalonej liczby parzystej n mamy



ZBIORY KOEBEGO I ZBIORY POKRYCIA DLA KLAS FUNKCJI ANALITYCZNYCH 21

1. Kyowy = G1(A) gdyn =4k — 2, k € N,

2. Ky = Go(A) gdyn =4k, k € N,
gdzie

1 ) (1 _tn)Z(l thZn)
0 (1+tn n)4(1 _tnzn)

Jdt

L[ = 21 = a2
0\ (1 —tnem)(1+tnen)?

Twierdzenie 3.11 (H4, Thm.6). Dla ustalonej liczby nieparzystej n, n > 3,
mamy Lyw = G(A), gdzie

ot (e (1 —tnen)
G(z) = Z/O i (1—¢)2(1— thQn)th :

Twierdzenie 3.12 (H4, Cor.4, Cor.5, Thm.8). Dia ustalonej liczby parzystej
n mamy

1. Ly = Hi(A) gdyn =4k —2, k> 2
2. Lywy = Hyo(A) gdyn =4k, k € N,

3. Lx(2) - C ,
gdzie

1 (1 _ tnzn)Q
0 (1 _ tn)Q(l _ thQn)Q

dt |

_op | ey
Hy(z) = Z/O (1— t7)2(1 — tnz2n)2

dt .

Co wiecej, zbiory Lym dla n € {2,3,4} sa nieograniczone. Ponadto poka-
zano, ze dla n > 5 mamy

, By ) V4 edy n=2k+1, k>2
Sup{|f(z)|:f€)((),ZEA}:{BE zg/n\/_ gdy n=2k, k>3,

gdzie B(p, q) oznacza funkcje beta Eulera.
Wobec okreslen z rozdziatu 2 (Definicje 2.5 i 2.6) mamy zatem

Whniosek 3.5. Dia klasy X (n)
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1. minorantq jest funkcja G1 gdyn =4k —2, k€ N |

2. minorantq jest funkcja Gy gdy n =4k, k € N |

3. majorantq jest funkcja Hy gdyn =4k —2, k € N, k > 2
4. majorantq jest funkcja Hy gdy n = 4k, k € N |

5. magjorantq jest funkcja G gdyn =2k +1, ke N .

Badania opisane w pracy [H5] koncentruja sie réwniez na klasie funkcji
wypuktych w kierunku osi rzeczywistej o wspétezynnikach rzeczywistych (ze
wzgledu na stosowane wezesniej w literaturze oznaczenia uzywany jest w [H5]
symbol T', por. [30]). Punktem wyjscia jest nastepujacy wynik uzyskany w
pracy Koczana.

Twierdzenie 3.13 ([30]). Kt = {(x,y) x| < mln< 1+ 4|y|) 5 \y\ < mo}

gdzie \g = 0.782 ... jest jedynym pierwiastkiem rownania ln(x -1+ X =0w
[0,1].

Funkcjami ekstremalnymi sg funkcje

(3.18) Ga(2) = )\logi—i_z (1—A)(1+ZZ)2, A€ 0,1]
(3.19) H)\(Z) = —G)\(—Z) , A E [O, 1] ,

ktore przeksztalcajg koto A na dopelnienie pary potprostych réwnolegtych do
osi rzeczywistej 1 wzajemnie symetrycznych wzgledem tej osi.
Niech

L A=0

(3.20) o(A) = <7T N (ln( 1) N /1\)2)1/2 ., A€ (0,1)

N D

A
(3.21) PN = (A) A€ (0,1)
A
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Funkcja 1 jest ciagla i rosngca w [0, 1]. Ponadto, v([0,1]) = [0,n]. Przy
tych oznaczeniach brzeg zbioru Koebego Kt w pierwszej ¢wiartce plaszczy-
zny zespolonej mozna zapisa¢ rOwnaniem parametrycznym w = Q()\)e“/’(k),
A €10, N\

W klasie I' wyrdzniamy dwa niepuste podzbiory I'" i I'". Méwimy, ze f € I't
(f e T7) jesli f € T'i dla kazdego w € Of(A), Imw # 0, zbiory f(A) i
potprosta {w+t:t > 0} ({w—t:t > 0}) sa roztaczne. Funkcje ekstremalne z
Twierdzenia 3.13, to jest Gy i Hy, A € [0, 1], naleza odpowiednio do I'" i I'".

W [H5] udowodnione zostaly dwa kluczowe lematy dotyczace funkcji w kla-
sach I't i I'", ktére nie przyjmuja wartoéci oe, o > 0, 6 € [0, 7).

Lemat 3.2 (H5, Lem.2, Lem.4). Niech 0 > 0, 8 € [0,7) bedqg ustalone, a o()\)
i Y(N) bedg dane wzorami (3.20) i (3.21).

1. Jesli f € T i 0 € Of(A), to f < ﬁG,\, gdzie X = ~1(0).

2. Jesli f €T~ i pe € Of(A), to f < ﬁHﬁ gdzie T = (7w — 0).

Dzieki temu funkcje f € I't mozna zapisa¢ w postaci f(z) = MG, (hjﬁ;)),

gdzie M = p/o()\) > 1, za$ h jest funkcja jednolistng o wspotezynnikach
rzeczywistych taka, ze |h(z)| < M dla z € A. Rozwijajac funkcje f, Gy i h w
szeregi Taylora otrzymujemy oszacowanie drugiego wspotczynnika funkcji f.

Twierdzenie 3.14 (H5, Thm.1). Niech f € T, f(2) = 2z + agz* + ... Jedli
o€ € Of(A), 0> 0,0 € [0,7), to

(3.22) 2 (—1 + szw»gb—l(e)) <as <2 (1 _ Q(W;w))

Analogiczne twierdzenie uzyskano dla funkcji z klasy I'~ (por. [H5], Thm.2).

Wystarczy teraz wykorzystaé¢ fakt, ze pomiedzy nieprzyjmowanymi warto-
Sciami przez dang funkcje a jej drugim wspotezynnikiem zachodzi $cisty zwia-
zek, aby uzyska¢ gtowny wynik pracy [H5]. W tym celu oznaczmy przez I'(c)
(ogdlnie: A(c)) podklase klasy I' (ogdlnie: A) ztozong z tych funkeji, ktére maja
drugi wspétezynnik rozwiniecia w szereg Taylora réowny c¢. Jak wiadomo (por.
[30]), jesli f €T, to c € [-2,2].

Badania klas funkcji z ustalonym drugim wspoétczynnikiem byty prowadzone
przez wielu autorow. W interesujacym nas zakresie warto zwrdci¢ uwage na
wynik bedacy uogdlnieniem Twierdzenia 1.1. W analogiczny sposéb jak to
zrobil Bieberbach, mozna takze dowies¢, ze dla ¢ € (—2,2) jest

<2 }
4 — c?

2- o)

C

YTy

(3.23) KS(c) = {w eC: — 2
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(por. takze [44]). W klasie §*(¢) funkeji gwiazdzistych z ustalonym drugim
wspOlezynnikiem zbiér Koebego wyznaczyt Rogosinski [55]. W pracy [57] Sob-
czak-Kne¢ uzyskata zbior Koebego przy dodatkowym zatozeniu, ze wspotczyn-
niki funkcji f € S*(c¢) sa rzeczywiste.

Poniewaz I'(c) jest podklasa klasy S(c), zatem Kg) C Kp). W granicz-
nych przypadkach jest I'(—2) = {k_1} 1 I'(2) = {k1}, skad wynika oczywisty
wniosek, ze Kp_g) = k_1(A) i Kpp) = ki1(A). Z tego powodu ograniczymy w
dalszym ciagu zakres zmiennoéci ¢ do przedziatu (—2,2).

Podobnie jak w calej klasie I', takze w I'(c), ¢ € (—2,2) wyr6zniamy dwie
niepuste podklasy I'*(¢c) = ' N T['(¢) oraz I'(¢) = I'" N I'(¢). Wykorzystujac
Twierdzenie 3.14 i jego odpowiednik dla klasy I'™ otrzymujemy nastepujace
twierdzenia.

Niech
(3.24) uy(t) = ryo(t)e® |t e0,1)
1
(3.25) u_(t) =r_()e!" W)t e0,1),

gdzie 1(t) jest zdefiniowane wzorem (3.21).

Twierdzenie 3.15 (H5, Thm.3). Zbior Koebego klasy T'"(c), ¢ € (—2,2)
jest obszarem nieograniczonym 1 symetrycznym wzgledem osi rzeczywistej. Po-
nadto, OKr+) N{w : Imw > 0} = uy ([0,1)) U{z € R: 2 < —ﬁ}, gdzie uy
jest dane wzorem (3.24) i

) {@WM Ae1+)

e gdy ce€(-2,0),

oV, Ae(1+5,1)
2. r:(\) = oW, Aefon) gdy c€[0,2) .

Twierdzenie 3.16 (H5, Thm.4). Zbior Koebego klasy I'~(c),c € (—2,2) jest
obszarem nieograniczonym i symetrycznym wzgledem osi rzeczywistej. Ponadto,
OKr-() N{w: Imw > 0} =u_([0,1))U{z € R:z > 51}, gdzie u_ jest dane
wzorem (3.25) 1

Lr(r)=o(n)2=2 | r€l0,1) gdy ce (=2,0)

2. 7"_<7_) — Q(T>2(22—;CT) ) T € [03 1 o %] gdy cE [072) .
Q(T)QQ—_TC , T€(1-5,1)

Laczac wyniki z Twierdzenia 3.15 i Twierdzenia 3.16 dowodzimy, ze
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Twierdzenie 3.17 (H5, Thm.5). Dia ¢ € (—=2,2) mamy Kp) = Kp+) N
KF_(C)'

Jak tatwo sprawdzi¢, brzegi zbioréw Kr() 1 Kgs() maja jedynie dwa punkty
wspoélne. Sa to punkty lezace na osi rzeczywistej: —1/(2 +¢) i 1/(2 — ¢), z
ktorych wychodza potproste bedace dopetnieniem zbioru f./2(A).

Podobnie jak w [H4], takze w pracy [H6] kluczem do uzyskania podsta-
wowych wynikéw byto wytypowanie zbioréw ekstremalnych i znalezienie od-
powiednich funkcji ekstremalnych. W pracy tej badane sa funkcje kotowo-
symetryczne, spelniajace dodatkowe zatozenia.

O funkcji f moéwimy, ze jest kotowo-symetryczna, jesli f(A) jest zbiorem
kotowo-symetrycznym, czyli zbiorem ktérego przeciecie z okregiem |z| = p,
gdy o € R,, jest calym okregiem, jego tukiem symetrycznym wzgledem osi
rzeczywistej zawierajacym o lub zbiorem pustym. Definicja i podstawowe wta-
snosci funkeji kotowo-symetrycznych zostaly przedstawione w pracy [24] przez
Jenkinsa. Wykazatl on m.in., ze funkcje kotowo-symetryczne maja wszystkie
wspotezynniki rzeczywiste. Jenkins udowodnit takze, ze dla ustalonej funkcji
f i liczby r € (0,1) funkcja 6 — |f(re®)| jest nierosnaca dla 6 € (0,7) i
niemalejaca dla 6 € (7, 2m). Klase wszystkich funkcji kotowo-symetrycznych
jednolistnych i unormowanych klasycznie oznaczamy symbolem ) .

Krzyz i Reade w pracy [33] wyznaczyli zbiér Koebego dla klasy ). Wykazali
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.18 ([33]). Zbior Ky jest obszarem ograniczonym i symetrycz-
nym wzgledem osi rzeczywistej. Brzeg tego zbioru ma rownanie biequnowe w =

0(0)e?, 0 € [—m, 7|, gdzie 0(0) = (1 + cos(0/2))?/4.

Kontynuujac badania przeprowadzone przez Krzyza i Reade’a, w pracy [H6]
wyznaczone zostaly zbiory Koebego dla klas Y N S* oraz Y N K(i) ztozo-
nych odpowiednio z funkcji kotowo-symetrycznych gwiazdzistych oraz z funkcji
kotowo-symetrycznych wypuktych w kierunku osi urojonej. Zbiorami ekstre-
malnymi dla klasy Y N S* sg zbiory postaci B,y = A, U {w : |argw| < 6},
o> 0,0 € [0,7], przy czym E@o = A, B, =C\{z € R: 2z < —p}, za$
dla klasy Y N (i) - zbiory D,g = A, U {w : Rew > pcos@} gdy 6 € (0, 7]
oraz 15970 = A,. W konsekwencji w [H6] udowodnione zostaly dwa nastepujace
twierdzenia.
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Twierdzenie 3.19 (H6, Thm.1). Zbiér Kynx( jest obszarem ograniczonym i
symetrycznym wzgledem osi rzeczywistej. Brzeg tego zbioru ma rownanie bie-
gunowe w = 01(|0])e?, 6 € [~ 7|, gdzie

1 L0 =0
(326 alf) =\ Tz, 0 € 0
1/2 , 0=m.

Twierdzenie 3.20 (H6, Thm.2). Zbior Kyng- jest obszarem ograniczonym i
symetrycznym wzgledem osi rzeczywislej. Brzeg tego zbioru ma réwnanie bie-
gunowe w = 05(10])e”’, 0 € [—7, 7], gdzie

(3.27) i) — (L= @)) ) el
1/4 , 0=m.

9
™

Rozwazmy czes¢ wspolng obu wyzej dyskutowanych klas. Tego typu taczenie
warunkow geometrycznych prowadzi zwykle do duzych komplikacji przy bada-
niu wtasnosci funkcji spetniajacych te warunki. W przypadku klasy Y NS* N
K(i) dowodzimy, ze zbiorami ekstremalnymi sa zbiory Egﬁ gdy 0 € [0,7/2]
oraz DQ’H gdy 0 € [r/2,]. Dzieki temu otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.21 (H6, Thm.3). Zbior Kyns-ni() jest obszarem ograniczo-
nym i symetrycznym wzgledem osi rzeczywiste). Brzeg tego zbioru ma rownanie
biegunowe w = o(|0])e?’ 0 € [—7, 7], gdzie

(1= (") (=) . oelo.a/2
(3.28) o(0) = { =l L0 [r/2,7)

(2m—0) sin 57,

1/2 , 0=m.

Innymi stowy wykazane zostato, ze
KymS*mlC(i) = Kyns+ U KyﬂlC(i) .

3.3. Klasy funkcji o wspélczynnikach dowolnych - prace [H7]|, [H8],
[H9]. W dwdch poprzednich rozdziatach rozwazane byty klasy funkeji o wspot-
czynnikach rzeczywistych. Z oczywistych wigc wzgledéw klasy te nie posiadaja
wlasnosci niezmienniczosci wzgledem obrotu (wtasnosci (2.3)). W tej czesci
autoreferatu rozpatrywane beda klasy funkcji o wspétczynnikach dowolnych.
Niemniej jednak takze i tu, ze wzgledu na definicje klas omawianych poni-
zej, wlasnos$¢ (2.3) nie zachodzi. Z tego powodu, przy wyznaczaniu zbioréw
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Koebego i zbiorow pokrycia postugiwac sie bedziemy metodami omoéwionymi
szczegotowo w poprzednich rozdziatach.

Praca [H7] poswiecona jest klasie CS* ztozonej z funkcji prawie gwiazdzistych
oraz szczegolnym jej podklasom. O funkcji f méwimy, ze jest prawie gwiazdzi-
sta jesli istnieja: liczba rzeczywista 8 € (—m/2,7/2) oraz funkcja g € S* takie,

ze nierownos¢ Re (eiééil)) > 0 zachodzi dla kazdego z € A. Definicja powyz-
sza wprowadzona przez Reade’a (por. [52]) stanowi analogie definicji znanej i
czesto badanej klasy C funkcji prawie wypuktych (por. np. [27]). Przez CSy
oznaczamy rodzine funkcji {f € CS* : Re (ﬁg) > 0,9 € Sg}. Wobec powyz-
szej definicji mozna funkcje f € CSy zapisa¢ w postaci f(z2) = g(z)p(2), gdzie
g€ S, peP.

W [H7] rozwazane sa dwie szczegblne podklasy CSp generowane przez od-
powiednio wybrane funkcje gwiazdziste. I tak mamy

(3:29) Q={f€Aaﬂd=(Lﬁdem€P}
(3.30) H:{feAgﬂazlj%m@meP}.

Oprécz dwoch wymienionych rodzin funkeji, rozwazana jest takze klasa H®
ztozona z tych funkcji klasy H, ktore sg nieparzyste.

Warto zwréci¢é uwage na uzasadnienie takiego wyboru funkcji gwiazdzistej.
Oto6z, jak zostanie to pokazane w dalszej czesci tego rozdziatu, wyniki z klasy
Q bedzie mozna przeniesé na calg klase CSg. Z kolei H jest pewnym uogdlnie-
niem klasy 7 funkcji typowo-rzeczywistych rozwazanym przez Hengartnera i
Schobera w [21] oraz Bogowskiego i Burniaka w [4]. Klase 7 mozna bowiem
przedstawi¢ w postaci

(3.31) T:{feA:ﬂ@:

e P}
Istotne jest, ze funkcje nalezace do wszystkich wymienionych podklas CSg nie
muszg by¢ jednolistne.

Otrzymane w [H7] wyniki dotycza zbioréw Koebego i zbioréw pokrycia nad
kotami A,. Aby uzyska¢ wyniki tego typu nalezy znaé zbiory €2(z) zmiennosci
f(2) przy ustalonym z € A, gdy f przebiega dang klase. Zbiory takie, dla
kazdej rodziny typu {g(z)p(z) : p € P} przy ustalonej funkcji gwiazdzistej g,
sq kotami postaci g(z) - A2, 20 gdzie |z| = r € (0,1). Co wiecej, kazdy

1—r27 1—p2
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punkt brzegu zbioru Q(z) jest wartodcig funkcji f,;y danej wzorem f,4(z) =

i
g(z) ) iiigﬂ'a .

7 tego powodu, przy wyznaczaniu zbiorow Koebego i zbioréw pokrycia nad
A, wystarczy wyznaczy¢ minimum badZz maksimum wyrazenia | f,(re'?)| w
ustalonym kierunku, gdzie r jest ustalone, zas 6, € R. Nalezy wiec znalez¢
obwiednie rodziny krzywych {F(0,¢) : 0,¢ € R}, gdzie F(0,p) = g(re'?) -
% Ze wzgledu na to, ze funkcje f, ¢ nie sg jednolistne, naturalnym ogra-
niczeniem stosowania tej metody w przypadku wyznaczania zbiorow Koebego
sa kota jednolistnosci danej klasy. Koczan w [29] (por. takze [4]) udowodnil, ze

dla klasy ‘H promien jednolistnosci wynosi rs(H) = 1+2\/5 - \/Hgi\/5 =0.346. . ..
Niech

re 1 — rei®)
(3.32) Fr:Ro 9w 1 — 1229 1 + reialp)

re 14 re@®
(3.33) Fr:R3 ¢ 1 — r2e2i0 1 — peialy)
gdzie

2r? sin(2¢p)

(3.34) a:RS g arctg (mrz)g

Twierdzenie 3.22 (H7, Thm.2). Niech ry = 0.455. ...

1. Zbior Ky(A,), r € (O, 1+2\/5 — 1+2\/5> jest obszarem ograniczonym i

symetrycznym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Brzegiem tego
zbioru jest krzywa Fi ([0, 27]).

2. Zbior Ly(A,), v € (0,1) jest obszarem ograniczonym i symetrycznym
wzgledem obu ost plaszczyzny zespolonej. Brzegiem tego zbioru w pierw-
szej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej jest krzywa Fr([0,7/2]) dla 0 < r <
r1 oraz Fp ([0, v1]) dlary <r <11 pewnej liczby @1 z przedziatu (0,7/2).

Poniewaz promien jednolistnoéci klasy H® wynosi rs(H®) = /2 — 1 (por.
[H7], Lem.6), zatem zbiér Koebego klasy H'® nad zbiorami A, mozna wyzna-
czy¢ metodg obwiedni tylko dla 7 € (0,v/2 — 1).

Niech

re’ 1 —r2efle)

1 — r2e2iv 1 + r2eibly)

(3.35) Gk :Rop—
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re? 142

(3.36) Gr:R3 ¢ 1 — r2e2ip 1 — y2¢iB(p)
gdzie

2r? sin(2
(3.37) BR3¢ arctg (W) -

Twierdzenie 3.23 (H7, Thm.3). Niech r, = (v/3 —1)/v/2 = 0.517....

1. Zbior Kyo(A,), v € (0,4/2 — 1) jest obszarem ograniczonym i syme-
trycznym wzgledem obu ost plaszczyzny zespolonej. Brzegiem tego zbioru
jest krzywa Gk ([0, 27]).

2. Zbior Lyo(Ay), r € (0,1) jest obszarem ograniczonym i symetrycz-
nym wzgledem obu o0si plaszczyzny zespolonej. Brzegiem tego zbioru w
pierwszej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej jest krzywa Gpr([0,7/2]) dla
0 <r < ryoraz Gr([0,p2]) dla o < r < 1 i pewnej liczby po z prze-
dziatu (0,7/2).

Z kolei dla catej klasy CS™ promien jednolistnosci wyznaczyt Sakaguchi [56];
promien ten jest réwny rs(CS*) = 2 —+/3. Funkcja ekstremalna jest tu funkcja

f(z) = ’(zfl_t’)zg = 057 2. Poniewaz funkcja ta nalezy réwniez do klasy Q,
mamy zatem rs(Q) = 2 — /3.

Niech

re’¥ 1 —rel¥)
3.38 Hg R . .
( ) K 2 (1 —rei)21 + renle)

re’ 14 re®
3.39 Hp:R> ‘ .
(3.39) L L (1 —rei¥)21 —renle)’
gdzie

o s

(3.40) v:R > ¢+ arctg (Tm) :

Twierdzenie 3.24 (H7, Thm.4). Niech r3 = 1+T\/5 — \/HT\/E.

1. Zbior Ko(A,), r € (0,2 —/3) jest obszarem ograniczonym i symetrycz-
nym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Brzegiem tego zbioru jest
krzywa Hg ([0, 27]).

2. Zbior Lo(A,), r € (0,1) jest obszarem ograniczonym i symetrycznym
wzgledem obu ost plaszczyzny zespolone). Brzegiem tego zbioru w pierw-
szej Cwiartce plaszczyzny zespolonej jest krzywa Hp([0,7/2]) dla 0 <
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r < r3 oraz H([0,ps]) dla rs < r < 1 i pewnej liczby @3 z przedziatu
(0,7/2).

Wiadomo, ze 8§ C 7. Z whasnosci zbioréw pokrycia (Twierdzenie 2.2, pkt 4)
wynika, ze Ls:(A,) C L7(A,). Poniewaz L7 (A,) = ki(A,) Uk_1(4A,), gdzie k;
jest postaci (3.3), a funkcje k; naleza do Sg, zatem Ls:(A,) = ki (A,)Uk_1(A;).
Dla kazdej funkcji g € S mamy ponadto g(A,) N{w : Rew > 0} C k1 (A,) N
{w : Rew > 0}. Zatem w celu wyznaczenia zbioru pokrycia dla catej klasy
CSg, zamiast szuka¢ maksimum |f(z)| = |g(2)p(2)|, gdy ¢ i p przebiegaja
zbiory odpowiednio Si i P, przy ustalonym a = arg f(z), wystarczy roz-
waza¢ maksimum |k1(z)p(2)|, gdy p przebiega zbiér P, przy zalozeniu, ze
a = arg f(z). Stad otrzymujemy

Twierdzenie 3.25 (H7, Thm.5). Zbior Les:(A,), v € (0,1) jest obszarem
ograniczonym 1 symetrycznym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Po-

nadto
Les:(Ay) N{w : Rew > 0} = Lo(A,) N{w : Rew > 0} .

Wyniki omawiane w Rozdziale 4 dla klasy X'™ ztozonej z funkeji n-symetrycz-
nych, wypuktych w kierunku osi rzeczywistej o wspotczynnikach rzeczywistych
warto zestawi¢ z wynikami dla pokrewnej klasy F™ prezentowanymi w [HS].
Do tej klasy naleza wszystkie funkcje n-symetryczne i wypukte w kierunku osi
rzeczywistej. Nie wymagane jest, by funkcje te miaty wspoétczynniki rzeczywi-
ste. Rezygnacja z tego zatozenia skutkuje tym, ze zbiory ekstremalne typowane
przy wyznaczaniu zbioréw Koebego i zbiorow pokrycia nie musza juz by¢ sy-
metryczne wzgledem osi rzeczywistej. Powoduje to z kolei, ze w klasie F(™
zbiory Koebego i zbiory pokrycia majg tylko n osi symetrii, a nie 2n jak to
byto dla klasy X,

Jak pokazano w [H8], zbiory ekstremalne sa 2n-katami, przy czym w szcze-
gélnych przypadkach sa to wielokaty uogélnione (wielokaty nieograniczone).
Ze wzgledu na konieczno$¢ rozwazania innych wielokatow ekstremalnych ze
wzgledu na zbiory Koebego, a innych ze wzgledu na zbiory pokrycia, ale takze
roznych wielokatéw ze wzgledu nie tylko na parzystosé n, ale nawet ze wzgledu
na reszte z dzielenia n przez 4, cze$¢ badan i wynikéw zostata zaprezentowana
w pracy [P16]. Poniewaz metoda stosowana w [P16] jest analogiczna jak w
[H8], praca ta nie zostala wlaczona do cyklu stanowigcego osiagniecie habi-
litacyjne. W [H8] zaktada sie, ze n jest liczba parzysta, za$ w [P16] - n jest
liczba nieparzysta.

Gléwne wyniki prezentowane w [H8] przedstawione zostaly w ponizszych
twierdzeniach.
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Twierdzenie 3.26 (HS8, Cor.1, Cor.2, Cor.4). Dla ustalonej liczby parzystej n
mamy

1. Krwy = Hi(A)N Hy(A) gdyn =4k, k € N,
2. K]_—(n) = Hg(A) M H4(A) gdyn =4k + 2, k € N,

3. K]:(z) = H5(A) N HG(A)

gdzie
1 2 4
Hi(z) = /0z(l—t”)n(l—z’t”z"/Z)_ndt,
1 2 4
Hy(z) = [ 2(1—¢")r(1—¢"2")ndt
1 — 22 0 . 2j .
2 _ _ +1 2
() = (1= P wens(s)) = S

27t

oraz Hy(2) = e 1 Hy(ez), Hy(z) = e 1 H3(ez2), Hg(2) = —Hys(—2), zad e = e .

Twierdzenie 3.27 (H8, Thm.7, Thm.9). Niech ¢ = T'(5)?/8/T.
]_. LF(Q) - C,
2. Ly ={w e C:|Rew| <c}U{w e C:|Imw| < c}.

Zbiory pokrycia dla pozostatych n parzystych zostaty rowniez wyznaczone
([H8], Thm.8, Thm.9). Ponadto, wykazaliémy ze dla n > 6 mamy

sup {|f(z)|: f € F 2 e A} =B (L 1) /n/4 .

W powyzszych rezultatach I'(x) i B(p, q) oznaczaja odpowiednio funkcje gamma,
i beta Eulera.

Naturalnym uogolnieniem wypuktosci w kierunku osi rzeczywistej dysku-
towanej w pracach [H4], [H6], [H8] jest wypuklo$¢ w dowolnie ustalonym kie-
runku '™« € [0, 1]. W [H9] proponujemy inne sposoby uogdélnienia tego poje-
cia. Najpierw rozpatrywana jest klasa IC, funkcji jednolistnych f € A, ktore sg
wypukle w dwéch symetrycznych kierunkach e'*™/2 i e=@7/2 o € [0, 1]. Oczy-
wiscie, Ky = KC(1) jest klasg funkcji wypuklych w kierunku osi rzeczywistej,
za$ Ky = KC(i) jest klasa funkcji wypuktych w kierunku osi urojonej. Kolejnym
uogoélnieniem jest klasa Kg - ztozona z funkcji wypuktych w dwoch kierunkach
ePm/2 1 /2 odzie —1 < B < v < 1. W szezegdlnym przypadku, gdy 3 = —v,
otrzymujemy K_,, = Ky, v € [0,1]. Inng szczegdlng sytuacje otrzymujemy
gdy B = 7. Mamy wtedy klas¢ K, , ztozong z funkcji jednolistnych, ktore sg
wypukte w kierunku e"77.
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W [H9] wyznaczone zostaly zbiory Koebego dla wszystkich ww. klas. W
przypadku klasy IC, pokazane zostalo, ze zbiorami ekstremalnymi moga by¢
tylko dopetnienia zbiorow D;, j = 1,2, 3,4 postaci

Dy = {lweC : —an/2 <arg(w—wy) < an/2} ,

Dy = {weC : an/2 <arg(w —wy) < (2—a)n/2}

D3y = {weC : 2—a)n/2<arg(w—wy) < (24 a)7/2} |
Dy = {fweC : —(2—a)r/2 <arg(w—wy) < —ar/2} .

Zbiory Dy, D3 sg sektorami o mierze am, ktérych dwusieczne sg rownolegte
do osi rzeczywistej. Z kolei zbiory Dy, Dy sa sektorami o mierze (1 — a)7; ich
dwusieczne sg réwnolegte do osi urojone;j.

Poniewaz kazdy ze zbiorow postaci (D,)¢, j = 1,2,3,4 (D oznacza dopel-
nienie zbioru D) mozna uzyskaé¢ ze zbioru {w € C : |arg(w — a)| < an/2},
a = 1/2(2 — «) stosujac odpowiednio dobrane przesuniecie i obrét (w przy-
padku zbioréw (Ds)¢, (Dy)¢ trzeba dodatkowo zastapi¢ « przez 1 — «), zatem
funkcje ekstremalne mozna uzyska¢ sktadajac funkcje f(z) = a [1 — (%:;)2_61
Se5t) st t € (—1,1) i obrotem o kat

A=) f(=it) ! ki
¢ € [—m, 7|, z odpowiednio dobranymi parametrami ¢, §. Jak pokazano w
dowodzie Twierdzenia 1 w [H9], wierzchotki sektoréw generuja brzeg zbioru
Koebego klasy K.

_ -1
Niech r1(6) = [2(2 — a) cos 32| g ro(6) = {2(1 + a) cos 91—%2} i niech o

z transformacja Mobiusa fi(z) =

bedzie jedynym rozwigzaniem rownania (2 — «) (cos 2(2%(1)) — 1) +1—-2a=0

w przedziale [0, 1], zas as = 1 — ay.

Twierdzenie 3.28 (H9, Thm.1). Zbior Kx,, o € [0,1] jest obszarem ogra-
niczonym 1 symetrycznym wzgledem obu o0si plaszczyzny zespolonej. Istnieje
liczba 0, € (0,7/2) taka, Ze brzeg tego zbioru w pierwszej cwiartce plaszczyzny
zespolonej ma réwnanie biequnowe w = r(0)e?, gdzie

L. r(0) =ri(0), 0 €[0,7/2] dla o€ 0,a1] ,

_|r(0) , 6€10,604]
20O =01400) . 0 € [0u, /2]
3. r(0) =mry(0) , 6 €[0,7/2] dla « € [ag, 1] .

dla o€ o, a9 ,

Powyzszy rezultat uogélnia znane wyniki uzyskane przez Reade’a i Ztotkie-
wicza w [53] oraz, niezaleznie, przez Goodmana i Saffa [19]. Mianowicie, dla
a=01a=1mamy
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Whiosek 3.6 (H9, Cor.2). Zbiér Koebego Ky ;) jest obszarem ograniczonym
1 symetrycznym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Brzeg tego zbioru w
pierwszej cwiartce plaszczyzny zespolonej ma rownanie bieqgunowe

1
~ 4cos(0/2 — m/4)
Whniosek 3.7 (H9, COI“.3). KIC(l) = ZK/C(Z)

w e’ 0eco,m/2) .

Na podstawie Twierdzenia 3.28 mozna réwniez wyznaczy¢ zbiory Koebego
dla klasy K., —1 < 8 <y < 1. Warto zauwazy¢, ze jesli f € K, to F(z) =
e OT/2 (1972 | gdzie § = %(6 + ), nalezy do K3 . Spostrzezenie to pozwala
przeksztatci¢ zbiory ekstremalne w klasie K, w zbiory, ktore sg ekstremalne w
klasie K . Dzigki temu mamy

Twierdzenie 3.29 (H9, Thm.1). Niech 3 i~y bedg ustalonymi liczbami takimi,
e =1 < B <y < 1. Wtedy Ki,, = e 2Ky | gdzie § = %([3—1—7) i =
1
:(y—0).

Gdy 0 = —v,t0 0 = 01 a = v i wtedy Twierdzenie 3.29 sprowadza sie

do Twierdzenia 3.28. Jesli zas v = 3, to 0 = 1 @ = 0. Otrzymujemy stad
zbior Koebego klasy K g funkcji jednolistnych, wypuktych w kierunku e'im/2.

B e -1,1].
Whniosek 3.8. Niech § € [—1,1] bedzie ustalong liczbg. Wtedy
K;Cﬁ_ﬂ = ezﬂw/2KK(1) .
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4. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

Prace, ktére nie zostaly wilaczone do osiggniecia habilitacyjnego dotycza
nastepujacych zagadnien:

e zbior6w Koebego i zbioréw pokrycia - [P2], [P4], [P5], [P6], [P9], [P11],

P12], [P16],
e probleméw jednolistnosci dla funkeji typowo-rzeczywistych - [P1], [P3],
[P7],

e funkcji bi-jednolistnych - [P13], [P14],

e funkcji kotowo-symetrycznych - [P15], [P1§],

e wyznacznikéw Hankela dla funkcji analitycznych - [P17], [P20], [P21],
P22]

e innych zagadnien dotyczacych funkcji analitycznych - [P8], [P10], [P19].

Wyniki uzyskane w pracach [H1-H9] stanowia najwazniejsza czesé gtéwnego
nurtu badan zwigzanych z wyznaczaniem zbiorow Koebego i zbioréow pokrycia.
Jednakze cze$é wynikéw opublikowanych w pracach [P2], [P4], [P5], [P6], [P9],
[P11], [P12], [P16] nie zostala wtaczona do cyklu prac stanowiacych osiagniecie
habilitacyjne.

Badania nad zbiorami Koebego w klasie [Cr funkcji wypuktych o wspot-
czynnikach rzeczywistych prowadzit McGregor [42]. W podklasie g ztozonej
z funkcji nieparzystych zbior Koebego wyznaczony zostat przez Krzyza i Re-
ade’a [33]. Wyniki w [P2] uogélniaja powyzsze rezultaty. Opisano w tej pracy
zbiory ekstremalne i funkcje ekstremalne dla klasy Kgx™, n € N ztozonej z
tych funkcji f € Kg, ktore sa n-symetryczne. Dzieki temu wyznaczone zostaly
zbiory zarowno Koebego, jak i pokrycia w tej klasie.

W artykule [18] Goodman stwierdzil, ze wyznaczenie zbioru Koebego dla
klasy 7@ funkcji typowo-rzeczywistych nieparzystych jest bardzo trudnym
wyzwaniem (por. takze komentarz w [17]). Jak dotad nie udalo si¢ tego zbioru
wyznaczy¢. Znane sg jedynie pewne nadzbiory zbioru Ky (por. [58]). Przy
wykorzystaniu metody obwiedni, w pracach [P4] i [P6] badane byty zbiory
Koebego, ale tez zbiory pokrycia, w 7 nad pewnymi zbiorami D.

W przypadku zbioréw Koebego rozwazano rodzine zbioréow Q,, o < 4/3
zwigzanych z obszarami jednolistnosci klasy 7). Jako szczegdlny przypadek
otrzymano zbiér Koebego klasy 7, nad zbiorem Qy = H, gdzie H jest zde-
finiowany przez (3.5). Uzyskany wynik w [P4] naprawia btad z pracy Merkesa
[43]. Najwiekszym zbiorem rodziny §2,, dla ktérego mozna byto wyznaczyé¢
zbior Koebego jest €)y/3. Zbidr ten jest nadzbiorem zbioru lokalnej jednolist-

nosci klasy 7?. Bardziej precyzyjnie, zbiér lokalnej jednolistnosci jest postaci
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Q3 \ {£ip : p > V2 — 1}. Z kolei zbiory pokrycia badane byly nad zbiorami
A, re(0,1).

Okazuje sie, ze dla r € (0, (/5 — 1)/2) jest Ly (A,) = g1(A:) U go(A,),
gdzie gi(z) = (152(:%)%7 t € [0,1] (dla poréwnania, w klasie 7 jest Lr(A,) =
ki(A) Uk_1(4,), gdzie ki(z) = o tE [—1,1]). Jednak dla duzych r
(tj. 7 € (/5 —1)/2,1)) tylko jedna funkcja jest ekstremalna. Mamy wtedy
Lro(Ar) = gi(Ay).

Podobne zagadnienia rozwazano takze w pracy [P5] dla klasy 7.M ztozonej
z funkeji postaci f(z) = Jy 15 du(t), gdzie p € Py ).

Badania opisane w pracach [P9] i [P16] dotycza funkcji z ustalonym kie-
runkiem wypuktosci. W przypadku [P9] jest to wypukto$¢ w kierunku osi
urojonej. Dla klasy takich funkcji, posiadajacych rzeczywiste wspoétczynniki,
wyznaczono zbiory Koebego i zbiory pokrycia, a takze minoranty i majoranty.
Wyniki zalezg od parzystosci n. Rozwazania przedstawione w pracy [P16] sg
kontynuacja rozwazan opisanych w [H8] dla klasy F™), gdzie n jest nieparzy-
ste.

Takze z klasa funkcji typowo-rzeczywistych zwiazana jest praca [P12]. Funk-
cje typowo-rzeczywiste z inng normalizacjg niz klasyczna rozwazata jako pierw-
sza Pitat w [49]. Przedstawila w tej pracy podstawowe wlasnosci klasy 7 (r),
ztozonej z funkeji typowo-rzeczywistych z unormowaniem Montela f(0) = 0,
f(r)y=r,r € (0,1). Postugujac sie idea Goodmana z pracy [16], Lewandowski
i Miazga [35] wyznaczyli zbiér Kr(,y. Wspomniana idea bazowata na podpo-
rzadkowaniu funkcji klasy 7 tzw. uniwersalnej funkcji typowo-rzeczywistej,
ktora nie jest jednolistna. W [H3| opisana zostala koncepcja innej metody,
prowadzacej do wyznaczenia zbioru Kp, bez potrzeby odwotywania sie do
podporzadkowania z wielolistng funkcja majoryzujacg. Analogiczng metode
mozna zastosowac do klasy 7 (r). Dzigki temu uzyskane zostaty zbiory Kz
dla r € (0,1).

Pewnym podsumowaniem badan dotyczacych zbiorow Koebego dla klas funk-
¢ji jednolistnych n-symetrycznych, spetniajacych dodatkowe warunki geome-
tryczne sa rezultaty zaprezentowane w [P11]. Powyzej wspomniane warunki
geometryczne to: wypuktosé, wypuktosé w kierunku osi rzeczywistej oraz wy-
puktos¢ w kierunku osi urojonej. Drugim kryterium roéznicujacym wyniki to
fakt, czy wspoétczynniki sg rzeczywiste czy dowolne. Wykazano m.in. ze dla
klasy K™ funkecji wypuklych n-symetrycznych jest Ko = A, , gdzie r, =
I'(1/n)?/2nT(2/n), n € N.
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Problemy zwigzane z jednolistnoscig funkcji typowo-rzeczywistych byty ba-
dane w pracach [P1] i [P3]. Gotuzin wykazal [13], ze wszystkie funkcje typowo-
rzeczywiste sa jednolistne w zbiorze H postaci (3.5). Co wiecej, zbioru tego
nie mozna powiekszy¢ w taki sposob, by nadal wszystkie funkcje klasy 7 byty
jednolistne.

Z pracy Gotuzina wiadomo, ze dla 7 zbior lokalnej jednolistnosci jest iden-
tyczny jak zbior jednolistnosci, czyli jest rowny H. Okazuje sie, ze zbiory lo-
kalnej jednolistnosci i jednolistnosci dla klasy 7 réznia sie. Zbior lokalne;
jednolistnogci zostat wyznaczony w pracy [31]. Jest on postaci G(T®?) = {z €
Azt 4 222 4+ 1] > 322\ {%ip : p > V2 — 1}. Oczywiscie, H C G(T?). zZ
drugiej strony, zbiorem jednolistnosci klasy 72 jest, podobnie jak dla klasy
T, zbiér H. Fakt, ze zbiory lokalnej jednolistnosci i jednolistnosci dla 7 sie
roznia, pozwala znajdowaé¢ inne niz H zbiory jednolistnosci w tej klasie.

W [P1] wykazano, ze zbior D = Dy U Do, gdzie

Dy={zeA:|z"+ 22 +1 > 2", Rez >0} ,

1222
Dy = A:|l——mm— —1
: {ze ‘<1+z2>2

<2,Rez<0},

tez jest zbiorem jednolistnosci klasy 7). Wynik ten zostal uogélniony w [P3],
gdzie uzyskano dwuparametrows rodzine zbioréw jednolistnosci klasy 7).

Jednolistnosé¢ funkceji klasy 7°(1/2) byta przedmiotem rozwazan w [P7]. Wy-
znaczone zostaly promienie: lokalnej jednolistnosci i wypuktosci w kierunku
osi urojonej oraz oszacowane zostaty promienie: gwiazdzistosci, wypuktosci w
kierunku osi rzeczywistej oraz wypuktosci.

Prace [P13] i [P14] poswigcone sa oszacowaniom wspotczynnikéw w pewnych
podklasach funkcji bi-jednolistnych. O funkcji f méwimy, ze jest bi-jednolistna
jesli f oraz f~! sa jednolistne w A. Z jednolistnosci f wynika oczywiscie jed-
nolistnog¢ f~1. Z drugiej strony, nie dla kazdej funkcji f, funkcja f~! jest ana-
lityczna w calym kole A. Jako przyktady funkcji ktére sg bi-jednolistne mozna

podaé: = %10g% czy log 1%2 Z drugiej strony funkcje takie jak ﬁ czy

1-27
z + 22/2 nie sg bi-jednolistne. Klase wszystkich funkcji f € A, ktére sg bi-
jednolitne oznaczamy symbolem S,. Problematyka dotyczaca podklas klasy
S, jest ostatnio intensywnie podejmowana. Niestety, doktadnych wynikow do-
tyczacych oszacowan wspotezynnikéw funkeji bi-jednolistnych w zasadzie brak.

Jedynym znanym doktadnym oszacowaniem jest nierownosé¢ |a,| < 1, n € N
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prawdziwa dla funkcji bi-jednolistnych wypuktych (por. [7]). Nawet oszacowa-
nia wspotczynnika as sa niedoktadne. Mamy np. |as| < 1.51 dla S, (por. [37]),
czy |az| < v/2 dla klasy S* funkcji bi-jednolistnych gwiazdzistych (por. [28]).

W [P13] zaproponowaliémy wykorzystanie do oszacowan wspo6tczynnika as
w roznych podklasach klasy S, funkcjonatu Fekete-Szego. Dzieki temu moz-
liwe bylo poprawienie oszacowan podanych w pracach [1] (Ali et al) oraz [7]
(Brannan, Taha). Oszacowania w [P14] poprawiaja wyniki z prac [1] oraz [45],
dotyczace as dla funkcji z S,, ktore sa gwiazdziste rzedu « i silnie gwiazdziste
rzedu a oraz wypukle rzedu « i silnie wypukte rzedu a.

Funkcje kotowo-symetryczne rozpatrywane byly w [H5], ale takze w dwdch
artykutach: [P15] i [P18]. W [P15] analizowane byty wtasnosci funkcji kotowo-
symetrycznych z ustalonym drugim wspoétczynnikiem oraz funkcje kotowo-
symetryczne gwiazdziste. W [P18] badana byta klasa X’ funkcji kotowo-symetry-
cznych lokalnie jednolistnych. Przeanalizowane zostaly wtasnosci dwoch rodzin
funkeji nalezgcych do X', a posiadajacych istotne znaczenie dla catej klasy X”.
Rozwigzane zostaly problemy dotyczace oszacowania wspotczynnikow tej klasy
(lan| < 2321 %(?:f), funkcja ekstremalna f(z) = zexp {2 ). Wykazano m.in.,
ze dla funkcji f € X’ iz € H, gdzie H jest postaci (3.5), jest Re foES) > 0.
Jest to o tyle ciekawe, ze identyczna wtasnos¢ zachodzi dla klasy 7 funkcji
typowo-rzeczywistych. W [P18] wyznaczono réwniez promienie gwiazdzistosci,
wypuklodei i jednolistnosci dla klasy X”.

Tematyka zwigzana z wyznacznikami Hankela stata sie popularna w litera-
turze matematycznej ostatnich lat. Wiekszo$¢ badan koncentruje sie na wy-
znacznikach Hy(2) oraz H3(1). Wyznaczniki te sa postaci Ho(2) = asay — as?
oraz H3(1) = (agzas — a4®) + as(asas — asas) + az(azay — as?). Badan doty-
czacych oszacowan Ho(2) i H3(1) w klasach funkcji niejednolistnych dotad nie
prowadzono.

W artykule [P17] rozwazaliémy wyznaczniki Ha(n) = a,an+2 —an12 W klasie
T funkcji typowo-rzeczywistych. W odréznieniu od wynikéw w podklasach
klasy S, gdzie wyrazenie |Hs(2)| jest ograniczone przez 1, w klasie 7 wartos$¢
tego wyznacznika przekracza te liczbe. Mamy bowiem dokladne oszacowanie
—9 < Hy(2) < 1. Wykazano w [P17] takze dokladne oszacowanie —4(3 —
V6)/9 < Hy(3) < 15. Co wiecej, uzyskano ogélne nieréwnosci dla Hy(n),
n>4wTiT®.

Innym przyktadem klasy ztozonej z funkcji niejednolistnych, dla ktorej uzy-
skane zostaly oszacowania pewnych funkcjonaléw wspoédtczynnikowych, jest
klasa 7' (\) zdefiniowana przez Szynala w [60]. Mianowicie, f € 7(A), A > 0
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jedli f jest analityczna w A i ma postaé¢ f(z) = [} mdu(t), gdzie
p € Py ). Oczywiscie, 7 (1) = 7. Wspoétezynniki funkcji tej klasy wyrazaja
sie przy pomocy wielomiandéw Gegenbauera Cfﬁ). Wykorzystujac wlasnosci
tych wielomianéw, w [P21] wyznaczone zostaly zbiory zmiennosci par wspot-
czynnikéw funkcji z klasy 7 (A): (ao,a3), (as,as) oraz (ag,ay). Dzieki temu
rozwigzane zostaty problemy dotyczace oszacowan funkcjonalow takich jak:
az — pas?, as — pas?, ay — asaz czy Hy(2) = asay — az®.

Skomplikowang sprawa jest wyznaczenie doktadnego oszacowania wyznacz-
nika Hy(2) w klasie funkcji prawie wypuktych C. Wynika to z faktu, ze funkcja
f € C, jedli istniejg funkcja gwiazdzista g, funkcja p € P i liczba rzeczywista
B € (—n/2,7m/2) takie, ze e¥zf'(2)/g(z) = p(2)cos 3 + isin 3. Oznacza to,
ze wspotezynniki funkcji f zalezg od wspotezynnikow funkeji p i g oraz liczby
B. Najlepszym znanym do tej pory oszacowaniem Hy(2), ale dla klasy Cy, to
jest w przypadku gdy 5 = 0, jest wynik opublikowany w [51]; udowodniono,
ze |Hy(2)| < 85/36. W pracy [P24] udowodnilismy, ze dla Cy jest prawdziwa
nier6wnosé |Ho(2)| < 1.242.... Co wiecej, wykazaliSmy, ze w klasie S funkcji
jednolistnych, w odréznieniu od klasy &* funkcji gwiazdzistych, modut dru-
giego wyznacznika Hankela moze przekraczaé liczbe 1.

Innym problemem pojawiajacym sie w literaturze dotyczacej wyznacznikow
Hankela jest doktadne oszacowanie wyznacznika H3(1) chocby dla najwazniej-
szych podklas funkcji jednolistnych. Takie doktadne oszacowania nie sg znane,
a proby zblizenia sie do tych doktadnych oszacowan przynosza efekty raczej
niesatysfakcjonujace.

Kierujac sie ta motywacja, w [P20] uzyskaliSmy oszacowania dos$¢ bliskie
hipotetycznym doktadnym oszacowaniom dla trzech klas: S*, K oraz R zlo-
zonej z funkcji analitycznych f, dla ktorych Re f/(z) > 0 w kole A. Uzyskano
nastepujace wyniki: |H3(1)] < 1 dla f € 8%, |H3(1)] < 0.09...dla f € K i
|Hs(1)| <0.68...dla f € R, ale takze dokladne oszacowania tego wyznacznika
w podklasach ww. klas ztozonych z funkcji 2-symetrycznych (czyli nieparzy-
stych) i 3-symetrycznych. I tak np. dla S i RG) uzyskano oszacowania:
4/9 1 1/4. Mozna sformutowaé hipoteze, ze liczby te sa doktadnymi ogranicze-
niami |H3(1)| w klasach §* 1 R. Wérdéd dokladnych oszacowan uzyskanych dla
S*?) K@ oraz R® warto wymieni¢ oszacowanie dla funkeji wypuklych, nie-
parzystych, tj. |H3(1)|] < 4/135. W przypadku wynikéw doktadnych wskazane
zostaly funkcje ekstremalne, czyli te, ktére realizujg réwnosé w tych oszaco-
waniach.
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Kontynuacje badan opisanych w [P20] stanowia rozwazania w [P23] do-
tyczace trzeciego wyznacznika Hankela dla klas S*(a) i K(a), a < 1, od-
powiednio funkcji gwiazdzistych rzedu « i funkcji wypuktych rzedu a. Uzy-
skane zostaly oszacowania H3(1), takze w podklasach ztozonych z funkcji 2-
symetrycznych i 3-symetrycznych. Poprawione zostato przy okazji znane wcze-
$niej oszacowanie (podane w [2]) dla klasy KC(—1/2) ztozonej z funkcji prawie
wypuktych (por. [61]).

Funkcjonal ®(p) = asay — pas?, bedacy uogdlnieniem wyznacznika Ho(2),
dla funkcji f € A takich, ze Re f'(z) > «, o € [0,1), badany byl w pracy
[20]. Autorzy znalezli dokladne oszacowania tego funkcjonatu dla p < 0 i
p > 9/8. Co wiecej, postawili hipoteze dotyczaca dokladnego oszacowania
O(p) dla € [0,9/8]. W [P22] wykazano, ze hipoteza jest falszywa i znaleziono
oszacowania, ktore w pewnym zakresie parametru p sa doktadne.

Autorzy pracy (23] wykazali, ze dla klas §* oraz K prawdziwe sa nierow-
nosci |H2(2)] < 11 |H2(2)] < 1/8, odpowiednio. W [P25] ten wynik zostal
uogdblniony; podane zostato doktadne oszacowanie funkcjonatu ®(u) Wyzna-
czone zostaly takze oszacowania funkcjonatu O(u) = ay — pasag dla obu wyzej
wymienionych klas.

W pozostatych opublikowanych artykutach poruszane sg tez inne zagadnie-
nia z zakresu geometrycznej teorii funkcji analitycznych. Sg to m.in. oszaco-
wania poczatkowych wspoétczynnikéw oraz wartosci residuéw funkeji meromor-
ficznych wklestych [P8], czy twierdzen o znieksztatceniu funkeji z klasy 7°(1/2)
[P10]. W [P19] rozwazalismy klase R, (¢) funkcji f € A zdefiniowanych na-
stepujacym warunkiem: f(z) + M52 f7(2) < ¢, gdzie ¢ jest ustalong funkcja
analityczng taka, ze ¢(0) = 1, za$ a € (—m, 7]. Dla tak okreslonej klasy R (¢)
uzyskany zostat warunek konieczny i dostateczny przynaleznosci do klasy.
Otrzymano takze oszacowania wspotczynnikéw i funkcjonaléw typu Fekete-
Szegd oraz pewne wyniki dotyczace podporzadkowania. W [P19] rozwazano

takze klase funkcji bi-jednolistnych takich, ze f € Ro(¢) oraz f~1 € Ra().
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