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W pracy przedstawiono analizg wplywu parametréw geometrycznych i
materialowych na masg, stateczno$¢ i no$nosé plyt prostokatnych, zbudowanych
z pigeiu warstw o roznej grubosci i wykonanych z réznych materialéw. Analiza
nos$nodci prowadzona jest w zakresie sprezysto-plastycznym, w oparciu o
rownania Prandtla-Reussa i kryterium plastycznosci Tsai-Wu. Wyniki wstepnych
obliczen przedstawiono na wykresach.

1. WSTEP

Wielowarstwowe plyty zwane tez laminatami sa postrzegane jako konstrukcje
korzystne ze wzgledu na mozliwo$¢ ksztaltowania ich zgodnie z rosnacymi zadaniami
dotyczacymi lekkosci 1 wysokiej nosnosci. Plyty takie sa szeroko stosowane nie tylko w
lotnictwie, ale takze w budownictwie i przemysle motoryzacyjnym. Warstwy plyty sa
najczgsciej wykonane z kompozytéow, ktore w dalszych rozwazaniach bedziemy
traktowa¢ jako material ortofropowy. Aby otrzymal pelng informacje o pracy phyt,
poddanych obciazeniom dzialajacym w ich plaszczyznie, nalezy w rozwazaniach
uwzgledni¢ nie tylko stan krytyczny i zakrytyczny w zakresie sprezystym (w oparciu o
nieliniowa teori¢ plyt laminowanych) ale rowniez zastosowaé odpowiednie kryterium
uplastycznienia i dalej zwigzki opisujace zaleznosci fizyczne w obszarach sprezysto-
plastycznych. Taka analiza mozliwa jest jedynie na drodze numerycznej, gdyz zwiazki
naprezenie-odksztatcenie (rownania Prandtla-Reussa) maja charakter przyrostowy. Bez
watpienia metody czysto numeryczne (np. MES) sa najbardziej ogélnym narzedziem i
pakiety profesjonalne pozwalaja na znalezienie odpowiedzi dla szerokiej gamy plyt
wielowarstwowych, ale nie nalezy zapomina¢ o dlugim czasie obliczen i wysokich
kosztach. Nalezy rowniez pamigtac, Ze warunkiem uzyskania prawidlowych wynikow
jest zbudowanie odpowiedniego modelu, wybdér odpowiedniego elementu,
wprowadzenie adekwatnego kryterium plastycznoéci i prawidlowe przyjgcie warunkow
brzegowych. Metody analityczno-numeryczne, w ktdrych analityczne zaleznosci w
zakresie sprezystym  sg wykorzystywane do zbudowania iteracyjnej procedury
numerycznej musza z natury by¢ mniej ogdlne ale daja szybkie 1 wystarczajaco
dokladne wyniki, szczegélnie je$li zalezy nam na wyznaczeniu maksymalnego
obciaZenia przenoszonego przez plyte
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Przedmiotem badan sa plyty prostokatne zbudowane z pieciu warstw
ortotropowych, o glownych osiach ortotropii réwnoleglych do brzegdéw piyty. Plyty
poddane sa jednokierunkowemu $ciskaniu, ale poniewaZ nieobciazone brzegi musza
pozosta¢ nieruchome w rzeczywistosci mamy do czynienia z dwukierunkowym
sciskaniem. Dla konstruktorow interesujace moze by¢ okreélenie jak zmieniajq sie:
masa, sztywno$¢ plytowa, naprezenie krytyczne i1 naprezenie graniczne (no$nosé) w
zaleznosci od przyjgtych parametrow geometrycznych (grubosci poszczegdlnych
warstw) 1 materialowych (rézne materiaty oraz rézne ulozenie warstw).

2. POSTAWIENIE PROBLEMU

Rozpatrywane sa plyty prostokatne poddane obciazeniu $ciskajagcemu w ten
sposob, ze badana jest odpowiedz plyty na przyrost przemieszczenia AU jej brzegow.
Plyty sa plaskie i wolne od naprezen. Zalozono, ze wszystkie brzegi plyty sa
przegubowo podparte i pozostaja proste podczas obcigzania. Brzegi nieobciaZone
pozostajg nieruchome.

Plyty zbudowane sa z 5-ciu warstw symetrycznie polozonych wzgledem
powierzchni §rodkowej (rys.1). Jesli wlasnosci wytrzymatosciowe materialow warstw sg
tego samego rzedu to przyjmuje sig, Ze hipoteza Kirchhoffa pozostaje shuszna w calym
przekroju poprzecznym.
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Rys. 1. Geometria 1 obciazenie plyty

Wiasnoéci materialowe poszczegélnych warstw sa okre$lone przez nastepujace
state sprezyste: moduty Younga Ei , El;,; liczby Poissona Vty,vtx; 1 modut sprezystosci
postaciowe] G (k=1,2,3). Jak wiadomo, stuszna jest zaleznoéé E‘; /E‘; = viy / vl;x i

Przedwyboczeniowe wyrazenia dla p6l przemieszczen i naprezen sa nastgpujace:
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X
o _ —_— o _ . 0 - 0~ 0 -
u =U 2 3 v 0: Oy const., 0'y const., Ixy 0. (1)

W zakresie sprezystym analiza statecznosci prowadzona jest w oparciu o

nieliniowa teorig ptyt laminowanych [4 ].
Po przyjeciu funkeji ugigcia w postaci:

w=f sinz—t—)f—sinfg— ; gdzie f jest swobodnym parametrem, (2)
a

wyznaczono (w sposob dokladnie opisany we wczesniejszych publikacjach [2])
przemieszczenia powierzchni srodkowej plyty:

u=u°+1°2(Clsin2—nx—+Bl singﬂcosﬂ] (3)
a a b

v=v°+f2(Czsing%Z+stin2—:1cosg—E]. (4)
a

State C,, C,, B,, B, zaleza od geometrycznych i materialowych wlasno$ci warstw:

eéb-cd cb-ea
BIWA T 27 ~o
ad-b ad-b
_ ) - A - - [ 2]
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a“ 16a
5 El,ﬁ 5 E';
A11 = - ” (Zk Zk-—l)a A22 = Z X (Zk Zk—-l))
k=1 1=V, Vix) k=t 1=V, Vix)
5, viEy >k
Ap=2 —(2y —241) Ay =2 Gy (2 ~24).
k=11=(Vyy Vyy) k=1

Naprezenia krytyczne dla plyt prostokatnych zbudowanych z 5 warstw
ortotropowych poddanych temu szczegélnemu przypadkowi $ciskania znaleziono w
oparciu o rozwiazanie przestawione w fundamentalnej pracy Timoszenko i Gere [6] dla
plyty izotropowej.

Stosujac znane nieliniowe zwiazki geometryczne pomigdzy odksztalceniami i
przemieszczeniami oraz prawo Hooke’a dla materialu ortotropowego, mozemy okresli¢
sprezyste pole naprezen w kazdym punkcie rozpatrywanej plyty.

159



Aby wyznaczy¢ wartos¢ maksymalnego obcigzenia przenoszonego przez plyte
nalezy prowadzi¢ analiz¢ w obszarach sprezysto-plastycznych. W stanie plastycznym
poczyniono nastgpujace zalozenia:

. charakterystyki materialowe warstw sa znane w catym zakresie obciazenia ;

. materialy podlegajq kryterium Tsai-Wu;

. wszystkie zatozenia nieliniowej teorii plyt pozostaja nadal shiszne;

» postacie funkcji przemieszczen sa takie same ale amplituda ,.f° pozostaje

parametrem swobodnym,

. zgodnie z teorig plastycznego plynigcia przyrosty naprezen sa zwigzane z

przyrostami odksztalcen poprzez roéwnania Prandtla-Reussa.

W tej pracy przyjeto, ze wszystkie charakterystyki materialowe warstw sg liniowo
sprezyste, bez wzmocnienia w zakresie plastycznym. W takim razie dla kazdego z trzech
rozwazanych materialdbw musza byC¢ znane granice plastycznoéci w kierunkach

gtownych ortotropii  (dla jednokierunkowego $ciskania Cl;, Cl; oraz dla
jednokierunkowego rozciagania T,‘: , T;‘) 1 granica plastycznosci wyznaczana w probie

czystego $cinania S.

W przypadku gdy granice plastycznosci odpowiadajace probie jednokierunkowego
$ciskania 1 rozciggania nie sa tozsame, Tsai 1 Wu [7] zaproponowali — dla ptaskiego
stanu naprezenia - kryterium w nastgpujacej postaci:

f=k,o0, +ky0, +k,,02 +k220§ ~kj0,0, +3k33tiy =1; (5)

gdzie parametry k,;, k,, oraz k;;, ki 1 ki3 zaleza od granic plastycznosci
omowionych wczeéniej, a parametr k;, moze byé wyznaczony na podstawie
przyblizonych zaleznosci, badz na drodze do§wiadczalnej (patrz [7] 1 [5]).

W analizie stanu zakrytycznego w obszarze sprezZysto-plastycznym rownania
Prandtla-Reussa [3] przyjgto w postaci:

E
AC, = zl—:;—’i-v——[Aex + V88, —A(S,, + Vv, Syl
xy ¥ yx
E,
Oy T mhgy V8 = ASyy + VSl )
Xy © yx

at,, =G (ayx —ASy),

gdzie:

TC

S =*§"(k2 +2kg0, —kj50,),

XX Yy

TC
=“§‘(k1 +2ky10, —k504), S
S,y =2TCky;1,,.

T i C oznaczaja wartosci granic plastycznosci odpowiednio przy rozciaganiu i Sciskaniu,
okreslone dla charakterystyki materialowej wybranej jako charakterystyka odniesienia
(najczesciej charakterystyka w kierunku obciazenia) [S].

Dla materiatu ortotropowego o charakterystykach liniowo sprezystych - plastycznych
bez wzmocnienia, parametr A jest wyrazony jako:
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_ (Sxx +VxNSyy )ae, +N(S,y + Vv, Sy, )ae, +G*SxyA’ny

; (7)

Sy, +2nv,,S,.S, +nS;, +G"S,
drie: m=—t;  G' =Gl )/E
gazie: T]——E——, =0y —‘Vyxny X

X

3. METODA ROZWIAZANIA

Metoda rozwiazania jest kombinacjg rozwiazan analitycznego i numerycznego.
Byla juz wielokrotnie stosowana przez autoréw w ich pracach np. [1], [2],[5]. Obecnie
procedura obliczen zostala tak zmodyfikowana aby mozna bylo badaé plyty
wielowarstwowe zbudowane z warstw ortotropowych.

Do zagadnienia stanu zakrytycznego w obszarze sprgzysto-plastycznym stosowana jest
metoda warlacyjna Rayleigha-Ritza z uwzglednieniem plastyczno$ci. Badana jest
odpowiedz plyty na przyrost skrocenia AU. Aby wyznaczy¢ przyrosty energii w
obszarach plastycznych i sprezystych przeprowadzono dyskretyzacj¢ kazdej warstwy na
elementy prostopadtoscienne. W kolejnym kroku obliczenn wyznaczany jest przyrost
energii w poszczegolnym elemencie 3-wymiarowym. Przyrosty te sa sumowane dla
pojedynczej warstwy, a nastepnie dla calej plyty. Po numerycznym przeprowadzeniu
minimalizacji energii wzgledem niezaleznego parametru ,,f” funkcji ugigcia wyznaczane
sa (rowniez na drodze numerycznej) naprezenia Srednie $ciskajace ptyte. Naprezenia te
odpowiadaja wprost obciazeniu przytozonemu do ptyty.

Nalezy zauwazyé¢, ze w kazdym kroku obliczen uwzgledniono mozliwosé
wystapienia proceséw aktywnych, neutralnych i biernych (zwiazanych z odciazeniem).
W procedurze obliczen przewidziano redukcjg naprezen do powierzchni plastycznosct.

4. WSTEPNE WYNIKI OBLICZEN

Pierwsze obliczenia przeprowadzono dla plyt wykonanych z warstw izotropowych
o nastepujacych wlasnosciach materialowych:
- warstwa stalowa: E=2-10° MPa; vs=0.3 ; T=C, =384 MPa;
p,=7.95-10" kg/m’
- warstwa kompozytowa: E,=0.55-10° MPa; v,= 0.07; T,=384MPa;
C, =825 MPa; p=1.45-10" kg/m’
- warstwa aluminiowa: E;=2-10° MPa; v,= 0.3 ; T,=C, = 160 MPa;
par=2.95-10" kg/m’
Przyjeto, ze rozwazane plyty (rys.1) sa zbudowane w ten sposéb iz warstwa srodkowa
ma ustalong grubos$¢ g=0.1h, zmienna jest grubos¢ pozostatych warstw. Warstwy ,,3” i
,,5” oraz warstwa ,,1” sa metalowe, zas warstwy ,,2” 1,,4” kompozytowe.
Rozpatrzono dwa typy plyt kwadratowych , oznaczone jako: ,,S-A” (warstwy skrajne
stalowe, warstwa §rodkowa aluminium) oraz ,,A-S” (odwrotny uktad).
Na rysunkach 2 i 4 przedstawiono krzywe pracy piyt dla réznych grubosci warstw i na
ich podstawie, dla kazdego rozpatrywanego przypadku, wyznaczono wartos¢
maksymalnego obcigzenia.
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Rys. 3. Zmiana badanych bezwymiarowych wielkosci w funkcji stosunku
grubosci t warstw zewnetrznych do grubosci plyty h (ptyta ,,A-S”)
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Rys. 5.  Zmiana badanych bezwymiarowych wielkosci w funkcji stosunku
grubosci t warstw zewngtrznych do grubosci plyty h (plyta ,,S-A”)

Zmiane badanych wieloéci takich jak masa (m*), sztywnos¢ plytowa w kierunku

$ciskania (D*), naprezZenia krytyczne (KR*) oraz no$nos¢ (GR*) przedstawiono na rys.3
i 5 w funkcji stosunku t/h (grubosci warstw skrajnych do grubosci calej plyty).
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Wszystkie badane wielkoéci maja charakter bezwymiarowy - zostaly odniesione do
odpowiednich wielkosci wyznaczonych dla jednowarstwowej plyty kompozytowej o
grubosci h.

Poréwnujac wyniki dla plyt typu ,,A-S”(rys.3) i plyt oznaczonych jako ,,S-A”
(rys.5) mozna latwo zauwazy<¢, ze charakter zmian badanych wielkosci wraz ze zmiang
t/h jest diametralnie inny. W przypadku ptyt o warstwach skrajnych wykonanych z
aluminium zaréwno sztywno$¢ jak i naprgzenia krytyczne oraz naprezenie maksymalne
(GR*) zmieniaja sig nieznacznie (okoto 20%) a masa wzrasta o ponad 100%. Dla plyt o
okladzinach wykonanych ze stali istnieje taki przedzial t/h, dla ktérego przyrost masy
jest zrekompensowany poprzez szybszy wzrost sztywnosci i naprezen krytycznych.
Nosnos¢ plyt réwniez rosnie znaczaco.

Wyniki obliczenn majace na celg analize wyptywu zmiany ulozenia gtéwnych osi
ortotropii w poszczego6lnych warstwach zostang przedstawione podczas sympozjum.
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INFLUENCE OF LAYERS ARRANGEMENT ON
STABILITY AND ULTIMATE LOAD
OF FIVE-LAYERED ORTHOTROPIC PLATES

In the paper the analysis of influence of material and geometrical
parameters of layers on mass, stability and ultimate load of rectangular
plates subjected to compression is carried out. The considered plates are
built of orthotropic layers symmetrically arranged with respect to the mid-
plane. The principal axes of orthotropy are parallel to the plate edges. The
analysis is conducted in the elastic and elasto-plastic range, basing on
Tsai-Wu Criterion and Prandtl-Reuss equations. The solution is reached in
the analytical-numerical way by an iterative procedure. The results of
preliminary calculations are shown in figures.
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