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RECENZJA W POSTEPOWANIU
O NADANIE STOPNIA DOKTORA HABILITOWANEGO
PANU DR. PAWLOWI ZAPRAWIE

Pan dr Pawel Zaprawa uzyskal tytul magistra w 1991 roku na Uniwersytecie Marii
Curie-Sktodowskiej w Lublinie. Wtedy tez, bezposrednio po studiach, podjat prace na
Politechnice Lubelskiej i kontynuuje ja do dzisiaj. W miedzyczasie, w 1999 roku, uzyskat
na Politechnice Lodzkiej stopien naukowy doktora. Promotorem jego rozprawy doktorskiej
byt dr hab. Leopold Koczan.

Przedstawione osiagnigcie naukowe, jak i wiekszo§é prac pana dr. Zaprawy, dotyczy
w zasadzie dwéch klasycznych pojeé: zbioru Koebego oraz zbioru pokrycia dla pewnej
klasy funkcji A nad D. Obszar D jest tutaj zawsze podzbiorem dysku jednostkowego A,
natomiast A jest podklasg klasy funkeji analitycznych na dysku jednostkowym, znorma-
lizowanych warunkami f(0) = 0 oraz f'(0) = 1. Poprzez obszar Koebego klasy A nad
zbiorem D rozumiemy

Ka(D) = ﬂ{f(D) : fe A},

natomiast zbidr pokrycia to

La(D) =\ J{f(D): € A}.

1. OMOWIENIE I OCENA NAJWAZNIEJSZYCH WYNIKOW Z PRAC STANOWIACYCH
OSIAGNIECIE NAUKOWE

Przedstawione osiggnigcie naukowe pana dr. Pawla Zaprawy nosi tytut ,Zbiory Koebe-
go i zbiory pokrycia dla klas funkcji analitycznych”, a sktada sie na niego cykl 9 prac.
Zostalo one podzielone przez autora na trzy nastepujgce czesci:

(1) ,Klasy funkeji niejednolistnych o wspélezynnikach rzeczywistych”,
(2) ,Klasy funkgji jednolistnych o wspétezynnikach rzeczywistych”,
(3) ,Klasy funkeji o wspolezynnikach dowolnych”.

Pierwsza praca [H1] czedei (1) dotyczy wyznaczenia obszaru Koebego i zbioru nakrycia
dla klasy funkeji typowo rzeczywistych, oznaczanej w pracach dr. Zaprawy przez 7.
Od 1932 roku wiadomo (jest to wynik Rogosinskiego), ze kazda funkcje f € .7 mozna
przedstawié w postaci

@)= J@au),

gdzie fi(z) = z(1—2tz+2)"" oraz u jest miarg probabilistyczng na [~1, 1]. Z tej reprezen-
tacji ptynie prosty wniosek, wyciaggniety w 1950 roku przez Goluzina: zbiér {f(z): f €
T } pokrywa sie z obszarem wyznaczonym przez krzywa {f;(z) : ¢t € [—1, 1]} oraz odcinek
[f=1(2), f1(z)]. Poniewaz f; sa szczegdlne] postaci, zbiér ten jest po prostu wycinkiem ko-
ta. Ponadto, min{|f(z)| : f € 7} jest realizowane przez element odcinka [f_,(2), fi(2)],
natomiast max{|f(z)| : f € 7} jest realizowane przez f,(z), dla pewnego t € [—L, 1].
Innymi stowy wyznaczenie obszaru Koebego sprowadza si¢ do badania odcinkow

t—z—z +(1—1t) t € [0,1],
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natomiast wyznaczenie zbioru nakrywajacego, do badania T—:—Et"‘;—_{qg, t € [—1,1]. Wspo-
mniane tu badanie odcinkéw autor nazywa za McGregorem ,wyznaczaniem obwiedniej
odcinkéw” .

W pracy [H1| wchodzacej w sklad czesei (1) dr Zaprawa, stosujgc opisany powyzej spo-
s6b, wyznacza zbiory Koebego i nakrywajgce rodziny 7 nad H = {z € A : |z?+1| > 2|z|}
oraz dyskami r4, gdzie r < 1 (oraz r < V2 — 1 w przypadku problemu dla obszaru Ko-
ebego). Rozwazanie tutaj obszaru H wydaje sig naturalne o tyle, ze wszystkie funkcje z
klasy & w restrykeji do H sg injektywne (jest to takze wynik Gotuzina z 1950 roku). Stad
takze wynika zawezenie odpowiednich rozwazai do r < v/2 — 1 — dla takich r dyski rA
sa zawarte w H, a wiec funkcje sg tam injektywne. Problem jest bez watpienia elementar-
ny a potrzebne narzedzia nie wykraczajg poza standardowy kurs analizy matematycznej
(wspotrzedne biegunowe, mnozniki Lagrange’a).

Kolejna praca, [H2], z czesei (1) dotyczy tego samego zagadnienia dla klasy s, wpro-
wadzonej w 1994 przez Szynala, sktadajgcej sig z funkeji postaci f(2) = [i_;y fe(2)du(t),
gdzie, podabnie jak wezesniej, i jest miarg probabilistyczna na odcinku [—1, 1], natomiast

funkcje f; sa dane wzorem
<

filz) = VI—2tz+ 22

Ta reprezentacja catkowa pozwala uzyskaé podobne wtasnoéei dotyezace ming, . {|f(2)[}
oraz maxg, ,{|f(2)|}. Wymaga to pewnych zmudnych obliczen, na prayktad trzeba poka-
zat, ze krzywa t — fi(z) ogranicza obszar wypukly. Ze wzgledu na ksztalt tej krzywej, ra-
chunki przeprowadzone tutaj sg trudniejsze. Pomaga fakt, ze funkcja ¢ f_1 (2)+ (1 —t) f1(2)
jest injektywna w A. Autor uzyskuje tu opisy Lg ,(rd), Lg,(H) oraz Kg, ,(rQ),
K g,,,(H). Zastosowanie przedostatniego wyniku dla 7 = 1 daje wynik McGregora z 1964
roku.

Ostatnig pracg wchodzacg w sktad czedci (1) jest [H3], napisana wspélnie z Kocza-
nem. Jak juz zostalo wspomniane, w pracy [H1] dr Zaprawa wyznaczyl Ko (rA), gdy
r € /2 — 1. [H3] dotyczy zagadnienia dla » = 1. Problem ten zostal rozwiazany przez
Goodmana w 1977 roku w pracy [16] wymienionej w bibliografii w autoreferacie dr. Za-
prawy. W abstrakcie [H3] autorzy pisza: ... we present a new method ... We apply this
method by giving a new proof of the well-known theorem of A. W. Goodman. Postaram sie
po czesei wyttumaczyé¢ idee Goodmana. Wyjsciows funkejg rozwazang przez Goodmana
jest

Ple) = —?1; b (?rz/(l + zg)) 5
1en—1

tzn. zlozenie funkcji ;&7 oraz 2imz/(1 + 2%). Aby wyznaczyé obszar Koebego bierze-
my funkcje f € .7 omijajaca punkt ib. Zawezamy sie do gbérnej péiptaszczyzny, po-
niewaz f(A) jest symetryczny. Wtedy f(z)/mb omija punkt i/m. Funkcja F zawezona
do gérnego poélokregu jest nakryciem rozgalezionym C\ {i/7}, wiec mozemy rozwazaé
H(z) := F~Y(f(z)/xb). Jest to réwnowazne z wzigciem galezi logarytmu funkeji f ztozone;
z pewna funkcjg homograficzng. Goodman rozszerza te funkcje na dolna pélplaszczyzne
i stosuje nastepnie lemat Schwarza do funkcji H. Postepuje podobnie, gdy f omija punkty
a + ib oraz a — ib, a # 0 (skiada wtedy z odpowiednig homografig i przesunieciem).

Metoda dr. Zaprawy opisana w autoreferacie jest z kolei nastepujaca (uzywam ozna-
czen z tegoz autoreferatu): Autor bierze f €  nie prayjmujaca wartodei pe? oraz pe=%
(f(A) jest symetryczny). Nastepnie rozwaza (f(z) — pe?®)(f(2) — p(e™®))~!. Funkcja ta
nie przyjmuje 0 1 1, wiec

f(z) — pe®

h(z) = —1 log '};m,



gdzie galaz jest wzigta tak by h(0) = @, jest analityczna w A (cazyli tak jak Goodman
bierze gataz F'~! zlozong z f). Dr Zaprawa nastepnie pokazuje, ze h < H, gdzie H(z) =
20 + e (ztozenie tych funkcji z odpowiednimi antomorfizmami daje funkcje F
wystepujaca u Goodmana). Stad wnioskuje, ze h'(0) < H'(0). Symbol b < H, gdzie
H jest injektywne, oznacza, ze H™' o h jest odwzorowaniem z A w A zachowujacym 0.
Tak wigc nieréwnoéé h'(0) < H'(0) jest po prostu zastosowaniem lematu Schwarza (wiec
znowu jak u Goodmana).

Nie widzg istotnych réznic pomiedzy dowodem Goodmana a tym przedstawionym przez
dr. Zaprawe. Wydaje mi sig, Ze myli sig autor piszac w autoreferacie: Wynik (...) jest mosli-
wy do uzyskania bez odwolywania si¢ do funkcji okreslonych na powierzchniach Riemanna.
Czym innym jest wziecie galezi logarytmu?

Dalsza cz¢s¢ pracy [H3] stanowi kontynuacje badafi obszaréw Koebego (w tym przy-
padku jedynie nad dyskiem jednostkowym) dla innych klas funkeji. Gléwnym wynikiem
jest zastosowanie opisanej wyzej metody do rodziny znormalizowanych funkeji typowo
rzeczywistych f takich, ze f(A) C C\ (—oo, —M/4]. Skladajgc funkeje z tej klasy z odpo-
wiednimi funkejami (injektywnymi, znormalizowanymi i typowo rzeczywistymi) miedzy
odpowiednimi obszarami dr Zaprawa uzyskuje w prosty sposéb opis obszaréw Koebe-
go innych, réwnowaznych klas funkcji. Wspomniane tu sktadanie funkeji zostato opisane
w pracy Koczana z 1998 roku.

Przeksztalcenie tej klasy przez funkcje k(z) = z/(1 — z)? daje opis obszaru Koebego
dla klasy Zyy = {f € & : |f(2)| € M}, co daje odpowieds na jedno z pytari posta-
wionych przez Goodmana w przegladowe] pracy z 1979 roku. Warto tu wspomnied, ze
Goodman takze stosowal ,swoja metode” (tj. metode opisang powyzej) w podobny spo-
sob dla znormalizowanych i injektywnych funkeji ograniczonych przez staty M, uzyskujac
uproszezenie wyniku Picka.

Czgéé (2). Praca [H4| dotyczy opisu obszaru Koebego w klasie n-symetrycznych funk-
cji, 0 wspbtezynnikach rzeczywistych i wypuklych w kierunku osi rzeczywistej. Staratem
si¢ przesledzi¢ histori¢ problemu. Poza [H4] najwazniejsze wydaja sie dwie pozycje. I tak
McGregor rozwigzat problem bez zakladania n-symetrii i przy zatozenin wypuktosci w kie-
runku osi urojonej. W pracy Koczana, Sobezak-Kneé i Zaprawy, niewchodzacej w sktad
osiggnigcia naukowego, oznaczanej w autoreferacie przez [P9|, problem zostal rozwigzany
juz w klasie n-symetrycznych funkeji i zalozeniu wypukloécei w kierunku osi urojonej.

Idea jest cickawa i polega na aproksymacji bardziej elementarnymi obszarami. Niemniej
jednak idea ta pochodzi od McGregora (pojawia sig ona takie w wielu publikacjach dr.
Zaprawy). I brakuje mi w pracy [H4] przede wszystkim nawigzania lub przynajmniej zacy-
towania jego pracy z 1964 roku. Brakuje tym bardziej, ze, w moim odezuciu, dr Zaprawa
modyfikuje metode z tej pracy jedynie w technicznych aspektach. I tak na prazyklad,
u McGregora obszary, ktérymi aproksymujemy, sa bardziej elementarne. Podobnie, wzory
Schwarza-Christoffela sa prostsze u McGregora (w szczegélnosci daja efektywne wzory),
ale konstrukeja funkcji ekstremalnej podobna. Dr Zaprawa cytuje prace McGregora w po-
konferencyjnej pracy [P2] (réwniez dotyczacej podobnego problemu) oraz we wspomnianej
pracy [P9].

Kolejna praca z cyklu, [H5|, dotyczy wyznaczania obszaréw Koebego w podklasach
klasy [' sktadajacej si¢ z funkcji typowo rzeczywistych, znormalizowanych, injektywnych
i wypuktych w kierunku osi rzeczywistej. Obszar Koebego dla tej klasy zostal wyznaczo-
ny w 1989 roku przez Koczana. Wspomniane podklasy rozwazane przez dr. Zaprawe to
Fle)={f€T: f"(0) =2c} oraz T*(c) = {f € [(c) : f(z)+iRgo C f(A),z € A}. Idea
przedstawionych tu dowodéw polega na zastosowaniu wyniku Picka oraz uzyciu funkeji
ekstremalnej dla klasy I'. Praca jest techniczna, dowody elementarne i na tyle szczegélo-
we, ze, W moim odczuciu, czg$é z nich nie powinna si¢ znalezé w publikacji naukowej (na



przyktad Lemat 8). Podobnie jest zresztq z kolejng pracg [H6]. Celem jej jest wyznaczenie
obszaru Koebego w jeszcze innej klasie funkcji analitycznych. Jej wlasnosci pozwalaja
w prosty, moim zdaniem narzucajacy si¢ sposob (przy uzyciu prostych przeksztalcen kon-
foremnych), skonstruowaé funkcje ekstremalne, ktére, jak zwykle, pozwalaja uzyska¢ wzor
na obszar Koebego, zapisany we wspotrzednych biegunowych. Musze przyznacé, ze po prze-
czytaniu wezeéniejszych prac nie za bardzo widze nowych idei w tej pracy, jedyna trudnoéé
polega na wykonaniu zmudnych obliczen.

Pierwsza praca czesci (3), [HT7], dotyczy wyznaczania obszaru Koebego i zbioru nakrycia
w dwéch klasach Q = {z(1 — 2)"%p(z) : p€ P} oraz H = {z(1 — 2®)"'p(z) : p € P},
gdzie P jest klasy Carathéodory’ego, tzn. P = {p € ¢(A,C) : p(0) = 1, Rep > 0}.
Idea dowodu dla klasy H (dla klasy @ jest podobnie) jest nastepujgca: Pokazujemy, ze
max{|f(z)| : /€ H, |2/ =} to max{|fo(re®)| : 6, € R}, gdaie

& 1+ ze
Jol2) = (1—2)%21 —ze™¥®

(to znany wynik, niemniej jednak narzuca sie tutaj zwiazek z [H1], gdy reprezentacje cal-
kows zastepujemy reprezentacja Riesza-Herglotza). Analogiczna wtasnosé zachodzi, gdy
maksimum powyzej zostanie zastapione przez minimum. I do wyliczenia tego maksimum
(1 minimum) sprowadza si¢ w zasadzie pozostata czeéé pracy. Jest tak dlatego, ze autor
wyznacza zbiér Koebego jedynie nad tymi dyskami 74, dla ktérych kazda funkcja z klasy
H jest injekcja (takie r < 1 zostaly wyznaczone przez Koczana w 1979 roku). Obliczenia
tutaj przeprowadzone polegajg m.in. na skorzystaniu z warunku koniecznego dla istnienia
ekstremum funkeji dwoch zmiennych i zbadanin monotonicznoéci odpowiednich funkeji.

Metody z pracy [H8] przypominajg te z [H4] a praca dotyczy podobnej klasy (doktad-
niej z pominigtym zalozeniem, ze wspoélczynniki funkeji z niej sg rzeczywiste). Sg tam
oczywiécie pewne réznice, niemniej jednak s one, w moim odczuciu, natury technicznej,
a gtéwna idea jest podobna.

Ostatnia praca z cyklu, [H9], dotyczy wyznaczania obszaru Koebego znormalizowa-
nych funkeji injektywnych na dysku jednostkowym, wypuktych w dwéch, symetryeznych
wzgledem osi rzeczywistej, kierunkach (jest to klasa nierozwazana wezeséniej w literaturze,
wprowadzona przez autoréw w tejze pracy). [dea zastosowana tuta] jest praktycznie taka
jak w poprzednich pracach i naturalna. Bez problemu, korzystajac z definicji klasy funkcji,
znajdujemy obszar ekstremalny (jest to plaszczyzna z wyrzuconym katem wyznaczonym
przez kierunki w definicji e**). Przeksztalcamy go konforemnie na dysk jednostkowy.
Wypisujac trywialnie wzér otrzymujemy odwzorowania ekstremalne. I w ten sposéb do-
stajemy opis obszaru Koebego. Podobnie jak weczeéniej, roznice w dowodzie sg natury
techniczne].

Wiele krytycznych uwag dotyczgcych przedstawionego cyklu prac zawartem powyzej.
W tym miejscu dodam do nich kolejne. Pierwszym, narzucajacym sie, pytaniem jest cel
wyznaczania obszaréw Koebego w tak licznych klasach funkcji. Zasadnos$¢ tego pytania
dobrze jest odzwierciedlona w autoreferacie, ktérego wieksza czesé stanowia absolutnie nic
niemoéwigce opisy tychze zbioréw. Analizujgc doktadnie prace z cyklu odnositem wrazenie,
ze autor rozwaza coraz to dziwniejsze klasy funkeji po to tylko, by stosowaé wypracowane
techniki i wyznacza¢ w nich obszary Koebego i zbiory nakrycia. Kolejnym zarzutem jest
waski wachlarz stosowanych metod. Nie dosé, ze jest ich niewiele, czgsto powtarzaja sig
w pracach, a wiekszo$¢ nie jest oryginalna, to polegaja na wykonaniu obliczeni przy uzy-
ciu narzedzi ze standardowego kursu analizy matematycznej i zespolonej. Przyzna¢ tutaj
muszg, ze obliczenia te nie sq proste i wymagajg duzej biegtodei rachunkowej, niemniej
jednak sg elementarne.



2. OMOWIENIE POZOSTALEGO DOROBKU NAUKOWEGO

Pozostaty dorobek dr. Zaprawy nie jest duzo bogatszy, praktycznie nowymi elementami,
niemniej jednak bardzo skorelowanymi, jest badanie wyznacznikéw Hankela i szacowanie
wspoélezynnikéw w pewnych klasach funkeji. Moim zdaniem obszar zainteresowan dr. Za-
prawy jest bardzo waski 1 oscyluje wokét probleméw, ktére byly istotne przynajmniej
kilkadziesiat lat temu. Wiele z prac jest podobnych (na przyklad [H4] i [P9]).

3. OMOWIENIE ISTOTNEJ EFEKTYWNOSCI NAUKOWEJ

Dr Zaprawa jest autorem 34 prac matematycznych oraz 5 prac z zakresu techniki.
Dwukrotnie otrzymat nagrode Rektora Politechniki Lubelskiej za dziatalnosé naukows.

Prace ukazujg sie w wigkszodei w stabych czasopismach matematycznych, kilka z nich
ukazato sie w dobrych czasopismach (ale nawet w tych przypadkach recenzja w bazie Ma-
thScinet polega zwykle na podaniu ,Summary”). Wedlug bazy MathScinet liczba cyto-
wan, bez autocytowan, wynosi 15 (w autoreferacie jest podana liczba z autocytowaniami),
przy czym prace z przedstawionego cyklu byly cytowane tacznie 3 razy (ponownie, nie
wliczajac autocytowarn).

4. UDZIAE W KONFERENCJACH NAUKOWYCH

Dr Zaprawa zwykle raz w roku wygtasza referat na konferencji miedzynarodowej (w Pol-
sce, Rumunii, Bulgarii). Ten punkt oceniam dostatecznie.

5. POBYTY W ZEWNETRZNYCH OSRODKACH NAUKOWYCH

Dr Zaprawa praktycznie nie wspétpracuje naukowo z nielokalnymi matematykami. Ma
to takze odbicie w braku pobytéw (poza jednym, dwutygodniowym) w zewnetrznych
oérodkach naukowych.

6. DOROBEK DYDAKTYCZNY I POPULARYZATORSKI

Dorobek dydaktyczny niczym sie nie wyrdznia, jest raczej typowy dla nauczyciela aka-
demickiego z odpowiednim stazem pracy.

7. UDZIAL W PROJEKTACH BADAWCZYCH

Dr Zaprawa nie byl kierownikiem ani wykonawca w zadnym grancie z dziedziny mate-
matyka.
Byt wykonaweg w dwdceh grantach z dziedzin technicznych.

8. KONKLUZJA

Wartym podkreslenia jest, ze dr Zaprawa stara sie by¢ aktywny naukowo, co przejawia
sie zaréwno poprzez pisanie prac jak i referowanie ich na konferencjach. Bez wgtpienia
prace wymagajg duzej bieglosci obliczeniowej. Jednak, w moim odczuciu, przedstawione
osiggniecie naukowe nie stanowi istotnego wkladu w rozwéj matematyki.

Moja opinia w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego jest wiec negatywna.
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