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Celem niniejszego opracowania było przedstawienie algorytmu 
wyznaczania współczynnika niezawodno�ci dla zginanych belek stalowych 
modelowanych przy u�yciu Metody Elementów Sko�czonych. W pracy porów-
nano modele jedno-, dwu- i trójwymiarowe tej samej jednoprz�słowej 
równomiernie obci��onej belki swobodnie podpartej, dla której współczyn-
niki niezawodno�ci wyznaczono niezale�nie metod� symulacji Monte-Carlo 
oraz uogólnion� metod� perturbacji stochastycznej. Moduł Younga tej belki 
został przyj�ty jako wej�ciowa zmienna losowa o rozkładzie Gaussa, dla 
której zweryfikowano statystyczn� zbie�no�� metody symulacyjnej za pomoc� 
oblicze� symbolicznych przeprowadzonych w programie MAPLE. Modelo-
wanie niezawodno�ci przeprowadzono dla całego zestawu dwuteowników 
ekonomicznych w celu znalezienia najbardziej optymalnego profilu sta-
lowego dla belki o danej rozpi�to�ci i obci��eniu. 

1. Wst�p 
 
Okre�lanie niezawodno�ci elementów konstrukcyjnych przeprowadza si�, 

zgodnie z obowi�zuj�c� norm� Eurocode 0 [11], poprzez okre�lenie 
współczynnika niezawodno�ci, który jest �ci�le uzale�niony od sposobu 
okre�lenia i warto�ci funkcji granicznej [4, 5, 9]. Funkcja ta (lub najcz��ciej zbiór 
niezale�nych funkcji) opisuje zale�no�� pomi�dzy wielko�ciami dopuszczalnymi 
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i maksymalnymi dla danej konstrukcji budowlanej lub rozpatrywanego jej fragmentu. 
W kontek�cie analizy niezawodno�ci dla in�ynierów istotna jest kwestia wyznaczenia 
warto�ci oczekiwanej i odchylenia standardowego dla obydwu tych wielko�ci,  
w odniesieniu do napr��e� oraz przemieszcze� maksymalnych dla danej konstrukcji. 
Zgodnie ze współczesnymi badaniami niezb�dne momenty losowe, jak i parametry 
mo�emy okre�la� (a) metodami statystycznymi (za pomoc� odpowiedniej symulacji 
komputerowej), (b) metodami analitycznymi (gdy dysponujemy odpowiednimi 
funkcjami analitycznymi), (c) metodami spektralnymi (szczególnie popularnymi  
w dynamice konstrukcji) [8], a tak�e we wszystkich tych przypadkach (d) metodami 
perturbacyjnymi. Oczywi�cie zastosowanie jednej z tych metod najcz��ciej wi��e si�  
z wykorzystaniem odpowiedniego programu Metody Elementów Sko�czonych [10], 
b�d� te�  istniej�cych modeli teoretycznych.  

Zagadnienie to jest przeanalizowane na przykładzie zginanych belek stalo-
wych wykonanych z dwuteowników walcowanych na gor�co. Dodatkowo bierze 
si� pod uwag� ró�ne modele tej samej belki prostej wolnopodpartej, obci��onej 
równomiernie na całej długo�ci (model jednowymiarowy ci�głej belki pryzma-
tycznej, dwuwymiarowy, a tak�e pełny – trójwymiarowy). Obliczenia statyczne 
s� przeprowadzone za pomoc� programu Metody Elementów Sko�czonych 
(MES) ROBOT, natomiast cz��� symulacyjna i losowa s� wykonane przy pomo-
cy programu do oblicze� symbolicznych MAPLE. Porównujemy momenty i cha-
rakterystyki losowe dla przemieszcze� i napr��e�, kolejno okre�lamy warto�ci 
oczekiwane oraz odchylenia standardowe dla przemieszcze� i napr��e� dopusz-
czalnych i ostatecznie – wska�niki niezawodno�ci. Głównym celem opracowania 
jest przedstawienie ogólnego algorytmu oblicze�, weryfikacja ró�nic pomi�dzy 
warto�ciami wska�nika niezawodno�ci otrzymanymi metodami statystycznymi 
oraz porównanie ich z warto�ciami przedstawionymi w normie [11]. W dalszej 
kolejno�ci przewiduje si� rozwi�zanie zagadnienia optymalizacji [7] wyboru pro-
filu stalowego dla danych warunków statycznych i kinematycznych. 

2. Obliczenia statyczne belek dwuteowych 
 

Zagadnienie jest rozpatrywane na przykładzie zestawu zginanych belek sta-
lowych w postaci dwuteowników ekonomicznych IPE walcowanych na gor�co. 
Dla uproszczenia zało�ono schemat belki wolnopodpartej jednoprz�słowej ob-
ci��onej obci��eniem równomiernie rozło�onym, stałym na całej długo�ci belki, 
pomini�to ci��ar własny belki. Zastosowano stal niskostopow� S235JRG2 (St3S) 
o współczynniku Poissona równym µ = 0,30 i współczynniku spr��ysto�ci po-
przecznej przyj�tym jako G = 80 GPa. Dodatkowo przyj�to ró�ne modele obli-
czeniowe wybranej belki, a mianowicie model jednowymiarowy (rys. 1), dwu- 
(rys. 2) oraz trójwymiarowy (rys. 3).  
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Rys. 1. Schemat obliczeniowy belki   

Fig. 1. Static scheme of the beam  
 

Model dwuwymiarowy podzielono na czterow�złowe elementy sko�czone 
płaskiego stanu napr��enia o wymiarach 10x10cm (w wyniku podziału otrzyma-
no 60 elementów sko�czonych, rys. 4), natomiast w modelu trójwymiarowym 
zastosowano 6600 sze�ciow�złowych elementów sko�czonych (rys. 5). 

 
Rys. 2. Siatka elementów sko�czonych dla modelu 2D (60 elementów 10x10cm) 

Fig. 2. Finite element discretization in 2D model (60 finite elements)  

 
Rys. 3. Siatka elementów sko�czonych dla modelu 3D (6600 elementów 10x10x10cm) 

Fig. 3. Finite element discretization in 3D model (6600 finite elements)  
 

Wyniki analizy statycznej dla modelu trójwymiarowego przedstawiono po-
ni�ej w postaci przemieszcze� pionowych (rys. 4), napr��e� podłu�nych 	yy  
(rys. 5) i napr��e� zredukowanych wyznaczonych zgodnie z hipotez� Hubera- 
-Mises`a 	red (rys. 6). Wykorzystuj�c program Metody Elementów Sko�czonych 
ROBOT, dla ka�dego z trzech modeli wykonano seri� oblicze� wpływu zmiany 
warto�ci modułu Younga E na warto�� strzałki ugi�cia u belki.  

 

 
Rys. 4. Warto�ci przemieszcze� pionowych belki 

Fig. 4. Vertical displacements for the beam  
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Rys. 5. Warto�ci napr��e� normalnych 	yy 

Fig. 5. Normal stresses 	yy 
 

 
Rys. 6. Warto�ci napr��e� zredukowanych 	red 

Fig. 6. Reduced stresses map   
 

Ze wzgl�du na wykorzystanie stworzonego modelu na potrzeby analizy lo-
sowej z wykorzystaniem metody perturbacji stochastycznej niezb�dne było nu-
meryczne znalezienie funkcji odpowiedzi przemieszcze� [2], której parametrem 
niezale�nym był moduł Younga. Zastosowano w tym celu metod� najmniejszych 
kwadratów zaimplementowan� w systemie MAPLE [3], która dla serii testów 
numerycznych wykonanych w programie ROBOT [1] znajduje wielomianowe 
przybli�enie pomi�dzy strzałk� ugi�cia i modułem spr��ysto�ci. Procedur� t� 
mo�na stosowa� z regularnym podziałem wybranego przedziału zmienno�ci mo-
dułu Younga, wyró�niaj�c bezpo�rednie s�siedztwo warto�ci �redniej modułu 
odpowiednio dobranymi wi�kszymi wagami. W niniejszej pracy zastosowano 
nierównomierny podział, symetryczny wzgl�dem warto�ci �redniej modułu, zde-
cydowanie zag�szczony wokół tej warto�ci, dla którego zastosowano wagi jed-
nostkowe. Wyniki pokazane na rysunku 7 dokumentuj� jednoznacznie,  
�e dobrany wielomian trzeciego stopnia bardzo dokładnie przybli�a wyniki MES 
zarówno w przypadku dwu, jak i trójwymiarowym.  
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Rys. 7. Funkcje odpowiedzi dla modeli 2 i 3D 

Fig. 7. Response functions for 2 and 3D models   

3. Analiza losowa belek dwuteowych 
 

W celu porównania uogólnionej metody perturbacji stochastycznej  
z metod� statystyczn� przeprowadzono symulacje metod� Monte-Carlo dla 
o�miu ró�nych ilo�ci prób: 10, 100, 500, 1000, 5000, 10000, 50000 oraz 100000. 
Wykorzystano odpowiednie wzory analityczne wynikaj�ce z ogólnie znanego 
wzoru na strzałk� ugi�cia belki wolnopodpartej obci��onej obci��eniem ci�głym. 
Wyniki oblicze� zestawiono na rysunku 8 (warto�ci oczekiwane), rysunku 9 (od-
chylenia standardowe), rysunkach 10 i 11 (trzecie i czwarte momenty centralne). 
Analizuj�c poszczególne wyniki, nale�y pami�ta�, �e poziome osie tych wykre-
sów s� pokazane w skali logarytmicznej, aby mo�liwa była precyzyjna analiza 
charakteru zbie�no�ci estymatorów przy zwi�kszaj�cej si� liczbie prób. Zbie�-
no�� estymatora warto�ci oczekiwanej ma charakter wyra�nie asymptotyczny, 
jednak�e ró�nice pomi�dzy poszczególnymi warto�ciami, a rezultatem zastoso-
wania metody perturbacji s� praktycznie znikome. Oczywi�cie metoda perturba-
cji daje wyniki niezale�ne od ilo�ci prób losowych, st�d te� dla wszystkich mo-
mentów mamy funkcje stałe. Zbie�no�� odchylenia standardowego ma nieco 
inny charakter, gdy� z do�� dobrym przybli�eniem warto�� graniczna zostaje 
osi�gni�ta dla N = 1000 i jest nieco wy�sza, ni� odchylenie wyznaczone metod� 
perturbacji. Ró�nica mi�dzy tymi wynikami jest wi�ksza, ni� dla warto�ci ocze-
kiwanych, tak wi�c w kolejnych modelach nale�y zastosowa� rozwini�cie per-
turbacyjne nieco wy�szego rz�du. Zbie�no�� momentów trzeciego i czwartego 
jest równie� asymptotyczna; metoda perturbacji daje wi�ksze warto�ci dla mo-
mentu trzeciego, a mniejsze – dla momentu czwartego. Nale�y jednak zwróci� 
uwag� na fakt, i� warto�ci obydwu momentów s� prawie równe 0, tak wi�c roz-
bie�no�ci nie wpływaj� zasadniczo na charakter otrzymanego wyniku.  
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Rys. 8. Warto�� oczekiwana strzałki ugi�cia  
Fig. 8. Expected value of the maximum deflection  

 

 
 

Rys. 9. Odchylenie standardowe strzałki ugi�cia  
Fig. 9. Standard deviation of the maximum deflection  

 



Zagadnienia niezawodno�ci belek stalowych poddanych zginaniu 

 

73 

 
 

Rys. 10. Trzeci moment centralny strzałki ugi�cia  
Fig. 10. Third central probabilistic moment of the maximum deflection  

 

 
 

Rys. 11. Czwarty moment centralny strzałki ugi�cia  
Fig. 11. Fourth central probabilistic moment of the maximum deflection  
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Rys. 12. Współczynniki wariancji w modelach 2D i 3D 
Fig. 12. Coefficients of variation for 2 and 3D models   

 
Kolejno poddano analizie modele 2D oraz 3D przedstawione w poprzednim 

paragrafie, dla których poprzednio numerycznie wyznaczono funkcje odpowie-
dzi. Obecnie moduł Younga jest traktowany jako gaussowska zmienna losowa  
o warto�ci oczekiwanej równej E [E] = 210 GPa, natomiast współczynnik wa-
riancji tej zmiennej 
 nale�y do przedziału [0.05, 0.20]. W praktyce maksymalna 
warto�� tego współczynnika rzadko przekracza warto�� 0.10, ale dotyczy to 
głównie belek lub elementów stalowych na pocz�tku okresu eksploatacji, nato-
miast po pi��dziesi�ciu latach przewidywanych przez norm� [11] warto�� rozrzu-
tu losowego tego modułu mo�e by� znacznie wi�ksza. Na rysunku 12 przedsta-
wiono współczynniki wariancji maksymalnych przemieszcze� pionowych belki 
otrzymane kolejno w analizie rz�du drugiego, czwartego i szóstego; porównanie 
tych wyników miało na celu wykazanie zbie�no�ci uogólnionej metody perturba-
cji stochastycznej. Jak wida� na przykładzie obydwu modeli, ró�nice pomi�dzy 
podej�ciem drugiego i czwartego rz�du s� wielokrotnie wi�ksze ni� pomi�dzy 
analiz� rz�du czwartego i szóstego. Te ostatnie, w porównaniu z całkowit� war-
to�ci� tego współczynnika s� pomijalnie małe. Z analizy tej wynika równie�, �e 
zastosowanie podej�cia drugiego rz�du mo�e powodowa� bł�dny wniosek, i� 
rozrzut losowy badanej strzałki ugi�cia jest mniejszy, ni� rozrzut wej�ciowy mo-
dułu Younga. W rzeczywisto�ci jest odwrotnie, jak dokumentuje to rysunek 12 – 
ró�nica wynosi prawie 20% na korzy�� współczynnika dla przemieszcze�. Pod-
kre�li� równie� nale�y, �e zale�no�� pomi�dzy wyj�ciowym a wej�ciowym 
współczynnikiem wariancji nie jest liniowa – w metodzie rz�du drugiego funkcja 
ta jest wkl�sła, a dla kolejnych dwóch rz�dów jest wypukła.  
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4. Wyznaczanie wska�nika niezawodno�ci 
 

W dalszej cz��ci wykorzystujemy wcze�niej uzyskane wyniki do obliczenia 
wska�ników niezawodno�ci dla badanych stalowych belek dwuteowych. Wyko-
rzystuj�c wzór ogólny podany w normie [11], analizujemy przebieg zmienno�ci 
funkcji granicznej zdefiniowanej jako  

 
g R E= −  (1) 

 
gdzie R charakteryzuje parametr no�no�ci konstrukcji lub jej elementu, natomiast 
E – odpowiedni efekt oddziaływania (obie warto�ci R i E s� zmiennymi losowy-
mi). Przyjmuj�c, �e g ma rozkład normalny, otrzymano zale�no�� okre�laj�c� 
warto�� wska�nika niezawodno�ci: 
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gdzie: β − wska�nik niezawodno�ci; [ ]E g − warto�� oczekiwana losowej funkcji 
g, natomiast 	(g) jest jej odchyleniem standardowym. Kolejno, uwzgl�dniaj�c 
posta� funkcji stanu granicznego g dla rozpatrywanej strzałki ugi�cia: 
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gdzie dopf , maxf  przyjmuj� posta�: 
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Dla modelu jednowymiarowego przeprowadzono obliczenia metod�  

Monte-Carlo (dla 100.000 prób losowych) oraz metod� perturbacji; wykorzysta-
no w tym celu ponownie program MAPLE. Wyniki oblicze� metod� symulacji  
i technik� perturbacji zestawiono w tabeli 2, porównuj�c wska�niki niezawodno-
�ci dla czterech ró�nych dwuteowników: IPE 200, IPE 220, IPE 240 oraz IPE 
270. Zestawienie czterech ró�nych profili pozwala na optymalny dobór kształ-
townika ze wzgl�du na niezawodno�� belki – profil IPE 200 jest całkowicie  
niewystarczaj�cy ze wzgl�du na ujemne wska�niki, natomiast profil IPE 220 
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znacznie przekracza wymagania normowe. Ze wzgl�du na brak profilu po�red-
niego nale�y rozwa�y� zastosowanie innego kształtownika, zestawu dwóch 
kształtowników lub blachownicy o bardziej optymalnych parametrach geome-
trycznych. Porównanie to pozwala równie� na stwierdzenie, i� wska�niki nieza-
wodno�ci wyznaczone metod� Monte-Carlo daj� ogólnie nieco mniejsze warto-
�ci, ale ró�nice s� mniejsze od 1%, s� wi�c pomijalnie małe.  
 

Tabela 1. Wska�nik niezawodno�ci w modelu jednowymiarowym, 
 metoda Monte-Carlo  

Table 1. Reliability indices for 1D model, Monte-Carlo simulation   
 

Kształtowniki � 
metoda IPE200 IPE220 IPE240 IPE270 

symulacja Monte-Carlo -19,59 14,93 61,51 140,53 
metoda perturbacji -19,54 14,89 61,35 140,68 

 

 
Rys. 13. Wska�niki niezawodno�ci dla modeli 2 i 3D 

Fig. 13. Reliability indices for 2 and 3D models   
 

Ostatecznie analizowane s� wska�niki niezawodno�ci belki w modelu dwu-  
i trójwymiarowym, z wykorzystaniem analizy rz�du drugiego, czwartego  
i szóstego. Wyniki przedstawiono na rysunku 13, gdzie wska�niki pokazano  
w funkcji wej�ciowego współczynnika wariancji modułu Younga przyjmuj�cego 
warto�ci z przedziału [0.05, 0.25]. Ró�nice pomi�dzy modelami drugiego 
i czwartego rz�du s� niewielkie i wzrastaj� wraz ze wzrostem losowego rozrzutu 
wej�ciowej zmiennej losowej, natomiast ró�nice pomi�dzy podej�ciem rz�du 
czwartego i szóstego s� na wykresach niewidoczne. Okazuje si� równie�, �e 
wska�niki niezawodno�ci w modelu trójwymiarowym (rys. 13, po prawej) s� 
nieco wi�ksze, ni� dla modelu dwuwymiarowego (rys. 13, po lewej). Ogólnie 
przebieg zmienno�ci jest zgodny z in�yniersk� intuicj� w tym zakresie – im 
wi�kszy jest rozrzut losowy wej�ciowej zmiennej losowej tym niepewno�� co do 
jej warto�ci �redniej wzrasta, a wi�c konstrukcja jest, mówi�c potocznie, „mniej 
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przewidywalna”, a zatem liczbowo jej wska�nik niezawodno�ci maleje. Ta ten-
dencja jest dobrze widoczna na rys. 13; co wi�cej mo�na zauwa�y� graniczne 
warto�ci współczynnika wariancji modułu Younga stali, powy�ej których belka 
nie mo�e by� zakwalifikowana jako bezpieczna w klasie pierwszej, drugiej  
i trzeciej wprowadzonej przez norm� [11].  

5. Podsumowanie 
 

Wyniki zgromadzone i przedstawione w niniejszej pracy pozwalaj� stwier-
dzi�, �e metoda perturbacji jest efektywnym narz�dziem in�ynierskim  
w modelowaniu niezawodno�ci belek stalowych. Dla małych warto�ci wej�cio-
wego współczynnika wariancji mo�na stosowa� z dobrym przybli�eniem metod� 
rz�du drugiego, ale dla jego warto�ci powy�ej 0.10 niezb�dne jest zaanga�owanie 
modeli zdecydowanie wy�szego rz�du. Zasadnicz� wad� konkurencyjnej metody 
symulacji Monte-Carlo jest jej nie do ko�ca przewidywalna zbie�no��, studiowa-
nie której dla ka�dego zagadnienia in�ynierskiego jest do�� kosztowne pod 
wzgl�dem mocy obliczeniowej i czasu symulacji, nawet dla modeli analitycz-
nych.  

Sposób wyznaczania wska�ników niezawodno�ci zaproponowany w normie 
[11] jest relatywnie łatwy do przeprowadzenia przy zastosowaniu metody pertur-
bacji i klasycznych programów Metody Elementów Sko�czonych, takich jak np. 
ROBOT; szczególnie efektywnym narz�dziem dodatkowym okazuje si� program 
do oblicze� symbolicznych (jak np. system MAPLE). Jak nale�ało oczekiwa�, im 
wi�kszy jest wej�ciowy rozrzut losowy badanych zmiennych, tym mniejsza jest 
ostateczna warto�� wska�nika niezawodno�ci, nie jest to jednak prosta zale�no�� 
liniowa, gdy� odpowiednie funkcje s� tutaj wyra�nie wypukłe. Nale�y podkre-
�li�, i� przedstawiony i zastosowany w pracy algorytm oblicze� ułatwia optyma-
lizacj� przekroju belek w uj�ciu probabilistycznym, tj. przy zapewnieniu odpo-
wiedniego wska�nika niezawodno�ci.  

W dalszej kolejno�ci planuje si� opracowanie ogólnego algorytmu optymali-
zacji przekroju belek stalowych dla zadanych statycznych i kinematycznych wa-
runków brzegowych oraz dla wybranego zbioru wej�ciowych zmiennych loso-
wych; szczególnie istotne jest tutaj uwzgl�dnienie losowego charakteru obci��e� 
i charakterystyk geometrycznych. Za niezb�dne uwa�a si� tak�e rozszerzenie 
modelu teoretycznego i numerycznego o prac� konstrukcji w zakresie spr��ysto-
plastycznym, gdzie eksperymentalnie ustalana granica plastyczno�ci b�dzie rów-
nie� parametrem losowym. Ciekawe i warto�ciowe byłoby przestudiowanie  
w tym aspekcie zmienno�ci wska�ników niezawodno�ci dla innych konstrukcji 
stalowych [6].  
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RELIABILITY VERIFICATION  OF THE STEEL 
BEAMS UNDER BENDING  

Summary 

 
The main purpose of this elaboration was a presentation and application of 

the reliability index algorithm for the set of simple steel beams under bending 
using the Finite Element Method. A comparison of 1, 2 and 3-dimensional 
models of the simply supported and uniformly loaded beam was provided, where 
the reliability index was determined independently using the Monte-Carlo 
simulation and the generalized stochastic perturbation technique. Young modulus 
of the beams is taken as the Gaussian input random variable and statistical 
convergence of basic probabilistic moments and coefficients for the simulation 
method is verified using symbolic computer system MAPLE. Reliability 
modeling has been performed for the entire set of economical I beams to find the 
most optimal shape for the given span and external load magnitude.  
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