Marek Balcerzak

LKA WYKLA

DOW

-UNKCJACK

RZECZYWISTYCH




Kilka wyktadow

o funkcjach rzeczywistych

wydanie drugie poprawione i rozszerzone

Marek Balcerzak

Politechnika Y.0dzka, 2022



Recenzent:

prof. dr hab. Tomasz Natkaniec, Uniwersytet Gdanski

©) Copyright by Politechnika Lédzka 2022

ISBN 978-83-66741-45-4

DOI: https://doi.org/10.34658 /9788366741454

Wydanie 2. poprawione i rozszerzone

Podreczniki i Skrypty Politechniki L.6dzkiej, Nr 2400

WYDAWNICTWO POLITECHNIKI LODZKIEJ
90-924 1.6dz, ul. Wélczanska 223

tel. 42 631-29-52, 42 631-20-87

fax 42 631-25-38

e-mail: zamowienia@info.p.lodz.pl

www.wydawnictwo.p.lodz.pl



Spis tresci

Wstep

1

Funkcje monotoniczne
1.1 Podstawowe wlasnosci . . . . . . . ... L oL

1.2 Twierdzenie Helly’'ego . . . . . . . . . . . . .. .

Funkcje o wahaniu skonczonym
2.1 Wahanie funkcji. Podstawowe wtasnosci . . . . . . ... ... ... ...

2.2 Rozklad Jordana i jego konsekwencje . . . . . . ... ...

Calka Riemanna-Stieltjesa
3.1 Definicja calki. Podstawowe wlasnosci . . . . . ... ... ... ... ..
3.2 Kiedy RS-catka istnieje? . . . . . . .. ... oL

Twierdzenie Vitalego o pokryciu
4.1 Twierdzenie Vitalego . . . . . . . .. .. . L Lo

4.2  Roézniczkowalno$é funkeji monotonicznych . . . . . ... ..o 0oL

Funkcje absolutnie ciggle
5.1 Definicja, podstawowe wlasno$ci . . . . . . .. ... ... ... .. ...
5.2 Twierdzenie Banacha-Zareckiego . . . . . . .. ... ... ... .....

5.3 Charakteryzacja przez calke Lebesgue’a . . . . . .. ... .. ... ...

Funkcje pierwszej klasy Baire’a

6.1 Definicja, przyklady, podstawowe wlasnosci . . . . . . .. .. ... ...
6.2 Charakteryzacja Lebesgue’a . . . . . . . .. ... L.
6.3 Charakteryzacja Baire’a . . . . . .. . ... o 0oL

13
13
18

20
20
24

29
29
31

37
37
41
43



7 Zestaw zadan 59

7.1 Funkcje monotoniczne . . . . . . ... 59
7.2 Wahanie funkcji. . . . . . ... 60
7.3 Calka Riemanna-Stieltjesa . . . . . . . .. . ..o 61
7.4 Pokrycie Vitalego. Rézniczkowalno$é . . . . . . . . . ... ... ... .. 62
7.5 Funkcje absolutnie ciagte . . . . .. ... o 0oL 63
7.6 Funkcje pierwszej klasy Baire’a . . . . . . . ... L. 63
7.7 Wybrane rozwiazania . . . . . . ... ..o 64
Bibliografia 68



Wstep

Podstawy teorii funkcji rzeczywistych znajduja liczne zastosowania w innych dziatach
matematyki. Na przyktad funkcje o wahaniu skoficzonym na przedziale [a, b] stanowia
ciekawa i wazna algebre Banacha. Catka Riemanna-Stieltjesa ma istotne zastosowania
w probabilistyce i w réwnaniach rézniczkowych. Funkcjom monotonicznym i funkcjom
o wahaniu skonczonym sg poswiecone dwa pierwsze rozdzialy skryptu, a kolejny dotyczy
najwazniejszych wtasnosci catki Riemanna-Stieltjesa.

Klasyczne twierdzenie Vitalego o pokryciu jest waznym narzedziem w teorii funkeji
odwotujacym sie do miary Lebesgue’a na prostej. Z jego pomocg dowodzi sie, ze funkcja
monotoniczna na przedziale jest rézniczkowalna prawie wszedzie. Ten material zostal
wylozony w rozdziale 4.

Absolutnie ciagtos¢ funkcji jest fundamentalnym pojeciem z punktu widzenia cal-
ki Lebesgue’a. Te klase funkcji omdéwiono w rozdziale 5, zamieszczajac ich elegancka
charakteryzacje pochodzaca od Banacha i Zareckiego. Geneza funkcji pierwszej klasy
Baire’a wywodzi sie z poczatkéw tzw. deskryptywnej teorii mnogosci. Te funkcje rozpa-
trywane w réznych ujeciach nadal sa interesujace z punktu widzenia topologii i analizy
funkcjonalnej. Zostaty one omowione w rozdziale 6, gdzie przedstawiono m.in. klasyczna
charakteryzacje Lebesgue’a wyrazona w jezyku przeciwobrazéw pdlprostych.

Ostatni rozdzial 7 zawiera zestaw zadan ilustrujacych rozwazania teoretyczne z po-
przednich rozdzialéw.

W nowym wydaniu skryptu usuniete zostaty usterki zauwazone w poprzedniej wersji.
Rozszerzono materiat dotyczacy funkcji absolutnie cigglych i funkcji pierwszej klasy
Baire’a poprzez dotaczenie podrozdziatow 5.3 i 6.3. W rozdziale 7 pojawily sie nowe
podrozdzialy 7.1 i1 7.5 oraz podrozdzial 7.7 zawierajacy rozwiazania niektérych zadan.

Ponadto dodano dwie pozycje [8] i [9] do bibliografii.



Rozdziatl 1

Funkcje monotoniczne

1.1 Podstawowe wlasnosci

Niech f: Z — R, gdzie Z C R. Przypomnijmy, ze funkcja f nazywa sie monotoniczna
na Z, gdy jest niemalejaca lub nierosngca.

Granice lewostronna (prawostronna) funkcji f w lewostronnym (prawostronnym)
punkcie skupienia zp zbioru Z oznaczamy przez f(zo—) (odpowiednio, f(xo+)) lub

tradycyjnie przez lim f(x) (odpowiednio, hmz—m(’f f(x)).

—>$0_
Twierdzenie 1.1. Niech Z C R oraz f: Z — R.
(1) Zalozmy, ze funkcja f jest niemalejgca.
(a) Jesli xg jest lewostronnym punktem skupienia zbioru Z, to

f(zo—) = sup f[Z N (—o0, x0)].

Jesli ponadto xg € Z, to f(zo—) < f(x0).

(b) Jesli xg jest prawostronnym punktem skupienia zbioru Z, to
J(wo+) = inf 12 1 (w0, )]
Jesli ponadto xg € Z, to f(xo) < f(xzo+).
(2) Zalozimy, ze funkcja f jest nierosngca.
(a) Jesli xg jest lewostronnym punktem skupienia zbioru Z, to
f(zo—) = inf f[Z N (—o0, x0)].
Jesli ponadto xg € Z, to f(xo) < f(xo—).
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(b) Jesli xg jest prawostronnym punktem skupienia zbioru Z, to
f(xo+) = sup f[Z N (x0, 00)].
Jesli ponadto xg € Z, to f(xo+) < f(xo).

Dowdd. Wykazemy (1)(a). Dowody pozostalych wlasnosci sa analogiczne. Niech S :=
sup f[Z N (—o0, xg)].

Zalézmy, ze S < oo. Niech ¢ > 0. Z definicji supremum istnieje x1 € Z taki, ze
x1 < xgoraz f(xy) > S—e. Niech ¢ := xo—x1. Wtedy xog—9 = 21 oraz z monotonicznosci
f mamy

Vo € (zg — 6, 20) N Z, f(x) > f(z1) > S —e. (1.1)

Ponadto oczywiscie
Vo € (xg—d,x0)NZ, f(z)<S<S+e. (1.2)
Z (1.1) i (1.2) otrzymujemy
Vo € (zog — 6,20) N Z, |f(z)— S| <e,

co daje f(xo—) = S.

Niech teraz S = co. Wtedy dla kazdego M > 0 dobierzmy s € Z tak, ze xzpr < xg
oraz f(xpr) > M. Niech 0 := zg — xzpr. Wtedy o — 6 = xps oraz dla kazdego = €
(xo — 0,20) N Z mamy f(x) > f(za) > M, co oznacza, ze f(xo—) =00 = 5.

Niech zg € Z. Mamy f(z) < f(zo) dla kazdego = € Z, = < x¢. Stad

sup f[Z N <—OO,I'0)] < f(xo)a
a wiec z poprzedniej czesci tezy f(zo—) < f(xo). O

Whniosek 1.1. Niech Z C R oraz niech funkcja f: Z — R bedzie niemalejgca [niero-
sngcaf. Jesli x,y € Z, x < y oraz x,y sq obustronnymi punktami skupienia zbioru Z,

to

fla=) < fz) < fla4) < fly=) < fy) < fly+)
[odpow. f(z—) > f(z) > f(z+) > f(y=) = f(y) = f(y+)]-

Dowdd. Zalézmy, ze f jest niemalejaca. Wykazemy, ze f(z+) < f(y—), bo pozostalte

nieréwnosci wynikaja z Twierdzenia 1.1.



Niech ¢ oznacza $rodek przedziatu (x,y). Wtedy dla dowolnych t € (x,¢) N Z oraz
s € (c,y)NZ mamy f(t) < f(s). Zatem inf;c(, onz f(t) < f(s) dla kazdego s € (c,y)NZ.
Stad inftE(:p,c)ﬂZ f(t) S SUPse(c,y)nZ f(S) Ale

inf f(t)> —inf f(t)=f(z+) oraz  sup f(s)< sup  f(s) = f(y—)
te(z,c)NZ te(w,00)NZ s€(e,y)NZ SE(—o0,y)NZ)

na mocy Twierdzenia 1.1. Stad f(xz+) < f(y—). O

Whniosek 1.2. Niech f: (a,b) — R (gdzie —00 < a < b < o0) bedzie funkcjg mo-
notoniczng i niech (xy) bedzie ciggiem (skorniczonym lub nieskorniczonym) réznych liczb

z przedzialu (a,b). Wtedy
Y |f@nt) = flen—)| < |f(0-) = flat)].

Dowdd. Jedli cho¢ jedna sposréd granic f(b—), f(a+) jest nieskoniczona, to teza jest
oczywista. Niech wiec obie te granice beda skonczone.

Zalézmy, ze f jest niemalejaca. Niech na poczatek (z,)n<m bedzie ciagiem skonczo-
nym réznych liczb przedziatu (a,b). Przenumerujmy go tak, by a < z1 < 29 < --- <

Tm < b. Na mocy Wniosku 1.1 mamy

flat) < flzi—) < flot) <o < flom—) < flam+) < f(0-).

+(f(@m=) = f(@m-1+)) + (f(@m+) = f(2m—)) + (f(b—) = f(@m+))
= f(b—) — flat).
To daje teze.
Gdy ciag (x,,) jest nieskoniczony, bierzemy ciag ztozony z jego pierwszych m wyrazéw
i dostajemy powyzsze oszacowanie. Z dowolnosci m oszacowanie to zachowuje sie dla

ciagu nieskonczonego przez przejécie do granicy, gdy m — oo. ]

Twierdzenie 1.2. Funkcja monotoniczna na przedziale ma przeliczalny zbior punktow

niecigglosci.

Dowdd. Mozemy zatozyé, ze f: (a,b) — R jest np. niemalejaca. Oznaczmy przez D zbiér
punktéw niecigglosci funkeji f. Korzystajac z Twierdzenia 1.1 wnioskujemy, ze x € D
wtedy i tylko wtedy, gdy f(z—) < f(xz+). Dla kazdego = € D wybierzmy w, € Q tak,
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by f(x—) < w, < f(x+). Okreslmy funkcje ¢: D — Q wzorem ¢(z) := w,. Wowczas ¢
jest iniekcja. Istotnie, niech z,y € D, x # y i niech np. < y. Z Wniosku 1.1 mamy

flz—=) <wy < f(z+) < f(y—) <wy < fy+).

Stad ¢(x) # ¢(y). Z réznowartodciowosci ¢ wynika, ze D jest réwnoliczny z podzbiorem

zbioru Q. Zatem D jest przeliczalny. O

Twierdzenie 1.3. KaZdg funkcje niemalejacq [nierosngcq/ f: [a,b] — R mozna przed-
stawié w postaci sumy f = g + s, gdzie g: [a,b] — R jest funkcjg niemalejgca [niero-
snqcq] ciggla oraz s: [a,b] — R jest tzw. funkcjg skokéw, tzn. s =Y, un, gdzie funkcje

Up: la,b] — R dane sq wzorami

0 dla x < x,
un(x) == ¢ flzn) — flzn—) dlax =z,
flazn+) — f(zn—) dla x> x,.

oraz (xy,) jest ciggiem rdznowartosciowym wszystkich punktow niecigglosci funkcji f
(jesli x, = a lub x,, = b, to przyjmujemy f(a—) := f(a) lub f(b+) := f(b)).

Dowdd. Zalézmy, ze f jest niemalejaca. (Gdy f jest nierosnaca, dowdd jest podobny.)
Zauwazmy, ze (w przypadku nieskoniczenie wielu sktadnikéw) szereg > u,, jest jedno-

stajnie zbiezny na [a, b]. Istotnie, mamy
Va € [a,b] [un(2)] < flznt) — flzn—),

wiec wystarczy zastosowaé kryterium Weierstrassa, gdyz z Wniosku 1.2 wynika, ze sze-
reg liczbowy > (f(xn+) — f(xn—)) jest zbiezny. Tym samym funkcja s := 3, u,, jest
poprawnie okreslona. (Zauwazmy, ze funkcja s jest niemalejaca jako suma szeregu funk-
cji niemalejacych. Gdy ciag (x,) = (Tn)n<m jest skonczony, mozemy przyjac¢ u, := 0
dla n >m.)

Polézmy g(z) := f(z) — s(x) dla x € [a, b]. Zatem réwnosé f = g + s zachodzi.

Pokazemy, ze funkcja g jest ciagla w dowolnym punkcie z € [a,b]. Rozwazmy dwa
przypadki.

19 Z jest punktem ciagloéci funkcji f. Wtedy wszystkie funkcje u, sa ciagle w Z,
wiec funkcja s tez jest ciagla w & wobec jednostajnej zbieznosci szeregu. Zatem funkcja
g jest ciagta w z jako réznica dwdch funkcji cigglych w tym punkcie.

20 7 = x,,, dla pewnego ng € N. Mamy

g=f—s=f—tn,— Y Un. (1.3)

n#ng



uy, jest ciggla w z, bo wszystkie funkcje tego szeregu sa ciagle w

&

Funkcja Zn;ﬁno
a szereg jest jednostajnie zbiezny. Na mocy (1.3) wystarczy pokazaé, ze funkcja h :=

f — un, jest ciaglta w z. To za$ wynika z ponizszych réwnosci:

h(z+) =

~

(T+) = uno (4) = f(Z4) — f(Z+) + f(z—) = f(z—)
hz) = f(Z) = uny(7) = f(Z) — f(Z) + f(2—) = f(z—)
h(a_;_) - f('i'_) - uno(j_) - f(a_:_)

Pozostaje do sprawdzenia, ze g jest niemalejaca. Niech wiec a < z < y < b. Dla

ustalonego n € N mamy

0 gdy z, <z lub z, >y
f(@nt) = f(xn) gdy xp =z

fant) = flan—) gdy z <zn <y

f(zn) = f(en—) gdy =, = y.

Co najwyzej jeden sktadnik sumy >, (u;(y) — ui(z)) jest taki, ze y = z, (wtedy ten

Un(y) —up(z) =

sktadnik jest réwny f(y)— f(y—)). Podobnie co najwyzej jeden skladnik sumy >_, (u;(y)—
u;(x)) jest taki, ze x = z,, (wtedy ten skladnik jest réwny f(z+) — f(z)). Pozostale
niezerowe wyrazy tej sumy sa postaci f(x;+) — f(z;—).
Stad, korzystajac z powyzszego przedstawienia wu,(y) — u,(x) oraz Wniosku 1.2,
otrzymujemy
s(y) = s(@) =Y _(un(y) — un())

n

< flat) = fla) + Y (un(y) —un(@) + £(y) = fy-)

=fla+) = f@)+ D (flant) = flan=)) + fy) — fly—)
r<Tn<yY
< flzt) = flx) + fly=) = flat) + f(y) — fly—) = fly) — f(=x).
Zatem g(y) —g(z) = f(y) — f(x) — (s(y) — s(x)) > 0. O

1.2 Twierdzenie Helly’ego

Wykazmy nastepujacy prosty lemat o przedtuzaniu funkcji monotonicznej.

Lemat 1.1 (o przediuzaniu). Niech Z C R bedzie niepustym zbiorem ograniczonym.
Jesli funkcja f: Z — R jest niemalejgca (nierosngcea) oraz a :=inf Z, b := sup Z, przy
czym a jest punktem skupienia zbioru Z, to istnieje funkcja niemalejgca (nierosngca)

f: (a,b) — R taka, ze f(z) = f(x) dla x € Z N (a,b).

9



Dowéd. Niech f bedzie niemalejaca. Potézmy f(z) := SUPye(aajnz f(t) dla z € (a,b).
Jesliz e ZN (CL, b)7 to SUPie(a,z]nZ f(t) = f(.T), wige f(ﬂ?) = f(x)
Niech z1, 29 € (a,b), 21 < z2. Wtedy (a,21] N Z C (a,x2] N Z, zatem z wlasnosci

supremum mamy

flz)= sup f(t)< sup f(t) = flaa).
te(a,z1]NZ te(a,z2]NZ
Wobec tego funkcja f jest niemalejaca na (a,b).
Jedli f jest nierosngca, to przyjmujemy f(z) := infic(q2)nz f(t) dla = € (a,b)
i dowdd jest podobny.

Omoéwimy teraz metode przekatniows wyboru podciagu.

Lemat 1.2 (lemat przekatniowy). Niech dany bedzie cigg ciggéw liczbowych ograniczo-
nych
W), (WD), -+
(1)

Wtedy istnieje rosngcy ciag (kn) indekséw naturalnych taki, Ze podciagi (yy,”), (y,g,i)), e

sq zbiezne.

Dowdd. Najpierw korzystajac z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa, wybieramy z ciagu
(yfll)) podciag zbiezny (y((ll))) Nastepnie z ciggu (y(?l))) wybieramy podciag zbiezny
Jn

( @) In

Y ). Postepujac indukcyjnie, wybieramy z ciggu (y (mH))

+1 . ..
(Zln) )) pociag zbiezny (yj(m+1)

dlankaZdego m € N. ’

Niech &, := jfln) dla n € N. Dla kazdego n € N mamy

b = 3 < <UD = k.

Zatem (k) jest rosnacym ciagiem wskaznikéw naturalnych.

Dla kazdego m € N ciag (y,gm))neN = (y(,(mng)neN poczawszy od indekséw n > m, jest
" Jn

podciaggiem ciggu zbieznego (y(?f%)ne& zatem jest zbiezny. O
Jn
Nastepujacy wniosek jest przeformulowaniem powyzszego lematu.

Whniosek 1.3. Niech (fy) bedzie ciggiem funkcji fn: Z — R, n € N, gdzie Z =
{z1,22,...} jest nieskoriczonym zbiorem przeliczalnym. Jesli dla kazdego j € N cigg
(fn(25))nen jest ograniczony, to mozna wybraé podciqg (fr,) ciagu (fn) zbieiny w kaz-

dym punkcie zbioru Z.

Dowdd. Nalezy zastosowaé lemat przekatniowy dla (yg))neN = (fn(2))nen, j €N O
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Twierdzenie 1.4 (Helly’ego). Niech bedzie dany cigg (fn) funkcji fn: (a,b) — R nie-
malejgcych (nierosngcych) taki, Ze dla kazdego x € (a,b) cigg (fn(x)) jest ograniczony.
Wtedy z ciggu (fr) mozna wybraé podcigg zbiezny punktowo na (a,b).

Dowdd. Zalézmy np., ze funkcje f, rozwazanego ciagu sa niemalejace. Niech Z C (a,b)
bedzie zbiorem przeliczalnym gestym w (a,b), np. weZzmy Z := QN (a,b). Na mocy
zalozenia o ograniczonoéci ciagu (f,(x)) w kazdym punkcie x € Z mozemy zastosowaé
Whiosek 1.3 i wybraé¢ podciag (fx,) zbiezny w kazdym punkcie x € Z. Niech f(x) :=
lim,, 00 fx, (z) dla z € Z. Wtedy funkcja f: Z — R jest niemalejaca. Na mocy Lematu
1.1 istnieje funkcja niemalejaca f: (a,b) — R taka, ze f|z = f.

Niech z € (a,b). Z gestosci zbioru Z wynika, ze istnieja ciagi (tm,), (vy) punktéw

zbioru Z takie, ze
Uy < T < Uy, dla wszystkich m e N, w,, — 2z, vy, — .
Ustalmy m € N. Poniewaz kazda funkcja fi, jest niemalejaca, wiec
fren, (um) < fr, () < fr, (vm) dla wszystkich n € N.
Stad dla n — co mamy
flum) <liminf fi, (2) <limsup f, (2) < f(vm).
Korzystajac z dowolnoéci m € N, przejdzmy do granicy gdy m — oo i wtedy otrzymamy

Jla—) < liminf fy, (2) < limsup f, (z) < f(a+) (14)

n—0oo n—00

(stosujemy tu Twierdzenie 1.1 o istnieniu granic jednostronnych funkcji monotonicznej).
Niech D oznacza zbiér punktéw niecigglosci funkeji f. Jedli x € (a,b)\D, to f(z—) =
f(z+), wiec z (1.4) wynika, ze granica lim, o f, (7) istnieje.
Wiemy z Twierdzenia 1.2, ze zbior D jest przeliczalny. Stosujac Wniosek 1.3 do
ciagu (fx,) i zbioru D, otrzymujemy kolejny podciag (fj, ) zbiezny w kazdym punkcie
zbioru D. Oczywiscie ciag ten pozostaje zbiezny w kazdym punkcie zbioru (a,b) \ D.

Zatem teza zostala wykazana. O

7 twierdzenia Helly’ego wynika, ze zachodzi takze jego wersja dla ciagu funkcji mo-
notonicznych okreslonych na przedziale domknietym [a, b] lub jednostronnie domknie-
tym. Istotnie, nalezy zastosowaé powyzsze twierdzenie dla funkcji rozwazanych na (a, b)

i wybra¢ dodatkowo podciag zbiezny w obu lub jednym z punktéw a, b.
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Twierdzenie 1.5. Niech dany bedzie cigg (fn) funkcji rzeczywistych niemalejgcych
(nierosngcych) na |a,b] oraz niech funkcja f: [a,b] — R bedzie ciggla. Zalozmy, zZe zbior
7 jest gesty w [a,b] i taki, ze a,b € Z. Jesli fn(x) — f(x) dla kazdego x € Z, to cigg
(fn) jest jednostagnie zbiezny na [a,b] do funkcji f.

Dowdd. Niech € > 0. Funkcja ciagla f na przedziale [a,b] jest tam jednostajnie ciagla,

wiec istnieje liczba § > 0 taka, ze
Vs,t € la,b] (|s —t] <0 = [f(s) = f(t)] <&/2).

Korzystajac z gestosci zbioru Z, mozna dobra¢ podzial a = 9 < 21 < --- < 2, = b
taki, zeby x; € Z oraz x; —x;-1 < ddlai=1,...,p. Wtedy

|f(zi) = f(mic)| <e/2 dlai=1,...,p. (1.5)
Poniewaz lim,, oo frn(z;) = f(x;) dlai =1,...,p, wiec dobierzmy liczbe k € N tak, zeby
Vn sk Vi€ {0, p} Lfn(ei) — fo0)] < 2/4 (1.6)

Zal6zmy, ze funkcje f,, sa niemalejace i ustalmy = € [a, b]. Istnieje indeks i € {1,...,p}
taki, ze z;—1 < z < x;. Wtedy na mocy (1.6) mamy

Vn>k f(ri—1) —e/4 < fu(zic1) < fo(z) < fu(z:) < fx;) +e/4. (1.7)

Zauwazmy, ze funkcja f jest niemalejaca na Z. Co wiecej, jest ona niemalejaca na
[a, b]. Istotnie, niech s,t € [a,b], s < t. Wybierzmy ciagi (s,), (t,) zbiezne odpowiednio
do s, t i takie, ze s < s, < t, < t oraz su,t, € Z dlan € N. Wtedy f(s,) < f(tn)
dla kazdego n € N. Przechodzac do granicy gdy n — oo i korzystajac z ciagtosci f,
otrzymujemy f(s) < f(¢).

Wiedzac, ze funkcja f jest niemalejaca, dostajemy f(z;—1) < f(z) < f(x;). Stad i z
(1.7) mamy

fa(@), f(x) € (f(@io1) —€/4, f(xi) +2/4)

dla kazdego n > k. Dalej na mocy (1.5) otrzymujemy

|fu(z) — f(@)] < (f(zs) — fzic1)) +e/4+ /4 <e.

Zatem f,, = f na [a,b], bo wskaznik k nie zalezy od x. O
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Rozdziatl 2

Funkcje o wahaniu skonczonym

2.1 Wahanie funkcji. Podstawowe wtasnoSsci

Podzialem przedziatu [a, b] nazywamy skoniczony zbiér P = {zg, x1,...,z,} taki, ze
a=xg<x1<--<xzp=b, neN.

Zbiér wszystkich podzialéw przedziatu [a, b] oznaczamy przez P[a, b].

Definicja 2.1. Wahaniem funkcji f: [a,b] — R nazywamy element zbioru [0, co] dany

wzorem

b n
\/f = sup{z |f(zi) — f(xiz1)|: P =A{z0,...,2n}, PE ﬂ’[a,b]}.

i=1
Jesli \/® f < oo, to méwimy, ze f jest funkcjg o wahaniu skoficzonym (na [a, b]).
Przyktady

1. Kazda funkcja monotoniczna f: [a,b] — R ma wahanie skoniczone. Dokladniej
Va f =11() = f(a)].

2. Zalézmy, ze funkcja f: [a,b] — R spelnia warunek Lipschitza na [a, b], tj.
(3L > 0) (Va,y € [a,b]) [f(z) — f(y)] < LIz —yl.

Wtedy f ma wahanie skonczone. Istotnie, niech P € P[a,b], P = {zo,...,z,}.
Mamy

Stad V2 f < L(b— a).

13



3. Funkcja Dirichleta na [0, 1] ma wahanie nieskoficzone (éwiczenie).

4. 7 Przyktadu 1 wynika, ze istniejg funkcje nieciagte o wahaniu skonczonym. Ist-
nieja tez funkcje ciagle (a nawet rézniczkowalne) o wahaniu nieskoniczonym. Taka

wlasno$é ma funkcja ciagla f: [0,1] — R dana wzorem

f(x)::{o dlaz=0

xsin(1/x) dla z € (0,1].
Wykazaé to (éwiczenie).
Wtasno$é 2.1. Niech f: [a,b] — R oraz [¢,d] C [a,b]. Wtedy /9 f <\ f.

Dowdd. Niech P € Plc,d], P = {xo,...,xz,}. Wtedy Q@ = P U {a,b} jest podzialem

przedziatu [a, b]. Zatem

n

Y If (i) = flwima)l < [f(xo) = fla)l + D] 1F (@) = flaimn) + | £(0) = flan)| <
=1

=1

f.

g

Stad i z dowolnoséci P wynika teza. O
Twierdzenie 2.1. Niech f: [a,b] — R oraza < ¢ <b. Wtedy V% f =V f+VCf.

Dowéd. Jesli \C f = oo lub /2 f = 00, to z Wlasnosci 2.1 wynika, ze \/2 f = co. Zatem
teza zachodzi.

Zalézmy wiec, ze \/;, f < oo i \/g f < oo.

Niech P € Pa,b], P = {zg,...,zn}. Jedli ¢ € P, to ¢ = z, dla pewnego k €
{1,...,n—1}. Wtedy {xo,..., 21} € Pla,c] oraz {xy ..., z,} € Plc,b]. Zatem

n k

n c b
SO (@) = flm) =D 1f @) = flem)l+ Y 1f(@) = fla)| <\ f+ VT

i=1 i=1 i=k+1
JeSlic ¢ P, toxy, < ¢ < xgyq dlapewnego k € {0,...,n—1}. Wtedy {zo,..., 2, c} €
Pla, c| oraz {c,xp11 ..., 2} € Plc,b]. Zatem

n

SOIf (@) = flmim)| < D1 (@) = flaim)| + | f(c) — f ()]

i=1 i=1
n c b
+Hfre) = FOI+ D f@) = fla) <V F+V [
i=k+2 a c

Stad i z dowolnosci P wynika \/2 f < VS f+ V2 f.

14



Nalezy jeszcze pokazaé¢ nier6wnosé przeciwng. Niech € > 0. Z definicji Vg f oraz

\/lc’f wynika, ze istnieja P € Pla,c], P = {so,...,s,} oraz Q € Plc,b], Q = {to, ..

takie, ze

=
—~
&
|

~
0
|

—

=
Vv
<
~
|

N ™

m b
€
s Y ) = f(ti)] >\/f—§-
i=1 c
Wtedy {sg,...,80 =to,.--,tm} € Pla,b], a wiec na mocy (2.1)

b m c b
V=D 1) = Flsi)l + D 1f () = fti) | >NV F+V f—e
a ) =1 a C

To z dowolnosci € daje zadana nieréwnosc.

Sy tm}

(2.1)

O]

Whiosek 2.1. Niech f: [a,b] — R oraz a < ¢ < b. Jesli VS f < oo oraz V2 f < o0, to

Ve f < 0.

Uwaga 2.1. Niech f: [a,b] — R. Mamy nastepujace oszacowanie

£(b) = fla)l <osc(f,[a,b]) <V f,

P

(2.2)

gdzie osc(f, [a,b]) := sup{|f(y) — f(x)|: =,y € [a,b]} nazywamy oscylacja funkcji f na

przedziale [a, b].

Twierdzenie 2.2. Kazda funkcja f o wahaniu ograniczonym na [a,b] jest ograniczona.

Dowdd. Niech z € [a,b]. Na mocy (2.2) i Wlasnosci 2.1 mamy

T b
@) <[f@@) = f@]+[f (@l <V F+ 1@l <V f+If(a)l.

Twierdzenie 2.3. Niech f,g: [a,b] — R.

(a) Jeslic e R, to \Vo(cf) =|c| Vo f (dlac=0,\° f= oo prayjmujemy 0oo :=0).

) VoAf+9) <Vof+\Vig.

(c¢) Jesli \J® f < o0 oraz \/® g < oo, to \/® fg < occ.

(d) Jesli istnieje a > 0 taka, ze |f(z)| > « dla kaidego x € [a,b] oraz V2 f < oo, to

Vo(1/f) < oo.
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Dowdd. (a) Dla dowolnego P € P[a,b], P = {xo,...,z,}, mamy

D lef(@) = ef(zimn)| = lel Y 1f (i) — fl@im1)],
i=1 i=1

skad tatwo wynika teza.
(b) Dla dowolnego P € P[a,b], P = {xo,...,x,}, mamy

n n

n b b
DN +9) @)= (f+9) (i)l <D | f()—fai) |+ lg(xi) —g(zi)| <\ f+V g-
i=1 i=1 i=1 a a
Stad wynika zadana nieréwnoscé.

Dowody (c) i (d) sa podobne (éwiczenie). O

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze zbiér funkeji o wahaniu skoficzonym na [a, b
stanowi przestrzen liniows zamkniety wzgledem operacji mnozenia. Przestrzen ta jest

unormowana przez norme ||f|| := |f(a)| + V2 f (éwiczenie).

Twierdzenie 2.4. Jesli funkcja f: [a,b] — R o wahaniu skorniczonym jest ciggla pra-

wostronnie w punkcie g € [a,b) (lewostronnie w punkcie xo € (a,b]), to funkcja
x
[a,b]BxH\/fER (2.3)
a

jest ciggla prawostronnie (lewostronnie) w punkcie x.

Dowdd. Zalézmy, ze funkcja f o wahaniu skonczonym jest ciagta prawostronnie w punk-
cie o € [a,b). Nalezy pokazaé, ze limx_)xg Va f=Vi f. Dla x > xy z Twierdzenia 2.1
mamy \y f = V5° f+ Vg, f, wigc wystarczy wykaza¢ warunek hm%% Vi, f=0.

Niech € > 0. Z prawostronnej ciggtosci f w x¢ wynika, ze istnieje liczba z > x( taka,
ze |f(z) — f(xo)] < /2 dla wszystkich z € (x0, z). Dobierzmy podzial P € Pz, b],
P ={xg,...,z,} taki, ze

b n
V F<D o If ) = flzio)| + %.
o i—1

Stad dla kazdego x € (xg, min{z,z;}) mamy

b n n
VI <Y 1f @) = f@im)l+5 < |f@)=f @)+ (@)= F o)+ | f @)= Faimn) +5
o i=1 =2
n b
<55 @) — F@)+ 21 @) ~ fai) <4V f
1=2 T



Stad
T b b
Vo € (o minf{zm}) \/ F=\ -\ F<e

o

co daje zapowiedziany warunek. Dowdd dla lewostronnej cigglosci jest podobny. O

Uwaga 2.2. Zachodzi implikacja odwrotna do tej podanej w powyzszym twierdzeniu.
Na przyklad, z prawostronnej ciagtosci funkcji (2.3) gérnej granicy wahania, w punkcie
xo € [a,b), wynika prawostronna ciaglosé funkcji f w xo, bo dla z > xy mamy (por.
Uwage 2.1)

@) — fa) <\ F =\ T -\ 1.

Twierdzenie 2.5 (Pélciagloéé z dotu wahania). Jesli f,: [a,b] — R, n € N, oraz

istnieje limy, oo fn(x) = f(x) dla kaZdego x € [a,b], to

n—oo

b b

\/f < liminf\/fn.

a a
Dowad. Jesli liminf, \/Z fn = 00, to teza jest oczywista. Zaldézmy wiec, ze L =
liminf, \/Z fn < 0.

Niech € > 0. Pokazemy, ze \/Z f < L+ ¢, co z dowolnosci € daje teze. Z definicji L
istnieje podciag (fr, ) taki, ze lim, oo \/2 fr, = L. Zatem

b
Ing €N Vn>ng \/ fr, <L+e.
Niech P € Pla,b], P = {xo,...,zm}. Wtedy
m b
V> ng > | fi (@) = frn(@ic1)| <\ fr, <L +e.
i=1 a
W konsekwencji dla n — oo mamy
S () = f(i1)] = nh_{{}oz | fhn (i) = fr (wiz1)| < L+ 6.
i=1 i=1

7 dowolnosci podzialu P dostajemy zadany warunek. O

Whiosek 2.2. Jesli f(z) = lim, oo fn(x) dla z € [a,b] oraz cigg wahari (V2 f,) jest
ograniczony z gory przez M > 0, to \/2 <M.

Dowéd. 7 poprzedniego twierdzenia mamy \/2 f < liminf, \/Z fon < M. O
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2.2 Rozklad Jordana i jego konsekwencje

Twierdzenie 2.6 (Jordana o rozkladzie). Funkcja f: [a,b] — R ma wahanie skon-
czone wtedy i tylko wtedy, gdy jest réinicg f = g — h dwdch funkcji niemalejgcych
g,h: [a,b] — R. Dodatkowo, dla funkcji f o wahaniu skorniczonym, funkcje niemalejgce
g, h takie, Ze f = g — h mozna mozna dobraé tak, Ze dla kazdego x¢ € [a,b], jesli f
jest ciggla (lewostronnie, prawostronnie) w punkcie xg, to g, h sq¢ ciggle (lewostronnie,

prawostronnie) w xg.

Dowad. Jedli f = g—h, gdzie funkcje g, h sa niemalejace, to f, g maja wahanie skoniczone
i ich réznica tez ma wahanie skonczone na mocy Twierdzenia 2.3.
Niech teraz \/2 f < o0. Polézmy g(z) := V5 f dla x € (a,b] oraz g(a) := 0. Funkcja g

jest niemalejaca, bo jesli x1,x2 € [a,b], x1 < 2, to g(x2) — g(z1) = V32 f > 0. Polézmy

h:=g— f.JeSli x1,x9 € [a,b], x1 < x2, to z Twierdzenia 2.1 dostajemy

haz) — han) = (7 =\ ) — (Flaz) — Fan)) =\ £ — (Flaz) — Fa1)) > 0.

Druga czesé tezy wynika z Twierdzenia 2.4. O

Uwaga 2.3. Jesli f: [a,b] — R ma wahanie skohczone, to rozktad f = g — h opisany
w powyzszym dowodzie nie jest jedyny. Na przyklad, majac dany rozklad f = g —
h, mozna doda¢ do kazdej z funkcji g,h ustalona funkcje niemalejaca ¢: [a,b] — R
i otrzymujemy rozklad f = (g + ¢) — (h + ¢). Specjalny rozklad, zwany kanonicznym

rozktadem Jordana, wyznaczony jest przez funkcje

g@w=§<vf+f@0 h@%=;<Vf—ﬂ@>- (24)

Wtedy oczywiscie g — h = f oraz dla x1,x9 € [a,b], 21 < z2, mamy

m@ww@n=;<ﬁf—umn—ﬂm»>>a

h(z2) — h(z1) = % (\71" = (f(w2) = f(m))) > 0.

Rozklad f = g—h za pomoca funkcji danych wzorem (2.4) jest optymalny w tym sensie,
ze dla dowolnych funkcji niemalejacych g, h: [a,b] — R, jedli f = g — h, to dla wszelkich

x1, T2 € [a,b], 1 < z2, mamy
9(x2) — g(x1) < g(w2) — glar), h(xa) — h(z1) < h(zg) — h(z1),
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tzn. funkcje g, h zdefiniowane w (2.4) rosna najwolniej sposréd funkeji wszystkich moz-
liwych rozkladéw. (Pokazaé to — éwiczenie.)

Ponadto z (2.4) wynika oczywiscie, ze g(z) + h(z) = Vi f dla = € [a,b]. Stad dla
x,y € [a,b], z <y, dostajemy VY f =\ g+ VY h (éwiczenie).

7 Twierdzen 2.3 i 2.6 wynika, ze przestrzen liniowa generowana przez rodzine wszyst-
kich funkcji monotonicznych na [a, b] jest réwna przestrzeni liniowej wszystkich funkeji
o wahaniu skonczonym na [a, b].

Nastepujacy wniosek wynika z Twierdzenia 2.6 i odpowiednich wlasnosci funkcji

monotonicznych.

Whiosek 2.3. Kazda funkcja f o wahaniu skoriczonym na [a,b] ma w kazdym punk-
cie wewnetrznym tego przedzialu obie granice jednostronne oraz istniejg granice f(a+),

f(b=). Ponadto funkcja f ma przeliczalny zbior punktéw niecigglosci.

Whnioskiem z Twierdzenia 2.6 i twierdzenia Helly’ego dla funkcji monotonicznych

jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.7 (Helly’ego). Zalézmy, ze cigg funkcji f: [a,b] — R, n € N, jest
ograniczony w ustalonym punkcie x¢ € [a,b] oraz cigg wahan (\/Z fn) jest ograniczony.
Wtedy z ciggu (f) mozna wybraé podcigg (fi,) zbiezny punktowo do funkcji f: |a,b] —

R o wahaniu skoriczonym na |[a, b].

Dowdd. Wybierzmy liczbe M > 0 tak, zeby |f,,(x0)| < M oraz /% f, < M dla kazdego
n € N. Wtedy |fn(2)| < |fu(®) = fa(zo)| + | fulz0)| <V fu + M < 2M dla wszystkich
x € [a,b] oraz n € N. Dla kazdej funkcji f,, rozwazmy kanoniczny rozklad Jordana

fn = gn — hp; por. (2.4). Dla wszystkich x € [a,b] oraz n € N mamy

T

a

1 3 3
n =35 <3 ) n = < 5 .
n(2)| = 5 M, ) >0

Mozemy wiec zastosowaé twierdzenie Helly’ego do ciagéw (g, ), (hy) funkcji monoto-
nicznych na [a, b]. Najpierw wybierzmy podciag (g, ) ciagu (gn) punktowo zbiezny do
funkcji g na [a, b]. Nastepnie z ciagu (hy, ) wybierzmy podciag (h;, ) punktowo zbiezny
do funkcji h na [a,b]. Wtedy fi, = gi, — hi, — g — h na [a,b]. Funkcja f := g — h ma

wahanie skonczone na [a, b] jako réznica dwoch funkeji niemalejacych. O
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Rozdziat 3

Calka Riemanna-Stieltjesa

3.1 Definicja catki. Podstawowe wlasnos$ci

Calka Riemanna-Stieltjesa jest naturalnym rozszerzeniem pojecia catki Riemanna zna-

nego z kursu analizy.

Definicja 3.1. Niech f,g: [a,b] — R. Rozwazmy podzial P = {x¢,..., 2} € Pla,b]
oraz uklad t = (t1,...,¢;) punktéw posrednich t; € [x;—1,2;] (dla i = 1,...,k) odpo-

wiadajacych podziatowi P. Utwoérzmy sume catkowa

S(f.g, P t) == Zf — 9(zi-1)).

Moéwimy, ze liczba A € R jest catka Riemanna-Stieltjesa (RS-catka) funkeji f wzgledem
funkcji g na [a, b], gdy
Ve>0 36 >0 VP € Pla,b] V& (u(P)<d=1|S(f,g,Pt)— Al <e), (3.1)

gdzie p(P) := maxi<i<k(zi — xi—1) jest Srednica podzialu P. Oznaczamy A = f(f fdg,

za$ warunek (3.1) zapisujemy jako zbieznosé sum catkowych

b
limS,,P,tz/ dg.
o (f,9,P,t) afg

Z powyzszej definicji wynika, ze jesli istnieje RS-catka [ f fdg, to jest tylko jedna
(¢éwiczenie, dowdd nie wprost).

Przyktady

1. Jedli g(x) = x dla x € [a, b], to RS-calka staje si¢ calka Riemanna ff f(x)dx
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2. Niech f(z) := 1 dla = € [a,b]. Wtedy S(f,g,P,t) = S5 (g(z;) — g(zi_1)) =
9(b) = g(a). Zatem [} fdg = g(b) — g(a).

3. Niech g = Xx(cp), gdzie ¢ € [a,b) jest ustalonym punktem oraz niech funkcja
f: [a,b] — R bedzie ciagla w punkcie c¢. Pokazemy, ze fa{’ fdg = f(c). Niech ¢ > 0.
Skoro f jest ciggla w punkcie ¢, to dobierzmy liczbe & > 0 taka, ze

Vte[a,b] (Jt—c <8=[f(t)— f)| <e).

Niech P = {xq,...,2z;} € Pla,b] bedzie taki, ze u(P) < J i niech t = (¢1,...,t),
gdzie t; € [z;—1,x;) dlai = 1,..., k. Istnieje dokladnie jeden indeks j € {1,...,k}
taki, ze ¢ € [xj_1,2;). Wtedy

S(f,9, P,t) = f(t;)(9(z;) — g(zj—1)) = (1))

Stad i z doboru liczby § mamy
1S(f,9, P, t) = f(O)] = |f(t5) = f(e)] <e.

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze przy stosownych zalozeniach o funkcji g mo-

zemy RS-catke sprowadzi¢ do odpowiedniej catki Riemanna.

Twierdzenie 3.1 (Zamiana zmiennych). Zaldimy, ze f: [a,b] — R, za$ funkcja
g: la,b] — R jest $cisle rosngca i ciggla. Wéwczas RS-calka f; fdg istnieje wtedy

1 tylko wtedy, gdy istnieje catka Riemanna fgg((;)) fog™t oraz

b 9(b) 1
/ fdg =/ Jog .
a g(a)

Dowdd. Rozwazmy podzial P = {xy,...,x;} € Pla,b] oraz uklad ¢ = (¢1,...,t;) punk-
téw posrednich ¢; € [x;—1,2;] dla i = 1,..., k. Stosujac funkcje g, otrzymamy punkty
y; == g(x;), ktére stanowia podzial Q@ = {yo,...,yx} € Plg(a), g(b)]. Ponadto dosta-
jemy uklad § = (s1,...,sk) punktéw posrednich s; € [y;—1, ], gdzie s; := g(t;) dla

1=1,..., k. Zauwazmy, ze
k k
S(fﬂQa P?B = Z f(tz)(g(xz)_g(xz—l)) = Z(fogil)(sz)cyl_yl—l) = S(fogilﬂda Qv §>,
=1 i=1

(3.2)
Odwrotnie, majac podzial @ = {yo,...,yx} € Plg(a),g(b)] i uklad 5 = (s1,...,sk)
punktéw posrednich s; € [y;—1,¥:], otrzymujemy podzial P = {xo,...,zx} € Pla,b]
oraz uktad = (t1,...,t;) punktéw poérednich, gdzie z; := g~ ' (v;), t; := g~ '(s;) dla
i=1,...,k oraz (3.2) zachodzi.
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Zalézmy, ze RS-calka | f fdg istnieje. Wtedy dla dowolnego £ > 0 znajdziemy liczbe
0 > 0 taka, ze

VP € Pla,b] Vi <M(P) <5= ‘S(f,g,P,t_)—/bfdg

< 5) . (3.3)

Skoro funkcja g jest ciagla iniekcja na zbiorze zwartym [a,b], to jest ona homeomorfi-
zmem przeksztalcajacym [a,b] na [g(a), g(b)]. Zatem funkcja g~ ! jest jednostajnie ciggta
na [g(a), g(b)]. Dobierzmy wigc liczbe n > 0 taka, ze |g~1(u) — g~ (v)| < § dla dowolnych
u,v € [g(a), g(b)] takich, ze |u — v| < n. Niech podzial @ = {yo,...,yx} € Plg(a), g(b)]
bedzie taki, ze u(Q) < n i rozwazmy uklad s = (s1,...,s;) punktéw posrednich s; €

L otrzymamy odpowiedni podzial P € Pla, b]

[yi—1, yi]. Stosujac jak powyzej funkcje g~
oraz uklad ¢, przy czym z doboru liczby n mamy p(P) < §. Do P oraz t mozemy zasto-
sowaé (3.3), przy czym na mocy (3.2) mozemy zastapi¢ sume S(f, g, P,t) przez sume

S(fogt,id,Q,5). Dobraliémy wiec liczbe n > 0 taka, ze

b
S(fogid,Q.8) ~ [ fdg

vQ € Plg(a),g(b)] Vs (M(Q) <n= < 6) . (34)

1

To pokazuje, ze catka Riemanna fif; fog™" istnieje i jest réwna f; fdg.

Dowdéd implikacji w druga strone jest analogiczny. O

Twierdzenie 3.2. Niech f,g, fi, gi: [a,b] = R oraz¢; € R dlai=1,2.

(i) Jesli calki f; fidg istniejg dla i = 1,2, to istnieje calka ff(c1f1 + caf2)dg oraz
b b b
/ (c1fi +cafa)dg = 01/ fidg + 02/ fadg.
(ii) Jesli calki ff fdg; istniejq dla i = 1,2, to istnieje calka ff fd(c1g1 + cag2) oraz

b b b
/ fd(crgn + eags) = e / fdgi + e / fdgs.

Dowdd. Nalezy skorzystaé z definicji RS-catki — jest to nietrudne ¢wiczenie. O

Nastepujace twierdzenie jest warunkiem typu Cauchy’ego réwnowaznym istnieniu
RS-catki.

Twierdzenie 3.3. Niech f,g: [a,b] — R. Na to, by istniala calka f; fdg potrzeba

1 wystarcza, by zachodzil warunek

Ye>0 36 >0 VPt VPt (max{u(P),u(P)} <= 1|S(f, g, P,0)~S(f g, P t)| <e),
(3.5)
gdzie P, P' sq podziatami przedziatu [a,b], zas t,t' sq odpowiednimi uktadami punktow

posrednich.

22



Dowdd. Koniecznosé. Niech € > 0. Z zalozenia istnieje liczba & > 0 taka, ze

<<
5]

Rozwazmy dowolne podzialy P, P’ przedziatu [a, b] takie, ze max{u(P), u(P’)} < § oraz

VP € Pla,b] Vi (N,(m <5= ‘S(f,g,P,f)—/bfdg

odpowiednie uklady £, punktéw posrednich. Wtedy

b
S(f.g,P.f) / fdg

_ b _
S(£.9.P0) = S(£.9.P'.#)| < +|[ tdg=S(1.9.P.0)
a
SN
2 2 7
Dostatecznosé. Dla n € N wezmy kolejno e, := 1/n i wedlug zalozenia (3.5) do-

bierzmy odpowiednie liczby §,, > 0, przy czym mozna przyjaé, ze dn+1 < 6, dlan € N.
Dla n € N wybierzmy podzial P, € P[a,b] taki, ze u(P,) < 0, i odpowiedni uklad ¢,
punktéw posrednich. Oznaczmy S, := S(f, g, Pn,tn).

Niech € > 0 i dobierzmy k € N tak, by 1/k < . Dla dowolnych m,n > k mamy
w(Pp) < 0 < Ok, u(Py) < 0 < Ok, a wiec |Sy, — Sp| < % < e. Zatem ciag liczbowy
(Sn) spelia warunek Cauchy’ego, wiec jest zbiezny do pewnej liczby A € R.

Pokazemy, ze f; fdg = A. Niech £ > 0 i dobierzmy N € N tak, by 1/N < ¢/2 oraz
|Sy — A] < €/2. Niech P € Pla,b], u(P) < oy i niech ¢ bedzie odpowiednim ukladem
punktéw posrednich. Wtedy

1
1S(F,9,P.0) = Al <IS(f,9.P.0) = Swl +1Sn — Al < -+ 5 < -+ 5 ==

Zatem fab fdg = A. O

Korzystajac z poprzedniego twierdzenia, udowodnimy nastepujaca wtasnosé¢ addy-

tywnosci catki wzgledem przedziatu.

Twierdzenie 3.4. Niech f,g: [a,b] — R oraz a < ¢ < b. Jesli calka f(f fdg istnieje, to
istniejg calki [T fdg oraz fcb fdg, przy czym ff fdg= [ fdg—i—fcb fdg.

Dowdd. Zalézmy, ze catka [ f fdg istnieje. Udowodnimy, ze catka [ fdg istnieje. Niech
e > 0. Z istnienia caltki f;’ fdg na mocy (3.5) dobierzmy odpowiednia liczbe 6 > 0.
Niech Q, Q" € Pla, c], max{u(Q), n(Q")} < 0 oraz niech ¢, 5 bedzie odpowiednimi ukla-
dami punktéw posrednich. Ustalmy podzial T' € Plc, b] taki, ze u(T) < § wraz z odpo-
wiednim uktadem % punktéw posrednich. Wéwcezas P := QU T oraz P := Q' UT sa
podzialami przedziatu [a, b] oraz max{u(P),u(P’')} < §. Przyjmijmy o := ¢ — @ oraz

23



]

:= 5§ « 4 jako odpowiednie ukltady punktéw posrednich, np. jesli ¢ = (t1,...,t,),

|

= (Uty.. yUp), 0t~ U= (t1,...,tn, U1, .., Uy). Mamy teraz

|S(f’g7Q7E)_S(f7g7Ql7§)‘ = ‘S(f,g,P,'l_))_S(f,g’P/’f[I))‘ <67

co oznacza, ze spelniona jest wersja warunku (3.5) zapewniajacego istnienie catki [; fdg.
Istnienie catki [ Cb fdg wykazujemy analogicznie.
Dla dowodu réwnosci w tezie wezmy € > 0 i dobierzmy liczbe § > 0 tak, by

3

<z <<
3 3

b
’S(f7gvp7v)_/a fdg

SM%@D—LV@%@W&ﬁ%ﬂM—LH@

dla dowolnych podziatéw P € P[a,b], Q € Pla,c], T € P[c, b] takich, ze

max{u(P), u(Q), u(T)} < 6

oraz odpowiednich uktadéw v, t, @ punktéw posrednich. Ustalmy @Q € Pla, c|, T € P[e, ]
takie, ze max{u(Q),u(T)} < d oraz odpowiednie uklady ¢, @ punktéw posrednich.
Wtedy P := QUT € Pla,b], u(P) < § oraz v := t « u jest odpowiednim ukladem
punktéw posrednich. Ponadto S(f, g, P,v) = S(f,g9,Q,t) + S(f,g,T,u). Zatem

lébfdg—1lcfdg—xlbfdg

+[8(r.0.0.0~ [ dg| +

<

b
/ fdg—S(fag7P7’D)

E € €
<5 +g+t5=¢

b
S(fvg7T7ﬁ>_/c fdg 3 3 3

7 dowolnosci € > 0 dostajemy zadana réwnosé. O

Uwaga 3.1. Niech f,g: [~1,1] — R beda dane wzorami f := x(,1), 9 := X[0,1]- Wte-
dy f_ol fdg =0 = fol fdg (por. Przyklady 2 i 3). Jednakze calka f_ll fdg nie istnieje

(¢éwiczenie).

3.2 Kiedy RS-calka istnieje?

Twierdzenie 3.5 (Calkowanie przez czesci). Niech f,g: [a,b] — R. Rozwazmy calki
f; fdg 1 f;gdf. Istnienie jednej z tych calek jest rownowazne istnieniu drugiej oraz

zachodzi wzor

b b
Lf@+ég#=UMMM$
(b) — F(a)g(a).

gdzie [f(2)g(2)]; == f(b)g (a)g
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Dowdd. Zalézmy np. istnienie catki [ ; gdf oraz dla liczby € > 0 dobierzmy liczbe § > 0
wedtug definicji
b
lim S(g, ,P,t:/ df.
o (9.£, P0) = | gdf
Ustalmy dowolny podzial P = {x,...,2,} € P[a,b] o érednicy < 6/2 i dowolny uklad

t = (t1,...,t,) punktéw posrednich. Utwérzmy sume

S:=S(f,g,P1t) = zn:f(tz)(g(xz) —g(zi-1)).

Wtedy stosujac przeksztalcenie Abela, mamy

n n n n—1
S = fltaglx:) =Y ft)glzia) =D Ft)gx:i) = > f(tiy1)g(x:)
=1 =1 =1 =0
n—1
== g(@)(f(tig1) — f(t)) + f(tn)g(b) — f(t1)g(a).
=1

b

Stad dodajac i odejmujac [f(x)g(x)], zauwazamy, ze S jest réwne

n—1
[f(x)g(x)]; — (g(a)(f(tl) = f(@) + > g(@i) (f(tirr) — f(t:) + g(b)(f(b) — f(tn))> -
i=1
(3.6)
Niech P":={a,t1,ta,...,ty,b}. Wtedy a < t1 <ty < --- <t, <b, wiec P’ potraktujmy
jako podzial przedzialu [a,b], w ktérym sasiednie punkty moga byé réwne. Réwnosé

(3.6) mozna wiec zapisa¢ w postaci

S(f,g,P,ﬂ:[f(a:)g(:v)]Z—S(g,f,P',a_:), (3'7)

gdzie T := (xo,1,...,T,) jest ukladem punktéw posrednich dla podzialu P'. Zauwaz-
my, ze u(P’") < §. Zatem z doboru liczby ¢ mamy |S(g, f, P/, T) — ff gdf| < €. Teraz na
mocy (3.7) otrzymujemy

b
S(f.9,Pt) — ([f(év)g(ﬂc)]z—/a gdf)‘
= |5(f,g,P,f) - [f(:L‘)g(l‘)]Z—{—S(g,f’Pl,:i‘) _S(gvfaplaf) +Ab9df|

<e.

b
{ﬂ%ﬁmm—Lgﬁ

To oznacza, ze

lm S50, P.0) = [f @@l ~ [ o
P a

w(P)—0

Zatem f; fdg istnieje i zachodzi wzér podany w tezie. O
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Twierdzenie 3.6. Niech f,g: [a,b] — R. Jesli jedna z funkcji f, g jest ciggla, a druga
ma wahanie skonczone, to catki ff fdg, f: gdf istniejq.

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 3.5 wystarczy wykazaé, ze istnieje jedna z calek. Zatéz-
my, ze funkcja f jest ciagla na [a,b], zas ¢ ma wahanie skonczone. Pokazemy istnienie
calki ff fdg. Ze wzgledu na rozklad Jordana i Twierdzenie 3.2 (ii) wystarczy rozwa-
zy¢ przypadek, gdy funkcja g jest niemalejaca. Niech wiec g bedzie niemalejaca oraz
niestala. Oznaczmy ¢ := g(b) — g(a). Wtedy ¢ > 0.

Rozwazmy podzial P = {xq,...,x,} € Pla,b] oraz dla i =1,...,n oznaczmy
m; = 1inf{f(z): x € [zi—1, ]}, M;:=sup{f(z): x € [zi—1, 2]},

a nastepnie

n n

S(f,9,P) =Y mi(g(xi) — g(zi1)), S(f,9,P):=Y Mi(g(wi) — g(i-1)).

i=1 i=1

Zauwazmy, ze dla dowolnego ukladu ¢ punktéw posrednich dla P mamy

S(f,9,P)<S(f,9,P,t) <S(f,9,P). (3.8)

Nietrudno sprawdzié¢ (éwiczenie), ze zbiér {S(f,g,P): P € Pla,b]} jest ograniczony
z gory przez dowolna sume postaci S(f, g, P). Oznaczmy I := sup{S(f,g,P): P €
Pla,b]}. Dla dowolnego P mamy

S(f.9.P) <I<3(f,9,P). (3.9)

Pokazemy, ze f;’ fdg=1.

Niech € > 0. Z jednostajnej ciaglosci funkeji f na [a, b] dobierzmy liczbe 6 > 0 taka,
ze |f(u) — f(v)] < €/c dla dowolnych u,v € [a,b] o wlasnosci |u — v| < §. Rozwazmy
dowolny podzial P € P[a,b], dla ktérego pu(P) < d. Z twierdzenia Weierstrassa wynika,
ze dla i = 1,...,n istnieja u;, v; € [xi_1,x;] takie, ze m; = f(u;), M; = f(vi). Wtedy
lu;j —v;| < 2y — wi—1 < 0, wige M; —m; < e/c. Stad

. n € n
S(f.9,P) = S(f.9,P) = _(M; — m;)(g(w;) — g(wi—1)) < - > (glxi) — g(zim1)) =e.
i=1 i=1
WeZmy dowolny uklad punktéw posrednich ¢ dla podziatu P. Korzystajac z (3.8) i (3.9),

mamy
’S(fmq’P:LT)_I‘ <§(f,g,P)—§(f,g,P) <5a

a to oznacza, ze I = ff fdg. O

26



Kolejne twierdzenie pokazuje, ze przy pewnych zalozeniach (innych niz w Twierdze-

niu 3.1) RS-catke mozna liczyé¢ jako odpowiednia calke Riemanna.

Twierdzenie 3.7. Niech f,g: [a,b] — R, przy czym f jest calkowalna w sensie Rie-
manna na [a,b], g jest rézniczkowalna oraz g’ jest calkowalna w sensie Riemanna na
[a,b]. Wtedy istnieje calka f: fdg oraz

/abfdngabfg’-

Dowdd. 7 zalozen wynika, ze caltka I := ff fg' istnieje. Pokazemy, ze ff fdg = I. Niech
e > 0. Z teorii calki Riemanna i catkowalnosci f na [a, b] wiemy, ze istnieje liczba 6; > 0
taka, ze dla kazdego podziatu P = {xq,...,z,} € P[a,b] o Srednicy < §; mamy

n

Z(Mz —my)(z; —zi-1) <¢, (3.10)
i=1
gdzie m; := inf{f(z): = € [zi—1, 2]}, M; :=sup{f(z): z € [zi—1, 2]} dlai =1,... n.
Skoro catka [ = f; f¢’ istnieje, to znajdziemy liczbe d2 > 0 taka, ze dla kazdego podziatu
P ={xg,...,zy} € Pla,b] o $rednicy < ds i dowolnego uktadu ¢ = (t1,...,t,) punktéw

posrednich mamy
n

I — Z f(ti)g,(ti)(l‘i — J}z;l) < €. (3.11)

i=1
Niech ¢ := min{di, J2}. Rozwazmy dowolny podzial P = {zo,...,z,} € Pa,b] o red-
nicy < 4 i dowolny uktad ¢ = (t1,...,t,) punktéw posrednich. Na mocy twierdzenia
Lagrange’a dobierzmy punkty s; € [z;_1, ;] takie, ze g(z;) — g(zi—1) = ¢'(si) (@i — xi—1)
dla i = 1,...,n. Funkcja ¢’ jako calkowalna w sensie Riemanna na [a,b] jest ograni-
czona. Niech liczba K bedzie taka, ze |¢'(z)| < K dla kazdego = € [a,b]. Korzystajac
z (3.10) i (3.11), dostajemy

i=1 i=1
1= 32 0 ) = 30)| 3200 = (00D ) 721
<e+ Kzn:(Ml —m;)(z; —xi1) <e+ Ke=(1+ K)e.
i=1
Z dowolnosci € otrzymujemy |, f fdg =1. O

Twierdzenie 3.8. Jesli funkcje f,g: [a,b] — R majg wspdlny punkt niecigglosci ¢ €
[a,b], to nie istnieje RS-calka f; fdg.
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Dowdd. Zalézmy, ze ¢ < b oraz f nie jest prawostronnie ciagta w punkcie c. (Dowéd, gdy
a < c oraz f nie jest lewostronnie ciagla w ¢, przebiega podobnie.) Zatem dla pewnej

liczby € > 0 mamy
Vo >03z € (c,c+0) |f(x)— fle)| > e (3.12)

Rozwazmy dwa przypadki:
19 Funkcja g nie jest prawostronnie ciagta w punkcie c. Dla pewnej liczby g9 > 0
mamy wiec
Vo > 03y € (c,c+9) |g(y) —g(c)| > eo. (3.13)

Pokazemy, ze calka [, f fdg nie istnieje, gdyz nie zachodzi warunek typu Cauchy’ego
z Twierdzenia 3.3. Niech liczba ¢ > 0 bedzie dowolna. Ustalmy podzial P = {zq, ..., x,}
przedziatu [a, b] taki, ze pu(P) < § oraz ¢ = xp_1 dla pewnego k € {1,...,n}, przy czym
punkt xy jest dobrany tak, by |g(zx) — g(c)| > o na podstawie (3.13). Dalej z warunku
(3.12) dobierzmy punkt x € (¢, z) taki, ze |f(x) — f(c)| > . Niech @Q := P oraz niech
t = (t1,...tn), 8 = (s1,...,5,) beda takie, ze t; := x, s := c oraz t; = s; dla i # k.
Wtedy

1S5(f,9,P,t) = S(f,9,Q,5)| = [f(x) = f(c) lg(xr) — g(c)| > & - o,

co pokazuje, ze warunek typu Cauchy’ego nie zachodzi.
20 Funkcja g jest prawostronnie ciggta w punkcie ¢ i nie jest w nim lewostronnie

ciagta. Teraz dla pewnego €9 > 0 mamy
Vo >03y e (c—46,¢) |gly) — g(e)| > eo. (3.14)

Niech liczba § > 0 bedzie dowolna. Wybierzemy podzial P = {xg,...,z,} € P[a,]
taki, ze u(P) < 0 oraz zx_1 < ¢ < zj dla pewnego k € {1,...,n}. Punkt =51 €
(¢ — d,c) dobieramy na podstawie (3.14) tak, by |g(xr—1) — g(c)| > €o. Wtedy tez
lg(z—1) — g(2)| > eo dla wszystkich z € (¢, c+n), gdzie istnienie liczby n > 0 wynika z
prawostronnej ciagloéci g w punkcie c. Dalej dla o := min{n, d — (c—xj_1)} na podstawie
(3.12) dobieramy zy € (¢, c+ o) tak, by |f(zr) — f(c)] > e. (Warunek 0 < § — (c—x_1)
narzucamy po to, by mie¢ xp — zx_1 < J.) Pozostale punkty x; wybieramy dowolnie
tak, by u(P) < é.

Niech @ := P oraz niech ¢ = (t1,...t,), 5 = (s1,...,5n) beda takie, ze t; := xy,
s := coraz t; = s; dla i # k. Podobnie jak poprzednio dostajemy

1S(f, 9, P,t) = S(f,9.Q.8)| = | f(zx) — f(O) lg(wr) — g(xp-1)] > € - 0.
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Rozdziat 4

Twierdzenie Vitalego o pokryciu

4.1 Twierdzenie Vitalego

Przez )\ oznaczamy miare Lebesgue’a na prostej rzeczywistej. Przypomnijmy, ze A jest
miarg zewnetrzng Lebesgue’a A* obcieta do o-ciata zbioréw mierzalnych w sensie Lebes-
gue’a na R. Dla przedzialu I C R bedziemy czasem pisa¢ krétko |I| := (1) (wiedzac,

ze miara Lebesgue’a przedzialu jest réwna jego dlugosci).

Definicja 4.1. Niech £ C R. Méwimy, ze rodzina F niezdegenerowanych przedziatéw

zwartych pokrywa zbior E w sensie Vitalego, gdy
Vee EVe>03le€d (zel, [I|<e). (4.1)

Twierdzenie 4.1 (Vitalego o pokryciu). Jesli rodzina F niezdegenerowanych przedzia-
tow zwartych pokrywa zbior E C R w sensie Vitalego, to istnieje przeliczalna podrodzina

F. C F zloZona z przedziatow parami roztgcznych taka, Ze AN(E '\ Ureq, I) = 0.

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze zbiér E jest ograniczony. Przypusémy bowiem, ze E jest
nieograniczony i rozwazamy zbiory E, := EN(n,n+1) dla n € Z, ktére sa ograniczone
oraz (ENZ)UU,ez En = E. Rodzina JF pokrywa kazdy ze zbioréw E,, n € N, w sensie
Vitalego. Ponadto dla kazdego ustalonego n mozemy zastapi¢ F przez jej podrodzine
pokrywajaca E, w sensie Vitalego, ktérej przedzialy sa zawarte w (n,n + 1). Zalézmy,
ze znalezliSmy przeliczalne rodziny ¥, C F, n € N, zlozone z przedzialéw parami
roztacznych takie, ze A(Ey, \ Ures, I) = 0 dla n € N. Niech F, = U,ez Tn. Wtedy

F. C F oraz F, sklada sie z przedzialow parami roztacznych. Ponadto

(E\U ) EDZ+)\*(UE\UU )

I1€T, nez neZIed,
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<>\*<U (En\ U I)) <Y N (En\ U I) =0.

nez Ied, ne”Z 1ed,
Zatem rodzina F, spelnia teze dla zbioru E.

Zalézmy zatem, ze E C J, gdzie J jest ograniczonym przedzialem otwartym, przy
czym wszystkie przedzialy rodziny J sa zawarte w J. Przedzialy podrodziny JF, bedzie-
my wybiera¢ indukecyjnie, ustawiajac je w ciag (I). Zalézmy, ze wybraliémy juz parami
roztaczne przedzialy Iy, ..., I, € F. JeSli E C U}, Ik, to przyjmujac F, := {11, ..., I, },
mamy teze. Jedli zas E \ Up_; Ir # 0, to poltézmy F,, := Jj_q Iy. Wtedy G,, := J \ F,

jest niepustym zbiorem otwartym. Niech
M, =sup{|I|: [ € F, I C Gy}.

Zbiér, ktorego kres gérny tu rozwazamy, jest niepusty, bo E \ F, # () oraz F jest
pokryciem w sensie Vitalego. Oczywiscie M,, > 0 i z definicji kresu gérnego wybierzmy

przedzial I, € F taki, ze I,11 C G, oraz

1 1

Poniewaz I,+1 C Gy, wiec It NUp_1 Ik = 0. Gdy E C UZI} I, to potézmy F, =
{l,...,Int1}- W przeciwnym razie powtarzamy rozumowanie. Jesli konstrukcja prze-
biega w skonczonej liczbie krokow, to teza zachodzi. Zalézmy wiec, ze konstrukcja pro-
wadzi do nieskonczonego ciagu (I,)nen. Z konstrukeji wynika, ze przedzialy tego ciagu
sa parami rozlaczne. Polézmy F, := {I,,: n € N}. Do zakonczenia dowodu wystarczy
wykazaé, ze \*(E \ F) =0, gdzie F' := Upen Ik

Dla kazdego k € N niech Ji bedzie przedziatem wspoéltsrodkowym z Iy, i takim, ze
| k| = 5|1k|. Mamy

keN

Dol =5) 1] = 5 (U Ik) <5)J] < 0. (4.3)
k=1 k=1

Wykazemy, ze
VieN E\Fc ], (4.4)
k>j
gdyz to daje teze. Istotnie, dla ¢ > 0 dobierzmy j € N tak, by >5p2, [Ji| < € (resz-
ta szeregu zbieznego, por. wzér (4.3)). Na mocy (4.4) mamy E\ F' C Uys; Ji, a to
z dowolnoéci € > 0 oznacza, ze \*(E'\ F') = 0.
Dla dowodu (4.4) ustalmy j € N oraz x € E \ F. Poniewaz F' = U,y Fr, wiec
x € E\ F; C J\ F; = Gj. Skoro rodzina J pokrywa zbiér £ w sensie Vitalego, to
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istnieje przedzial I € F taki, ze x € I C G;. Pokazemy, ze I C Uy>; Ji, co zakonczy
dowdd (4.4). Mozemy znalezé wskaznik n > j, dla ktérego I N F), # (). Istotnie, gdyby
INF, =0 dla kazdego n > j, to I C G,, oraz z warunku (4.2) mieliby$my

> 1< My < 2/,

co jest niemozliwe, bo |I,] — 0 na mocy zbieznosci szeregu > |I,|. Rozwazmy wiec
niepusty zbiér
A={n>j:INF, #0}

i niech m := min A. Wtedy I N F,, # () oraz INF,,_1 = (. Stad I C G,,_1, a wiec
z definicji My,—1 i wzoru (4.2) mamy

|I| < Mmfl < 2|Im|' (4'5)

Skoro INFy, # 0 oraz INFy—1 =0, Fy, = Fre1 U Iy, to I NI, # 0. Stad, z (4.5)

i wyboru przedziatu J,,, mamy I C J,. Zatem

v €l CJncC
k=j

co koniczy dowdd (4.4). O

Twierdzenie Vitalego o pokryciu ma wazne zastosowania w teorii funkcji rzeczywi-

stych. Jedno z nich pokazemy w nastepnym podrozdziale.

4.2 Roézniczkowalnos$é funkcji monotonicznych

Definicja 4.2. Méwimy, ze o € [—o0, 0] jest liczba pochodna funkcji f: [a,b] — R
w punkcie zy € [a, b], gdy istnieje ciag (hy,) liczb réznych od 0 zbiezny do 0 taki, ze
h) —
i @0+ ha) = flzo) _

n—o0 hn,

Uwaga: Funkcja f ma w kazdym punkcie przynajmniej jedng liczbe pochodng. Wy-
nika to stad, ze kazdy ciag liczb rzeczywistych ma podciag zbiezny lub rozbiezny do
+o0.

Przyktady

(a) Funkcja f rézniczkowalna w xg ma w tym punkcie jedyna liczbe pochodna f’(x¢).

(b) Funkcja f:[-1,1] — R, f(z) := |z|, ma w punkcie 0 dwie liczby pochodne: —1

oraz 1.

31



(c) Dla funkcji f: [0,1] — R danej wzorem

0 dlaz=0
flx) = :
Vasin(l/xz) dla z € (0,1]
kazdy element o € [—00, 00] jest liczba pochodna w punkcie 0. Wykazaé to (¢wi-
czenie).
Zalézmy, ze funkcja rzeczywista f na przedziale I := [a,b] jest $ciSle rosnaca

i rézniczkowalna. Wtedy f/ > 0 na I. Jesli ponadto liczba p > 0 jest taka, ze f' < p
na I, to z twierdzenia Lagrange’a latwo otrzymujemy f(b) — f(a) < p(b — a). Inaczej
mowiac, A(f[I]) < pA(I). Ponizszy lemat przenosi te obserwacje do ogdlniejszej sytuacii,
gdy rozwazamy liczby pochodne.

Lemat 4.1. Niech funkcja f: [a,b] — R bedzie $cisle rosngca i niech p > 0 oraz E C
[a,b]. Jesli w kazdym punkcie x € E istnieje liczba pochodna D f(x) < p, to N*(f[E]) <
pA*(E).

Dowdd. Niech € > 0. Z definicji miary zewnetrznej Lebesgue’a znajdziemy ograniczony
zbiér otwarty G taki, ze E¥ C G oraz

AG) < M(E) + . (4.6)

Korzystajac z zalozenia o zbiorze E, dla kazdego x¢ € E wybierzmy ciag (h,) o wyrazach

niezerowych taki, ze h,, — 0 oraz dla kazdego n € N mamy

flan+ha) = [(@0) _
hn,

(4.7)

Dla n € N oznaczmy

[0, 20 + hy), gdy hy, >0
[0 + hn, o], gdy h, <0

I, (xg) = {

[f(0), f(zo + )], gdy by >0
[f(-%'(] + hn): f($0)}7 gdy hn < 0.

Mozemy dodatkowo zalozy¢, ze wszystkie przedziaty I,,(xg) sa zawarte w G. Poniewaz

Jn($0) = {

funkcja f jest Scisle rosnaca, wiec f[I,(zo)] C Jn(xo) oraz Jn(xo) jest przedzialem
niezdegenerowanym. Oczywiscie A(I,(zo)) = |hn| oraz A(Jn(x0)) = | f(xo+hn) — f(z0)],
wiegc z (4.7) wynika, ze

A(Jn(@0)) < PAIn(w0)). (4.8)
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Skoro h, — 0, to A(I,(x0)) — 0, a zatem z (4.8) mamy A(J,(zg)) — 0. Stad wnio-
skujemy, ze rodzina przedzialéw F := {J,(x0): zo € E, n € N} pokrywa zbiér f[E]
w sensie Vitalego. Na mocy twierdzenia Vitalego wybierzmy przeliczalna podrodzing

F" .= {J,(z;): i € N} rodziny F zlozona z przedzialéw parami rozlacznych i taka, ze

A (f[E] VU Jm<xi>> ~0. (4.9)

1€EN

Stosujac (4.9), otrzymujemy

o0

NFIED < X FIETN Y ns(0) | < D2 A () (4.10)
€N i=1

Zauwazmy, ze odpowiednie przedzialy I, (x;), i € N, tworza rodzine rozlaczna (gdyby

dwa rézne przedzialy tej postaci sie przecinaly, to odpowiednie przedzialy rodziny F’

tez by sie przecinaly). Stad i ze wzoru (4.6) wnioskujemy, ze

i)\(Im(az,)) =A (U I, (a:z)) <A(G) < X(E) +e. (4.11)
i=1 ieN

bLaczac (4.10), (4.8) i (4.11), mamy X\*(f[E]) < p(A*(E) +¢). Stad i z dowolnosci € > 0

wynika, ze \*(f[E]) < pA*(E). O

Lemat 4.2. Niech funkcja f: [a,b] — R bedzie Scisle rosngca i niech ¢ > 0 oraz E C
[a,b]. Jesli w kazdym punkcie x € E istnieje liczba pochodna D f(x) > q, to N*(f[E]) >
g\ (E).

Dowdd. Niech € > 0. Wybierzmy zbiér ograniczony zbiér otwarty G taki, ze f[E] C G
oraz M(G) < \*(f[E]) + . Niech E oznacza zbiér punktéw ciaggloéci funkeji f w zbiorze
E. Wtedy zbiér £ \E jest przeliczalny. Na mocy zalozenia dla kazdego xy € E wybierzmy

ciag (hy) o wyrazach niezerowych taki, ze h,, — 0 oraz dla kazdego n € N mamy

f(@o + hn) — f(20)
I

> q. (4.12)

Dlan € N oznaczmy przedziaty I,,(zo) oraz Jy, (o) jak w dowodzie poprzedniego lematu.
Poniewaz 9 € E, wiec h, — 0 implikuje A(J,(z0)) — 0. Mozemy wiec zalozyé¢, ze
wszystkie przedzialy J,(zo) sa zawarte w G. Przy tych oznaczeniach z nieréwnosci
(4.12) dostajemy

M JIn (o)) > gA(I(zg)) dla kazdego n € N. (4.13)
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Zauwazmy, ze rodzina przedzialéw F := {I,(x¢): o € E, n € N} pokrywa zbiér
E’ w sensie Vitalego. Na mocy twierdzenia Vitalego wybierzmy przeliczalng podrodzing
= {Ip,(x;): © € N} rodziny JF zlozona z przedzialéw parami rozlacznych i taka,
( \ Usen In; xl)) = 0. Zatem X\ (E \ U;ey In;(xi)) = 0. W konsekwencji stosujac

13),

otrzymujemy

g\ (E) < g\* (E N In, (m)) < qi A(In, (1))
=1

1€EN

iA T (1)) = (UJm xz)\ ANG) < N(F[E]) + <.

i=1 €N
Stad i z dowolnosci € > 0 wynika, ze g\*(E) < X*(f[E]). O

Twierdzenie 4.2 (o rézniczkowalnoséci prawie wszedzie). Kazda funkcja rzeczywista

monotoniczna na [a,b] jest rozniczkowalna prawie wszedzie.

Dowdd. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy zalozy¢, ze funkcja f: [a,b] — R
jest niemalejaca. Zastepujac ja przez funkcje id + f, mozemy dodatkowo przyjaé, ze
rozwazana funkcja jest rosnaca (obie funkcje f, id + f maja te same punkty rézniczko-
walnosci).

Niech E oznacza zbiér punktéw przedziatu [a,b], w ktérych funkcja f nie jest roz-
niczkowalna. Oznaczmy przez Eo zbior tych x € [a, b], ze 0o jest liczba pochodna funkcji
f w punkcie z. Dla p,q € Q przez Ep,; oznaczmy zbior tych x € [a, b], Ze istnieja liczby
pochodne Dy f(x), Daf (), dla ktérych zachodzi D1 f(x) < p < g < Daf(x). Oczywiscie
w kazdym punkcie x € [a,b] iloraz réznicowy funkcji f jest dodatni. Zatem wszystkie
liczby pochodne funkcji f w punktach zbioru E sa nieujemne. Jesli z € E| tzn. f nie jest
rozniczkowalna w x, to 0o jest liczbg pochodng funkcji f w punkcie z lub istnieja dwie
P,q€Q+ Epg,
gdzie Q4 := QN (0,00). Wystarczy wiec wykazaé, ze A(Ex) = 0 oraz A(Ep,) = 0 dla
P,q €Q4, p<q.

Rozwazmy zbiér E. Mamy f[Esx] C [f(a), f(b)], wiec stosujac Lemat 4.2, gdy
Df(x) =00 > q e Ndlax € Fy, otrzymujemy

rézne (nieujemne) liczby pochodne funkcji f w punkcie z. Zatem z € E, U

VgeN g\ (Ex) < XN (f[Ex]) < f(b) = f(a) < oo

Stad A*(Es) =0, bo 0 < A*(Eos) < (f(b) — f(a))/q — 0, gdy ¢ — oc.
Rozwazmy zbiér E,, dla p,q € Q. Wtedy 0 < p < ¢ oraz na mocy Lematéw 4.1

i 4.2 otrzymujemy
qN (Epg) < X (f[Epq)) < A" (Epg)-
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Poniewaz p < ¢, wigc powyzsze nieréwnosci implikuja, ze A*(Ep,) = 0. O
7 Twierdzenia 4.2 oraz twierdzenia Jordana wynika

Whiosek 4.1. Kazda funkcja o wahaniu skoriczonym na |a, b jest rézniczkowalna pra-

wie wszedzie.

Tezy Twierdzenia 4.2 nie daje sie wzmocnié, zmniejszajac rodzine zbioréw miary zero
do mniejszej rodziny zbioréw, na ktérych obserwujemy brak rézniczkowalnosci funkcji
monotonicznych. Istotnie, dla kazdego zbioru E C [a, b] miary zero mozna skonstruowaé
funkcje ciagla $cisle rosnaca f: [a,b] — R taka, ze f'(x) = oo dla kazdego x € E. (Por.

Twierdzenie 7.9 w monografii [1].)

Twierdzenie 4.3. Niech funkcja f: [a,b] — R bedzie niemalejgca. Wtedy jej pochodna

I, okreslona prawie wszedzie na [a,b], jest funkcjg mierzalng oraz

[bﬁﬂkéﬂ@—fw}
Dowdd. Rozszerzamy funkcje f na przedzial [a,b + 1], przyjmujac f(z) := f(b) dla
x € (b,b+ 1]. Dla kazdego n € N niech

flz+1/n) - f(z)

fn(x) = 1/71 )

gdy x € [a,b].

Funkcje x — f(x + 1/n) oraz x — f(x) sa niemalejace i wiadomo, ze kazda funkcja
monotoniczna na przedziale jest borelowska. Zatem funkcje f,, n € N, sa mierzal-
ne. Ponadto f,(z) — f'(z) dla kazdego punktu z rézniczkowalnosci funkeji f. Stad
oraz z Twierdzenia 4.2 wnioskujemy, ze f, — f’ prawie wszedzie na [a,b] oraz funkcja

f! jest mierzalna. Na mocy lematu Fatou mamy

f'd\ < liminf p frndX < sup frndX = sup <n /ab (f (x + i) — f(a:)) da:) )

[a,b] =0 Ja neN Ja,b] neN
(4.14)

Ostatnia catka po prawej stronie jest catkg Riemanna, bo funkcja podcatkowa jest roz-

nica funkcji monotonicznych. Stosujac podstawienie t = x 4+ 1/n, otrzymujemy

/abf (x + i) de = /::TIL f(x)dx,

a wiec



=250 - [ fwdr <

n

Zatem na mocy (4.14) mamy

/[a,b] fldx < sup <n/ab (f (x + i) - f(a:)) dx) < f(b) = fla).

W powyzszym twierdzeniu nieréwnosci nie mozna zastapi¢ réwnoscia, bo funkcja
Cantora f: [0,1] — R ma pochodna réwna 0 prawie wszedzie, wiec fol fldax=0<1=
f(1)=£(0). Odnotujmy, ze z Twierdzenia 4.3 i twierdzenia Jordana wynika, ze pochodna

funkcji o wahaniu skoficzonym na [a, b] jest catkowalna.
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Rozdziatl 5

Funkcje absolutnie ciggte

5.1 Definicja, podstawowe wlasnosci

Przez N ZS|a, b] oznaczamy zbiér wszystkich skoniczonych rodzin postaci {[a;, b;]: i < n}
przedzialéw zawartych w [a, b] i nie zachodzacych na siebie, tzn. takich, ze dowolne dwa
przedzialy rodziny maja co najwyzej jeden punkt wspdlny.

Definicja 5.1. Méwimy, ze funkcja f: [a,b] — R jest absolutnie ciagta, gdy

n

Ve >0 36 >0 Y{[a;,b;]: i <n} € NZSa,b) Z(bi—ai) <6 = zn:\f(b,)—f(alﬂ < e.
i=1 i=1

W powyzszym warunku nieréwnosci < moga by¢ zastapione nieréwnosciami <.

Uwaga 5.1. Z definicji wynika, ze kazda funkcja absolutnie ciggla jest jednostajnie
ciagta. Odwrotnie by¢ nie musi, co pokazuje funkcja Cantora (to, ze nie jest ona ab-
solutnie ciagla, uzasadnimy pé6zniej). Rodzina funkcji absolutnie ciaglych na [a, b] jest
zamknieta wzgledem dodawania i mnozenia, zatem stanowi przestrzen liniowa i algebre

(¢éwiczenie).
Twierdzenie 5.1. Kazda funkcja absolutnie ciggla na [a,b] ma wahanie skoriczone.

Dowdd. Wezmy e := 1 w definicji absolutnej ciagloéci f: [a,b] — R. Dobierzmy odpo-

wiednia liczbe § > 0 i rozwazmy podzial przedziatu [a, b]
a=xg<x1<--<xTL=0>b

o érednicy < §. Ustalmy dowolny przedzial [x;_1,x;], gdy 1 < i < n, i zauwazmy, ze
;
\V F<i (5.1)
Ti—1
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Istotnie, jesli z;—1 = tg < t1 < -+ < t, = x; jest dowolnym podzialem przedziatu
[Zi—1,2i], to 3274 (t; — tj—1) < 4, wige z doboru § mamy 3774 [f(¢;) — f(tj-1)] < 1.
Stad i z dowolnoéci powyzszego podziatu wynika (5.1).

Nastepnie, korzystajac z addytywnosci wahania wzgledem przedziatu, otrzymujemy

b k x;
Vi=> VFi<k-1=k<oo

1=1%;—1

Uwaga 5.2. Odnotujmy nastepujace obserwacje.

1. Istnieja funkcje o wahaniu skoficzonym, ktére nie sa absolutnie ciagle (np. funkcje

nieciaggle o wahaniu skonczonym).

2. Istnieja funkcje ciagle, ktére nie sa absolutnie ciagle (np. funkcje ciagte o wahaniu

nieskonczonym).

3. Istnieje funkcja ciagla monotoniczna, ktéra nie jest absolutnie ciagla (np. funkcja

Cantora).

4. Kazda funkcja spelniajaca warunek Lipschitza jest absolutnie ciggla. Istotnie,
niech f: [a,b] — R spelnia warunek Lipschitza ze stala L > 0. Niech ¢ > 0
i potézmy § := /L. Wtedy dla dowolnej rodziny {[a;,b;]: i < n} € NZS[a,b] ta-
kiej, ze 3751 (bi — ai) < 6 mamy >3 [f(bi) — flai)| < LYo (bi —ai) < LT =e.

5. Istnieje funkcja absolutnie ciagta, ktéra nie spelnia warunku Lipschitza. Taka
funkcja jest f(z) := \/z, x € [0, 1]. Nie spelnia ona warunku Lipschitza, bo biorac
dowolna liczbe L > 0, dobierzemy zo := 0 oraz z; € (0,1] takie, ze |f(z1) —
f(xo)| > L]y — xo|. Wystarczy dobraé x; tak, by \/z1 < 1/L (jest to mozliwe, bo
lim, o+ vz =0). Wtedy 1/\/z1 > 1, wiec

[f(z1) = f(@o)| = V&1 > Lay = Llxy — xol.
Dla dowodu absolutnej ciaglosci funkcji f niech € € (0,1) i potézmy § := £2/2.
Niech {[a;, b;]: i < n} € NZS[0,1] bedzie taka rodzina, ze Y ;-1 (b; — a;) < 9.
Zal6zmy dodatkowo, ze a; < b; < ajy1 < biy1 dlai € {1,...,n — 1}. Mozemy tez
zalozy¢, ze istnieje k € {1,...,n—1}, dlaktérego by, < ¢ /4 < agy1- (Gdybye?/4 €

(a;,b;), to mozemy podzielié [a;,b;] na dwa przedzialy [a;,&2/4] oraz [¢2/4,b;].)
Wtedy

n k n
S - va) =N VE - va) + 3 (V- va) < v+ 3 b
i=1 i=1 i=k+1 i=k+1 \/>
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:5’

| ™

<ty Z )< S+ b_e,
2 2,/52 et 2 ¢ 2
przy czym t; € (a;,b;) dla i € {k+1,...,n} sa punktami otrzymanymi przez
zastosowanie twierdzenia Lagrange’a do funkcji f na przedzialach [a;, b;] (mamy
ti > apy1 > €2 /4, wiee 1/V/E <1/\/e2/4).

Odnotujmy jeszcze jedna wlasnoéé¢ funkcji absolutnie ciggtych.

Twierdzenie 5.2. Jesli funkcja f: [a,b] — R jest absolutnie ciggla, to f przeksztalca

zbiory miary zero na zbiory miary zero.

Dowdd. Niech E bedzie podzbiorem [a,b] miary zero. Bez zmniejszania ogélnosci roz-
wazan mozemy zalozy¢, ze E C (a,b). Ustalmy € > 0 i dobierzmy liczbe 6 > 0 wedlug
definicji absolutnej ciaglodci funkeji f. Niech U C (a,b) bedzie zbiorem otwartym ta-
kim, ze E C U oraz A(U) < 4. Zbiér U ma posta¢ sumy |J;(ax,br) ciagu skonczonego
lub nieskonczonego przedziatéw otwartych parami roztacznych. Zatézmy bardziej ztozo-
ny przypadek, gdy jest to ciag nieskonczony. Poniewaz funkcja f na przedziale [ay, by]
osiaga swoje kresy i ma wlasno$é Darboux, wiec istnieje przedzial [cg,dy] C [ak, bk]
taki, ze A(f[[ak,br]]) = A(fllck,dk]]) = |f(dk) — f(cx)|- Dla kazdego n € N mamy
Shoq(de —ck) < AU) < 6. Zatem > 71 |f(dr) — f(ex)] < e. Stad dla n — oo mamy
>re1 [f(di) = flen)| < e, a wige
o0

N(ED < XUTUD < 3 A Tak b)) = S A llew del]) = S 1F(de) — flew)] < 2
k=1 k=1

Z dowolnosci € > 0 dostajemy A(f[E]) = 0. O

Definicja 5.2. Jedli funkcja f: [a,b] — R przeksztalca zbiory miary zero na zbiory

miary zero, to méwimy, ze spelnia ona warunek (N) Luzina.

Funkcja Cantora f: [0,1] — R nie spelnia warunku (N) Luzina, zatem nie jest
absolutnie ciggta. Funkcja ta odwzorowuje zbiér Cantora, ktory jest miary zero, na caly
przedzial [0, 1].

Whiosek 5.1. Jesli funkcja f: [a,b] — R jest absolutnie ciggla, to f przeksztalca zbiory

mierzalne na zbiory mierzalne.

Dowdd. Niech E C [a,b] bedzie zbiorem mierzalnym. Zatem FE = K U A, gdzie K jest
typu Fy oraz A(A) = 0. Niech K = U, ey K», gdzie zbiory K, sa domkniete i jako

ograniczone - zwarte. Poniewaz funkcja f jest ciagla, wiec obraz f[K,] jest zbiorem

zwartym dla kazdego n € N. Zatem f[K] = U, en f[Kn] jest typu Fy, za$ z Twierdze-
nia 5.2 wynika, ze zbiér f[A] jest miary zero. Stad f[F] = f[K] U f[A] jest zbiorem
mierzalnym. O
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Uwaga 5.3. Jedli funkcja f jest ciagta na przedziale, to jej obraz zbioru mierzalnego nie
musi by¢ zbiorem mierzalnym. Istotnie, niech f: [0,1] — [0, 1] bedzie funkcja Cantora
i niech V' C [0,1] bedzie niemierzalnym zbiorem Vitalego. Wtedy A := V \ Q jest
niemierzalny oraz B := f~![A] C C, gdzie C jest zbiorem Cantora. Wéwczas zbiér B

jest miary zero, wiec mierzalny oraz zbior A = f[f~![A]] = f[B] jest niemierzalny.
Nastepujaca wlasnosé catki Lebesgue’a jest nazywana absolutna ciaglosdcia catki.

Twierdzenie 5.3. Jesli funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na
la,b], to dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, zZe dla kazdego mierzalnego zbioru
E C [a,b] takiego, ze \(E) < ¢ zachodzi [ |f|d\ < e.

Dowdd. Niech € > 0. Z definicji calki f[&b] |fld\ wynika, ze istnieje funkcja prosta
u: [a,0] — R taka, ze 0 < u < |f| na [a,b] oraz [, ,yud\ > [, [f|ldA — /2. Funk-
cja prosta u jest ograniczona — zalézmy, ze M > 0 oraz u(z) < M dla kazdego x € [a, b].
Niech ¢ := ¢/(2M). Rozwazmy dowolny zbiér mierzalny E C [a,b] taki, ze \(E) < 6.
Wtedy

/Eud/\ < MA(E) < M3 < =,

Zatem
/\f|d)\:/(|f]—u)d)\+/ud/\</ (fl—wdr+ = <S4 S=e
E E E [a,b] 2 2 2
OJ

Whniosek 5.2. Jesli funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Lebesgque’a na [a, b],
to funkcja F(x) := f[a,x] fd\, x € [a,b], jest absolutnie ciggla.

Dowdéd. Dobierzmy do € > 0 liczbe 0 > 0 jak w Twierdzeniu 5.3. Rozwazmy rodzine
{lai, bs]: < n} € NZS[a,b] taka, ze 3, (bi — ai) < 0. Przyjmujac E := Uil [ai, bi]
w Twierdzeniu 5.3, mamy [ |f|dA <e, czyli 351y [, 5,1 [F|dA < . Zauwazmy, ze

)

|F<bz->F<ai>r=‘/ fix - fdA|=|/ fdx
[a,bi] [a,a;] [as,bs]

wiec
D_IF(b) = Flai)] =
i=1

i=1

fdA| < / FldA < e
/[%bi] ; [a:,bq]
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5.2 Twierdzenie Banacha-Zareckiego

Ciaglo$¢, skonczone wahanie i warunek (N) Luzina sa konieczne, by funkcja byta absolut-
nie ciagla na [a, b]. Okazuje sie, ze lacznie stanowia one warunek dostateczny absolutnej

ciaglosci funkcji. Aby to pokazaé, potrzebne nam beda pewne fakty pomocnicze.

Uwaga 5.4. (1) Dla kazdego zbioru E C R istnieje jego nadzbiér A typu Gy taki, ze
AN(E) = AMA). (Wystarczy skorzystaé z definicji miary zewnetrznej A\*.)

(2) Dla kazdego ciagu E1 C Eo C ... podzbioréw R oraz E := |, ey En zachodzi
réwnosé \*(E) = limy, oo A*(Ey). (Na mocy (1) znajdzmy odpowiednie nadzbiory
A, i Adla E, i E oraz przyjmujac By, := AN (=, Ak, nalezy skorzystaé z tego,
ze MA) = limy, 00 A(By)-)

Nastepujacy lemat jest nieco inng wersje lematu poprzedzajacego twierdzenie o réz-

niczkowalnosci funkcji monotoniczne;j.

Lemat 5.1. Niech f: [a,b] — R oraz E C [a,b]. Jesli istnieje liczba p > 0 taka, Ze w
kazdym punkcie x € E dowolna liczba pochodna D f(x) spetnia warunek |Df(z)| < p, to
A (fIE]) < pA*(E).
Dowdd. Niech € > 0. Dla kazdego n € N potézmy

E,={z€E:Vteab] (|t —x|<1/n=|f(t)— f(z)| <plt—=z|)}

Zauwazmy, ze E, C E,i1 dlan € N oraz oy En = E (z zalozenia dotyczacego
Df(z)). Stad f[E,] C f[Ent1) dla n € N oraz U, ey f[En] = fIE]. Zatem na mocy
Uwagi 5.4 (2) mamy

A (E) = lim \*(E,) oraz A*(f[E]) = lim \*(f[En)). (5.2)

n—oo n—oo

Ustalmy dowolne n € N. Wybierzmy ciag przedzialéw (I}})geny pokrywajacych E,,
z ktorych kazdy ma diugosé < 1/n oraz

i AIT) < A (Ey) + €. (5.3)
k=1

Zalézmy, ze x, 2’ € E, NI}}. Wtedy |z — 2/| < 1/n, wiec
|f(x) = f(2")] < plz — '] < pA(IR).
Zauwazmy, ze f[E, NI}J'] C [infzeEnml,’; f(fL’)»SUPmeEnmgf(x)} oraz

sup f(x) = _inf f(x)= sup |f(z) - f(2)].

TE€EELNIP zeEnNIY @' € En NI}
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Stad X*(f[BuVF]) < Py e,y 1 (@)= F(')] < pAUR). Mamny By = Upen(BaNI7),
wiec f[En] = Ugen f1En NI Zatem na mocy (5.3) dostajemy

Mg

Z MN(fIE.NTY) < MIP) < p(N'(Eyn) +€).

k 1

Z dowolnosci n € N, biorac n — oo i stosujac (5.2), mamy

AN (fIE]) = lim A (f[Ea]) < lim p(A*(En) +¢) = p(A"(E) + €).

n—oo n—oo

Na koniec z dowolnoéci € > 0 otrzymujemy A*(f[E]) < pA*(E). O

Lemat 5.2. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjq mierzalng oraz niech E C [a,b] bedzie
zbiorem mierzalnym Jesli funkcja f jest réiniczkowalna w kazdym punkcie zbioru E,
to X*(f < Jg 1 f'ldA.

Dowdd. Niech € > 0. Dla kazdego n € N potdézmy
E,={x e E: (n—1)e<|f(x)| < ne}.

Pochodna funkcji mierzalnej na zbiorze mierzalnym jest funkcja mierzalna (wynika to
z réwnosci f/(x) = limy, 0o n(f(x+1/n)— f(2))). Zatem zbiory E,, n € N, sa mierzalne.
Ponadto sa one parami roztaczne. Zauwazmy, ze E = {J, ey En oraz f[E] = U, ey f[En)-

Korzystajac z Lematu 5.1, otrzymujemy

E)<§:)\*(f[En])<ine>\( Zn—ls)\ +25A
n=1 n=1

Z/ 1f|dA + eA(E /\f]d)\Jrs/\ E).
Na koniec z dowolnoéci € > 0 mamy N*(f[E]) < [g|f'|dA. O

Twierdzenie 5.4 (Banacha-Zareckiego). Funkcja f: [a,b] — R jest absolutnie ciggla
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest ona ciggla, ma wahanie skoriczone i spelnia warunek (N)

fuzina.

Dowdd. Konieczno$é zostata wykazana wcze$niej. Udowodnimy dostatecznosé. Z zato-
zenia funkcja f ma wahanie skoficzone, wiec jej pochodna f’ istnieje prawie wszedzie

oraz jest calkowalna na [a,b]. Najpierw wykazemy, ze

S = f@I< [ 1fax (5.4

[c,d]
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dla dowolnego podprzedziatu [c,d] przedziatu [a,b]. Niech E oznacza zbiér punktéw
rézniczkowalnosci funkeji f w przedziale [c, d] i niech F' := [¢,d]\ E. Skoro f ma wahanie
skonczone, to A(F) = 0. Z warunku (N) Euzina wynika, ze A\(f[F]) = 0. Poniewaz f
jest ciagla, wiec przedzial domkniety o koncach f(c), f(d) zawiera sie w f[[c, d]]. Zatem

z Lematu 5.2 wnioskujemy, ze
17(d) = £ < Mllesdl) < AIED + ASFD = MSED < [ 13 = [ |71,
E [e,d]

co koniczy dowdd (5.4).

PrzejdZzmy do dowodu absolutnej ciagtosci f. Niech ¢ > 0. Z absolutnej cigglosci
catki (Twierdzenie 5.3) dobierzmy liczbe ¢ > 0 taka, ze [, | f'|d\ < e dla kazdego zbioru
mierzalnego A C [a,b] takiego, ze A(A) < 6. Niech {[a;,b;]: i < n} € NZS]a,b] oraz

? (b — a;) < §. Zatem korzystajac z (5.4), otrzymujemy

Fo) - sl <Y [ A= [ (flda<e
i; z:z1 i, bi] Uiz laibi

bo MU™,[ai, bs]) < 6. 0

5.3 Charakteryzacja przez caltke Lebesgue’a

W tym podrozdziale catke funkcji rzeczywistej f na zbiorze mierzalnym E C R wzgle-
dem miary Lebesgue’a A oznaczamy krétko [j; f. Funkcje absolutnie ciaglte maja Scisty
zwiazek z catkowalnoscia w sensie Lebesgue’a. Zbadajmy najpierw, jak wygladaja odpo-
wiedniki podstawowych twierdzen rachunku catkowego dla calki Lebesgue’a. Zaczniemy

od twierdzenia pomocniczego.
Twierdzenie 5.5. Niech funkcja f: [a,b] — R bedzie calkowalna w sensie Lebesgue’a.
Wowczas f[a,x} f =0 dla kazdego x € [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy f = 0 prawie wszedzie
na [a,bl.
Dowadd. Dostateczno$é jest oczywista. Pokazemy koniecznosé. Zatézmy wiec, ze f[a’z] f=
0 dla kazdego x € [a, b]. Oznaczmy

Dt :={x € (a,b): f(x) >0}, D} :={z¢€(ab): f(x) >1/n} dla neN.

Przypusémy, ze A(D;}) > 0 dla pewnego n € N. Wtedy istnieje zbiér domknigty K C D;F
taki, ze A(K) > 0. Przedstawmy zbiér otwarty (a,b)\ K w postaci sumy U, (ax, bx) ciagu
parami roztacznych przedzialéw otwartych (zalézmy bardziej zlozony przypadek, gdy

ten ciag jest nieskonczony). Z zalozenia mamy dla kazdego k € N,

[ oa=] -] r=o
[akvbk] [avbk] [a’ak]
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Zatem na mocy przeliczalnej addytywnosci catki Lebesgue’a dostajemy

/[a’b]f:g/[ak,bk}f+/l(f:/f<f>)\(11m>O’

co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem. Zatem A\(D;") = 0 dla kazdego n i w konsekwencji
A(DT) =0, bo Dt = {J,, D;f. Stad wynika, ze funkcja f* := max{f,0} jest réwna 0

prawie wszedzie na [a,b]. W analogiczny sposéb dowodzimy, ze f~ := max{—f,0} jest
réwna 0 prawie wszedzie na [a,b]. Tym samym f = f* — f~ = 0 prawie wszedzie na
[a, b]. O

Twierdzenie 5.6. Zaldzmy, ze funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Lebes-
gue’a na [a,b] oraz niech F(x) := [, , f dla x € [a,b]. Wtedy F'(z) = f(z) dla prawie
wszystkich x € [a, b].

Dowdd. Wiemy, ze funkcja F' jest absolutnie ciagla, wigc ma wahanie skoficzone (por.
Whiosek 5.2 i Twierdzenie 5.1). Zatem pochodna F’(x) istnieje dla prawie wszystkich
x € [a,b)].

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy funkcja f jest ograniczona. Niech liczba M > 0
bedzie taka, ze |f(z)| < M dla wszystkich x € [a,b]. Dla n € N oraz x € [a,b] niech

F L _F
Fnl@) = (:U - "> = - n/[x,z+1/n] /

1
n

przy czym (aby wyrazenie F' (1‘ + %) mialo sens) przyjmujemy f(z) := f(b) dla z €
[b,b0+ 1]. Wtedy |fn(z)] < nffﬂ/”M = M dla dowolnych n € N oraz x € [a, b].
Wezmy dowolne ¢ € (a,b]. Wiedzac, ze f, — F’ prawie wszedzie na [a, b], na mocy

twierdzenia Lebesgue’a o ograniczonym przechodzeniu do granicy dostajemy

F' = lim fn:hmn/ (F<x+1)—F(az))d:1;
[a,c] n—=00 J{a,c| n—00 a n

e+l c ct+t a+L
= lim <n/ ) F(:U)dx—n/ F(:U)d:n)zlim (n/ F(:ﬂ)d:c—n/ F(:U)d:n)
n—oo a_"_z a n—oo c a

Granice lim, (n fCCJ”% F(x) d:z:) postrzegamy jako pochodng funkeji o(z) = [IF
w punkcie ¢, za$ granice lim,, (n J (f+% F(x) d:n) postrzegamy jako pochodna tejze funkcji
w punkcie a. (Sa to granice odpowiednich ilorazéw réznicowych.) Zatem stosujac kla-
syczne twierdzenie o funkcji gornej granicy catkowania dla catki Riemanna funkeji ciagte;j
F' i kontynuujac wezeéniejsze przeksztatcenia, mamy

F'=F(c)— F(a) = f.

[a,c] la,c]
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Stad otrzymujemy f[a,c] (F' — f) = 0 dla kazdego ¢ € [a,b], co w myS$]l Twierdzenia 5.6
implikuje, ze F' = f prawie wszedzie na [a, b].

Rozwazmy teraz ogélny przypadek funkcji catkowalnej f na [a,b] oraz zal6zmy naj-
pierw, ze f > 0. W tym przypadku funkcja F' jest niemalejgca, wiec F’ > 0 prawie
wszedzie. Potézmy fy,(x) := min{f(z),n} dla n € N oraz x € [a,b]. Ciag (f,) jest nie-
malejacy oraz f, — f na [a,b]. Poniewaz f — f, > 0 dla n € N, wiec kazda z funkcji
F(x) — f[a,x] fn = f[a,x](f — fn), n € N| jest niemalejaca. Ma ona zatem prawie wsze-
dzie nieujemng pochodng, ktéra jest réwna F’ — f, na mocy poprzedniego przypadku
w dowodzie. Stad F' — f,, > 0 prawie wszedzie dla kazdego n. W konsekwencji (po
przejéciu do granicy, gdy n — oo) mamy F’ — f > 0 prawie wszedzie. Zatem korzystajac
ze znanego oszacowania calki f; F' < F(b) — F(a) (gdzie funkcja F' jest niemalejaca),
otrzymujemy

o</ (F' = f) = F’—/ F<F®) —Fa)— [ f=o.
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

Tym samym mamy f[a,b](F "— f) =0, co implikuje F’ = f prawie wszedzie, bo funkcja
podcalkowa F’ — f jest prawie wszedzie nieujemna (znana wlasnos$é calki Lebesgue’a
funkcji mierzalnej nieujemne;j).

Przechodzac do przypadku funkeji catkowalnej f dowolnego znaku, mamy F'(z) =
f[(w] fr— f[a,x] f~, wiec wykorzystujac znany juz przypadek funkcji nieujemnych f+

oraz [, otrzymujemy

F(a) = ( I f+> - ( I f—> = 1@ = @) = @)

dla prawie wszystkich z € [a, b, co daje teze. O

Funkcje monotoniczna f: [a,b] — R rézna od stalej nazywamy funkcja singularna,
gdy f'(z) = 0 dla prawie wszystkich z € [a, b]. Przykladem ciaglej funkcji singularnej

jest funkcja Cantora na [0, 1].

Whiosek 5.3. Kazdg funkcje niemalejacq f: [a,b] — R mozna przedstawié¢ w postaci
sumy f = g+ h dwdch funkcji niemalejgcych g, h, gdzie g jest absolutnie ciggla, zas h

jest singularna.

Dowdd. Wiemy, ze f' istnieje prawie wszedzie na [a,b] i jest calkowalna. Niech g(z) :=
f[a’x] f/ dlaz € [a,b]. Z Wniosku 5.2 wynika, ze funkcja g jest absolutnie ciagla. Ponadto
jest ona niemalejaca, bo f' > 0 prawie wszedzie. Niech h(z) := f(x) — g(z) dla x €
[a,b]. Niech z,y € [a,b], 2 < y. Wtedy h(y) — h(z) = f(y) — f(z) — [z f' = 0, co

wynika z twierdzenia o oszacowaniu calki z pochodnej funkcji niemalejacej. Funkcja h
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jest singularna, bo z Twierdzenia 5.6 wnioskujemy, ze b’ = f' — f’ = 0 prawie wszedzie.
O

Do charakteryzacji funkcji absolutnie ciagltych przez catke Lebesgue’a potrzebny

nam jeszcze bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 5.3. Jesli funkcja f: [a,b] — R jest absolutnie ciggla oraz f' = 0 prawie wszedzie

na [a,bl], to f jest stala.

Dowdd. Pokazemy, ze f(x) = f(a) dla kazdego ¢ € [a, b]. Niech wiec ¢ € (a, b] oraz e > 0.
Dobierzmy liczbe § > 0 zgodnie z definicja absolutnej ciagtosci funkcji f. Oznaczmy
E :={z € (a,c¢): f'(x) = 0}. Funkcja absolutnie ciagla f ma wahanie skoficzone, wiec
jest rézniczkowalna prawie wszedzie. Zatem A\(E) = ¢ — a. Ponadto dla kazdego = € F
istnieje dowolnie mala liczba h > 0 taka, ze [z, x+h| C (a,c) oraz |f(z+h)— f(x)| < eh.
Wszystkie takie przedzialy [z,x + h] stanowia pokrycie zbioru F w sensie Vitalego.
Na mocy twierdzenia Vitalego istnieje skonczona rozlaczna podrodzina {[z;,y;] : 1 <
i < k} tej rodziny taka, ze A (E\Ule[xi,yi]) < 0. Skoro A(F) = ¢ — a, to mamy
A ([a,c] \ Ule[xi,yi]) < 6. Mozemy ponumerowaé przedzialy tak, aby y; < x4 dla
i=1,...,k — 1. Niech ponadto yg := a oraz xy11 := c. Wtedy

k k
£(e) = (@) < D1 f(@ia) = Fly)l + D1 (wi) — fla)
=0 =1
k
<5+82|yi—xil <e+elc—a)=¢c(l+c—a).
i=1
Z dowolnosci € wynika, ze f(c) = f(a). O

Twierdzenie 5.7. Niech f: [a,b] — R. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(a) f jest absolutnie ciggla na |a,b|;
(b) f(z) = f(a) + [jy41 9 dla pewnej funkcji g: [a,b] — R calkowalnej na |a, b];

(¢c) f jest rézniczkowalna prawie wszedzie na [a,b], [’ jest calkowalna na [a,b] oraz

f(z) = f(a) + .

[a,z]

Dowdd. (a)=(c) Zalézmy, ze f jest absolutnie ciagla. Wtedy f ma wahanie skonczone,

a zatem pochodna f’ istnieje prawie wszedzie i jest calkowalna na [a, b]. Niech
h(z) := f(x) —/ f dla z € [a,b].
[a,x]
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Wtedy funkcja h jest absolutnie ciagla na [a,b] oraz b’ = f' — f' = 0 prawie wszedzie
na mocy Twierdzenia 5.6. Zatem z Lematu 5.3 wnioskujemy, ze h jest stala réwna
ha) = £(a). Stad f(z) = f(a)+ o0 /' dla z € [a,1]

Implikacja (c)=-(b) jest oczywista.

(b)=-(a) Jest to konsekwencja Wniosku 5.2. O

Whniosek 5.4. Funkcja f: [a,b] — R jest calkowalna w sensie Lebesgue’a wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje funkcja absolutnie ciggla g: [a,b] — R taka, ze f = g’ prawie wszedzie

na [a,b).

Dowdd. Koniecznosé. Zalézmy, ze funkcja f jest calkowalna na [a, b]. Polézmy g(x) :=
f[a o fdlawe [a,b] i skorzystajmy z Twierdzenia 5.6.
Dostatecznosé. Jesli istnieje odpowiednia funkcja absolutnie ciagta g, to wiemy, ze

jej pochodna istnieje prawie wszedzie i jest catkowalna. O

Na koniec pokazemy, ze wahanie funkcji absolutnie ciagltej mozna wyrazi¢ poprzez

calke.

Twierdzenie 5.8. Niech funkcja f: [a,b] — R bedzie absolutnie ciggla i okreslmy
funkcje V: |a,b] — R wzorami V(a) := 0 oraz V(z) = V; f dla x € (a,b]. Wtedy
V(z) = f[a,w] |f'| dla kazdego x € [a,b]. W szczegdlnosci V. jest funkcjq absolutnie cigglq

oraz V' = |f'| prawie wszedzie na [a, b].

Dowdd. Dla dowodu réwnosci V(z) = [, 1 |f'| dla z € [a, b] odnotujmy, Ze zachodzi ona
dla z = a. Przeprowadzimy dowéd dla x = b, gdyz dla = € (a, b) przebiega on tak samo.
Wezmy dowolny podzial {xo, ...,z } przedzialu [a, b]. Wtedy stosujac Twierdzenie 5.7,

k
gle [ = i
/[171'—17371'] ; [i—1,] [a,b]

Stad dostajemy V' (b) < f[a b] |f'|. Dla dowodu nieréwnosci odwrotnej zauwazmy naj-

mamy

k

k
Sof(ai) = flzic) =D
=1

i=1

pierw, ze funkcje V, V + f oraz V — f sa niemalejace na [a,b] (z definicji wahania).
Zatem ich pochodne istniejg prawie wszedzie i sa nieujemne. Stad —V’' < f/ < V/, czyli
|f’| < V' prawie wszedzie na [a,b]. W konsekwencji

[ 1< [ Vi<V - via) = v,
[a,b] [a,b]

co daje zadana nier6wnosé. Druga cze$¢ tezy wynika z Twierdzenia 5.6. O
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Rozdziat 6
Funkcje pierwszej klasy Baire’a

6.1 Definicja, przyktady, podstawowe wtasnosci

Moéwimy, ze funkcja f: [a,b] — R jest pierwszej klasy Baire’a (krétko: 1 klasy Baire’a),
gdy jest ona granica punktowo zbieznego ciagu funkcji ciaglych na [a,b]. Podobnie
mozna rozwaza¢ funkcje 1 klasy Baire’a na R lub na dowolnym przedziale.

Analogicznie definiuje sie kolejne klasy Baire’a, np. funkcja nazywa sie drugiej klasy
Baire’a, gdy jest granica punktowo zbieznego ciagu funkcji pierwszej klasy Baire’a.

Oczywiscie kazda funkcja 1 klasy Baire’a jest borelowsko mierzalna. Latwo wykazaé,
ze suma i iloczyn dwéch funkeji 1 klasy Baire’a jest 1 klasy Baire’a. Ponadto funkcja 1
klasy Baire’a zlozona (z zewnatrz lub od wewnatrz) z funkcja ciagla pozostaje 1 klasy
Baire’a (¢wiczenie).

Jest jasne, ze kazda funkcja ciagla jest 1 klasy Baire’a. Znane przyktady pokazuja,
ze przy punktowym przejsciu do granicy ciggu funkcji ciagltych mozemy stracié¢ ciggtosé

funkcji granicznej. Zatem istniejg nieciagle funkcje 1 klasy Baire’a.

Twierdzenie 6.1. Jesli funkcja f: [a,b] — R ma przeliczalny zbior punktéw niecigglo-

Sct, to jest ona 1 klasy Baire’a.

Dowdd. Ustawmy zbiér punktéw nieciaglosci funkeji f w nieskoficzony ciag (¢,). Dla
kazdego n € N rozwazmy podzial P, := {:U(()n),mgn), e ,CL’;:L)} przedzialu [a, b] o érednicy
< 1/n, zawierajacy punkty ti,...,t,. Rozwazmy funkcje ciagta f,: [a,b] — R, ktérej
wykresem jest linia tamana o wierzchotkach (ngn)7 f (wz(n))) dlai=0,...,k,. Pokazemy,

ze fn — f na [a,b], co zakonczy dowdd. Niech x € [a,b]. Rozwazmy dwa przypadki:

19 2 = ¢, dla pewnego p € N. Wtedy = € P, dla n > p, zatem f,(z) = f(z) dla
n > p. Stad fu(z) — f(2).
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20 2 jest punktem ciggloéci funkeji f. Dla kazdego n znajdzmy 4, € {1,...,k,} takie,

ze x € [:c(n) az(n)]. Wtedy :c(n)_l — z oraz 2" — x, bo p(P,) — 0. Poniewaz na

tn—17"n in in
przedziale [xgzzl,xl(:)] funkcja f,, jest monotoniczna, wiec fy(x) nalezy do prze-
dzialu o koficach f(z(™ ) = f(@\™ ), fu(@™) = f(&\™). Z ciaglosci f w x

mamy f(xl(:il) — f(z) oraz f(:zl(:)) — f(z). Stad i z twierdzenia o trzech ciagach
wynika, ze fp(z) — f(x).

Whiosek 6.1. Kazda funkcja o wahaniu skoriczonym na [a,b] jest 1 klasy Baire’a.

Przyktad 6.1. Opiszemy funkcje 1 klasy Baire’a, ktéra ma nieprzeliczalny zbiér punk-
téw nieciaglosei. Niech funkcja f: [0, 1] — R zeruje sie na klasycznym tréjkowym zbiorze
Cantora C' C [0, 1] oraz rozwazmy ciag (A;);en parami rozlacznych sktadowych dopet-
nienia [0,1] \ C. Potézmy f(x) := 1 dla punktéw bedacych $rodkami przedzialéw A;,
a nastepnie rozszerzamy funkcje f tak, aby byta ciggla i afiniczna na obu potowach
przedziatu domknietego cl(A;) (na koncach tych przedzialéw funkcja sie zeruje). Wow-
czas funkcja f jest nieciggla w kazdym punkcie x zbioru Cantora, bo znajdzie sie cigg
xn, — x taki, ze f(z,) = 1 dla kazdego n € N. Zatem ciag (f(z,)) nie zbiega do f(x) = 0.
W pozostatych punktach z € [0, 1] funkcja f jest ciagla. Zatem jej zbiér punktéw nie-
cigglosci jest nieprzeliczalny réwny C. Ponadto funkcja f jest 1 klasy Baire’a, bo dla

By, := U 4;, funkcje f, := xB, f, n € N, sa ciagle oraz f, — f na [0, 1].

Wykazemy teraz, ze rodzina funkcji 1 klasy Baire’a na [a, b] jest zamknieta wzgle-
dem jednostajnego przejscia do granicy. Twierdzenie na ten temat poprzedzimy dwoma

lematami.

Lemat 6.1. Niech funkcja f: [a,b] — R bedzie 1 klasy Baire’a. Jesli M > 0 oraz
|f(z)] < M dla kazdego x € [a,b], to istnieje cigg funkcji cigglych fr: [a,b] — R zbieiny
punktowo do f na [a,b], przy czym |fn(x)| < M dla kazdego x € [a,b] oraz n € N.

Dowdd. 7 zalozenia wynika, ze istnieje ciag funkcji ciagtych g,: [a,b] — R zbiezny
punktowo do f na [a, b]. Polézmy f,(x) := max{—M, min{g,(z), M }} dla z € [a,b] oraz
n € N. Wowczas funkcje f,, n € N, sg ciagle na [a, b]. Ponadto f,, — f na [a,b]. Istotnie,
niech = € [a,b]. Jedli |f(x)| < M, to dla dostatecznie duzych n mamy |g,(x)| < M, wiec
o) = gn(z) — f(z). Jedli zas | f(z)] = M, to dla e € (0, M) rozwazmy k € N takie,
ze |gn(x) — f(x)| < e dla kazdego n > k. Zatem dla n > k mamy f,(x) € {gn(x), f(2)},
a wige | fa(z) — £(2)] < =. Stad fulx) — f(2). 0
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Lemat 6.2. Niech (fy) bedzie ciggiem funkcji 1 klasy Baire’a na [a,b] oraz 3y~ My —
szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich takim, zZe |fi(z)| < My dla kazdego x € [a,b]
oraz dowolnego k € N. Wtedy funkcja f(x) := > 52 fr(x), x € [a,b], jest poprawnie
okreslong funkcjq 1 klasy Baire’a na [a,b].

Dowdd. Funkcja f jest poprawnie okreslona, bo szereg > ;1 fr(z) jest zbiezny dla kaz-
dego = € [a, b] na mocy kryterium poréwnawczego. Skoro funkcja f, jest 1 klasy Baire’a,
to istnieje ciag (gflk))neN funkeji ciagltych zbiezny punktowo do fx na [a,b]. Zgodnie
z Lematem 6.1 mozna zalozy¢, ze |g§zk) (x)] < My, dla wszystkich x € [a,b] oraz n € N.

Dla kazdego n € N potézmy
hn = g3 + 9 4+l

Sa to funkcje ciagle na [a,b]. Pokazemy, ze h, — f na [a,b]. Ustalmy = € [a,b] oraz
e > 0. Dobierzmy ko € N tak, by >p2, .1 My < /3. Skoro g,(Lk) () — fr(x) gdy n — oo,
to mozna wybraé indeks N > ko tak, by |g5” (z) — fu(z)| < /(3ko) dla k = 1,2, ..., ko
oraz wszystkich n > N. Dla kazdego n > N mamy wiec

+ > @I+ Y (@)

k=ko+1 k=ko+1

ko ko
[hn(z) = f@)] < |32 9 (2) = D ful)
k=1 k=1

ko 0 0
<SP @) = f@)+ Y M+ Y My
k=1

k=ko+1 k=ko+1

To oznacza, ze h,(x) — f(x). O

Twierdzenie 6.2. Niech (f,) bedzie ciggiem funkcji 1 klasy Baire’a na [a,b] zbieznym
jednostajnie do funkcji f: [a,b] — R. Wtedy funkcja f jest 1 klasy Baire’a.

Dowdd. Korzystajac z jednostajnej zbieznosci ciagu (f,,) do funkcji f, dla kazdego k € N
dobierzmy ny € N tak, aby

Vo€ fab] [fa (o) - F@) < 5.

przy tym ny < ng < ... . Niech gy := fp,, — fa, dla k € N. Sg to funkcje 1 klasy
Baire’a. Ponadto dla wszystkich x € [a,b] oraz k € N mamy

1 1 1
196@)| < [Fress (@) = F@)| + 1£(@) = fur@)] < 377 + 535 < 307
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2k—1

Poniewaz szereg ) -1/ jest zbiezny, wiec na mocy Lematu 6.2 funkcja g :=

> req gk jest 1 klasy Baire’a. Wyliczmy m-ta sume czedciowa szeregu:
m
ng = (fng - fnl) + (fn3 - fnz) +eeet (fnm+1 - fnm) = fnm+1 - fm'
k=1

Stad g = limy,—00 D pey 9 = f — fny, @ wiec f = g+ fn, jest 1 klasy Baire’a. O

6.2 Charakteryzacja Lebesgue’a

Wiadomo, ze funkcja f: [a,b] — R jest ciaglta wtedy i tylko wtedy, gdy jej przeciwobrazy
zbioréw otwartych sa otwarte. Podobna charakteryzacje dla funkcji 1 klasy Baire’a podat
Lebesgue.

Twierdzenie 6.3. Funkcja f: [a,b] — R jest 1 klasy Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ¢ € R zbiory {z: f(z) <c} i {z: f(x) > ¢} sq typu F,.

Dowdéd poprzedzimy trzema lematami.
Lemat 6.3. Rozpatrujemy podzbiory przestrzeni metrycznej (X, p).
(a) Kazdy zbior domkniety jest typu Giy.
(b) Kazdy zbidr otwarty jest typu Fy.
(¢) Réznica dwdch zbioréw domknietych jest typu F,.

Dowdd. Ad (a) Jesli F C X jest zbiorem domknietym niepustym oraz p(z, F') oznacza
odleglo$¢ punktu = od zbioru F, to F' = (,en Gn, gdzie G, := {z: p(z, F) < 1/n}
dla n € N, przy czym G, jest zbiorem otwartym jako przeciwobraz zbioru otwartego
(—00,1/n) otrzymanego przez funkcje ciagta  — p(z, F), z € X.

Ad (b) Ta wlasno$é wynika z (a) przez przejscie do dopelnien.

Ad (c¢) Niech zbiory A, B C X beda domkniete. Wtedy zbiér X \ B jest typu F,
na mocy (b). Zatem zbiér A\ B = AN (X \ B) jest typu F, jako przeciecie zbioru
domknietego i zbioru typu F,. O

Lemat 6.4. Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczng. Jesli E = J;—, E;, gdzie zbiory
E; C X sq typu Fy, to istniejg zbiory parami rozlgczne By, ..., B, typu F, takie, Ze
B, CE;dlai=1,...,n oraz E =J;_, B;.
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Dowdd. Skoro E = |Ji-, E; oraz zbiory E; C X sa typu Fy, to E jest typu Fy. Zatem
E = Ugen Fi, gdzie kazdy zbiér Fj, jest domkniety i zawarty w odpowiednim zbiorze
E;. Niech Dy := Fy oraz Dyyq1 := Fi1 \ (F1U---UF}) dla k € N. Na mocy Lematu 6.3
(c) zbiory Dy, k € N, sa typu Fy,. Ponadto sa one parami roztaczne oraz E = |,y Dk
Niech By :={Dy: k € N, D;, C E;} oraz

Bi:=|{Dr: k€N, Dy CE;\(BiU---UB;_1)} dlai=2,...,n.
Wtedy zbiory B; sa typu F,,, parami roztaczne oraz J;cny B = E. O
Lemat 6.5. Zaldzmy, Ze funkcja f: [a,b] — R ma skoriczony zbior wartosci
1<y <<y

Jesli kazdy zbior {x: f(x) = cx} (dlak =1,...,n) jest typu F,, to funkcja f jest 1 klasy

Baire’a.

Dowdd. Dla k=1,...,n niech
{o: fla) =} = |JFP, (6.1)
=1

)

gdzie zbiory Fl-(k sa domkniete. Ustalmy dowolng liczbe m € N. Polézmy

DW= JF"® dlak=1,...,n oraz D, := ] DP.
1=1 k=1

Nastepnie okreslmy funkcje fy,: Dy, — R wzorem
fm(z) :==ck, gdy z € D,(qf), k=1,...,n.

Zauwazmy, ze wszystkie zbiory rodziny {D,(ff): k € {1,...,n}} sa domkniete i para-
mi roztaczne. Zatem funkcja f,, jest poprawnie okreslona i ciggla na D,,. Funkcje f,
mozna rozszerzy¢ do funkcji ciaglej gm: [a,b] — R, przy czym maxgep,, |fm(x)| =
MaX,e(q,5] |gm ()| Istotnie, przedstawmy (a, b) \ Dy, jako sumeg przeliczalnej rodziny pa-
rami roztacznych przedzialéw (s;,t;). Nastepnie konstruujemy funkcje g, jako afiniczna
na kazdym przedziale [s;, ¢;].

Aby zakonczyé dowod pokazemy, ze g, — f na [a,b]. Niech x € [a, b]. Istnieje do-
kladnie jedna liczba k € {1,...,n}, dlaktérej f(z) = cx. Korzystajac z (6.1), wybierzmy
indeks ig € N taki, ze z € FZ-(Ok). Dla m > iy mamy z € D,(f;). Zatem fp,(x) = ¢k dla
m > ig. Tym samym g,,(z) = ¢ dla m > ig, bo g, jest rozszerzeniem funkcji f,,. Skoro
gm(z) = ¢ = f(z) dla m > g, to gm(z) — f(x). O
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Mozemy teraz przeprowadzi¢ dowdéd Twierdzenia 6.3.

Dowdd. Konieczno$é. Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji ciagltych na [a,b] zbieznym

punktowo do funkcji f. Ustalmy ¢ € R i zauwazmy, ze

{z: f(z) <c} = U U ﬂ{xfn(x)<c—]1} (6.2)
keNpeNn>p
Istotnie, jesli f(z) < ¢, to istnieje liczba k € N taka, ze f(x) < ¢ —1/k, a takze f,(z) <
¢ — 1/k dla prawie wszystkich n, tzn. dla n > p, gdzie p jest pewna liczba naturalna.
Odwrotnie, jedli istnieja liczby k,p € N takie, ze f,(z) < ¢ — 1/k dla wszystkich n > p,
to po przejéciu do granicy, gdy n — oo mamy f(z) <c—1/k <c.

Z ciaglosci f,, wynika, ze zbiory {x: f,(z) < ¢ — 1/k} sa domkniete. Stad i z (6.2)
wnioskujemy, ze zbiér {z: f(x) < ¢} jest typu F,. Analogicznie pokazujemy, ze zbiér
{z: f(z) > ¢} jest typu F,.

Dostatecznosé. Na poczatek zatézmy dodatkowo, ze funkcja f jest ograniczona
i niech m < f(x) < M dla wszystkich x € [a,b]. Ustalmy n € N. Podzielmy przedzial

[m, M] na n réwnych czesci punktami

M—-—m

m=c<c <---<cp=M, gdzie cpy1 —cx = dla k=0,...,n—1.

Potézmy
A ={z: g1 < f(x) <1} dla k=1,...,n—1

oraz Ag:={z: f(z) <a}, Ap:={x: f(z)>ch1}

Z zalozenia wynika, ze wszystkie zbiory A; sa typu F,, oraz widaé, ze [a,b] = Ui, A;. Na
mocy Lematu 6.4 istnieje rozktad [a,b] = Ui, B;, gdzie zbiory B; sa parami rozlaczne
typu F, oraz B; C A; dlai =0,...,n. Okre$§lmy funkcje f,,: [a,b] — R wzorem f, :=
Yo ¢ixB;- Na mocy Lematu 6.5 funkcja f, jest 1 klasy Baire’a. Pokazemy, ze ciag (f5)
zbiega jednostajnie do f na [a,b], co zakonczy dowdéd w my$l Twierdzenia 6.2.

Niech € > 0 i wybierzmy ng € N tak, by (M — m)/ng < . Niech n > ng oraz
x € [a,b]. Istnieje dokladnie jedna liczba k € {0,...,n} taka, ze © € By C Ax. Wtedy
fn(z) = ci. Ponadto cx—1 < f(z) < ckt1, gdy k # 0, k # n i odpowiednio f(z) < ¢i,
gdy k =0 oraz f(x) > cp—1, gdy k = n. Zatem

fula) = f) <« MZm Mo

n no

dla wszystkich x € [a, b] oraz n > ng. Wobec tego ( f,,) zbiega jednostajnie do f na [a, b].
Rozwazmy teraz ogdlny przypadek, gdy funkcja f moze by¢ nieograniczona. Potézmy

g(x) := arctan f(z) dla x € [a,b]. Funkcja g jest ograniczona. Niech ¢ € R. Wtedy
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dla ¢ € (—7/2,7/2), mamy {z: g(z) > ¢} = {x: f(z) > tanc}. Ponadto jesli ¢ >
/2, to {z: g(x) > ¢} = 0, zas jedli ¢ < —7/2, to {z: g(x) > ¢} = [a,b]. Zatem we
wszystkich przypadkach zbiér {x: g(z) > ¢} jest typu F,. Podobnie pokazujemy, ze
zbiér {x: g(x) < c} jest typu F,. Teraz z poprzedniej cze$ci dowodu wynika, ze funkcja
g jest 1 klasy Baire’a.

Wywnioskujmy na koniec, ze funkcja f(z) = tan(g(z)), = € [a, b], tez jest 1 klasy Ba-

ire’a. Istotnie, niech g, — g na [a, b], gdzie funkcje g, sa ciagle. Zastepujac ewentualnie

T )
min § — — —, max —_— = —
2 n7 g?’b7 2 n M

mozna zalozyé, ze gn(z) € (—n/2,7/2) dla x € [a,b]. Wtedy tan(g,) — tan(g) = f

Jn Drzez

na [a,b], przy czym funkcje tan(g,), n € N, sa oczywiscie ciagle. Zatem f jest 1 klasy

Baire’a. O

Whiosek 6.2. Funkcja f: [a,b] — R jest 1 klasy Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnego zbioru otwartego U C R przeciwobraz f~1{[U] jest zbiorem typu F,.
Dowdd. Cwiczenie. O
Przypomnijmy, ze podzbiér przestrzeni metrycznej nazywa sie nigdzie gesty, gdy
wnetrze jego domkniecia jest zbiorem pustym. Podzbidr przestrzeni metrycznej nazywa
sie:
e pierwszej kategorii, gdy jest suma ciagu zbioréw nigdzie gestych;
o drugiej kategorii, gdy nie jest zbiorem pierwszej kategorii;
e rezydualny, gdy jego dopelnienie jest pierwszej kategorii.
Zauwazmy, ze:
e kazdy brzegowy podzbiér typu F, przestrzeni metrycznej jest pierwszej kategorii;

e kazdy gesty zbidr typu Gs przestrzeni metrycznej jest rezydualny.

Znane z topologii twierdzenie Baire’a o kategorii méwi o tym, ze w przestrzeni me-

trycznej zupelnej kazdy zbior pierwszej kategorii jest brzegowy.

Twierdzenie 6.4 (Baire’a). Jesli funkcja f: [a,b] — R jest 1 klasy Baire’a, to jej zbior

punktow niecigglo$ci jest pierwszej kategorii typu F.
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Dowdd. Niech (U,,) bedzie réznowartosciowym ciagiem, ktérego wyrazami sa wszystkie
przedzialy otwarte w R o konicach wymiernych. Rodzina tych przedzialéw tworzy baze
topologii w R. Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja 1 klasy Baire’a. Pokazemy, ze zbiér
D(f) wszystkich punktéw nieciaglosci funkcji f ma postaé

D(f) = J (f U \ Tnt(f~{U]))- (6.3)
neN
Jedli x € D(f), to istnieje zbiér U, taki, ze f(x) € U, oraz nie istnieje otoczenie
V punktu x takie, ze f[V] C U,. Stad x € f~1[U,] oraz = ¢ Int(f~1[U,]). (Gdyby
x € Int(f~1[U,]), to istnialoby otoczenie V punktu x takie, ze V C f~1[U,]. Stad
fIV] € fIf U] C Uy, sprzecznoéé.)

Odwrotnie, jedli istnieje zbiér U, taki, ze z € f~U,] \ Int(f~1[U,]), to U, jest
otoczeniem punktu f(z) takim, ze zadne otoczenie V punktu x nie spelnia warun-
ku f[V] C U,, co oznacza, ze x € D(f). (Gdyby takie otoczenie V istnialo, to V' C
FYHfIV] € £7Y U] i mielibyémy = € Int(f~'[U,]), sprzecznoéé.) Dotychczas nie ko-
rzystaliSmy z tego, ze f jest 1 klasy Baire’a.

Skoro funkcja f jest 1 klasy Baire’a, to z Wniosku 6.2 wynika, ze kazdy zbiér f=1[U,,]
jest typu F,. Zatem kazdy zbiér D,, := f~1[U,] \ Int(f~1[U,]), n € N, tez jest typu F,.
Ponadto jest on brzegowy, bo gdyby przedzial otwarty byt zawarty w f~1[U,], to ten
przedzial bylby tez zawarty w Int(f~![U,]). Zatem zbiér D,, jest pierwszej kategorii.
Stad na mocy (6.3) zbiér D(f) jest typu F, pierwszej kategorii. O

Whniosek 6.3. Zbidr punktow cigglosci dowolnej funkcji 1 klasy Baire’a f: [a,b] — R
jest gesty.

Dowdd. 7 poprzedniego twierdzenia wynika, ze zbiér D(f) jest pierwszej kategorii. Za-
tem na mocy twierdzenia Baire’a o kategorii zbior D(f) jest brzegowy. Stad jego dopel-

nienie jest zbiorem gestym. O

Na koniec pokazemy, ze funkcja o gestym zbiorze punktéw cigglosci nie musi byé¢ 1

klasy Baire’a.

Przyktad 6.2. Rozwazmy klasyczny zbiér Cantora C' C [0, 1] oraz przeliczalny zbiér A
koncéw sktadowych dopelnienia [0, 1]\ C. Wtedy A jest gestym podzbiorem C' typu Fy.
Niech f: [0,1] — R bedzie funkcja charakterystyczna zbioru A. Wtedy funkcja f jest
ciagla w kazdym punkcie zbioru [0, 1] \ C, wiec ma ona gesty zbiér punktéw ciaglosci.
Przypus$émy, ze f jest 1 klasy Baire’a. Stosujac Wniosek 6.2 (po przejsciu do dopelnien),
wnioskujemy ze zbiér f~1[{1}] = A jest typu G5 w przestrzeni [0, 1], a takze typu Gjs

jako podzbiér podprzestrzeni C. To jest jednak niemozliwe. Istotnie, skoro zbior A jest

95



gesty typu Gy w C, to zbiér C'\ A bylby brzegowy typu Fy, wiec pierwszej kategorii
w C. Ale zbioér A jako przeliczalny jest pierwszej kategorii w C'. Wtedy przestrzen zu-
pelna C' = AU(C'\ A) bylaby pierwszej kategorii whrew twierdzeniu Baire’a o kategorii.

6.3 Charakteryzacja Baire’a

Przedstawimy tu jeszcze inng charakteryzacje funkcji 1 klasy Baire’a, pochodzaca wla-

$nie od Baire’a:

Funkcja f: [a,b] — R jest 1 klasy Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
zbioru niepustego domknietego F' C |a,b] funkcja f|p ma przynagmniej jeden

punkt cigglosci.

Twierdzenie to rozbijemy na dwie czesci: warunek konieczny i warunek dostateczny.

Na poczatek wykazemy warunek konieczny.

Twierdzenie 6.5. Niech f: [a,b] — R bedzie 1 klasy Baire’a. Wtedy dla kazdego niepu-
stego zbioru domknietego F' C [a,b] funkcja f|p ma przynajmniej jeden punkt cigglosci.
Co wiecej, zbior punktow cigglosci funkcji f|r jest gesty w F.

Dowdd. Przeprowadzimy niewielka modyfikacja dowodu Twierdzenia 6.4. Rozwazmy
dowolny niepusty zbiér domkniety F' C [a, b]. Niech g := f|r. Analogicznie jak w dowo-
dzie Twierdzenia 6.4 zauwazamy, ze zbiér D(g) wszystkich punktéw nieciaglosci funkeji

g jest réwny

D(g) = |J (97 [Un) \ Int (g~ [Un)])), (6.4)
neN

gdzie (Uy,) jest rodzina wszystkich przedzialéw otwartych w R o koncach wymiernych,
za$ wnetrze Int rozwazane jest w podprzestrzeni F.

Pokazemy, ze zbiér D(g) jest pierwszej kategorii w F'. Skoro funkcja f jest 1 klasy
Baire’a, to z Wniosku 6.2 wynika, ze kazdy zbiér f~1[U,] jest typu F,. Mamy ¢~ ![U,] =
Fn f7YU,], skad wynika, ze zbiér g~ 1[U,] jest typu F, w podprzestrzeni F. Zatem
kazdy zbiér D,, := g [U,] \ Int(¢ 1 [U,]), n € N, tez jest typu F, w F. Ponadto jest on
brzegowy, bo gdyby niepusty zbiér otwarty V w F byl zawarty w g~ [U,], to bylby tez
zawarty w Int(g~1[U,,]). Zatem zbiér D,, jest pierwszej kategorii w F'. Stad na mocy (6.4)
zbiér D(g) jest typu F, pierwszej kategorii w przestrzeni F'. Zatem na mocy twierdzenia
Baire’a dla przestrzeni zupelnej F zbiér D(g) jest brzegowy w F. W konsekwencji zbiér

punktow ciagtosci funkcji g jest gesty w F. O

Przejdzmy do warunku dostatecznego w charakteryzacji Baire’a.
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Twierdzenie 6.6. Zaldzmy, ze funkcja f: [a,b] — R obcieta do dowolnego niepustego
zbioru domknietego F C |a,b] ma przynajmniej jeden punkt cigglosci. Wtedy f jest
1 klasy Baire’a.

Dowdd. W mys$l twierdzenia Lebesgue’a wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego ¢ € R
zbiory A, = {x € [a,b]: f(x) < q} oraz By := {x € [a,b]: f(x) > ¢} sa typu F,.
Udowodnimy to dla A,, bo dla B, dowdd jest analogiczny.

Ustalmy wiec zbiér A,. Niech F), := {x € [a,b]: f(x) < p} dla p € R. Wystarczy,
gdy wykazemy, ze

dla kazdego p € (—oo, ) istnieje zbiér F)y typu F,, taki, ze Fy, C Fy C Ag.

Istotnie, jesli powyzszy warunek zachodzi, to biorac w roli p liczby ¢ — % dlan €N, do
zbioru F,_ 1 dobieramy zbiér F;_ 1 typu F, taki, ze

Fq_% C F;ﬁ C A
Nastepnie zauwazamy, ze Ag = U, cn F(;:%. Zatem A, jest typu Fi.

Ustalmy wiec p < g oraz oznaczmy przez U, rodzine zbioréw otwartych U w [a, b]
takich, ze istnieje zbioér C' typu F, taki, ze UNF, C C C A,. Rodzina U, jest niepusta,
bo mozemy przyja¢ U = C = (). Niech G := [JU,. Wtedy G € U,. Rzeczywiscie, G moz-
na przedstawié¢ jako sume przeliczalnej podrodziny rodziny U, (z twierdzenia Lindel6fa)
i wtedy suma odpowiednich zbioréw C typu Fy jest zbiorem typu F,. Ponadto zauwaz-
my, ze U N G € U, dla dowolnego zbioru otwartego U.

Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze G = [a, b]. Przypusémy, ze G # [a, b]
i niech F' := [a,b] \ G. Wtedy F jest zbiorem domknietym, wiec z zalozenia mozemy
wybraé punkt ciagtoéci y € F funkcji f|p. Mamy dwa przypadki: 1° f(y) > p lub
20 f(y) < q. Z ciagloéci funkcji f|r w punkcie y wynika, ze istnieje zbiér otwarty U
zawierajacy y taki, ze f[U N F] C (p,00) w przypadku 1° oraz f[U N F] C (—o0,q)
w przypadku 2°.

W przypadku 1° mamy U N F N F, =0, azatem UNF, =UNGNF,. Stad oraz
z wlasnosci U N G € U, otrzymujemy U € U,. Ale to oznacza, ze y € JU, = G.
Sprzecznosé.

W przypadku 2° mamy
UNF,c(UNF)UUNGNE).

Wiemy, ze U NG € Uy, wige istnieje zbiér C' typu Fy, taki, ze UNGNEF, C C C A,.
Skoro f[U N F] C (—00,q), to UNF C f~Yf[UN F)] C A;. Mamy wigc

UNE,c(UNF)U(WUNGNE,)C(UNF)UC C A4,
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oraz (UNF)UC jest typu Fy,. Stad U € Uy, a wiec y € JU, = G. Sprzecznosé. O
Twierdzenia 6.5 oraz 6.6 mozemy teraz polaczyé¢ w jedno twierdzenie.
Twierdzenie 6.7. Niech f: [a,b] — R. Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne:
(i) funkcja f jest 1 klasy Baire’a;

(ii) dla kazdego niepustego zbioru domknietego F C [a,b] zbidr punktéw cigglosci funk-
cji flr jest gesty w F;

(iii) dla kazdego niepustego zbioru domknietego F' C [a,b] funkcja f|p ma przynajmniej
jeden punkt cigglosci.
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Rozdziat 7

Zestaw zadan

7.1 Funkcje monotoniczne
Zadanie 7.1. Niech () # A C B C R oraz B jest zbiorem ograniczonym. Wykaza¢, ze
supA<supB 1 infA > infB.

Zadanie 7.2. Wykaza¢ inne warianty Twierdzenia 1.1, ktore nie zostaly wykazane na

wykladzie.

Zadanie 7.3. Niech f: I — R, gdzie I C R jest przedziatlem. Wykazac, ze jesli f jest

rosnaca (malejaca), to funkcja odwrotna f~': f[I] — R jest
(a) $cisle rosnaca (malejaca);
(b) ciagla w kazdym punkcie zbioru f[I].

Zadanie 7.4. Niech f,g: [a,b] — R oraz f,: [a,b] — R, n € N, beda funkcjami niema-
lejacymi. Wykazaé, ze:

(a) funkcja —f jest nierosnaca;
(b) funkcja f + g jest niemalejaca;
(c) jesli g jest rosnaca, to f + g jest rosnaca;

(d) jesli szereg Y f,, jest punktowo zbiezny na [a, b], to jego suma jest funkcja niema-
lejaca.
Zadanie 7.5. Zdefiniowa¢ funkcje niemalejaca (rosnaca) f: [0,1] — R taka, ze:

(a) jej jedynym punktem nieciaglosci jest 1/2;
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(b) jej jedynymi punktami nieciaglosci sa 1/2 1 1/3;
(c) jej jedynymi punktami nieciaglosci sa punkty postaci 1/n dlan € N, n > 2.

Zadanie 7.6. Niech E C (0,1) bedzie zbiorem nieskonczonym przeliczalnym, np. E =
QN (0,1). Zbudowaé funkcje f: [0,1] — R, ktéra jest niemalejaca oraz E jest zbiorem

jej punktoéw niecigglosci.
Zadanie 7.7. Niech funkcja f: [0,1] — R bedzie dana wzorem

922  gdy x €10,1/3);
fz) = 246z gdy x€[1/3,1/2);
448z gdy z € [1/2,1].

Przedstawi¢ f jako sume funkcji niemalejacej ciaglej i funkcji skokéw.

Zadanie 7.8 (modyfikacja lematu o rozszerzaniu). Niech Z C R bedzie niepustym zbio-
rem ograniczonym i niech f: Z — R bedzie funkcja niemalejaca ograniczona. Oznaczmy

a:=inf Z, b:=sup Z. Zdefiniowa¢ funkcje niemalejaca ¢g: [a,b] — R taka, ze g|z = f.

7.2 Wahanie funkcji

Zadanie 7.9. Wykazaé¢ wlasnosci (c), (d) podane w Twierdzeniu 2.3.

Zadanie 7.10. Wykazaé, ze jesli funkcja f ma wahanie skonczone na [a, b], to funkcja

f? tez ma wahanie skoficzone na [a, b].

Zadanie 7.11. Pokazaé, ze jesli funkcja f: [a,b] — R ma pochodna ograniczona na
[a, b], to \/Zf < 00.

Zadanie 7.12. Niech f: [0,1] — R bedzie dana wzorem

0 dlax =0
ﬂ@F{x%mU@(Mxeﬂﬂ

oraz o > 0. Pokazaé, ze funkcja f jest ciagta. Dla jakich wartosci o > 0 funkcja f ma

wahanie skonczone na [0, 1]7

Zadanie 7.13. Podaé przyklad funkcji rézniczkowalnej f: [0,1] — R (w punktach
0,1 rozwazamy pochodne jednostronne) o wahaniu nieskoficzonym na [0, 1]. Wskazow-
ka: zmodyfikowa¢ funkcje z poprzedniego zadania, przyjmujac o = 2 oraz zastepujac

sin(1/x) przez sin(1/x2).
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Zadanie 7.14. Poda¢ przyklady takich funkcji f, g: [0,1] — R o wahaniu skonczonym,
ze funkcja zlozona g o f ma wahanie nieskoniczone. Rozwazy¢ g(x) := \/x oraz [ jak

w Zadaniu 7.12 dla a := 2, zastepujac sin(1/x) przez sin?(1/xz).

Zadanie 7.15. Niech f: [a,b] — [c,d] oraz g: [¢,d] — R, przy czym \ f < oo oraz g

spelnia warunek Lipschitza. Wykazaé, ze funkcja g o f ma wahanie skonczone.
Zadanie 7.16. Niech f: [a,b] — R oraz \/? f < oo. Wykazaé, ze V2 | f|P < co dlap > 1.

Zadanie 7.17. Udowodnié, ze jedli f: [a,b] — R jest funkcja ciagla oraz \/ |f| < oo,

to \/Z f < oo. Pokazaé, ze zatozenie ciaglosci f jest istotne.

7.3 Calka Riemanna-Stieltjesa

Zadanie 7.18. Wyznaczy¢ funkcje V2 f, gdy: (a) f(z) := cosz, x € [0,27], (b) f(z) :=
23— |z|, z € [-1,1].

Zadanie 7.19. Zalézmy, ze f: [a,0] — R, V? f < oo. Niech g(a) := 0 oraz g(z) :=
. b R , _
ﬁ LD f()dt dla z € (a,b]. Wykazaé, ze \/, g < co. Wskazéwka: skorzystac z twierdze-

nia Jordana.
Zadanie 7.20. Wykazaé, ze jesli istnieje RS-catka f; fdg, to jest tylko jedna.

Zadanie 7.21. Niech f,g, fi,gi: [a,b] — R oraz ¢1,c2 € R dla i = 1,2. Wykazaé

nastepujace wlasnosci:

(i) Jesli catki ff fidg istnieja dla i = 1,2, to istnieje calka ff(clfl + caf2)dg oraz
b b b
/ (c1f1 + cafa)dg = 01/ fidg + 02/ fadyg.
(i) Jesli caltki f: fdg; istniejg dla ¢ = 1,2, to istnieje catka f: fd(c1g1 + cag2) oraz
b b b
/ fd(cig1 + c2g2) = 01/ fdgr + 02/ fdgs.

Zadanie 7.22. Niech f,g: [-1,1] — R beda dane wzorami f := X1}, 9 = X[o,1]-
Pokazaé, ze ffl fdg=0= fol fdg, jednakze catka f_ll fdg nie istnieje.

Zadanie 7.23. [6, str. 415] Niech «, 3,~: [0,1] — R beda dane wzorami

a = xqoy: B:= X1} V= X{1/2)-
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Obliczy¢ catki

1 1 1 1
/ sin z dov, / a(z)dsinz, / e*dp, / B(x) de”
0 0 0 0

/Olde% /Olv(x)dﬁ, /OZefd[a:], /OQ[x]deI,

Zadanie 7.24. Niech g,h: [0,1] — R, gdzie g := Xx(9,1) oraz h := X[o,1/2). Obliczy¢

oraz

calki:

1 1
/ sin(mz) dg, / cos(mz) dh.
0 0

Zadanie 7.25. Obliczy¢ catke [*| zda, gdzie

0 dlax=-1
a(z):=< 1 daxze(-1,2)
-1 dlaz € [2,3].

Zadanie 7.26. Niech f,g: [a,b] — R, przy czym f jest ciagla, za$ ¢ ma wahanie

/abfdg

skoniczone. Wykazaé, ze

b
</ ‘f|d'l)g,

gdzie vy(z) := Vi g dla = € [a, ]].

7.4 Pokrycie Vitalego. R6zniczkowalnos¢

Zadanie 7.27. Pokazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Dla kazdego zbioru E C (a,b) i dowolnego pokrycia F w sensie Vitalego zbioru E
przedzialami zwartymi zawartymi w (a,b) mozna wybraé przeliczalna roztaczng

podrodzine &, C F taka, ze A(E\ U%F,) = 0.

(ii) Dla kazdego zbioru E C (a,b) i dowolnego pokrycia F w sensie Vitalego zbioru
E przedzialami zwartymi zawartymi w (a,b) i dowolnego ¢ > 0 mozna wybraé

skoficzona rozlaczng podrodzing {I1,..., I} C J taka, ze \*(E\ Ui, I;) <e.

Zadanie 7.28. Wykazaé, ze dla funkcji f: [0,1] — R danej wzorem

0 dlaz =0
f@) = { Vasin(l/z) dlaxz #0

kazdy element a € [—00, 00| jest liczba pochodna w punkcie 0.
Zadanie 7.29. [1, str. 460] Wykazaé, ze dla kazdego zbioru E C [a, b] miary Lebesgue’a
zero istnieje funkcja rosnaca i ciagla f: [a,b] — R taka, ze f/(x) = oo dla kazdego x € E.
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7.5 Funkcje absolutnie ciggte

Zadanie 7.30. Niech funkcje f, g: [a,b] — R beda absolutnie ciagte. Wykazaé, ze f+g

oraz fg sa absolutnie ciggle.

Zadanie 7.31. [3, str. 285-286] Niech f: [a,b] — R. Wykazaé, ze nastepujace warunki

sg rOwnowazne:
(1) Funkcja f jest absolutnie ciagla na [a, b].

(2) Dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdej rodziny {[c;,d;]: i < n} €
NZS[a,b], z nieréwnosci Y1 (d; — ¢;) < § wynika, ze | Y7, (f(di) — f(e))] < e.

(3) Dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdej rodziny {[c;,d;]: i < n} €
NZS]a,b], z nieréwnosci Y i1 (d; — ¢;) < 0 wynika, ze Y i | \/‘cij f<e

(4) Dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdej rodziny {[c;,d;]: i € N}
podprzedzialéw [a, b] nie zachodzacych na siebie, z nieréwnosci Y s (d; — ¢;) < 0
wynika, ze 3272, | f(di) — f(ei)| <e.

Zadanie 7.32. Pokazal, ze zlozenie dwoch funkcji absolutnie cigglych nie musi by¢
funkcja absolutnie ciagta. Wskazéwka: rozwazy¢ f o g, gdzie f(x) :=+/z, x € [0, 1], oraz
g(0) := 0, g(x) := 22| sin(n/z)| dla = € (0, 1].

Zadanie 7.33. Podaé przyktad funkcji rosnacej absolutnie ciggtej, dla ktérej funkcja
odwrotna nie jest absolutnie ciagla. Wskazéwka: rozwazy¢ h(x) := f(z) + z, z € [0, 1],

gdzie f jest funkcja Cantora.

Zadanie 7.34. Poda¢ przyklad ciagu funkeji absolutnie ciaglych na [0, 1], zbieznego
jednostajnie do funkcji, ktéra nie jest absolutnie ciggla.
7.6 Funkcje pierwszej klasy Baire’a

Zadanie 7.35. Niech f: [a,b] — R oraz g: [¢,d] — [a,b]. Wykazaé, ze w obu przypad-
kach

o f jest ciagla, g jest 1 klasy Baire’a;
e g jest ciggla, f jest 1 klasy Baire’a,

funkcja zlozona f o g: [c,d] — R jest 1 klasy Baire’a.
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Zadanie 7.36. Wykaza¢ wniosek wynikajacy z charakteryzacji Lebesgue’a:
Funkcja f: [a,b] — R jest 1 klasy Baire’a wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

zbioru otwartego U C R przeciwobraz f~1[U] jest zbiorem typu F,.

Zadanie 7.37. Dla m € N niech funkcje f,,: [0,1] — R, m € N, beda dane wzorem

2n

fm(x) :== lim (cosm!mx)“" dla z € [0,1] oraz m € N.

n—oo
Sa to funkcje 1 klasy Baire’a, ktére przyjmuja tylko wartosci 0 lub 1. Ustali¢, dla jakich
x sg przyjmowane wartoéci 1 funkcji f,,. Pokazaé, ze

f(x) = lim fn(z)

n—oo

jest funkcja Dirichleta na [0, 1]. Korzystajac z charakteryzacji Lebesgue’a, wykazaé, ze f
nie jest funkcja 1 klasy Baire’a (zastosowaé fakt, ze zbior liczb niewymiernych przedziatu

[0, 1] nie jest typu F,).

7.7 Wybrane rozwigzania

Rozwigzanie Zadania 7.8.

Zauwazmy, ze jeSli a, b nie sg punktami skupienia zbioru Z, to a,b € Z.

Jedli zas a, b sa punktami skupienia zbioru Z, to z twierdzenia o granicach jedno-
stronnych funkcji monotonicznej wiemy, ze istnieja f(a+) oraz f(b—). Rozszerzmy wiec
funkcje f do zbioru ZU{a, b}, kltadac f(a) := f(a+) oraz f(b) := f(b—). Wtedy funkcja
f pozostaje niemalejaca.

W mysl powyzszej uwagi mozemy zatozyé, ze a,b € Z. Rozszerzymy funkcje f do
funkcji niemalejacej g okreslonej na [a,b]. Przez Z' oznaczmy zbiér punktéw skupienia
zbioru Z oraz niech Z/_ (odpowiednio Z' ) oznacza zbiér prawostronnych (lewostron-
nych) punktéw skupienia zbioru Z. Oczywiscie Z' = Z/, U Z' .

Przyjmijmy g(x) := f(x) dla € Z. Niech ponadto

g(x) == f(z—) dlaz € Z_\ Z oraz g(x) := f(z+) dlaz € Z_\ (Z_ U 2).

W ten sposob funkcja g jest okreélona na domknieciu Z = ZU Z’ i jest ona niemalejaca,
co wynika z wlasnoéci granic jednostronnych funkcji niemalejacej f.

Skoro a,b € Z, to zbiér [a,b] \ Z jest otwarty w R. Jest on wiec suma rozlacznej
rodziny przeliczalnej przedzialéw otwartych (ay, b,). Oczywiscie konce a,, b, przedzia-
tu (an,b,) naleza do Z. Wystarczy wiec okredlié g na (ay,b,) jako funkcje afiniczna,
ktorej wykres laczy odcinkiem punkty (an,g(ay)) oraz (by, g(b,)). Otrzymana funkcja
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g spelnia zadane warunki.

Rozwigzanie Zadania 7.12 dla o = 1.
Ciaglo$¢ f na (0,1] jest oczywista. Ciaglosc f w punkcie 0 wynika stad, ze jesli

x, — 07, to

< fan| — 0= [£(0)].

1
Zp Sin —
Tn

Zbadajmy, kiedy sin% = 1. Rownos¢ ta zachodzi dla % =5 +2knm, k € Z, czyli dla

=—— keZ.
5+ 2km
Podobnie réwnosé sm = —1 zachodzi dla = %7‘( + 2km, k € Z, czyli dla
1
=5———, keZ
5T+ 2km

Dla n € N rozwazmy podzial P, przedziatu [0, 1] zlozony z punktéw

1 1 1 1 1 1
Sr+2nm’ F42nm’ 3r42n—Dr’ T4+2n—1)n’ 7 Sr+on’ T4 27

0,

o] =
MBI

Oznaczmy te punkty kolejno
0, Yny, Tny Yn—15 Tn—1, ---, Y1, L1, Yo, Zo, 1.
Rozwazmy cze$¢ sumy wahaniowej odpowiadajacej podzialowi P,,:

[f(@n) = f(yn)l + [f (@n-1) = fyn-)[ + - + [f(@1) = f(y2)| + [f(2z0) = f (o)

1 n 1 1 & 1
= > 2 _— = — —_— d .
Z( T 4+ 2km 27r+2k7r>/ ];)27T—|—2k7r W};)k+1—>oo,gyn—>oo

Stad wynika, ze Vo f=o0.

Rozwigzanie Zadania 7.23.

Obliczymy catki:

1 1
I ;:/0 22 dy, Iy ::/O v(z)da?, gdzie v := x{1/2)-

I metoda. Wezmy dowolny podzial P := {xg,...,z,} € P([0, 1]) oraz uklad punk-
téw posrednich ¢ := (t1,...,t,}, gdzie t; € [x;—1, ;] dlai=1,...,n. Utwérzmy sume

n

S =8(a® 7, Pt) = (t:)*(v(z:) = y(zi-1).

=1
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Mamy dwa przypadki:
191/2 = x;, dla pewnego k € {1,...,n — 1}. Wtedy

S = (te)*(V(@k) — Y(@r-1)) + (trr1)*(V(@pg1 — v(xr)) — (1/2)% -1+ (1/2)* - (=1) =0,

gdy p(P) — 0 (wtedy t — 1/2 oraz tx41 — 1/2).
20 2 1 < 1/2 <z, dla pewnego k € {1,...,n}. Wtedy

S = (tr)*(v(zx) = y(4-1)) = 0 — 0,

gdy p(P) — 0 (wtedy tx — 1/2). Zatem Iz = 0. Calke Ig liczymy przez czesci i jest ona
rowna 0.

IT metoda. Liczymy catke I, zamieniajac ja na catke Riemanna

16:/Ol’y($)({l:2),dl‘:2/01’}/($)1‘d1':/010d1‘:0.

Calke Iy liczymy przez czesci i jest ona rowna 0.

Rozwiazanie Zadania 7.27.

(i)=(ii) Zalézmy (i) i niech F bedzie pokryciem w sensie Vitalego zbioru E C (a,b)
przedzialami zwartymi zawartymi w (a, b). Rozwazmy rodzine F, taka jak w (i). Jesli jest
ona skorficzona, to warunek (ii) jest oczywisty. Niech wiec F, = {I, Is, ... }. Oczywiscie

1 M) < b—a < oo, wiec istnieje n takie, ze Y272, 1 A(I;) < e. Stad

v (m ) e (E\[jfi)w( ¥ )

=1 1=n+1

(ii)=-(i) Zalézmy (ii) oraz niech F bedzie pokryciem w sensie Vitalego zbioru E C
(a,b) przedzialami zwartymi zawartymi w (a, b). Pokazemy, Ze istnieje rodzina roztaczna

{I,1I2,...} C F oraz rosnacy ciag indeksow k1 < ko < ... taki, ze

k
" 1
A (E\ U Ii) < dla kazdego n € N. (7.1)
i=1

Wtedy dla kazdego n mamy

1

00 kn
A" <E\ U1i> <N (E\ UIZ-) <
i=1 i=1
Stad dla n — oo dostajemy A* (E \ U;2; I;) = 0 i wystarczy przyjaé F. = {I1,I2,... }.
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Dla dowodu warunku (7.1) postepujemy indukcyjnie. Dla n = 1 stosujac zaloze-
nie (ii), znajdujemy rozlaczna skonczona rodzing {I1,...,I;, } C JF taka, ze (7.1) za-
chodzi. Zauwazmy, ze rodzina J; := {I €eJF:1C (a,b)\ Uf;l Ii} pokrywa zbiér E \
Uf;l I; w sensie Vitalego. Stosujac zalozenie (ii), znajdziemy skonczona rozlaczna ro-
dzine {Ip, 41, ..., Ik, } C F1 taka, ze

k1 ko 1
rieadny U o)<y
=1 i=k1+1

Zatem rodzina {Ii, ..., I, } jest rozlaczna i zawarta w F oraz spelnia warunek (7.1) dla
n = 2. Kolejne etapy konstrukcji przeprowadzamy analogicznie.
Udowodniona wlasno$é pokazuje, ze twierdzenie Vitalego o pokryciu dla zbioréw

ograniczonych mozna sformulowaé w réwnowaznej formie za pomoca warunku (ii).
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