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W artykule przeprowadzono dyskusje typowych warunkow przesu-
walnosci biegunow uktadow liniowych za pomocg statycznych sprzezen
zwrotnych od wyjscia. Jako typowe warunki wystarczajgce przesu-
walnosci biegunow rozwazono warunki Kimury [12] i Wanga [20].
Dla ilustracji problemu rozwazono dyskretne zbiory punktow, ktorym
odpowiada okreslona liczha wejs¢ i wyjs¢ uktadu. Dla roznych
wartosci n (4, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 16) zaznaczono granice obszarow spel-
niajgcych warunki Kimury oraz Wanga. Przeanalizowano wiasciwosci
poszczegolnych obszarow oraz obliczono liczbe Schuberta [3] dla
wybranych punktow szczegolnych, badajgc tym samym, czy uktady
o tych wymiarach majg generycznie wlasciwos¢ petnej przesuwalnosci
biegunow.

1. WPROWADZENIE

Istotnymi problemami z zakresu teorii sterowania w dalszym ciagu sa zaga-
dnienia zwigzane z przesuwaniem biegundéw macierzy transmitancji w okreslone
polozenia na plaszczyznie zmiennej zespolonej [17], [18]. W ten sposdb mozna
uzyskaé pozadane wlasciwosci dynamiczne uktadu, ktore odpowiadajg wybranym
potozeniom biegunow.

W niniejszej pracy skoncentrowano si¢ na zastosowaniu statycznych sprze¢zen
zwrotnych od wyjscia uktadu w celu przesunigcia biegunéw macierzy transmitancji.
W szczegolnosci dotyczy to dyskusji warunkéw kompletnej przesuwalnosci, to jest
mozliwosci przemieszczenia wszystkich biegunow uktadu w dowolnie wybrane
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polozenie za pomoca sprz¢zen, okreslonych przez rzeczywista macierz K.
W literaturze [17], [18] rozpatrywane s3 takze sprzezenia dynamiczne oraz
przesuwalnos¢ nie wszystkich biegunow (czg¢éciowa). Ze wzgledow ekonomicznych
sprze¢zenia statyczne wydaja si¢ lepsze. Natomiast przesuwalno$¢ czesciowa jest nie
do przyjecia ze wzgledu na to, Ze bieguny nieprzesuwane podlegaja niekontrolowa-
nemu przemieszczeniu, na przyktad moga przesuna¢ si¢ do prawej polplaszczyzny
zespolonej. Czasem w literaturze s3 réwniez prowadzone rozwazania czysto
teoretyczne, dopuszczajgce zespolong macierz sprz¢zen zwrotnych.

W pracy wzigto pod uwage wylacznie metody bezposrednie, tzn. nieiteracyjne
przesuwania biegunow za pomocg sprzg¢zen zwrotnych od wyjscia. W ostatnich
trzydziestu pigciu latach opracowano wiele takich metod, ktorych pewien
przeglad mozna znalez¢ migdzy innymi w pracach [17], [18], [2], [4] i innych
pozycjach podanych w bibliografii. Czesto problem przesuwania biegunow
wigze si¢ bezposrednio z bardziej ogdlnym zagadnieniem projektowania struktury
wlasnej obiektu. Stosowane sg przy tym rdzne podejscia do rozpatrywanego proble-
mu, migdzy innymi podejScie parametryczne [15], geometryczne [5], wykorzystu-
che dwa rownania Sylvester’a sprze¢zone przez warunek ortogonalnosci [18]
i inne. Warunek ortogonalno$ci jest wykorzystywany w wigkszosci algorytmow
obliczen macierzy sprzezen zwrotnych, co prowadzi do dwuetapowej procedury
obliczen.

Autorzy tej publikacji opracowali metod¢ podang w [14], ktéra nie wymaga
konstrukeji struktury wlasnej uktadu i wykorzystania warunku ortogonalnosci.
Prowadzi to do algorytmu jednoetapowego (w dwodch wersjach), w wyniku
zastosowania macierzy pseudoodwrotnej Moore’a-Penrose’a i operacji iloczynu
Kroneckera.

2. SCISLE SFORMULOWANIE PROBLEMU

Przedmiotem rozwazan jest liniowy uklad stacjonarny S = (A, B, C) opisany
przez rOwnania:

x(¢)= Ax(t)+Bu(r) (1)
y(r)=Cx(e), b))
gdzie xeR" ,ueR”, yeR” oraz A eR"" ,BeR"™™ , CeR”*" . Zaklada si¢

przy tym, ze
rank B=m<n 1 rank C=p<n, 3)

co jest rownoznaczne z faktem przekazywania przez sensory i aktuatory wylacznie
znaczacych informacji.
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Jak wiadomo réwnaniom (1) i (2) odpowiada macierz transmitancji

G,(s)=C(s1,-A)'B, (4)

ktorej bieguny A, = {Sl” 185 e S } spelniaja rownanie charakterystyczne
M ,(s)=det(sT, - A)=0. ®)
W celu narzucenia w rozwazanym ukladzie pozadanego zbioru biegunow

macierzy transmitancji A, = {sl 52...,5,1}, wprowadza si¢ statyczne sprzezenie

zwrotne od wyjscia okreslajace prawo sterowania
u(t)=Ky(s) gdzie KeR™?. (6)
Zatem uktad zamknigty bedzie opisany rownaniem:
x(¢)= (A + BKC)x(t), (7
ktéremu odpowiada réwnanie charakterystyczne
M (s)= det(s1, -~ A —~BKC)=0, ®)

spelnione przez elementy zbioru 4,.

Dla okreslenia niektérych warunkow przesuwalnosci biegunow wygodnie
jest wprowadzi¢ pewne pojgcia topologii i geometrii algebraicznej. W zwiazku
z powyzszym podano dalej ujecie zaczerpnigte z [7], [8].

Niech Mat R(mx p) bedzie zbiorem wszystkich rzeczywistych macierzy

o wymiarze mx p, a Poly R(n) zbiorem wszystkich monicznych wielomianoéw
stopnia n ze wspotczynnikami z R, ktory mozna utozsamia¢ z R" (uzycie
wspotczynnikow wielomianéw — z wylaczeniem wiodacej jedynki — jako wspot-
rzgdnych ustala bijekcje miedzy nimi). Wtedy dla okreslonych S = (A, B, C)
o elementach rzeczywistych, mozna zdefiniowa¢ odwzorowanie yg jako

s :MatR(mxp)—> PolyR(n): ){S(K)=M(s), )

gdzie M(s) jest okreslone wzorem (8).
Mozliwos$¢ narzucenia uktadowi S = (A, B, C) dowolnego symetrycznego
wzgledem osi rzeczywistej zbioru biegundéw A, przez rzeczywista macierz K jest

rownowazna ze stwierdzeniem, ze odwzorowanie y, jest surjekcja. Nalezy
zwroci¢ uwage na to, ze dla kazdych m, n, p istnieja uklady S, dla ktérych yg

nie jest surjekcja. Przyktadem moga by¢ tutaj uktady, dla ktorych B = 0 lub
C = 0. Dlatego wprowadza si¢ pojecie generycznej cechy (wlasciwosci) uktadow
liniowych, ktora majg prawie wszystkie systemy w sensie pewnej topologii. Dla
danych m, n, p odwzorowanie y¢ jest generycznie surjektywne, jezeli istnieje
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otwarty, gesty zbior V' w przestrzeni Mat , (n X n)x Mat , (n X m)x Mat , ( px n) taki,
ze dla (A, B,C)=SeV, odwzorowanie xg jest surjekcja. Zbior otwarty

1 gesty rozumie¢ mozna w sensie topologii indukowanej metryka euklidesowa

. 2 r . . . r 7 r
w przestrzeni R" ™" |z ktéra mozna utozsamial przestrzen systemow

liniowych okreslonego rzedu i wymiardw, ale w literaturze dotyczacej geometrii
algebraicznej zwykle uzywa si¢ duzo stabszej topologii Zariskiego [10].

3. DYSKUSJA CALKOWITEJ PRZESUWALNOSCI
BIEGUNOW

Wspomniana wyzej rownowazno$¢ catkowitej przesuwalnosci biegunow
1surjektywno$ci odwzorowania yg, pozwala stwierdzi¢, ze warunkiem
koniecznym catkowitej przesuwalno$ci biegundéw za pomoca rzeczywistej
macierzy K jest sterowalno$¢ i obserwowalnosc¢ S. Wynika to z udowodnionego na
przyklad w [16] warunku koniecznego surjektywnosci yg , ktory wymaga, aby
ukfad § byl sterowalny i obserwowalny. Jednoczesnie jest to rGwnowazne ze
stwierdzeniem, ze stopien MacMillana macierzy transmitancji tego ukfadu jest
rowny n, to znaczy wymiarowi przestrzeni stanow (a zatem realizacja .§ musi by¢
minimalna). Sterowalno$¢ i obserwowalno$¢ sa generycznymi wiasciwo$ciami
uktadow liniowych, wigc nie wnosi to nic do kwestii generycznej surjektywnosci
odwzorowania y¢. Co wigcej, sterowalno$¢ 1obserwowalno$¢ nie s3
wystarczajace dla surjektywnosci y , co pokazuje przyktad podany w [13].

Znacznie bardziej skomplikowany jest problem warunkow wystarczajacych
catkowitej przesuwalno$ci biegunow, ktore w rdézny sposob byty formutowane
przez wielu autorow.

Najbardziej ogdlnymi i najczgs$ciej wykorzystywanymi sg:

1. Warunek Kimury [12]

m+p>n (10)
(lub w wersji nieostrej m+p>n) (107)

2. Warunek Wanga [20]
mp >n (11)

Nierowno$¢ (10) okre§la warunek przesuwalnos$ci spektrum generycznego
zbioru rzeczywistych realizacji S. Warunek ten jest ostrzejszy od (11) dla n > 5
, ale jednoczesnie metody obliczeniowe opracowane przy zalozeniu jego
prawdziwos$ci sg latwiejsze w zastosowaniu praktycznym. Natomiast warunek
(11) gwarantuje generyczng przesuwalnos¢ spektrum § (biegundéw ukladu) przez
macierz rzeczywista K [6].
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Jednocze$nie nalezy stwierdzi¢, ze jak wykazano w [13], warunek (11) nie
jest wystarczajagcy dla osiggnigcia pelnej (nie generycznej) arbitralnej przesu-
walnosci przez statyczne sprzezenie od wyjscia K. Szczegolnie skomplikowany
jest przypadek krytyczny, gdy

mp=n. (12)

W pracy [3] uzasadniono, Ze zagadnienie przesuwalnosci biegunéw z wyko-
rzystaniem macierzy K jest rownowazne z klasycznym problemem Schuberta.
Jednocze$nie wykazano tam, ze jezeli mp = n oraz liczba Schuberta

dlm.p)= mvl(,‘i :.1')(!{?.7(2!?;1?—)!1)! =

jest nieparzysta, to odwzorowanie y jest generycznie surjektywne.

Wykazano ponadto [4], ze liczba d(m,p) jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy,
jezeli spemiony jest jeden z nast¢pujacych warunkow

min{m,p}=1 (14)

lub
min{m, p}=2 i max{m p}=2"-1 dla k=23,..., (15)

Co wigcej, udowodniono [7], ze jezeli spetniony jest warunek (12) oraz m i p sg
liczbami parzystymi, to odwzorowanie ), nie jest generycznie surjektywne.

Pozwolilo to sformutowa¢ wniosek, ze uktady liniowe .S sa generycznie stabili-
zowalne, jezeli spetniony jest warunek (11) lub tez zachodzi (12) i m + p jest
liczba nieparzysta.

W niniejszej pracy dla ilustracji problemu warunkow wystarczajacych
przesuwalnosci biegundw, zilustrowano dyskretne zbiory punktow, ktérym odpo-
wiada okreS$lona liczba wejs¢ 1 wyjs¢ uktadu, dla réznych wartoéci n z zazna-
czeniem granic obszarow spehiajacych warunki (10”) i (12). Pokazano to na
rysunkach 1+8, gdzie dla wybranych punktow krytycznych lezacych na hiperboli
Wanga (12) obliczono wartosci d(m,p). Ponadto na podstawie literatury [2]
zaznaczono przez zaciemnienie punkty przetestowane z wynikiem pozytywnym
(w sensie znalezienia rzeczywistej macierzy K). Na wymienionych wyzej
rysunkach mozna wyodr¢bnic€ trzy obszary, a mianowicie:

I. Obszar spetniajacy warunek Kimury, tj. m + p > n. Jest to zbidr pun-
ktow, w ktorych dla kazdego znich mamy catkowita przesuwalno$é
biegundéw. W sklad tego zbioru wchodzg dwa szczegolne punkty, ktore nie
spetniaja ostrego warunku Wanga (11). Sg to punkty, ktorym odpowiadaja
m=1Ap=noraz m=nA p=1. Dla tych punktow jednak d(m,p) = 1,
co zgodnie z wcze$niejszymi stwierdzeniami (14) jest wystarczajace do
tego, by odwzorowanie )¢ bylo generycznie surjektywne.
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II. Obszar speliajacy warunek m+p<n<mp. Jest to obszar, ktory
sprawia najwigksze trudno$ci obliczeniowe 1 ktérego punkty nie gwa-
rantujg pelnej przesuwalnosci (w dowolne potozenia biegunow). Nalezy
jednak stwierdzi¢, ze w literaturze podano juz wiele przyktadow odpo-
wiadajacych poszczegolnym punktom tego zbioru, dla ktorych znaleziono
pozytywne rozwiazanie, miedzy innymi w[1], [2], [6], [20]. W tej
ostatniej pozycji podano to dla n =8, m =3 i p =3 przy d(3,3) = 42.

III. Zbidr spetniajacy warunek mp < n. Jest to obszar dla ktérego punktéw
nie mozna uzyskac¢ catkowitej przesuwalno$ci biegunow.

P A

4+ O O O
3\ O O O
2+ o O
1 } f }

1 2 3 4 m
1 2 3 4 5 6m
Rys. 1. Zbior punktow (m,p) dlan =4 Rys. 2. Zbior punktow (m,p) dlan =6

Rys. 1 przedstawia zbior punktow dla n = 4. Ten przypadek obejmuje jeden
szczegllny punkt (2,2), w ktorym hiperbola Wanga jest styczna do prostej
Kimury. Zgodnie z podanym wcze$niej stwierdzeniem, w tym punkcie odwzo-

rowanie Y nie jest generycznie surjektywne (m i p parzyste), co potwierdza

obliczona liczba Schuberta d(2,2) = 2 (parzysta). W pracy [21] wykazano, ze
w tym przypadku problem przesuwania biegundéw przez statyczne sprzg¢zenie
zwrotne od wyjscia nie jest generycznie rozwigzalny nad cialem R. Wielu
autorow znalazto jednak przyktady, w ktorych wyznaczono macierze K.
OczywiScie to nie przeczy wyzej podanym stwierdzeniom. Tym niemniej przez
dluzszy czas ten przypadek uwazany byt za wyjatkowy. Szczegolnie ciekawe sa
tutaj wyniki losowych badan symulacyjnych wykonywanych metoda Monte
Carlo, podanych w pracy [6]. W tych badaniach losowo wybierano elementy

macierzy definiujacych ukltad S oraz elementy spektrum /_, przy okre$lonych
obszarach zmiennosci tych elementéw. Na podstawie kilkuset tysiecy ekspe-
rymentéw oszacowano prawdopodobienstwo wystgpienia takich zestawow elemen-
tow, ktore zapewniajg pelng przesuwalnos¢ biegunéw. Uzyskano wynik pozytywny
w 85% przypadkow.
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Rys. 2 dotyczy przypadku n = 6. W tym przypadku wystepuja dwa punkty
szczegblne (2,3) 1 (3,2), ktore leza na hiperboli Wanga, przecinajacej dwu-
krotnie prostg Kimury (co jest typowe dla n>5). Dla obu punktow szcze-
gblnych d(2,3) = d(3,2) = 5. Potwierdza to spetnienie warunku (15) dla k=2, co
oznacza, ze w tych punktach odwzorowanie ¢ jest generycznie surjektywne.

N W e OO NN o

—_

1 2 3 4 5 6 7 8 m

Rys. 3. Zbior punktow (m,p) dlan =7 Rys. 4. Zbior punktow (m,p) dlan =28

Rys. 3 dotyczy przypadku n = 7. W tym przypadku nie wystepuja punkty
szczegblne. W obszarze Il poza punktami na prostej Kimury znajdujg si¢ jeszcze
3 punkty, w ktorych odwzorowanie ) jest generycznie surjektywne.

Z kolei rys. 4 przedstawia zbior punktéw dla n = 8. W tym przypadku ma
si¢ do czynienia zdwoma punktami szczegélnymi, lezacymi na hiperboli
Wanga, tj. (2,4) i (4,2). Dla tych punktow zarowno liczba Schuberta d(2,4) =
d(4,2) = 14, jak mip sa parzyste, wigc odwzorowanie )¢ nie jest dla nich
generycznie surjektywne. Wszystkie pozostate punkty II obszaru zostaty prze-
testowane z wynikiem pozytywnym w literaturze [20], [2].

Na rys. 5 1 rys. 6, ktoére odpowiadaja » = 9 1 n = 10, wystgpuja na hiperboli
Wanga punkty szczegdlne odpowiednio jeden punkt (3,3) i dwa punkty (2,5) 1 (5,2).
Warto$ci liczby Schuberta obliczone dla tych punktow wynosza d(3,3) = 42 oraz
d(2,5) = d(5,2) = 42. Powoduje to, ze nie mozna na podstawie przytoczonych
twierdzen wywnioskowaé, czy odwzorowanie yg dla tych punktow jest
generycznie surjektywne.
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Rys. 5. Zbior punktow (m,p) dlan=9 Rys. 6. Zbior punktow (m,p) dla n = 10

Rys. 7 przedstawia zbior punktow dla n = 12. Na hiperboli Wanga wystepuja
w tym przypadku 4 punkty szczeg6lne, dla ktorych obliczono d(2,6) = d(6,2) = 132
1d(3,4) = d(4,3) = 432. Powoduje to, ze dla pierwszej pary punktow odwzo-
rowanie y¢ nie jest generycznie surjektywne, a dla drugiej problem pozostaje
otwarty. Dla n = 12 zostalo przetestowanych w literaturze [2] wiele punktow
z rozpatrywanych zbioréw. Wynik testoéw tych punktow (zaczernionych na
rysunku) byt pozytywny.
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Rys. 7. Zbior punktow (m, p) dla n=12. Rys. 8. Zbior punktow (m,p) dlan =16
Zaczerniono punkty, dla ktérych w [2]
z powodzeniem wyznaczono nieiteracyjnie
macierz sprz¢zen zwrotnych
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Na ostatnim rys. 8 przedstawiono zbior punktow dla n = 16. W tym przy-
padku wystepuja trzy punkty szczegodlne na hiperboli Wanga. Odpowiadajg im
d(2,8) = d(8,2) = 1430 1 d(4,4) = 24024, i liczby m oraz p s3 parzyste, cO powo-
duje, ze odwzorowanie y, w tych przypadkach nie jest generycznie surjektywne.

4. ZAKONCZENIE

Na podstawie analizy zbiorow, w ktorych odpowiednie punkty okreslone sa
przez liczbe wejs¢ i liczbg wyjs$¢, oraz znanych z literatury twierdzen zilustrowano
pewne aspekty warunkow Kimury i Wanga kompletnej przesuwalno$ci biegunow
ukfadow liniowych za pomocg statycznych sprzezen zwrotnych. Wiadomo jest,
ze w literaturze sa podawane rézne warunki wystarczajace przesuwalnosci bie-
gunow przy przyjetych zalozeniach generalnych. Najczesciej jednak dotycza one
przypadkow szczegélnych izreguty wynikaja z warunku Kimury lub warunku
Wanga. Przy wykorzystaniu wymienionych warunkow zostato opracowanych
wiele algorytmow obliczen macierzy statycznych sprzgzen zwrotnych K, ktorych
tworcami bylo wielu autorow.

Na marginesie mozna tutaj wspomnie¢ o jednoetapowych algorytmach
obliczen opracowanych przez autorow tej pracy [14]. Te algorytmy obejmuja
caly obszar [ zbiorow przedstawionych na rysunkach, to jest punktow spetniajacych
warunek Kimury (z jednym ograniczeniem A, N4, =&). Umozliwiaja one
obliczenia zaré6wno dla biegunéw jednokrotnych, jak i dla wielokrotnych oraz
rzeczywistych i zespolonych (bez potrzeby prowadzenia obliczen w dziedzinie
liczb zespolonych).

W pewnych sytuacjach mozna takze wykorzysta¢ tzw. lokalng przesu-
walno$¢ biegunoéw (local assignability), ktore to pojecie wprowadzono w [19].
Polega to na przesunigciu wszystkich biegunow do odpowiednio matego
sgsiedztwa kazdego z nich w stosunku do potozenia pierwotnego. Zazwyczaj
sgsiedztwo ograniczone jest okregiem o srodku w potozeniu pierwotnym danego
bieguna ipromieniu, ktory mozna obliczy¢ z okre§lonego warunku tego typu
przesuwalnosci. Zilustrowano to na przyktadzie uktadu zm =2, p=21in=4
w pracy [11], gdzie wyprowadzono takze warunek przesuwalnosci i obliczono

=1,0013). Jak stad wynika obszary,

do ktorych mozna przesuna¢ bieguny sg stosunkowo niewielkie.

Na zakonczenie mozna stwierdzi¢, ze generalnie trudnos$ci zwigzane z roz-
wigzaniem problemu przesuwania biegunéw za pomoca statycznych sprzezen
zwrotnych wynikajg stad, ze jak wykazat Fu [9], problem nalezy do klasy
,»INP-trudnych” (tzn. moze nie by¢ rozwigzany w czasie wielomianowym) [18].

promien wspomnianego wyzej okregu (7,

ax
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DISCUSSION OF POLE ASSIGNABILITY
CONDITIONS FOR LINEAR SYSTEMS USING STATIC
OUTPUT FEEDBACK

Summary

The paper discusses typical pole assignability conditions for linear time
invariant systems, using static output feedback. As typical sufficient assignability
conditions the theorems of Kimura [12] and Wang [2] are taken under
consideration. For illustration of the problem, discrete sets of points with number
of inputs and outputs as coordinates are considered. This is shown for various
system degree of 4, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 16 with marking of domains in which
Kimura and Wang conditions are satisfied. Properties of subsequent domains are
analyzed and for specific critical cases the Schubert number [3]
is calculated for deciding if real pole placement map is generically surjective for
those system dimensions.
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