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Recenzja osiggniecia naukowego “Zbiory Koebego i zbiory
pokrycia dla klas funkcji analitycznych” oraz dorobku naukowego
w postepowaniu habilitacyjnym dr. Pawla Zaprawy

Pan dr Pawel Zaprawa jest absolwentem Uniwersytetu Marii Curie-Skto-
dowskiej z 1991 roku. W 1999 roku uzyskal on stopien doktora nauk matema-
tycznych na Wydziale Fizyki Technicznej i Informatyki Politechniki L.odzkiej.
Promotorem jego rozprawy doktorskiej “Zagadnienia ekstremalne w klasach
funkcji typowo-rzeczywistych” byt dr hab. Leopold Koczan. Od 2000 roku
Pan dr Zaprawa pracuje na etacie adiunkta na Politechnice Lubelskiej. Po
uzyskaniu stopnia doktora Pan Zaprawa opublikowal ponad 30 artykulow
naukowych z teorii funkcji jednej zmiennej zespolonej, w wiekszosci w punk-
towanych czasopismach Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.

Przejde obecnie do krotkiego merytorycznego oméwienia prac Pana dr Za-
prawy skladajacych sie na osiggniecie naukowe “Zbiory Koebego i zbiory
pokrycia dla klas funkcji analitycznych”. Jest to 9 prac opublikowanych
w latach 2005-2017 ([H1]-[H9] w zalaczonym spisie). Sa to w wiekszosci pu-
blikacje wspolne z L. Koczanem, tylko dwie publikacje sg autorstwa samego
Habilitanta. Zataczone przez Habilitanta omowienie najwazniejszych wyni-
kéw tych prac zawiera rowniez krotki rys historyczny dotyczacy zagadnien
zwigzanych z tematem tego opracowania, czyli zbiorami Koebego i zbiorami
pokrycia dla klas funkcji analitycznych.

Wszystkie zalaczone w opracowaniu publikacje dotycza, ogblnie mowiac,
rodziny funkcji analitycznych w kole jednostkowym A plaszczyzny zespolo-
nej. W rodzinie tych funkcji wyr6znia sie wiele jej klas, na przyktad, po-
przez narzucenie warunku jednolistno$ci, pewnych unormowan, warunkow
na wspolczynniki taylorowskie. Rowniez czesto wyrédznione klasy funkeji sg
opisywane przez wlasnosci geometryczne obszaréw bedacych obrazami kota
A poprzez funkcje z tej klasy, np. klasa funkcji wypuklych, gwiazdzistych,



prawie wypuklych, czy wypuklych w danym kierunku. Niewatpliwie najbar-
dziej znang klasg takich funkcji jest klasa S funkcji f jednolistnych w A z
normalizacja f(0) = f'(0) — 1= 0.

Postawiona w 1916 roku przez L. Bieberbacha hipoteza, ze jesli f(z) = z+
Yoo an2™ €S, to |a,| < n miala przez wiele lat ogromny wplyw na rozwoj
teorii funkcji jednej zmiennej, w tym réwniez geometrycznej teorii funkcji.
Byla ona obiektem zainteresowania wielu znamienitych matematykéw, ktérzy
tworzyli teorie z nig zwigzane. Hipoteza ta zostala ostatecznie udowodniona
w 1985 roku przez L. de Brangesa.

Habilitant koncentruje sie (zgodnie z tytulem osiagniecia naukowego) na
zagadnieniach zwigzanych ze zbiorami Koebego i zbiorami pokrycia dla réz-
nych klas funkcji analitycznych w kole jednostkowym A. Zbiér Koebego K 4
i zbiér pokrycia L4 dla klasy A definiujemy wzorami:
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Trzy pierwsze publikacje [H1]-[H3] sg zwigzane z klasg funkcji typowo-
rzeczywistych 7. Jest to klasa funkcji f analitycznych w A z normalizacja
f(0) = f'(0) — 1 = 0, ktére przyjmujg wartoéci rzeczywiste na odcinku osi
rzeczywistej (—1,1), adla z € A\(—1,1) spekniaja warunek Imz-Imf(z) > 0.
Klasa 7 zostala wprowadzona przez W. Rogosinskiego 1932, ale réwniez
istotne wtasnosci tej klasy zostaly opisane w pracy G.M. Gotuzina z 1950
roku. Klasa ta zawiera funkcje klasy S o wspolczynnikach rzeczywistych.
Kazda funkcja klasy 7 moze by¢ przedstawiona za pomoca calki Stieltjesa
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gdzie ki(z) = z/(1 — 2tz + 2?), a u jest miarg probabilistyczng na przedziale
[—1,1]. W 1950 roku G.M. Goluzin wykazat m.in., ze chociaz funkcje klasy 7~
nie musza by¢ jednolistne w A, to sa one jednolistne na podzbiorze kota A w
ksztalcie soczewki H, kt6rego brzeg stanowia tuki okregow |z=4i| = /2. Gotu-
zin wyznaczyl réwniez dla ustalonego z € A zbior K (z) = {f(2): f€ T} W
publikacji [H1]| autorzy nawigzuja do wyzej wspomnianych wynikéw. Wpro-
wadzajg oni pojecie zbioru Koebego oraz obszaru pokrycia dla rodziny A
funkcji analitycznych w A nad zbiorem D C A zdefiniowanych odpowiednio
wzorami
Ka(D)= () f(D) oraz La(D)= ] f(D).
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W pracy [H1] wykazano, migdzy innymi, ze Ly (H) = C oraz Kr(H) =
{z € C: |z| < 1}, gdzie H oznacza opisany powyzej podzbiér kota A.
W pracy [H2] badana jest podklasa T'R(1/2) funkcji typowo-rzeczywistych.
Funkcje tej podklasy opisane sa wzorem (1), przy czym w tym wypadku
ki(z) = z/(1 — 2tz + 22)*/2. Klasa TR(1/2) pokrywa sie z otoczka wypukta
klas funkcji 1/2-gwiazdzistych i wypuklych. W pracy tej, m.in., wyznaczone
zostaly zbiory Krraj)(|2| < 7)1 Krrae)(H).

W 1977 roku A.W. Goodman wyznaczy! zbiér Koebego dla klasy 7. W
pracy [H3| autorzy nawiazuja do tego wyniku i przedstawiajg inny, bardziej
elementarny, dow6d tego wyniku Goodmana. Nastepnie stosujac podobng
metode wyznaczaja obszary Koebego dla pewnych podklas klasy 7T miedzy
innymi klasy funkcji typowo-rzeczywistych i ograniczonych.

W pracach [H4]-[H6] oraz [H8]-[H9] wyznaczone zostaty zbiory Koebego
1 zbiory pokrycia dla bardzo dla specjalnych podklas klasy S. W dowodach
otrzymanych twierdzen czesto konstruowana jest rodzina tzw. obszaréw eks-
tremalnych dla danej klasy, a nastepnie funkcje z tej klasy odwzorowujace A
na te obszary ekstremalne. Przy konstrukeji tych funkcji istotng role odgrywa
zasada podporzadkowania i wlasnosci geometryczne obrazéw kota jednostko-
wego poprzez funkcje z danej klasy. W [H4] autorzy badajg klase X ™ funkcji
n-symetrycznych, o wspétczynnikach rzeczywistych i wypuklych w kierunku
osi rzeczywistej, Wyznaczajg dla tej klasy zbior Koebego i zbiér pokrycia.
Zbiory te sa wyrazone za pomocg obrazéw kota jednostkowego poprzez funk-
cje, ktore zostaly wyznaczone ze wzoréw Schwarza-Christoffela. Wyniki te
sg analogonami wynikéw z wczesniejszej publikacji [P9] oraz innych publika-
cji niewchodzacych do zasadniczego osiagniecia naukowego Habilitanta. W
pracy [H8| autorzy wyznaczaja zbiory Koebego i zbiory pokrycia dla klasy
F® funkcji n-symetrycznych, wypuktlych w kierunku osi rzeczywistej (o do-
wolnych wspétczynnikach). Wydaje sie, ze pewng inspiracjg do tych badan
byta publikacja J. Krzyza i M. Reade’a "Koebe domains for certain classes of
analytic functions", Journal d’Analyse Mathématique (1967). Rowniez w tej
pracy J.Krzyz i M. Reade wyznaczyli zbiory Koebego dla podklasy Y klasy
S, ktorej elementami sg funkcje o wspélezynnikach rzeczywistych odwzoro-
wujace A na obszar kolo-symetryczny wzgledem dodatniej osi rzeczywiste;.
W pracy [H6] Habilitant rozwigzuje analogiczny problem dla klas Y N K (4) i
Y NS* gdzie K (i) oznacza podklase funkcji wypuklych w kierunku osi urojo-
nej, a S* podklase funkeji gwiazdzistych. Podobna technika jest zastosowana
réwniez w pracy [H9], gdzie autorzy wyznaczaja zbiory Koebego dla pod-
klasy K, klasy S, ktorej elementami sg funkcje odwzorowujace A na obszar
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wypukly w dwoch kierunkach: ei*™/2 i e=0/2 o € [0, 1].

W publikacji [H5] autorzy koncentruja sie na klasie I'(c) C S funkcji
wypuktych w kierunku osi rzeczywistej, o wspolczynnikach rzeczywistych,
z ustalonym drugim wspoélczynnikiem a; = c. Nawigzuja oni do pracy L.
Koczana z 1989 roku, w ktorej zostal wyznaczony zbiér Koebego dla klasy
funkcji wypuktych w kierunku osi rzeczywistej o wspotczynnikach rzeczywi-
stych.

W pracy [H7] Habilitant rozwigzuje pewne problemy zwiazane ze zbio-
rami Koebego i pokrycia dla podklas funkeji prawie gwiazdzistych. Funkcje
f(z) = z4a22®+. .. analityczng w A nazywamy prawie gwiazdzista, f € CS*,
jesli istnieje funkcja gwiazdzista g(z) = > o, b,2" taka, ze Re ;8 > 0. Praca
[H7] poswigcona jest w szczegolnosci klasie CSy C CS*, przy dodatkowym za-
tozeniu, ze g € S i ma wspolczynniki rzeczywiste. Miedzy innymi, rozwazana
jest podklasa H C CSg , gdzie przyjmujemy g(z) = z/(1 — 2%). Warto przy
tym zwréci¢ uwage, ze opisana wczesniej klasa funkcji typowo-rzeczywistych
T jest zawarta w ‘H. Podobnie jak 7 zadna z badanych w [H7] klas nie jest
podklasg kasy funkcji jednolistnych S. Autor odnosi si¢ tez do wczesniej-
szych prac, m.in. L. Koczana, w ktorych wyznaczono promien jednolistnosci
dla tych klas.

W przedstawionym opracowaniu zauwazytam dwie usterki na str. 20. Przy
definicji obszaréw wypuklych w kierunku nalezy zwrot “zbiorami zwartymi”
zastapi¢ “zbiorami spéjnymi” (podobna usterka wystepuje w publikacji [H9)
przy definicji obszaréw wypuklych w dwoch kierunkach) oraz odwzorowa-
nie przyporzadkowujace funkcji f(z) funkcje symetryczng okreslons wzorem
Y/ f(2™) nie powinno byé nazwane funkcjonatem.

Na pozostaly dorobek naukowy dra Zaprawy (niewchodzacy w sklad za-
sadniczego osiggniecia naukowego) sktada si¢ 25 publikacji z geometrycznej
teorii funkcji analitycznych i 5 publikacji z zakresu techniki.

Znaczna czg$¢ publikacji z geometrycznej teorii funkcji dotyczy réwniez
zbior6w Koebego i zbioréw pokrycia dla réznych klas funkcji analitycznych
oraz klasy funkcji typowo-rzeczywistych. Poza tym w publikacjach tych auto-
IZy zajmuja si¢ m.in. oszacowaniem pewnych wyznacznikéw Hankela Hy(n) =
Anlni2 — a2 1 funkcjonaléw typu Fekete-Szegs dla réznych klas funkcji oraz
funkcjami bi-jednolistnymi. Czes¢ z tych prac zostala opublikowana w czaso-
pismach z listy A MNiSW. 3 prace z prac z zakresu techniki zostaly opubli-
kowane w Applied Mechanics and Materials czasopi$mie z listy B MNiSW.

Podsumowujgc uwazam, ze obecnie tematyka badan dr. Zaprawy nie na-




lezy do gtéwnego nurtu badan w analizie zespolonej. Niewatpliwie jedng z
przyczyn tego stanu rzeczy jest znalezienie dowodu hipotezy Bieberbacha w
1985 roku. Najwiecej ciekawych wynikéw dotyczacych zbioréw Koebego réz-
nych klas funkcji analitycznych w kole jednostkowym pochodzi z lat 60-tych
i 70-tych XX wieku. Autorami tych wynikéw sg m.in. J. Jenkins, M.T. Mac-
Gregor, A.W. Goodman, J. Krzyz i M. Reade. Od tego czasu w analizie zespo-
lonej rozwinely sie rozne interesujace kierunki badan np. teoria odwzorowarn
quasi konforemnych, dynamika zespolona, czy teoria odwzorowan harmonicz-
nych. Tematyka badan dr Zaprawy jest dos¢ waska i historycznie zwigzana
z osrodkiem lubelskim, gdzie tg tematyka zajmowali sie m.in., M. Biernacki,
J. Krzyz, Z. Lewandowski, W. Szapiel i L. Koczan (promotor rozprawy dok-
torskiej Habilitanta). Niewatpliwie Pan dr Zaprawa ma duzg wiedze z geo-
metrycznej teorii funkeji analitycznych i potrafi w skuteczny sposéb rozwijaé
te teorie. Swiadczg o tym m.in., wyniki dotyczace zbiorow Koebego dla funk-
cji n-symetrycznych, ktére sa kontynuacja wynikéw otrzymanych w latach
60-tych oraz wyniki dotyczace ciekawej klasy funkcji typo-rzeczywistych.

Wedtug AMS MathSciNet publikacje Pana dr. Zaprawy byly cytowane
41 razy przez 27 matematykow.

Uwazam, ze publikacje dra Zaprawy wchodzace w sklad osiggniecia na-
ukowego oraz jego pozostaly dorobek naukowy spelniaja w wystarczajacym
stopniu ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane kandydatom do stop-
nia doktora habilitowanego i popieram jego wniosek o nadanie mu stopnia
doktora habilitowanego nauk matematycznych.

Maria T. Nowak






