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MODELOWANIE I SYMULACJA RUCHU NIELINIOWYCH
UKEADOW MECHANIKI KLASYCZNEJ

Streszczenie: W pracy zaprezentowano badania dynamiki ruchu nieliniowych
ukladow mechanicznych dokonane poprzez komputerowq symulacje ruchu ich
wirtualnych modeli. Dla charakterystycznych ukladow dynamicznych pokazano
mozliwosci symulacyjne wykorzystywanego do tego celu programu Working
ModeL® firmy MSC Working Knowledge Software Corp. Otrzymywane wyniki
obliczen i symulacji zweryfikowano obliczeniami przeprowadzonymi przy pomocy
programu Mathematica®, firmy Wolfram Research.

MODELING & SIMULATION OF MOTIONS OF
THE CHOSEN FEW NONLINEAR MECHANICAL SYSTEMS

Abstract: In this paper the virtual simulation for analysis of dynamics of non-linear
mechanical systems using Working Model® and Mathematica® software is
presented. Virtual simulations are most efficient methods in analyzing the dynamics
of the systems. In this paper some results from numerical simulations for choice
non-linear mechanical systems are shown as diagrams.

1. WSTEP

Podstawowe prawa mechaniki klasycznej zostalty wyprowadzone w XVIII i XIX wieku

w oparciu o sformutowane wczesniej prawa Isaaca Newtona (1643-1727). Mozemy

wymieni¢ tu takich odkrywcoéw jak: L. Euler (1707-1783), J. R d'Alembert (1717-1783),

J. L. Lagrange (1736-1813), G. G. Coriolis (1792-1843), W. R. Hamilton (1805-1865). Nadal

podstawowymi réwnaniami w mechanice klasycznej sa: réwnania Newtona, réwnania

Lagrange'a, rbwnania Hamiltona (Jacobiego-Hamiltona). Po tym okresie zaczat upowszech-

nia¢ si¢ poglad, ze w dziedzinie mechaniki klasycznej, gldwnie dynamiki ukladow

materialnych (dynamiki punktu i bryty sztywnej), nic nowego nie mozna odkry¢, i ze ta czgs§¢

wiedzy staje si¢ dziedzing zamknigta.

W XX wieku badacze doszli do wniosku, ze [1, 2, 6]:

¢ istnieja uklady dynamiczne, dla ktéorych nawet minimalna zmiana warunkow
poczatkowych skutkuje skrajnie odmiennymi stanami dynamicznymi, np. uderzenie kuli
bilardowej

¢ dla ukladu dynamicznego nie mozna ustali¢ warunkow poczatkowych z dowolna
doktadnoscig

¢ istnieja uklady dynamiczne, dla ktérych przy znanych warto$ciach potozen, predkosci
i sit nan dziatajacych nie da si¢ obliczy¢ (przewidzie¢) ich stanu dynamicznego
w odleglym czasie
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¢ istnieje klasa takich modeli ukladéow dynamicznych, ktoére opisujac ,,poprawnie”
rzeczywisto$¢ (pomimo deterministycznego charakteru réwnan opisujacych dynamike
tych uktadow), wykazuja duza niestabilno$¢ po znacznym uptywie czasu.

Dalsze prace spowodowaty odkrycie nieliniowych ukladéw dynamiki. Nalezato odrzucié
przekonanie, ze wyznacznikiem otaczajacej rzeczywisto$ci w mechanice klasycznej, fizyce,
astronomii jest regularno$¢ i uporzadkowanie. Liczne doswiadczenia nakazywaty wysnuc
wniosek, ze takie myslenie jest iluzja, a uktady regularne naleza do rzadkosci i sa jedynie
obrazem wyidealizowanym. ,Prawie wszystkie” uklady dynamiczne wykazuja cechy
nieregularnosci i niepowtarzalnosci. Jezeli model teoretyczny przewiduje, ze wybrane dane
poczatkowe prowadza, po skonczonym czasie, do jednoznacznie okreslonego stanu
fizycznego, to tzw. ,wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe” powoduje, ze w ramach
weryfikacji do$wiadczalnej, gdy dane poczatkowe sa okreslone z réznym od zera bigdem
(niepewnos$cia) — ta sama doswiadczalna przyczyna moze prowadzi¢ do zasadniczo
odmiennych skutkow.

Tak opisany uklad dynamiczny nazywamy ukladem nieliniowym.

Jednymi z pierwszych badaczy zajmujacych si¢ uktadami nieliniowymi byli:
¢ Niemiec — Georg Duffing (1861-1944)

¥+ et +(1+ Bx*)w’x = ycos(wt +¢)  —rownanie Duffinga

¢ Holender — Balthasar van der Pol (1889-1959)

¥+ u(l-x*)X+w’x=ycos(wt+¢) —réwnanie van der Pola

Druga potowa XX wieku to gwaltowny rozwdj nowego spojrzenia na dynamike ukladow.
Pojawia si¢ teoria chaosu. Uktady takie byly badane od poczatku istnienia nauki, lecz
mozliwosci ich doktadnego opisu, zrozumienia i przewidywania zachowania byly przez
wiele stuleci bardzo ograniczone. Gdy badacze chcieli jeszcze doktadniej opisywaé lub
przewidzie¢ procesy bardziej skomplikowane, takie jak wiry na wodzie, zjawiska
meteorologiczne lub procesy zyciowe, szybko dochodzili do granic mozliwos$ci klasycznej
nauki [2].

2. METODY BADANIA DYNAMIKI NIELNIOWYCH UKLADOW
MECHANICZNYCH

Istnieja rozmaite klasyfikacje nieliniowych uktadow mechaniki klasycznej [9-13]. Jednym
z podstawowych podziatow jest podzial na uktady:

a) o rozwiazaniach jednoznacznych i niejednoznacznych,

b) o nieliniowosciach fizycznych lub geometrycznych.

Do nieliniowosci fizycznych zaliczamy:
e nicliniowe zwiazki konstytutywne
e  plastyczno$¢
e lepkoplastycznos¢
e modele zniszczenia materiatu
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e nicliniowe zagadnienia polowe, jak: przewodnictwo ciepta, przeptywy cieczy,
zagadnienia elektromechaniczne, itp.

Do nieliniowo$ci geometrycznych zaliczamy natomiast:
e nieliniowe zwiazki geometryczne
e  zagadnienia zwigzane ze statecznoscia.

Wszystkie powyzsze zagadnienia mozna analizowaé jako quasi-statyczne lub dynamiczne.
Dalsza czg$¢ niniejszej pracy bedzie dotyczy¢ uktadow mechaniki klasycznej o wigzach
nieliniowych, opisywanych réwnaniami rozniczkowymi, w ktérych charakterystyki dyna-
miczne wynikaja z wlasciwo$ci wigzow.

Roéwnania rozniczkowe opisujace tego rodzaju uktady mozna podzieli¢ na trzy grupy:

1° — catkowalne, dla ktorych udato sie znalez¢ rozwiazania analityczne;

2° — calkowalne warunkowo, dla ktorych istnieja rozwiazania analityczne tylko dla pewnych
warunkow brzegowych lub wspolczynnikow samego rownania;

3° — niecatkowalne, dla ktorych rozwiazan nalezy poszukiwaé gtéwnie poprzez zastosowanie
metod przyblizonych.

Metody przyblizone dziela si¢ na:

¢ przyrostowe i przyrostowo-iteracyjne, np. metoda Newtona lub Newtona — Raphsona;

¢ iteracyjne nieprzyrostowe — metody te sa skuteczne jedynie dla ograniczonej klasy
zagadnien

¢ asymptotyczne bazujace na metodzie perturbacji, np. metoda matego parametru — bardzo
skuteczne w badaniach stanéw bliskich rownowadze

¢ metody specjalne — stosowane do okreslonych klas problemoéw, polegajace na zmianie
struktury rownan w trakcie obliczen iteracyjnych

¢ metody przyblizone — najczg¢sciej metody linearyzujace analizowane rownania.

Rozw¢j technik komputerowych spowodowal, ze dla wszystkich wymienionych metod
rozwigzywania nieliniowych réwnan rézniczkowych opracowano algorytmy obliczeniowe,
ktére w sposdb numeryczny i zautomatyzowany dokonuja stosownych obliczen i podaja
rozwigzania rownan (uktadow réwnan) opisujacych dynamike, zaréwno dla prostych jak
1 ztozonych uktadow mechanicznych. Sposréd mndstwa metod numerycznych [2, 7] warto
wymieni¢ nastgpujace:

¢ metoda tamanych Eulera, mato doktadna, w ktorej btedy moga si¢ sumowac
metoda ,,predykator - korektor”, bedaca wsteczna metoda Eulera
metoda r6znic skonczonych
metody Rungego Kutty
metoda Bulirsch Stoera
metoda Adamsa
metody interpolacyjne i ekstrapolacyjne
rozmaite metody wielokrokowe.

* & & 6 & oo

Na bazie tych metod opracowano ogromna ilo$¢ wyspecjalizowanych programow
komputerowych, ktore realizuja wymienione metody obliczeniowe. Znane programy do
obliczen symbolicznych roéwnan rézniczkowych to:
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&  Mathematica — opracowana przez S. Wolframa z Wolfram Research, Inc. [5]
&  Maple — firmy Waterloo Maple Inc.
&  Mathcad — firmy Mathsoft.

Stworzono nowa grupe wyspecjalizowanego programowania — Computer Aided
Engineering (CAE) 1 Computer Aided Design (CAD) — inzynieria i projektowanie
wspomagane komputerowo. Opracowano bardzo wyrafinowane procedury numeryczne
(oprogramowanie komputerowe) przeznaczone dla konkretnych zagadnien z zakresu
mechaniki 1 wytrzymato§ci materiatow [12], jak réwniez dla konkretnych rozwigzan
inzynierskich, np.:

Y MATLAB — MATrix LABoratory — jest to $rodowisko obliczeniowe umozliwiajace
wykonywanie ztozonych obliczen numerycznych i wizualizacj¢ danych. Matlab wiaze
analiz¢ numeryczna, obliczenia macierzowe, przetwarzanie sygnalow i grafike w sposob
przyjazny dla uzytkownika, gdzie zaréwno zadania jak 1 rozwiazania sa podawane
w standardowej postaci matematycznej — bez tradycyjnego programowania. Matlab pozwala
na rozwiazanie wielu zadan numerycznych w czasie znacznie krotszym niz zajgloby
napisaniec wlasnego kodu w C lub Fortranie. Matlab zawiera takze wiele narzedzi
zgrupowanych w pakiety, ukierunkowanych na konkretne obszary zastosowan.

Y SUNDIALS - Suite of Nonlinear and Dlfferential/ALgebraic equation Solvers
— zawiera nastgpujace solwery:

CVODE - zagadnienia poczatkowe dla uktadow réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
CVODES - zagadnienia poczatkowe dla ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych plus
analiza wrazliwosci,

IDA — zagadnienia poczatkowe dla uktadow réwnan rézniczkowo-algebraicznych, KINSOL
— nieliniowe zagadnienia algebraiczne.

SUNDIALS wykorzystuje interfejs Matlaba.

Y KASKADE — Numerical Analysis and Modelling — Rozwiazywanie réwnaf rozniczko-
wych czastkowych w obszarach jedno-, dwu- i trojwymiarowych: liniowe zagadnienia
skalarne, metoda elementu skonczonego z adaptacyjna siatka, oparty jest o procedury jezyka
C++[14].

Programy te tworza nowa jako$¢ — dziedzing wiedzy zwana Mechanikq Komputerowq. Pod
tym pojeciem kryje si¢ zbior zaawansowanych pakietow do modelowania przestrzennego
konstrukcji mechanicznych takich jak ANSYS, CATIA, NASTRAN oraz shuzacych do
komputerowej symulacji zachowan konstrukcji w warunkach eksploatacji. Pakiety te
umozliwiaja modelowanie i symulowanie wigkszosci zjawisk fizycznych, zachodzacych
w uktadach o zrdéznicowanym stopniu ztozonosci — poczawszy od prostych bryt po
skomplikowane uktady ztozone. Oprogramowanie to umozliwia symulacj¢ kinematyki
1 dynamiki uktadow mechanicznych, analiz¢ przeptywu ciepla i masy, naprezen i innych cech
projektowanych konstrukcji inzynierskich.

Najnowsze programy sa wyposazane w rozbudowane moduly do wykonywania bardzo
ztozonych analiz. Ich duze mozliwos$ci obliczeniowe i prezentacyjne powoduja, ze pobiezny
nawet opis daleko wykracza poza ramy niniejszej pracy. Jednakze we wszystkich
wymienionych i niewymienionych programach wystepuja te same problemy, ktore skrotowo
mozna uja¢ w postaci ponizszych pytan:
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® Jaka jest zbieznos$¢ stosowanych procedur obliczeniowych?

¢ Jak dalece mozna zmniejsza¢ krok obliczeniowy, wplywajacy na precyzje rozwiazan,
bez generowania nowych btedow numerycznych?

¢ Jaka jest stabilno$¢ otrzymywanych rozwiazan, zwlaszcza w poblizu pojawiajacych sig
punktow osobliwych rozwiazan, np. w otoczeniu zera wystepujacego w mianowniku?

W dalszej czgs$ci pracy przedstawiono sposob wykorzystania obiektowego programu
Working Model® firmy MSC Knowlege oraz pakietu obliczeniowego Mathematica® firmy
Wolfram Research do opisania dynamiki wybranych, silnie nieliniowych uktadéw mechaniki
klasycznej oraz do modelowania i zasymulowania ruchu tych uktadow.

W bogatym wachlarzu oprogramowania znajdujacego si¢ w dyspozycji badaczy i inzynie-
roéw, program Working Model® jest jednym z latwiejszych w obstudze i interpretacji
otrzymywanych wynikéw [8, 9, 15]. Mozliwosci symulacyjne wirtualnego Srodowiska,
stwarzanego przez Working Model®, zaprezentowano dla wybranych przyktadow,
rozwiazanych wezesniej innymi metodami. Program Mathematica®, istniejacy na rynku od
ponad 20 lat, jest programem do$¢ znanym i nie wymaga szerszej rekomendacji [5].

3. SYMULACJA DYNAMIKI RUCHU CIALA OPISANEJ ROWNANIEM
DUFFINGA-VAN DER POLA

Znaczna czg$¢ uktadow mechanicznych posiada wigzy utworzone przez elementy sprgzyste
i thumiace ruch. Rzeczywiste charakterystyki tych wigzow przewaznie sa nieliniowe. Takie
charakterystyki dla nieliniowej spr¢zyny pokazano na rysunku 1.

Nieliniowo$¢ sprezyny jest definiowana poprzez okreslenie funkcji jej sztywnosci
w zaleznos$ci od odksztatcenia A. Sztywnos¢ sprezyny opisana jest zalezno$cia:

dF
k=2 1
7 (1)

A[m]

.
-

Rys.1. Przyktadowe charakterystyki sprezyn: 1 — idealna liniowa, (liniowa),
2 —progresywna (o wzrastajacej sztywnosci); 3 — degresywna (o malejacej sztywnosci)

287



W nieliniowych uktadach mechaniki, najczgsciej pojawiajacym si¢ rdwnaniem dynamiki
ruchu jest rownanie Duffinga — van der Pola (DvdP), [1, 6, 12, 13].

Ogolna posta¢ takiego rozniczkowego réwnania ruchu dla uktadu o jednym stopniu swobody
jest przedstawiana w nast¢pujacej formie:

X)) +e(l- x(t)z) X))+ pesgnx()+(A+ - x(t)z) . a)o2 -x(t) = ycos(Qt + @) (2)

gdzie:
x(t) — wspbtrzgdna uogolniona (przemieszczenie);
B & 1 @ @, ¥ 2 — odpowiednie wspdtczynniki réwnania, okres§lajace cechy
dynamiczne uktadu mechanicznego.

Funkcja ,,sgn” pojawia si¢ wowczas, gdy nalezy uwzgledni¢ wigzy tarcia zalezne od zwrotu
wektora predkosci.

Na rys. 2 przedstawiono uklad mechaniczny bedacy cialem sztywnym wykonujacym ruch
drgajacy, opisany r6zniczkowym rownaniem ruchu (3) majacym forme¢ rownania DvdP (2).

s
=
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=
B

=
=
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L= N
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Rys. 2. Ciato poruszajace si¢ pod wptywem wymuszenia sita harmonicznego
1 o silnie nieliniowych wigzach

Wiezy (spre¢zyna i thumik) wptywajace na ruch tego ciata, bedacego bryta sztywna, sa silnie
nieliniowe. Dane fizyczne analizowanego uktadu:

masa ciala —m = 1,0 [kg];

stata wiezow sprezystych — 8 = 1,0 [kg.m™.s7];

wiezy thumienia, realizowane poprzez ztozony tlumik — & = 0,2 [kg.m™>.s"];

amplituda sity wymuszajacej — y=1,0 [N];

czestosé sity wymuszajacej — £2 = (0,9-1,0) [rd.s™].

Po przeksztalceniach, koncowa posta¢ rézniczkowego réwnania ruchu dla tego ciala ma
postac:

2

m ddjgt) —e(1-x(2)%) -$+ L-x(t)’ = ysin(Qt) 3)
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W $rodowisku komputerowym Working Model® wykonano model wirtualny ukfadu
mechanicznego z rysunku 2. Przeprowadzono dla tego modelu symulacje dynamiki jego
ruchu oraz rozwiazano nieliniowe réwnanie (3) za pomoca programu Mathematica®.

Otrzymane wyniki porownano celem weryfikacji dokonanej analizy. Rezultaty pokazano na
odpowiednich wykresach.

E:> przemieszczenie ciata #0=0.4 F=gin[1.00t]

.0
#[m]

Wymuszenie o czestosci 1,01 [rd.s’l]

_ ARG
: Al

= tis)
ST 40 60 80 100 120 140 160 180 200

2.0 2r

= —
= =)

B0 [uaisktors fazoms] 4004 F= sin{1.071)

= Vx [mz]

; ) ; ; ; ; At ]
3'%.0 = : 5 1.0 2.0 3.0

Rys. 3. Wykresy przemieszczenia ciata w funkcji czasu (gorne) i trajektorie fazowe (dolne)
przy czestosci wymuszajacej £2 = 1,01[rd.s™']. Pokazano pierwszych 200 s ruchu. Po lewej
wyniki symulacji uzyskane w programie Working Model®; po prawej weryfikacja wynikow
za pomoca programu Mathematica®

Na rysunku 4 pokazano trajektorie fazowe obrazujace zmiany charakteru ruchu ciata tuz po
jego rozpoczeciu (pierwsze 200 s) 1 po blisko trzech godzinach, dla czgstosci wymuszenia
Q=095 [rd.s"].

Rys. 4. Trajektorie fazowe przy czestosci wymuszajacej £2= 0,95 [rd.s]:
po lewej pierwsze 200 s ruchu, po prawej po 10000 s ruchu
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W uktadach o silnej nieliniowosci niewielka zmiana parametrow moze powodowaé
diametralnie rozne zachowanie si¢ dynamiczne tego uktadu.

Na kolejnych rysunkach pokazano wptyw 10% zmiany czgstosci wymuszenia (2 na
zachowanie si¢ dynamiczne badanego ciata po uptywie 10000 sekund ruchu ciata; nalezy
przy tym podkresli¢ fakt, ze poczatkowe formy ruchu tak bardzo si¢ od siebie nie rdznia.

(d) ©

Rys. 5. Trajektorie fazowe dla roznych czgstosci sity wymuszajacej £2 po 10000 s
ruchu: (a) — 0,93; (b) — 0,95; (¢) — 0,97; (d) — 0,99; (e) — 1,01 [rd.s'l]

Zmiany innych parametrow uktadu (rownania (3)) moga prowadzi¢ do rozwiazan
bifurkacyjnych lub okre$lonych w dziedzinie chaosu [2, 6, 13].

4. SYMULACJA DYNAMIKI RUCHU UKEADU WIELOMASOWEGO
— PODWOJNE WAHADLO FIZYCZNE

Analiza dynamiki zlozonych, wielomasowych uktadéw mechanicznych nalezy do grupy
zagadnien charakteryzujacych si¢ znaczna praco- i czasochlonnoscia. Zlozone uktady
dynamiczne, majace wiele stopni swobody, i przyjmowane do ich analizy modele
matematyczne opisywane sa proporcjonalna do tej liczby ilo$cia rézniczkowych rownan.
Rownania te sg najczesciej sprz¢zone i nieliniowe, a ich rozwigzanie wymaga zaangazowania
rozbudowanego aparatu matematycznego [2, 7, 12, 13].

Do takich uktadow naleza wahadta o wigcej niz jednym stopniu swobody — rysunek 6.
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Rys. 6. Przyklady wahadet o dwoch stopniach swobody: (a) — wahadlo o zmiennej dlugosci;
(b) — wahadto o ruchomym punkcie zawieszenia; (c) — wahadto typu dzwon; (d) — wahadto
na toczacym si¢ okregu; (e) — wahadta w ukladzie kroczacym (zjawisko synchronizacji);,
(f) — odwrotne wahadto podwodjne

Analiza dynamiki wahadla podwojnego zajmowato si¢ wielu badaczy, a mimo to nie zostata
ona w pelni poznana, zwlaszcza dla duzych wartosci katow wychylen poczatkowych [4, 13].
Analiza takich ukladoéw jest istotna migdzy innymi z punktu widzenia badania dynamiki
uktadéw kroczacych, robotow z wieloprzegubowymi ramionami manipulacyjnymi lub przy
konstruowaniu nowoczesnych protez konczyn.

Na rysunku 7 przedstawiono konwencjonalny uktad podwdjnego wahadta fizycznego [3, 12].

|

|

|
()

Rys. 7. Podwojne wahadto fizyczne
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Dynamika wahadta podwojnego zostata opisana poprzez wprowadzenie dwoch wspotrzad-
nych uogolnionych: y; 1 y», okreslajacych potozenie jego elementéw tak jak pokazano na
rys. 7.

Dynamiczne, rozniczkowe rownania ruchu ramion wahadta podwojnego wyprowadzono
wykorzystujac rownania Lagrange’a I1 rodzaju i maja one nastgpujaca postac:

(Jy+moly) W+ myl,ryi, cos(y, =y ) —m, Ly, sin(y, —y,)+
+ (mr, +myl )gsiny, =0 (4a)

S, +myl i, -cos(y, —w ) +m, Lyl sin(y, —w,)+m,gr,siny, =0 (4b)
gdzie: mj, m,; — odpowiednio masy gornego i dolnego ramienia wahadta,
J; —moment bezwtadnosci gornego ramienia (belki) wahadta wzgledem przegubu O,
J> — moment bezwtadnosci dolnego ramienia (belki) wahadta wzgledem przegubu O’
ry, r2 — odlegtosci srodkéw masy ramion wahadta od ich przegubow,
I, — rozstaw przegubow ramion wahadta.

W $rodowisku komputerowym Working Model® wykonano model wirtualny ukfadu
mechanicznego z rysunku 7. Przeprowadzono dla tego modelu symulacje dynamiki jego
ruchu oraz rozwiazano nieliniowe réwnanie (4) za pomoca programu Mathematica®.
Parametry modelu wirtualnego:

— masa gornego ramienia wahadta (belki) — m; = 2,0 [kg];

— masa dolnego ramienia wahadta (belki) — m, = 1,7 [kg];

— odlegtos¢ $§rodka masy gornego ramienia wahadta od przegubu O —r; = 1,45 [m];

— odlegltosc¢ srodka masy dolnego ramienia wahadta od przegubu O’ —r, = 1,50 [m];

— rozstaw przegubow ramion wahadta ( odleglos¢ 00’ ) —1,=3,7 [m].

Otrzymane wyniki porownano celem weryfikacji dokonanej analizy. Rezultaty pokazano na
odpowiednich wykresach — rysunki 8-11.

E{} ‘ trajektoria fazowa game] belki - |
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Rys. 8. Trajektorie fazowe ruchu gornego i dolnego ramienia wahadta podwojnego. Wartosci
poczatkowe: y;(0) = 20°; y; (0) = 0; oraz w(0) = 40°; w, (0) = 0. Po lewej portrety uzyskane
jako wynik symulacji ruchu wahadta w programie Working Model®, po prawej weryfikacja
wynikow za pomoca programu Mathematica®™
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Na rysunku 9 pokazano symulacje faz ruchu wahadla podwojnego dla niewielkich
i duzych wartosci poczatkowych katow wychylenia ramion wahadta (wzgledem potozenia
rownowagi) i zerowych wartos$ci prqdkosm poczqtkowych

H\qujﬂ\a‘!llk FOAC S M) | Runk Siopll Heset |
I
wi(0) =20° |
198 wra(0) = 40° AL O - - B

‘ ; y(0) =120°
& g - Lo =200

Rys. 9. Symulacja faz ruchu ramion wahadla dla niewielkich i duzych wartosci
poczatkowych katow wychylenia. Wahadto na prawym rysunku wykonuje ruch chaotyczny

Na rysunku 10 przedstawiono portrety fazowe pierwszych 100 s ruchu dolnego ramienia
wahadla w zalezno$ci od warto$ci kata poczatkowego s

|
y(0) =34° y(0) = 57° y(0) = 86°

Rys. 10. Trajektorie fazowe ruchu dolnego ramienia wahadta — pierwsze 100 s ruchu — dla
roéznych wartosci poczatkowych kata y»(0); warto$¢ poczatkowa katay;(0) = 20°. Na rys. 10
pokazano wyniki symulacji ruchu, przeprowadzonej za pomoca programu Working Model®,
obrazujace ruch chaotyczny wahadla. Na rysunku przedstawiono portrety fazowe ruchu
ramion wahadta po r6znych czasach ruchu.

Na rysunku 11 pokazano wyniki symulacji ruchu, przeprowadzonej za pomoca programu

Working Model®, obrazujace ruch chaotyczny wahadta. Na rysunku przedstawiono portrety
fazowe ruchu ramion wahadta po r6znych czasach ruchu.
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Rys. 11. Trajektorie fazowe ruchu ramion wahadla wykonujacego ruch chaotyczny:
a) trajektoria fazowa gornego ramienia wahadla po pierwszych 100 s ruchu; b) trajektoria
fazowa dolnego ramienia wahadta po pierwszych 100 s ruchu; c¢) trajektoria fazowa goérnego
ramienia wahadta po 200 s ruchu; d) trajektoria fazowa dolnego ramienia wahadta po 300 s
ruchu; e) przemieszczenia katowe ramion wahadta w funkcji czasu

Na kolejnym rysunku (rys. 11) pokazano model podwodjnego wahadta niesymetrycznego.
Model ten sktada si¢ z dwoch ptyt kwadratowych o masach 4,0 kg i krawedzi 2 m. Goérny
element wahadta (1) moze obraca¢ si¢ dookota statego przegubu O i jest potaczony z drugim
elementem wahadla (2) ruchomym przegubem O’. Réwnania rézniczkowe opisujace taki
uktad mechaniczny maja posta¢ analogiczna do réwnan (4). Na rysunku 12 pokazano
trajektorie fazowe dla wspotrzednych kartezjanskich wektorow predkosci srodkow mas obu

elementéw wahadla.
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Rys. 12. Portrety fazowe dla §rodkéw mas elementdw niesymetrycznego wahadta podwdjnego
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5. PODSUMOWANIE

Analiza dynamiki nieliniowych uktadéw mechanicznych nalezy do grupy zagadnien
charakteryzujacych si¢ znaczna praco- i czasochlonno$cia. Ztozone uktady nieliniowe,
majace wiele stopni swobody, opisywane sa proporcjonalna do tej liczby iloscia
rézniczkowych rownan. Ich rozwiazanie wymaga zaangazowania rozbudowanego aparatu
matematycznego oraz odpowiednich programéw komputerowych.
Bez wzgledu na to, jaka metode zastosuje si¢ do rozwiazywania rownan, konieczna jest
weryfikacja poprawnosci otrzymanych wynikow.
W pracy zaprezentowano uktady mechaniczne, ktérymi zajmowali si¢ takze inni badacze,
lecz gtownym jej celem bylo pokazanie mozliwosci wykorzystania programu Working
Model® firmy MSC Knowlege do modelowania i symulowania dynamiki uktadow mecha-
nicznych, ktory jest jednym z tatwiejszych w obstudze i interpretacji otrzymywanych wyni-
kow [8, 9]. Otrzymywane wyniki byty weryfikowane za pomoca programu Mathematica®.
Glowna zaleta programu Working Model® jest szybko$é konstruowania i modyfikacji modeli
wirtualnych bez koniecznoséci szczegdélowego podawania wielu danych, takich jak np.
momenty bezwtadnosci, srodki mas.
Glowna natomiast jego wada jest niemozno$¢ badania ruchu w bardzo dhugich przedziatach
czasowych ze wzgledu na przepehienie buforéw pamigciowych programu liczacego.
Stosujac do obliczen mechanicznych uktadéw nieliniowych program Mathematica®, mamy
do czynienia z sytuacja dokladnie odwrotna. Wszystkie parametry fizyczne wplywajace na
ruch musza by¢ obliczone wczesniej lub bardzo precyzyjnie zdefiniowane odpowiednimi
zalezno$ciami, przez co bardzo rozbudowuja si¢ wstepne procedury obliczeniowe.
Znaczniejsze zmiany konstrukcyjne w modelu wirtualnym powoduja konieczno$¢
ponownego (od nowa) sformulowania opisujacych je zaleznosci. To powazna wada tego
programu. Natomiast gtéwna zaleta programu Mathematica® jest niespotykana doktadnosé
obliczen; mozliwos¢ prowadzenia ich dla bardzo diugich interwalow czasowych oraz
opracowywanie wynikow praktycznie w dowolnej formie. Mozliwosci tworzenia w tym
programie animacji ruchu nalezy uzna¢ za wysoce niewystarczajace, poniewaz modele
geometryczne sa zbyt uproszczone (za bardzo zgeometryzowane).
Koncowy wniosek, jaki nasuwa si¢ w wyniku przeprowadzonych badan symulacji dynamiki
ruchu wybranych uktadow mechaniki nieliniowej, jest taki, ze nalezy:
e za pomoca programu Working Model® przeprowadzié badania i symulacje wstepne
e po dokonaniu wstepnej analizy wykonaé obliczenia za pomoca programu Mathematica®
o podwyzszonej doktadnosci, dla precyzyjniej zdefiniowanych modeli
e obie prowadzone analizy pozwalaja okresli¢ czy po zaniknigciu ruchdéw przejsciowych
(nieustalonych) uktad mechaniczny osiagnie stabilny stan dynamiczny, czy tez jego ruch
bedzie zmierzal do chaosu.

Taki sposoéb wykorzystania wirtualnej rzeczywistosci czynia z zastosowanego oprogramowa-
nia dobre narzedzie dla inzynierow, badaczy i studentow.

( Wszystkie rysunki zawierajqce wykresy, panele danych oraz modeli podnosnikow sq
oryginalnymi kopiami obrazow ekranowych otrzymywanych przez autora podczas
przeprowadzanych symulacji dynamiki analizowanych uktadow mechanicznych. )

Wigcej przyktadow zostanie przedstawionych podczas XIV Szkoty.

295



LITERATURA

[1] Arczewski K., Pietrucha J., Szuster J. T.: Drgania uktadow fizycznych, s. 474. Oficyna
Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2008.

[2] Awrejcewicz J.: Matematyczne metody mechaniki, £.6dz 1995, s. 251.

[3] Awrejcewicz J., Sendkowski D., Kazmierczak M.: Geometrical approach to the
swinging pendulum dynamice, Computers and Structures, 84 (2006), s. 577-1583.

[4] Baker G. L., Blackburn J. A.: The Pendulum. A Case Study in Physics, Oxford Universi-
ty Press, 2005, s. 594.

[5] Grzymkowski R., Kapusta A., Kuboszek T., Stota D.: Mathematica 6. Wyd. Pracowni
Komputerowej Jacka Skalmierskiego, Gliwice 2008, s. 718.

[6] Lakshmanan M., Murali K.: Chaos in nonlinear oscillators: controlling and
synchronization, ,,World Scientific Series on Nonlinear Science Series A”, Vol. 13,
s. 235.

[7] Lubowiecka l.: Catkowanie nieliniowych rownan dynamiki ciata sztywnego i powtok
sprezystych, Wyd. Politechnika Gdanska , s. 177.

[8] Lubnauer W. A.: Wykorzystanie programu Working Model® do symulacji ruchu ukladéw
mechanicznych, Materialy XIII-tej Szkoty Komputerowego Wspomagania Projektowa-
nia, Wytwarzania i Eksploatacji, Jurata 2009.

[9] Lubnauer W. A.: Wirtualne modelowanie uktadow mechanicznych z wykorzystaniem
srodowiska komputerowego, V Konferencja Naukowa ,,Modelowanie i Symulacja”
MiS-5, Koscielisko, 2008.

[10] Morrison F.: Sztuka modelowania uktadow dynamicznych, WNT, Warszawa, 1996,
s. 432.

[I1] Nusse H. E., Yorke J. A.: Dynamics: Numerical Explorations (Applied Mathematical
Sciences), Springer-Verlag, 2nd rev 1998, s. 609.

[12] Supet B.: Badania eksperymentalne i analiza numeryczna prostych chaotycznych modeli
mechanicznych, rozprawa doktorska, Politechnika t.6dzka, £.6dz 2005.

[13] Taylor J. R.: Mechanika klasyczna, PWN SA, Warszawa 2006, t. 1, s. 486 1t. 11, s. 310.

[14] KASKADE, Numerical Analysis and Modelling — KASKADE 3.1,
http://www.zib.de/Numerik/numsoft/kaskade.

[15] WORKING MODEL, Tutorial Guide, Knowledge Revolution, Redwood City, 2005.

296



