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Streszczenie

W artykule zostatlo opisane modelowanie dyskretne, a w szczegolnosci
rekurencyjne, w zarzadzaniu. Na podstawie poruszonych modeli zostalo pokazane,
ze proces podejmowania decyzji moze by¢ opisany z wykorzystaniem funkcji
uzytecznosci, oraz nie zawsze decyzje sg podejmowane w warunkach pewnosci. W
zwigzku z powyzszym w modelach uwzgledniono czynniki ryzyka oraz blad
losowy. Na podstawie dyskretnych modeli odnawialnego ryzyka oraz wykorzystujac
funkcje karne mozna okreslic proces powstawania nadwyzek ubezpieczyciela,
sformutowac proces zaistniena ruiny oraz wyznaczy¢ jego prawdopodobienstwo.

1. Wprowadzenie

We wspodtczesnym, dynamicznie rozwijajacym si¢ S$wiecie cigzko jest
wyrézni¢ samodzielng dyscypling naukowa. Coraz wigcej dziedzin staje si¢
interdyscyplinarnymi. Badanie procesow czy zjawisk w ekonomii i zarzadzaniu nie
moze by¢ realizowane bez uzycia aparatu matematycznego, ktdry z uptywem czasu
staje si¢ coraz bardziej zlozony (nieliniowa postaé, rekurencyjne formutowanie
rownan).

W procesie  poszukiwania artykutdéw  dotyczacych  zastosowania
rekurencyjnych modeli starano si¢ odnalez¢ takie, ktore mogly potencjalnie stuzy¢
wspieraniu procesu zarzadzania. Ponadto uwzgledniono czynnik ryzyka albo
warunki niepewnosci. Po analizie do$¢ niematej ilosci materialdéw zauwazono, ze
wyrozniajg sie¢ dwie grupy zagadnien, przyciagajace najwigcej naukowej uwagi w
kontekscie zarzadzania. Najczesciej rekurencyjnemu sformutowaniu podlegaja:

e sformalizowane opisanie procesu podejmowania decyzji (decyzje
marketingowe, inwestycyjne itp.);
e w teorii ruiny — klasyczny model ryzyka' i jego dalsze modyfikacje’.

Dla okreslenia pierwszej grupy generalnie shuza rekurencyjne funkcje
uzytecznosci’. Niektorzy autorzy wprowadzaja pojecie ,.decyzji rekurencyjnych™.
Wyrézniaja podejmowanie decyzji w warunkach pewnosci, ryzyka albo

! Asmussen S., Albrecher H.: Ruin Probabilities (2nd Edition), World Scientific, New Jersey,
2010.

% Cossette H., Landriault D., Marceau E.: Ruin probabilities in the discrete time renewal risk
model, "Insurance: Mathematics and Economics", 2006, nr 38.

3 Strzalecki T.: Temporal Resolution of Uncertainty and Recursive Models of Ambiguity
Aversion, Department of Economics, Harvard University, 2009.

4 Ross W. T, Chapman Moore M., Staelin R.: Recurrent Marketing Decisions: Decision
Complexity, Decision Focus, and Firm Performance, "Marketing Letters", 2000, nr 11.
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niepewnosci. W zaleznosci od tych warunkow istniejg rézne modele i funkcje
uzytecznosci.

Druga grupa zajmuje si¢ obliczeniem prawdopodobienstwa zaistnienia ruiny i
bazuje na klasycznym modelu ryzyka™®. Okreslenie procesu zaistnienia (lub nie)
ruiny implikuje modelowanie nadwyzek ubezpieczyciela. W wyzej wspomnianych
modelach moze by¢ uwzgledniany proces odnawialnego ryzyka (zwyktly, opdzniony
lub st7acjonarny). Dla dyskretnych modeli z ograniczeniami wykorzystano funkcje
karne'.

2. Podejmowanie decyzji: ryzyko i niepewnos$¢ oraz zlozonos$¢ i punkt
skupienia

Podejmowanie decyzji lezy u podstaw dowolnego zarzadzania. Celem teorii
podejmowania decyzji jest pomoc osobom decydujacym (OD), ktérzy natrafiajg na
bardzo ztozone problemy wyboru migdzy réznymi mozliwymi alternatywami,
biorac pod uwage konsekwencje kazdej decyzji i preferencje decydenta.

W praktyce trudnos$¢ podejmowania decyzji najczgsciej powstaje z powodu
dwoch problemoéw. Pierwszy wynika z procesu podejmowania decyzji, kiedy
niektore dane sa wcigz niepewne. Drugi problem polega na ilosci i ztozonosci
parametrow (kryteria), ktére OD bierze pod uwage. Przewaznie decyzje sa
podejmowane w warunkach niepewnosci i ryzyka.

Koncepcja niepewnos$ci (dwuznacznosci) sigga do prac ekonomistow
Keynes’a (1921) i1 Knight’a (1921). W przeciwienstwie do ryzyka, gdzie
prawdopodobienstwo jest dobrze okreslone, niepewnos¢ charakteryzuje sie
niezdolnoscig decydenta do sformutowania konkretnego prawdopodobienstwa lub
brakiem zaufania OD do jakiej$ jednej wartosci prawdopodobienstwa. Ellsberg’em
(1961) zostato pokazane, ze ludzie czgsto dokonujg wybordw, ktore nie mogg byé
uzasadnione przez unikalne prawdopodobienstwa, wykazujac preferencje do
wyborow ryzykownych, ktére sg powigzane z niepewnoscia.

Obszar nauki o podejmowaniu decyzji w warunkach ryzyka
(1 niepewnosci) ma dluga historie, zaczynajac od wczesnych osiagnigé
matematycznych B. Paskal’a. Pierwszym modelem, prawie niekwestionowanym
przez okoto 60 lat, jest model oczekiwanej uzytecznosci, sformalizowany przez von
Neumann’a i Morgenstern’a.

Matematycznie funkcje uzytecznosci mozna sformulowa¢ w nastgpujacy
sposéb: niech X jest zbiorem obiektow, dla ktérych OD ma preferencje i R jest
zbiorem warto$ci rzeczywistych. Niech 7= bedzie relacja preferencji OD, przy ktorej
wyraz X &7 ) znaczy, ze decydent preferuje x niz y albo jest obojetnym migdzy

3Liu S. X., Guo J. Y.: Discrete Risk Model Revisited, "Methodol Comput Appl Probab", 2006,
nr 8.

¢ Lundberg F.: Approximerad Framstillning av Sannolikhetsfunktionen, Aterforsikring av
Kollektiv Risker, Almqvist & Wiksell, Uppsala, 1903.

7 Gerber, H. U., Shiu, E. S. W.: From ruin theory to option pricing, AFIR Colloquium, Cairns,
Australia, 1997.
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X i y. u:X — R jest funkcjg uzytecznodci reprezentujagcg #~ wtedy i tylko
wtedy, jesli
Vx,ye X,xzy < u(x)2u(y).

Gdy wystepuje wiele atrybutow, zbior X  bedzie miat postaé
X=X xX,x..xX, . A funkcja w:X — R jest funkcja uzytecznosci
reprezentujgcg =< wtedy i tylko wtedy, jesli
V(X X, )y (Pyoees ,) € X, (X5 X)) x(yl,...,yn) S u(X) s X,)) ZU(Yy5er V) -

2.1. Rekurencyjne funkcje uzytecznosci

Klasa funkcji uzytecznosci rekurencyjnych zostata zaproponowana jako
uogoblnienie rodziny funkcji uzytecznosci addytywnych, ktérych wazna cecha jest
wlasciwos¢ do tworzenia odrebnej klasy addytywnej, co umozliwia ogromne
oszczednosci pamigcei. Rekurencyjne funkcje uzytecznosci majg i inne istotne cechy
funkcji addytywnych. W szczegdlnosci charakteryzuje ich wtasciwos¢ zgodnosci w
czasie, co z kolei pozwala na przeprowadzenie analizy dynamicznego
programowania modeli optymalnego wzrostu oraz konkurencyjnych modeli
rownowagi'.

Rekurencyjne uzytecznosci preferencji migdzyokresowych najlatwiej
sformutlowa¢ za pomoca policzalnej nieskonczonosci przedziatow czasu
t=12,.T,..., gdzie istnieje jeden produkt uniwersalny, ktéry moze by¢ uzyty albo
réowniez zakumulowany. Opisanie kolejnosci preferencji wywotuje odrebnosé
rekurencyjna.

Przyjeto, ze ¢, oznacza konsumpcje w czasie f. Konsekwencje poziomow

konsumpcji C = {c,},, sa elementami przestrzeni wszystkich ciagéw o warto$ciach

rzeczywistych R”.

Uzytecznos¢ rekurencyjna uzaleznia stopien niecierpliwosci konsumenta od
$ciezki jego konsumpcji. Przyjete zalozenia, pozwalajace na roézne preferencje
czasowe, identyfikuja staba odrebnos¢ migdzy konsumpcjg terazniejsza a przyszia.
To powoduje reprezentacje funkcji uzytecznosci w terminach funkcji agregatora,
wyrazajac uzyteczno$¢ aktualnej $ciezki konsumpcji jako funkcje konsumpcji
aktualnej, za$ uzytecznosc¢ przyszta otrzymano przez pozostate okresy konsumpc;ji.

Najbardziej znanym agregatorem jest W(c,y)=u(c)+dy, ktory wywotuje

addytywnie odrebng funkcje uzytecznosci U(C)= z; 87u(c,). Oczywiste, ze
U(C)=u(c,))+U(SC), gdzie Sjest operatorem przesuniecia (SC =(c,,c;,...)
dla Ce R™). Parametr ¢ jest nazywany czynnikiem dyskontowania (d € (0,1)), a

' —1= p jest nazywana czysta stopa preferencji czasowe;.

8 Robert A., Becker, Boyd J. H. IIL.: Recursive Utility: Discrete Time Theory, Department of
Economics, Florida International University, Miami, FL 33199, 2002.
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Inny agregator W(c,y)=(—1+y)explu(c)], wykorzystany Epstein’em i
Hynes’em (1983), wywotuje inna posta¢ funkcji uzytecznosci:
UC) ==y expl-y, ulc,)].
Klasa funkcji uzytecznosci rekurencyjnej ma na celu wprowadzenie pewnego
stopnia ogdlnosci, uzgodnionego z preferencjami w czasie, zabezpieczenie

planowania optymalnego wedlug czasu oraz zachowanie wigkszosci dogodnosci
analitycznych odrebnej klasy addytywne;j.

2.2. Ugytecznosé rekurencyjna i awersja do niepewnosci

Dalsze badania w tym kierunku doprowadzily do powstania nowej klasy
modeli, mianowicie modeli awersji do niepewnosci (niejednoznacznosci). Awersja
do niepewnosci (AN) byla centralnym tematem w teorii podejmowania decyzji w
ostatnich latach, co spowodowato pojawienie wielu eleganckich formalnych modeli.
Uzywanie tych modeli obejmuje rekurencyjng postaé, gdzie niepewno$¢ jest
rozwigzywana z uptywem czasu’. Modele opisuja proces podejmowania decyzji w
warunkach niepewnosci w czasie, wykorzystujac rekurencyjna funkcje uzytecznosci
(oraz agregator W ). Wiekszo$¢ modeli awersji OD do niepewno$ci wykazuja
nieobojetnos¢ wobec czasu (np., decydent bedzie wolat zaptaci¢ wyzszg cene za
wczesniejsze ,,rozwigzanie” niepewnosci).

Modele wyboru, w ktorych wazne byto uzgodnienie z czasem, zostaty po raz
pierwszy formalnie opisane w kontekscie ryzyka Kreps’em i1 Porteus’em (1978), a
pozniej rozszerzone i z sukcesem zastosowane dla wyceny aktywow'’. W tych
modelach nieobojetnos¢ wobec czasu zostata uzyskana przy zatozeniu nieliniowego
agregatora uzytecznosci konsumpcji aktualnej i wartosci konsumpcji poprzednie;j.

Dla opisania tych modeli zrobiono kilka zatozen. Przypusé¢my, ze S jest
zbiorem standw, X jest algebra zdarzen i X jest zbiorem konsekwencji (zatozono,
ze jest wypuktym podzbiorem przestrzeni liczb rzeczywistych). Realizacjg jest X -
mierzalna funkcja prosta f:S — X . Niech B,(X) oznacza zbiér wszystkich

warto$ci rzeczywistych X -mierzalnych funkcji prostych, a B, (E,K ) bedzie
zbiorem wszystkich funkcji takich, dla ktorych K < R. A(X) jest zbiorem
wszystkich skonczonych miar addytywnych prawdopodobienstwa (S, X) . Czas jest
dyskretnym i zmienia sie¢ w T ={0,1,...,T}. Zbiorem stanéw w czasie bedzie
Q=S5T.

Tak wiec, w czasie ¢ decydent zna realizacje niepewnosci do czasu 7, ale jest
nieswiadomy przysztosci. Niech @' = (s,,..., ;) bedzie historig spostrzezen po

Pierwszy teoretyczny wkiad Schmeidler’em (1989), pdzniej rozwinigty Gilboa i
Schmeidler’em (1989), Epstein’em (1999), Epstein’em i Zhang’em (2001), Ghirardato i Marinacci
(2002), Klibanov’ym, Marinacci, i Mukerji (2005), Maccheroni, Marinacci, i Rustichini (2006),
Cerreia-Vioglio, Maccheroni, Marinacci, i Montrucchio (2008), oraz inni.

19 Na przyklad, Epstein and Zin (1989, 1991), Weil (1989, 1990), and Tallarini (2000).
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czasie f. Plany konsumpcyjne beda s = (hy, hy,..., h, ), gdzie h,:Q - X . 1 H
bedzie zbiorem wszystkich plandw  konsumpcyjnych. Rodzina relacji
{20} wxrxa do H opisuje preferencje warunkowe decydenta.

Teraz mozna opisa¢ dyskontowang awersje OD do niepewnosci, przy
V,:QxH — R w postaci rekurencyjnej dla # < T :

Vi, h) = u(h, (@) + BV, (- )),
gdzie u: X — R jest afiniczng funkcjg uzytecznosci, S € (0,1) jest czynnikiem
dyskontujagcym, [:B;(Z,u(X)) - R — funkcjonal kosztéw znormalizowany,

monotoniczny, ciagly 1 kwaziwklesty.
Rekurencyjng AN sformutujemy za pomoca agregatora W (wg wiadomego
wzoru z podrozdziatu 2.1), przy V,:QxH — R w postaci rekurencyjnej dla

1<T:

Vi@, h) =W (h (@), 1(V,., (- 1))
gdzie u:X >R, W, y)=u(x)+& i W:XxD,— R jest ciagtym,
rosngcym i nieograniczonym w drugim argumencie, oraz [ : Bj(Z,D,) — R jest

funkcjonatem  kosztéw  znormalizowanym, monotonicznym, cigglym i
kwaziwklgstym.

2.3. Rekurencyjne decyzje marketingowe

Koncentrujac swoja uwage na ryzyku (i niepewno$ci) w procesie
podejmowania decyzji, nalezy réwniez uwzglednia¢ inne kryteria, wptywajace na
OD 1 konsekwentnie na jego wynik. Jednymi z istotnych kryteriow moga by¢
ztozonos¢ 1 punkt skupienia decyzji. Wickszos¢ decyzji, ktore sa podejmowane
przez, na przyktad, menedzeré6w marketingowych, mozna okresli¢ jako decyzje
»rekurencyjne” (nie ,,jednorazowe”). Formowanie ceny, zarzadzanie dostepnos$cia
towardw sa rowniez decyzjami rekurencyjnymi. Decyzje rekurencyjne sg wazne dla
firmy w takim stopniu, jak i decyzje strategiczne, jednorazowe.

W tej czesci artykutu rozpatrzono jeden wielki naukowy eksperyment
zrobiony Ross’em, Moore’em and Staelin’em (2000)*, w jakim zostal zbadany
proces podejmowania przez menedzerow decyzji w takich kierunkach jak:
formowanie ceny, reklamowanie oraz jako$¢ produkcji. Autorzy postanowili
uwzgledni¢ dwa gléwne kryteria. Pierwszym jest punkt skupienia decyzji, (czyli
skupienia OD). Na przyktad, czy menedzerowie zwracaja wicksza uwage na
czynniki zewnetrzne, czynniki wewnetrzne lub na oba w rdownym stopniu. Drugim
kryterium jest ztozonos¢ decyzji.

Struktura reguty decyzyjnej zostata sformulowana w zakresie postrzegania
przez menedzerow pewnosci (albo niepewnosci) powigzania czynnika i wynikow
decyzji. Zgodnie z tym autorzy zakladaja, ze jezeli menedzerowie nie sg w stanie
okresli¢ zwigzku miedzy zmienng decyzyjng a celem, oni raczej skorzystaja z
uproszczonej heurystyki (odwrotnie do bardziej ztozonych regut).
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Dla oceny wydajnosci firm zostal wybrany jednookresowy ROI. To znaczy,
ze dla analizy dziatania firmy w czasie ¢ byly wykorzystane charakterystyki decyzji
w czasie ¢ —1 (poniewaz skutki od przyjetych decyzji produkcyjnych sa opéznione
na jeden okres). Ostateczne rownanie jest sformutowane w postaci:

Pjt = gl(Xij,t)+ gZ(Xij,t—l) + g3(Xij,t) + Cjt te,,
gdzie P, jest wynikiem dzialania na rynku firmy j w czasie 7, g,(X,,) jest

wektorem atrybutow, co zawiera wpltyw ztozonosci i skupienia dla decyzji i (1 —

formowanie ceny, 2 — jako$¢ produkcji, 3 - reklamowanie) firmy j w czasie r. C,

charakteryzuje wektor czynnikow sterujacych, e, —blad losowy.

Na podstawie otrzymanych wynikow mozna stwierdzié, ze ztozonos¢ reguty
decyzyjnej znacznie si¢ zmienia w zaleznosci od istoty tej reguty. Rowniez udziat
czynnikdw wewnetrznych zostat dodatnio proporcjonalny do trudnosci wyznaczenia
powigzan miedzy zmienng decyzyjng a wydajnosciag firmy. Zgodnie z
oczekiwaniami, wydajnos¢ firmy si¢ zwigkszyta, gdy menedzerowie
wykorzystywali nowa informacje w regutach formowania ceny, ale zlozonos¢
decyzji nie wykazala zadnego niezaleznego efektu na wydajnos¢ firmy*. Co wazne,
ze w zadaniach regut decyzyjnych firmy maja do czynienia z bardziej prostym,
mniej niepewnym oraz rekurencyjnie taktycznym procesem podejmowania decyzji.

3. Teoria ruiny oraz klasyczny model ryzyka

W dziataniu firm i praktyce menedzerskiej wazng role odgrywa zarzadzanie
ryzykiem, w tym analiza ryzyka inwestycyjnego. Jednym ze szczegolowo istotnych
zagadnien z kategorii zarzadzania kryzysowego jest takze zarzadzanie ryzykiem.

Teoria ruiny (czasami jest odnoszona do teorii ryzyka kolektywnego) nalezy
do nauki aktuarialnej, 1 zajmuje si¢ wrazliwoscia ubezpieczyciela na
niewyplacalnos¢ za pomocg modelowania matematycznego nadwyzek
ubezpieczyciela. W nauce aktuarialnej, szczegdlnie w teorii ryzyka,
prawdopodobienstwo  zaistnienia ruiny jest gldéwnym obszarem badan.
Matematycznie, teoria ruiny jest $ciste powigzana z teorig kolejek. Obie teorie maja
wspolna metodologi¢. Bardzo czgsto ten sam wynik moze by¢ wykorzystany w obu
obszarach i1 mie¢ r6zng interpretacje.

Teoretyczna podstawa teorii ruiny, znana jako klasyczny model ryzyka
rozktadu sprezonego Poissona, w literaturze zostala wprowadzona w 1903 roku
przez szwedzkiego aktuariusza Filip’a Lundberg’a. W wickszo$ci przypadkow
glownym celem modelu i jego rozszerzenia bylo obliczenie prawdopodobienstwa
koncowej ruiny. Teoria ruiny uyzskata znaczna popularno$¢ wraz z artykutami
Powers’a'' i Gerber, Shiu'> w 1998 roku, w ktorych zostala zaprezentowana

" Powers, M. R.: A theory of risk, return, and solvency, "Insurance: Mathematics and
Economics", 1995, nr 17 (2).

12 Gerber H. U., Shiu E. S. W.: On the time value of ruin, "North American Actuarial Journal",
1998, nr2 (1).
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oczekiwana dyskontowana funkcja karna jako uogolnienie prawdopodobienstwa
koncowej ruiny. Te fundamentalne prace doprowadzity do pojawienia si¢ duzej
ilogci artykutow i opracowan w literaturze ruiny, wywotujac réznorodne modele

ryzyka.

3.1. Model klasyczny

Tradycyjnie, nadwyzka ubezpieczyciela jest modelowana jako wynik dwdch
przeciwstawnych przeptywow pienieznych (cash flow — CF): nadchodzacego CF
sktadek ubezpieczeniowych, gromadzonego w sposob ciagly z szybkoscia ¢, oraz
wychodzacego CF  zgodnie 2z kolejnoscia roszczen ubezpieczeniowych
Y.,Y,,...,Y,,.., ktore sa wzajemnie niezalezne i jednakowo rozprowadzane z

wspdlng funkcja rozktadu P(y). W modelu zostato zatozone, ze nadchodzace

roszczenia opisuja proces Poissona ze stopa intensywnosci A, ktéra oznacza ilo$é
poniesionych roszczen N(¢f) w czasie f, okreslonych rozktadem Poissona ze

$rednig Ar. Konsekwentnie, proces ryzyka i proces nadwyzek ubezpieczyciela w

dowolnym czasie 7 beda wyznaczane wzorami:
N(1)

X(t)=x+ct—ZYi ,
N = Rysunek 1. Przyklad trajektorii procesow
S(t)= ZY’ +ct r).lzyfka i nadwyzek i powiazanie mi¢dzy
i=0 nimi
gdzie interes ubezpieczyciela
zaczyna si¢ od pierwotnego
poziomu X(0)=x z

prawdopodobienstwem P~. bl

Celem modelu Lundberg’a
byto zbadanie
prawdopodobienstwa tego, ze
poziom nadwyzki
ubezpieczyciela w koncu spada | T X,
ponizej zera (doprowadzajac
firm¢ do  Dbankructwa). Ta

wielkos¢ 'jeSt nazywana Zrodlo: Asmussen S., Albrecher H.: Ruin
prawdopodobienstwem koncowe;j Probabilities (2nd Edition), World Scientific,
ruiny i jest wyznaczona, jak New Jersey, 2010, s. 2.

W(x)=P"{T <o}, gdzie

7 =inf{X () < 0} jest czasem ruiny, przy warunku inf @= oo °.
Doktadne rozwigzania oraz asymptotyczne przyblizenia prawdopodobienstwa
ruiny w duzym stopniu opieraja si¢ na technikach teorii odnowy .
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3.2. Prawdopodobienstwo zaistnienia ruiny w dyskretnym modelu odnawialnego
ryzyka

Zastanéwmy si¢ nad dyskretnym modelem odnawialnego ryzyka, ktory jest
rozszerzeniem binominalnego ztozonego modelu Gerber’a, ktory zostat zbadany w
literaturze aktuarialnej, miedzy innymi w artykutach Pavlov’ej, Willmot’a (2004)"
oraz Li (2005)".

W takim modelu nalezy zakladaé, ze kolejne roszczenia sa opisane

dyskretnym procesem odnawialnym. Proces N ={N,,k€ N'}nazywa si¢
procesem odnowialnym zwyklym, jesli ciag niezaleznych i S$ciste dodatnich
zmiennych catkowitych losowych {7, j€ N} jest identycznie roztozony z funkcja
prawdopodobienstwa f, oraz funkcja rozktadu kumulatywna F,(x)= 1—FT.
Dopuszczanie, ze 7, ma taki sam rozktad z 7,,T;,... jest ekwiwalentne pojawieniu
sie¢ odnowienia w czasie 0. W przypadku, gdy rozktad 7, si¢ rézni od 7,,T;,...,
proces N nazywaja odnawialnym opoznionym. Jezeli rozktad 7, jest
rownomiernym, N nazywa si¢ procesem odnawialnym stacjonarnym’.

Proces nadwyzki bedzie U ={U,,ke N} z U,=ui U, =u+ck-S, dla
ke N*, gdzie u (ue N) jest poczatkowym poziomem nadwyzki, ¢ (ce N*)
okresla poziom sktadki otrzymanej za przedziat czasu. Jak i w poprzednim
przypadku (patrz 3.1), zauwazono, ze czas ruiny U jest 7=inf,_  {k;U, <0} (z
t=c0, U,20 dla Vke N). Niech w(u,n)=E[l,,]1i wu)=E[l,.,] sa
prawdopodobienstwami ruiny czasu skonczonego i nieskonczonego odpowiednio, z
indykatorem 1,=1, jesli A — zajscie zdarzenia, 0 — brak zajscia. Ich
komplementami (prawdopodobienstwami nie zaistnienia ruiny) czasu skonczonego i
nieskoficzonego sa odpowiednio @(u,n) i @(u). Dla zapewnienia, ze W(u) w
dyskretnym modelu odnawialnego ryzyka dazy do 0 z u — o, przyj¢to, ze stopa
sktadki cE[T]> E[X].

Gdy N jest procesem odnawialnym zwyklym, rozwigzaniem dyskretnego
rownania odnawialnego bedzie (dopuszczajac E[N,]=0):

EIN,1= F, 00+ Y EIN, 15,0, ke V",

J=1
Dla takiego procesu prawdopodobienstwo nie zaistnienia ruiny w czasie
skoficzonym (przy u€ N,ne N* i ¢(y,0) =1, _,,) wynosi:

13 pavlova K. P., Willmot G. E.: The discrete stationary renewal risk model and the Gerber—
Shiu discounted penalty function, "Insurance: Mathematics and Economics", 2004, nr 35.

“'Li S.: On a class of discrete time renewal risk models, "Scandinavian Actuarial Journal",
2005.



u+cj

d(un) =ifr(j)ZfX(M(u+cj—i,n—j)+Fr<n>-

3.3. Funkcje karne w dyskretnym stacjonarnym modelu odnawialnego ryzyka

Funkcje karne (ang. Penalty Function) w ciggu dziesigcioleci byly czescia
literatury ograniczonej optymalizacji. Istnieja trzy stopnie funkcji karnych: metody
barierowe, w ktdrych sa nie rozpatrywane nierealizowalne rozwiazania; czastkowe
funkcje karne, w ktérych kara jest odnoszona do obszaru w poblizu granicy
realizowalnosci funkcji i globalne funkcje karne, ktore sa stosowane na catym
obszarze nierealizowalnosci'’. Metody funkcji karnych sa pewna klasa algorytmow,
stuzacych do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych. Metoda ta zmniejsza
problemy znalezienia wzglednego ekstremum funkcji do zadania znalezienia
absolutnego ekstremum'®.

Wréémy zndéw do dyskretnego stacjonarnego modelu odnawialnego ryzyka
(opisanego w 3.2). Juz wiadomo, ze nadchodzenie kolejnych roszczen jest
regulowane dyskretnym procesem odnawialnym {N,,f >0} z niezaleznymi i

identycznie roztozonymi przedzialami czasu migdzy roszczeniami {V},V,...},
majagc  funkcj¢  kumulatywng  rozktadu K (x) =1—E(x) i funkcje
prawdopodobienstwa k(x)=E(x—1)—E(x), xe N¥. Poszczegblne kwoty
roszezen {L,,L,,...} sa zmiennymi losowymi z funkcja kumulatywna rozkladu
F(x)=1 —]?(x) i funkcja prawdopodobiefistwa f(x), x€ N . Dalej zatozono, ze
k(0)=0 w celu rozwazania nie wigcej, niz jednego roszczenia w okre$lonym

punkcie czasowym i ze f(0)=0 w celu uniknigcia nie powigkszajacych roszczen.

Nadwyzka ubezpieczyciela w czasie ¢ jest U, =u+t— i’lLi , gdzie
nadwyzka pierwotna i (1+60)E{L,}/E{V,}=1,6>0. Ruina nastgpuje zatem gdy
nadwyzka spada ponizej zera: T =inf{te N* :U, <0} . Jesli w dyskretnym modelu

odnawialnym zwyklym 7T = oo, to przyjeto, ze ruina si¢ nie pojawia. Zauwazmy, ze

w przypadku zaistnienia ruiny, UT‘ jest deficytem w czasie ruiny, U,  jest

nadwyzka bezposrednio przed ruing. Dyskontowana funkcja karna Gerber—Shiu:
m(u)=EW' wU,_JU )I(T <) |Uy =u}, (3.2.1)

gdzie ve (0,1] jest czynnikiem dyskontowania, w(u,,u,):N*XN*" — N, oraz
jest I(E) funkcja wydarzenia E, wskazujgca 1, jesli wydarzenie si¢ pojawito, 0 —
. .14
inaczej .

15 Schwefel H.P.: Evolution and Optimum Seeking, John Wiley & Sons, 1995.
16 Smith A. E., Coit D. W.: Handbook of Evolutionary Computation, Section C 5.2 Penalty
Functions, Department of Industrial Engineering, University of Pittsburgh, USA, 1995.
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Jesli T, i T, odpowiadaja czasowi zaistnienia ruiny dla dyskretnego modelu

odnawialnego ryzyka rownowaznego i dla zlozonego modelu binominalnego
odpowiednio, to odpowiednie funkcje karne sg opisane wzorami:

m, ()= E" WU, _|U, DI(T, <0)| U, =1}, (3.2.2)

m*(u)zE{vT*w(UT*_,

U DI(T. <o0) | U, =u}. (3.2.3)

Najwazniejszym wynikiem pracy'* jest dowod twierdzenia o tym, ze
dyskontowane funkcje karne Gerber—Shiu (3.2.1) i (3.2.2) moga by¢ przedstawione
Za pomoca:

! im(u—i)fi(i+l)+vv(u), ue N-

T1r04

m, (u)

4. Podsumowanie

W naukach o zarzadzaniu i w praktyce stosunkowo rzadko wykorzystywane
sg modele matematyczne. W pracy zwrdcono uwage na aplikacyjnos¢ modeli
rekurencyjnych, co powinno da¢ lepsze formalne podstawy do badan i wdrozen, niz
naduzywany niekiedy aparat statystyczny. W artykule pokazano znaczenie
zastosowania rekurencyjnych modeli w zarzadzaniu oraz przedstawiono istniejace w
literaturze przyktady ich wykorzystania. Modele te najczesciej uwzgledniajg czynnik
ryzyka. Analiza artykutéw poswieconych rekurencyjnym modelom w kontekscie
zarzadzania oraz pojawieniu si¢ czynnikdw ryzyka wyjawita, ze najwiecej naukowej
uwagi skupiono wokol dwoch zagadnien: podejmowania decyzji oraz zaistnienia
ruiny. Proces podejmowania decyzji zostal rozwazony w warunkach ryzyka i
niepewnosci, oraz z uwzglednieniem parametrow ztozonosci i punktu skupienia
decyzji. Zagadnienie ruiny zostato okreslone od poczatkowego klasycznego modelu
ryzyka do modeli odnawialnego ryzyka z wykorzystaniem funkcji karnych.

DISCRETE MODELING IN MANAGEMENT
Abstract

There is a deficient usage of mathematical models in the science and
manager's practice. This paper highlights the applicability of recursive models,
which should give a more formal basis for the research and implementation, than the
overused statistical apparatus. The article shows an importance of using the
recursive models in a management and the examples of their application in a present
literature. The described models usually take into account a risk factor. Analysis of
the articles, that are concerned recursive models in a context of management and
with the regard of risk factors revealed, that the most scientific attention is
concentrated on two issues: the decision-making and the ruin appearance. The
decision making process has been considered in terms of risk and uncertainty, as
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well as taking into account the complexity of the parameters and the decision focus.
The ruin theory has been determined from the initial classical risk model to
renewable risk models using penalty function.
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