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Streszczenie 

W artykule zostało opisane modelowanie dyskretne, a w szczególno�ci 
rekurencyjne, w zarz�dzaniu. Na podstawie poruszonych modeli zostalo pokazane, 
�e proces podejmowania decyzji mo�e by� opisany z wykorzystaniem funkcji 
u�yteczno�ci, oraz nie zawsze decyzje s� podejmowane w warunkach pewno�ci. W 
zwi�zku z powy�szym w modelach uwzgl�dniono czynniki ryzyka oraz bł�d 
losowy. Na podstawie dyskretnych modeli odnawialnego ryzyka oraz wykorzystuj�c 
funkcje karne mo�na okre�li�  proces powstawania nadwy�ek ubezpieczyciela, 
sformułowa� proces zaistniena ruiny oraz wyznaczy� jego prawdopodobie�stwo.  

1. Wprowadzenie  

We współczesnym, dynamicznie rozwijaj�cym si� �wiecie ci��ko jest 
wyró�ni� samodzieln� dyscyplin� naukow�. Coraz wi�cej dziedzin staje si�
interdyscyplinarnymi. Badanie procesów czy zjawisk w ekonomii i zarz�dzaniu nie 
mo�e by� realizowane bez u�ycia aparatu matematycznego, który z upływem czasu 
staje si� coraz bardziej zło�ony (nieliniowa posta�, rekurencyjne formułowanie 
równa�). 

W procesie poszukiwania artykułów dotycz�cych zastosowania 
rekurencyjnych modeli starano si� odnale�� takie, które mogły potencjalnie słu�y�
wspieraniu procesu zarz�dzania. Ponadto uwzgl�dniono czynnik ryzyka albo 
warunki niepewno�ci. Po analizie do�� niemałej ilo�ci materiałów zauwa�ono, �e 
wyró�niaj� si� dwie grupy zagadnie�, przyci�gaj�ce najwi�cej naukowej uwagi w 
kontek�cie zarz�dzania. Najcz��ciej rekurencyjnemu sformułowaniu podlegaj�: 

• sformalizowane opisanie procesu podejmowania decyzji (decyzje 
marketingowe, inwestycyjne itp.);  

• w teorii ruiny – klasyczny model ryzyka1 i jego dalsze modyfikacje2.  

Dla okre�lenia pierwszej grupy generalnie słu�� rekurencyjne funkcje 
u�yteczno�ci3. Niektórzy autorzy wprowadzaj� poj�cie „decyzji rekurencyjnych”4. 
Wyró�niaj� podejmowanie decyzji w warunkach pewno�ci, ryzyka albo 

                                                     
1 Asmussen S., Albrecher H.: Ruin Probabilities (2nd Edition), World Scientific, New Jersey, 

2010.  
2 Cossette H., Landriault D., Marceau E.: Ruin probabilities in the discrete time renewal risk 

model, "Insurance: Mathematics and Economics", 2006, nr 38. 
3 Strzalecki T.: Temporal Resolution of Uncertainty and Recursive Models of Ambiguity 

Aversion, Department of Economics, Harvard University, 2009. 
4 Ross W. T., Chapman Moore M., Staelin R.: Recurrent Marketing Decisions: Decision 

Complexity, Decision Focus, and Firm Performance, "Marketing Letters", 2000, nr 11.  

337

MODELOWANIE DYSKRETNE W ZARZ�DZANIU

Anna Mospan, Michał Marczak 

Streszczenie 

W artykule zostało opisane modelowanie dyskretne, a w szczególno�ci 
rekurencyjne, w zarz�dzaniu. Na podstawie poruszonych modeli zostalo pokazane, 
�e proces podejmowania decyzji mo�e by� opisany z wykorzystaniem funkcji 
u�yteczno�ci, oraz nie zawsze decyzje s� podejmowane w warunkach pewno�ci. W 
zwi�zku z powy�szym w modelach uwzgl�dniono czynniki ryzyka oraz bł�d 
losowy. Na podstawie dyskretnych modeli odnawialnego ryzyka oraz wykorzystuj�c 
funkcje karne mo�na okre�li�  proces powstawania nadwy�ek ubezpieczyciela, 
sformułowa� proces zaistniena ruiny oraz wyznaczy� jego prawdopodobie�stwo.  

1. Wprowadzenie  

We współczesnym, dynamicznie rozwijaj�cym si� �wiecie ci��ko jest 
wyró�ni� samodzieln� dyscyplin� naukow�. Coraz wi�cej dziedzin staje si�
interdyscyplinarnymi. Badanie procesów czy zjawisk w ekonomii i zarz�dzaniu nie 
mo�e by� realizowane bez u�ycia aparatu matematycznego, który z upływem czasu 
staje si� coraz bardziej zło�ony (nieliniowa posta�, rekurencyjne formułowanie 
równa�). 

W procesie poszukiwania artykułów dotycz�cych zastosowania 
rekurencyjnych modeli starano si� odnale�� takie, które mogły potencjalnie słu�y�
wspieraniu procesu zarz�dzania. Ponadto uwzgl�dniono czynnik ryzyka albo 
warunki niepewno�ci. Po analizie do�� niemałej ilo�ci materiałów zauwa�ono, �e 
wyró�niaj� si� dwie grupy zagadnie�, przyci�gaj�ce najwi�cej naukowej uwagi w 
kontek�cie zarz�dzania. Najcz��ciej rekurencyjnemu sformułowaniu podlegaj�: 

• sformalizowane opisanie procesu podejmowania decyzji (decyzje 
marketingowe, inwestycyjne itp.);  

• w teorii ruiny – klasyczny model ryzyka1 i jego dalsze modyfikacje2.  

Dla okre�lenia pierwszej grupy generalnie słu�� rekurencyjne funkcje 
u�yteczno�ci3. Niektórzy autorzy wprowadzaj� poj�cie „decyzji rekurencyjnych”4. 
Wyró�niaj� podejmowanie decyzji w warunkach pewno�ci, ryzyka albo 

                                                     
1 Asmussen S., Albrecher H.: Ruin Probabilities (2nd Edition), World Scientific, New Jersey, 

2010.  
2 Cossette H., Landriault D., Marceau E.: Ruin probabilities in the discrete time renewal risk 

model, "Insurance: Mathematics and Economics", 2006, nr 38. 
3 Strzalecki T.: Temporal Resolution of Uncertainty and Recursive Models of Ambiguity 

Aversion, Department of Economics, Harvard University, 2009. 
4 Ross W. T., Chapman Moore M., Staelin R.: Recurrent Marketing Decisions: Decision 

Complexity, Decision Focus, and Firm Performance, "Marketing Letters", 2000, nr 11.  

337



niepewno�ci. W zale�no�ci od tych warunków istniej� ró�ne modele i funkcje 
u�yteczno�ci.  

Druga grupa zajmuje si� obliczeniem prawdopodobie�stwa zaistnienia ruiny i 
bazuje na klasycznym modelu ryzyka5,6.  Okre�lenie procesu zaistnienia (lub nie) 
ruiny implikuje modelowanie nadwy�ek ubezpieczyciela. W wy�ej wspomnianych 
modelach mo�e by� uwzgl�dniany proces odnawialnego ryzyka (zwykły, opó�niony 
lub stacjonarny). Dla dyskretnych modeli z ograniczeniami wykorzystano funkcje 
karne7. 

2. Podejmowanie decyzji: ryzyko i niepewno�� oraz zło
ono�� i punkt 
skupienia 

Podejmowanie decyzji le�y u podstaw dowolnego zarz�dzania. Celem teorii 
podejmowania decyzji jest pomoc osobom decyduj�cym (OD), którzy natrafiaj� na 
bardzo zło�one problemy wyboru mi�dzy ró�nymi mo�liwymi alternatywami, 
bior�c pod uwag� konsekwencje ka�dej decyzji i preferencje decydenta.

W praktyce trudno�� podejmowania decyzji najcz��ciej powstaje z powodu 
dwóch problemów. Pierwszy wynika z procesu podejmowania decyzji, kiedy 
niektóre dane s� wci�� niepewne. Drugi problem polega na ilo�ci i zło�ono�ci 
parametrów (kryteria), które OD bierze pod uwag�. Przewa�nie decyzje s�
podejmowane w warunkach niepewno�ci i ryzyka.  

Koncepcja niepewno�ci (dwuznaczno�ci) si�ga do prac ekonomistów 
Keynes’a (1921) i Knight’a (1921). W przeciwie�stwie do ryzyka, gdzie 
prawdopodobie�stwo jest dobrze okre�lone, niepewno�� charakteryzuje si�
niezdolno�ci� decydenta do sformułowania konkretnego prawdopodobie�stwa lub 
brakiem zaufania OD do jakiej� jednej warto�ci prawdopodobie�stwa. Ellsberg’em 
(1961) zostało pokazane, �e ludzie cz�sto dokonuj� wyborów, które nie mog� by�
uzasadnione przez unikalne prawdopodobie�stwa, wykazuj�c preferencje do 
wyborów ryzykownych, które s� powi�zane z niepewno�ci�.  

Obszar nauki o podejmowaniu decyzji w warunkach ryzyka  
(i niepewno�ci) ma dług� histori�, zaczynaj�c od wczesnych osi�gni��
matematycznych B. Paskal’a. Pierwszym modelem, prawie  niekwestionowanym 
przez około 60 lat, jest model oczekiwanej u�yteczno�ci, sformalizowany przez von 
Neumann’a i Morgenstern’a.  

Matematycznie funkcj� u�yteczno�ci mo�na sformułowa� w nast�puj�cy 
sposób: niech X jest zbiorem obiektów, dla których OD ma preferencj� i R  jest 
zbiorem warto�ci rzeczywistych. Niech b�dzie relacj� preferencji OD, przy której 
wyraz x y znaczy, �e decydent preferuje x ni� y albo jest oboj�tnym mi�dzy 

                                                     
5 Liu S. X., Guo J. Y.: Discrete Risk Model Revisited, "Methodol Comput Appl Probab", 2006, 

nr 8. 
6 Lundberg F.: Approximerad Framställning av Sannolikhetsfunktionen, Återförsäkring av 

Kollektiv Risker, Almqvist & Wiksell, Uppsala, 1903. 
7 Gerber, H. U., Shiu, E. S. W.: From ruin theory to option pricing, AFIR Colloquium, Cairns, 

Australia, 1997. 
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x i y . RXu →: jest funkcj� u�yteczno�ci reprezentuj�c�  wtedy i tylko 
wtedy, je�li  

xXyx ,, ∈∀ )()( yuxuy ≥⇔ . 
Gdy wyst�puje wiele atrybutów, zbiór X b�dzie miał posta�

nXXXX ×××= ...21 . A funkcja RXu →: jest funkcj� u�yteczno�ci 
reprezentuj�c�  wtedy i tylko wtedy, je�li  

),...,(,),...,(),,...,( 111 nnn xxXyyxx ∈∀ ),...,(),...,(),...,( 111 nnn yyuxxuyy ≥⇔ . 

2.1. Rekurencyjne funkcje u�yteczno�ci  

Klasa funkcji u�yteczno�ci rekurencyjnych została zaproponowana jako 
uogólnienie rodziny funkcji u�yteczno�ci addytywnych, których wa�n� cech� jest 
wła�ciwo�� do tworzenia odr�bnej klasy addytywnej, co umo�liwia ogromne 
oszcz�dno�ci pami�ci. Rekurencyjne funkcje u�yteczno�ci maj� i inne istotne cechy 
funkcji addytywnych. W szczególno�ci charakteryzuje ich wła�ciwo�� zgodno�ci w 
czasie, co z kolei pozwala na przeprowadzenie analizy dynamicznego 
programowania modeli optymalnego wzrostu oraz konkurencyjnych modeli 
równowagi8.  

Rekurencyjne u�yteczno�ci preferencji mi�dzyokresowych najłatwiej 
sformułowa� za pomoc� policzalnej niesko�czono�ci przedziałów czasu 

,...,...2,1 Tt =  , gdzie istnieje jeden produkt uniwersalny, który mo�e by� u�yty albo 
równie� zakumulowany. Opisanie kolejno�ci preferencji wywołuje odr�bno��
rekurencyjn�.  

Przyj�to, �e tc  oznacza konsumpcj� w czasie t . Konsekwencje poziomów 

konsumpcji ∞
== 1}{ ttcC  s� elementami przestrzeni wszystkich ci�gów o warto�ciach 

rzeczywistych ∞R . 
U�yteczno�� rekurencyjna uzale�nia stopie� niecierpliwo�ci konsumenta od 

�cie�ki jego konsumpcji. Przyj�te zało�enia, pozwalaj�ce na ró�ne preferencje 
czasowe, identyfikuj� słab� odr�bno�� mi�dzy konsumpcj� tera�niejsz� a przyszł�. 
To powoduje reprezentacj� funkcji u�yteczno�ci w terminach funkcji agregatora, 
wyra�aj�c u�yteczno�� aktualnej �cie�ki konsumpcji jako funkcj� konsumpcji 
aktualnej, za� u�yteczno�� przyszł� otrzymano przez pozostałe okresy konsumpcji.  

Najbardziej znanym agregatorem jest ycuycW δ+= )(),( , który wywołuje 
addytywnie odr�bn� funkcj� u�yteczno�ci )()(

1
1

tt
t cuCU �∞

=
−= δ . Oczywiste, �e 

)()()( 1 SCUcuCU δ+= ,  gdzie S jest operatorem przesuni�cia  ( ,...),( 32 ccSC =

dla ∞∈ RC ). Parametr δ jest nazywany czynnikiem dyskontowania ( )1,0(∈δ ), a 
ρδ =−− 11  jest nazywana czyst� stop� preferencji czasowej. 

                                                     
8 Robert A., Becker, Boyd J. H. III.: Recursive Utility: Discrete Time Theory, Department of 

Economics, Florida International University, Miami, FL 33199, 2002. 
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Inny agregator )](exp[)1(),( cuyycW +−= , wykorzystany Epstein’em i 
Hynes’em (1983), wywołuje inn� posta� funkcji u�yteczno�ci: 

� �∞

= =
−−=

1 1
])(exp[)(

t

t

T TcuCU . 
Klasa funkcji u�yteczno�ci rekurencyjnej ma na celu wprowadzenie pewnego 

stopnia ogólno�ci, uzgodnionego z preferencjami w czasie, zabezpieczenie 
planowania optymalnego według czasu oraz zachowanie wi�kszo�ci dogodno�ci 
analitycznych odr�bnej klasy addytywnej. 

2.2. U�yteczno�� rekurencyjna i awersja do niepewno�ci 

Dalsze badania w tym kierunku doprowadziły do powstania nowej klasy 
modeli, mianowicie modeli awersji do niepewno�ci (niejednoznaczno�ci). Awersja 
do niepewno�ci (AN) była centralnym tematem w teorii podejmowania decyzji w 
ostatnich latach, co spowodowało pojawienie wielu eleganckich formalnych modeli. 
U�ywanie tych modeli obejmuje rekurencyjn� posta�, gdzie niepewno�� jest 
rozwi�zywana z upływem czasu9. Modele opisuj� proces podejmowania decyzji w 
warunkach niepewno�ci w czasie, wykorzystuj�c rekurencyjn� funkcj� u�yteczno�ci 
(oraz agregator W ). Wi�kszo�� modeli awersji OD do niepewno�ci wykazuj�
nieoboj�tno�� wobec czasu (np., decydent b�dzie wolał zapłaci� wy�sz� cen� za 
wcze�niejsze „rozwi�zanie” niepewno�ci).  

Modele wyboru, w których wa�ne było uzgodnienie z czasem, zostały po raz 
pierwszy formalnie opisane w kontek�cie ryzyka Kreps’em i Porteus’em (1978), a 
pó�niej rozszerzone i z sukcesem zastosowane dla wyceny aktywów10. W tych 
modelach nieoboj�tno�� wobec czasu została uzyskana przy zało�eniu nieliniowego 
agregatora u�yteczno�ci konsumpcji aktualnej i warto�ci konsumpcji poprzedniej.  

Dla opisania tych modeli zrobiono kilka zało�e�. Przypu��my, �e S  jest 
zbiorem stanów, Σ jest algebr� zdarze� i X  jest zbiorem konsekwencji (zało�ono, 
�e jest wypukłym podzbiorem przestrzeni liczb rzeczywistych). Realizacj� jest Σ -
mierzalna funkcja prosta XSf →: . Niech ( )Σ0B oznacza zbiór wszystkich 
warto�ci rzeczywistych Σ -mierzalnych funkcji prostych, a ( )KB ,0 Σ b�dzie 
zbiorem wszystkich funkcji takich, dla których RK ⊆ . )(ΣΔ  jest zbiorem 
wszystkich sko�czonych miar addytywnych prawdopodobie�stwa ),( ΣS . Czas jest 
dyskretnym i zmienia si� w },...,1,0{ TT = . Zbiorem stanów w czasie b�dzie 

ST=Ω .  
Tak wi�c, w czasie t  decydent zna realizacje niepewno�ci do czasu t , ale jest 

nie�wiadomy przyszło�ci. Niech ),...,( 1 T
t ss=ω b�dzie histori� spostrze�e� po 

                                                     
9 Pierwszy teoretyczny wkład Schmeidler’em (1989), pó�niej rozwini�ty Gilboa i 
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czasie t . Plany konsumpcyjne b�d� ),...,,( 10 Thhhh = , gdzie Xht →Ω: . I H
b�dzie zbiorem wszystkich planów konsumpcyjnych. Rodzina relacji 
{ Ω×∈Ttt ),(, } ωω do H opisuje preferencje warunkowe decydenta. 

Teraz mo�na opisa� dyskontowan� awersj� OD do niepewno�ci, przy 
RHVt →×Ω: w postaci rekurencyjnej dla Tt < :  

( )),())((),( 1 hVIhuhV ttt ⋅+= +βωω , 
gdzie RXu →: jest afiniczn� funkcj� u�yteczno�ci,  )1,0(∈β jest czynnikiem 
dyskontuj�cym, RXuBI →Σ ))(,(: 0 – funkcjonał kosztów znormalizowany, 
monotoniczny, ci�gły i kwaziwkl�sły.  

Rekurencyjn� AN sformułujemy za pomoc� agregatora W (wg wiadomego 
wzoru z podrozdziału 2.1), przy RHVt →×Ω: w postaci rekurencyjnej dla 

Tt < :  
( )( )),(),(),( 1 hVIhWhV ttt ⋅= +ωω

gdzie RXu →: , yxuyxW δ+= )(),(  i RDXW →× 0:  jest ci�głym,
rosn�cym i nieograniczonym w drugim argumencie, oraz RDBI →Σ ),(: 00 jest 
funkcjonałem kosztów znormalizowanym, monotonicznym, ci�głym i 
kwaziwkl�słym.  

2.3. Rekurencyjne decyzje marketingowe 

Koncentruj�c swoj� uwag� na ryzyku (i niepewno�ci) w procesie 
podejmowania decyzji, nale�y równie� uwzgl�dnia� inne kryteria, wpływaj�ce na 
OD i konsekwentnie na jego wynik. Jednymi z istotnych kryteriów mog� by�
zło�ono�� i punkt skupienia decyzji. Wi�kszo�� decyzji, które s� podejmowane 
przez, na przykład, mened�erów marketingowych, mo�na okre�li� jako decyzje 
„rekurencyjne” (nie „jednorazowe”). Formowanie ceny, zarz�dzanie dost�pno�ci�
towarów s� równie� decyzjami rekurencyjnymi. Decyzje rekurencyjne s� wa�ne dla 
firmy w takim stopniu, jak i decyzje strategiczne, jednorazowe.  

W tej cz��ci artykułu rozpatrzono jeden wielki naukowy eksperyment 
zrobiony Ross’em, Moore’em and Staelin’em (2000)4, w jakim został zbadany 
proces podejmowania przez mened�erów decyzji w takich kierunkach jak: 
formowanie ceny, reklamowanie oraz jako�� produkcji. Autorzy postanowili 
uwzgl�dni� dwa główne kryteria. Pierwszym jest punkt skupienia decyzji, (czyli 
skupienia OD). Na przykład, czy mened�erowie zwracaj� wi�ksz� uwag� na 
czynniki zewn�trzne, czynniki wewn�trzne lub na oba w równym stopniu. Drugim 
kryterium jest zło�ono�� decyzji. 

Struktura reguły decyzyjnej została sformułowana w zakresie postrzegania 
przez mened�erów pewno�ci (albo niepewno�ci) powi�zania czynnika i wyników 
decyzji. Zgodnie z tym autorzy zakładaj�, �e je�eli mened�erowie nie s� w stanie 
okre�li� zwi�zku mi�dzy zmienn� decyzyjn� a celem, oni raczej skorzystaj� z
uproszczonej heurystyki (odwrotnie do bardziej zło�onych reguł).  
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Dla oceny wydajno�ci firm został wybrany jednookresowy ROI. To znaczy, 
�e dla analizy  działania firmy w czasie t  były wykorzystane charakterystyki decyzji 
w czasie 1−t  (poniewa� skutki od przyj�tych decyzji produkcyjnych s� opó�nione 
na jeden okres). Ostateczne równanie jest sformułowane w postaci: 

jtjttijtijtijjt eCXgXgXgP ++++= − )()()( ,31,2,1 ,
gdzie jtP  jest wynikiem działania na rynku firmy j  w czasie t , )( ,1 tijXg  jest 
wektorem atrybutów, co zawiera wpływ zło�ono�ci i skupienia dla decyzji i  (1 – 
formowanie ceny, 2 – jako�� produkcji, 3 - reklamowanie) firmy j  w czasie t . jtC
charakteryzuje wektor czynników steruj�cych, jte  – bł�d losowy.  

Na podstawie otrzymanych wyników mo�na stwierdzi�, �e zło�ono�� reguły 
decyzyjnej znacznie si� zmienia w zale�no�ci od istoty tej reguły. Równie� udział 
czynników wewn�trznych został dodatnio proporcjonalny do trudno�ci wyznaczenia 
powi�za� mi�dzy zmienn� decyzyjn� a wydajno�ci� firmy. Zgodnie z 
oczekiwaniami, wydajno�� firmy si� zwi�kszyła, gdy mened�erowie 
wykorzystywali now� informacj� w regułach formowania ceny, ale zło�ono��
decyzji nie wykazała �adnego niezale�nego efektu na wydajno�� firmy4. Co wa�ne, 
�e w zadaniach reguł decyzyjnych firmy maj� do czynienia z bardziej prostym, 
mniej niepewnym oraz rekurencyjnie taktycznym procesem podejmowania decyzji.  

3. Teoria ruiny oraz klasyczny model ryzyka 

W działaniu firm i praktyce mened�erskiej wa�n� rol� odgrywa zarz�dzanie 
ryzykiem, w tym analiza ryzyka inwestycyjnego. Jednym ze szczegółowo istotnych 
zagadnie� z kategorii zarz�dzania kryzysowego jest tak�e zarz�dzanie ryzykiem.  

Teoria ruiny (czasami jest odnoszona do teorii ryzyka kolektywnego) nale�y 
do nauki aktuarialnej, i zajmuje si� wra�liwo�ci� ubezpieczyciela na 
niewypłacalno�� za pomoc� modelowania matematycznego nadwy�ek 
ubezpieczyciela. W nauce aktuarialnej, szczególnie w teorii ryzyka, 
prawdopodobie�stwo zaistnienia ruiny jest głównym obszarem bada�. 
Matematycznie, teoria ruiny jest �cisłe powi�zana z teori� kolejek. Obie teorie maj�
wspóln� metodologi�. Bardzo cz�sto ten sam wynik mo�e by� wykorzystany w obu 
obszarach i mie� ró�n� interpretacj�.  

Teoretyczna podstawa teorii ruiny, znana jako klasyczny model ryzyka 
rozkładu spr��onego Poissona, w literaturze została wprowadzona w 1903 roku 
przez szwedzkiego aktuariusza Filip’a Lundberg’a. W wi�kszo�ci przypadków 
głównym celem modelu i jego rozszerzenia było obliczenie prawdopodobie�stwa 
ko�cowej ruiny. Teoria ruiny uyzskała znaczn� popularno�� wraz z artykułami 
Powers’a11 i Gerber, Shiu12 w 1998 roku, w których została zaprezentowana 

                                                     
11 Powers, M. R.: A theory of risk, return, and solvency, "Insurance: Mathematics and 

Economics", 1995, nr 17 (2). 
12 Gerber H. U., Shiu E. S. W.: On the time value of ruin, "North American Actuarial Journal", 

1998, nr 2 (1). 
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oczekiwana dyskontowana funkcja karna jako uogólnienie prawdopodobie�stwa 
ko�cowej ruiny. Te fundamentalne prace doprowadziły do pojawienia si� du�ej 
ilo�ci artykułów i opracowa� w literaturze ruiny, wywołuj�c ró�norodne modele 
ryzyka. 

3.1. Model klasyczny 

Tradycyjnie, nadwy�ka ubezpieczyciela jest modelowana jako wynik dwóch 
przeciwstawnych przepływów pieni��nych (cash flow – CF): nadchodz�cego CF 
składek ubezpieczeniowych,�gromadzonego w sposób ci�gły z szybko�ci� c , oraz  
wychodz�cego CF zgodnie z kolejno�ci� roszcze� ubezpieczeniowych 

,...,...,, 21 iYYY ,  które s� wzajemnie niezale�ne i jednakowo rozprowadzane z 
wspóln� funkcj� rozkładu )( yP . W modelu zostało zało�one, �e nadchodz�ce 
roszczenia opisuj� proces Poissona ze stop� intensywno�ci λ , która oznacza ilo��
poniesionych roszcze� )(tN w czasie t , okre�lonych rozkładem Poissona ze 
�redni� tλ . Konsekwentnie, proces ryzyka i proces nadwy�ek ubezpieczyciela w 
dowolnym czasie t  b�d� wyznaczane wzorami: 
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gdzie interes ubezpieczyciela 
zaczyna si� od pierwotnego 
poziomu xX =)0( z 
prawdopodobie�stwem xP .  

Celem modelu Lundberg’a 
było zbadanie 
prawdopodobie�stwa tego, �e 
poziom nadwy�ki 
ubezpieczyciela w ko�cu spada 
poni�ej zera (doprowadzaj�c 
firm� do bankructwa). Ta 
wielko�� jest nazywana 
prawdopodobie�stwem ko�cowej 
ruiny i jest wyznaczona, jak 

}{)( ∞<= τψ xPx , gdzie 
}0)(inf{ <= tXτ jest czasem ruiny, przy warunku inf Ø ∞= 6.  

Dokładne rozwi�zania oraz asymptotyczne przybli�enia prawdopodobie�stwa 
ruiny w du�ym stopniu opieraj� si� na technikach teorii odnowy1. 

Rysunek 1. Przykład trajektorii procesów 
ryzyka i nadwy
ek i powi�zanie mi�dzy 
nimi 

	ródło: Asmussen S., Albrecher H.: Ruin 
Probabilities (2nd Edition), World Scientific, 
New Jersey, 2010, s. 2.
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gdzie interes ubezpieczyciela 
zaczyna si� od pierwotnego 
poziomu xX =)0( z 
prawdopodobie�stwem xP .  

Celem modelu Lundberg’a 
było zbadanie 
prawdopodobie�stwa tego, �e 
poziom nadwy�ki 
ubezpieczyciela w ko�cu spada 
poni�ej zera (doprowadzaj�c 
firm� do bankructwa). Ta 
wielko�� jest nazywana 
prawdopodobie�stwem ko�cowej 
ruiny i jest wyznaczona, jak 

}{)( ∞<= τψ xPx , gdzie 
}0)(inf{ <= tXτ jest czasem ruiny, przy warunku inf Ø ∞= 6.  

Dokładne rozwi�zania oraz asymptotyczne przybli�enia prawdopodobie�stwa 
ruiny w du�ym stopniu opieraj� si� na technikach teorii odnowy1. 

Rysunek 1. Przykład trajektorii procesów 
ryzyka i nadwy
ek i powi�zanie mi�dzy 
nimi 

	ródło: Asmussen S., Albrecher H.: Ruin 
Probabilities (2nd Edition), World Scientific, 
New Jersey, 2010, s. 2.
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3.2. Prawdopodobie�stwo zaistnienia ruiny w dyskretnym modelu odnawialnego
ryzyka  

Zastanówmy si� nad dyskretnym modelem odnawialnego ryzyka, który jest 
rozszerzeniem binominalnego zło�onego modelu Gerber’a, który został zbadany w 
literaturze aktuarialnej, mi�dzy innymi w artykułach Pavlov’ej, Willmot’a (2004)13

oraz Li (2005)14.  
W takim modelu nale�y zakłada�, �e kolejne roszczenia s� opisane 

dyskretnym procesem odnawialnym. Proces },{ +∈= NkNN k nazywa si�
procesem odnowialnym zwykłym, je�li ci�g niezale�nych i �cisłe dodatnich 
zmiennych całkowitych losowych },{ +∈ NjTj jest identycznie rozło�ony z funkcj�

prawdopodobie�stwa Tf oraz funkcja rozkładu kumulatywna TT FxF −= 1)( . 
Dopuszczanie, �e 1T  ma taki sam rozkład z ,..., 32 TT  jest ekwiwalentne pojawieniu 

si� odnowienia w czasie 0. W przypadku, gdy rozkład 1T  si� ró�ni od ,..., 32 TT , 

proces N  nazywaj� odnawialnym opó�nionym. Je�eli rozkład 1T  jest 
równomiernym, N  nazywa si� procesem odnawialnym stacjonarnym2. 

Proces nadwy�ki b�dzie },{ NkUU k ∈=  z uU =0 i kk SckuU −+=  dla 
+∈ Nk , gdzie u  ( Nu ∈ ) jest pocz�tkowym poziomem nadwy�ki, c  ( +∈ Nc ) 

okre�la poziom składki otrzymanej za przedział czasu. Jak i w poprzednim 
przypadku (patrz 3.1), zauwa�ono, �e czas ruiny U  jest }0;{inf <= +∈ kNk

Ukτ (z 

∞=τ , 0≥kU  dla Nk ∈∀ ). Niech ]1[),( }{ nEnu ≤= τψ i ]1[)( }{ ∞<= τψ Eu  s�
prawdopodobie�stwami ruiny czasu sko�czonego i niesko�czonego odpowiednio, z 
indykatorem 11 =A , je�li A – zaj�cie zdarzenia, 0 – brak zaj�cia. Ich 
komplementami (prawdopodobie�stwami nie zaistnienia ruiny) czasu sko�czonego i 
niesko�czonego s� odpowiednio ),( nuφ  i )(uφ . Dla zapewnienia, �e )(uψ  w 
dyskretnym modelu odnawialnego ryzyka d��y do 0 z ∞→u , przyj�to, �e stopa 
składki ][][ XETcE > . 

Gdy N jest procesem odnawialnym zwykłym, rozwi�zaniem dyskretnego 
równania odnawialnego b�dzie (dopuszczaj�c 0][ 0 =NE ): 

)(][)(][
1

jfNEkFNE T

k

j
jkTk �

=
−+= , +∈ Nk . 

Dla takiego procesu prawdopodobie�stwo nie zaistnienia ruiny w czasie 
sko�czonym (przy +∈∈ NnNu ,  i }{1)0,( Nyy ∈=φ ) wynosi: 

                                                     
13 Pavlova K. P., Willmot G. E.: The discrete stationary renewal risk model and the Gerber–

Shiu discounted penalty function, "Insurance: Mathematics and Economics", 2004, nr 35. 
14 Li S.: On a class of discrete time renewal risk models, "Scandinavian Actuarial Journal", 

2005. 
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3.3. Funkcje karne w dyskretnym stacjonarnym modelu odnawialnego ryzyka 

Funkcje karne (ang. Penalty Function) w ci�gu dziesi�cioleci były cz��ci�
literatury ograniczonej optymalizacji. Istniej� trzy stopnie funkcji karnych: metody 
barierowe, w których s� nie rozpatrywane nierealizowalne rozwi�zania; cz�stkowe 
funkcje karne, w których kara jest odnoszona do obszaru w pobli�u granicy 
realizowalno�ci funkcji i globalne funkcje karne, które s� stosowane na całym 
obszarze nierealizowalno�ci15. Metody funkcji karnych s� pewn� klas� algorytmów, 
słu��cych do rozwi�zywania zagadnie� optymalizacyjnych. Metoda ta zmniejsza 
problemy znalezienia wzgl�dnego ekstremum funkcji do zadania znalezienia 
absolutnego ekstremum16. 

Wró�my znów do dyskretnego stacjonarnego modelu odnawialnego ryzyka 
(opisanego w 3.2). Ju� wiadomo, �e nadchodzenie kolejnych roszcze� jest 
regulowane dyskretnym procesem odnawialnym }0,{ ≥tNt  z niezale�nymi i 
identycznie rozło�onymi przedziałami czasu mi�dzy roszczeniami  ,...},{ 21 VV , 

maj�c funkcj� kumulatywn� rozkładu )(1)( xKxK −=  i funkcj�

prawdopodobie�stwa )()1()( xKxKxk −−= , +∈ Nx . Poszczególne kwoty 
roszcze� ,...},{ 21 LL  s� zmiennymi losowymi z funkcj� kumulatywn� rozkładu 

)(1)( xFxF −=  i funkcj� prawdopodobie�stwa )(xf , +∈ Nx . Dalej zało�ono, �e 
0)0( =k  w celu rozwa�ania nie wi�cej, ni� jednego roszczenia w okre�lonym 

punkcie czasowym i �e 0)0( =f w celu unikni�cia nie powi�kszaj�cych roszcze�.  

Nadwy�k� ubezpieczyciela w czasie t  jest � =
−+= tN

i it LtuU
1

, gdzie 

nadwy�ka pierwotna i 1}{/}{)1( 21 =+ VELEθ , 0≥θ . Ruina nast�puje zatem gdy 
nadwy�ka spada poni�ej zera: }0:inf{ <∈= +

tUNtT . Je�li w dyskretnym modelu 
odnawialnym zwykłym ∞=T , to przyj�to, �e ruina si� nie pojawia. Zauwa�my, �e 
w przypadku zaistnienia ruiny, TU  jest deficytem w czasie ruiny, −TU  jest 
nadwy�k� bezpo�rednio przed ruin�. Dyskontowana funkcja karna Gerber–Shiu:  

}|)(),({)( 0 uUTIUUwvEum TT
T =∞<= − ,  (3.2.1) 

gdzie ]1,0(∈v  jest czynnikiem dyskontowania, NNNuuw →× ++:),( 21 , oraz 
jest )(EI  funkcj� wydarzenia E, wskazuj�ca 1, je�li wydarzenie si� pojawiło, 0 – 
inaczej14.

                                                     
15 Schwefel H.P.: Evolution and Optimum Seeking, John Wiley & Sons, 1995. 
16 Smith A. E., Coit D. W.: Handbook of Evolutionary Computation, Section C 5.2 Penalty 

Functions, Department of Industrial Engineering, University of Pittsburgh, USA, 1995. 
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Je�li eT  i *T  odpowiadaj� czasowi zaistnienia ruiny dla dyskretnego modelu 
odnawialnego ryzyka równowa�nego i dla zło�onego modelu binominalnego 
odpowiednio, to odpowiednie funkcje karne s� opisane wzorami: 

}|)(),({)( 0 uUTIUUwvEum eTT
T

e ee

e =∞<= − ,   (3.2.2) 

}|)(),({)( 0** **

* uUTIUUwvEum TT
T =∞<= − .   (3.2.3) 

Najwa�niejszym wynikiem pracy14 jest dowód twierdzenia o tym, �e 
dyskontowane funkcje karne Gerber–Shiu (3.2.1) i (3.2.2) mog� by� przedstawione 
za pomoc�: 
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4. Podsumowanie 

W naukach o zarz�dzaniu i w praktyce stosunkowo rzadko wykorzystywane 
s� modele matematyczne. W pracy zwrócono uwag� na  aplikacyjno�� modeli 
rekurencyjnych, co powinno da� lepsze formalne podstawy do bada� i wdro�e�, ni�
nadu�ywany niekiedy aparat statystyczny. W artykule pokazano znaczenie 
zastosowania rekurencyjnych modeli w zarz�dzaniu oraz przedstawiono istniej�ce w 
literaturze przykłady ich wykorzystania. Modele te najcz��ciej uwzgl�dniaj� czynnik 
ryzyka. Analiza artykułów po�wi�conych rekurencyjnym modelom w kontek�cie 
zarz�dzania oraz pojawieniu si� czynników ryzyka wyjawiła, �e najwi�cej naukowej 
uwagi skupiono wokół dwóch zagadnie�: podejmowania decyzji oraz zaistnienia 
ruiny. Proces podejmowania decyzji został rozwa�ony w warunkach ryzyka i 
niepewno�ci, oraz z uwzgl�dnieniem parametrów zło�ono�ci i punktu skupienia 
decyzji. Zagadnienie ruiny zostało okre�lone od pocz�tkowego klasycznego modelu 
ryzyka do modeli odnawialnego ryzyka z wykorzystaniem funkcji karnych. 

DISCRETE MODELING IN MANAGEMENT 

Abstract 

There is a deficient usage of mathematical models in the science and 
manager's practice. This paper highlights the applicability of recursive models, 
which should give a more formal basis for the research and implementation, than the 
overused statistical apparatus. The article shows an importance of using the 
recursive models in a management and the examples of their application in a present 
literature. The described models usually take into account a risk factor. Analysis of 
the articles, that are concerned recursive models in a context of management and 
with the regard of risk factors revealed, that the most scientific attention is 
concentrated on two issues: the decision-making and the ruin appearance. The 
decision making process has been considered in terms of risk and uncertainty, as 
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well as taking into account the complexity of the parameters and the decision focus. 
The ruin theory has been determined from the initial classical risk model to 
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