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Recenzja i ocena dorobku naukowo-badawczego,
dydaktycznego i organizacyjnego dra Pawla
Zaprawy w postepowaniu habilitacyjnym
wszczetym w dziedzinie nauk matematycznych w
dyscyplinie naukowej matematyka

A. RECENZJA I OCENA OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

W sklad osiggnigcia naukowego dra Pawla Zaprawy zatytulowanego
Zbiory Koebego i zbiory pokrycia dla klas funkcji analitycznych wehodzi 9
publikacji, z ktérych pierwsza ukazala sie w roku 2005, ostatnia zad w roku
2017. Siedem z tych prac zamieszczonych zostalo w pismach z listy JCR,
dwie za$ w pismach z listy B MNiSW. Dwie z tych prac napisane sg samo-
dzielnie, pozostale we wspoélpracy, przy czym w szedeiu z nich wspétautorem
Jjest L. Koczan, jednej za§ M. Sobcezak-Kmieé.

Na samym poczatku zaznacze, ze tak zebrany cykl prac tworzacych osig-
gnigcie naukowe dotyczace problemu wyznaczenia zbioréw Koebego i zbio-
réw pokrycia dla wybranych klas funkcji analitycznych jest jednolitym, spéj-
nym zbiorem wynikéw autora, otrzymanych badz to samodzielnie, badz to
we wspGlpracy. Niech A bedzie klasg funkeji analitycznych w kole jednost-
kowym A := Aq, gdzie A, :={z € C: |z| <7}, r >0, zaé A jej podklasa
funkcji f standardowo unormowanch, tj. f(0) = 01i f'(0) = 1. Jesli teraz
A jest ustalona podklasa w A, to zbiorem Koebego klasy A, oznaczanym
przez K 4, nazywane jest przeciecie wszystkich zbioréw f(A) po funkcjach f
z klasy A, za$ zbiorem pokrycia klasy A, oznaczanym przez L., nazywana
jest suma wszystkich zbioréw f(A) po funkcjach f z klasy A. Najwiekszy
promiefi kota, spoéréd promieni wszystkich kél, ktére zawarte sa w zbiorze
Koebego nazywany jest stala Koebego, zaé§ najmniejszy promien kola spo-
§rod promieni wszystkich két, ktére zawieraja zbiér pokrycia I 4 nazywany
jest promieniem pokrycia.

Pojecie zbioru Koebego dowolnej klasy funkeji analitycznych w A po-
chodzi od Krzyza i Reade’a z roku 1967. Jednakze 7rédla tej idei siegaja
poczatkéw geometrycznej teorii funkeji. W roku 1907 Koebe postawil hi-
poteze, ze modut kazdej funkeji z klasy &, tj. z klasy funkcji jednolistnych
zawartej w A, jest nie mniejszy niz 1/4. Bieberbach dowodzac w roku 1916
hiotezg Koebego wykorzystal fakt, ze operator S 5 f +— df /(d — f), gdzie
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d jest punktem nieprzyjmowanym przez f, zachowuje klase S, wiazac jed-
noczesnie zagadnienie punktu nieprzyjmowanego z drugim wspélezynnikiem
funkeji f.

Jest zaskakujgcym, ale naturalne uogdlnienie, aby w miejsce kola A
wziat jego dowolny niepusty podzbiér D i badaé zaréwno przeciecie jak i
sumeg nad zbiorem D po wszystkich funkcjach z klasy A zawartej w .4 cze-
kalo do roku 2005 tj. do pierwszej pracy dra Zaprawy i Koczana oznaczonej
w autoreferacie jako [H1]. Zgodnie z o§wiadczeniem pomyst ten pochodzi od
dra Zaprawy. Niech wiec K 4(D) 1 L 4(D) oznaczaja odpowiednio przeciecie i
sumeg zbioréw f(D) po funkcjach f z klasy A nazywane odpowiednio zbiorem
Koebego klasy A nad zbiorem D i zbiorem pokrycia klasy A nad zbiorem D.
Zdefiniowanie zbioréw K (D) i La(D) uwazam za jeden z najwazniejszych
wynikéw osiggnigeia naukowego dra Zaprawy majacy istotne znaczenie w
geometryeznej teorii funkcji. Wprowadzone uogélnienie jest naturalne a jed-
noczeénie w sposéb nietrywialny poszerza tematyke badah. Ponadto pozwala
doprecyzowaé klasyczne rezultaty czego przykladem jest wainy nastepuja-
cy wynik udowodniony w [H1]: K7(H) = Ay/s. W réwnosci tej 7 oznacza
klase funkcji typowo-rzeczywistych tj. klase wszystkich funkeji f € A ta-
kich, ze (Im2)(Im f(2)) > 0 dla z € A, za$ H jest soczewka Goluzina w A,
tj. zbiorem jednolistnosci klasy 7. Wynika wiec stad, ze A, /a4 C f(H), co
istotnie wzmacnia wynik Brannana i Kirwana z roku 1969: A, /4 C f(A), i
uzasadnia sens badan nad zbiorami K4(D) i L4(D). We wspomnianej pra-
cy [H1], oprécz podania ogdlnych wiasnoéei zbioréw K 4(D) i La(D) natury
topologicznej, znaleziono zbiory Kt (E,), gdzie {E, : a > 1}, jest rodzing
soczewek w H, i zbiory K7(A,) dlar € (0,/2— 1]. Ograniczenie na r wynika
z metody obwiedni jako metody rachunkowe]j zawezonej do zbioréw lezacych
w zbiorze jednolistnoéei klasy 7. W [H1] wyznaczono tez zbiory Lr(A,) dla
7 € (0,1). Tematyka ta kontynuowana jest w pracy [H2], w ktérej rozwazana
jest klasa 7(1/2) zlozona z funkeji postaci

16)= [ ek zdute), zeD,

gdzie dla t € [—1,1], k(2) := 2/(1 — 2tz + 22), z € D, za$ p jest miara pro-
babilistyczna na przedziale [-1, 1]. Wyznaczone zostaly: zbiory Kz (1 /2)(A;)
dla wszystkich r € (0, 1], skad w szczegdlnoéci wynika, ze K12 = Ay,
zbior K (1/9)(H) oraz zbiory L7(4A,) dla r € (0,1).

Godna uwagi i podkreslenia jest metoda dowodu w obu pracach [H1] i
[H2], ktérg mozna nazwaé metoda obwiedni. Jest ona bowiem oryginalnym,
wartoSciowym pomysiem dra Zaprawy (zgodnie z oSwiadczeniem). Wyniki
obu prac dobrze uzasadniaja skutecznoéé rachunkows zastosowanej meto-
dy obwiedni, ktéra moze by¢ réwniez uzyta do innych klas nie bedacych
obrotowo niezmienniczymi. Taka jest kazda klasa w A o wspélezynnikach
rzeczywistych. W praktyce metoda obwiedni stosowana jest w omawianych

2



pracach do zbioréw D w kole A, ktére leza w zbiorze jednolistnoéci rozwaza-
nej klasy. I tak, w przypadku klasy T zbiorem jednolistnoéci jest soczewka
Goluzina H. Poniewaz dla ustalonego z € A minimum modutu |f(z)| po
funkcjach f € 7 osiagnigte jest przez funkeje postaci ak; + (1 — a)k_1,
gdzie a € [0,1], wigc w celu wyznaczenia zbioru K7(D) nalezy wyznaczyé
obwiednig odcinkéw [0,1] 3 a — aki(z) + (1 — a@)k_1(2) dla wszystkich
punktéw z lezgcych na brzegu zbioru D. Z kolei w przypadku klasy 7 (1/2),
dla ustalonego z € A minimum modulu |f(2)| po funkcjach f € T(1/2)
osiagnigte jest przez funkcje postaci acfy + (1 — @) f_1, gdzie a € [0, 1], kt6-
re sg jednolistne, przy czym fi(z) := zv/ki(2)/z, z € A, dla t € [-1,1].
Tym samym metoda obwiedni w klasie 7(1/2) dziala dla kazdego zbioru
Jjednospojnego D w kole A zawierajacego poczatek uktadu.

Interesujacy i wazng pod wzgledem technicznym jest praca [H3], w kto-
re] zaproponowana zostala nowa metoda znalezienia zbioru Koebego dla
klasy funkeji typowo-rzeczywistych 7. Zbiér ten zostal wyznaczony przez
Goodmana metoda, ktora oparta jest na tzw. uniwersalnej funkeji typowo-
rzeczywistej. W pracy [H3] powtérzony zostal wynik Goodmana przy za-
stosowaniu nowej, prostszej metody, majacej te zalete, Zze mozna ja stoso-
waé do innych podklas klasy funkcji typowo-rzeczywistych. Jest to znaczgce
osiggnigcie dra Zaprawy. W ten spos6b uzyskano bowiem zbiér Koebego
dla klasy 7M* tych funkeji typowo-rzeczywistych, ktére koto A przeksztal-
caja na plaszezyzng z usunieta polprosta rzeczywista (—oo, —M/4], gdzie
M > 1. Uzyta w oznaczeniu litera k oznacza funkeje Koebego i odnosi sie do
ogblniejszego oznaczenia TM9, przez ktére rozumiana jest podklasa funkeji
typowo-rzeczywistych podporzadkowanych funkeji Mg, przy zalozeniu, ze g
jest funkcjg typowo-rzeczywista jednolistna. Specyfikujac funkcje g uzyskano
zbiory Koebego dla klasy funkcji typowo-rzeczywistych ograniczonych i kla-
sy funkeji typowo-rzeczywistych, ktére kolo A przeksztalcaja w zbiér lezacy
w poziomym pasie 0 ustalonej z géry szerokosci. Wracajac do samej metody
dowodu dla klasy 7', pomys? oparty jest na nastepujacej konstrukeji. Przyj-
mijmy, ze funkcja typowo-rzeczywista f nie przyjmuje wartodci d lezacej w
gérnej pélplaszezyznie. Przez symetrie funkcja f nie przyjmuje wartosei d.
Homografia g := (f —d)/(f — d) nie przyjmuje wartoéci 0 i 1. W konsekwen-
cji funkcja h := (1/2) log g normowana tak, ze h(0) = 2 Argd, jest funkcja
typowo-rzeczywista przeksztalcajacq o§ rzeczywistg w odcinek (0,27). W
kolejnym kroku skonstruowana zostala funkcja H, ktéra jest wspélng do-
minantg dla wszystkich funkeji k. Nieréwnosé i/(0) < H'(0), prowadzi do
szukanego rownania brzegu dla zbioru Koebego.

Kolejne prace cyklu tj. [H4]-[H6] dotycza klas funkcji, ktére sg jed-
nolistne o wspélezynnikach rzeczywistych. I tak, w pracy [H4] znaleziony
zostal zbiér Koebego i zbiér pokrycia dla klasy funkeji wypuklych w kie-
runku osi rzeczywistej o wspélezynnikach rzeczywistych n-symetrycznych.
Z kolei w pracy [H6] wyznaczony zostal zbiér Koebego dla klasy funkeji
kolowo-symetrycznych gwiazdzistych i kolowo-symetryczneyh wypuklych w
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kierunku osi urojonej. Nalezy podkresli¢, ze dla calej klasy funkcji kolowo-
symetrycznych zbiér Koebego wyznaczony zostal przez Krzyza i Reade’'go w
roku 1967. W gtéwnym wyniku w pracy [H5] podane zostaly zbiory Koebego
dla dwéch klas T'*(e) i I~ (c) z ustalonym drugim wspélczynnikiem c¢ := as
bedacych podklasami w klasie I' funkeji wypuklych w kierunku osi rzeczy-
wistej o wspolczynnikach rzeczywistych. O zwigzku zagadnienia punktu nie-
przyjmowanego z drugim wspélczynnikiem juz wspominalem, wiec wyzna-
czanie zbioréw Koebego, a takze badanie innych zagadnien ekstremalnych w
klasach o ustalonym drugim wspélczynniku jest naturalne i ma swojg diugg
historie.

Metoda dowodu w pracach [H4]-[H6] opiera si¢ na pojeciu podporzad-
kowania dwéch funkcji analityeznych i konstrukeji funkeji ekstremalnych,
ktére s dominantami w tym podporzgdkowaniu. Biorac dowolny punkt gel?
na brzegu zbioru f(A) konstruuje sie funkcje ekstremalna (o/0(0))Fy, przy
czym p(f) ustala si¢ przyjmujge Fj(0) = 1, w taki sposob, ze f < (o/0(?))Fy,
co ostatecznie prowadzi do nieréwnoéci p > o(@) okreslajacej zbiér Koebe-
go. Metody tej uzywali MacGregor (1964) oraz wspomniany Krzyz i Reade
(1967). Pomimo, ze metoda dowodowa nie jest tworczym wkladem dra Za-
prawy wyniki z omawianych prac uwazam za wartodciowe. Istotng trudnoscia
jest bowiem skonstruowanie dominant, ktére prowadzg do wyznaczenia zbio-
row Koebego i jednoczesnie sa funkcjami ekstremalnymi, co w omawianych
pracach technicznie zostalo zrobione bez zarzutu. Warto dodac, e rozwaza-
ne klasy sg trudne do badania, ale moze i dlatego zainteresowanie nimi nie
stabnie.

W pracach [HT7]-[H9] zagadnienie zbioréw Koebego i zbioréw pokrycia
badane jest nad szeregiem klas o dowolnych wspélezynnikach, ktére nie sa
obrotowe. I tak, w pracy [H7] rozwazane sa dwie klasy oznaczone przez Q i
‘H funkcji f € A spelniajacych odpowiednio warunki

Re{(l-—z)zM}>0, Re{(l—zz)ﬂfl}>n, z €D,

z

oraz podklasa H® funkeji parzystych w H. W obu klasach Wyznaczone
zostaly zbiory Koebego i zbiory pokrycia nad kolami A, przy czym w
przypadku zbioréw Koebego, o czym juz wczesniej wspomniano, promien
7 ograniczony jest z géry promienieniem jednolistnoéci w kazdej z klas. Obie
klasy @ i H majg swoje umocowanie w literaturze jako szczegélne przypadki
klas funkcji prawie gwiazdzistych pochodzacych od Reade’a z roku 1956. W
pracy [H8] wyznaczono zbiory Koebego i zbiory pokrycia w klasie funkcji
wypuktych w kierunku osi rzeczywistej 2n-symetrycznych bez ograniczen na
wspolezynniki. Przypadek nieparzysty opublikowany w [P16] nie zostal do-
taczony do osiggnigcia naukowego z uwagi na analogiczng metode dowodows
jak w [HS], co zaznaczono w autoreferacie. W ostatniej pracy cyklu tj. w pra-
cy [H9] wyznaczone zostaly zbiory Koebego dla funkeji ktére sa wypukle w
dwéch symetrycznych kierunkach e*™/2 i e=i¢7/2 3 nastepnie, korzystajac z
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otrzymanego wyniku, wyznaczono zbiory Koebego dla funkeji ktére sa wy-
pukie w dwdch dowolnych kierunkach. Praca ta jest o tyle interesujgca, ze
nie jest znany warunek analityczny charakteryzujgcy takie klasy. Niemniej
informacje o zbiorach Koebego w tych klasach udalo sie uzyskaé i jest to
wazny wynik.

Ostatnie trzy prace dobrze ilustruja efektywnosé metody obwiedni i me-
tody podporzadkowania jako skutecznych narzedzi do znajdowania zbioréw
Koebego.

Al. Najwazniejsze wyniki.

o Wprowadzenie pojecia zbioréw Koebego i zbioréw pokrycia nad
dowolnym zbiorem w kole jednostkowym.

e Opracowanie metody obwiedni do wyznaczania zbioréw Koebego.

e Znalezienie nowego dowodu twierdzenia Goodmana o zbiorze Ko-
ebego w klasie funkeji typowo-rzeczywistych.

e Wzmocnienie wyniku Brannana i Kirwana.

e Klasyfikacja zbioréw Koebego w klasach funkeji wypuktych w kie-
runku osi rzeczywistej n-symetrycznych w zaleznosci od n.

e Wyznaczenie zbiorow Koebego w klasie funkeji wypuklych w dwoch
kierunkach.

A2, Znaczenie.

e Tematyka zbioréw Koebego i punktéw nieprzyjmowanych jest trwa-
le wpisana w geometryczng teorie funkcji od jej poczatkéw do dzi-
siaj. Zajmowali si¢ nig m.in.: Koebe (1907), Bieberbach (1916),
Krzyz, Reade (1967), Natanyahu (1969), Goodman (1979), Bsho-
uty, Hengartner, Schober (1980), Wirths (2003).

e Zagadnienie to rozwazane jest rowniez w klasie odwzorowafi quasi-
konforemnych i odwzorowan harmonicznych, np. Tkoma (1970), Clu-
nie, Sheil-Small (1984), Meteljevié (2008).

o Klasy funkcji rozwazane w pracach przedstawionego osiagniecia na-
ukowego sg znane, badane przez innych autoréw i maja trwate miej-
sce w teorii.

A3. Ocena. Podsumowujge, moja ocena osiggniecia naukowego dra
Zaprawy jest pozytywna.

B. RECENZJA I OCENA POZOSTALEGO DOROBKU
NAUKOWO-BADAWCZEGO, DYDAKTYCZNEGO 1
ORGANIZACYJNEGO

B1. Dr Zaprawa jest autorem 11 prac z lisy A MNiSW (4 samodziel-
ne, 7 we wspélautorstwie) i 14 prac w czasopismach spoza bazy JCR (5
samodzielnych, 9 we wspdlautorstwie) nie wchodzacych w sklad osiagniecia
naukowego. Laczna liczba publikacji 33 (w tym 18 prac z listy A MNiSW)
swiadezy o duzej i stabilnej aktywnosci naukowej dra Zaprawy. Spora iloéé
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prac napisanych we wspétautorstwie dobrze swiadezy o umiejetnosci wspél-
pracy dra Zaprawy z innymi matematykami, w tym réwniez z matematykami
zagranicznymi.

Dr Zaprawa uczestniczyt czynnie w 14 konferencjach, na ktérych wyglo-
sil referaty w jezyku angielskim, 1 na 12 konferencjach, na ktérych referaty
glosil w jezyku polskim.

Dr Zaprawa byl recenzentem 24 prac dla czasopism, w tym réwniez do
czasopism z listy A MNiSW. Oznacza to, ze dr Zaprawa i jego dorobek
naukowy jest widoczny i doceniany na rynku matematycznym.

Dr. Zaprawa bral udzial jako wykonawca w dwéch grantach badawczych
MNiSW.

W roku 2016 byl na stazu naukowym w Alba Iuha w Rumunii.

Podsumowujac, moja ocena pozostalego dorobku naukowo-badaw-
czego 1 jednoczednie calego dorobku naukowo-badawczego dra Zapra-
wy jest pozytywna.

B2. W zakresie dydaktyki na szczegdlng uwage zasluguje prowadzenie
zajeé przez dra Zaprawe w jezyku angielskim dla studentéw programu Era-
smus.

Na podkreslenie zasluguje réwniez prowadzenie zajeé popularyzatorskich
dla uczniow szkét érednich.

Dr Zaprawa byl promotorem 10 prac magisterskich i 7 prac licencjackich.

Podsumowujac, moja ocena dorobku dydaktycznego dra Zaprawy
jest pozytywna.

B3. Trzy Nagrody Rektora Politechniki Lubelskiej I stopnia kolejno za
lata 2012/2013, 2013/2014, 2015/2016 za dzialalno$¢ organizacyjng dla dra
Zaprawy sa wystarczajaca rekomendacjy dla mojej pozytywne] oceny dla
dra Zaprawy w zakresie tej dzialalnoéci.

Mozna jeszcze zauwazyé, ze dr Zaprawa byt czlonklem Komitetu Or-
ganizacyjnego International Conference CMFT, 2017, Lublin. Ponadto jest
redaktorem statystycznym w trzech czasopismach naukowych.

Podsumowujac, moja ocena dorobku organizacyjnego dra Zaprawy
jest pozytywna.

C. KONKLUZJA

Reasumujac, stwierdzam, ze osiagnig¢cie naukowe, caly dorobek naukowo-
badawczy, dorobek dydaktyczny i organizacyjny dra Pawla Zaprawy spel-
niaja wymagania ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki i wnosze o dopuszczenie go do dalszych
etapow przewodu habilitacyjnego.



