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Wstep

Przedkladany Czytelnikowi podrecznik w jakiej$ mierze stanowi odzwierciedlenie
wykladéw z rachunku wariacyjnego (w ujeciu optymalizacyjnym), ktére
prowadzilem od roku 2012 w Instytucie Matematyki Politechniki Lédzkiej,
najczesciej dla studentéw wybierajacych indywidualny progam studiéw. Notatki
do wyktadéw istnialy juz wczesniej w réznej postaci i postanowilem je potaczyé
w pewna cato$é. Mam §wiadomosé, iz wprowadzane przeze mnie podejscie nie jest
nowatorskie, ale wyrazny brak w polskiej literaturze podrecznikéw nowoczes$nie
ujmujacych wstepne idee rachunku wariacyjnego budzi nadzieje, iz niniejsze

opracowanie zostanie choéby w ograniczonym zakresie wykorzystane.

Wymagamy od Czytelnika znajomosci podstaw analizy funkcjonalej, podstaw
rachunku rézniczkowego funkcji jednej i wielu zmiennych oraz elementarnego
kursu teorii miary i calki. Niewielka czes$¢ materialu pomocnicznego zamiescitem
w tekscie, ale oczywiScie nie wszystko. Czytelnik zechce skorzystaé z zalaczonego

spisu bibliograficznego, na ktérym wzorowalem sie piszac ten tekst.

Zawsze inaczej sie pisze i inaczej méwi. Staralem sie zachowaé piszac pewne
intuicyjne podejs$cie wykladu, ale jednocze$nie musialem pamietaé o koniecznosci

zachowania matematycznego formalizmu.

Podrecznik powstal w oparciu o zrédla bibliograficzne, z ktérych czerpalem
z r6zng intensywnoscia, korzystajac zaréwno z idei, naprowadzen, jak i z pojec,
twierdzen i dowod6éw. Na koniec przedkladam Czytelnikowi liste pozycji, z ktérych

korzystalem.

Pierwsza wersje tekstu w okrojonej postaci spisal méj 6wezesny student, a
pozniejszy doktorant, dr Piotr Kowalski. Skladam mu za te prace serdecznie

podzigkowania. Na tym gruncie postanowilem nadbudowac¢ material, ktéry

—4-



Wstep

przedkladam Czytelnikowi. Podzigkowania naleza sie¢ réwniez wielu Studentom
cierpliwie stuchajacym wykladu. Mam nadzieje, iz forma spisana bedzie réwniez
przydatna. W skladaniu tekstu do druku otrzymalem wsparcie od Michala

Beldzinskiego.

Chcialbym réwniez podziegkowaé Recenzentowi, Profesorowi Markowi
Majewskiemu, za wiele cennych uwag, pozwalajacych ulepszy¢ tekst i usunaé

liczne niedociagniecia.



ROZDZIAL

Twierdzenie Weierstrassa-kamien

wegielny optymalizacji

1.1. Wprowadzenie

Niech E bedzie rzeczywista i refleksywna przestrzenia Banacha, E* niech
oznacza jak zwykle przestrzen do niej sprzezona, czyli przestrzen funkcjonaléw
liniowych i ciaglych na E o wartosciach w R. Funkcjonalem nazywaé¢ bedziemy
odwzorowanie okre§lone na przestrzeni E o warto$ciach w zbiorze R. Gléwnym
zagadnieniem rachunku wariacyjnego jest znajdowanie punktéw krytycznych
funkcjonaléw energii F : E — R, przy zalozeniu, ze sa one rézniczkowalne (sens
rézniczkowalno$ci w przestrzeniach nieskonczonego wymiaru doprecyzujemy
po6zniej). Niech %F = f. Wiedzac, iz punkt krytyczny istnieje, uzyskujemy
informacje, iz r6wnanie

fx)=0, (1.1)

rozumiane jako przyréwnane do zera pochodnej f : E — E*, posiada rozwigzanie.
Z kursu analizy wiemy, ze jezeli funkcja rézniczkowalna posiada minimum, to
znadziemy je badajac punkty krytyczne. Zatem, aby znalez¢ rozwiazanie réwnania

(1.1) bedziemy mieli na mysli znalezienie argumentu minimum funkcjonatu F'.
Przez argument minimum funkcjonatu J : E — R rozumiemy taki punkt xg € X,
ze
J (x) = J (xg) dla wszystkich x € E.

-6 —



1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

Argumentéw minimum funkcjonal moze mie¢ nieskoriczenie wiele, jak chocby
funkcja sinus. Poza minimami globalnymi, czyli poszukiwanymi na calej
przestrzeni E, sa ré6wniez minima lokalne, czyli takie, ze istnieje otoczenie U
punktu xg na ktérym o (x) = J (xg). Jesli dziedzine funkcjonalu J ograniczymy
do pewnego podzbioru D c E, to wéwczas powyzsze okreslenia ulegaja naturalnej

zmianie; w przypadku minimum lokalnego trzeba zbiér D przeciaé z U.

Skoncentrujemy sie raczej na metodach pozwalajacych na badanie istnienia
mimiméw funkcjonaléw, niz na sposobach ich wyznaczania. Przez sposoby
wyznaczania nie zawsze rozumiemy znalezienie dokladnej warto$ci argumentu

minimum. Miejmy na uwadze przyklad funkcji kwadratowe;j
€ 2
=—x“-7
f (x) g% —

ktéra z oczywistych powodéw ma doktadnie jeden argument minimum xo = Z. Czy
mozemy powiedzieé, ze znamy jego wartos¢? Jedynie wiemy tyle, ze znamy ja
z pewna dokladno$cia, ze jest dodatnia, ze niewielkie zaburzenie 7 w nieznaczny
sposé6b zmieni warto§é argumentu minimum. Zatem znaczenie stowa ,rozwigzac”
nie zawsze oznacza: wyznaczy¢ dokladna warto§é. Czesto udaje sie stwierdzic,
iz rozwiazanie jest dodatnie, oddalone od zera o co najmniej pewna wartosé, jest
wrazliwe na male zmiany parametréw (czyli innymi stowy zalezy w sposéb ciagly

od parametru) i jest wyznaczone w sposéb jednoznaczny.

Punktem wyjscia jest dla nas dobrze znane twierdzenie Weierstrassa i jego
liczne uogélnienia i konsekwencje. Aby nabraé¢ pewnych intuicji potrzebnych
do zrozumienia przypadku, gdy E jest przestrzenia nieskonczenie wymiarowa,
rozpoczniemy nasze rozwazania od badan dotyczacych funkcjonaléw okreslonych
na R". Juz sama analiza dowodu twierdzenia Weierstrassa o kresach funkcji
ciaglej na zbiorze domknietym i ograniczonym pokazuje, ze wymaganie ciagtosci
minimalizowanej funkcji wydaje sie byé zbyt mocnym. Pokazuje to tez nastepujacy

przyklad funkcji nieciaglej

x2, xe[-1,0)u(0,1],
fx)= (1.2)
-1, x=0,



1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

ktéra ma minimum na [—1,1] osiagniete w xo = 0. Funkcja ta ma jednak pewna
inna wlasno$c ciaglosci, zwana pélciagloscia z dotu. Potrzebne definicje podamy od
razu na przestrzeni Banacha E, tak by w przypadku nieskonczenie wymiarowym
nie formutowac ich ponownie. Brzmia one tak samo w obu przypadkach, zbieznos¢,
ktéra rozwazamy to zbiezno$c¢ silna, czyli w sensie normy danej przestrzeni (dla
prostej rzeczywistej bedzie to zwykla zbiezno$¢, dla przestrzeni R” zbieznosé po

wspolrzednych).

1.2. Polciaglosc z dotu i twierdzenie Weierstrassa

Jak juz wspomnieliSmy we wstepie, zadanie aby funkcja minimalizowana byta
ciagla jest zbyt silne. Mozna je zastapié slabszym klasycznym pojeciem péiciaglosci

z dotu:
Definicja 1.2.1 (Pélciaglosc z dotu). Funkcjonat f : E — R nazywamy pétciagtym
z dotu na E wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego xy € E
liminff(x) = f(x0) (1.3)
x—X0
gdzie (1.3) rozumiemy w sposéb nastepujacy:
Ve>03550V2eE0 < lx —x0ll <6 = f(x) + €= f(x0)

Jesdli relacja (1.3) zachodzi jedynie w punkcie xg, to méwimy o pélciaglosci z dotu

w tym punkcie.

Kazdy funkcjonat ciagly jest oczywiscie pélciagly z dotu.

Suma funkcjonalu ciagltego g : E — R i poélciagltego z dotu f : E — R jest polciagla
z dotu, gdyz
liminf(f(x) + g (x)) = lim g (x)+ liminff(x).
x—x0 xX—x0 X—x0

Jesdli g bylby pétciagly z dotu, to powyzsza teza jest rowniez utrzymana, gdyz wtedy

liminf(f(x) + g (x)) = liminfg (x) + liminf f (x).
x—x0 x—x0 xX—=x0
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1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

Funkcja dana wzorem (1.2) dostarcza przykladu pélciaglej z dolu i nieciaglej
funkcji. Badanie pélciaglosci z dotu jest nieco trudniejsze niz badanie ciaglosci.

Niemniej jednak mamy nastepujacy:

Lemat 1.2.2 (domknieto§é zbioréw poziomicowych a pélciaglosé z dotu).
Funkcjonat f : E — R jest pétciagly z dotu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
a € R zbior

fC={xeE:f(x)<a}

(o ile niepusty) jest domkniety.

Dowéd. Zalozmy, ze f :E — R jest pélciagly z dolu i wezmy ciag (x,) < f* zbiezny

w E do pewnego xo (tzn. lim,_ |x, — 2ol = 0). Zatem mamy
f(xp) < linn_lvinff(xn) <a.
Czyli % jest domkniety.

Zalézmy, ze f® jest domkniety dla kazdego a. PrzypusScmy, ze f nie jest
polciagly z dolu w pewnym xg € E. Czyli istnieje ciag (x,) c E zbiezny w E do
x0 € E 1 taki, ze

liminff(x,) < f(xg).
n—oo
Istnieje taka liczba a € R, ze
Liminff(x,) < a < f(xg)
n—0oo

Skoro (x,) jest zbiezny, to ma podciag zawarty w f% zbieznydo tego samego

elementu xg. Z domknietosci f* mamy f(xg) < a, czyli sprzecznosé. |
Latwo sprawdzi¢ przy pomocy powyzszego lematu, iz funkcja

x2, xe[-1,0)u(0,1],
fx)=
2, x=0,

nie jest pélciaglta z dolu (mozna zauwazy¢, iz ponadto nie ma ona argumentu

minimum). Wystarczy wzia¢ a = 1. Nie nalezy jednak sadzi¢, iz funkcje, ktére
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1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

nie sa poélciagle z dotu nie beda mialy argumentéw miniméw. Znéw wystarczy

rozwazy¢ prosty przykiad
fx)=

funkcji nie bedacej pélciagla z dotu, ale majacej argument minimum xg = 0.

Sformulowanie twierdzenia Weierstrassa poprzedzimy jeszcze istotnym dla
nas dalej pojeciem ciagu minimalizujacego. Zatozmy, ze D € E oraz, ze f : D — R

jest ograniczona z dotu (na D). Wtedy f ma kres dolny na D. Przypomnijmy, ze

Vyeed a=<x
a:=infA &

Ves0deea x=<a+te

Kladac powyzej a = infyep f(x), € := % otrzymujemy istnienie ciagu (x,) < D

takiego, ze
fim o= nf 19
Ciag ten, nazywamy ciagiem minimalizujacym. Ciag taki zawsze istniegje dla
funkcjonalu ograniczonego od dotu, ale nie musi byé zbiezny Warto podkresli¢
réwniez, iz istnienie granicy lim,_., f(x,) nie przesadza o zbieznosSci (x,).
Wystarczy wziac
fx)=Ix|, D=[-3,-1]U[1,3].

Wtedy x, = (-1)" jest ciagiem minimalizujacym rozbieznym (ale zawierajacym
podciag zbiezny!). Jest to konsekwencja zwartosci dziedziny. Biorac przykiad
funkcji f(x) = e, widzimy, ze ciag x, = n jest ciagiem minimalizujacym

rozbieznym nie zawierajacym zadnego podciagu zbieznego.

Skoncetrujmy sie chwilowo na sytuacji skoriczenie wymiarowej, tj. gdy E = R*

dla pewnego k£ € N. Wtedy oczywiscie E = E*.

Twierdzenie 1.2.3 (Twierdzenie Weierstrassa o istnieniu argumentu minimum

funkcji pélciaglej z dotu na zbiorze zwartym). Niech f : R* — R bedzie funkcjonatem

~10 -



1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

pétciaglym z dotu oraz niech D bedzie domknietym i ograniczonym podzbiorem RE.
Wtedy problem
min f (x) ®)
xeD

ma co najmniej jedno rozwiazanie xo w D.

Dowodd. Zauwazmy, ze funkcjonal f jest ograniczony z dotu na D. Istotnie, gdyby
byl nieograniczony to znalezliby$my ciag (x,) < D, taki, ze lim,_ f (x,) = —oco.
Ciag ten lezy w zwartej dziedzinie, wiec posiada podciag (xz,) < D zbiezny do

pewnego xo. Stad i z pélciaglosci z dotu
—00 < f(xo) < liminff(xg,) = liminf £ (x;, ) — —oo,
k—o00 k—o0
czyli f(xg) = —o0, co jest niemozliwe.

Skoro funkcjonal f jest ograniczony z dolu na D, to posiada na D kres
dolny, a zatem réwniez ciag minimalizujacy (x,) ¢ D. Ze zwartoSci D mamy
zagwarantowane istnienie podciagu (xy,), zbieznego do pewnego elementu xo € D.

Korzystajac z definicji pélciaglosci z dotu oraz oczywistych relacji otrzymujemy, ze
inf f(x) < f(xo) <liminff(x,,) = inf f(x)
xeD k—o0 xeD

Z twierdzenia o trzech ciagach, wnosimy ze f(xg) = inf.cp f(x). Co koniczy dowéd.

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie mozna ujaé réwniez inaczej: Niech f :
R* — R bedzie funkcjonatem pétciagtym z dotu oraz niech D bedzie domknietym
i ograniczonym podzbiorem R*. Wowczas kazdy ciag (x,) minimalizujacy dla f na

D ma podciag zbiezny oraz istnieje co najmniej jeden punkt xy € D taki, ze
min f (x) = inf £ (x,,) = f (x0).
xeD neN

Czytelnik spyta, czemu powyzsze twierdzenie (i dowéd) podane zostaly
w przypadku skonczenie wymiarowym. OdpowiedZ jest do$¢ prosta - kula
w przestrzeni nieskonczonego wymiaru nie jest zwarta. Klasycznego przykiadu

z przestrzeni ¢2 szeregéw sumowalnych z kwadratem z norma

0
el =4/ Y 112
n=1

- 11 -



1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

dostarcza ciag
(1,0,0,..), (0,1,0,...) ,(0,0,1,0,..), ...

ktéry nie ma podciagu zbieznego (odleglo$ci miedzy kolejnymi elemenatmi sa
réwne 1, wiec nie spelnia on, ani zaden jego podciag, warunku Cauchy’ego
koniecznego, by zbiezno$¢ zachodzila). Zatem przypadek nieskonczenie
wymiarowy bedzie duzo trudniejszy, a wiec i tym samym ciekawszy. Zajmiemy

sie nim pézniej, poznawszy lepiej sytuacje skonczenie wymiarowa.

W przypadku, gdy zbiér D nie jest ograniczony, np. gdy D = R¥ istnieje réwniez
pewna wersja twierdzenia Weierstrassa, ktére pozwala na udowodnienie istnienia
argumentu minimum przy okreSlonym wzroScie funkcjonatu. Oczywiscie tatwo
wskazaé¢ funkcje na prostej, ktore nie sa polciaglte z dotu i, mimo to, posiadaja

argument minimum, np.

f(x)=
4, «x=

DOJ—=

Wtedy xo = 0 jest argumentem minimum, f nie jest pélciagla z dotu na R, ale jest

pélciagla z dotu w xg.

Definicja 1.2.4 (Funkcjonal koercytywy). Moéwimy, ze funkcjonat f : E — R jest
korecytywny, jezeli

lim f(x) = +oco.
llxl|—+o00

Definicja koercytywnos$ci méwi jedynie o zachowaniu funkcjonalu w obszarze
odleglym od 0, i niczego nie wnosi odno$nie jej ciaglosci. kLatwo sprawdzié, ze
f1:RxR—R

fi(x,y)=x+y*—xy

jest koercytywna. Z drugiej strony fo :RxR — R
fa(x,y)=x%+y* —2xy

nie jest koercytywna.

- 12 —



1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

Koercytywno$¢ jest istotna przy minimalizacji funkcjonaléw okreslonych na

zbiorach nieograniczonych.

Twierdzenie 1.2.5 (Twierdzenie Weierstrassa dla funkcji koercytywnej potciaglej
z dolu). Zalézmy, ze [ :R*¥ — R jest pétciagta z dotu oraz korecytywna. Wéwczas
f posiada co najmniej jeden argument minimum (inaczej - zadanie P posiada co

najmniej jedno rozwiazanie, o ile D = R®).

Dowéd. Niech xg € Rk, Polézmy ag = f (xo). Rozwazmy zbiér £20. Poniewaz [ jest
polciagla z dotu, to zbidr ten jest domkniety. Skoro funkcjonal f jest koercytywny,
to, korzystajac z definicji granicy niewlasciwej, istnieje taka liczba rzeczywista
r>0, ze

Vx € R¥ lxll >r = f(x)> f(xp).

Jako, ze f% jest ograniczony i domkniety to jest zwarty. Zatem z Twierdzenia

Weierstrassa istnieje a € f*° takie, ze
Vsef™ f(a)=<f(s).

Wezmy teraz dowolny x € R*. Jesli x € £%0 to oczywiscie f(a) < f(x). W przeciwnym

wypadku mamy f(x) > f(xo) = f(a). |

Zné6w mozna powyzsze twierdzenie wyslowi¢c w jezyku ciggow
minimalizujacych: koercytywno$¢ powoduje, iz kazdy ciag minimalizujacy
jest ograniczony, wlasnosci przestrzeni skonczenie wymiarowej skutkuja tym, iz
kazdy ciag ograniczony ma podciag zbiezny, natomiast poéltciagltosé z dotu pozwala
zachowaé odpowiednia nieré6wnos§é. Twierdzenie Weierstrassa dostarcza wiec
réwniez pewnego ogélnego schematu postepowania. Jak zobaczymy pézniej,

bedzie on bardzo owocny.

Twierdzenie Weierstrassa (rozumiane we wszystkich wprowadzonych
wariantach) jest w istocie narzedziem méwiacym o tym, kiedy ciagi
minimalizujace maja zbiezne podciagi (a przynajmniej jeden taki podciag).

Ta obserwacja bedzie dla nas w dalszej czesci kluczowa.

—13 -



1. Twierdzenie Weierstrassa-kamien wegielny optymalizacji

Oczywiscie istnieja przyklady funkcji niekoercywnych, ale posiadajacych
minimum, jak chocby
f (x)= —exp(-2?),

ktora (jedyny) argument minimum posiada dla xg = 0. Niemniej jednak funkcja
niekorecytywna (i nie bedaca péiciaglta z dotu) moze by¢ nieograniczona z dotu

i woéwcezas z oczywistego powodu minimum nie posiada.

Zastané6wmy sie na koniec, co oznacza koercytwno$¢ polaczona
z roézniczkowalno$cia, zaréwno dla argumentu minimum, jak i dla ciagu

minimalizujacego.

W tym pierwszym przypadku odpowiedz jest prosta:

Twierdzenie 1.2.6 (Twierdzenie Weierstrassa dla funkcji koercytywnej potciaglej
z dolu i rézniczkowalnej). Zatézmy, ze f : RF — R jest rézniczkowalna jest
korecytywna. Wowczas f posiada co najmniej jeden argument minimum x taki, ze

f'(x0) =0.

Zauwazmy, iz Twierdzenie Weierstrassa nie opisuje struktury ciagu
minimalizujacego. Gwarantuje ono jedynie istnienie takie ciagu i zbieznos¢
pewnego jego podciagu. Dokladniejszych informacji o ciagu minimalizujacym
dostarcza Zasada Wariacyjna Ekelanda. Zanim jednak te zasade podamy,
musimy oméwié¢ zagadnienia rézniczkowalnosci w przestrzeniach nieskonczonego

wymiaru.

— 14 -



ROZDZIAL

Roézniczkowanie w przestrzeniach

nieskonczonego wymiaru

Interesujemy sie teraz sposobami na uogélnienie rézniczkowania w przestrzeni
nieskonczonego wymiaru. W przypadku funkcji wielu zmiennych znamy dwa
rézne pojecia pochodnej - pochodna staba, ktéra nie gwarantuje nawet ciaglosci
funkcji ja posiadajacej, oraz pochodna silna. Podobna sytuacja ma miejsce
w przypadku rézniczkowania funkcji na przestrzeniach nieskoniczonego wymiaru,
gdzie rozwazamy zasadniczo dwa typy rézniczkowalnosci: w sensie Gateaux oraz
w sensie Fréchete’a. Pochodna w sensie Gateaux jest odpowiednikiem pochodnej
stabej - latwo ja uzyskaé, ale nie ma zastosowan we wszystkich metodach.
Pochoda Fréchete’a gwarantuje ciagltosé funkeji, ktéra ja posiada, ale na ogét jest
trudna do wyznaczenia. Podamy w trakcie naszych rozwazan sposoby badania

rézniczkowalno$ci w sensie Fréchete’a odwzorowan i funkcjonalow.

2.1. Pierwsza wariacja Lagrange’a i regula Fermata

Zaczniemy od najprostszego z pojeé zwanego pierwsza wariacja w sensie
Lagrange’a (lub pochodna kierunkowa). Przypomnijmy, ze E jest rzeczywista

przestrzenia Banacha.

Definicja 2.1.1 (Pierwsza wariacja w sensie Lagrange’a i wariacja Gateaux).
Niech element x € E bedzie ustalony. Powiemy, ze funkcjonat f : E — R posiada

pierwsza wariacje w sensie Lagrange’a w x w kierunku h € E jesli istnieje skoriczona

— 15—



2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

granica

I f&+AR) - f(x)
m —.

2.1
A—0* A 2.1)

Wartosé tej granicy oznaczamy jako f'(x,h). Jesli istnieja, wariacje Lagrange’a
w kazdym kierunku h € E oraz odwzorowanie h — f'(x,h) jest funkcjonatem

liniowym, to méwimy, ze [ posiada wariacje Gateaux w tym punkcie.

Zauwazmy, iz granica w (2.1) jest brana w R, stad w powyzszej definicji mozna
zakladaé jedynie, ze E jest przestrzenia liniowa. Wariacja w sensie Lagrange’a
i inne definiowane po niej typy pochodnych sa, o ile istnieja, wyznaczone

jednoznacznie. Jest to konsekwencja jedynosci granicy.

Przypomnijmy, ze odcinkiem o koncach x1, xo € E nazywacé bedziemy zbiér
[x1,x0]={x€eE :x=ax1+(1—a)xe,a €[0,1]}.

Méwimy, ze zbiér M c E jest zbiorem wypuklym, jesli kazde dwa jego punkty

laczy odcinek calkowicie zawarty w zbiorze M.

Z kazda funkcja f przeksztalcajaca pewien zbiér A c E w rozszerzony zbiér

liczb rzeczywistych RuU {—oo, +oo} zwiazany jest zbior
domf ={xe X : f(x) < oo},
zwany zbiorem efektywnym funkgcji f.

Jedli funkcja spelnia warunki : dom f # @ i f(x) > —oo dla wszystkich x € X to

nazywamy ja wlasciwa, w pozostalych przypadkach nazywamy niewlasciwa.

My bedziemy sie przewaznie zajmowali jedynie funkcjami wlasciwymi i takimi,
ze wszedzie +oo > f(x) > —oo. Ulatwi to nam definiowanie pojecia wypuklosci

funkgcji. Nie bedziemy wiec pisa¢ dom f, gdyz dom f = E w takim ujeciu.
Funkgje f : E — R nazwiemy wypukla jesli zachodzi
Ver0,11 Ve e [(Ax1 +(1=A)xg) < Af (x1) + (1= ) f (x2). (2.2)
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Funkgcje f : E — R nazwiemy $cisle wypukla jesli zachodzi
V2e0,1) Vay x0eB xp#xe [ (Ax1+ (1= Dxg) <Af (x1) + (1= Df (x2).

Twierdzenie 2.1.2 (Regula Fermata dla pierwszej wariacji w sensie Lagrange’a).
Niech ¢ #S c E, oraz niech f :S — R.

1. Niech x € S bedzie agrumentem minimum funkcjonatu f na S. Jesli
funkcjonatl f posiada pierwszq wariacje w sensie Lagrange’a w punkcie x

w kazdym kierunku x —x dla x € S to

f'x,x-%)=0, dlawszystkich x€S (2.3)

2. Zatozmy, ze zbior S jest wypukty oraz funkcjonat f jest wypukty na S,
f posiada pierwsza, wariacje w sensie Lagrange’a w punkcie x w kazdym
kierunku x—x dla x € S oraz spetniona jest (2.3). Woéwczas x jest argumentem

minimum f na S.

3. Jezeli S = E, f posiada pierwszq wariacje w sensie Lagrange’a w punkcie x €

E w kazdym kierunku h € E oraz x jest argumentem minimum, to f'(x,h) = 0.
Dowéd. Skoro x jest agrumentem minimum funkcjonalu f na S, to dla
dostatecznie malych A € R, takich, ze x + A(x —x) € S, dla ustalonego x € S, mamy

fGE+Ax-D) - f&) _
. >

0.

Przechodzac z A — 0" mamy
f'&,x-%)=0.

Zalézmy teraz, ze S jest wypukly oraz f jest wypukly na S oraz zachodzi (2.3).
Wtedy dla dowolnego A € (0,1] mamy dla x € S

fE+AMx—%x) =1 -A)f(x)+Af(x).

Stad
[+ Mx—%)— @) < A(f(x)—f(X)).
Przechodzac z A — 0"
0<f'x,(x-%)=<fx)-f&.
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Czyli x jest argumentem minimum z dowolnosci wyboru x € S.

Niech E = S. Ustalmy % € E i rozwazmy funkcje g : R — R dang wzorem g(¢) =

f(x+th). Wowczas 0 jest argumentem minimum funkgcji g i stad mamy
f'G,h)=0. i

Przyklad 2.1.3. Zwr6émy jednak uwage na nastepujacy przyklad nieciaglej
w (0,0) funkcji f:RxR—R
x2(1+%), y#0,
fx,y=
0, y=0.

ktéra posiada w (0,0) pierwsza wariacje postaci

2
(];112) , h2#0,

f'(0,h) =
0,  hg=0.

Jak widzimy z dowodu twierdzenia [2.1.2] analiza pierwszej wariacji wiaze sie
z badaniem funkcji pomocniczej jednej zmiennej rzeczywistej. To w oczywisty
sposé6b uprasza techniki badawcze, ale z drugiej strony istotnym problemem jest
to, iz pierwsza wariacja nie musi by¢ liniowa wzgledem kierunku. Powyzej podany
przyklad ten sugeruje, iz musimy szuka¢ takich poje¢ pochodnej, dla ktérych

odwzorowanie h — f'(x,h) bedzie i liniowe, i ciagle.

2.2. Pierwsza wariacja a wypuklosé

Rozwazymy teraz istnienie pierwszej wariacji w sensie Lagrange’a dla funkcji
wypuktlej. Jak sie okazuje, w tym przypadku istnienie pierwszej wariacji jest

konsewkencja wlasnosci funkcji wypuklych na prostej rzeczywiste;j.

Lemat 2.2.1 (Monotoniczno$é ilorazu rozicowegodla funkcjonalu wypuklego).

Zatozmy, ze [ : E — R jest funkcjonatem wypuktym. Wtedy dla kazdych x,h € E
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

funkcja ¢ : (0,+00) — R dana wzorem

(p(/l): w (2.4)

jest niemalejaca.

Dowodd. Niech 0 < s <t wtedy dla dowolnych x,h € E
_ _ s _ t—s_ _
f&x+sh)—fx)=f Z(x+th)+ Tx —f)

=

FGrth)+ "L'Tsf@ )

~ |~ »

= SF@+th) = ()= (FGE +th) - ).
Skad natychmiast otrzymujemy, ze
@(s) < () L

Lemat 2.2.2 (Istnienie pierwszej wariacji w sensie Lagrange’a dla funkcjonalu
wypuktego). Zatézmy, ze [ : E — R jest funkcjonatem wypuklym. Wtedy w kazdym
punkcie x € E istnieje wariacja w sensie Lagrange’e we wszystkich kierunkach i jest

funkcjonatem podliniowym oraz monotonicznym.

Szkic dowodu. Mozna udowodni¢, iz ¢ dana wzorem jest ograniczona
z dotu, a skoro jest r6wniez monotoniczna funkcja rzeczywista jednej zmiennej
rzeczywistej, to posiada w kazdym punkcie jednostronna granice. Stad od
razu wynika istnienie pierwszej wariacji w sensie Lagrange’a. Monotonicznosé
pierwszej wariacji uzyskujemy przechodzac w do granicy przy A — O,
i uwzgledniajac zaleznosc ¢(s) < p(¢) dla 0 <s <¢. |

2.3. Pochodna Gateaux

Podamy teraz typ pojecia pochodnej, ktéry zapowiadaliSmy konczac paragraf

dotyczacy wariacji w sensie Lagrange’a.
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Definicja 2.3.1 (Pochodna Gaéteaux). Niech X,Y beda przestrzeniami
unormowanymi oraz niech f : X — Y. Powiemy, Ze odwzorowanie [ jest

rézniczkowalne w sensie Gateaux w x € X jesli dla kazdego h € X granica

i fx+Ah)—f(x)
m —
A—0* A

oznaczana symbolem f'(x;h) istnieje oraz odwzorowanie
h— f'(x;h)

Jjest odwzorowaniem liniowym i ciaglym z X w Y ; inaczej f'(x;-) € L(X,Y).

Czasami zamiast pisaé f'(x;h) bedziemy pisaé f'(x). Jezeli Y =R, to f'(x;-) €
X*, czyli jest funkcjonatem liniowym i ciagtym. Przypominamy, ze (-,-) g+ g 0znacza
pare dualna miedzy przestrzeniami E i E*, czyli dzialanie funkcjonatu liniowego

i ciaglego z E* na elemencie z E; w przypadku E = R* jest to iloczyn skalarny.

Warunek w definicji pochodnej Gateaux oznacza, ze (by¢ moze w inny sposéb w

kazdym kierunku)
lim If(x+Ah) = f(x) = Af'(x; Al _

0.
A—0 A

Mamy nastepujace wlasnosci pochodnej Gateaux:

1. Jesli f : R — R to pochodna Gdteaux pokrywa sie z definicja, pochodnej

klasycznej;

2. Jesli [ : R® — R to istnienie pochodnej Gdteaux jest np. konsekwencjaq,

istnienia wszystkich pochodnych czastkowych (ale niekoniecznie ich ciagtosé);

3. Jesli istnieje pochodna Gdteaux, to istnieje wariacja w sensie Lagrange’a;

oczywiscie sq, one réwne.
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

4. Istnienie pochodnej Gdteaux w punkcie xo nie pociaga ciagtosci w tym

punkcie.

Obliczanie pochodnych Géateaux pozwoli nam lepiej zrozumie¢ sens tego

pojecia.

Przyklad 2.3.2. Niech H bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta z iloczynem
skalarnym (-,-). Niech h¢ bedzie ustalone. Rozwazmy funkcjonatl f : H — R dany
wzorem

f(x)=(x,ho).

Ustalmy dowolnie x € H oraz kierunek A € H. Tworzymy funkcje pomocnicza g :
R — R dang wzorem g(¢) = f (x +th). Stad

&)= (x,h) +¢(h,ho)

i w oczywisty sposéb g'(¢) = f’ (x;h) = (h,hg). Stad (i z symetrii iloczynu
skalarnego) funkcjonal A — (ho,h) jest pochodng Gateaux funkcjonatu f.

WezZmy teraz funkcjonal f : H — R dany wzorem

DRSS
f@0=5 @) = llxl™.

Niech x € H bedzie dowolnie ustalonym punktem. Ustalmy kierunek A € H.

Tworzymy funkcje pomocnicza g : R — R dana wzorem
gt)=f(x+th).

Zauwazmy, ze korzystajac z wlasnosci iloczynu skalarnego mamy

1 1 1

gt)= = (x+th,x+thy==|x|®+¢(x,h) + =t2|h|2.

2 2 2

Funkcja g jest klasy C! na R, stad
g @) =(x,h)+t|RlI>.

Zatem
g'(0)=f'(x;h) = (x,h).
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Mamy wiec postaé pochodnej £/ (x; k) jako funkcjonatu liniowego i ciaglego danego
wzorem

h—(x,h). (2.5)

Przyklad 2.3.3. Rozwazmy funkcjonat f : C[0,1] — R dany wzorem

1 .
f(x):/ sinx(s) ds

o 1+x2(s)
Niech x € C[0,1] bedzie dowolnie ustalonym punktem. Ustalmy kierunek A €
C[0,1]. Tworzymy, podobnie jak poprzednio, funkcje pomocnicza g : R — R dang

wWzorem

1 sin(x(s)+th(s))
gt)= 3
0 1+(x(s)+th(s))
Do powyzszej calki (ktéra mozemy rozumiec¢ jako catke Riemanna z parametrem)
mozemy zastosowaé regule Leibniza rézniczkowania pod znakiem calki,

otrzymujac (pamietamy, ze pod znakiem catki wyliczamy pochodna ilorazu)

&)= [1 cos(x(s)+th(s)h(s)(1+(x(s)+th (s))z)
(1+x(s)+ th(s))2)
fl 2sin(x(s) + th(s))(x(s) + th (s))h(s)
0 (1+(x(s) + th(s)2)?

Otrzymane wyrazenie jest ciagle wzgledem ¢t w ¢¢ =0, stad

1 2 I, P
g’(0)=f cosx(s) (1+ (x*(s))) ZSlnx(s)x(s)h(s)dS‘
0

(1+x2(s))°
Liniowo$¢ otrzymanego wzoru wzgledem % jest oczywista. Korzystajac z tego,
iz przy zbiezno$ci jednostajnej w calce Riemanna mozemy zamienia¢ granice ze

znakiem calki, otrzymujemy réwniez ciaglo$¢ wzgledem kierunku A. Istotnie,

oznaczmy dla s € R

cosx(s) (1+ (x%(s))) - 2sinx(s)x(s)
(1+x2(s))”

p(s)=
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Niech A, = h na[0,1], czyli A, — h w C[0,1]. Wéwczas

1 1 1
limf (p(s)hn(s)dszf (p(s)(lim h(s))dszf @(s)h(s)ds.
n—o0 Jo 0 n—oo 0

Przyklad 2.3.4 (Rézniczkowalnos¢ odwzorowania liniowego w przestrzeni
Banacha). Niech L : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym i ciaglym miedzy
dwoma przestrzeniami Banacha. Woéwcezas L jest rézniczkowalne w sensie
Gateaux oraz L' (x;h) = Lh dla dowolnego ustalonego x € X i wszystkich » € X.
W przypadku, gdy L nie jest ciagly, a jedynie liniowy, to posiada on jedynie wariacje

Gdteaux.

Przyklad 2.3.5 (Funkcja nieciagla rézniczkowalna w sensie Gateaux). Jako

przyklad takiej funkcji shuzy

L, x=y%y>0,
flx,y)=
0, dla pozostaltych.

Funkcja f jest nieciagla w (0,0), ale ma w nim pochodna Géateaux (bedaca

odwzorowaniem tozsamo$ciowo réwnym zeru).

Przyklad 2.3.6. Funkcja f : R?2 — R okreslona we wspélrzednych biegunowych

f (x,y)=rcos3¢, (x,y)=(rcosp,rsing)
ma w punkecie (0,0) wariacje Giteaux, ale nie jest ona pochodna Gateaux.

Twierdzenie 2.3.7 (Regula Fermata dla pochodnych Gateaux). Niech f :E — R.
Jesli x jest argumentem minimum funkcjonatu f nad E oraz f jest rézniczkowalny

w sensie Gdteaux (conajmniej w punkcie x), to dowolnego h € E zachodzi

(f'@,h)g. 5 =0.
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Dowéd. Skoro f jest rézniczkowalny w sensie GAteaux w x, to ma tez pierwsza
wariacje w sensie Lagrange’a. Zatem korzystajac z reguly Fermata wprowadzonej

dla wariacji mamy, ze dla dowolego kierunku A zachodzi

(f'@,h)ge g = 0.

Biorac kierunek —A otrzymujemy, ze réwniez

(f'@),h)ge g =0.

I stad mamy teze. |

2.4. Pochoda Fréchete’a

Ostatnim z pojeé rézniczkowalnosci jest pojecie pochodnej Fréchete’a, ktore tym
rézni sie od pojecia pochodnej Gateaux, iz gwarantuje ciaglos§¢ odzworowania
w punkcie, oraz pozwala na pewien rodzaj liniowej aproksymacji wokél punktu
rézniczkowalnosci. Pochodna Gateaux pozwala jedynie na liniowe aproksymacje

po kierunkach.

Definicja 2.4.1 (Pochodna Fréchete’a). Niech X,Y beda przestrzeniami
unormowanymi oraz niech f : X — Y. Powiemy, Ze odwzorowanie [ jest
rézniczkowalne w sensie Fréchete’a w punkcie x € X jesli istnieje operator liniowy
i ciagly f'(x): X — Y taki, ze

i If(x+h)—fx)—f(oh
mm =

0. (2.6)
I21—0 Al

Odwzorowanie [ jest rézniczkowalne w sposéb ciagly w sensie Fréchete’a, jezeli
odwzorowanie f': X 3 x — f'(x) € L(X,Y) jest ciagle wzgledem odpowiednich

normowych topologii.

Zauwazmy, iz wprowadzenie w przestrzeni X lub Y réwnowaznej normy nie
zmieni pochodnej Fréchete’a, tzn. bedzie nia dalej ten sam operator. Odnoénie
rézniczkowalno$ci w sensie Fréchete’a mamy jeszcze inne alternatywne podejscie:
odwzorowanie f'(x): X - Y, f'(x) € £(X,Y), jest pochodna Fréchete’a f w x € X
jesli dla dowolnego h € X zachodzi

fx+h)—f@)=f'@h+o(h),
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gdzie
im llotWI _
Izi—=0 [lAll

Wilasnie powyzsza formula méwi w zasadzie o liniowej aproksymacji
odwzorowania w otoczeniu punktu rézniczkowalnosci. Mozna, podajac definicje
pochodnej wyzszego rzedu, wprowadzi¢ réwniez odpowiednik znanego wzoru
Taylora. Na gruncie teoretycznym nie sprawia to wiekszych trudnosci, niemniej
jednak stosowalno$é¢ takich wynikéw, ze wzgledu na stopien skomplikowania

pochodnych wyzszych rzedéw, nie bylaby (i zreszta nie jest) trywialna.

Odwzorowanie f : X — Y rézniczkowalne w sensie Fréchete’a w x € X, jest w tym
punkcie ciagte. Istotnie, wziawszy ustalone € > 0, znajdujemy 6 > 0 taka, ze dla
k] <6, heX, zachodzi

IfGe+h) = FEI = IIf @I <If(x+h)~ fx)~ f' @l <elhl.

Stad
Ifx+h)—F@I<(e+If @I)IAI.

Przechodzac z ||k|| — 0, otrzymujemy, iz f jest ciagle w x.

Odwzorowanie rézniczkowalne w sensie Fréchete’a w pewnym punkcie x jest w
tym punkcie rézniczkowalne w sensie Gateaux i obie pochodne sa tozsame. Latwo
to pokazac ustalajac w kierunek A i biorac w definicji pochodnej Fréchete’a
zamiast A element A-h, gdzie A > 0. Wtedy mamy (pamietajac, ze f'(x) jest
odwzorowaniem liniowym)

If(x+AR) = f)=Af' @RI . If(x+AR) = f(x) = Af ()R]
im =lim =
IAR]—0 AR 1—0 Y

0.

Odwzorowanie f, ktdre jest rézniczkowalne w sposdb ciagty w sensie Gdateaux,
Jest rézniczkowalne w sposéb ciagly w sensie Fréchete’a, czyli klasy Cl. Ciaglosé

pochodnej Gateaux rozumiemy nastepujaco:

Niech X,Y beda przestrzeniami unormowanymi oraz niech f : X — Y. Powiemy,
ze odwzorowanie f : X — Y jest rézniczkowalne w sposéb ciagly w sensie Gateaux
na X, jezeli jest rozniczkowalne w sensie Gdteaux w kazdym punkcie x € X oraz

odwzorowanie f': X — L(X;Y) jest ciagte.
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Gl6éwnie z takimi jak powyzej odwzorowaniami bedziemy mieé¢ do czynienia.
Ponadto w ten sposéb latwiej sprawdzi¢ rézniczkowalno$¢ w sensie Fréchete’a.
Znacznie latwiej niz szacowaé zbiezno$c reszty o(h). Dokladniej to zagadnienie

przeanalizujemy badajac dalej problem brzegowy typu Dirichleta.

Przyklad 2.4.2. Przykladem odwzorowania, ktére jest rézniczkowalne w sensie
Fréchete’a w x¢ = 0 ale nie jest tam rézniczkowalne w sposéb ciagly, jest funkcja

f :R— R dana wzorem

X2, x wymierne,

fx)=

0, x niewymierne.

Trzeba jeszcze na koniec wspomnieé o dwéch istotnych zagadnieniach: regule
rézniczkowania zlozonego oraz twierdzeniu o wartoSci S§redniej.  Odno$nie
reguly rézniczkowania obowiazuje nastepujace prawo, ktére mozemy wyslowié
nieformalnie, zanim podamy odpowiednie twierdzenie: mozemy rézniczkowaé
zlozenie, jezeli odwzorowanie zewnetrzne jest rézniczkowalne w sensie Fréchete’a,
natomiast odwzorowanie wewnetrzne posiada dowolng inng z wprowadzonych
pochodnych. Wéweczas zlozenie jest co najmniej tak samo rézniczkowalne,
jak odwzorowanie wewnetrzne. Ponizej sformulowane twierdzenie mozna
wypowiedzie¢ z latwoscia dla rézniczkowalno$ci w punkcie oraz w przypadku,
gdy dziedziny skladanych odwzorowan ograniczaja sie do pewnych podzbioréw
otwartych rozwazanych przestrzeni. Przestrzenie Banacha mozna réwniez
zastapi¢ odpowiednio przestrzenia liniowa przy rozwazaniu istnienia wariacji

w sensie Lagrange’a.

Twierdzenie 2.4.3 (Regula roézniczkowania zlozonego). Niech X,Y,Z beda
przestrzeniami Banacha i zatozmy, ze odwzorowanie f :Y — Z jest rézniczkowalne
w sensie Fréchete’a, natomiast odwzorowanie g : X — Y posiada pochodna Gdteaux
lub pochodna, Fréchete’a. Wéwczas ztozenie f o g jest rézniczkowalne co najmniej
w tym samym sensie, co odwzorowanie g. Niech x € X bedzie dowolne. Wowczas

dla wszystkich h € X zachodzi
(fog) (x;h)=f"(g(x)og' (x;h).
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Uwaga 2.4.4. Jezeli g jest rézniczkowalne co najmniej w sensie Gdteaux, to

powyzsza, formute mozemy zapisaé formalnie dla x € X
(fog) (x)=f"(gx)og (x)

korzystajac z liniowosci obu pochodnych.

Przyklad 2.4.5. Niech X =Y = R% Z = R oraz ¢ : R2 — R% niech bedzie

odwzorowaniem klasy C! danym wzorem

9 ,) = (910x,9),02(x,9) = («%,3)
oraz f :R% — R jest znana juz nam funkcja

1, x=y% y>0,
flx,y)=
0, dla pozostatych,

nieciagla w (0,0), ale majaca w nim pochodna Gateaux. Zlozenie g = f o ma
postaé
1, lxl=y>0,
2, = (p1(x,9),02(x,9)) =
0, dla pozostalych.

Widzimy, ze g w przeciwienstwie do f nie jest rézniczkowalna w sensie Gateaux.

Uwaga 2.4.6. Niech H bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta z iloczynem
skalarnym (-,-). Mozemy teraz wréci¢ do przykladu [2.3.2) i rozwazy¢ funkcje
f :H — R dang wzorem

f(x)=2/{x,x) = llxll.

Korzystajac z wczesniej wyprowadzonego wzoru oraz reguly rézniczkowania

zlozonego mamy, ze f’ jest nastepujacej postaci dla x # Oy

(x,h).

(x,x)

Twierdzenie o wartosci §redniej ma nastepujaca postac
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Twierdzenie 2.4.7 (Twiedzenie o wartoSci S$redniej). Niech X,Y beda
przestrzeniami Banacha i zatozmy, ze [ : X — Y jest rézniczkowalne w sensie

Fréchete’a. Wéwczas dla dowolnego przedziatu [a,b] € X zachodzi

If &)~ F@ly < sup ||f'©| b -alx.

¢e(a,b)

Nie ma odpowiednika klasycznego Twierdzenia Lagrange’a na przypadek
przestrzeni innych niz prosta rzeczywista. Istotnie, biorac f : R — R? dane wzorem

f (t) = [sint,—cost] na przedziale [0,27] widzimy, ze
f@n)-f(0)=0
oraz dla dowolnego c € (0,27) mamy
f'(c)(@m—0)=[2mcost,2msint] # 0.

Brak takiego odpowiednika nie jest przeszkoda w stosowaniu twierdzenia
o wartosci $redniej. Liczba c nie jest znana, stad i tak w oszacowaniach pojawiaja

sie najczesciej nieréwnosci w postaci omawianej powyze;j.

Poniewaz Regula Fermata (twierdzenie dla pochodnych Fréchete’a
ma taka sama postaé, jak dla pochodnej Gateaux, nie bedziemy jej wiec przytaczac.

Zakonczymy ten paragraf opisem metody badania ciaglosci pochodnej Gateaux.

Uwaga 2.4.8. Niech X,Y bedq, przestrzeniami unormowanymi oraz odwzorowanie
f: X — Y rézniczkowalne w sensie Gateaux na X. Odwzorowanie f': X — L(X;Y)
Jest ciagle w punkcie xg € X (czyli jest rézniczkowalne w sensie Gdteaux w sposéb

ciagly w xg) jezeli dla dowolnego ciagu (x,) takiego, ze x, — xo zachodzi
' (n;h) = f'(x0;h) przy n — oo

w Y jednostajnie wzgledem h ze sfery jednostkowej w X. Kazde odzworowanie
rézniczkowalne w sposéb ciagly w sensie Gdteaux jest rézniczowalne w sposéb

ciagly w sensie Fréchete’a.
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2. Rézniczkowanie w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru

Przyklad 2.4.9. Wréémy do przykladu 2.3.2l Mozemy teraz uzasadnié, ze

funkcjonat x — % (x,x), ktorego pochoda Gateaux w dowolnym punkcie jest postaci
h — (x,h)

jest klasy C1, czyli rézniczkowalny w sposéb ciagly. Wezmy dowolny ciag (x,) ¢ H

taki, ze x,, — x¢. Z nieré6wnosci Schwarza mamy skoro ||A] =1
[{xn —x0, ) < % — 20l 121 < llx, —x0ll — O.

Stad mamy, ze funkcjonal

1
x— 3 {x,x)
jest klasy C1.

Przyklad 2.4.10. Korzystajac z powyzszego przykladu tatwo znaleZzé pochodna
funkcjonalu

) =xIP

dla p = 2 okreSlonego na pewnej rzeczywistej przestrzeni Hilberta. Istotnie,

wystarczy f zapisaé nastepujaco:
f@)=(x,x)?

i skorzystac z reguly rézniczkowania zlozonego oraz przyktadu Mamy wtedy
dla dowolnych x,h € E

(k) = (e,x) 27 e, Y = 1P 2 B

7 powyzszej formuly jasno wynika, ze ciaglos¢ pochodnej jest oczywista.
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ROZDZIAL

Zasada Wariacyjna Ekelanda

Zasada wariacyjna Ekelanda jest jednym z kluczowych narzedzi wspélczesnego
rachunku wariacyjnego. Mozna w zasadzie powiedzie¢, iz jest on na niej
zbudowany. Samo sformutowanie jakkolwiek intuicyjnie oczywiste umiejscowione
jest w przestrzeni, w ktorej z zasady nie mozna rézniczkowac, a mianowicie
w przestrzeni metrycznej. Ma to glebsze znaczenie. Wiadomo, ze domknieta
kula w przestrzeni Banacha nie jest podprzestrzenia liniowa tej przestrzeni,
ale przestrzenia metryczng juz jest. A jak juz wiemy, argumentu mimimum
szukaliSmy najczesciej albo na kulach (zbiorach ograniczonych po prawdzie, ale

to na jedno wychodzi) albo na calej przestrzeni.

3.1. Podstawowe twierdzenie

Sformulowanie zasady wariacyjnej Ekelanda jest nastepujace:

Twierdzenie 3.1.1 (Zasada wariacyjna Ekelanda). Niech (X,d) bedzie zupetna,
przestrzeniq, metryczna. Zatézmy, ze f : X — Ru{+oo} jest funkcjonatem wtasciwym
potciagtym z dotu oraz ograniczonym od dotu. Niech € >0 i niech u. € X bedzie
elementem takim, ze

flue) = uig}f(f(u)+ €.

Wtedy dla dowolnego § > 0, istnieje y. taki, ze

(ED f(ye) = f(ue),
(E2) d(U5,y5) < 6>
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3. Zasada Wariacyjna Ekelanda

(E3) f(ye) < f(w)+ 5d(u,y,) dla wszystkich u € X takich, ze u # u..

Dowéd mozna znaleZzé w licznych monografiach i podrecznikach, np. Mawhina
[O] lub Yabriego [5]. Bezposrednie stosowanie powyzszej zasady moze byé
uciazliwe, ale mamy, w przypadku funkcjonalu rézniczkowalnego, a taki nas

interesuje, nastepujacy wniosek.

Wniosek 3.1.2. (Zasada wariacyjna Ekelanda dla funkcjonatu rézniczkowalnego).
Zatézmy, e funkcjonal f € CL(E,R) jest ograniczony z dotu. Wtedy dla dowolnego
e>0oraz u € E takiego, ze

fw)<inff(x)+¢

xeE

istnieje v € E taki, ze
(ER1) f(v) = f(u),
(ER2) |lu—vl < Ve,
(ER3) ||f' )| = Ve.
Dowod. W dowodzie wykorzystuje sie Zasade Wariacyjna Ekelenada
(twierdzenie 3.1.1) w sposéb nastepujacy. Ktadziemy 6 = /€. Stad od razu mamy,

ze istnieje v takie, ze warunki (ER1) oraz (ER2) sa spelnione. Z warunku (E3)

mamy korzystajac z r6zniczkowalnosci dla dowolnych w € E oraz ¢t >0

f)—f@+tw)

; <Velwl

Stad
~(f'),w)g. g = Velwl

oraz biorac —w zamiast w réwniez
!
(f' ), w)g. g = Vellwll.

Czyli
(F'@),0) g | < VETI.

Uwzgledniajac fakt, ze f' jest odwzorowaniem liniowym i ciaglym mamy

I @] <Ve. i

g S lswtllgl'<f’ (v),w>

E*E
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3. Zasada Wariacyjna Ekelanda

Uwaga 3.1.3. W powyzszym twierdzeniu o funkcji f wystarczy zalozyé, ze jest
rozniczkowalna w sensie Gdteaux (pochodna jest wtedy réwniez odwzorowaniem

liniowym i ciagtym) oraz péiciagta z dotu.

Uwaga 3.1.4. Powyzsze twierdzenie dostarcza informacji o zachowaniu sie
pochodnej funkcjonatu f na ciagu minimalizujacym.  Precyzyjniej méwiac
biorac dowolny ciag minimalizujacy (vy,) jesteSmy w stanie uzyskaé taki ciag
minimalizujacy (x,) dla f na D € E, ze (f(x,)) jest zbiezny do infyep f (x),
natomiast ciag (f'(xn)) jest zbiezny do 0. Ale to nie przesadza w zadnym razie

o0 zbieznosci ciagu (xp).
Niech nastepujacy przyklad postuzy jako swego rodzaju przestroga.

Przyklad 3.1.5. Dana jest funkcja
f (x) = exp(x),
wtedy (x,) = (—n) oraz
f(xn) = 0=inff (x) i f'(xn) — 0.

Przy tym nie istnieje punkt xg taki, ze infyeg £ (x) = f (x0).

3.2. Warunek Palais-Smale’a i Zasada Wariacyjna Ekelanda

Podane wyzej przyklady sugeruja, ze nie wszystkie ciagi minimalizujace sa
wygodne do przyblizania nimi minimum (nie wszystkie sa zbiezne, badZ bywa
tak, ze wszystkie sa rozbiezne jak dla funkcji x — exp(x)). Zatem sensownie
jest wyodrebni¢ klase funkcjonaléw, dla ktorych bedziemy wiedzieli, ze ciag
minimalizujacy (a dokladniej pewien jego odpowiednio wybrany podciag) jest
jednoczesnie ciagiem punktéw prawie krytycznych (czyli takich, ze f "(a0n) — 0).
Taki jest sens podanej ponizej definicji warunku Palais-Smale’a. Przypomnijmy,

ze E jest przestrzenia Banacha.
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3. Zasada Wariacyjna Ekelanda

Definicja 3.2.1. (Warunek Palais-Smale’a) Zatézmy, ze funkcjonat f : E — R jest
rézniczkowalny w sensie Gdteaux. Mowimy, ze funkcjonat f spetnia warunek
Palais-Smale’a jesli z kazdego ciagu (x,) takiego, ze

(PS1) (f(xy,)) jest ograniczony, oraz

(PS2) f'(xn) — 0

mozna wybraé podciag zbiezny.

W przypadku, gdy E = R* warunek (PS2) oznacza, iz wszystkie pochodne
czastkowe zbiegaja do 0, a gdy E jest nieskonczenie wymiarowsa przestrzenig

Banacha, oznacza on zbieznosé ciagu (f’(x,)) w przestrzeni sprzezonej E* (co

niekiedy sie zapisuje ||f’(xn)| g — 0).

dJesli funkcja (funkcjonat) spelnia warunek Palais-Smale’a to bedziemy czasem

pisaé, ze [ spelnia warunek (PS).

Przyklad 3.2.2. 1. Latwo sprawdzié, ze kazdy funkcjonat koercytywny okreslony
na przestrzeni skoriczenie wymiarowej spetnia warunek (PS). Istotnie, wybierzmy
dowolny ciag (x,) c R* taki, ze (f(x,)) R jest ograniczony. Zatem ciag (x,) jest
ograniczony. Istotnie, przypusémy przeciwnie. Wtedy ciag jego norm (||x,||) dazy
do +o00, natomiast ciag (f(x,)) jest ograniczony, co jest niemozliwe. Stad mozemy

wybrac¢ podciag zbiezny o zadanych wlasnosSciach.

2. Warunek (PS) nie jest spetniony dla funkcji f (x) = e* - por. Przyklad

Nalezy podkresli¢, iz w przestrzeniach nieskonczonego wymiaru funkcjonat
koercytywny nie musi spelnia¢ warunku Palais-Smale’a poza pewnymi

szczegblnymi sytuacjami.

Pozostaje powiazaé spelnianie przez funkcjonal warunku (PS) z istnieniem
minimum. Méwi o tym nastepujace twierdzenie w ktérym nie zadamy slabej
polciaglosci z dotu funkcjonalu f (o ktérej powiemy w podrozdziale [5.I) ale

w zamian zakladany jest warunek (PS).
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3. Zasada Wariacyjna Ekelanda

Twierdzenie 3.2.3 (Twierdzenie o istnieniu argumentu minimum). Za#ézmy, ze
f € CHE,R) spetnia warunek (PS) oraz ze funkcjonal f jest ograniczony z dotu.

Wtedy zadanie (P) posiada rozwiazanie, czyli istnieje xo, taki, ze

f (x0) = igf(x)'

1

Dowdd. Biorac ¢ := ;- oraz korzystajac z definicji kresu dolnego znajdujemy ciag

(x,) taki, ze 1
fxp)<inff(x)+— dlaneN.
xeE n

Korzystajac z Zasady Wariacyjnej Ekelanda (twierdzenie [3.1.1) istnieje ciag

(vy) taki, ze dla dowolnego n € N

f(Un) =< f(xn,)’

”vn _-xn” = \/%7
IFwn)] =/2.

inf (9= 0= 7@+

Dodatkowo

Na podstawie warunku (PS) ciag (v,) posiada podciag (vnk) zbiezny do pewnego X.

Zauwazmy, na koniec ze
f@ = Jim f(on,) = inf f (x). i

Zauwazmy, ze szczeg6lowa analiza powyzszego dowodu pozwala na ostabienie

zalozen dotyczacych regularnosci funkcjonalu f. Mamy nastepujacy:

Wniosek 3.2.4 (Istnienie argumentu minimum dla funkcjonatlu ograniczonego od
dotu i spelniajacego (PS)). Zatézmy, ze funkcjonatl [ : E — R jest rézniczkowalny
w sensie Gdateaux, jest potciagty z dotu oraz spetnia warunek (PS) oraz ze [ jest

ograniczony z dotu. Wtedy istnieje x, taki, ze
f(x0) = inf f (x).
xeE

Powiazawszy warunek (PS) z istnieniem argumentu minimum dla
funkcjonalu ograniczonego z dotlu, zbadamy teraz zwiazek warunku (PS) z jego

koercytywnoscia.
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Twierdzenie 3.2.5 (Zwiazek koercytywnos$ci i warunku (PS)). Zalézmy, ze
f € CHE,R) spetnia warunek (PS) oraz ze funkcjonal f jest ograniczony z dotu.
Woéwczas f jest koercytywny.

Dowéd. Przypus$émy przeciwnie. Zatem znajdziemy ciag (x,) taki, ze
l2n Il = 00, x|l =21 dla n €N

oraz
lim f(x,)=d€eR.
n—oo

Na podstawie Zasady Wariacyjnej Ekelanda (twierdzenie 3.1.1) zastosowanej
dla

1
en=d+——inff(x)
n xekE

mozemy wybrac ciag (v,) w taki sposéb, ze

”Un —Xn [ \/E
oraz
lopll = lxpll = llvy —x,ll =220 —n =n.
Ponadto, 1
inff(x)<fp)<inff(x)+—
xeE xeE n
i dodatkowo

I W) < Ve.

Skoro f spelnia warunek (PS), to (x,) ma podciag zbiezny, co jest niemozliwe. |

3.3. Lemat o przeleczy gorskiej

Twierdzenie o przeleczy goérskiej jest bardzo mocno eksploatowanym narzedziem
w toerii punktu krytycznego.  Udowodnienie tego twierdzenia przekracza
ramy niniejszego skryptu. Podanie licznych komentarzy koniecznych dla
doglebnego zrozumienia prezentowanego materialu ré6wniez jest tutaj niemozliwe.
Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do literatury: np. monografie Mawhina,

Yabriego moga stuzyé jako dobre wprowadzenia w tematyke.
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Twierdzenie 3.3.1 (O przeleczy gérskiej). Zalézmy, ze J € CL(E,R) spetnia
warunek Palais-Smale’a. Przypusémy ponadto, ze

1. J(0)=0;

2. istnieja, state p > 01 a > 0 takie, ze
Ju)za

dla u € E spetniajacych ||u| = p;

3. istnieje element u1 w E taki, ze

luill = p, J(u1) < a.

Wéwczas J osiaga wartosé krytyczna ¢ = a. Co wiecej, ¢ mozna scharakteryzowadé
poprzez

inf max J(u),
g€l'ueg((0,1)

gdzie
I'={geC(0,1,E):g(0)=0, g(1) = ui}.

Lemat o przeleczy goérskiej jest r6wniez wynikiem dotyczacym rozwiazalnosci
réwnania J'(x) = 0. Skoro warto$é krytyczna ¢ > 0 oraz J(0) = 0, to od razu

widzimy, ze rozwiazanie zerowe, czyli trywialne, jest wykluczone.

W przypadku przestrzeni skonczenie wymiarowej jak pamietamy spelanianie
warunku Palais—Smale’a jest zagwarantowane jesli funkcjonal jest koercytywny.

Stad mamy wniosek

Wniosek 3.3.2. Zalszmy, ze J € CLR",R) jest korecytywny. Spetnione sq warunki
1.-3. z twierdzenia[3.3.1}, Wowczas J osiaga wartosé krytyczna, ¢ = a. Co wiecej, ¢

mozna scharakteryzowadé poprzez

inf max J(u).
g€l'ueg([0,11)
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Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia o przeleczy gorskiej jest twierdzenie
o trzech punktach krytycznych, ktére dla funkcji jednej zmiennej jest dosé
intuicyjne. A mianowicie: zalozmy, ze f : R — R jest klasy C' i ma dwa rézne
$cisle minima lokalne osiagane w punktach x; # xo takich, ze f(x1) < f(x2) = 0.
Wtedy ma réwniez punkt maksimum lokalnego x3, dla ktérego f (x3) > 0. Latwo to
wykazaé, przy zalozeniu, ze f (x1) = f (x2) = 0 biorac przedzial [x1,x2]. Skoro oba
minima sa $ciste, to istnieja punkty w przedziale (x1,x2), w ktérych funkcja jest
dodatnia. A poniewaz osiaga na [x1,x2] kres gérny, to musi by¢ on dodatni, czyli

osiagniety w x3 € (x1,x2). Z reguly Fermata wynika, ze f’(x3) =0 oraz f (x3) > 0.

Mamy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.3.3 (Pucci-Serrin). Niech E bedzie przestrzenia Banacha oraz
niech J : E — R funkcjonatem klasy Cl spetniajacym warunek Palais-Smale
i takim, ze O jest argumentem Scistego minimum lokalnego. Jezeli istnieje e # Og
taki, ze J(e) < J(0g), to istnieje réwniez punkt krytyczny x nie bedacy argumentem

minimum lokalnego i taki, ze J(x) > J(0g).

3.4. Zastosowanie do odwracalnosci odwzorowan

Lemat o przeleczy gorskiej moze byé wykorzystany do badania globalnej
odwracalnosci odwzorowan, tzn. majac odwzorowanie odwracalne lokalnie
(np. spelniajace zalozenia twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie) uzyskujemy,
iz odwzorowanie to jest odwracalne globalnie. Dokladniej rzecz ujmiemy
wprowadzajac potrzebne definicje. Zanim je podamy rozwazymy dokladniej
odwracalno$é funkcji f : R — R klasy C! takiej, ze f'(x) # 0 dla wszystkich x € R.
Wiemy wtedy, ze f jest funkcja Scisle monotoniczna (skoro f’ jest ciagle i nie jest
zerem, to ma staly znak, czyli jest Sci§le monotoniczne). Zatem f jest odwracalane
oraz f1: f(R) — R, co wiemy z klasycznych twierdzen, jest réwniez klasy C1.
Chcielibysmy, aby f (R) = R. Jednak moze sie zdarzy¢ iz f1 (R) C R jak na przyklad
dla funkeji fi(x) = arctgx. Z kolei dla funkcji f2(x) = x3 + x mamy fa(R) = R.
Poniewaz obie te funkcje spelniaja warunek fi’ (x)#0,1=1,2, dla wszystkich x € R,

musi by¢ jaka$ inna wlasnos$¢, ktérej nie dziela. Istotnie, mamy bowiem, ze x —
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% If1 (x0)|% nie jest koercytywna na R, a funkcja x — % |f2 ()2 koercytywna na R jest.
Czemu akurat x — % Ifi (x)l2 skoro te same wlasno$ci maja x — % Ifi()|dlai=1,2?
Odpowiedz jest prosta: funkcja — %I fi ()| dla i = 1,2, nie jest rézniczkowalna.
A roézniczkowalno$é dla badanych przez nas metod jest nieodzowna. W jaki
spos6b wykorzystuje sie te wlasno§¢ w tym przypadku? Mamy prosty rezultat,
ktory udowodnimy pozornie skomplikowana metoda, majaca jednak te zalete, ze

z latwoscia przeniesie sie na przypadek nieskonczenie wymiarowy.

Stwierdzenie 3.4.1. Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C! taka, ze f'(x) #0 dia
wszystkich x € R oraz taka, zZe funkcja x — % If (x)I? jest koercytywna na R. Wtedy
1R — R jest réwniez klasy Cl oraz f(R) =R (czyli f jest globalnie odwracalna).

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze f(R) = R. WeZmy dowolne y € R. Skoro x —

% If ()2 Jest koercytywna na R, to rowniez g :R— R

_l _ 2_} RV
g(x)—zlf(x) vl —2(f(x) ¥)

jest koercytywna dla dowolnego y € R. Zatem posiada argument minimum,
ktéry oznaczamy przez xo. Korzystajac z Reguly Fermata (twierdzenie 2.3.8.)

widzimy, ze x( spelnia nastepujaca relacje
(f (x0)— ) f'(x0)=0.

A skoro f'(x0)#0, to f (x0) = y.

Wykazemy teraz, ze argument minimum jest dokladnie jeden (nie korzystajac
z wypuklosci). Przypusémy, ze dla pewnego y € R sa dwa rézne argumenty
minimum x; # xo. Wtedy g(x1) = g(x2) = 0, ale oczywiscie funkcja g nie jest stale
réwna zeru na odcinku [x1,x2], a zatem ma we wnetrzu tego przedzialu argument
maksimum v taki, ze g(v) > 0. Ponadto, g’'(v) = 0, czyli zgodnie z poprzednia
czeScig dowodu f (v)—y = 0. Ale to oznacza, ze g(v) =0 i otrzymana sprzeczno$¢

konczy dowdd. i

Przeniesienie powyzej podanej argumentacji na przypadek juz nawet

przestrzeni skonczenie wymiarowej o wymiarze wiekszym niz 1 jest klopotliwe.
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O ile pierwsza cze$¢ argumentacji przepisze sie dostownie, to druga cze$é¢ nie
bedzie mogta by¢ zastosowana. Wydaje sie wiec, ze trzeba tu bedzie w inny sposéb
uzyskaé punkt krytyczny. Twierdzenie wydaje sie by¢ dobrym narzedziem
do rozwigzania tego problemu. Inne trudno$ci pojawiaja sie w przestrzeni
nieskonczonego wymiaru. Wtedy bowiem koercytywno$¢ nie wystarcza aby
zagwarantowa¢ istnienie argumentu minimum przy braku stabej pélciaglosci z
dolu. Przypominajac Zasade Wariacyjna Ekelanda widzimy, ze jej zastosowanie
przy warunku Palais-Smale’a pozwoli nam zachowaé argumentacje dowodu.
Mamy zatem naszkicowang droge postepowania. Mozemy wiec przejsé do podania

potrzebnych definicji i wynikéw pomocniczych.

Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha. Odwzorowanie f : X — Y klasy C!
nazywamy dyfeomorfizmem, jezeli jest bijekcja (tj. iniekcja czyli odwzorowaniem
réznowartosciowym oraz suriekcja, czyli odwzorowaniem ,na”) oraz odwzorowanie
odwrotne f1 :Y — X jest réwniez klasy C!. Kazdy dyfeomorfizm jest
homeomorfizmem (czyli takim ciaglym odwzorowaniem, ktérego odwrotne tez jest
ciagle). Z Twierdzenia o funkcji odwrotnej wiadomo, ze odwzorowanie [ : X — Y
takie, ze dla kazdego x € X pochodna (czyli odwzorowanie liniowe i ciagle) jest
odwzorowaniem ’'na’ tzn. f'(x)X =Y oraz odwracalnym, tzn. istnieje stata a, >0
taka, ze

| £ )| = ax Al dla wszystkich A € X

jest lokalnym dyfeomorfizmem klasy C!. Jesli f'(x) spelnia dwa powyzsze
warunki, to piszemy f'(x) € Isom(X,Y). Oznacza to, ze dla kazdego x € X istnieje
otoczenie U otwarte w X i takie, ze zbior f(U) jest otwarty w Y oraz f |U U —
f(U) jest dyfeomorfizmem. Kazdy dyfeomorfizm globalny definiuje dyfeomorfizm
lokalny. Stad celem naszym bedzie podanie takich zalozen przy ktérych kazdy
dyfeomorfizm lokalny staje sie globalnym.

Twierdzenie 3.4.2 (O globalnym dyfeomorfizmie). Niech X, Y beda
przestrzeniami Banacha. Zalézmy, ze [ : X — Y jest odwzorowaniem klasy

CL, n:Y — R, jest funkcjonatem klasy C' oraz spetnione sq nastepujace warunki

(al) (n(x)=0<=x=0) oraz (n'(x) =0 <= x=0);
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(a2) dla kazdego y €Y funkcjonat ¢ : X — R dany wzorem
@) =n(fx)-y)

spetnia warunek Palais-Smale’a;
(@3) f'(x) € Isom(X,Y) dla kazdego x€ X .

Wéwczas f jest dyfeomorfizmem.

Dowéd. Z warunku (a3) wynika, ze f definiuje lokalny dyfeomorfizm. Pokazemy,

iz jest on globalny, czyli, ze f jest suriekcja oraz iniekcja.

Ustalmy y € Y. Z reguly rézniczkowania zltozonego (twierdzenie [2.4.3) mamy,
ze ¢ jest odwzorowaniem klasy C! jako zlozenie dwéch odzworowan tej klasy.

Pochodna ¢ wyraza sie dla kazdego x € X nastepujacym wzorem
@' @)=1'(f(x)—y)of'(x)=0.

Z zalozenia ¢ jest ograniczone od dolu oraz spelnia warunek Palais-Smale’a.
Zatem z twierdzenia istnieje argument minimum x. Korzystajac ze wzoru

na pochodng ¢ oraz z Reguly Fermata (twierdzenie [2.3.7) mamy
@@ =0 (f@-yeof®=0.
Z warunku (a3) wiemy, ze f'(x) jest odwracalne. Zatem
n'(f@-y=0

Z warunku (al) wynika, ze
fx)-y=0.

Stad f jest suriekcja.

Wykazemy teraz, ze f jest iniekcja przpuszczajac, ze dla pewnego a € Y istniejag
X1 oraz xg, X1 # X2, X1, x2 € X, takie, ze f(x1) = f (x2). Zastosujemy twierdzenie
Zdefiniujmy funkcjonal v : X — R wzorem

w(x)=n(f (x+x2)— f (x2))
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Polézmy e = x1 —x2. Wtedy ¥ (0) = w(e) = 0. Ponadto, Og jest argumentem Scistego
minium lokalnego. Gdyby tak nie bylo mielibySmy sprzecznos¢ z zalozeniem, ze f
jest lokalnie odwaracalny (musi wiec istnie¢ otoczenie Ox na ktérym x — f (x + xg)
jest odwracalna). Zatem na podstawie twierdzenia funkcjonal ¢ posiada
punkt krytyczny v taki, ze w(v) > 0 oraz v # 0, v # e. Skoro v jest punktem
krytycznym, to

Y')=0'(f (v +x2)— f (x1)) o f'(v+x2) = 0.

Znéw skoro odwzorowanie f'(v + x2) jest odwracalne widzimy, ze n'(f (v+x2) —
f(x1)) = 0. Zatem f(v+x2)—f(x1) =0. A to oznacza iz ¥ (v) = 0, czyli mamy

sprzecznosc. i

3.5. Zastosowanie twierdzenia o globalnym dyfeomorfizmie
Rozwazymy przyklad odwzorowania danego wzorem f, : R — R?
fa(, ) = (x+ax,x® +y)

dla dowolnego a € (—1,1). Stosowanie twiedzenia o globalnym dyfeomofizmie moze
by¢ w tym przypadku nieco klopotliwe. Ale jesli weZzmiemy pod uwage fakt, iz
w przestrzeni skonczenie wymiarowej funkcjonal koercytywny spelnia warunek
Palais-Smale oraz, ze f'(x) € Isom (R"”,R") wtedy i tylko wtedy, gdy det f'(x) # 0, to

mamy

Twierdzenie 3.5.1 (Hadamarda). Zatézmy, ze f : R* — R" jest odwzorowaniem

klasy C1 takim, ze
(i) det f'(x) # 0 dla dowolnego x € R",
(ii) |If (%)l — oo jezeli | x|l — oo.

Wtedy f jest dyfeomorfizmem.

Aby zastosowacé powyzsze twierdzenie wykazemy:

e dlakazdego a € (—1,1) i dowolnego (x, y) € R? macierz ze f'(x) jest nieosobliwa
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* |fo e,y — oo gdy lI(x, y)II — oo.

Zauwazmy, ze

flx) =

l1+a O
3x2 1|

skad od razu widzimy, ze f'(x) jest nieosobliwa. Pozostaje wykazaé, ze f, jest
koercytywna wzgledem dowolnej normy (gdyz wszystkie normy w przestrzeni

skonczonego wymiaru sa réwnowazne).

Zbadamy koercytywnosé¢ funkeji £, wzgledem normy I! na R?. Dla dowolnego

a €(—1,1) oznaczmy
ug (,) = I fa ()1 = lx +ax| + x> +y)|, (x,y) e RZ.

Zauwazmy, ze
uq (x,y) = x| —lal - lx| + |23 + y)| =
3.1)
(1 -lal) (1xl + |23+ »)|) = A = la) uo (x, )

Rozwazmy teraz zbiory:

B1={(x,y)eR*:x20,y>0},

By ={(x,y)eR*:x <0,y <0},

B3 ={(x,y) eR*:x 20,y <0},
By={(x,y)eR?:x<0,y>0},
B31={x,y)eR*:x> -y =0,x>1},
B32={(x,y)€[R2:15xS—€’/§},

Bsz={(x,y)eR*:0<x<1}.
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Zauwazmy, ze

B3 cB31 UB33 UB33
oraz

4
UBi =R2.
i=1

Wykazemy, ze dla dowolnie ustalonego a € (—1,1) funkcja f, spelnia na kazdym ze
zbioréw B;, i =1,2,3,4 oraz Bs;, i = 1,2,3 takie oszcowania, ktére prowadza do jej

koercytywnosci.
Jesdli (x,y) € By to
uo(x,y):x+x3+y >x+y=|x|+l|yl.

Zauwazmy ponadto,
Ug (=2, —Y) =U_q(x,y) (3.2)

i stad
ug(x,y)=(1—laDuo(x,y) =1 —lal)(xl+ [y

dla kazdego (x,y) € B1 UBa.
Jesli (x,y) € Bs1 to

3 1 1
ug(x,y)=x+x +y2x=§|x|+§|x|

1,1 1
E §|x|+§\3/|y|2 5\3/|x|+|y|

Dla (x,y) € B3g rozwazmy funkcje ¢(t) = t — 3, t € [1,00). Zauwazmy, ze funkcja ¢
jest niemalejaca oraz
Pz (-¥y)=-¥y+y.
Woéwczas
uo(,y)=x—x" -y =@ -y=-Yy+y-y
1, 1, 11, 1,
== + = = — x|+ = > = +

2 |yl 2 lyl 2 || 2 lyl 3V | + |yl

Jesli (x,y) € Bgg mamy

wo(x,y) = x| + [yl = |23 = x| + |y] - 1
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Skoro ug jest koercytywna na B3;,B32.Bss to f, jest koercytywna na Bs. Z waunku

(3.1) oraz koercytywnosci f, na Bs wynika koercytywnos¢ f, na By.

Podsumowujac, pokazaliSmy, ze f, dla dowolnego a € (-1,1) jest

dyfeomorfizmem.

3.6. Zastosowania w réwnaniach algebraicznych

Podamy =zastosowania twierdzenia do (jednoznacznej) rozwiazalnosci
réwnan typu
Ax=F(x), (3.3)

gdzie A jest pewna macierza (niekoniecznie symetryczna) wymiaru n x n oraz F :
R" — R" jest odwzorowaniem klasy C!. Bedziemy musieli przyja¢ pewne zalozenia
dotyczace odzworowania F oraz macierzy A. Zalozenia te pozwola nam zastosowac

wprowadzone wczesniej narzedzie teoretyczne.

Oznaczmy przez A* macierz transponowang do macierzy A. Wtedy macierz
A*A jest dodatnio pélokreslona. Jesli jednak A jest macierza nieosobliwa, to
macierz A*A jest dodatnio okreslona, czyli ma n réznych dodatnich wartosci

wlasnych, ktére mozemy uporzadkowaé nastepujaco:
O<Ai<---<A,.
Po tych przygotowaniach mozemy juz podac nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.6.1. Zalézmy, ze macierz A jest nieosobliwa, F : R* — R" jest

odwzorowaniem klasy C L oraz, ze spetnione sa, nastepujace warunki:
(1). istnieje stata 0 < a < /A1 taka, ze |F (x)|| < a x| dla x € R™,
(ii). det (A —F'(x)) #0dla x e R".

Woéweczas réwnanie (3.3) posiada doktadnie jedno rozwiazanie.

Dowéd. Musimy uzasadnié, iz spelnione sa zalozenia twierdzenia [3.5.1
Definiujemy ¢ : R® — R nastepujacym wzorem ¢ (x) = Ax — F (x). Skoro zachodzi,
ze det(¢'(x)) # 0 dla x € R", wystarczy pokaza¢, ze x — ||(p(x)|| jest koercytywny,
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skad otrzymamy od razu, iz x — ||qo(x)”2 jest koercytywny. Zauwazmy, ze dla

dowolnego x € R” zachodzi:
lo@)| =1Ax—F ()] = |Ax] - | F (x)I
> V(A7 Az, %) - allxl = (VA1 -a Il
Stad na podstawie twierdzenia otrzymujemy teze. |

Mozemy podaé¢ swego rodzaju analogon powyzszego twierdzenia w nastepujacy

sposéb:

Twierdzenie 3.6.2. Zalézmy, ze macierz A jest nieosobliwa, F : R" — R" jest

odwzorowaniem klasy C L oraz, ze spetnione sa, nastepujace warunki:
(i). istnieje stata b > \/ AN taka, ze |F (x)|| = b | x|l dla x € R,
(ii). det(A—F'(x)) #0 dla x e R".

Woéwczas réwnanie (3.3) posiada doktadnie jedno rozwiazanie.

Dowéd. Definiujemy ¢ : R® — R" nastepujacym wzorem ¢(x) = F(x)— Ax.
Zauwazmy, ze dla dowolnego x € R” zachodzi:

@) = I1F (x) - Axll = |F ()] - | Ax]|
> bllxl - (A Ax,2) = (b— /2w ]
Stad na podstawie twierdzenia m otrzymujemy teze. |

Podamy na koniec przyklad macierzy i odwzorowania F, ktére spelniaja

powyzej sformutowane zalozenia.

Przyklad 3.6.3. Rozwazmy macierz

A=

4 -3
oraz funkcje F': R?2 — R2 dang wzorem

F(x,y)= (x3+y,4x+y+y3)
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Przestrzen R2 rozwazamy z norma euklidesowa

llGe, Il = /%2 + ¥2.
1
I, )l < 23 {/x8 + 6

Przypomnijmy, ze

Skoro
F(x,y) = (x3,5%) +(0,4%) + (3,9),
to mamy
IF @, )l = || (3, 5%) | = 100, 42) 1 = 1y, p)1l = /6 + 36 —4- x| = V21|
1 1
= I, I — 4 (x| + 1)) = 5 e, 12— 4V2 I (x, )l
Pol6zmy
@(x,y) =F(x,y) - Alx,y), (x,y)eR>
Stad

e, 9| = 1F (x, 91 - 1A, )l

1
> 1Ge, I = 4v/211Ce, )1 = AT e, )
1 2
= Il 5 1) - (4V2+ 141 )|
Czyli funkcjonat (x,y) — ||(p(x, y)|| jest korecytywny.

Od razu widaé, ze

3x2+1 0
F'(x,y)=
(x.9) 4 3y2+1
dla (x,y) € R2. Ponadto,
3x2+2 0
Fly)-A=| " 2 |-
0 3y2+3

Stad od razu wynika, ze
det (F'(x,y)—A)>0.
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ROZDZIAL

Jeszcze o wypulosci i pojeciach

zwigzanych

4.1. Wypuklo$é a argumenty minimum

Interpretacja graficzna funkcji wypuklych na prostej naprowadza nas na definicje

nadwykresu funkgcji f : E — R, ktérym nazywamy zbiér

Epi(f)={(x,a@) e E xR: f(x) < a}.

Nadwykres dla funkcji wypuklych na prostej jest zbiorem wypuklym - tyle
przynajmniej sugeruja szkicowe ilustracje. Mamy nastepujace, intuicyjnie

oczywiste, twierdzenie

Twierdzenie 4.1.1. Funkcjonat f : E — R jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy
Jjego nadwykres jest wypukty.

Dowéd. Wykazemy najpierw, ze jesli f jest wypukly to Epi(f) c E x R wypukty.
Niech
(x; ax)’(y’ ay) € Epl(f)

oraz a €[0,1]. Mamy
aax+(1-a)ayzaf(x)+1-a)f(y) = flax+(1-a)y)
Zatem Epi(f) jest wypukly.
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Niech x,y € E, oraz wezmy « € [0,1]. Wtedy pary (x, f(x)),(y,f(¥)) € Epi(f).
Z wypuktosci Epi(f) mamy

(ax+(1-a)y,af (x)+(1-a)f(y) e Epi(f)

czyli
af(@)+1-a)f(y)=flax+(1-a)y). |

Podstawowe wlasnosci funkcjonalow wypuklych (wykorzystywane przez nas

dalej) sa nastepujace

Twierdzenie 4.1.2 (Kryteria wypuklosci). Rozwazmy funkcjonat f : E — R.
Wéwczas
1. jesli f jest wypukty to

VaeR [ jest wypukly

2. Jesli f € CHE,R), to f jest wypukly wiedy i tylko wtedy gdy

VupeE  f)-f®)z(f ©),@-v)

E*E

Dowéd. Ad. 1. Niech x,y € f% oraz niech A1 €[0,1]. Wtedy
fAx+A-Vy) <= Af()+A-VDf () <la+(1-Va=a.
Czyli f¢ jest wypukly (zbiér @ jest wypukly z definicji).
Ad. 2. Niech f bedzie wypukly. Niech x,y € E oraz niech A € (0,1]. Mamy
fUA=-Dx+Ay) <X =-Df @)+ Af(y)

Stad
FU(1=Mx+Ay) < F)+ Mf(y) - f(x))

HADN @ ) - fia),
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Uwzgledniajac zwiazek pochodnej z pochodna kierunkowa mamy

f(1-Dx+Ay)—f(x)
A

(F'C0,(y =) p = lim, <f@)-f@

Odwrotnie, niech x,y € E oraz A €[0,1]. Dla par
(x, Ax + (1= D)y, (y,Ax + (1 - A)y)
mamy

@) = A+ 1=y = (f'Ax+ (L= A)y), ¢~ dx— (L= Dp)pe

@~ FAx+1=Dy) = (f'Ax+ 1= Dy),(y = A~ 1= g-
Stad
fERO=fAx+A-DY)+A-Df Ax+A-A)y)o(x—y) /-A

fN=fAx+ Q-+ A" Ax+ 1 -V)y)o(y—x) /-(1-1)

Dodajac stronami otrzymujemy
Af@)+A-VDf(y) = fAx+ (1 -)y). |

Uwaga 4.1.3. Wypuktosé zbioru f% nie gwarantuje wypuktosci funkcjonatu f.
Jako przyktad niech postuzy niewypukta funkcja f (x) = x°.

Twierdzenie 4.1.4 (Wypuklo$¢ a argumenty minimum). Niech J : E — R bedzie
funkcjonatem wypuktym. Wtedy zachodza nastepujace wtasnosci

1. kazdy punkt krytyczny (o ile funkcjonat jest rézniczkowalny co najmniej w sensie

Gateaux), czyli kazde rozwiazanie réwnania
flx)=0

jest argumentem minimum funkcjonatu f;
2. zbidr argumentéw minimum jest wypukty;
3. jesli f jest Scisle wypukty, to argument minimum jest co najwyzej jeden;

4. kazdy argument minimum lokalnego jest argumentem minimum globalnego;
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Dowéd.
1. Korzystajac z wypukloséci f dla dowolnego u = x € E oraz v = x bedacego

punktem krytycznym, mamy
F@) 2 f@+ ('@, &5 = [ @

Czyli x jest argumentem minimum globalnego.

2. Wybierzmy dwa argumenty minimum, oznaczmy je przez xi,x2 € E oraz
niech A €[0,1]. Dla A =0 oraz A = 1 rozumowanie jest oczywiste. Dla pozostalych

A mamy
Ij{leiélf(x) < fAxp+ (1= MVxg) = Af(x1) + (1= A)f (x2) = Iﬁ%lf(x)

Czyli kombinacja wpukla Ax; + (1 — A)x9 jest argumentem minimum dla kazdego

A €[0,1]. Zatem zbiér argument6w minimum jest wypukly.

3. Niech A € (0,1) bedzie dowolna, a f niech bedzie $cisle wypukly. Przypusémy
nie wprost, ze mozemy wybra¢ dwa argumenty minimum x1,x9 € E rézne od siebie.

Zatem:
min f(x) < f(Ax1 + (1 - Dxg) < Af (x1) + (1 = A)f (x2) = min f(x)
xeE xeE
Czyli otrzymaliSmy sprzecznosé.

4. Niech x bedzie argumentem minimum lokalnego, zatem bedzie to argument

minimum (globalnego) w pewnej kuli domknietej B(x,r), tzn.
fx)=fx) dlaxeB(x,r)

Wezmy dowolny x € E\ B(x,r). Pol6zmy

r

llc —xIl

Zauwazmy, ze punkt Ax + (1 — 1)x nalezy do kuli B(x,r). Istotnie,

— — — r —
Mx+A-VDx-x =1 x-2) = ——-lx—xll=r.
llx -l
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Oczywistym jest, iz mimimum na pewnej kuli jest niewigksze niz minimum
globalne (o ile ono istnieje - musimy pamietaé, ze nie mamy zagwarantowanego
istnienia argumentu minimum globalnego). Zauwazmy, ze dla dowolnego x € E

i dowolnego A € (0,1) zachodzi

f@) = fAx+1-D)x) < Af () + (1 - Df (x).

Stad
Af(x) = Af(x)
a zatem
f@<fx)
Czyli x jest argumentem minimum globalnego. |

Uwaga 4.1.5. Jesli f jest rézniczkowalny w sensie Gateaux, wypukiy oraz f'(x) #0,

Vx € E, to f nie posiada argumentu minimum.

Zauwazmy na koniec, ze wypuklo$§¢ funkcjonalu f nie jest warunkiem
wystarczajacym istnienia rozwigzania réwnania f'(x) = 0, gdyz méwi jedynie,
ze kazdy punkt krytyczny jest argumentem minimum. Sa bowiem funkcjonaly
wypukle, jak np. f(x) = e*, ktére nie maja argumentéw minimum. Stad waga
powyzszego twierdzenia nie jest az tak duza jakbySmy sie mogli spodziewac.
W zasadzie dostarcza ono informacji odwrotnej od tej, ktérej poszukujemy. My
koncetrujemy si¢ na poszukiwaniu rozwigzania réwnania f'(x) = 0 szukajac
argumentu minimum. Powyzsze twierdzenie méwi zas$, iz dla funkcji wypuklej
kazde rozwiazanie réwnania f'(x) = 0 jest argumentem minimum wypuklego

funkcjonahu f.

Przejdziemy na koniec do ciagloSci funkcji wypuklej. Tutaj okazuje sie,
ze wlasno$¢ geometryczna (wypuklo§é) ma bardzo silny zwiazek z wlasnoscia

topologiczna (ciaglosc).

Twierdzenie 4.1.6. Niech C c E bedzie otwartym wypuktym podzbiorem E. Niech
f : C — R bedzie funkcjonalem wypuklym, ograniczonym w pewnym otoczeniu

punktu xg € C. Wtedy f jest ciagty na C.
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Uwaga 4.1.7. Z dowodu, ktéry mozemy znaleZé np. w monografii Jahna [4],

wynika, ze f jest funkcjonatem lokalnie lipschitzowskim.

Podsumujemy na koniec zwiazki pélciaglosci z dotu z domknietoscia zbioréw

poziomicowych oraz nadwykresu.

Twierdzenie 4.1.8 (Pélciaglosé z dotu a nadwykres). Niech [ :D — R, gdzie D € E

Jjest domkniety. Wtedy nastepujace warunki sa réwnowazne
1. f jest péitciagly z dotu na D,
2. nadwykres Epi(f) jest domkniety,

3. zbiory f% sa domkniete dla wszystkich a € R.

Dowodd. WykazaliSmy juz, ze f jest péiciagly z dotu na D wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiory [* sa domkniete dla wszystkich a € R. Wystarczy wiec wykazaé iz warunki
1. i 2. sa rownowazne. Wezmy ciag (x,,a,) € Epi(f) zbiezny do pewnego (xg, ao),
czyli x, — x¢ oraz a, — ag. Skoro @, — ap, to dla dowolnego £ > 0 mamy dla
dostatecznie duzych n, ze

fap)<a,<ap+e¢

Skoro f jest potciagly z dotu mamy
f (x0) <liminff (x,) < ag+e¢.
n—oo

Zatem

fxo)<ap+e
dla dowolnego € > 0, czyli f (x¢) < ag oraz (xg,a0) € Epi(f). Zatem Epi(f) jest
domkniety.

Zalézmy, ze Epi(f) jest domkniety. Ustalmy a € R, takie, ze f* jest niepusty.
Wtedy f x {a} jest domkniety, a zatem f* jest domkniety. A stad f jest pélciagly
z dotu. |
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4.2. Wariacja drugiego rzedu i istnienie argumentu

minimum

Wiadomo z klasycznego kursu analizy, ze jezeli funkcja f : R — R jest wszedzie
rézniczkowalna, to jest sensowne definiowac jej druga pochoda, czyli pochodna
pierwszej pochodnej. W przypadku odwzorowan pomiedzy przestrzeniami
Banacha rzecz sie nieco komplikuje. Pochodna jest wtedy operatorem liniowym
i ciaglym, natomiast druga pochodna staje sie operatorem dwuliniowym a jej
wyznaczanie moze by¢ juz nieco bardziej skomplikowane. Z pomoca przyjdzie nam
jednak powrét do pojecia pierwszej wariacji w sensie Lagrange’a i zebranie tych jej
wlasnosci, ktére mozemy wykorzystaé do badania istnienia argumentu minimum
funkcjonalu. Przypomnijmy, ze istnienie wariacji Giteaux w punkcie x oznacza, iz
funkcja g : R — R dana wzorem g(¢) = f(x +th), gdzie h € E, jest r6zniczkowalna
w to = 0. Rownowaznie wiec mozemy zdefiniowaé pierwsza wariacje w sensie

Géateaux nastepujaco (od razu definiujac wariacje dowolnego rzedu):

Definicja 4.2.1. Niech xg € E, U (x() niech bedzie otoczeniem otwartym punktu x,
[ :U (x9) — R niech bedzie funkcjonalem, h € E. Potézmy funkcje g : R — R wzorem
g(@®) = f(xo+th). Funkcjonat f posiada n—taq wariacje w sensie Lagrange’a,
w kierunku h oznaczana ™ (xo;h), jesli funkcja g jest n—krotnie rézniczkowalna
w to =0. Jezeli funkcjonat f posiada n—ta wariacje w sensie Lagrange’a w kazdym

kierunku h, to méwimy, ze f posiada n—ta wariacje Gateaux.

Przyklad 4.2.2. Niech H bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta.
W przykladzie wyznaczyliSmy pochodna Gateaux funkcjonatu x — (x,hg),
gdzie (,-) oznacza iloczyn skalarny w H oraz h jest ustalony oraz x — %(x,x).
Stad dla funkcjonatu f(x) = & (x,x) widzimy, ze f® (xo;h) = (h,h) dla dowolnych
x0,h € E oraz f™ (xg;h)=0dlan=3.

Zajmiemy sie¢ teraz warunkiem wystarczajacym istnienia argumentu

minimum przy wykorzystaniu wariacji drugiego rzedu.
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Twierdzenie 4.2.3. Niech xg € E, U (xo) niech bedzie otoczeniem otwartym punktu
x0, f :U(xog) — R niech bedzie funkcjonalem. Zatozmy, ze [ posiada wariacje
Gdteaux drugiego rzedu w na U (xg) oraz f'(xo;h) = 0 dla dowolnego h € E.

Zatozmy ponadto, zZe istnieje stata ¢ > 0 taka, ze
FP(x0;h) = c|lh||? dla dowolnego h € E
oraz, ze dla dowolnego € > 0 istnieje 1(¢) takie, ze
F® xo;h) ~ fP (s h)| < e lIAl?

dla dowolnych x,h € E takich, ze |lx—xol < n(e). Wowczas xg jest argumentem

minimum lokalnego funkcjonatu f na U (xg).

Dowéd. Zastosujemy wzér Taylora do funkcji pomoczniej g. Skoro g'(0) =

f/(xo;h) =0, to mamy

1
fxo+h)—f(xo)=g(1)-g(0)= §f(2)(x0 +0h;h)

dla wszystkich & € E, gdzie 0 <60 < 1. Niech ¢ = § i dobierzmy 7(¢) w taki sposéb,
ze
F® o+ 0h; )= £ (xosh)| = 2 112

dlaflz|l < n(e). Zauwazmy, ze

1 @ 1 @ 1 @ 1 @

§f (xo +0h;h) = éf (x03h) + Ef (xo +0h;h)— Ef (x03h).
Stad dla tak wybranych 2z mamy

1 1 1
fo+h)=f(xo)= - f@(xo+0hsh) = 5 (c - 50) I1A12.
Czyli xg jest argumentem minimum lokanego. |

Twierdzenie 4.2.4 (Warunek wystarczajacy wypuklosci drugiego rzedu).
Zatézmy, ze C c E jest otwarty i wypukty, f : C — R posiada na C druga wariacje
oraz dla dowolnych u € C, h € E zachodzi

F@ ;)= 0.
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Woéwczas funkcjonat f jest wypukty na C. Jezeli
f @ (u;h)>0
dla h #0, to f jest $cisle wypukty.

Korzystajac z twierdzenia mozna z latwosécia wykazaé wypukloéé
funkcjonatu badanego w przykladzie [2.3.2]

Przyklad 4.2.5. Niech H bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta. WeZmy

funkcjonal f : H — R dany wzorem

fx)= %<x,x> = % ).

Niech x € H bedzie dowolnie ustalonym punktem. Ustalmy kierunek A € H.

Tworzymy funkcje pomocnicza g : R — R dana wzorem
1.2 Lo
gW)=f(x+th)= 3 llxll +t<x,h)+§t IAl%.
Funkcja g jest klasy C2 na R oraz
" 9
g B =<h,h)=1hrI",

stad
g0 =F"h)=1hI12=0

and f(Z) (x;h) >0 for h #0. Woéwczas [ jest Scisle wypukly.
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ROZDZIAL

Twierdzenie  Weierstrassa w
przestrzeniach nieskonczenie

wymiarowych

W przypadku przestrzeni nieskonczenie wymiarowej mozna sformutowac

(i w standardowy sposéb udowodnié) klasyczne Twierdzenie Weierstrassa:

Zatozmy f : E — R jest funkcjonatem ciagltym, natomiast D < E jest pewnym

podzbiorem zwartym. Wtedy istnieje x € D, taki, ze
fx)=f(x)dlaxeD.

Twierdzenie to nie jest jednak dla nas atrakcyjne, poniewaz zbiory zwarte maja
w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych puste wnetrza. Nalezy wiec ostabié
topologie przestrzeni E w taki sposéb, aby wszystkie funkcjonaly liniowe i ciagle na
E, to znaczy elementy przestrzeni E*, byly ciagle oraz by kule domkniete byly w tej
nowej topologii zwarte. Pozostanie zagadnienie badania ciaglosci funkcjonatéw,
ktére nie sa liniowe, a ktére nie bedzie proste, gdyz okazuje sie, iz oslabiona
topologia nie jest metryzowalna. Z pomoca przyjdzie nam jednakowoz wypuklo$é
oraz pewne wlasnosci przestrzeni funkcyjnych, w ktérych zadania wariacyjne beda

rozwazane.
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5. Twierdzenie Weierstrassa w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych

5.1. O zbieznosci slabej
Teoria zwiazana ze stabymi topologiami jest do$¢ obszerna, przedstawimy tylko

takie jej fragmenty, ktére beda dla nas w dalszym ciggu uzyteczne.

Definicja 5.1.1 (Zbiezno$¢ slaba ciagu). Méwimy, ze ciag (x,) < E jest zbiezny
stabo do elementu xg € E, jezeli dla dowolnego [ € E*, zachodzi

<f,xn>E*,E - <f’x0>E*,E dla n — oo.
Zbieznosé staba, oznaczamy symbolem x, — xo; dodatkowo piszemy czasami x, —

xo w E. Element xo nazywamy granica staba ciagu (x,).

Korzystajac z ciaglosci funkcjonalu f € E* dostajemy od razu, ze kazdy ciag
silnie zbiezny jest stabo zbiezny (i obie granice pokrywaja sie). Istotnie, skoro

X, — X0, to dla dowolnego f € E*

Jim (f,xn)p- g = (f,%0)E 5

zatem x( jest réwniez slaba granica ciagu (x,). Dodatkowo granica slaba jest
wyznaczona jednoznacznie. Jesli x, — x¢ oraz x, — o, to dla dowolnego f € E*

mamy

0= <f,xn _xn>E*,E = }Hgo(faxn _xn>E*,E
= im (f,%n) g+ g — Hm (%0} g+ g = %00 g 5 = {f, 9005 £ -

Czyli dla dowolnego f € E* mamy (f,xo — yo)g+ g = 0. Stad xo = yo.

Przyklad 5.1.2. Przypomnijmy podany wczesniej przykiad ciagu
1,0,0,...,(0,1,0,0,..),...

z przestrzeni Hilberta (2 (ze sfery jednostkowej) ograniczonego i rozbieznego (i nie

zawierajacego ani jednego podciagu zbieznego). Zauwazmy, ze 0,2 jest jego stabq,

— 57—
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granicq, co sprawdzamy bezsposrednim rachunkiem pamietajac, ze z Twierdzenia
Riesza o reprezentacji wynika, iz dla dowolnego elementu f € (42)* istnieje

doktadnie jeden element f € 02 taki, ze dla dowolnego x € % zachodzi
122yt g2 = (£,x),
gdzie
~ oo ~
(f.x)=)_ fixi
i=1

oznacza iloczyn skalarny w €2. Okazuje sie iz w przypadku przestrzeni ¢2 zachodzi

f = f (nie jest to na ogot prawda, w dowolnej przestrznei Hilberta). Skoro f € ¢2,
oo

to szereg Y. ( fi)? jest zbiezny i korzystajac z warunku koniecznego uzyskujemy od

i=1
razu, iz f,, — 0 dla n — oo, a stad

<f;xn>([2)*y[2 =fn—0.

0,2 nie jest elementem sfery jednostkowej w 02, czyli zbiér domkniety nie musi byé
stabo domkniety. 0,2 nalezy jednak do otoczki wypuktej sfery jednostkowej w 02

czyli najmniejszego zbioru wypuktego zwierajacego te sfere.

Definicja 5.1.3. Niech D c E. Méwimy, ze D jest stabo domkniety jezeli zawiera

stabe granice wszystkich stabo zbieznych ciagdéw.

Kazdy zbior D < E stabo domkniety jest domkniety w silnej (normowej)
topologii. Istotnie, ciagi silnie zbiezne, sa réwniez zbiezne stabo. Stad ich granice
naleza do D.

Twierdzenie 5.1.4. Niech D < E bedzie zbiorem wypukiym i domknietym.

Wéweczas D jest réwniez stabo domkniety. Jezeli D c E jest zbiorem stabo

domknietym, to jest réwniez domkniety.

Relacja zbioréw otwartych i stabo otwartych jest teraz oczywista. Kazdy zbiér
stabo otwarty jest réwniez otwarty (jako dopelnienie zbioru stabo domknietego,

a zatem domknietego).

Fundamentalne jest nastepujace twierdzenie, ktore pozwala zastapi¢ zwartosé

w twierdzeniu Weierstrassa przez staba ciagowa zwartosc.
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Twierdzenie 5.1.5 (Staba zwarto§é kuli jednostkowej). Kula jednostkowa
w przestrzeni E jest ciagowo stabo zwarta, tzn. z kazdego ciagu w niej zawartego

mozna wybraé podciag stabo zbiezny.

Zajmiemy sie wreszcie kwestia, stabej ciagowej ciagtosci oraz stabej ciagowej
potciagtosci z dotu. dJesli J € E*, czyli jesli J jest funkcjonalem liniowym
i ciaglym, to jest on stabo ciagowo ciagly. Przyklady nieliniowych funkcjonaléw
stabo ciagowo ciaglych beda sie pojawiaé¢ w dalszym ciagu. Nie ma w zasadzie
prostego kryterium, ktére by pozwalalo taka wlasnos¢ badaé¢. Znane kryteria
trudniej zastosowaé (wymagana jest zwarto§é pochodnej funkcjonalu) niz badaé
zagadnienie bezposrednio. Inaczej rzecz sie ma ze slaba ciagowa pélciagloscia
z dotu. Przypominamy sobie, ze poélciaglto$¢ z dotu jest réwnowazna z
domknietosécia zbioréw poziomicowych oraz nadwykresu. Zwazywszy zwiazek
zbioré6w domknietych i stabo domknietych mamy nastepujace twierdzenie, ktérego

dowo6d w zasadzie przebiega podobnie jak dla normowe;j topologii:

Twierdzenie 5.1.6 (Staba ciagowa poélciaglos¢ z dolu a nadwykres i zbiory
poziomicowe). Niech D € E bedzie domkniety i wypukly i niech f : D — R bedzie
funkcjonatem ciagtym i wypuklym. Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne

1. f jest stabo ciaqgowo potciagty z dotu na D,

2. nadwykres Epi(f) jest stabo domkniety,

3. zbiory f% sa stabo domkniete dla wszystkich a € R.

Uwaga 5.1.7. Wiadomo, iz funkcjonat f : E — R stabo ciagty jest z koniecznosci
ciagty. Istotnie, wtedy przeciwobraz dowolnego otwartego podzbioru R jest stabo

otwarty, a wiec i otwarty.

Ponadto wiadomo, iz funkcjonal ciagly, nie musi byé stabo ciagowo ciagly, czy
tez stabo ciagowo pélciagly z dotu. Istotnie (w przypadku ciaglosci), przeciwobraz
dowolnego otwartego podzbioru R jest otwarty, a nie kazdy otwarty jest stabo

otwarty (rodzina zbioréw otwartych jest bogatsza niz rodzina stabo otwartych).

Z twierdzenia wynika natychmiast nastepujace proste kryterium

badania slabej pélciaglosci z dotu:
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Twierdzenie 5.1.8. Zatézmy [ : E — R jest funkcjonatem ciagtym i wypuktym.
Wowczas f jest stabo ciagowo péiciagty z dotu.

Dowéd. Zbiér Epi(f) jest wypukly i domkniety, a zatem z twierdzenia jest
réwniez slabo domkniety. Z twierdzenia wynika teraz, ze funkcjonal f jest
stabo ciagowo poélciagly z dotu. |

Uwaga 5.1.9. W przestrzeni skoriczenie wymiarowej zbieznosé staba i normowa

(silna) sa oczywiscie réwnowazne.

Przyklad 5.1.10. Funkcjonal f : £2 — R dany wzorem

f(x)=—llxll

nie jest slabo ciagowo poélciagly z dolu. Dla uproszczenia rozwazmy funkcjonal
f1(x) = llx|l, ktory jako ciagly i wypukly jest stabo ciagowo pélciagly z dotu.
Przypuscémy, iz jest on slabo ciagowo pélciagly z géry co jest réwnowazne zalozeniu,
ze f jest stabo ciagowo pélciagly z dolu. Wéwczas, skoro zalozyliSmy, ze f1 jest
dodatkowo stabo pélciagly z gory, oznacza to, iz fi jest slabo ciagly, czyli dla

dowolnego ciagu (x,) takiego, ze x, — xg zachodzi ||x, || — l|xoll. WeZmy ciag
(1,0,0,...),(0,1,0,0,..),...

zbiezny stabo do elementu zerowego przestrzeni ¢2. Wéwezas ||x, |l = 1 oraz [xoll =

0, co nie moze mie¢ miejsca.

Przyklad 5.1.11. Niech f : E — R bedzie funkcjonalem liniowym i ciaglym.
Woéwezas f jest ciagowo stabo ciagly. Istotnie, weZzmy dowolny ciag (x,) c E taki,

ze X, — Xg, X0 € E. Mamy wéwczas

fxn)= <f,xn>E*,E - (f,x0>E*,E = f (x0).

Uwaga 5.1.12. Dany jest ciag (x,) < L2(0,1) zbiezny stabo w L?(0,1) do funkcji
X0 € L2 0,1), tzn.

1 1
lim f xn (v (t)dt = f xo(H)v(t)dt dla wszystkich v € L2(0,1).
- 0 0
Skorzystalismy tutaj z relacji
(L2(0,1))" =L2(0,1).
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Ponadto zatézmy, ze (x,) zbiega p.w. na [0,1] do funkcji X, tzn.
lim x, (¢) =% (t) dla p.w. t €[0,1]
n—oo

Wéwczas X = x¢ p.w. na [0,1].

Uwaga 5.1.13. Wiemy, ze jezeli (x,) < L2(0,1) jest zbiezny silnie do pewnej funkcji
xo € L2(0,1), to zawiera podciag zbiezny prawie wszedzie. Natomiast ciag nie
musi byé zbiezny p.w. jak pokazuje przyktad ciagu funkcji charakterystycznych
przedziatow (”2—_,11,2%) dla n € N. Jezeli ciag (x,) © L2 (0,1) jest zbiezny stabo
do pewnej funkcji xo € L?(0,1), to niekoniecznie zawiera podciag zbiezny prawie
wszedzie. WezZmy ciag

xn (t) =sin(2nnt).

Od razu widaé, z teorii szeregéw Fouriera (Lemat Riemanna-Lebesgue’a), ze

1
lim sin(2nnt)v()dt — 0

n—oo Jo

dla dowolnego v € L2(0,1). Ponadto dla dowolnie ustalonego t € (0,1) ciag

(sin(2nmt)) nie jest w oczywisty sposéb zbiezny.
Przyklad 5.1.14. Niech ciag (x,) < L2 (0,1) bedzie dany wzorem
X (t) = \/EX(O,%)-
Od razu widaé, ze x,, — 0. Niemniej jednak réwniez x, (¢) — 0 dla p.w. ¢ € [0, 1].
Uwaga 5.1.15. Ciag stabo zbiezny jest ograniczony; doktadniej jezeli (x,) c E,
X, — X, to istnieje stata M > 0, taka, ze dla wszystkich n € N
lxnll <M.

Ciagi ograniczone w przestrzeniach refleksywnych zawieraja, podciagi stabo

ciagowo zbiezne.

Uwaga 5.1.16. Wiadomo, ze jezeli kazdy podciag ciagu zbieznego (w przestrzeni

metrycznej) zawiera podciag zbiezny do tej samej granicy, to ciag jest réwniez
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zbiezny. Podobnie rzecz sie ma z ciagami stabo zbieznymi. Zachodza réwniez znane
wlasnosci dotyczace arytmetyki granic, a mianowicie jezeli x, — xo oraz y, — Yo,
a, B eR, to dla dowolnego f € E* mamy

<fa axn +ﬁyn>E*’E = a(faxn>E*,E + ﬁ<f>yn>E*,E

— al{f,x0)g- g + B, y0) g & = (f,ax0+ Byo)g: z-

Ponadoto, jezeli x,, — xg oraz (A,) <R, 1,, — Ay, to
/lnxn - /1().960.

Ma miejsce réwniez ogélniejsza relacja, a mianiowicie: jezeli x, — xo w E oraz
fn—=FfowkE", to

(frsxn)g= g — {f0,X00E* E -

Istotnie, skoro (x, — xo) jest ograniczony, to

(fn—="Fo,xn—x0)g+ g < lfn—folgs llxn —x0llg — O
oraz
<fnyx0>E*,E -0, (fO,xn>E*,E —0.
Ponadto
(fn—"Ffo,2n —x0>E*,E = (fn,xn>E*,E - (fo,xn>E*,E
+ (fOJO)E*,E - (fn,x0>E*,E-

Stad mamy wnioskowanag, relacje.

5.2. Bezposrednia metoda rachunku wariacyjnego

Niech E bedzie rzeczywista refleksywna przestrzenia Banacha. Przypomnijmy,
ze koercytywno$é funkcjonalu oznacza, ze dla dowolnego a € R zbiory
{xeE:f(x)<a} sa ograniczone. dJezeli przypomnimy sobie, iz w przestrzeni
refleksywnej kazdy ciag ograniczony zawiera podciag slabo zbiezny, to

widzimy, iz ogélng zasade prowadzaca do odpowiednika twierdzenia Weierstrassa
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w przypadku przestrzeni nieskonczonego wymiaru mozemy sformutowac

nastepujaco:

Niech f : E — R bedzie ograniczony z dotu oraz koercytywny. Zatézmy, ze dla

kazdego ciagu minimalizujacego (x,) < E
inf —inf
inf f(x) inf fxn)

istnieje podciag stabo zbiezny (x,,,). Wtedy f posiada co najmniej jeden argument
minimum xg, o ile dla dowolnego x € E oraz dowolnego ciagu (x,) c E takiego, ze
xn, — x zachodzi

liminf/f (xa) = f(@).

Ostatni warunek nazywa sie staba ciagowa poélciagloscia z dotu funkcjonalu
f. Zgodnie, z powyzszymi uwagami moze sformulowa¢ bardziej praktyczna postac

powyzszej zasady:

Twierdzenie 5.2.1 (Bezposrednia metoda rachunku wariacyjnego). Jesli f : E —
R jest stabo ciagowo pdiciagly z dotu oraz koercytywny, to posiada co najmniej
Jjeden argument minimum xg € E. Jesli dodatkowo f jest rézniczkowalny w sensie

Gateaux, to

f'(x0)=0.

Dowoéd. Wezmy a takie, ze zbiér f jest niepusty. Z koercytywnosci funkcjonatu

f wynika, ze S, jest ograniczony. Od razu widad, iz
inf — inf
inf f(x) dnf f(x)

Skoro f jest stabo ciagowo pélciagly z dotu, to zbiér f« jest stabo domkniety. Zatem
dla dowolnego ciagu (x,) € f* minimalizujacego f na zbiorze f¢ istnieja podciag

(x5, ) oraz element x takie, ze x,, — x( oraz
inf f(x) =liminff(x,,) = f(xo) = inf f(x).
xefa k—oo xefa

Stad infiefa f(x) = f(x0) i %0 jest argumentem minimum. Zastosowanie Reguly
Fermata (twierdzenie I konczy dowdéd. |
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Zastosowanie bezposredniej metody rachunku wariacyjnego do konkretnych
zagadnien wymaga pewnych przygotowan. Musimy zwlaszcza zajaé sie
przestrzeniami, w ktérych umieScimy badane problemy. Mozemy jednak wskazaé
kilka zastosowan abstrakcyjnych nie wymagajacych dokladniejszego opisania

przestrzeni w ktérych sa rozwazane.

Zaczniemy od Twierdzenia Weiestrassa na zbiorze ciggowo stabo zwartym.

Twierdzenie 5.2.2. Zalézmy, ze D c E jest zbiorem ciagowo stabo zwartym, f :
D — R jest funkcjonatem ciagowo stabo pétciagtym z dotu. Wéwczas istnieje xg € D
taki, ze

;25’0(’“) = f (x0)

Dowéd. Dowé6d niewiele rézni sie od znanego z klasycznego kursu analizy.
Przypus$émy, ze f nie jest ograniczony z dotu na D. Wtedy istnieje ciag (x,) < D
taki, ze

lim f(x,)= —oo0.

n=co
Skoro (x,,) ma podciag stabo zbiezny (x,,) do pewnego &. Zatem

klggof (xn,) = —00
oraz skoro f jest stabo ciagowo pélciagly z dotu, to

—oozklim f(xn,) = f @),

co jest niemozliwe. Stad f jest ograniczony od dotu na D i ma ciag minimalizujacy

(x,,) € D stabo zbiezny do pewnego xo. Zatem mamy
inf £ (x) = lim £ (x,) = f (x0) = inf £ (x). |
xeD n—oo xeD

Przyklad 5.2.3. Rozwazmy w przestrzeni E dowolny niepusty, wypukly
i domkniety jej podzbior D oraz wezmy punkt & ¢ D. Wowcezas istnieje

przynajmniej jeden punkt x¢ € D taki, ze
inf lx— &l = llxo — Il
xeD
Istotnie, zdefinujmy funkcjonat f : E — R wzorem
f@)=Ilx-xl.
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Woéwezas [ jest ciagly i wypukly na E, a zbiér D jest stabo domkniety. Wezmy
dowolne ustalone y € D i rozwazmy zbiéor S = {xeD:f(x)<f(y)}. S jest
zbiorem wypuklym (skoro f jest wypukly ma zastosowanie stwierdzenie
i domknietym (skoro f jest ciagly, to przeciwobraz zbioru domknietego [f (), +00)
jest domkniety). Zauwazmy, ze dodatkowo S jest ograniczony. Istotnie, dla

dowolnego x € S mamy:
lxl =llx—%+ Xl < llx—2I+ Xl < F(y)+Z].

Zatem S jest ciagowo stabo zwarty, por. Twierdzenie Skoro f jako wypukly
i ciagly jest ciagowo stabo pélciagly z dotu, to f posiada na S co najmniej jeden

argument minimum.

dJezli zalozymy, ze E jest przestrzenia Hilberta, to wéwczas istnieje dokladnie jeden
punkt xg € E taki, ze

inf lx— &l = llxo — Il
xeD

Ponizszy przyklad méwi nam o tym, ze funkcjonal ograniczony od dotu

i ciaglego, ktéry minimum nie posiada.
Przyklad 5.2.4. Rozwazmy ograniczony od dotu i ciagly funkcjonat
J:Cl-1,1]1—R
dany wzorem
J (x) = fll (tx (1) dt.

Ciaglos¢ funkcjonalu  wynika w bezposredni sposéb skoro zbieznosé w C1[—1,1]

oznacza zbiezno$¢ jednostajna ciagu i ciagu jego pochodnych. Rozwazmy zbior
D={xeCl-1,11:x(-1)=0, x(1) =1}.
WezZmy ciag (x,) € D dany wzorem

arctg (%)

1
==+ ——nL
w®=3 2aretg ()
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dla ¢t € [-1,1]. Wéweczas o (x,) — 0. Skoro J(x) =0 dla x € D, to (x,) jest ciagiem
minimalizujacym. Zatem, gdyby pewne xo € D bylo argumentem minimum, to

zachodziltoby, ze

1
f (txo (£)?dt =0,
-1

skad (tx0 (¢))2 = 0, czyli xo = const, co jest niemozliwe, gdyz funkcje stale nie naleza
do D.

5.3. Przestrzenie funkcyjne

Definicja 5.3.1. skiada sie z funkcji x :[0,1] — R absolutnie ciagtych okreslonych
na odcinku [0,1], ktérych pochodne x :[0,1] — R (rozumiane prawie wszedzie) sq,

catkowalne z kwadratem na [0,1]. Ponadto x(0) =x(1) = 0.

Przypomnijmy, iz funkcja absolutnie ciagla na odcinku [0, 1] jest ciagla, posiada
pochodna prawie wszedzie, x : [0,1] — R, oraz funkcja x jest calkowalna na [0,1]
i dodatkowo dla ¢ € [0, 1] zachodzi

¢
x(t)zx(0)+f x(s)ds.
0

Funkcja wypukla f :[0,1] — R jest jak wiemy z kursu analizy absolutnie ciagta
na odcinku [0, 1]. Podobnie funkcja lipschitzowsko ciagla, czy tez klasy C! na [0,1]
jest tam absolutnie ciagta. Funkcja absolutnie ciaglte na [0, 1] jest tam jednostajnie
ciagla. Istnieja funkcje jednostajnie ciagle, ktére abosolutnie ciagle nie sa, np.

f :[0,1] — R dana wzorem

xsin(%), x€(0,1],
fx)=
0, x=0.

Przestrzen H(l) (0,1) jest (rzeczywista) przestrzenia Hilberta z iloczynem

skalarnym

1
e myon = EPon= [ $O Ot
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i odpowiadajaca mu norma
1
= || = ¢2(¢)dt.
”x”Hé(O,l) ”x”L2(0,1) L x4 (1)

Twierdzenie 5.3.2. Dla dowolnych funkcji absolutnie ciagtych f , g :[0,1] —= R

Przypomnijmy, iz

zachodzi , tzn. mamy nastepujaca relacje
1 1
fo f@®g@) dt=f(1)g(1)—f(0)g(0)—fo f@)g@) di. (5.1)
Dla dowolnego x € H 8 (0,1) zachodza, pewne nieréwnosci, ktére odgrywaja, istotna

role w analize zadan brzegowych.

Dla dowolnego x € H(l) (0,1) zachodza pewne nieréwnosci, ktore odgrywaja

istotng role w analizie zadan brzegowych.

Lemat 5.3.3 (Nier6wnos$é Soboleva i nier6wnosé Poincare). Dla dowolnego x €

H (1) (0,1) zachodzi nierownosé Soboleva

[ p1
x = max |x(¢)] < B2 dt:=|x 5.2
llxllcro,1y t€[0,1]| (2] fo [ (@) 2 z20,1) (5.2)

oraz nierownosé Poincare
1
llxliz2¢0,1) < po 21 £.2¢0,1)- (5.3)

Przypomnijmy twierdzenie Arzela-Ascoli dotyczace zwartosci rodzin funkcji

jednakowo jednostajnie ciaglych i ograniczonych w wygodnej dla nas postaci:

Twierdzenie 5.3.4 (Arzela-Ascoli). Dany jest ciag funkcii f, : [a,b] — R

Jednostajnie ograniczonych, tzn.

Ap>0Viea,b1Vnen lfn @I =M

oraz jednakowo jednostajnie ciagtych, tzn.
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Ve > 035>0Vn€NVt,s€[a,b] [t—sl<d=Ifn(®)—fn(s)l<e&.

Ciag (f) zawiera wéwczas podciag jednostajnie zbiezny.

Lemat 5.3.5. Jezeli ciag (x,) jest zbiezny w H& (0,1) do pewnego x to jest rowniez

Jjednostajnie zbiezny.

Dowéd. Niech (x,) « Hj(0,1) bedzie zbiezny do xo € H}(0,1). Ciag ten jest

ograniczony w Hé (0,1), tzn. istnieje d > 0, ze

X 1 <d.
l ””HO(O,I)

Z nieréwnos$ci Soboleva wynika, iz ciag (x,) jest ograniczony w C[0,1], czyli
jednostajnie ograniczony. Zauwazmy, iz jest réwniez jednakowo jednostajnie

ciagly. Istotnie wezmy dowolne £ >0 oraz § := 5. Mamy dla

t,se[0,1]1, s<t, |t—s|<d

t t t
Ix(t)—x(s)lsf Ix(r)ldrs\/f 12dr\/f l(n)2dr
1
=|¢t—s| fla'c(r)lzdrslt—sld<£.
0

Zatem (x,) zawiera podciag jednostajnie zbiezny. A skoro kazdy podciag

danego ciaggu zawiera podciag jednostajnie zbiezny, to ciag ten réwniez musi by¢

jednostajnie zbiezny. |

Uwaga 5.3.6. Zauwazmy, iz nie wykorzystaliSmy w zaden sposéb tego, ze ciag
(xp,) jest zbiezny. Istotna byla jedynie jego ograniczonosé. Stad prosty wniosek:
ciagi stabo zbiezne (a wiec i ograniczone) réwniez maja, opisana, wyzej wlasnosé.
Doktadniej mozna to ujaé nastepujaco: Kazdy ciag (x,) < Hé (0,1) stabo zbiezny do
funkcgji xg € Hé (0,1) jest réwniez jednostajnie zbiezny na [0,1], a co za tym idzie
zbiezny (do tej samej funkcji) w normie L% (0,1).

Staba zbiezno$é ciagu (x,) < Hé(O,l) do elementu xg € Hé(O,l) oznacza, ze dla
dowolnego h € L2(0,1) zachodzi

1 1
fxn(t)h(t)dt—»f %o (DR (D).
0 0
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Pozostaje nam zdefiniowaé przestrzenn H?(0,1). Sklada sie ona z tych
elementow Hé (0,1) dla ktérych istnieje druga pochodna i jest klasy L2(0,1).
Poniewaz nie bedziemy badali zadnych zbiezno$ci w tej przestrzeni, nie bedziemy

jej dokladniej analizowaé.

Definicja 5.3.7 (Funkcja Caratheodory’ego). Méwimy, ze funkcja F :[a,b] xR — R
Jest funkcja, Caratheodory’ego jezeli funkcja t — f (t,x) jest mierzalna na [a,b] dla
kazdego ustalonego x € R, a funkcja x — f (t,x) jest ciagta na R dla p.w. t€[a,b].

Niech p = 1. Czesto zaklada sie warunek L —Caratherodory’ego.

Definicja 5.3.8. Méwimy, ze funkcja F : [a,b] x R — R jest funkcjq
L1-Caratheodory’ego jezeli jest funkcja Caratheodory’ego oraz dla dowolnego d € R*
funkcja

t— max F(t,x)
xel-d,d]

jest catkowalna na [a, b].

Przyklad 5.3.9. Przykladami funkcji L? —Caratheodory’ego F : [a,b] xR — R sa
nastepujace

1. F(t,x) = f(¢)-arctanx, f € L? (a,b);

2. F(t,x) = f1(t)x* + fo (t)x3 + arctan( - x), f1,f2 € LP (a,b).

Wréémy teraz do przykladu[5.1.10]i wykorzystajmy uwage

Przyklad 5.3.10. Rozwazmy funkcjonat f : L2(0,1) — R dany wzorem

1
f(x) =f 2 (t)dt.
0

Woéwezas f nie jest stabo ciagly. Rozwazmy teraz funkcjonal f obciety do H é 0,1).
Wezmy dowolny ciag (x,) c Hé (0,1) zbiezny stabo do xg € H(l) (0,1). Wtedy zgodnie
zuwaga 5.3.5. x, ~xo W L2 (0,1), a zatem

1 1
[ (xn) =f xﬁ(t)dt—»[ x%(t)dtz f (xo) dla n — oo,
0 0
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czyli funkcjonal f jest stabo ciagly na Hé (0,1). Zauwazmy jednak, ze f jest stabo
ciagowo pélciagly z dotu na L2(0,1), gdyz jest wypukly. Istotnie x — |x| jest
funkcjonalem wypuklym (w dowolnej przestrzeni unormowanej), t — t2 na [0, +00)

jest wypukly i rosnacy, stad ich zlozenie, czyli f, jest wypukle (nawet Scisle).

Przyklad 5.3.11. Zal6zmy, ze f :[0,1] xR — R jest funkcja Caratheodory’ego taka,

ze istnieja funkcje a € L*°(0,1) oraz b € L10,1) dla ktorych zachodzi
ft0)<a@®lxl>+b()

dla p.w. ¢ €[0,1] oraz kazdego x € R. Wéwczas funkcjonatl o : Hé (0,1) — R dany

wzorem

1
J(x)zf £t x (@) dt
0

jest ciagly oraz slabo ciagowo ciagly. Ciaglo§é wynika od razu z Twierdzenia
Lebesgue’a o zmajoryzowanej zbieznosci oraz tego, ze ciag (x,) zbiezny w Hé 0,1)

do x jest zbiezny jednostajnie na [0, 1] do xg oraz, ze dla p.w. ¢t €[0,1]
lim £ (¢,x, () = f (t,%0(2)).
n—oo
Majoranta jest funkcja g :[0,1] — R dana wzorem
g =d*la@®)|+1b(®),

gdzie [lx,llcpo,1) < d (taka stata istnieje, skoro x, = xo).

Stabej ciagowej ciaglosci dowodzimy w identyczny sposéb.

5.4. Lemat Lagrange’a i du Bois-Reymonda

Zajmiemy sie teraz warunkami, ktére pozwalaja one laczyc ze soba rézne typy

rozwiazan zagadnien brzegowych, co w dalszej czesci bedzie dla nas bardzo istotne.
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Lemat 5.4.1 (Lemat pomocniczy). Jezeli h € L? (0,1) oraz

1
f h(t)v(t)dt = 0 dla wszystkich v e H}(0,1),
0

to wtedy istnieje stata c € R, taka, ze h(t) =c p.w. na [0,1].

Dowéd. Zdefiniujemy funkcje vq :[0,1] — R wzorem

t
m(t)zf (h(1)- o),
0

gdzie c jest tak dobrane, ze

1
f (h(t)—c)dT=0
0

(widaé, ze ¢ = folh(r)dr jest wartoscia Srednia funkcji funkcji 2 na przedziale
[0,1]). Od razu widzimy, ze v] € Hé (0,1). Istotnie, vy jest w oczywisty sposob
funkcja absolutnie ciagla, jej pochodna p.w. na [0,1] wynosi A(-)—c, oraz v1(0) =
v1(1) =0. Zauwazmy dodatkowo, ze dla dowolnego v € H& (0,1) zachodzi

1
fc-U(t)dtzc(v(l)—v(O)):O.
0
Stad mamy
1 1 1
fh(t)vl(t)dtzf (h(t)—c)vl(t)dtzf (h(t)-c)’dt.
0 0 0

Skoro (h(t)—c)? =0 dla p-w. t€[0,1], to A(¢) = ¢ p.w. na [0,1]. |

Lemat 5.4.2 (Lemat du Bois-Reymonda, Lemat Fundamentalny Rachunku
Wariacyjnego). Jezeli funkcje h € L2(0,1), f € L'(0,1) sq ustalone oraz jezeli

1
f (h@®)o@)—f@)v(t))dt =0 dla wszystkich v e Hé 0,1), (5.4)
0

to funkcja h jest absolutnie ciagta, oraz h(t)= f (@) p.w. na [0,1].

Dowodd. Zauwazmy, ze funkcja F':[0,1] — R dana wzorem

¢
F(t):f f(s)ds
0
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jest absolutnie ciagla i zachodzi relacja F@) = f (@) pw. na [0,1]. Calke
folf(t)v(t)dt mozemy zapisac¢ nastepujaco folF(t)v(t)dt. Calkujac przez czesci
przy wykorzystaniu formuly mamy (pamietajac, ze v (1) =v(0) =0)

1 1 1
f F(t)v(t)dt=F(1)v(1)—F(O)v(0)—f F(t)v(t)dtz—f F@)yv(t)dt.
0 0 0

Zatem ma postaé
1
| mo-Fapswar-o.
0

Z Lematu 5.4.1. istnieje stala c taka, ze F'(¢) = h(¢) + ¢ dla p.w. ¢t €[0,1]. Zatem
funkcja A jest absolutnie ciagla oraz bezposrednie rézniczkowanie prowadzi do
wzoru A (t) = £ (¢) p.w. na [0,1]. |

Whniosek z Lematu du Bois-Reymonda jest nastepujacy i dotyczy sytuacji, gdy
funkcja A w (5.4) jest r6wna 0 p.w. na [0, 1].

Wniosek 5.4.3. Jezeli f € L1(0,1) jest ustalona oraz jezeli
1
f f@v@)de=0
0

dla wszystkich v € Hg (0,1), to f (t)=0 p.w. na [0,1].

Powyzszy wniosek, gdy nosi czasem nazwe Lematu Lagrange’a i mozna go
udowodnié nie wychodzac z Lematu du Bois-Reymonda, ale wprowadzajac inny
typ funkcji testowych. Podamy i udowodnimy Lemat Lagrange’a w uproszczonym

przypadku.

Lemat 5.4.4 (Lemat Lagrange’a). Jezeli funkcja f € C[0,1] jest ustalona oraz jezeli

1
f fF®v@)dt=0
0

dla wszystkich v € Hé (0,1), to f(t)=0na [0,1].
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Dowéd. Przypus$émy, ze istnieje punkt ¢ € (0,1) taki, ze f(c) > 0. Wtedy istnieje
przedzial [a, ] <(0,1) na ktérym f jest dodatnia. Rozwazmy funkcje testowa

. t-a)(p-t), tela,p]
0, te[a,p]

Widaé od razu, ze v € C1[0,1], a skoro v(0) = v(1) = 0, to réwniez v € Hé(O,l).
Ponadto v(¢) >0 dla ¢ € (a, ) i v = 0 poza przedzialem (a, §). Zatem

1 B
f f(t)v(t)dt:f f@®v®)dt>0.
0 a

A to jest niemozliwe. Podobny wynik uzyskujemy przypuszczajac, ze istnieje punkt
c €(0,1) taki, ze f(c) < 0. |

5.5. Minimalizacja klasycznego funkcjonalu dzialania Eulera

Zajmiemy sie poszukiwaniem argumentu minimum klasycznego funkcjonalu

dzialania Eulera J : H, é (0,1) — R. Na poczatek zbadamy funkcjonatl postaci

1 1 1 1 1
J(x):—f |x(t)|2dt+—f |x(t)|4dt+f F®x@)dt, (5.5)
2 Jo 4 Jo 0

jezeli wiadomo, ze f :[0,1] — R jest funkcja calkowalna. Od razu widzimy, ze J jest
dobrze okreslony w tym sensie, iz dla dowolnej funkcji x € H, é (0,1) wyrazenie o (x)

jest skonczone.
Zauwazmy, ze funkcja x — x* jest wypukla na R. Stad wypukly jest funkcjonal
1
Hg(o,1)3x~f0 x*(t)dt.
Mozna to ujaé ogdlnie;j:
Uwaga 5.5.1. Zatézmy, ze F : R — R jest ciagta i wypukla. Wtedy wypukty jest
funkcjonat

1
H},(o,l)ax—»f F(x(t)dt.
0
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Zauwazmy tez, ze skoro kazda funkcja z Hé(O,l) Jest ciagta, to folF(x(t))dt Jest
dobrze okreslone.
Istotnie, skoro F jest wypukta, to dla dowolnych x,y € R oraz dowolnego A € [0,1]
zachodzi

FAx+(A-D)y)<AFx)+(1-N)F(y).

Stad dla dowolnych x,y € H(l) (0,1), dowolnego A €1[0,1] zachodzi
FAx@®)+A-VDy@)<=AF (x(®)+ (1 -A)F (y(¢)
dla t€[0,1]. Stad
1 1 1
[ FAx@®)+(1-A)y@)dt < A[ Fx@))dt+(1- )L)f F(y(t)dt.
0 0 0

Funkcjonat

1
H(1)(0,1)3x—»f FOx@)dt
0

jako liniowy jest oczywiscie wypukly i klasy C*.

Uwaga 5.5.2. Zaiézmy, ze F : R — R jest wielomianem. Wtedy funkcjonat
1
Hé(0,1)3x~f F(x(t)dt
0

Jjest klasy Cl na Hé (0,1). Ponadto pochodna jest postaci:

1
f F'(x@®)h@®)dt
0

dla dowolnego h € H, (1) (0,1). Istotnie, korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona
zauwazamy, ze funkcja pomocnicza g : R — R dana wzorem (przy dowolnie
ustalonym h € H& 0,1))

1
g(e) =f Fx@®)+eh@)dt
0

Jest réwniez wielomianem. Stad widaé, ze zachodzi teza.

Twierdzenie 5.5.3. Przy zafozeniu, e f € L1(0,1) funkcjonat J : Hé 0,1) - R

dany wzorem (5.5) posiada doktadnie jeden argument minimum.
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Dowéd. Z uwagiwynika, ze funkcjonat J jest klasy C! oraz jest $cisle
wypukly (jako suma wypuklego i Sci§le wypuklego) na H é (0,1). Stad </ posiada
co najwyzej jeden punkt krytyczny. Zastosujemy twierdzenie Skoro o
jest ciagty (skoro jest klasy C1) i wypukly, to jest stabo ciagowo pélciagty z dotu.
Zatem, aby wykazac, ze posiada on punkt ktytyczny, wystarczy pokazaé, iz jest
koercytywny.

Zachodzi oczywista relacja na podstawie nieréwnosci Soboleva (5.2)

1 1 1
' fo FOx@)dt] < fo @O dt < fo lellco.n | (Dl de

= ”x”Hé(O,l) ”f”Ll(O,l)'

Stad dotajemy, ze

1 1 1
ZL x4(t)dt+j(; x(t)f(t)dt > — ||x||Hé(0’1) ”f"Ll(O,l) .
Zauwazmy dalej, ze

1 1
T@= 5 [ Ol 1 -

Stad J(x) — oo o ile IIxIIHé(O’D — 00, czyli J jest koercytywny. Zatem istnieje
doktadnie jeden punkt xo € HJ (0,1) taki, ze

J' (x0,h) =0

dla wszystkich h € H} (0,1). Doktadniej oznacza to, iz

1 1 1
f xo(t)k(t)dt+f xg(t)h(t)+f f®OR®)dt=0
0 0 0
lub réwnowaznie
1 1
f xo(t)fz(t)dt+f (x3 O+ F®)h(H)dt=0
0 0

Z lematu du Bois-Reymonda otrzymujemy, ze w istocie xo posiada druga
pochodna dla p.w. ¢ € [0,1] i taka, ze

Zot) =23 +f @)
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Zatem x¢ jest rozwigzaniem nastepujacego réwnania rézniczkowego zwyczajnego:
=2+ @)

z warunkami brzegowymi
x(0)=x(1)=0. i

Takie zagadnienia jak te, ktérych rozwiazalnos¢ badaliSmy w powyzszym

twierdzeniu, nazywaé bedziemy zadaniami Dirichlete’a.

5.6. Zastosowanie do zadan sterowania optymalnego

Zbadamy, wykorzystujac twierdzenie Weierstrassa, rozwiazalno$¢ dwéch zadan
sterowania optymalnego.
Zadanie 5.6.1. Niech

ueS={uel?0,1): lull:=1}.
Rozwazamy zagadnienie

() = -u?@), dlap.w. te[0,1]
wraz z warunkami brzegowymi

x(0)=1,x(1)=0.

Korzystajac z podstawowego twierdzenia rachunku catkowego dla catki Lebesgue’a

uzskujemy, ze rozwiazaniem jest funkcja

t
x(t)—c= —f u?(t)dt.
0

Skoro x(0) =1, to ¢ = 1. Zauwazmy, ze wtedy x(1) =0, czyli sa spelnione warunki

brzegowe przy dowolnie ustalonej funkcji u € S.
Poszukiwac bedziemy takiej funkcji u € S dla ktérej catka
1
J(u)= f t2u?(t)dt
0
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osigga warto$é najmniejsza. Oczywiscie

infJ (1) = 0.
ueS
Zauwazmy, ze S nie jest zbiorem ciagowo stabo zwartym. Wezmy ciag (u,) < S
postaci
n o, tel0,),
un(t) =
0 , te [n%,l] .
Wtedy

1 1(1 3
J(un)zf t2n2dt=n2—(—) — 0.
0 3\n2

Zauwazmy, ze u, — 0 p.w. na [0, 1] oraz, ze dla dowolnego v € L2(0,1) zachodzi

1 1
1 [z
| v@unr=— [ vras—o.
0 n< Jo

Stad u, — 0¢ S. Zatem rozwazane przez nas zadanie optymalizacyjne nie posiada
rozwigzania. Zauwazmy, ze zadanie to nie posiada réwniez rozwiazania jesli
zastapimy zbiér S przez domknieta kule jednostkowa B w L? (0,1). Wtedy 0 € B,
ale wtedy funkcja

t
x(t) = 1—[ u?@)dt
0
nie jest rozwigzaniem speliajacym warunek x (1) = 0.
Zadanie 5.6.2. Niech n,m e N, A € R**" , B € R"*™ niech beda macierzami nad
cialem liczb rzeczywistych. Zatozmy, ze u € L2 (to,¢1). Rozwazamy uklad réwnan

rézniczkowych
2(¢) = Ax(t) + Bu(t) (5.6)

prawie wszedzie na [¢g,t1] z warunkiem poczatkowym x(¢¢) = x9. Rozwigzaniem
jest rozumiane w sensie Caratheodory’ego czyli jako funkcja co najmniej
absolutnie ciagla na [¢¢,¢1]. Zagadnienie, to posiada rozwigzanie w postaci formuly
Cauchy’ego

x(t) = xo + fo t A9 Bu(s)ds, t € [to,t1]

przy dowolnie ustalonym u. Kladziemy
S={ueL?©,1): lull2 <1}.
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Rozwazmy zbiér A zlozony z par (u,x,), gdzie x, jest rozwigzaniem (5.6)

odpowiadajacym u € S.

Niech g : R®™ — R bedzie funkcja ciagla i wypukla oraz A : R — R funkcja

Lipschitzowska, tzn. istnieje stala L > 0 taka, ze
|h(w)—h @) <L |u-vl| dla dowolnych u,v € R?,
gdzie ||-]| oznacza norme euklidesowa.
Minimalizujemy funkcjonat

1
I, x) = fo (g(x(®) + h(u(t))

nad zbiorem A. Biorac pod uwage strukture zbioru A uzyskujemy, ze mozna

miminalizowa¢ funkcjonat
1 1
J(u) = f (g (xo +f eA(t_S)Bu(s)ds) + h(u(t))) dt — min
0 0
nad zbiorem S. Nalezy dowies¢, ze odwzorowanie
1
L)) = f e*9Bu(s)ds
0

jest liniowe i wypukle na druga zmienna nad L2(0,1) oraz ciaglte na druga

zmienna.
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ROZDZIAL

Zagadnienie brzegowe drugiego

rzedu typu Dirichleta

W podrozdziale [5.5] badaliSmy istnienie argumentu minimum funkcjonatu
dzialania uzyskujac iz spelnia on pewne réwnanie rézniczkowe z warunkami
brzegowymi. Zbadamy teraz zagadnienia do ktérych znajdzie zastosowanie
bezposrednia metoda rachunku wariacyjnego. Okazuje sie, ze funkcjonaly,
ktore sie bada w takim przypadku sa zwiazanie z pewnym typem réwnan
rézniczkowych, dokladniej z zagadnieniami brzegowymi dla takich réwnan.
Rozwazanie takich zaganien ré6zni sie od tradycyjnego badania réwnan
z warunkami poczatkowymi. Sposéb postepowania sprowadza sie do zastosowania
bezposredniej metody rachunku wariacyjnego i jest nastepujacy: dla danego
réwnania znalez¢ funkcjonal zwiazany z réwnaniem w takim sposéb, ze
rozwiazanie réwnania jest otrzywane jako punkt krytyczny badanego funkcjonatu.
Nastepnie trzeba sprawdzié iz funkcjonat jest koercytywny, stabo ciagowo pélciagly
z dolu oraz rézniczkowalny w przypadku zastosowania bezposredniej metody
rachunku wariacyjnego, badZz warunki ,geometrii gérskiej” przy zastoswaniu
lematu o przeleczy gorskie;j. Zagadnienie wiec jest w pewnym sensie
odwrotne do rozwazanego w poprzednim rozdziale. Wcze$niej mieliSmy dany
funkcjonal dziatania z ktérym wiazaliSmy, poprzez znalezienie pochodnej Gateaux,
odpowiednie réwnanie rézniczkowe z warunkami brzegowymi wynikajacymi

z przestrzeni w ktérej funkcjonal byl badany.
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6.1. Zastosowanie bezposredniej metody rachunku

wariacyjnego

Rozwazmy nastepujace zagadnienie typu Dirichleta: znalez¢ funkcje x € H 2(0,1)n
H}(0,1) taka, ze

)= f,x@)+h(t), dlap.w. t€(0,1)
; (6.1)
x(0)=x(1)=0,

gdzie
H1 A eL?(0,1) oraz f:[0,1]1 xR — R jest funkcja L2—Caratheod0ry’ego.

Zalozenie podane wyzej jest jednym z tych, ktére bedziemy nakladaé na prawa
strone réwnania. Dzigki niemu zagadnienie jest dobrze postawione w tym sensie,
ze obie jego strony sa funkcjami z L2(0,1). Zlozenie funkcji L?—Caratheodory’ego
z funkcja ciagla (jaka jest element przestrzeni H 2(0,1)nH é (0,1)) jest oczywiscie
funkcja L2—Caratheodory’ego.

Réwnania, ktére rozwazamy najczeScigj nie daje sie scaltkowac bezposrednio
(poza nielicznymi przypadkami szczegélnych postaci funkcji /). Metody, ktére
podamy beda gwarantowaly, ze rozwigzanie istnieje wraz z informacja o jego
jednoznaczno$ci. Zagadnienia brzegowe moga posiada¢ nieskonczenie wiele
rozwigazan. Nie jest to zbyt zaskakujace, gdy wezmiemy pod uwage fakt, iz
aby rozwiaza¢ ré6wnanie poszukujemy argumentu minimum powiazanego z nim
funkcjonalu dziatania. Z réwnaniem cosx = 0 powiazany jest funkcjonat J (x) =

sinx, ktory ma nieskonczenie wiele argumentéw miminum globalnego.

Definicja 6.1.1 (Klasyczne prawie wszedzie rozwigzanie zagadnienia Dirichleta).
Funkcje
x€ H?(0,1)n H}(0,1)

spetniajaca réwnanie (6.1) wraz z warunkami brzegowymi
x(0)=x2(1)=0
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nazywamy rozwiazaniem klasycznym zagadnienia (6.1).

Zalézmy, ze funkcja x € H2(0,1)n H, (1) (0,1) jest rozwiazaniem klasycznym (6.1).
Woéwcezas zaréwno x jak i & sa funkcjami absolutnie ciaglymi. Przemnézmy
réwnanie (6.1) przez dowolna funkcje v € H&(O, 1) i scalkujmy obustronnie.

Zauwazmy, ze wykorzystujac warunki brzegowe mamy

1 1 1
f J'é(t)v(t)dt=5c(1)v(1)—5c(0)v(0)—f X(t)v(t)dtz—f () o(t)dt.
0 0 0

Stad mamy nastepujaca relacje spelniong przez rozwiazanie x dla dowolnej funkcji

testowej v
1 1
f x(t)z}(t)dt+f (F@x@))+h@)v@)dt=0. (6.2)
0 0

Stad mozemy podac nastepujaca definicje:

Definicja 6.1.2 (Stabe rozwiazanie zagadnienia Dirichleta). Funkcje x € Hé(O, 1)
nazywamy stabym rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta (6.1), jezeli dla dowolnego
vE H(l) (0,1) spetniona jest relacja (6.2).

Zauwazmy, ze rozwiazanie slabe jest jedynie klasy Hé (0,1). Na podstawie
powyzej poczynionych obserwacji kazde rozwiagzanie klasyczne, jest rozwiazaniem
stabym. Powstaje pytanie, czy rozwiazanie slabe jest rozwiazaniem klasycznym.
Okazuje sie, ze ma to miejsce i wystarczy powotaé sie na omawiany powyzej lemat
(Lemat du Bois-Reymonda). Skoro w przypadku badania zagadanienia
(6.1) znalezienie rozwiazania stabego jest ré6wnowazne znalezieniu rozwigzania

klasycznego, wystarczy znalez¢ jedno z nich - to ktére uzyskaé jest latwiej.

Poszukiwaé bedziemy rozwiazan stabych jako punktéw krytycznych pewnego
funkcjonalu catkowego. Aby méc badaé ten funkcjonal bedziemy potrzebowali

pewnych warunkéw wzrostu.
Zauwazmy, ze funkcja F :[0,1] x R — R dana wzorem
X
F(t,x)= f f(t,s)ds dla p.w. t €[0,1] oraz dla kazdego x € R
0
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jest réwniez funkcja Caratheodory’ego. R6wniez mamy, ze

iF(L‘,x) =f(t,s)ds
dx

dla p.w. ¢ € [0,1] oraz dla kazdego x € R. Zatem warunki wzrostu moga byé
nakladane albo na F albo na f. Bedziemy dodatkowo zakladali, ze

H2 F :[0,1] x R — R jest funkcja L' — Caratheodory’ego oraz istnieja, funkcje
a€L®(0,1), llalze~ <2, b,ce L1 (0,1)
takie, ze dla p.w. t €[0,1] oraz dla kazdego x € R zachodzi

F(t,x)> %a(t)x2+b(t)x+c(t) (6.3)

Uwaga 6.1.3. Zalozenie |alje~ < 72 wiaze sie z nieréwnoscia Poincdre.
Przyktadem funkcji to zalozenie spetniajacej jest dowolna funkcja ciagta na
odcinku [0,1] o odpowiednio matej normie. Wiemy, iz dla funkcji ciagltych na
odcinku supremum istotne pokrywa sie z supremum. Warunek bedzie
wykorzystywany przy dowodzeniu koercytywnosci odpowiedniego funkcjonatu
dziatania. Przyktadem funkcji F speiniajacej powyzszy warunek jest nastepujoca
funkcja kwadratowa
F(t,x)= %nztxZ +(sint)x

i zwiazana z nia, funkcja

1
f(t,x)= inztx +sint.

Rozwazmy teraz funkcjonal dzialania (zwany czasem funkcjonatem dziatania
Eulera lub funkcjonalem Eulera) JJ : H é (0,1) — R dany wzorem

1 1 1
J(x):lf xz(t)dt+f F(t,x(t))dt+f h(®)x(t)dt.
2 Jo 0 0

Zauwazmy, iz
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Lemat 6.1.4. Zaiézmy, ze spetniony jest warunek H1. Funkcjonat J jest dobrze
okreslony, tzn. J(x) € R dla dowolnego x € Hé (0,1).

Dowdd. Istotnie fol 2@ de=| x||§11(0 D < +00. Z nieréwnos$ci Schwarza mamy, ze
0 3

1 1 1
fh(t)x(t)dtS\/f h2(t)dt\/f x2()dt < +o0.
0 0 0

Skoro F jest funkcja L1— Caratheodory’ego oraz x € H 3 (0,1) jest funkcja ciagla, to
catka fol F (t,x(t))dt jest réwniez skonczona. i

Pozostaje zbadaé inne wlasnosci funkcjonalu J— tzn. koercytywnosé, staba
polciaglosé z dotlu oraz rézniczkowalno$é¢ w sensie Gateaux, czyli zastosowac
bezposrednia, metode rachunku wariacyjnego (Twierdzenie [5.2.1). W istocie J
okaze sie byé funkcjonalem klasy CL.

Lemat 6.1.5. Zatézmy, ze spetniony jest warunek H1. Wowczas funkcjonat J jest
stabo péiciagty z dotu na H& (0,1).

Dowodd. Zauwazmy, ze J = J1 + Jg + J3, gdzie

1
Jl(x) = 5\[0

Zauwazmy, ze funkcjonal JJ3 jest liniowy i ciagly a zatem slabo ciagly. Funkcjonal

1 1 1
22 () dt, Jz(x)zf F(¢,x(t))dt, J3(x)=f h(t)x(t)dt.
0 0

J1 jest wypukly i ciagly, a zatem stabo pélciagly z dotu na podstawie twierdzenia

Z przykladu|5.3.10| wynika, ze J3 jest slabo ciagty. |

Lemat 6.1.6. Zaiézmy, ze spetniony jest warunek H1. Wowczas funkcjonat J jest
rézniczkowalny w sposéb ciagly na H é 0,1).

Dowéd. Zauwazmy, ze J3 jako liniowy i ciagly jest funkcjonalem klasy C*.
Zauwazmy, ze z przykladuwynika, iz J1 jest réwniez klasy C1.

Pozostaje wiec rozwazy¢ przypadek funkcjonalu Js.  Dla uproszczenia

rozwazan przyjmiemy, iz f jest funkcjq ciagta. Wtedy oczywiscie spelnia warunek
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Caratheodory’ego. Ustalmy x € H(% (0,1). Dla ustalonego elementu v € Hé 0,1)
(ktory jest oczywiscie funkcja ciagla) funkcja

1
g—»f F(t,x(t)+ev(t)dt
0

(w tym wypadku calke mozemy traktowa¢é jako calke Riemanna) rozwazana na
przedziale (—1,1) jest ze wzgledu na regule Leibniza rézniczkowania pod znakiem
calki klasy C 1istad

] 1
—f F(t,x(t)+ev(t)dt
oe Jo

1
=[ f@x@®)vt)dt,
=0 0

skoro F'(t,x) = f(;c f (t,s)ds. Zauwazmy, ze odwzorowanie

1
v—»/ f(&,x@)v(t)dt (6.4)
0

jest liniowe i ciagle. Liniowo$¢ jest oczywista, a ciaglosc latwo pokazaé stosujac
nastepujace oszacowanie. Skoro x jest funkcja ciagla, to istnieje liczba d > 0 taka,
ze |x(¢)l = d dla ¢t € [0,1]. Skoro f jest funkcja Lz—Caratheodory’ego, to istnieje
funkcja fq € L'(0,1) taka, ze |f (t,x(t))| < fq(t) dla p.w. t €[0,1]. Polézmy c; :=
fol fa(t)dt. Mamy stad i z nier6wnosci Soboleva

1 1
U £t x @)@ dt sf 6,z @)v )] dt
0 0

1
<lvllego fo IF (6,2 (@) de

1
= ||U||Hé(0,1)j(; fa@®dt=c1 ”v”Hé(O,l)'

Zatem operator dany wzorem jest liniowy i ciagly. Stad funkcjonal J2 jest
rézniczkowalny w sensie Gateaux. Pokazemy teraz, ze Js jest klasy C1. Wystarczy
pokazacé, ze pochodna Gateaux jest ciagta na H é (0,1), czyli, uwzgledniwszy uwage
ze dla dowolnego ciagu (x,) c H(l) (0,1) takiego, ze x, — xg € Hé (0,1) zachodzi

1 1
fo f(t,xn(t))v(t)dt~£) f@xo@®)v(@)dt (Zb)

jednostajnie wzgledem v ze sfery jednostkowej w H 3 (0,1). Zauwazmy, ze dla p.w.
t €[0,1] zachodzi
f@&xn@)v@)— f (& x0@)v(@).
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Skoro x, — xo W Hé (0,1), to réwniez x, = xo a zatem istnieje d > 0 takie, ze
|x, (t)] < d dla wszystkich n € N, ¢ € [0,1] oraz funkcja f3 € L2(0,1) taka, ze
If (¢,%)] < fq) dla p.w. ¢ €[0,1] oraz dla wszystkich |x| < d. Zauwazmy, ze dla
p-w. t €[0,1] zachodzi

If (&, 20 )V (@) < vl fa @) =Ffa @),

gdyz llvlcio,1; = 1. Zatem stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowane;j
zbieznosci mamy, ze zachodzi jednostajnie wzgledem v ze sfery jednostkowe;j
w H}(0,1). i

Zajmiemy sie teraz koercytywnoscia funkcjonatu /.
Lemat 6.1.7. Przy zatozeniach H1, H2 funkcjonat J jest koercytywny na Hé 0,1).

Dowodd. Zauwazmy, ze dla funkcjonatu Jo zachodzi nastepujace oszacowanie dla

dowolnego x € H é (0,1) na podstawie nieré6wnosci Poincare
1 1t 1 1
Jg(x)Zf F(t,x)dt > 5[ a(t)x2(t)dt+f b(t)x(t)dt+[ c(t)dt
0 0 0 0
11 1 1
z——/ |a(t)x2(t)|dt—f |b(t)x(t)|dt+f c(t)dt
2 Jo 0 0
1 1 9 1
=S lallmon [ 5 @Ode= el [ b®Id+e:
1 1 1 9 1
‘Qalﬁfo i (t)dt—llxllHé(Oyl)‘/(; lb@)|dt+cy

1
- = 2 _
= 2ﬂ2a1||x”Hé(0,l) b1 ”x”Hé(O,l)-'_Cl’

gdzie
1 1
a1 = llallp=,1),b1 =f0 [b(8)ldt,c1 :j(; c(t)dt.

Ponadto, dla funkcjonatu J3 zachodzi nastepujace oszacowanie
1 1 1
Jg,(ac):fO h(t)x(t)dt = —fo lh(@®)x(@)|dt = —fo Ih(t)ldtIIxIIHé(O’D

dla dowolnego x € H 3 (0,1). Podsumowujac zachodzi nastepujace oszacowanie

J(x) = J1(x) + Jo(x) + J3(x)

1
_bl_fo |h(t)|)lelng(o,D”1

>1 1 1 9
—5 —?al ”x”Hg(O,l)+
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dla dowolnego x € Hé (0,1). Skoro a1 = llalfe < 7:2, to

1 1 9 1
3 (1 - ;m) ”x”Hé(O,l) + (—b1 _fo Ih(t)l) IIxIIHé(O,l) +c1— 00
oile “x”Hé(O,l) — 0o. Zatem J jest koercytywny na H(% 0,1). |

Pozostaje skomentowaé kwestie jednoznacznos$ci rozwigzan.

Uwaga 6.1.8. Jednoznaczno$¢ rozwiqzari badanego zgadnienia Dirichleta
sprowadza sie do sprawdzenia czy funkcjonat dziatania ma doktadnie jeden punkt
krytyczny. A to najprosciej sprawdzié badajac Scista, wypuktosé funkcjonatu
dziatania. Zauwazmy, ze Jp jest Scisle wypukly, natomiast funkcjonat J3 jako

liniowy jest wypuktly. Zatem J bedzie $cisle wypukty, o ile wypukty bedzie Js.

Potrzebujemy zatem dodatkowego zalozenia
H3 dla p.w. t€[0,1] funkcja x — f (t,x) jest niemalejaca na R.
7 zalozenia H3 wynika, iz dla p.w. ¢ € [0, 1] funkcja x — F (¢, x) jest wypukla.

Istotnie ustalmy ¢ € [0,1] i weZzmy dowolne x > y, x,y € R. Skoro funkcja s —

f (t,s) jest niemalejaca, to oczywiscie f (t,s) = f (¢,y) dla s € [y,x]. Mamy zatem
F(t,x)—F(t,y)=f0xf(t,s)ds—f0yf(t,8)ds=fyxf(t,8)ds
> fyxf(t,y)ds =ftyx-y).
Poniewaz dla x <y réwniez zachodzi F (t,x)-F (¢,y)=f(t,y)(x—y) oraz F, =f, to
F(t,x)-F(t,y)=F(t,y)(x—y).

Zatem, ze stwierdzenia mamy, ze dla p.w. ¢ € [0,1] funkcja x — F (¢,x) jest
wypukla na R.

Stad wypukly jest funkcjonat
1
Hé(o,l)ax—»f F(t,x(t)dt.
0
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Zauwazmy, tez, ze jezeli £ (¢,0) =0 dla p.w. £ €[0,1] oraz h nie jest tozsamos$ciowo

zerem p.w. na [0,1], to element 0 € H(l) (0,1) nie moze by¢ rozwiazaniem (6.1).
Istotnie, wstawiajac x = 0 do réwnania (6.1) otrzymujemy sprzecznosé. Stad

mozemy podac (juz bez koniecznosci dowodzenia) nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.1.9 (Istnienie i jednoznaczno§é rozwiazania niezerowego).
Zatozmy, ze spetnione sq warunku H1, H2, H3 oraz, ze f (¢,0) =0 dla p.w. t€[0,1],
h nie jest tozsamosciowo zerem p.w. na [0,1]. Woéwczas zagadanienie (6.1) posiada

doktadnie jedno nietrywialne rozwiazanie klasyczne.

Mozemy poda¢é twierdzenie dotyczace jedynie rozwiazalnosci zagadnienia (6.1)
bez wymagania jednoznaczno$ci. Wystarczy w twierdzeniu pominaé
zalozenie H3.

Twierdzenie 6.1.10 (Istnienie rozwiazania niezerowego). Zatozmy, ze spetnione
sa warunku H1, H2 oraz, ze [ (t,0) =0 dla p.w. t €[0,1], h nie jest tozsamosciowo
zerem p.w. na [0,1]. Wowczas zagadanienie (6.1) posiada co najmniej jedno

nietrywialne rozwiazanie klasyczne.

6.2. Zastosowanie twierdzenia o przeleczy gorskiej

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem Dirichleta dla uproszczenia rozwazanym

z prawa strong niezalezna od czasu

—i(t) = f(x(8)), dla p.w. t€(0,1),
(6.5)
x(0)=x(1)=0,

gdzie f : R — R jest funkcja ciagla taka, ze F (v) := fov f(s)ds oraz

H4 istnieje stata 0 > 2 taka, ze dla v €R, |v| = My, gdzie M > 0 jest pewna, stalq
zachodzi
0<6F (v)<vf(v), (6.6)
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H5 lim,_o [ = 0.

Powyzej Zauwazmy, iz funkcja f(v) = v® dla 6 = 4 spelnia powyzej przyjete

zalozenia.

Warunek H4 odbiega od warunkéw dotychczas nakladanych i nosi nazwe
warunku Ambrosettiego-Rabinowitza. Ulatwi on sprawdzenie, iz dla funkcjonalu
J spelniony jest warunek Palais-Smale. Warunek H5 méwi o zachowaniu sie
funkcji f w otoczeniu 0 (trzeba przypomnieé definicje granicy funkcji) a co za tym

o zachowaniu wokoét 0 funkcjonatu dzialania.

Skoro f jest funkcja ciagla to od razu otrzymujemy, ze J : H, 3 (0,1) — R dany
wzorem

1 1 1
J(u)=—f Iu(t)|2dt—f Fu@®@)dt
2Jo 0

jest dobrze okreslony.

Rézniczkowalnosé 1
u—»—f i (8)1? d¢
2 Jo

w sensie Gateaux jest r6wniez oczywista. Rézniczkowalno$é funkcjonatu
1
u —>f Fu@)dt
0

na Hé(O, 1) wynika z dowodu lematu Widzimy, ze J' (u) : Hé (0,1) — R jest
dana wzorem

1 1
J'(u;h)z[ u(t)fl(t)dt—f fw@)h@)dt. (6.7)
0 0

Zatem, podobnie jak w rozwazanych dotad przypadkach kazdy element u €
H, é (0,1) bedacy punktem krytycznym funkcjonalu o/, jest rozwiazaniem stabym
zagadnienia (6.5), czyli takim, ze relacja

1 1
fu(t)fz(t)dtzf Fw@)h@)de
0 0

zachodzi dla dowolnego h € Hé (0,1). Rozwiazaniem klasycznym jest kazda
funkcja u € H}(0,1)nH?(0,1) ktéra spetnia réwnanie dla p.w. t€[0,1] wraz

z warunkami brzegowymi.
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Korzystajac z wyniku opisanego w [5] wiemy, ze calkujac obie strony
nieréwnosci otrzymujemy, iz istnieja stale a > 0, b € R takie, ze dla dowolnego
v € R zachodzi

F@)=alv|’-b. (6.8)

Skoro 6 > 2, to widzimy od razu, iz funkcjonal J nie moze by¢ koercytywny.

W istocie mamy nastepujacy lemat:

Lemat 6.2.1. Zatézmy, ze spetniony jest warunek H4. Niech 1> 0 bedzie dowolnie
ustalone. Wtedy istnieje element v € Hé (0,1) taki, ze v ”Hé(O,l) >noraz J(v)<O.

Dowéd. Wezmy dowolny element w € Hé (0,1) taki, ze w # 0. Zauwazmy, ze dla

s > 0 stosujac nier6wnosé oraz definicje normy w H} (0,1) mamy

1 1
J(sw)zlf Isw(t)Ith—] F(sw(t)dt
2 Jo 0

1
0 0
< — —
=5 ”w”Hé(o,l) as j(; lw@®)|”dt+b.

Skoro w jest ustalone, a > 01 0 > 2, to oczywiscie

2

1
%lelz —asef lw@®)?dt+b — —oco
0

1
HL0,1)

przy s — oo. Stad réwniez

J (sw) — —oo.
Mozemy wiec ustali¢ takie sg > 0, ze ||30w||H3(0,1) > 7 oraz J(sow) < 0. Kladac

v(t):=sow(t) dla ¢t € [0,1] mamy teze lematu. |

Kolejny lemat dotyczy zachowania sie funkcjonalu wokét 0. Okazuje sie, ze

znajdziemy sfere taka, ze na niej funkcjonal dzialania jest zawsze dodatni.

Lemat 6.2.2. Zatozmy, ze spetnione sq warunki H4, H5. Wéwczas istnieja, liczby
n,¢ > 0 takie, ze J (u) = ¢ dla wszystkich u € Hé (0,1) spetniajacych ||u||Hé(0,1) =1.

Dowodd. Zauwazmy, ze z zalozenia H5 dla dowolnego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze

dla |x| =6 zachodzi |f(v)| < ¢lv|. Dla 0 < x < mozemy zapisac

x x x x 2
f f(s)ds S[ If(s)ldssa‘f Isldszsf sdszs&.
0 0 0 0 2
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Natomiast dla —6 < x < 0 mamy

|x|?
<el .
2

0
f —f(s)ds

Zatem dla dowolnego € > 0 istnigje § > 0 taka, ze dla |x| < § zachodzi

|F (x)| = ‘/0 f(x)ds

|x]?
F <eg—.
|F(x)| 2
Ustalmy 0 < € < 1 oraz wezmy 6 < £. Uwzgledniajac nier6wnosé (5.2), (5.3) mamy
dla IIwIIHé(O,l) =0,we Hé(O, 1), co nastepuje

1 1 1
J(w)=—f Iw(t)lzdt—f Fw(t))dt
2 Jo 0

- 1 2 1 ! Zd
= Sl —5¢ [ w@Rde

—5( _E)"w”Hg(o,n—Q( —£)€”.

Zatem mozemy przyjac
1
n=g, §=§(1—8)£2. |

Przejdziemy teraz do sprawdzenia warunku Palais-Smale’a, co nie jest
juz elementarne. Tym razem znéw nam przyjdzie z pomoca warunek H4.

Wykorzystamy réwniez nastepujaca wlasnosc:

W1: W dowolnej rzeczywistej przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym
(-,+,» dla ciagu stabo zbieznego x,, — xq i takiego, ze ||x, |l — llxoll, zachodzi x, — xo.
Latwo ten fakt wykazaé postugujac sie zwiazkiem normy oraz iloczymu skalarnego

&

i badajac zbieznosé | x, ||* — lacoll?.

Istotnie, zauwazmy, ze ze stabej zbieznosci x,, — x¢, wynika, ze (x,,x0) — llxoll%.
Stad

2 2 2
lxn —xoll” = Cxp — x0,2%n — x0) = [l I + X0 I —2(x,,x0) — 0.

Druga z wlasnosci, ktéra wykorzystamy jest nastepujaca
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W2: Niech (x,),(fn) c H bedaq takie, ze x,, — xg oraz fn, — fo. Wtedy

<xn>fn> - <x0af0>'

Lemat 6.2.3. Zatozmy, zZe spetnione sq warunki H4, H5. Wtedy funkcjonat J

spetnia warunek Palais-Smale’a.

Dowéd. Wezmy dowolny ciag (up) < H, é (0,1) taki, ze ciag (J (uy)) jest ograniczony
oraz HJ/(uk)|

10D — 0 przy & — oo. Pokazemy, ze (u) ma podciag zbiezny.

Skoro ||Jl(uk)||H1(O 1) — 0, to dla pewnego ustalonego ¢ > 0 istnieje k¢ takie, ze
oW
! < > >
”J (uk)”Hé(O,l) <edla k= k. Zatem dla k = ko
| (s ur)] < ellur g o,y)-

Z bezposredniego rachunku mamy

1
T i) = Nl g = [ @) 0. (6.9)

Pokazemy, ze ciag (up) jest ograniczony w Hé (0,1). Przypuéémy, ze IIukIIHé(O,l) =
My, gdzie My jest stalg okreslona w H4 (w przeciwnym wypadku nie ma czego

dowodzi¢). Zatem wykorzystujac warunek otrzymujemy dla & = k&

1 1 1
—f F(uk(t))dtz——f ftur@)up@)dt
0 0 Jo

2

IR
=3 (uk,uk)_éuuk”Hé(O,l)-

Zauwazmy, ze dla k = kg mamy
1, €
§J (lLk;Uk)Z _5 ”uk”Hé(O,l)'

Skoro ciag (J (up)) jest ograniczony, to istnieje statla C > 0 taka, ze J(ur) < C dla
k eN. Stad i z powyzszego mamy dla & = kg

1 1
T =5 lunly - [ Fas@de

9 €
> — — — - =
> (2 9) llurll H10) g Nk llzo,0)
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Czyli ciag (u) jest ograniczony w Hé(O, 1). Ma on zatem podciag stabo zbiezny
w H&(O, 1), ktéry mozemy wybraé w taki sposéb, aby byl zbiezny w C[0,1], czyli
zbiezny jednostajnie. Podciag ciagu (1) oznaczamy tym samym symbolem, a przez

ug € Hé (0,1) oznaczamy jego staba granice.
Zatem wystarczy pokazac, ze

(1773 ”Hé(O,l) - ”uOHHé(O,l)

i wtedy juz bedzie wiadomo, ze (u}) jest nie tylko stabo, ale i silnie w Hé 0,1).
Widzimy, ze dla & — oo
J (wpiup—ug)—0 (6.10)

Doktadniej zanalizujemy powyzsza relacje. Powolujac sie na wzér mamy dla
keN

J (upsur —uo) =J (wpsur) —J' (wr;uo)
1
_ 9 _ X R
“luply o~ [ o Ouo@de

1 1
_fo f(uk(t))uk(t)dHfO fur@uo(®d)dt.

Zauwazmy, ze skoro u, — ug, to

1
. . 9
| ar@raorde—uolyy, .

Ponadto, skoro u, = ugy oraz [ jest ciagla, to f(u,) = f(ug). Przechodzac do

granicy w calce mamy

1 1
_fo f(uk(t))uk(t)dHfO fur@®)uo(®)dt — 0.

Zatem z (6.10) wynika, ze |lup ”H(}(O n— ||u0||15,é(0 1)» €zyli otrzymujemy, ze ur — uo

skorzystawszy z opisanej powyzej wlasnosci przestrzeni Hilberta. |

Twierdzenie 6.2.4. Zalozmy, ze spetnione sq warunki H4, H5. Wéwczas zadanie

Dirichleta (6.5) posiada przynajmniej jedno nietrywialne klasyczne rozwiazanie.
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Dowdd. Teza wynika z twierdzenia Istotnie JJ(0) = 0, z lematu
funkcjonal J spelnia warunek Palais-Smale’a oraz z lematu istnieja liczby
n,¢ > 0 takie, ze J(u) = ¢ dla wszystkich u € Hé (0,1) spelniajacych ”u”Hé(O,l) =
1. Ponadto z lematu istnieje v € Hé(O,l) taki, ze ”v"Hé(O,l) > 1) oraz
J (v) < 0. Zatem funkcjonal J posiada nietrywialny punkt krytyczny, ktéry jest
rozwigzaniem stabym zagadnienia (6.5). Na podstawie lematu (Lemat du

Bois-Reymonda) jest to réwniez rozwigzanie klasyczne. |

W odréznieniu od zastosowania bezposredniej metody rachunku wariacyjnego,
korzystajac z twierdzenia razu otrzymujemy rozwigzanie nietrywialne bez

zadnych dodatkowych zatozen o funkcji f w punkcie 0.

6.3. Rozwiazania dodatnie

Zajemiemy sie rozwiazaniami dodatnimi na konkretnym przykladzie, w ktérym
beda spelnione zalozenia H4-H5. Rozwazmy w przestrzeni H (1) (0,1) zagadnienie
Dirichleta

—(t) = x@®)IP2x(¢), dla p.w. t€(0,1),

(6.11)

x(0)=x(1)=0,
gdzie p > 2. Zauwazmy, ze klasyczny funkcjonal dzialania o : Hé(O,l) - R
zwiazany z problemem jest postaci (pamietajmy, ze g—x lxP = [x|P~2x dla
p>2):

1t 11!
J(x):—f |9‘c(t)|2dt——f lx (8)|P dt.
2 Jo pJo

Badanie zagadnienia technikami zwiazanymi z tak zwana geometria
przeteczy gorskiej prowadzi do uzyskania istnienia przynajmniej jednego
rozwiazania dodatniego, tzn. takiego, ze x € Hé (0,1) n H%(0,1) oraz x(t) >
0 dla ¢ € (0,1). Tak zdefiniowany funkcjonal spelnia zalozenia H4-H5 dla
6 = p. Z twierdzenia mamy, ze funkcjonal J posiada co najmniej
jeden nietrywialny punkt krytyczny x¢ bedacy rozwiazaniem stabym zagadnienia
Dirichlete’a (6.11)), czyli takim, ze

1 1
f f0 (o) dt = f 10 (D120 (B)v (1) dit
0 0
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dla dowolnego v € Hé(O,l). Na podstawie lematu (Lemat du

Bois-Reymonda) jest to réwniez rozwiazanie klasyczne.

Z powyzszego rozumowania latwo widaé, ze zasadnicza trudnosc¢ lezy
w znalezieniu rozwigzan dodatnich. Skoro rozwigzania uzyskujemy badajac
funkcjonal dziatania, to oczywiste jest, ze istnienie rozwigzan dodatnich jest
zagwarantowane przez istnienie dodatnych punktéw krytycznych odpowiedniego

funkcjonatu dzialania. Pol6zmy

0, dlax <0,

gx)=

|72, dlax=0.

Wtedy obliczajac funkcje pierwotna (skorzystawszy z definicji funkcji gornej

granicy calkowania) mamy:

0, dlax <0,
G(x)=
Il) |x|P, dlax=0.

Oczywiscie G jest klasy C! na R. Rozwazmy funkcjonal

1 1 1
J(x)z—f |x<t)|2dt—f G(x (@D dt
2 Jo 0

dla ktérego jak juz nadmieniliSmy wczesniej spelnione sg warunki geometrii
przeteczy gorskiej. Z definicji funkcji g od razu widaé, iz punkty krytyczne
funkcjonahlu J sa rozwigzniami stabymi (6.11).

Twierdzenie 6.3.1. Zadanie Dirichlete’a (6.11) posiada co najmniej jedno

nietrywialne rozwiazanie dodatnie.

Dowéd. Z twierdzenia istnieje co najmniej jedno rozwiazanie xo zadania
Dirichlete’a (6.11) spetniajace

1 1
fx(t)v(t)dt:f glx@®)v(t)dt (6.12)
0 0
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dla dowolnego v € Hé (0,1). Wezmy v = x, gdzie

0, gdy xo(£) = 0,
xg (t) =
xo(t), gdy x0(¢)<O.
Skoro xg € Hé(O,l), to réwniez x;, € H& (0,1). Zauwazmy, ze z definicji funkcji
g wynika, ze glxo () xy (1) =0 dla ¢ € [0,1]. Ponadto skoro x-x~ = —Ix_lz, to
z (6.12)mamy
1
f x5 (0| de =0.
0
Od razu widagé, ze x5 =0, skad xg(#)=0dlat€(0,1).

PrzypusScmy teraz, ze zagadnienie (6.11) ma rozwigzanie xg takie, ze dla

pewngo top mamy xq(tg) = 0. Zauwazmy, ze liniowe zagadnienie poczatkowe

-X%(¢t)=0, dlat€(0,1),

x(to) =%(¢g) =0

ma dokladnie jedno rozwiazanie (klasyczne) xo = 0 dla ¢ € R przy dowolnym ¢( €
(0,1). Wtedy oczywisScie otrzymujemy sprzeczno$¢ z tym, ze xg jest rozwigzaniem

nietrywialnym. Czyli x¢ (¢) >0 dla ¢ € (0,1). |

6.4. Inne spojrzenie na bezposrednia metode rachunku

wariacyjnego

Przypomnijmy, ze rozwazamy jedynie przestrzenie rzeczywiste, stad tez podawane
przez nas definicje sa umieszczane jedynie w tym kontekscie. Podamy pewne
zunifikowane podejscie do badania nieliniowych zagadnien wariacyjnych, dla
ktorych istnienie mozna uzyskaé przy wykorzystaniu bezposredniej metody
rachunku wariacyjnego. Niech E bedzie refleksywna, rzeczywista przestrzenia

Banacha.
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Definicja 6.4.1. Ograniczong forma dwuliniowa na E nazywamy funkcjonat
a:ExE—R

majacy nastepujace witasnosci:

(i) Dwuliniowosé. Dla dowolnych u,v,w € E, a,f € R zachodzi
a(au+ pv,w) = aa(u,w)+ fa@,w)

a(w,au+pv) = aa(w,u)+ fa(w,v)

(it) Ograniczonos$é. Istnieje stata d > 0 taka, ze dla dowolnych u,v € E :
la@u,v)l <d lul vl

Forme a nazywamy symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy

a(u,v)=a(v,u)

dowolnych u,v e E.
Forme a nazywamy dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy

a(u,v)=0

dowolnych u,veE.

Forme a nazywamy dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stata
¢ >0 taka, ze

a(u,u)=d |ul’®
dowolnego u € E.

Twierdzenie 6.4.2. Jezeli a : E x E — R jest ograniczong, forma dwuliniowa, to jest

funkcjonatem ciagtym.
Dowéd. Wezmy ciagi (uy), (v,) zbiezne do ug, vg odpowiednio. Wtedy mamy

la(n,vn)—a(uo,vo)l <la(u, —uo,vs)l +la(ug, v, —vo)l

=dllup—uolllvell +dlluol llvn —voll — 0. i
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Twierdzenie 6.4.3. Zalézmy, ze a : E xE — R jest dodatnio okreslona, symetryczna,
ograniczona, forma dwuliniowq oraz b : E — R funkcjonatem liniowym i ciagtym.

Woéwczas funkcjonat dziatania J : E — R dany wzorem
1
J(u)= Qa(u,u)—b(u)
Jjest klasy C jego pochodna jest postaci:
(J'(W);h)g. g =auo,h)=b(h)
dla heE.
Ponadto, J posiada doktadnie jeden argument minimum ug taki, ze
a(ug,h)=b(h) dlaheE.

Dowéd. Niech x € E bedzie dowolnie ustalonym punktem. Ustalmy kierunek 4 €

E. Tworzymy funkcje pomocnicza g : R — R dang wzorem
1

gt)= 5a(x+ th,x+th).
Zauwazmy, ze skoro a jest forma dwuliniowa (symetryczna), to

1 2 1,

gt)= §a(x,u) +ta(x,h)+ §t a(h,h).
Stad mamy, ze pochodna Gateaux funkcjonatu JJ jest postaci:
(J'(W);h)g. g =a(u,h)=b(h)

dla A € E. Korzystajac z uwagi widzimy, ze pochodna Gateaux jest

odwzorowaniem ciaglym na E. Istotnie, jezeli u, — ug oraz ||h| <1, to
la(u—ug, M) =dllup —uolllhll <=dllu, —uoll — 0.
Zatem oJ jest klasy C1.

Funkcjonal J jest koercytywny. Istotnie, mamy skoro forma a jest dodatnio
okreslona oraz b jest funkcjonalem liniowym i ciaglym (czyli b(u) < |16] |z dla
dowolnego u)

J(w)= %a(u,u)— b(u)= %c lull® = 150wl
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6. Zagadnienie brzegowe drugiego rzedu typu Dirichleta

dla dowolnego u € E. Stad koercytywnos$é wynika od razu.

Funkcjonal J jest SciSle wypukly, a zatem wypukly. Istotnie, obliczajac,
skorzystawszy z uprzednio wyznaczonego funkcji pomocniczej g, wariacje drugiego
rzedu widzimy, ze

JP(u;h)=a(h,h) = %c 1212 >0

dlah#0,heE.

Podsumowujac: funkcjonal J jest ciagly i wypukly a zatem ciagowo stabo
polciagly z dotu oraz koercytywny. Stad posiada argument minimum ug, ktéry
na podstawie Reguly Fermata spelnia zaleznosc:

a(ug,h)=b(h) dlaheE.
Skoro o/ jest $cisle wypukly, to nie istnieje inny niz uy argument minimum. |

Przyklad 6.4.4. Przykladem dodatnio okreslonej dwuliniownej symetrycznej
formy moze by¢ iloczyn skalarny w rzeczywistej przestrzeni przestrzeni
Hilberta H.

Przyklad 6.4.5 (Zastosowanie do rozwigzalno$ci réwnan z ustalona prawa

strong). Niech E = H, é (0,1). Rozwazmy liniowe zagadnienie Dirichleta
—¥(t)=h(t), dlap.w. t€(0,1),
) (6.13)
x(0)=x(1)=0,

gdzie h € L?(0,1) jest pewna ustalona funkcja. Przypomnijmy, ze funkcja A

definiuje pewien funkcjonal liniowy i ciagly b : E — R dany wzorem
1
b)= f v()h(t)dt.
0

Pol6zmy a :Hé 0,1) x Hé (0,1) — R wzorem

1
a(x,v) :f x(t)ot)dt.
0
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Korzystajac z przykladu wiemy, ze a jest dodatnio okre§lona symetryczna
forma dwuliniowna. Zauwazmy, ze gdy x € H2(0,1) ﬂH(l) (0,1), to

1 1
f X(t)v(t)dtzf (=x@)v(t)dt.
0 0

Stad obserwacja iz argument minimum funkcjonalu J okreslonego
w twierdzeniu jest slabym rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta (6.13),
czyli
1 1
f x(B)o@)dt =f v(t)h(t)dt
0 0
dla v € E. Lemat du Bois Reymonda (lemat gwarantuje, iz kazde stabe
rozwiazanie (6.13) jest rozwiazaniem silnym. Powolujac sie na twiedzenie
wiemy, ze funkcjonat J ma dokladnie jeden argument minimum skad wnioskujemy

o0 jednoznacznej rozwiazalnosci zgadnienia Dirichleta (6.13).

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie, czy mozemy skonstruowaé podobne
abstrakcyjne podejscie do zagadnien typu (6.I). Ponizsze twierdzenie jest jedna
z mozliwych odpowiedzi na to pytanie, aczkolwiek istnieja nieco ogélniejsze i mniej

restrykcyjne podejscia.

Twierdzenie 6.4.6. Zalézmy, ze a : E x E — R jest dodatnio okreslona,
symetryczna, ograniczona, forma, dwuliniowa oraz b : E — R stabo pélciagtym z géry

funkcjonatem klasy CL, takim, ze

(i) istniejq state a < c, b,y € R takie, ze
1 2
b(x)s§a||x|| +Blxll +y

dla dowolnego x € E;
(it) funkcjonat b jest wklesty na E.

Woéwczas funkcjonat dziatania J : E — R dany wzorem
1
J ()= éa(u,u)—b(u)
Jjest klasy C jego pochodna jest postaci:
(J'(W)sh)ge g =auo,h) = (b'(wo);sh) g
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dla heE.

Ponadto, J posiada doktadnie jeden argument minimum uq taki, ze
a(ug,h)=(b'(wo);h)g. i dla h€E.

Dowod. Nalezy wykazaé, ze funkcjonat J jest stabo poélciagly z dolu
i korecytywny, gdyz rézniczkowalno$¢ wynika z przyjetych zalozen. Zastosowanie
twierdzenia [5.2.1| pozwoli nam otrzymac teze. Skoro funkcjonal u — —b (u) jest
stabo ciagowo pétciagly z dotu, to z twierdzenia wiemy, ze te wlasnosé ma
funkcjonat J. Zauwazmy, iz z twierdzenia wiemy, ze %a(u,u) = %c lwl2 dla

dowolnego u € E. Stad z i zalozenia (i) mamy, ze u € E zachodzi

1
J(u) = 5(c—a)||u||2—ﬁ||u||—y,

skad widzimy, ze JJ jest koercytywny. Poniewaz J jest stabo ciagowo pélciagly
z dolu, to posiada argument minimum. Skoro u — a(u,u) jest Scisle
wypukly oraz u — —b (u) jest wypukly, to argument minimum istnieje dokladnie
jeden. Skorzystawszy raz jeszcze z twierdzenia [6.4.3] i zrézniczkowawszy o/,

otrzymujemy teze. |

Przyklad 6.4.7 (Zastosowanie do rozwiazalnosSci réwnan ze zmienng prawa

strong). Niech E = H, é (0,1). Rozwazmy nieliniowe zagadnienie Dirichleta

—x(t) = f(t,x@)+h(t), dlap.w. te(0,1)
) (6.14)
x(0)=x(1)=0,

gdzie

H6 h € L2(0,1), h nie jest tozasmosciowo réwne zeru na [0,1], f:[0,1]1x R — R jest
funkcja L2—Carathe0dory’eg0; f(t,0)#0dlapw. t€[0,1];

H7 F :[0,1] x R — R jest funkcja, L'— Caratheodory’ego oraz istnieja, funkcje a €
L*>®(0,1), llallpe < 72 b,ce L1(0,1) takie, ze dla p.w. t €[0,1] oraz dla kazdego
x € R zachodzi

F(t,x) < %a(t)xz +b(t)x+c(t)
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HS8 dla p.w. t €[0,1] funkcja x — f (t,x) jest nierosnaca na R.

Powtarzajac rozumowanie prowadzace do dowodu twierdzenia wiemy,
iz zagadnienie Dirichleta (6.14)posiada dokladnie jedno rozwiazanie niezerowe.
Pokazemy, ze mozemy zastosowaé twierdzenie Z przykladu wiemy,

iz wystarczy sprawdzi¢ zalozenie (i). Kladziemy

1
b(u) :f F(t,u@)dt.
0
Z dowodu lematu otrzymujemy, ze

1 2
bw)s g arlluli ) +b1lulgyon +e1,

gdzie
1 1
a1 = ||a||L°°(0,1),bl ZL 6()dt,cq :j(; c(t)dt.

Zatem zalozenie (i) jest spelnione. Z dowodu lematu wynika, ze b jest stabo
ciagowo ciagly. Skoro x — f (¢,x) jest nierosnaca na R, to b jest wklesty.
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ROZDZIAL

Zaleznos¢ od parametru

Teraz zajmiemy sie takimi réwnaniami rézniczkowymi z warunkami brzegowymi
typu Dirichleta, ktére procz szukanej funkcji zaleza réwniez od pewnego
funkcyjnego parametru. Zagadnienia takie sa istotne w badaniu modeli w ktérych
pojawia sie pewne zaburzenia. Sformalizujemy to od strony matematycznej,
wprowadzajac niezbedne uproszczenia. Znane sa z tradycyjnych kurséw
réwnan rézniczkowych zwyczajnych wyniki dotyczace zalezno$ci od parametru.
Prezentowane przez nas rezulataty w jakiej§ mierze sa ich daleko idacymi
odpowiednikami. Zachowuja jednak zasadniczy sens zalezno$ci od parametru.
Mamy ciag parametréw zbiezny w pewnej przestrzeni funkcyjnej. Wybieramy
ciag rozwiazan réwnania odpowiadajacych temu ciagowi parametréow. Interesuje
nas pytanie: kiedy granicy ciaqgu parametréw odpowiada granica ciagu rozwiazan

réwnania.

7.1. Sformulowanie zagadnienia Dirichleta i zalozenia

Niech u € L2(0,1) bedzie ustalona funkcja (tzw. parametrem funkcyjnym).
Rozwazamy, podobnie jak poprzednio réwniez w przestrzeni H, (1) (0,1), zagadnienie

Dirichleta postaci
(@) = f(t,x(),u?)
(7.1)
x2(0) = x() = 0.
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Przypominamy, ze funkcja F : [0,1] x R — R jest zdefiniowana nastepujaco

F(t,x,u)= f f(t,s,u)ds
0

dla p.w. t€[0,1], kazego u € R.
Bedziemy zaktadali, ze
H9 f, F:[0,1] x R x R — R sqa, funkcjami Caratheodory’ego.

Piszac, iz rozwazamy (7.1) dla ustalonego u € L2(0,1) w przestrzeni Hé 0,1)
mamy na mysli, iz réwnanie jest sprowadzone do postaci stabej, czyli szukamy
x € H}(0,1), takiego, ze

1 1
—f a'c(t)fz(t)dt:f £ (@, x@), u@)h(t)dt (7.2)
0 0

dla dowolnego A € Hg (0,1). Zatem poszukiwanie rozwigzan polega na znalezieniu
rozwiazania slabego, a nastepnie wykazaniu, iz jest ono rozwigzaniem klasycznym
rozumianym w tym sensie, iz dla ustalnego u € L2(0,1) funkcja x jest elementem
Hé (0,1) takim, ze % :[0,1] — R jest funkcja absolutnie ciagla oraz x spelia (7.1).

Interesuje nas zaleznos§¢ rozwiazan od parametru funkcyjnego u, a dokladniej

zbadanie nastepujacej zaleznosci:

Dany jest jest ciag parametréw (u,) < L?(0,1). Czy istnieje odpowiadajacy mu
ciag (x,)c H 3 (0,1) rozwiazan zagadnienia Dirichleta (7.1)? Czy jesli ciag (uy) jest
zbiezny w L?(0,1) do pewnego uo, to odpowiadajacy mu ciag rozwiazar tez jest
zbiezny (réwniez w odpowiednim sensie, oraz byé moze co do podciagu) do pewnego

Xxq oraz czy xg jest rozwiazaniem odpowiadajacym elementowi ug?

Przy ustalonym u € L2(0,1) funkcjonal dzialania zwiazany z (7.1) jest postaci
Ju 1 Hj(0,1) = R:

1 1 1
Ju@)=5 f #2()dt + f F(¢t,x(t), u(®)dt.
0 0
Nalozymy nastepujace dodatkowe zalozenia:
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H10 dla dowolnego r > 0 istnieje funkcja f € Hé (0,1) taka, ze dla dowolnych
1 2 :
x€Hy(0,1), ue L*(0,1), ”x”Hé(O,l) =rlullpeen=sr zachodzi

[fr(2,2(2), (@) = fr(8)

dla p.w. t€[0,1];

H11 dla p.w. t€10,n] oraz dla kazdego u € R funkcja x — F(¢,x,u) jest wypukila

na R;
H12 dia kazdego u € L%(0,1)
F(,0,u(-)e L*(0,1)
Przykladem funkcji F' spelniajacej powyzsze zalozenia jest
F(t,x,u) = f(t)x +xexp(-u?) + Gx)

gdzie f € L1(0,1), a G : R — R jest wypukla, rézniczkowalna oraz jej pochodna jest

ograniczona na R, czyli np.
1 2
G(s)=s-arctgs — gln(s +1).

Wtedy G’ (s) = arctgs jest rosnaca i ograniczona na R.

7.2. Rozwiazywalnos$é zadania Dirichleta przy ustalonym

parametrze

Twierdzenie 7.2.1. Niech parametr u € L?(0,1) bedzie ustalony. Przy zatozeniach
H9-H12 funkcjonat J, jest dobrze okreslony oraz rézniczkowalny w sensie Gateaux

na H é (0,1) i jego pochodna Gateaux wynosi

1
Flx,g) = /0 HOZW) + £, 200, u@)g(Odt (7.3)

dla dowolnego g € Hg 0,1).
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Dowéd. Ustalmy u € R. Wezmy dowolne v € R. Z twierdzenia o wartosci Sredniej

mamy, ze dla p.w. ¢ € [0,1] istnieje { € [0,v] dla ktérego
F(t,v,u)-F(t,0,u)=f(t,(,u)v. (7.4)

(Zauwazmy, iz ( zalezy od wszystkich zmiennych). Wezmy teraz (znéw ustalone)
x € H}(0,1), u € L%(0,1). Wtedy istnieje r > 0, takie, ze lellga0,1) < 75 lullpan <7
Zdefiniujmy

fo®):=|F(¢,0,u(?))

p.w. na [0,1]. Wtedy mamy dla p.w. ¢ € [0,1] z relacji oraz nieréwnosci
Soboleva
[F(t,x (), u@®) < |F(E,0,u@®)l+frOr:= fot)+ f-(O)r. (7.5)

7 zalozenn H10 oraz H11 prawa strona powyzszej nieréwnosci jest funkcja klasy

L1(0,1). Stad calka folF(t,x(t),u(t))dt jest skonczona. Skonczono$é catki
% 01 %2(t)dt jest oczywista.

Rézniczkowalno$é w sensie Gateaux wynika wymaga dokladniejszej analizy.
Ustalmy x € H(l) (0,1). Dla ustalonego elementu v € Hé(O,l) badamy istnienie

granicy

. [LF@x@®)+ev®),u@®)-F(t,x(t),u(?)
lim f . dt.
E—00 0

Oczywista jest relacja
. Ft,x@®)+ev@),u(®)-F(&,x(t),u(?))
lim

£—00 £

=f(t,x@®),u@®)v @)

dla p.w. t €[0,1]. Wystarczy zauwazy¢, ze majoranta jest funkcja bedaca po
prawej stronie relacji (7.5). Zatem mozna zastosowaé twierdznie o zmajoryzowanej

zbieznosci Lebesgue’a. |

Twierdzenie 7.2.2. Niech parametr u € L?(0,1) bedzie ustalony. Przy zatozeniach
H9-H12 funkcjonat J, jest Scisle wypukty, koercytywny oraz stabo ciagowo
pétciagly z dotu na H, (1) 0,1).
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Dowéd. Zauwazmy, iz J, jest sumg dwéch funkcjonaléw : $cisle wypuklego

1 1 1 22
Ju(x)=§f x4(t)dt
0

oraz wypuklego

1
J2(x) = f F(t,x(t),u(t))dt.
0

Zatem J,, jest réwniez SciSle wypukly.

Rozwazamy ciag (x,) silnie (normowo) zbiezny w Hé (0,1) do pewnego xg. Jest

on wéwczas zbiezny jednostajnie zbiezny na [0,1]. Zatem dla p.w. ¢ €[0,1]
lim F(¢,x,(2),u(t)) = F(¢,x0(t), u(t))
n—0oo

Wykorzystujac relacje (7.5) z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej Lebesgue’a

mamy

1 1
lim | F(t,x,(),u(®)dt =f lim F(¢,x,(2), u(t))dt

Zatem o, jest ciagly (J,i jest w oczywisty sposéb ciagly), a skoro jest réwniez

wypukly, to jest stabo ciggowo péiciagly z dotu.

Koercytywnosé funkcjonalu JJ,, jest réwniez tatwa do wykazania. Polozmy
f1@®) = |f(t,0,u(?)] dla p.w. t€[0,1]. Z wypuklosci F mamy dla p.w. ¢ € [0,1]

oraz kazdego x € R
F(t,x,u@)-F,0,u®) = f(¢,0,u)x = —|f(&0,u@®))llx| = - f1(D)lx].

Czyli
F(t,x,u@®) = —f1(®)lx|+ fo(?) (7.6)

dla p.w. ¢ € [0,1] oraz kazdego x € R. Zauwazmy, ze dla dowolnego x € Hé 0,1)

1 1
fO f1i@®lx (@) dt < ”x”Hé(O’D_[O fi)dt

Stad mamy dla dowolnego x € H} (0,1)
1 1 1
2w = [ Pea,uoadez ey, [ fode [ food.
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Zatem dla dowolnego x € H, é 0,1)

1 9 1 1
Tu@z 5 1l ~elyon [ Aiodes [ foodt

Stad o, jest korecytywny. |

Uwaga 7.2.3. Zauwazmy, ze J, jest korecytywny jednostajnie wzgledem u, tzn.

istnieje funkcja g :R — R dana wzorem

311 Jy rivar- [}
== - t)dt + t)dt
g(x) 2 "x”Hé(O,l) ”x”Hé(O,l) 0 fl( ) 0 fO( )

koercytywna i taka, ze dla kazdego u € L?(0,1) zachodzi
Ju (x) = g (x)

dla kazdego x € Hé 0,1).

Twierdzenie 7.2.4 (O jednoznacznej rozwiazalno$ci zadania Dirichleta (7.2)).
Niech parametr u € L?(0,1) bedzie ustalony. Przy zalozeniach H9-HI12 zadanie
Dirichleta ma doktadnie jedno rozwiagzanie x,. Jezeli f(t,0,u(t)) Z0dlate A,
gdzie A jest podzbiorem mierzalnym [0,1] miary dodatniej, to rozwiazanie x, jest

nietrywialne.

Dowéd. Skoro oJ, jest koercytywny, stabo ciagowo pélciagly z dotu oraz Scisle
wypukly, to ma dokladnie jeden argument minimum. Poniewaz o/, jest réwniez
rézniczkowalny w sensie Gateaux, to ze wzoru oraz twierdzenia
(Reguly Fermata) mamy

1
fo %u(D)8(8) — (&, x,(1),u(?))g(¥)dt = 0

dla kazdego g € H, 8 0,1). Z lematu(Lematu du Bois-Reymonda) widzimy,
iz x, jest rozwigzaniem klasycznym. Skoro f(¢,0,u(t)) # 0 dla ¢ € A, gdzie A
jest podzbiorem mierzalnym [0,1] miary dodatniej, to widzimy, ze wstawiajac 0

zamiast x do réwnania (7.2) mamy sprzecznosé. |
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7.3. Zalezno$¢é rozwiazania zagadnienia Dirichlete’a od

parametru

Mozemy teraz przej$c¢ do zalezno$ci od parametru. Okazuje sie iz zestaw zalozen,
ktory przyjeliSmy jest wystarczajacy do wykazania kolejnego waznego dla nas

twierdzenia.

Twierdzenie 7.3.1 (Zalezno$¢ od parametru). Zatézmy, ze spetnione sq warunki
H9-H12. Niech (u,) < L2(0,1) bedzie ciagiem zbieznym do ug € L2(0,1). Wtedy
istnieje ciag (x,) € H (1) (0,1) jednoznacznych rozwiazarn odpowiadajacych
elementom ciagu (u,) oraz xg € H(l) (0,1) bedacy jego staba granica w Hé 0,1) jak

i (jednoznacznym) rozwiazaniem odpowiadajacym elementowi u.

Dowéd. Dla dowolnie ustalonego u, istnieje dokladnie jedno x, bedace
rozwigzaniem stabym (i klasycznym) zagadnienia (7.1). Przypomijmy iz x, jest
nie tylko rozwigzaniem, ale i argumentem minimum funkcjonatu J,,. Stad dla
dowolnego u, oraz x, mamy

Ju, (xp)= inf J, (x)=<d,, (0)=0.
x€HJ(0,1)

Z uwagi mamy, ze
1 9 1 1
3 Wt ~Iealgyon [ A0+ | fode=d,, <o

Zatem ciag (x,) jest ograniczony w Hé (0,1), czyli ma podciag stabo zbiezny
do pewnego x9. Oznaczmy ten podciag symbolem (x,,) Wykazemy, iz xo jest
rozwigzaniem odpowiadajacym elementowi ug. Skoro x,, jest rozwiazaniem
stabym odpowiadajacym u,, (pamietajmy, ze kazdy podciag ciagu zbieznego jest

réwniez zbiezny do tej samej granicy-niezaleznie od rodzaju zbiezno$ci), to
1 1
fo %n, (D)t = fo (@, %0, (), un, (£)gt)dt

dla dowolnego g € H é (0,1). Skoro (x5, ) jest zbiezny stabo do x, to wprost z definicji

mamy

1 1
/O i, (DDA — fo Fo(Dg(D)dt.
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Zbadamy teraz zbieznosé calki
1
fof(t,xnk(t),unk(t))g(t)dt.

Skoro ciagi (x,,) oraz (unk) sq ograniczone odpowiednio w Hé (0,1) oraz w L2(0,1),
to istnieje liczba r > 0 taka, ze Hxnk ”Hé(o,l) <r oraz ||unk “L2(0,1) 7 zalozenia H10
istnieje funkcja £, € L1(0,1) taka, ze dla p.w. ¢ € [0,1] zachodzi

|f(t,xnk(t),unk(t))| S fr(t)~
Skoro g jest funkcja ciagla, to f-g € L1 (0,1)idla p.w. £ €[0,1] zachodzi
|F(t,20, @), un, (g @)| < fr(®)|g ().

Zatem z twierdzenia Lebesque’a o zmajoryzowanej zbiezno$ci mamy

1 1
fof(t,xnk(t),unk(t))g(t)dt—»j(; f(t,x0(8),uo()g(t)dt.

W konsekwencji (z jednoznacznosci granicy)

1 1
j(; xo(t)g(t)dt+fo f(t,x0(t),uo()g(t)dt =0

dla dowolnego g € Hé (0,1). Stad xg jest rozwiazaniem slabym odpowiadajacym
elementowi ug. Zatem jest rowniez rozwigzaniem klasycznym. Z jednoznacznosci
rozwigzania wynika, ze innych rozwiazan réwnanie (7.1) nie posiada. Stad
réwniez wszystkie podciagi stabo zbiezne ciagu (x,) sa zbiezne do xg, czyli (x,)

jest zbiezny stabo do xy. |

Uwaga 7.3.2. Niech u € L?(0,1) bedzie ustalone. Zalozenie wypuklosci
w powyzszych rozwazaniach prowadzi jedynie do jednoznacznosci rozwiazarni. Po
prawdzie wypuktosé byta istotna w wykazywaniu koercytywnosci, ale mozemy
z niej zrezygnowaé dodajac pewien warunek wzrostu. Badajac staba, pétciagtosé
z dotu Jl% bez zaktadania wypuktosci zastosujemy klasyczne podejscie poprzez
wykorzystanie twierdzenia o zmajoryzowanej zbieznosci Lebesgue’a, gdyz zaleznosé
dostarcza informacji o istnieniu catkowalnej majoranty, a ciag stabo zbiezny

w Hé (0,1) jest réwniez jednostajnie zbiezny.
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7. Zalezno$c¢ od parametru

W Swietle powyzszej uwagi zalozenie H11 mozna pominaé zastepujac je

nastepujacym

H13 F :[0,1] x R x R — R jest funkcja L' —Caratheodory’ego, istnieja, funkcje g1,
g0 €L1(0,1) takie, ze
F(t,x,u) = g1(®)lx| + go (%)

dla p.w. t €[0,1] oraz wszystkich x,u € R.

Mamy zatem nastepujace twierdzenie, brzmiace podobnie jak powyzej
udowodnione z tym tylko, ze pomijamy stowo jednoznaczny. W dowodzie
nigdzie argumentu jednoznacznosSci rozwigzan nie wykorzystaliSmy poza jedynie
koncowym fragmentem dowodu, gdzie dowiedli$émy, iz rozwigzanie odpowiadajace

elementowi u( jest dokladnie jedno oraz, ze caly ciag (x,) jest zbiezny stabo.

Twierdzenie 7.3.3. Zatézmy, ze spetnione sq warunki H9, H10, H13. Niech
(uy) © L2(0,1) bedzie ciagiem zbieznym do ug € L%(0,1). Wtedy, istnieje ciag
(xp) Hé (0,1) rozwiazan odpowiadajacym elementom ciagu (u,) taki, ze dla
pewnego podciagu (xy,) istnieje element xg € H(l) (0,1) bedacy jego staba, granica

w Hé (0,1) oraz rozwiazaniem odpowiadajacym elementowi u.
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Uwagi bibliograficzne

Pozostaje nam skomentowaé¢, w jaki sposéb zostala wykorzystana literatura
cytowana w niniejszej pozycji. Skrypt nie zawiera zadnych nowych wynikéw
i jest opracowaniem powstalym na bazie lektur wymienionych ponizej. Podstawy
analizy funkcjonalnej Czytelnik znajdzie w [3], [13l, [7], [10]. Podstawy analizy
wypuklej warto studiowaé positkujac sie lektura ksiazki [2]. Zagadnienia
optymalizacyjne, na ktérych czeSciowo sie wzorowalem, sa opisane w [4].
Problemowi Dirichleta jest poswiecona monografia [9] oraz niektére fragmenty
[1l, [6]. Twierdzenie o przeleczy gorskiej ze swoimi wariantami i zastosowaniami
zostalo opisane w [5]. Rézniczkowanie w przestrzeniach Banacha jest znakomicie
opracowane w [12]. Koncepcje zaleznosci od parametru Czytelnik znacznie

poszerzy, czytajac prace [8].
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Indeks

Calkowanie przez czesci, |€_7| Rozwiazanie zagadnienia Dirichleta,
Definicja Twierdzenie
argument minimum, [6] istnieniu argumentu minimum , [34]
ciag minimalizujacy, kryteria wypuklosci,
funkcja Scisle wypukla, o globalnym dyfeomorfizmie,
funkcja Caratheodory’ego, [69] o pélciaglosci z dotu, [52]
funkcja wlasciwa, niewlasciwa, [16] o przeleczy gérskiej,
funkcja wypukla, o wartosci $redniej,
funkcjonat koercytywy, staba zwartos$¢ kuli,
n-ta wariacja Lagrange’a, [53] zaleznosé od parametru, [108]
ograniczona forma dwuliniowa, Twierdzenie
pétciaglosé z dotu, Arzela-Ascoli,
pochodna Fréchete’a, [24] Hadamarda, [£7]
pochodna Gateaux, [20] Pucci-Serrin, [37]
Hé 0,1), Weierstrassa,
warunek Palais-Smale’a, Weierstrassa
zbiér efektywny, [16] dla funkcji koercytywnej, [13]
zbieznoéé staba ciagu,
Wariacja
Lemat Lagrange’a, Gateaux, [15]
du Bois-Reymonda, Warunek wypuktosci,

Lagrange’a,
Zagadnienie typu Dirichleta,

Nieréwnoéé Poincare, Zasada wariacyjna Ekelanda,
Nieréwnos¢ Soboleva,

Regula Fermata,
Regula rézniczkowania ztozonego,
Rozwiazanie slabe, [81]
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