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Przedmowa

Proponowany Czytelnikowi skrypt przedstawia #tiwosci, jakie daje praca
z Systemem Algebry Komputerowej (CAS) Maxima, wspomgyan wyko-
nywanie matematycznych obliagzeymbolicznych oraz numerycznych.

Pozycja ta kierowana jest do studentéw, ktdrzy, uczegmivzéwiczeniach
laboratoryjnych w pracowni komputerowej, manozliwosé uzupetniania zdo-
bywanej wiedzy matematycznej o doswiadczeniagzame ze stosowaniem
technologii informatycznych oraz do wszystkich, asdych skorzystaz progra-
mu Maxima jako nakglzia do rozwizywania probleméw matematycznych
i technicznych.

Program Maxina jest pomocnym hagdziem do wizualizacji réznych zagad-
nien. Umozliwia lepsze i szybsze zrozumienie teorii matematycznych, pozwala
kontrolowd& kolejne etapy oblicze rozwaaé rézne sposoby rozwiywania
probleméw i interpretowa uzyskane wyniki, a takze wyeliminoabledy
w przypadku skomplikowanych rachunkéw. Operacje anbg wykonywane
nie tylko na liczbach, tae na zmiennych oraz funkcjach.

Jak kade narzdzie informatyczne, nie jest to progrgrazbawiony wad, wic
nalezy krytycznie podchodzi do uzyskanych wynikéw i mée swiadomosé
ograniczé programu, z ktérymi memy sé zetkry¢ podczas zaf laboratoryjnych.
Maxima jest programem bezptatnym i otwartym, statewijanym przez
spotecznosé¢ uzytkownikow

W skrypcie zostaty przedswione rozwizania zadé przyktadowych z wyko-
rzystaniem Maximy w wersji 5.31.2 oraz zadania do samodzielnegosazavia
wraz z odpowiedziami.

Wsrdd zada przyktadowych, jak i zada do samodzielnego rozyzdania, mozna
znalezé takie, ktore ilustryj zastosowanie teorii matematycznych w analizie
zagadnié optymalizacyjnych, fizycznych i ekonomicznych.

Zyczymy przyjemnej pracy z Maxim

Autorki



Przedmowa do wydania trzeciego poprawionego, uzupetnionego
| rozszerzonego

Do obecnego wydania skryptu dotono nasfpujace nowe rozdzialy:

Rozdziat 13. Szeregi Fouriera,

Rozdziat 16. Funkcja uwiklana jednej zmiennej,

Rozdziat 20. Pakiet Simplex.

W skrypcie zostaly przedstawione rozmania zada przyktadowych do nowych
rozdziatow, bogato ilustrowane graficznie, z wykorzystaniem Maximy w wersji
5.40.0 oraz kolejne zadania do samodzielnego yzamia wraz z odpowie-
dziami.

Zyczymy przyjemnej pracy z Maxin

Autorki



1. Wprowadzenie

Program Maxima wywodzi siz opracowanego pod
koniec lat sz&dziesatych w Massachusetts Institute
of Technology programu DOE-Macsyma. W 1998 roku
jeden z jego tworcow William Schelter uzyskat po-
zwolenie na udogpnienie koduzrodiowego Macsymy

na licencji GPL (Gnu Public License), a dwa lata
pbzniej zainicjowat projekt Maxima na SourceForge,
ktérego celem byt dalszy rozwdj tego Systemu Algebry
Komputerowej. Od tamtego czasu spotecznazgt-
kownikow i deweloperéw Maximy stale noi€.

Maxima jest dospna zarbwno w postaci kodtrodiowego jak i binarnych
pakietow instalacyjnych na platformach: MS Windows, Linux oraz MacOSX.
Silnik Maximy jest aplikacj konsolow, dostpne g takze naktadki graficzne
dla poszczegdllnych systeméw: wxMaxima, Xmaxima, iMaxima. W naszym
skrypcie bedziemy omawda dziatanie Maximy wraz z naklagkgraficzry
wxMaxima dla systemu Windows. Naktadka ta pozwala mnieydaiczonym
uzytkownikom programu, nie zrggym nazw i sktadni, na swobodna pgac
w zakresie podstawowych poléceElementami tego interfejsug snotatnik,
menu oraz palety. Wykonane polecenia mozna zéapisapliku. Pliki-skrypty
wxMaximy map rozszerzenia wxm albo wxmx. Zapis do formatu wxmx pozwala
zachowé dodane do skryptu obrazy oraz wyniki oblitz€onadto, skonstruo-
wany dokument, ktéry zawiera tekst, obliczenia i wykresy, mozemykidzi
wxMaximie eksportowé& do formatu html albo tex. Dodatkawzalet dla po-
czgtkujacego uzytkownika wxMaximy jest degincs¢ polskiego ttumaczenia
interfejsu.

W dalszych rozdziatach zaprezentujemyzhiweosci programu (a czasemze
ograniczenia) gldwnie w zakresie obliaGzgymbolicznych dla wybranych tematéw
realizowanych na studiach | stopnia na Politechnice tédzkiej. W skrypcie zostata
przyjeta konwencja oznacaezgodna z [5].

1.1. Instalacja

Najnowsza wersja dogbna wtrakcie sktadania tego skryptu, to wersja 5.34.1
(8.09.2014). Nalkgy jednak wspomnig ze nie wszystkie wersjeg dystrybuo-
wane jako pakiety instalacyjne dieodowiska Windows, stl obecnie najnowsza
(oficjalna) dla systemu Windows wersja to: 5.31.2 (8.10.2013).

Pakiety instalacyjneagsdostpne na stronie:
http://sourceforge.net/projects/maximalfiles/.


http://sourceforge.net/projects/maxima/files/
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1.2. Menu, pasek narzedzi oraz skroty klawiaturowe
Najpierw zapoznajmy siz graficznym interfejsem wxMaximy, ktory pozwala
uzytkownikowi w prosty sposolyézy¢ w jednym dokumencie tekst, obliczenia
oraz wykresy.

40 wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane* ] " =
Pl Edycja Komérka Maxima Rownania Algebra RRC Upros¢ Kredlenie Numeryczne Pomoc
IEdax XDE| G e >o k2]

Plik — zarzadzanie plikami

Edycja — edycja otwartego pliku

Komorka — zarzadzanie komérkami otwartego pliku

Maxima — polecenia ulatwiajgce prace w Maximie

Réwnania — rozwigzywanie rownan, uktadéw réwnan, réwnan rézniczkowych
Algebra — dziatania na wektorach i macierzach

RRC - rachunek rézniczkowo-catkowy

Upros¢ — upraszezanie i rozwijanie wyrazen

n

Kreslenie — wykresy na ptaszczyZnie i w przestrzeni
Numeryczne — ustawianie formatu wyniku
Pomoc — polecenia, przyktady, o programie

Oczekiwanie na wejécie

Rysunek 1.1. Menu

'ﬁ‘ wixMaxima 13.04.2 [ nie zapisane ]
Plik [Edycja| Komérka Maxima Réwnania Algebra RRC |
D Cofnij Ctrl-Z \.
Redo Ctrl-Shift-Z2  E
Wytnij Ctrl-X
Kopiuj Ctrl-C
i wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane ] - Kopiuj jako tekst Ctrl-5hift-C
- " - " Kopiuj jake LaTeX
Edycja Komédrka Maxima Rowr “
N — Kopiuj jako obrazek
01 trl-
et Whlej Ctrl-V
Otworz... Ctrl-0
Otwarz ostatnie » Znajdz Ctrl-F
Zapisz Ctrl-5 I Zaznacz wszystko Ctrl-A
Zapisz jako... Shift-Ctrl-5 Zapisz zaznaczenie jako obrazek...
Wezyta) pakiet Ctrl-L Przybliz A1
Plik wsadowy... Ctrl-B
| Eheoortu Oddal Alt-0
i [Ferd " Ustaw przyblizenie k
Druku;j... Ctrl-P Petny ekran Alt-Enter
Wyjdz Ctrl-Q Preferencje

Rysunek 1.2. Menu-Plik Rysunek 1.3Menu-Edycja
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Menu-Plik/Wczytaj pakiet

Oprocz korzystania z funkcji menu, paska edet, paneli i udogodnie mysz-
ki, wiele mozliwosci zyskujemy, wczytag pakiety Maximy dospne jako pliki
*.mac (czasem *.lisp) w katalogu Maxima-5.31.2/share/maxima/5.31.2/share.

Mozemy te zbudowa wiasny plik wsadowy z rozszerzenienac, ktory wczy-
tuje st przezMenu-Plik/Plik wsadowy (poleceniebatch(“.....”)) albo pakiet
(modut z definicjami funkcji) z rozszerzeniemac wczytywany przeavienu-
Plik/Wczytaj pakiet lub polecenie loaff.....").

(%i1) load(distrib);
(%01) C:/PROGRA~2/MAXIMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/distrib/distrib.mac

Menu-Edycja/Preferencje

Pojawiajce st okno pozwala na ustawienie wtasnych preferenciji.

-
wixMaxima preferencje &J
T Czdonki
H
. Domyélna czcionka: [ Tahoma (3) ]
Opgje
Czdionka yczna: [ Tahoma (3) ]
& Uzywaj czcionek jsMath
Maxima
Styl Specjalne state
Greckie state =
Ciggi znakdw
.
wxMaxima preferencje &J
:\}Q Jezyk: (Uzyj domysinego jezyka) A
Opde Domyglny port 4010 =
|| Zapisz rozmiar | potozenie okna wxMaximy
g || Zapisz uktad paneli
Maxima
[¥]Paruj nawiasy w okienkach tekstowych
—_— L@ Stala szerokosc czoonki w polach tekstowych
[ Pokazuj dhugie wyrazenia
Styl

|| uzywaij kropki jake znaku mnozenia (zamiast *)

[¥]uzywaj znak procentu dia zmiennych speciainych: Ske, o4, itp.
[¥] Klawisz 'Enter’ wykonuje komérki

Pytaj o zapis dokumentdw bez nazwy

|| open a cell when Maxima expects input

Insert % before an operator at the beginning of a cell

Rysunek 1R¥eferencje
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Omawiapc prag z notatnikiem wxMaximy, gywa sk okreslenia komorka.
Komorka to podstawowy element konstrukcyjny dokumentu. Wzaakei od

typu (np. komérka wégia, komorka tekstowa, komérka rozdziatlu) moze ona
stuzy¢ do obliczé, wprowadzania komentarzy albo logicznego podziatu doku-
mentu. Komorki weicia oraz komérki tekstowey Spete nawiasem, co pokazuje
ich pocatek i koniec oraz pozwala na zaznaczanie, kopiowanie, usuwanie,
wklejanie oraz ukrywanie ich zawartodklikniecie na tréjlst w lewym gérnym
rogu). Komorki podziatu dokumentu (tytutowa, rozdziatu, podrozdziatu) rG@wnie
mozna zwingé/rozwingé, klikegc na kwadrat (patrz rysunek 1.7).

W wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane ]

Plik Edygja | Komorka | Maxima Réwnania Algebra RRC  Uprosé

D =] & Wykonaj komérki [
— Evaluate All Visible Cells Ctrl-R F
Evaluate All Cells Ctrl-Shift-R

Usun wszytskie komarki wyjsciowe

Kopiuj ostatnie wejScie Ctrl-1
Copy Previous Output Ctrl-U
Uzupetnij stowo Ctrl-K
Pokaz szablon Ctrl-Shift-K

Wstaw komarke wejsciowa

Wstaw komarke tekstowa Ctrl-1
Wstaw komdrke tytutowa Ctrl-2
Wstaw komorke rozdziatu Ctrl-3
Wstaw komorke podrozdziatu Ctrl-4

Wstaw znak korica strony
Wstaw obrazek...

Fold All Ctrl-Alt-[
Unfold All Ctrl-Alt-]
Poprzenie polecenie Alt-Up
MNastepne polecenie Alt-Down

Rysunek 1.5. Menu-Komorka
Skroty klawiaturowe

Ctrl-G — przerywa bigace zadanie Maximy

Ctrl-R — wykonuje wszystkie nieukryte komérki

Ctrl-Shift-R — wykonuje wszystkie komorki

Ctrl-1 — kopiuje ostatnie wégie

Ctrl-U — kopiuje wyjcie

Ctrl-K — przedstawia warianty uzupetnienia rozpdego polecenia (dziata juz

od pierwszego znaku, zaréwno dla funkcji wbudowanych jak i zdefiniowanych
przez ugtkownika lub wczytanych za pomgpliku wsadowego)

Ctrl-Shift-K — podobnie jw., z dodatkowym uzupetnianiem skfadni polecenia
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Ctrl-1 — wstawia komork tekstova
Ctrl-2 — wstawia komork tytutows
Ctrl-3 — wstawia komork rozdziatu
Ctrl-4 — wstawia komork podrozdziatu

Ctrl-Alt-[ ( Ctrl-Alt-] ) — zwija (rozwija) wszystkie rozdzialy i podrozdziaty
Alt-Up, Alt-Down — pozwalag przeghda histori wprowadzanych poleée

”
W wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane® ]

Plik Edycja Komérka Maxima Rownania Algebra

DEd oxldDD cl @
E —-> dr

draw
draw2d
draw3d
draw_file
draw_graph

draw_graph_program

0 wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane* | . ]

Plik Edycja Komdrka Maxima Roéwnania Algebra RRC Uprosé Kreglenie

UEdexlxD0GleI>o
E > d

draw(<gr2d>,<gr3d>,<options>)
draw2d(<option=,< graphic_chject>)
draw3d(<option>,<graphic_object>)
draw_file(<graphicoption>, <graphicobject>)
draw_graph(<graph>)
draw_graph(<graph>, < optionl >, < optionk=)

Rysunek 1.6. Uzupetnianie polecenia i sktadni

M wxMaxima 13.04.2 [ nie zapizane* |

Piik Edyca Komoérka Maxima Réwnania Algebra RRC Uproéé Kreflenis Numeryczne Pomoc
= e 2 —
DE&ex XD e > o | @

K To jest komentarz!

To jest tytuil

U1 710 jest rozdziat

0 1.1 10 jest podrozdzial

Rysunek 1.7. Struktura dokumentu

Uwaga 1
Aktywne komorki g zaznaczane kolorem czerwonym.
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W celu usprawnienia pracy istnieje mozliwos¢ wykorzystania paskaetzrz
okna historii oraz paneli tematycznych.

Warto zapamta¢ skréty klawiaturowe dla uzywanych paneli lubRveferen-
cjach zaznaczy opck: Zapisz ukiad paneli.

e[

Pokaz definicje...

[ wwesm.. ||| “Wwcsswykonsnia

ZmieA format wynikéw

m

1 wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane® ] oo o
- a - -
Plik Edycja Komérka [Maxima | Rownania Algebra RRC Upros¢ Kreslenie Numerycane Pomoc
= ¥ | 22 Panel v Uk stki Alt-Shift--
Dﬁ;?.ihz%ﬁ anele ryj wszystkie i
Podstawowa Matem. Przerwij Ctil-G | ¥ Podstawowa Matem. Alt-Shift-M |« || x
@ | Restort Maxima Statystyka Alt-Shift-5 s
[ wycyse pamiee V| Historia Alt-Shift-H e
[ Dodaj do zmiennej Path Wstaw komérke Alt-Shift-C
[| Ppokes funkeje v Pasek narzedzi Alt-Shift-T

Wyswietl w formacie TeX

Oczekiwanie na wejécie

Rysunek 1.8. Menu-Maxima/Panele

4 wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane* |

Plik Edycja Komérka Maxima Réwnania Algebra RRC Uproé¢ Kredlenie Mumerycane Pomoc

L @0 & %6040 > o o

[ - Nowy dokument

& - Otworz dokument

¥ - Zapisz dokument

& - Drukuj dokument

&' - Preferencje programu wxMaxima (ustawienia)
& - Wytnij zaznaczenie

I7) - Kop1uj zaznaczenie
- Wklej ze schowka
[@ - Znajdz 1 zmien
@ - Przerwij biezace zadanie
[> - Uruchom animacje
O - Zatrzymaj animacje
- Zatrzymaj animacje
@ - Pokaz pomoc Maximy

m

Oczekiwanie na wejécie

Rysunek 1.9. Nargdzia
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Statystyka X

[ Srednia... ] [ Mediana. .. ]

[ Wariangja. .. ] [ Odchylenie... ]

Mean Test...

Podstawona Matem. x { Mean Difference Test... }
[ uprose@w) [ uprogew) | [ e— |
[ edas )l ot J — ]
[ Eomn Jhochenions ] [ Podstau.. ] [ Metoda najmnigjszych kwadratdw. .. ]
[ Postat kanonicana () || Uprosé(m) |
[ Romin(m || Redikga(®m) | s e b
— [ Wykres shupkowy... || Diagram kolowy... | — .
Corime ) e et oty
[ cana.. || sereg. | | Weaytaj macerz... || Wprowadz macierz... | [ Pocrozdziat |[  Rozdzat |
[ wykesa.. ||  wykesm.. | ( Subsample... | | obrazek || Podziatstrony |

Rysunek 1.10. Panele tematyczne

W Menu-Maxima znajdziemy poleceni®estart Maxima. Zaczyna ono se&sj
Maximy od nowa, tzn. resetuje ustawienia, numeratykiet, usuwa wartai,
funkcje, tablice, wtasnas. Wybor poleceniaMaxima/Przerwij (skrot klawiatu-
rowy Ctrl-G) przerywa bigce obliczenia.

Ponizej przedstawioneasrozwiniecia Menu zawierace polecenia dotyaee:
rozwigzywania rowna oraz uktadow réwna rachunku macierzowego oraz
rachunku rézniczkowego i catkowego.

Uproéé  Kreslenie  Mumeryczne  Pomoc

[R()wnanla] Algebra RRC  Uprosé  Kreslenie Nu E:t:w:li; Rischa.
Rozwigz... [Algebra | RRC  Upros¢  Kreslenie Nume;yc ZITIIEI'JH zmle:nydﬂ
Rozwiai (to_poly)... F Generuj macierz Pochedna...

Znajdz pierwiastek Generuj macierz z wyrazu... Znajdz granice...
Pierwiastki wielomianiu Wprowads macierz Znajdz minimum...

Pierwiastki wielomianiu (bfloat) Macierz odwrotna G .
A . . OZWin W szEreqg
Pierwiastki wielomianiu (rzeczywiste) Wiclomian charakterystycany .. Preyblizenic Pade..
Rozwiaz uktad réwnan liniowych (et

- . . Oblicz sume ...

Rozwiaz uktad rownarn ... Wartogei wh
) ELEGEE Tl Oblicz iloczyn ...
Ruguj zmienng Wektory wiasne
ATy Transformata Laplace'a...

Rozwigz RRZ Macierz doiaczona Odwrotna Transformata Laplace'a
Warunki poczatkawe (L)... Transponuj macierz Najwiekszy wspélny dzielnik
Warunki poczatkowe (2)... Utwérz liste... Najmniejsza wspélna wielokrotnosc...
Warunek brzegowy ... Zastosuj do listy ... Podziel wielomiany...
Rozwiaz RRZ z Trans. Laplace'a Mapuj liste Utamek prosty
Wartos¢ wyrazenia Mapuj macierz... Utamek faficuchowy

Rysunek 1.11. Menu-Réwnania, Menu-Algebra, Menu-RRC

W ponizszych rozwingciach Menu znajdziemy polecenia upraszgzaj pole-
cenia stuzace do rysowania wykresow, ustalania formatu wyniku numerycznego
oraz znajdowania pomocy.
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[Uproéé] Kreglenie  MNumeryczne Pomoc

Uprosc wyrazenie

Uprosc Pierwiastki

Faktoryzuj wyrazenie

Faktoryzuj zespolenie

Rozwiri wyrazenie

Rozwiri logarytmy

Zwin logarytmy

Silnie i funkcja gamma
Uproszczenia trygonometryczne

Uproszczenia zespolone

Podstaw...

Oblicz wyrazenie neminalne
Wihfwyt tryb algebraiczny
Dodaj nieréwnosc algebraiczna

Obliczenia modulo...

[ Pomoc]

Pomoc Maxima
Przykiad...
Apropos..

Wskazdwka
Tutoriale

Informacje o kempilagji

Zgtos biad

Sprawdz, czy jest nowsza wersja

O programie

[ Numery(zne] Pomeoc

[ I(res'renie] MNumeryczne Pom
Whkres 2D...
Whkres 3D...

Wi wyt wyjicie numeryczne
Wartesé zmiennoprzecinkowa
To Bigfloat

Ustaw dokiadnosé

Format wykresu

Rysunek 1.12. Menu-Upré¢, Menu-Kreslenie, Menu-Numeryczne, Menu-
Pomoc

Doskp do polecé Maximy mazemy tex uzysk&, klikajac prawym przyciskiem
myszy. W zalenosci od miejsca klikrngcia: w wolnym polu, na linii wprowa-
dzania input - (% i nr komorki), na linii wyniku output - (% o nr komérki) lub na
zaznaczeniu komorki otwietasie odpowiednio rézne menu kontekstowe:

W wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane® |

Plik Edycja Komorka Maxima Rownania Algeb
¥ 4 *| ) 7 —

D@® Sl &0 &,

W wiMaxima 13.04.2 [ nie zapisane® ]

E (9%i2) 3*%65; Plik Edyga Komérka Maxima Réwnania Algeb
%02) 195 = | T | -
eo2) AR AR EEIEK

Wihlej (D/DI'Z] 3*55.|

Laznacz wszystko 1 (0/002:] ¢ Wytnij

Wstaw komdrke tekstowa g

Wstaw komdrke tytutowa g

Wstaw komdrke rozdziatu Zarnacz wszystko
Wstaw komdrke podrozdziatu Podziel kamérki

Rysunek 1.13

Na powyszym rysunku widoczny jestzgoziomy kursor, ktory pojawia si
po kliknigciu w miejscu poza komoérkami. Rozpece wprowadzania tekstu
tworzy nowg komorke wejscia.

Warunkiem wykonania polecenia jest zakonczenie #inakiem srednika ( ; ).
W wxMaximie znak ten jest dodawany automatycznie.
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1 wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane® ]
Plik Edycja

LEdex X006 ¢

Komarka Maxima Roéwnania Algebr

W wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane* ]

Plik Edycja Komadrka Maxima Rdwnania Algeb

COEdexI D0 G|/

(%Ril) 3*65;

(Shn11195
Kopiuj
Kopiuj LaTeX

i

Kopiuj jako obrazek
Wartos¢ zmiennoprzecinkowa

Rozwiaz...

Znajdz pierwiastek...

Uprosé wyrazenie
Faktoryzuj wyrazenie
Rozwin wyrazenie
Podstaw...

Catka ...

Pochodna...

Wykres 2D...
Wykres 3D...

Rysunek 1.14

P (%i1) 2+3;... (0 ukryte linie)

-

W wxMaxima 13.04.2 [ nie zapisane® ]

Plik Edycja

D& &S

F

Kemdrka Maxima Réwnania Algeb

% DB &ld

(%il) 2+3;
(%01} 5
Kopiuj
Kepiuj LaTeX

Kepiuj jako obrazek

Usun zaznaczenie

Wykonaj komdrki

1.3. Operatory, state i funkcje matematyczne

Tabela 1.1
OPERATORY

MATEMATYCZNE OlFle
+ dodawanie
- odejmowanie
< mnazenie
/ dzielenie
2 potegowanie

* potegowanie — operator rownoway
sqrt() pierwiastek kwadratowy

! silnia
I podwajna silnia

(9%il) 5+3%4-8/2+3!;
(%o01) 19

F
F

(%i2) 273+2%*¥5+ Al +sqrt(2);
(%02) /2 +48
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Tabela 1.2

DEKLARACJE/PRZYPISANIE
ICZYSZCZENIE

OPIS

Z:a

values

remvalue(z)

lub remvalueégll)
functions, remfunction(f)
declare@,w)

assumegw)

facts(w)

forget(w)

remove@,w)

reset()

kill( label§
kill( &)

kill( all)

$

przypisanie zmiennegj wartoscia
definiowanie funkcji (patrz tabela 3.1)
definiowanie rownania

podaje list zmiennych z przypisaniem
usuwa przypisanie dla zmiennej

lub wszystkich zmiennych

podobnie jw., tylko dla funkcji
deklaruje wiasn& w dla a¥

ustala warunek z relacpp.: >, <, ...
podaje fakty zwjzane z w

usuwa fakty zwgzane z w

usuwa wiasnos¢é wlla a?

resetuje zmienne i opcje globalne do ich
domysinych ustawié

resetuje numeraggetykiet

usuwa wartéci, funkcje, tablice oraz wia-
shaci zwigzane z a

usuwa wartogi, funkcje, tablice, wia-
snosci, resetuje etykiety

na koncu polecenia (zamiagtgowodu-
je, ze nie wywietla st output

D a moze by¢ funkcja lub zmienm, natomiastw np.: noun, mainvar, integer, odd, even,
rational, irrational, real, complex, scalar, constant, evenfun, odalfiditjve, increasing,
deaeasing, posfun, commutative, integervalued, analytic, integervalued.

_7 (%il) a:3; 7 (%i2) assume (a>0,a<1); (%i7) assume{b<=0);
| (%o01)3 (%02) [@>0,a<1] | (%07) [b<=0]
L7 pasciiea l i n ] I et S s AL A
(o (%i2) f0):=x"2; [ (%i3) limit(a™n, n, inf); (%i8) abs(b);
(%02) f(x):=x (%03) 0 | (%08) -b
7 (%i3) f(5)+a; [ (%i4) forget(a>0,a<1); [ (%i9) facts();
| (%03) 28 | (%04)[a>0,a<1] | (%09) [2>1,0>=5]
R .
7 (%4) kill(all); fr, Soa)munpar) [’ (%i10) forget (b<=0);
| (%00) done L (%05)[a>1] | (%010) [5<=0]
7 (%i1) a: ' (%i6) limit(a~n, n, inf); [ (%i11) facts();
[ (%01) & | (%06) | (%o11) [a>1]

Warto zauway¢, ze polecenie kilina szerszy zakres dziatania pplecenia
remvalue, remfunction, remove Czyci ono nie tylko wartéci oraz wiasngci
danego obiektu (zmiennej, funkcji), ale rowneykiety i inne ustawienia.



1. Wprowadzenie 17

Przy stosowaniu pewnych deklaracji lub pofeceyszczacych w wyniku pojawia
si¢ done. Stawiajic $ zamiast unikniemy wywietlania tego komunikatu.

(9%il1) a:3% b:4%
a+b;
values:

(%03) 7

(%04) [, 5]

(%i5) remvalue(a)$
at+h;
values:
(%06) 3 +4

(%07) [ ]

Ponizej przyktad deklaracji dla funkcjoddfun (funkcja nieparzysta) oravenfun

(funkcja parzysta).
[ (1) kill(D$

(9%i2) dedare(f,oddfun);
(%02) done

E (%i3) F(-X)+f(x);
(

[ (%i4) kill(D)$

(9%i3) declare(f,evenfun);
(%05) done

E’ (%i6) f(-x)+f(x);
(

%03) 0 %06) 2 f(x)
Tabela 1.3
OPERATORY POROWNANIA OPIS
réwny

> (>=)
< (<=)
comparef,b)

rézny (negacja rownosci)
wiekszy (wigkszy lub rowny)
mniejszy (mniejszy lub réwny)
poréwnuije liczby a i b i zwraca
symbole: <, > lub =

Tabela 1.4

OPERATORY LOGICZNE

OPIS

not
and
or
is(p) lub p, pred

operator logiczny - negacja
operator logiczny ,,i"

operator logiczny ,lub”
sprawdza warkd logiczna zdaniag

' (%i1) not 2>4;
(%01) true

[~ . . i

" (%i2) 2>4 or 2<4;
(%02) true

” (%i3) 2>4 and 2<4;
(9%03) false

(9%i1) is(5=4);

(%il) compare(log(5),2);
(%o1) false (

%ol) <

(9%i2) 5=4,pred;

(%i2) compare(%api,%e);
(%02) false (

%02) >

(%i3) is (5#4);
(9%03) true



18 Matematyka z komputerem

Tabela 1.5
STALE | SYMBOLE OPIS
%pi liczba r
%e liczba Eulera, podstawa logarytmu naturalnego
%phi .Ztota proporcja” uzj
%i jednostka urojona
inf +0o0
minf —o0
[ (%i1) %e, numer; Wigcej na temat wyznaczania
(%01) 2.718281828459045 wartdsci przyblizonych znajduje
} sie w rozdziale 2.
e

(%i2) Ypi, numer;
(%02) 3.141592653589793

=)

(%i3) %phi, numer;
(%03) 1.618033988749895

7 (%i4) %i”~2;
(%04) -1

Przypomnijmy definicje wybranych funkciji:

. 1
= funkcja secanssecx = —;
CosXx

= funkcja cosecanscscx = ﬁ
= funkcja sufit:;[x] — namniejsza liczba catkowita nie mniejszaxd
= funkcja podtogalx| — najllvi¢plc<s<z% liczba catkowita nie wksza od x
= funkcja znaksgn x = O: x =0;

1, x>0
= funkcja sinus hiperbolicznginh x = ex_ze_x;

X -X
= funkcja cosinus hiperboliczny: cosh= = +2€ ;
= funkcja tangens hiperboliczny: tanh= ::;hi

coshx

= funkcja cotangens hiperboliczny: cath= g
Uwaga 1

Maxima rozroznia duze i male litery. Argumenty funkcji samieszczane w na-
wiasach okagtych. Nazwy funkcji wbudowanych rozpoczyaaje mah litera.
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Tabela 1.6
FUNKCJE
MATEMATYCZNE OPIS
abs() |x| (wartos¢ bezwzgidna)
min(Xxa,...,Xn) najmniejsza z liczbx,,..., Xn
max(Xa, ..., Xn) najwigksza z liczb x,..., x,
sqrt(x) Vx (pierwiastek kwadratowy)
ceiling(x) [x] (sufit)
floor(x) |x] (podtoga)
round(x) przyblizenie catkowite liczby
signum(x) sgnf) (znak)

%e”x albo expk)

e* (exponens)

anx a*
log(x) In(x) (logarytm naturalny)
log(x)/log(a) logg (%)
sin(x) sin(x)
cosk) cos()
tan(x) tg(x)
cot(x) ctg(x)
seck) seck) (secans)
csck) cscf) (cosecans)
asin(x) arcsinf) (arcus sinus)
acosk) arccosg) (arcus cosinus)
atan(x) arctgf) (arcus tangens)
acot(x) arcctgf) (arcus cotangens)
sinh(x) sinh{ ) (sinus hiperboliczny)
cosh) coshf) (cosinus hiperboliczny)
tanh(x) tgh(x) (tangens hiperboliczny)
coth(x) ctghx) (cotangens hiperboliczny)
random(x) wyznacza wartos¢ pseudolosgw prze-
dziatu[0,x) tego samego typu cq w
szczegolnosci np. dla liczb naturalnych
liczb¢ ze zbioru{0, 1,2, ...,n — 1}
binomial(n,k)

n n!
(k) “kK(n—k)

E (%i1) abs(ceiling (%opi)-floor (Yapi));
(

%o01) 1

E (9%i2) max(signum(%opi),floor(%pi));

(%02) 3

(9%i2) min(signum(%pi),floor(%pi));
(%03) 1

(9%i4) round (sqrt(2));
(%04) 1
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(%05) Y%e> +1

2
(%06) —=+2

NE)

(9%09) true

i
%010) —-1
(%010) 7

19x
] =
(%011) 12

(%i5) exp(3)+log(%e);

(9%i8) sinh(1), numer;
(%08) 1.175201193643801

(%ib) sec(%pi/6)+csc(Yopi/6);

(9%i7) (exp(1)-exp(-1))/2, numer;
(9%07) 1.175201193643801

(9%i9) is (float((exp(1)+exp(-1))/2)=float{cosh(1}));

I (%i10) sin{%opif4)+cos(Yopi)+tan(0)+cot(Yopi/2);

_7 (%i11) asin(1)+acos(0)+atan(sqrt(3))+acot(1);

1.4. Style prezentacji wynikow,
odwotywanie si¢ do etykiet komédrek

Tabela 1.7
POLECENIA OPIS
! wprowadzony przed znakiem operatora wstrzy-
muje wykonanie operaciji
" wprowadzony przed znakiem operatora
nakazuje wykonanie operacji
display(w) wyswietla nazwg i wartas¢ wyrazenia w

print( w) albo
print( ,t1",w1,...)
sprint(w)

%
%th (k)
%i7
%07

wykonuje i wywietla wyrazenie jako tacuch
znakowy, pozwala tetaczy¢ teksty i zmienne
podobnie jw. tylko nie famie linii w diugich
wyrazeniach

przechowuje ostatni output, mwa go przywoté
przywotujek-ty wstecz output

przywotuje input o numerze 7

przywotuje output o numerze 7




1. Wprowadzenie 21

7 (%I1) 2+3; (%i4) b:3$
(%01) 5
g (%i5) x~2=b;
[ (%i2) a:%; (%05) x2 =3
(%02) 5
7 (%i3) a;
L (E'anBB s (%06) [x = -3, x =<3 ]

7 (%i1) diff(a*x*2, x); (Yoid) diff(a*x™2, x);

i
{ (%i6) solve([ %] x1);

(%o01)2ax (%04) 2 b x

_7 [%iE} ab,b3, IDf'c|5| ”D/D
(Df002) b D/DOS
(%03) 3

(%i6) 'integrate(x™2, x);

(%06) J x2dx

(%i?7) display(integrate(x”2, x))$

3

24, X
J.X’ dx = :
_7 (%i8) sprint("Funkcja pierwotng funkdji f(x)=2 jest F(x)=",integrate(2, x),".")$
| Funkgjg pierwotna funkdji f(x)=2 jest F(x)= 2*x .

1.5. Kor zystanie z pomocy programu

Klawisz F1

Wocisnigcie klawisza F1 otwiera okno pomocy (Maxima Manual}elieorzed
nacknieciem F1 kursor znajdujeesiv obrbie jakiegos polecenia czyA®pciji,
wywotana zostanie pomoc kontekstowa, ktéra otworzy quadik na stronie
opisupcej dane polecenie.

Okno pomocy meemy tex otworzy¢ przez Menu-Pomoc/Pomoc Maxima.
Aby odnalg¢ potrzebne stowo kluczowe, mozna je wyszukematycznie
(zaktadkaSpis treéci), wg nazwy (zaktadk#éndeks lub przeszukéacaty Manual
(zaktadkawyszukaj
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.
@ Maxima manual

H ¢ & O

Ukryj Wstecz Drukuj Opcie

Spis tresci ||-|dek5| Whyszukaj [Top] [Contents] [Index] [ ? ]
g Introduction to Madma -
] Bug Detection and Reportin -
® Hep e Maxima 5.31.2 Manual

@ Command Line
@ Data Types and Structures

@ Expressions Maxima is a computer algebra system, implemented in Lisp.

Rysunek 1.15. Okno Pomocy

Tabela 1.8. R6zne zapytania z poziomu notatnika Maximy

POLECENIA-POMOC OPIS

? nazwa  przedstawia opis tematu o podanej nazwie
?? nazwa  przedstawia ligttematow zawieragych po-
dana nazw
aproposfemat)  wyswietla nazwy Maximy zawierage dany
tancuch znakéw
demofemat)  wyszukuje pliki demonstracyjne
describetemat) przedstawia objaienie wpisanego fecucha
znakow
exampletema) przedstawia przyktady do danego tematu
example() wyswietla lis dostpnych tematow

Po wprowadzeniu komendy? nazwa pojawia s lista tematéw dotyezych
tego zagadnienia.
Ponizej przyktad zapytania package.Nalezy wybrat liczbe z podanego zakresu,
a (all) lub n(none).
_7 (%il) ?? package;
: Package absimp
. Package facexp
: Package functs
: Package ineq
: Package rducon
. Package scifac
: Package sqdnst
: current_let_rule_package (Functions and Variables for Rules and Patterns)
. default_let_rule_package (Functions and Variables for Rules and Patterns)
9: let_rule_packages (Functions and Variables for Rules and Patterns)
10: packagefile (Functions and Variables for Miscellaneous Options)
Enter space-separated numbers, "all' or "none’: n;
(%o01) true

Lo« R I Ty IR O W N S e
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Poniej przyktadowe zapytanie o ustawienie (epépgabs Opcja logabs pojawi
sie jeszcze w rozdziale 14, przy okazji obliczania catek funkcji wymiernych.

s

(%i1) ? logabs;
-- Option variable: logabs

Default value: 'false'

When doing indefinite integration where logs are generated, e.q.
'integrate(1/x,x)", the answer is given in terms of 'log(abs(...})'
if logabs' is 'true', but in terms of 'log(...)" if logabs' is
'false'. For definite integration, the 'logabs:true' setting is
used, because here "evaluation" of the indefinite integral at the
endpoints is often needed.

(Y%01) true



2. Wykonywanie obliczen symbolicznych oraz numerycznych
2.1.Wartosci przyblizone, ustalanie precyzji obliczen

Tabela 2.1
POLECENIA OPIS
5.33  kropka jest separatorem dziesiym
5.33e-2 otrzymamy0.0533, notacja naukowa
5.33b-2 liczba zmiennoprzecinkowa o dowolnej precyzji, usta-
lanej przez fppreczapis ten oznacza 5.33 10
fpprec: n  ustawianie precyzji obliciezmiennoprzecinkowych
(n cyfr znacacych)
fpprintprec: n ustalanie precyzji wydrukw(cyfr lubn znakdéw)
float(a) przyblizenie dziesitne liczbya w zwyklej precyzji
a,float  jw.
a, numer  podobnie jak wyzej, przybitenie dziesitne liczbya
bfloat(a)  przyblizenie dziesitne liczbya (o dowolnej precyziji
ustalanej za pomadpprec)
a, bfloat  jw.

set_display(xml)
set_display(asci)

domysiny format wyswietlania xml
format wyswietlania ascii

Kreslenie | Numeryczne | Pomoc

Wi/ wyt wyjscie numeryczne

jr— Wartos¢ zmiennoprzecinkowa

To Bigfloat

Ustaw doktadnosé

Zilustrujemy najpierw
dziatanie opcji i poleae
Z Menu-Numeryczne

(%i1) sqri(5);
(%o1) ‘\IE‘

E’ (%i2) 2°60;
(

%02} 1152921504606846976

E Numeryczne/Wartos¢ zmiennoprzecinkowa

(%b03) 2.23606797749979

E (%i3) float(sqrt(5)), numer;

(%i4) float(2760), numer;
(%04) 1.152921504606847 10'®
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E Numeryczne/Ustaw doktadnosc

(%i5) fpprec : 3; Deklaracjafpprec:3 dziata globalnie.
(%05) 3

E Numeryczne/To Bigfloat

7 (%i6) bfloat(sqrt(s));

| (%06) 2.24b0

_7 (%i7) bfloat(2~60),fpprec=2; Deklaracjafpprec=2 dziata lokalnie.
| (%o07) 1.2b18 Zapis 1.b18 oznacza 1.2 - 18P,

[ (%i8) %pi,bfloat; Skrécona forma zapisu z bfloat

| (%08) 3.14b0 Tu znow dziatdpprec:3.

Uwaga 1

Standardowo Maxima wykonuje obliczenia symbolicznie. Wybér pierwszej
opcji z Menu-Numeryczne spowoduje przgtzenie wywietlania z trybu
symbolicznego na numeryczny.

E Numeryczne/ WHwyt wyjscie numeryczne

e

(%i1) if numer#false then numer:false else numer:true;
(%01) true

7 fada . .
[ (%i2) sqrt(3); Zadeklarowane jest numer:true
(%002) 1.732050807568877 wiec otrzymujemy wartosé numeryczna.
7 i He ) - - - . . . . .
(%ei3) fpp&ggprecm Precyzja wywietlania jest ustawiona
sqrt(3);

Ponownie wybieramy Numeryczne/ WHwyt w§gie numeryczne

_7 (%i5) if numer#false then numer:false else numer:true;
(%05) false
¥ (%i6) fpprintprec:5$ _Zadeklarowane jest numer:falsg/iqc
| sqrt(3);sqrt(3),numer; jest potrzebne polecenie przyajace.
(%07) A3 Ustawiona jest precyzja 5 cyfr, ale ostatnia

(%08) 1.732 cyfra jest zerem i nie wyvietla sk.
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Uwaga 2

W przypadku gdy liczbe podajemy w postaci dzigsj (przypomnijmy,ze
miejsce dziestne jest oddzielone kropk jest ona traktowana jako wartosé¢
przyblizona i obliczenia zvgzane z4 liczba 8 wykonywane numerycznie np.:

E (%i1) fpprintprec:6%

7 (%i2) 4/7=4.0/7;

| oo | ion vt o

_7 (9%i3) sqrt(2)=sqrt(2.0); (%%i5) log(3.0)+%e,numer;
(%03) 2 =1.41421 E (%05) 3.81689

Uwaga 3

llos¢ wyswietlanych znakow jest ograniczona. W paziym przyktadzie 98 cyfr
zostato pomingtych.

4

(%i1) 1000
(%01)
| 933262154439441526816992388562[98 digits]916864000000000000000000000000

Aby wyznaczy ilos¢ cyfr tak duzej liczby mena zastosowapolecenie bfloat
e

(%i02) 1001, bfloat;
(%02) 9.332621544394415b157

albo tez na przyktad notagjz kropls.
I (%i3) 100.0!;
(%03) 9.332621544394658 1017

Po przejciu do formatu wywietlania ascii mozemy odczyté wartosc liczby
z bardzo duza doktadnoig albo poda wszystkie cyfry duzej liczby.

E' (%i4) set_display('ascii)$

(%i5) 1001;
(%05) 933262154439441526816992388562667004907 1596826438162 14685929638952175999)
032299156089414639761565182862536979208272237582511852109168640000000000000000),
00000000

Po zastosowaniu kolejno poléce

fpprec:1000% %e,bfloat$

wyswietli sie 1000 cyfr liczby e.

Na koniec przywracamy dorgipy format xml
E (9%i6) set_display('xml)$
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ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1
Ponizsze wyraenia zapiszemy w postaci utamkoéw dzgasych z doktadngéria
do 5 cyfr znacgcych.

a) 312 — (V45 +58), b)2°-sin17°, c)4+1In5, d)arctge™?+ cos%.

E (%i1) fpprec : 5%

" (%i2) a:3”12-(sqrt(45)+5"8):; " (%i6) c:4°(1/3)+log(5);
bfloat(a); | c,bfloat; .
(9%02) 140816 -3+/5 (%06) log(5) +41/3
(%03) 1.4081b5 | (%07) 3.1968b0
' (9%i4) b:2”6*sin(17*%pi/180); " (%i8) d:atan(%e(-2))+cos(%pi/4);
bﬂoat(b) | d,bfloat;
17 7) L. 1
(%04) 64 5|n, 00, = (%008) atan(%oe 2)+'\,f_?
(%05) 1.8712b1 | (%09) 8.4163b-1
Przykiad 2

Obliczymy wartosci funkcjif(x) = sinx kolejno w punktach—6.28, 53"

a wyniki zapiszemy w postaci utamkow dzigsich z doktadnosai do3 cyfr
znacacych.

7' (o) fpprec : 35 [ (%) f(-6.28);

L (%03) 0.0031853017931379
(%i2) f(>):=sin(x); =
(%02) f(x):=sin(x) (%i4) f(-6.28),bfloat;

(%04) 3.18b-3

(%I5) f(5*%pi/3);
3’

(9%05) ey

(9%i6) f(5*%pi/3),bfloat;
(%06) -8.66b-1

Otrzymalémy f(—6.28) = 0,00318 oraz f %) = —0.866.
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2.2. Podstawianie oraz deklaracje srodowiska lokalnego

Tabela 2.2

POLECENIA  OPIS

subst@,z,9 lub s, z=a zmiennaz w wyrazeniu szostaje zagpiona
przez zmienna
ev(s,wl,w2...) srodowisko lokalne pozwalgge na modyfikaej
albo s,wl,w2... wyrazenia szgodnie z podanym warunkiem
(warunkami)
ev(s,nouns)lub s,nouns wykonanie wszystkich operacji symbolicznycl
dlas ?
simp: false  zatrzymanie upraszczania (daodimye true)
s,simp  przywrocenie symplifikacji dla wyranias
D Lista przyktadowych komend, ktére mp@y¢ uzyte jako warunki w poleceniev.
pred, float, bfloat, detout, numer, simp, ratsimp, radcan, factor, expand, ratexpand,
rectform, demoivre, exponentialize, polarform, trigexpand, trigreduce, solve, sum,
simpsum, diff, integrate, nounsWiekszai¢ z nich jest opisana w rozdziale 4.
2 Maxima rozré@nia operatory typwnoun (symboliczne) verb (takie, ktére mena wy-
konat). Domyslnie wszystkie funkcje g operatorami typwerb. Operatop typu verb
mozna przeksztatéiw noun stosujc zapis(p) (patrz te tabela 1.7).

Ponig przedstawimy kilka przyktadéw zastosowania polecenia ev.

A) W praktyce najogciej polecenieev stosuje s gdy potrzebujemy kilku
komend upraszczgiych (zastosowanych w ustalonej kolejcipdub gdy dane
przeksztatcenie jest @xia wigkszej catéci obliczeniowe]. W dalszych rozdziatach
bedziemy raczej uzywakrotszej notacji z przecinkiem.

_7 (%il) ev(sqri(3)+sqri(7)=sqrt(10),pred);
(%01) true

_7 (9%i2) ev(cos(3*9%i),exponentialize);
%e> +%e >
(%02) f

_7 (9%i3) ev(cos(2),bfloat,fpprec=7);
(%03) -4.161468b-1

_7 (%%i4) ev(x™4-11%x"3+45%x"2-81%x4 54, factor);
(%04) (x -3)° (x -2)

B) Polecenieev mazna wykorzysta do hczenia rénych operacji obliczeniowych
i przeksztatcajcych oraz do obserwacji etapow pednich oblicze.



2. Wykonywanie obliczi symbolicznych oraz numerycznych 29

_7 (%15) w:sin(3 * x) / cos(x)"2;
sin(3 &)

(%05) >
cos(x)

(%i6) ev(w, trigexpand);

3 cos(,v)z sin(x) - 5in(x)3

(%06) -
cos( x)

(%i7) w, trigexpand,ratexpand,;

5in()()3

(%07) 3 sin(x)- 5
cos(x)

(%4i8) a*sin{omega*t+phi);
(%08) asin(o £ +¢)
I (2%i9) ev(%,a=2,phi=%pi/3);

(%09) 2 sin| © ¢ +§E

" (%i10) %,0mega=1,t=%pi/6;
| (%010) 2

1 (oi11) 'diff(x~3,x,1);

d
(DIDOII:IHX3

V' (%i12) ev(%,diff);
(%012) 3 x2

_7 (9%i13) 'integrate(x”5, x,a,b);
"
[%OIBJJ x dx

a

I (%i14) ev(%,integrate,a=1,b=2);

21
(%014) E}

7 (%i15) limit(n/(2-n),n,inf);

n
(%015) lim ——
2-n

f1-=oC

_7 (9%i16) ev(%,nouns);

(%016) -1

C) Rozwizania rowna uzyskane za pome@oleceniasolve (wiecej 0 rozwi-
zywaniu rowné w rozdziale 7) $ przedstawiane w postaci révged Poniej
przyktady ilustrugce, jak rozwazania te mog by¢ wykorzystane do dalszych

obliczea po uzyciu polecenia ev.

E (%i1) rownaniel:2¥x34+3%xM2-3%x-2=0%

(%i2) rozwiazanie:solve(rownaniel);

1
(%02) [x = "X = -2,x=1]

Obliczymy teraz wartoséwyrazenia x log (3 —’3—5) dla x rownego drugiemu
z podanych pierwiastkéw rownarfta3 + 3x? — 3x — 2 = 0.

(%i3) ev(x*log(3-x/2), rozwiazanie[2]);

E (%03) -2log(4)

E (9%i4) ev(rownaniel,rozwiazanie[1],pred);
(

%04) true

Wykonujemy podstawienie.

Sprawdzamy, czy po wykonaniu
podstawienia otrzymamy zdanie
prawdziwe.
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(%i1) rownanie2:log(x)"2-4*log(x)+1=0;

(%01) log(x)? -4 log(x) +1 =0

(9%i2) rozwiazanie:solve(rownanie2);
(%02) [ x =%e? "‘E‘,x =%e""?+ 2]

(%i3) ev(x,rozwiazanie[2]);

(%03) Dfueﬂ‘l?jL 2

(%i4) ev(rownanie2,rozwiazanie[2]);

(%04) (W3 +2)° -4 (N3 +2) +1=0

(%i5) ev(Y%,expand);
(%05) 0 =0

(9%i6) ev(rownanie2,rozwiazanie[2],pred);

(9%00) false

Wybieramy drugie spoéd
rozwigzan.

Podstawiamy drugie rozgdanie
do rownanie2.

Rozwijamy lews stronerownania
i otrzymujemy tozsamosc¢.

Tu Maxima ,nie radzi
sobie” z poréwnaniem.

(%i7) ev(rownanie2,rozwiazanie[2],expand,pred): Dodanie poleceniaxpand

(%07) true

ZADANIA PRZYKLADOWE

powoduje, ze otrzymujemy
poprawny wynik.

Przykiad 1
Sprawdzimy dziatanie poleieprzedstawionych w tabeli 2.2 dla wyemia
mx + n.

i

7

N

(%i1) kill(all)$

(%i1) s:m*x+n;
(%ol) mx+n

(%i2) subst(2,m,s);
(%02)2x +n

(%i3) subst(-1,n,s);
(%03) mx -1

Najpierw ,czyscimy” zmienne.

Wykonujemy przypisanie do zmienngj

Podstawiamy za mvartos¢2.

Podstawiamy za wartosé¢—1.

Zauwamy, ze podstawiaw ten sposéb mozemy tylko za jedrmpienna.
Dalsze przyktady poka, jak deklarowa wartcci zmiennych lokalnie.
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E (9%i4) block([m:2,n:-1],m*x+n); W poleceniu blocKrozdziat 21) mozemy
(

%04) 2 x - 1 zadeklarowé zmignr_]e lokalne, a n@ﬁnie
wykona® obliczenia i przeksztatcenia.
(%i5) ev(s,m=2,n=-1); Efekt ,zwykiego” podstawienia
(%05) 2 x -1 (tez dziatapcego jedynie lokalnie).
E’ (%i6) m:3% Przypisujemy wartos¢ globalnie.
(%i7) s,m:2,n:-1; Podobnie jak w (%i5), tu rownigrzypisanie
(%07) 2 x -1 dziata lokalnie.
(%i8) m*x+n; Weryfikujemy.
(%o8)3x+n

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Ponizsze wyraenia zapisaw postaci utamkéw dzieginych z dokladnosai do
4 cyfr znacacych:

a)2'% —3/900, b)v6 +10g200, c)cos130°, d)arctge? + sing.

Obliczy¢ wartogi funkcji f(x) = tg x kolejno w punktach=2.16, % i wyniki
zapis& w postaci utamkow dziegnych z doktadnéria do 3 cyfr znacacych.

J&i jest rad wielkosci nastpujacych liczb: aR*9°,

b)k = % czyli stosunek oddziatywania sit elektrycznych do grawitacyjnych,
g

2 2
jezeli E, = lm‘i—rz, F, = GT—Z, przy czym wielkos¢ tadunku elektrycznego
0

q = 1.6-10719 ¢, masa elektronen = 9.1 - 1073! kg, stata grawitacyjna
3
— . -11
G=667-1071 2,
c) (469), czyli liczba kombinacji w standardowym zakfadzie Lotto,
d) (%) oraz(%").Wygrana w jakim zaktadzie jest bardziej prawdopodobna:

(6) ey (5)?

Odpowiedzi

przenikalné¢ dielektryczna prozni, = 8.85 - 10712 %

1. a)1.014- 103, b)4.751, ¢)—6.428 - 1071, d) 2.024.
2. f(-2.16) ~ 1.5, f(%) ~5.77-1071.
3. a)10'2°, b)10*2, ¢)107, d) w zaktadzig*’).
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Talela 3.1

POLECENIA OPIS

f(x):= definiuje funkcg f jednej zmiennej
f(x1,x2,...xn):=  definiuje funkcg f zalezng odn zmiennych
define(x),p)  definiuje funkcg f zmiennej x po uprzednim
wykonaniu operacjp (p maze by np. funkcj diff(...),
integrate(...) lub poleceniem upraszezgm) Y
f():=""(p)  jw.
functions  podaje lis¢ funkcji zdefiniowanych przez
uzytkownika w bieacej sesji pracy z Maxim
remfunction(f,g)  usuwa definicje podanych funkcji lub wszystka

1 Wykonanie (ewaluacja) operagjinastepuje juz w inpucie.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1
Poréwnamy dwa sposoby definiowania funkcji zmiennéjtora jest pochodn
funkcji arcus tangens.

_7 (94i1) f1(x):=diff(atan(x),x); 7 (%i4) f2(x):="(diff(atan(x),x));
(%o1l) f1(x):=diff(atan(x), x) (%04) f2(x):=
- i x2+1
7 (%i2) f1(x);
7 (%i5) f2(x);
(%02) r
B Xo+1 (%05)

x241

7 (%i3) f1(1);
diff : second argument must be a variable; found 1 7 (9%i6) f2(1);
#0: fi(x=1)

1
Q, _—
| --an error. To debug this try: debugmode(true); (%006) 2

Tylko drugi sposéb definiowania pozwala na berpdgie obliczanie wartosci
funkcji. Zauwamy, ze taki sam efekt jak przez zastosowanie operdtora
uzyskamy, stosaf polecenie define

(9%i7) define(f2_podobnie(x),diff(atan(x),x));f2_podobnie(1);

(%07) f2_podobnie(x):= 5
x<+1

1
%08) =
(%08) 5
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Stosugc ponizsze polecenie, otrzymamy wszystkie funkcje zdefiniowane w trakcie
danej sesji pracy z Maxim

(%i9) functions;
(%09) [f1{x),f2(x),f2_podobnie(x)]

W dalszych rozdziatach bziemy czsto korzysté z operatora’.

Przyktad 2
Zdefiniujemy kilka przydatnych funkciji.

E Sinus dla argumentu podanego w stopniach

_7 (9%i1) sind(x):=sin(>x*%pi/180);
(xm)
(%01) sind(x):= sin:‘\ﬁr{
" (%i2) sind(120);
3’
(%02) —
L 2
& Logarytm przy podstawie 2 - Logarytm przy podstawie p
| (ako funkcje jednej zmiennej) | (ako funkcje dwdch zmiennych)
_7 (%i1) log2(x):=log(x)/log(2); 7 (%i1) Log(x,p):=log(x)/log(p);
log{ x) log(x )
(%01) log2(x):= (%01) Log(x, p):=
i log(2) i log(p)
_7 (9%i2) log2(8); radcan(%); 7 (%i2) Log(8,2);%,radcan;
log(8) log(8)
%02 %02
02 ) 02 o)
i (9%03) 3 i (%03) 3

Zauwamy, ze w ostatnim przyktadzie nazwa funkcji rozpoczyredsiza litera
(Maxima rozrdznia wielkos¢ liter, a nazw funkcji wbudowanych nie mozemy
powtarz&).

Uwaga 1

Mozemy wyszukiwa nazwy i automatycznie uzupehiaktadné samodzielnie
zdefiniowanych przez nas funkcji, procedur, czy palggezypomnijmy skroty
klawiaturowe Ctrl-K oraz Ctrl-Shift-K, patrz rownieozdziat 1.2).

E --> Log(EXZ, <p>)

Mozemy te zbudowa pakiet (modut z definicjami funkcji) z rozszerzeniem
maci wczytat go przez Menu-Plik/ Wczytaj pakietub polecenidoad(".....”).
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Przyktad 3
Pokaemy jak definiowa funkcje sklejane:
—xdlax <0 —ldlax <0
a) modul(x) ={ . b) znak@® =1{ odlax=0.
xdlax =0
ldlax >0

Istniela w Maximie wbudowane funkcj@bs oraz signum (patrz tabela 1.6).
Jednak, aby pokaggak mazna zdefiniowa funkcje sklejane, w tym przykia-
dzie uzyjemy konstrukcji warunkowsdj (patrz tabela 21.1).

a)

E (%%i1) modul(x):=if x>=0 then x else -x$

(%%i2) modul(3);
(%02) 3

(%%i3) modul(-3);
(%03) 3

E (%i4) plot2d(['modul], [x,-5,5],grid2d,[yx_ratio,0.4])%

Zauwamy, ze nazw funkcji modul mozemy tu pisdbez argumentu.
W rozdziale 6 znajduje siviece] informacji o opcjach poletigraficznych.

> ! ! ! ! !
4
5 3
o]
E 2
1
0
4 2 0 2 4
X
b)
E (%il1) znak(x):=if x<0 then -1 elseif x=0 then 0 else 1§
(%i2) map(znak,[-5,-2,0,4]); Polecenie map (p_atrz tabela 8.1) pozwala
(%02) [-1,-1,0,1] zastosowa funkcje znak do kilku argu-

mentéw réwnoczaie.

Tym razem do naszkicowania funkcji zastosujemy pakiatv i jego polecenia
(patrz rozdziat 6.2). Po wczytaniu pakietu najpierw wprowadzimy kilka usta-
wien domysinych za pomog set_draw_defaults(..).

(%i3) load(draw)$
sef_draw_defaults(
xrange=[-3,3],yrange=[-2,2] line_width=2,xaxis=true,yaxis=true,
xaxis_type=solid,vaxis_type=solid,proportional_axes=xy )%
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Najpierw narysujemy funkejznak przy powyzszych ustawieniach.

K (%i5) draw2d(explicit(znak(x),x,-3,3))%

2

151

1t

051

0

0.5 F

-1

1.5 ¢

-2

-3 -2 -1 0 1 2 3

Nastpnie narysujemy funkegjznak ,po kawatku”, wyrgnie zaznaczag punkt
nieciggtosci.

(%%i0) draw2d(xtics_axis=true,xtics=[-2,1,2], vtics_axis=true ytics={-1,1},
explicit(-1,x,-3,0),explicit(1,x,0,3),grid=true,
point_size=1.4,point_type=7,points([0,0,01,[-1,0,11),
point_size=0.7,color=white, points([0,0],[-1,1]))%

10

Przyktad 4
Zdefiniujemy pochodna i catkfunkcji f(x) = x™ jako funkcg zmiennejn.

Najpierw przywotajmy oba wzory stoggj operator ‘, ktéry ,zatrzymuje obli-
czenia”. Symbolicznie przedstawig $d nas¢pujaco:
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(%i1) 'diff(x"n,x)=diff(x"n,x); (%i2) 'integrate(x"n,x)=integrate(x"n,x);

[%ol)ixﬂ—nxﬂ'l Is 7 equal to -17n;
dx - [

o n :X
(%02) Jx dx e

(%i3) 'integrate(x”n,x)=integrate(xn,x);
Is n equal to -17?y;

(%03) J x"dx =log(x)

W przypadku catki pojawito si zapytanie o zatozenia dotygzn. Odpowie-
dzielismy raz negatywnie, tzm # —1, a za drugim razem pozytywnie, tzn.
ze n= —1. Odpowiedzi, ktére akceptuje Maxima w tym zapytaniu, to: potwier-
dzapce (yes, y, Y), negage (no, n, N).

Teraz zdefiniujemy funkcje zmiennej

(%i4) pochodna(n):="(diff(x"n,x));

(%04) pochodna(n):=nx" 1

_7 (%i5) assume(notequal(n,-1)); Zanim zdefiniujemy funkej z catla,

(%05) [notequal(n, -1)] z gory przyjmiemy zatozenie = —1,
E by zapobiec zapytaniom Maximy.
-

(%i6) calka(n):="(integrate(x~*n,x)); ~Zastosujemy w tym celu polecenie
n+1 assume

+1

(9%00) calka(n):= -

Zdefiniujmy jeszcze funkejpotgowg w zaleznosci od ni poréwnamy dziatanie
wszystkich funkgciji.

_7 (%i7) funkgja(n):=x"n;
(Ya07) funkga(n):=x"

" (%i8) funkcja(1);pochodna(1);calka(1); (%i11) funkcja(2);pochodna(2);calka(2);
(%08) x (%011) x*
(%009) 1 (%012) 2 x
x? 3
(%010) = (%013) %

Mozemy ux¢ tez notacji wektorowe;.
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[ (%i1) kill(labels)$ Resetowanie numeragji
etykiet.
_7 (%i1) [funkca(n),pochodna(n),calka(n)],n=100;
101
o 100 gg &
(%01) [x~7°,100 x ,—101]

(9%i2) [funkda(n),pochodna(n),calka(n)],n=-5;
5 1

T

_7 (9%i3) [funkdia(n),pochodnaln),calka(n)],n=1/4;
1 4x94
F4 X3ll.'4f' 5 ]

(%03) [x1/4

Przyktad 5
Dane g funkcjef(x) = e* oraz gx) = x? + 1. Zilustrujemy na ich przykia-
dzie dziatanie’ oraz’’, przy wyznaczaniu pochodnych funkcji zlozonych:

hi(x) = f(g(x)), h2(x) = g(h(x)).

' (9%01) f(x):=exp(x)$
gix):=x"2+1%

(%i3) "F(g()); 7 (%i7) 'g(f(x);
(%03) f(x? +1) | (%07) g(%e”)
7 (%14 fCg00); 7 (%i8) o(f00);
(%04) %e?) | (%08) f(x)* +1
7 (%i5) f(g(x)); 7 (%i9) g(f(x);
(%05) %e*" *1 | (%09) %e? ¥ #1
7 (9i6) Ff(g(0); " (%i10) g(f(0));
(%06) Yoe i (Y%010) 2
7 (%i11) h1(x):="(f(a(x))); diff(h1(x),); 7 (%113) h2(x):="(g(f(x))); diff(h2(),);
(%011) h1(x):=%e" *1 (%013) h2(x):=%e? ¥ +1
| (%012) 2 x %e* *1 | (%o014) 2 %e? ¥

7 (%i15) diff(f(a(),x); {(%umdﬁmqmmm;

I d ‘.I { d Y
(%015) %edt*) I\kﬂ g(x)ﬁl (%016) 2 f(x) I“d—xf(x);l
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Polecenia upraszczaje dos¢pne z palety Podstawowa Matematyka

Podstawowa Matem. X
ratsimp(%o) [ uprosew) [ Uprostew) | radcan(%)
factor(%) [  Fakoyas  |[ rowi || expand©o)
rectform ( %) { Forma algebraiczna ] [ Podstaw... ] sub St(y, X, %)
trigrat( %) | Postackanonicna () || werosc ) || trigsimp(%)
trigexpand(%) |  Romii(w) || Redkoa | trigreduce(%)

Polecenia upraszczage dosgpne w Menu-Upraé:

Upros¢ | Kreslenie Numeryczne Pomoc
Uprosc wyrazenie
Upros¢ Pierwiastki
Faktoryzuj wyrazenie
Faktoryzuj zespolenie
Rozwin wyrazenie
Rozwin logarytmy

Zwin logarytmy

Silnie i funkcja gamma | 4

Uproszczenia trygonometryczne »
Uproszczenia zespolone 4
Podstaw...

Oblicz wyrazenie nominalne
Wi/ wyt tryb algebraiczny
Dodaj nieréwnos¢ algebraiczna

Obliczenia modulo...

Silnie i funkcja gamma 4
Uproszezenia trygonometryczne 3
Uproszeczenia zespolone »
Podstaw...

Uwaga 1

ratsimp(%o)

radcan (%)

factor(%)

gfactor(%)

expand@o)

%,logexpand=super
logcontract(%)

Patrz poniej.

Takie jak w paneliPodstawowa Matema-
tyka.

Omoéwione zostaly w rozdziale 5.

ev(%, nouns)

algebraic.not(algebrai}
Zamien na silnie makefaCt(OA))
Zamien na funkcje gamma makegammae/o)
Uprosé silnie minfactorial( %)
Polacz silnie fathomb(OA))

Wickszos¢ polec& przytoczonych w pomszych tabelach mozna wywdta
dwojako tzn. w postaci funkgjiolecenie(), jak rowniez w formie:w, polecenie
W zamieszczonych w tym rozdziale przyktadaetiziemy stosowaoba sposoby

wywotania.
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Tabela 4.1

POLECENIA

OPIS

ordergreat(a,b,9
unorder()

declare(xnainvar)

ustala poradek wyswietlania zmiennych

odwotuje powysz deklarac i przywraca ustawienia
domyslne, tzn. odwrotny porglek alfabetyczny
ustala zmienng jako gtéwna zmienna

(%i1) a-b-c;
(%ol) -c-bH+a

a-b-c;
(%o3)a-b-c

(%i4) unorder();
(%0d) [c, b, a]

(%i2) ordergreat(a,b,c)$

(%i5) (a+x)"2+y;
(%05) y +(x +a)

E (%ib) declare(a,mainvar)$

(9%i7) (a+x)"2+y;
(%07) (a +x)* +y

Tabela 4.2
POLECENIA OPIS
factor(n)  rozktada liczbe catkowitn na czynniki pierwsze
ifactors(n)  zwraca czynniki pierwsze i ich pafi dla liczbyn
divide(m,n)  zwraca iloraz oraz reszr dzielenian przez n
remainder(m,n)  zwraca resztz dzielenia liczbyn przez n
lub  mod(m,n)
gcd(m,n)  NWD(m, n) — najwekszy wspdlny dzielnik
lcm(m,n)  NWW(m, n) — najmniejsza wspdlna wielokrot§to
[

| mod(19,5)=4
gcd(128,56) =8
lem(128, 56) =896

(%i9) jest ilustragj algorytmu Euklidesa zastosowanego do liczb 128 oraz 56.
Najwigkszym wspolnym dzielnikiem jest ostatnia niezerowa reszta, tzn. liczba 8.

(%i1) divide(1001,7);

factor(1001)= 7%11*13; _7 (%i7) 1/128+1/56;56/128;
| ifactors(1001); 23
(%o01) [143,0] (%07) gog
(%02) 7 11 13 =1001 = il
(%03) [[7,1],[11,1],[13,1]] | (o8) g
[ sogmmaen, [ ensmee
Isplayigc ‘ isplay(mo .
display(lem(128,56))$ display(mod(16,8))$

| mod(128,56) =16
mod(56,16) =8
_mod(16,8)=0
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Tabela 4.3
POLECENIA OPIS
minfactorial(w) upraszcza silnie
factcomb(w)  taczy silnie
makefactw)  wyraza funkcg Gamma oraz symbole tygf)
za pomog symbolu !
makegammalV)  wyraza silnie za pomagfunkcji Gammar)
gamma@)  gja liczb naturalnycli(n + 1) = n!

dla zespolonycli(z) = [, t*te~tdt, re(z) > 0

(%i7) a[n+1];
n+1)1{n+4)!
PN Lo IGA)

7
: (n+2)1°

(%i8) minfactorial(a[n+1]/a[n]);
(n+1)(n+4)

(9%08) -
(n+2)

]

(%i9) (2*n+2)*(n+2)*(nl);
factcomb(%);
(%09) (n+2)(2n+2)n!
(%010) 2 (n +2)!

[ (9%111) (n+1)"2%(nl);
factcomb(%);

(%011) (7 +1)* m!
(%012) (7 +2)! (7 +1)!

I

=~

_7 (%i13) [gamma(2.3),1.31,gamma(sqrt(2))];

(%i1) gamma(2*n+1);

makefact(%);
(%o1)T(2m7+1)
(%02) (2 n)!

(%i3) binomial{n,k);
makefact(%);
mgkegamma(%);

(%03) |:|

nl!

k1(n-k)!

T(n+1)

T(k+1)T(n-k +1)

(Y%04)

(%03)

(9%i6) a[n]:=(n+3)*nl/((n+1))"2;
_(n +3)1 !

%06 ;
(%06) 2, (7 +1)12

(%013) [1.16671190519816,1.16671190519816, T(\2)]

Tabda 4.4
POLECENIA OPIS
divide(w,p)  iloraz i reszta z dzielenia wielomiamu

przez wielomiarp zwracane w formie listy

quotient(w,p)
remainder(w,p)
gcdw,p)
lcm(w,p)
coeff(p,x,n)
wielomianem

iloraz z dzielenia wielomianu ywrzez wielomiarmp
reszta z dzielenia wielomianu przez wielomiamp
NWD(w, p), gdzie woraz ps3 wielomianami
NWW(w, p), gdzie woraz psa wielomianami
wspotczynnik wielomianu przy™, gdziep jest
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POLECENIA OPIS

ratcoef(p,x,n)  wspotczynnik stajcy przyx™ (po uproszczenip),

gdziep jest wyraeniem wymiernym

denom{v)  mianownik wyrgenia wymiernego w
(lub liczby wymiernej) po uproszczeniu utamka

num(w) licznik wyrazenia wymiernego w (lub liczby

wymiernej) po uproszczeniu utamka

horner(p)  grupuje wielomiarp wg schematu Hornera
(redukcja mnoze do minimum)

(%i1) wielomian:x5-3*x™M 44X 2+4%x +1;
coeff(wielomian,x,4);

(%01) x*3xtex?+4x+1

(%02) -3

_7 (%i3) makelist(coeff(wielomian,x,i),i,[5,4,3,2,1,0]);
(%03)[1,-3,0,1,4,1]

f (Y%id) W(X):=xM443*¥x"2+43% PO =x"2+x%

(%i6) I(x):="(quotient(W(x),P())) [*iloraz*/;
(%06) I(x):=x%-x +4

4 (%i7) R():="(remainder(W(x),P(x))) [*reszta*/;
(%o7)R(x):=3-4x

4 (%i8) divide(W(x),P(x)) [*[iloraz,resztal®*/;
(%08) [x%-x +4,3-4 x]

' (2%19) W()=PO)*1(x)+R(x);
(%09) x* +3 x2 +3 =(x2-x +4)(x2 +x)-4 x +3

s (%i10) WOQ/PG)=I(x)+R(x)/P(x);

x*+3x%2+3 3-4x
(%010) 5 == +Xx°-x+4
X +Xx X +Xx

3)
7 (%011) wi(x-1)*y+y 2/x+(x+y)/2;
ratcoef(w,x,1);
2

.’\'.
(%o011) y?+%+(x-1)y

2y +1
(%012) VT
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4)

(%i13) q:x™4-x"3+2%x"243%x-4% harner(q,x);
(%014) x (¥ (x-1)x +2)+3)-4

Tabela 4.5
POLECENIA OPIS
expandw) rozwija wyraenia (rozwija paigi oraz iloczyny sum)
collectterms(w,2) porzadkuje wyraeniew wzgldem zmiennychx
ratexpand(w)  rozwija wyraenia i upraszcza utamki
ratsimp(w)  upraszcza wytgenia wymierne (sprowadza do wspol-
nego mianownika, upraszcza utamki)
radcan(w) upraszcza wytgenia poggowe, wykfadnicze i loga-
rytmiczne
combinefv)  sumuje wyraenia o jednakowych mianownikach
distrib(w) rozdziela na sumutamkéw wzgtdem licznika
factor(w) rozktada wielomian na czynniki w dziedzirie
gfactor(w) rozktada wielomian na czynniki w dziedzirfle
facsumi,z2)  grupuje wyraeniew wzgledem zmiennej
rat(w) przeksztatca liczby, z postaci zmiennoprzecinkowej
do utamkow zwyktych, oraz upraszcza wagaia
wymierne
rat(w,a,b, .)  jw. poradkujace kolejno wzgidem zmiennycha,b, ...
xthru(w)  sprowadza wszystkie sktadniki wysmniaw do

partfrac(w,x)

wspolnego mianownika
rozktada wyraenie wymiernev na surg utamkow
prostych wzgidem zmienneg

rootscontract(w)  zamienia iloczyn (iloraz) pierwiastkow (Ro)
na pierwiastek iloczynu (ilorazu)
sqrtdenestv)  upraszcza pierwiastki, wymaga pakietu sqdnst
1)
" (%i1) (b+(a+1)72)*(2*b-a);
expand(%);
factor(%s);

%03

(
(
(%003)

(%04) (

2)

factor‘sum(ﬂqu:
%01) b +(a +1)2)(2 b-a)
%02) 2b2+2a°b+3ab+2b-37-23%-2a
(b+52 +2a+1)(25-3)

(b+(a+172)(2 b-a)

_7 (%%i5) -sin(x)*B-cos(x)*B-sin(x)* A+cos()*A; rat(%,cos(x),sin(x));
(%05) -sin(x) £ -cos(x) B -sin(x) A +cos(x) A
(%00)/R/ (-B-A)sin(x) +(-F +A)cos(x)
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3)

7 (%17) wi(x-2%a+y)"2;
w,expand;collectterms(%,y);
ratcoef(w, a*y);
rat(w, x);rat(w,a);

(%07) (y +x-2 .a)

(%08) y +F2X Y- 4ay+x -4ax+4a°

(%09) +(2x 4a)y+x -4 ax+4 a°

(%010) -4

(%011)/R/ x2+(2 y-4a)x +y’-4ay +4 a*

)

| (%012 {R/4a +(- 4y-4x)a+y +2xy+x

4)
_7 (D/D|13) W(X‘l)zh2j}()(*()(+1:|), _7 (D/D|17) J{thru(ofﬂ);
(x-1) x2-2 x #1
%013) ——— i’ IS e Pl
(%0 )x(x+1) (o) x(x +1)
" (%i14) expand(w); V' (%i18) distrib(%);
(%014) e e (%018) — o=
’ X2 +x x%+x x’+x ’ ¥+1 x(x+#1) x+1
_7 (%4i15) ratexpand(w); 7 (%i19) combine(%);
-2 1
(%015) 2 (%019) 2% p— 1
x¥2rx X+l x+1 i xX+1 x(x+1)
I (%i16) expandwrt(w,x); 7 (%i20) partfrac(w,x);
I X 1 2 4 1
o ) (%020) -——+—+1
(o1 +1+X(x+1) x+1 | x+1 «x
5)
7 (%i21) (b+(a+1)"2)*(2*b-a);
expand(%a);
factor(%);
factorsum{%)

(%021) (b +(a +1)2)(2 b- )
(%022)2 b2 +2 3’ b+3ab+2b-a>-2a’-a
(%023 )(b+a +2a+1)(2b-a3)

(%024) (b +(a +12)(2 b- )

6)

_7 (%0i25) 4*x"3+x,factor; (%i26) gfactor(4*x~3+x);
(%025) x (4 x? +1) (9026) x (2 X -%i) (2 x +%i)
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7)
7 (96127) (%e™(-X)+1)/(%e(x)+1); (94i31) (x+4*sqrt(x)+4)/(2+sqrt(x));
%, radcan; %, radcan;
%e *+1 +4-x +4
(%027) — (%031) X 72
Yoe* +1 X +2
(%028) %e ¥ (%032) x +2

- (%i29) (log(x~2+x)-log(x+1))"3/log(x)"2;
%, radcan;

(log(x2 +x)-log(x +1))3

(%029) 5
log(x)

(%030) log(x)

8)
7 (9%i1) (sqri(2+sqri(3)))*(sqrt(2-sqrt(3)));
%, rootscontract;

(%01) N2 /3743 #2

(%02) 1

9) Opcjaalgebraic pozwala na przeksztatcanie pierwiastkdw. Mozna ustywi
globalnie &lgebraic:true) albo lokalnie, tak jak w pomszych przyktadach.

I (9%i3) [1/sqr(3),ev(rat(1/sqrt(3)),algebraic)];

' SO, )
(%03)/Ry ['\JE” 3 ]

(%i4) [8/sqri(2),rat(8/sqrt(2)),ev(rat(8/sqrt(2)),algebraic)];
(%04)/R/ [2%/% 27,442

=] T

(%0i5) m.':(x+_1jf(5qrt(x)-%); (%i8) 1/(2-sqrt(3));
w,ratsimp,algebraic; ratsimp(%),algebraic;
| Yo, factor; 1
1 Y%08) ——=
(9005) 2 N P
] (%09) /3 +2
f\f?(,v +1)+x +1
(%%06)
x-1
A #1)(x +1
hory 201

10)
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(%6i10) load(sqdnst)$ (0ri13Y (9- ey 0 -
D sqrt(7-4*sqrt(3))$ (%i13) (2 sqrt(ijj 2;expand(%);
p=sqrtdenest(p); (%013) (2 -‘\J?)
(%012) N7 -4/3" =23 (%014) 7 -4+/3°
Tabela 4.6

POLECENIA OPIS

logcontract(w) zwija wyrazenie logarytmiczney
logexpandw) rozwija wyraenie logarytmicznev
w,logexpand=super mocniejsza wersja polecenia logexpand
logarc(w) przy catkowaniu pewnych funkcji niewymiernych

zamienia funkcje cyklometryczne (hiperboliczne)
na rownowane funkcje z logarytmem

logarc:true  jw. (ale ustawienie dziata globalnie)

logabstrue  przy catkowaniu funkcji wymiernych pojawigj
sie moduty w logarytmach (dondinie jest: false)

integrate(...),logabs jw. (ale ustawienie dziata lokalnie)

1)

[ (%i1) log(x)-2*log(x+1); 7 (%i4) %,factor;

i %, logcontract; (%04) log((7-1) n)
(%01) log(x)-2log(x +1) ~
(%02) |Ogi - i 7 (%i5) %, logexpand;

I (x +1)°) (%05) log((n-1) n)

_7 (%i3) log(n~2-n); 7 (%i6) %, logexpand=super;
(%03) log(n? - 1) | (%06) log(n7) #log(n-1)

2)
(%i7) asin‘h(x),logarc:t‘r'ue; (%i8) integrate(1/x,x),logabs:true:
(%07) loglx2 +1 +x) (%08) log(|x])

Tabela 4.7

POLECENIA OPIS

trigexpand(w) rozwija funkcje trygonometryczne sumy i wielokrotno-
w,trigexpand  s$ci argumentu, zagbujac je funkcjami z pojedynczym
argumentem
trigreduce(w)  zastpuje potgi i iloczyny funkcji trygonometrycznych
w,trigreduce  liniowymi kombinacjami funkcji trygonometrycznych
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POLECENIA  OPIS
wielokrotno<i argumentu
trigsimp(w) upraszcza, wykorzystag ,jedynke trygonometryczna”
trigrat( w) upraszcza wymierne wyxania trygonometryczne
load(atrigl)  daje wkcej mozliwosci w zakresie przeksztatcBunkcji
cyklometrycznych
load(ntrig)  dodaje mozliwosci w zakresie przeksztatcéunkcji

halfanglestrue

trygonometrycznych o argumencie postachopi/k),
dlak = 5 orazk = 10, gdyn jest liczba catkowi

pozwala na przeksztatcanie funkcji trygonometrycznych
z katami potéwkowymi

1)
(%il) (sin(alpha)+cos(alpha))~2; (%i3) trigrat(%e);
I Hexpand; (%03) sin(2 o) 1
(%o1) (sin(o) +cos(0f,))2
| (%02) sin(c)” +2 cos(e) sin( ) +cos(a)
2)

(Y%04)

4 (%i4) sin(2*beta)/(cos(2*beta)+1);
%, trigexpand;
trigsimp(%o);
%, trigreduce;
sin(2 )
cos(2B)+1

2 cos(B)sin(p)

(9%035)

. sin(p)
(Y%06) cos(B)

(9%07) tan(p)

—sinl[ﬁjl2 +c05(ﬁ)2 +1

(%i8) I:[sin(x)/tan(x),sec(x)/sin(x),tan(x)/cos(x),csc(x)];
map(trigrat,|);
sin{x) sec(x) tan{x)

(%08) [

tan(x )" sin(x) “cos(x)’

csc(x)]

2 sin(x) 1

(%09) [cos(x),

sin(2 x) cos(2 x) +1"sin(x)
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4)
7 (9%%i10) tan(3*alpha);
Yo, trigexpand,
i trigrat(%o);
(%010) tan(3 o)
3 tan(or.)-taml[cnt)3

(%011) >
1-3tan(e)

sin(3 o)

cos(3 )

(%012)

5)
(9%i16) sin(x)"3;
%, trigreduce;
(%016) Sin(x)3
3sin(x)-sin(3 x)

(%017) 2

7)
(%i20) load(ntrig)$
cos(%pi/10);
A5 45

I
2312

(%o021)

Uwaga 2

Rownania w Maximie mmna przeksztatga stronami. Portej zamieszczamy

prosty przyktad.

 (%i01) ri2%x-5=5%x+3;
(%01) 2 x-5=5x +3
i (9%i2) rir+5;
(%02) 2 x=5x+8
" (%i3) rir-5%x;
(%03) -3 x=8
7 (%i4) rir/(-3)

8
(Y004) x = 3

4 (9%i13) tan(3*alpha);
trigrat(%a);
9, trigexpand;
(%013) tan(3 o)
sin(3 o)
cos(3 o)

3 cos(u)z 5in(u)-5in(c1)3

(%014)

(%015) - >
cos(e)” -3 cos(a) sin(o)

6)
(%i18) sin(x+%pi/3);%,trigexpand;

| |
(9%018) srnix+§}

sin(x) '\;{?cos(x)
2 * 2

(%019)

8)
(9%i22) halfangles:trues
cot(theta/2),trigexpand,;
cos(8)+1

(%023) Sn(8)



5. Liczby zespolone

Jeeli z = x + iy, gdzie xy € R, to:

méwimy, ze liczba jest zapisana w postaci kartagkiej (algebraicznej),

modut liczby zjest okre&lony wzorem|z| = \/x? + y?,

argumentem liczby # 0 nazywamy kada liczbe ¢ € R spetniajca uktad
: y

X .
cosp= 1 sing=1~,

argumentem gtdbwnym liczby # 0 nazywamy argument ¢ (—m, ],
|z|(cos ¢ + isin @) nazywamy postaaitrygonometryczna liczby,z

z™ = |z|"(cos(ne) + isin(ng)), neN, nazywamy wzorem de Moivre’a,
|z|e*» nazywamy postagiwyktadnicz liczby z,

exp(z) = e? = e*(cosy + i siny) nazywamy funkcjg wyktadnicz liczby z,

= sinz= %(eiz — e~%) nagwamy funkcj sinus liczbyz,

= cosz= %(eiz + e~'%) nagwamy funkcj cosinus liczby z

Tabela 5.1
POLECENIA OPIS
%i oznaczenie jednostki urojonej
Z:xX+%i*y przypisanie
realpart(z)  Cze$¢ rzeczywista liczby z
imagpart(z)  czes¢ urojona liczby z
conjugate(z) sprzzenie liczbyz
cabsg) modut liczby z
carg(z) argument gtowny liczby
rectform(z)  posta kartezjaska liczby z

polarform( z)
demoivre(exp(z)

post& wyktadnicza liczby z
przeksztatca liczbe? = exp(x + iy) do postaci
e*(cosy +i siny), gdziex,y € R

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przyktad 1

Sprawdzimy dziatanie powyzszych poléatia liczby zespolonej = /3 — i.

Najpierw przypiszemy wartoséd/3 — i do zmienneg, a nasipnie (korzystajc
z Menu-Upros¢ oraz tabeli 5.1) zastosujemy odpowiednie polecenia:
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s

(%i1) z:sqri(3)-%i;
(%01) V3 - %i

(%i2) realpart(z); Uproszczenia zespolone/@%¢ rzeczywista
L (%02) A3
_7 (%i3) imagpart(z); Uproszczenia zespolone/@&¢ urojona
| (%03) -1
" (%i4) conjugate(z); Wyznaczamy liczbe spezona doz.

(%04) %i ++3°

_7 (%I5) cabs(z); Obliczamy modut z

| (%05) 2

_7 (%i6) carg(z); Wyznaczamy argument gtoéwny liczlay
i (%06) E

V' (%i7) z1:exp(z); Przypisujemy wartos¢ do zmienne].

(%07) D/Deq'l? o

(%i8) demoivre(z1); Zapisujemyz1 w postaci trygonometrycznej.
(%08) %e"‘f?(cos(l) -%i sin(1)) Uproszczenia zespolone/Demoivre

Przyktad 2

Wykonamy ponisze dziatania w zbiorze liczb zespolonych:
a) (1+ 3i) + (2 — 40), c) (1-10)?, e) V3 —4i,
b) (1 + 30)(2 — 40), d =, f (—1)s.
a)

(%i1) (1+3%%i)+(2-4%%i);
(%01) 3 - %i

b) W tym przyktadzie polecenia rectforrazyjemy na dwa sposoby:
_7 (%i2) (143%%i)*(2-4*%i);
(%02) (2 -4 %i) (3 %i +1)

_7 (%4i3) rectform{((1+3*%i)*(2-4%%i));
(%03) 2 %i +14

7 (%14) (1+3%%i)*(2-4*%i), rectform;
(%04) 2 %i +14
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c)
7

(%i5) (1-%i)"™9,rectform, factor;
(%05) -16(%i-1)

d)
_7 (%0iB) (2—%|' )/(3+9%i),rectform;
ai

1
) i
(%06) 573

€) Istniejs dokladnie dwa pierwiastki drugiego stopnia z liczby 3i-— 4
Maxima, po zastosowaniu polecemectform, przedstawia tylko jeden z nich.
Aby otrzyma oba pierwiastki, rozvaizemy réwnaniez? = 3 — 4i za pomog

polecenia solvépatrz tabela 7.1).

Co mazna powiedzié o wzajemnej relacji tych dwéch rozygian?

(%i7) sqri(3-4*%:i),rectform;
(%07) 2 - %i

E (%i8) solve(z™2=3-4*%:i),rectform;
(

%08) [2 =%I-2,2 =2 -%i]

f) Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, znajdziemy pierwiastki, rgawi
jac odpowiednie réwnanie, tym razem, czwartego stopnia.

I (9%i9) 50|ve(z"‘4+1),rectform
1 %i 1

(%09) [z =

o (%i1) r:z4+1=08

roz:solve(r),rectforms$
p:map(rhs,roz)$
px:map(realpart,p)$
py:map(imagpart,p)$

load(draw)$
draw2d(dimensions=[300,240],
proportional_axes=xy,
font = "Arial", font_size=10,

title=sconcat("pierwiastki rdwnania ",r),

1

Yoi 1

«FF I R e

Przedstawimy teraz graficzng interpretayzwigzania réwnania.

Generujemy wspéterine punktéw, ktére
zostangnarysowane pongj (przy uzyciu
pakietu draw). Ustawienia opcji grafiki
2D g opisane w tabeli 6.3.

implicit(x*2+y~2=1,x,-1,1,y,-1,1),

xrange=[-1.75,1.75],
vrange=[-1.75,1.75],
xaxis=true,yaxis=true,
xtics_axis=true xtics={17},
viics_axis=true,ytics={17},
color=red,point_size=1,
point_type=filled_circle,
points(px,py))$

pierwiastki réwnania z*+1 = 0
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Zadanie 1
Wyznaczy czsci rzeczywiste, agci urojone oraz oblicZy moduty podanych
liczb zespolonych:

z=4—i, z,=(1=3)Q+70), z3=—2

= coS (S—R) + isin (7—n)
12’ 4= 12 12)°

Zadanie 2
Wyznaczy argumenty nagpujacych liczb zespolonych:

a)—4+4i, b)1-+3i, c)-7V3—-7i, d)3v2+3V2i.

Zadanie 3
Podane liczby zespolone zapisa postaci trygonometrycznej:

a)—1++3i, b)2+2i, ¢)5vV2—-5vV2i, d)—3v3-3i.

Zadanie 4

Obliczy¢: a)v24 + 10i, b}W—=36i, c)¥8i, d)V16.

Zadanie 5
Uprosci¢ wyrazenia: a1 —i)'?, b)(—V3+ i)7.

Zadanie 6

Wykon& dziatania i wynik przedstawiw postaci kartezjsskiej (algebraicznej):
(—1+i)12 )(1—31')15
(-1+v30)*’ (2-023"

Zadanie 7

Wykong& dziatania i wynik przedstawiw postaci trygonometrycznej:
arai (=30 (1B 1-0\12

a) 1-i’ b) 1+’ S 2—v2i’ )(1+i) ’

Zadanie 8
Obliczye:

a)e 3™, b)el*™ c)sin7i, d)cos(2m + in), €)sin (32—n + i), f) sin G + 6i).

Odpowiedzi

1. re(z) =4, im(zy) = -1, |z| = V17;re(z,) = 23,im(z,) = 1, |z,| = V/530;
re(z;) = _?3 ,im(z3) = g zz] = 1;re(z,) = cosi—” im(z,) =sini—:, |z4| = 1.

21
2. a)F, b, o7 A
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a) 2 (cosz?”+ isinz?n), b) Zﬁ(cos%+ isin%), c) 10 (cos (—%) + isin (—g)),

d)6 (cos (— 5?”) + isin (— S?H))

a)—5—1i,5+1i, b)—3v2+ 3v2i,3vV2 — 3v2i, ¢)—2i,V3 + i, —V/3 + i,
d) -2, 2, —2i, 2i.

a)- 64, b) 64+/3 — 64i.

110464i 24448
a)—1,b) — et 218
) ) 390625 390625

a)4 (cosg +1i sing), b)cosm + isinm, c)8 (cos (_1—52”) + isin (_1—52”)),
d) cos0+isinO0.
a)—1, b) —e, ¢)isinh(7), d) cosh(m), €)—cosh(1),

f) i sin G) cosh(6) + cos (%) sinh(6).



6. Wykresy

6.1. Podstawowe polecenia graficzne

Maxima, podobnie jak wkszos¢ programéw typu CAS, udaginia szeroki
zakres komend dajych mozliwosé tworzenia wykresow funkcji jednej i dwdch
zmiennych, wykreséw funkcji uwiklanych, krzywych zadanych réwnaniami
parametrycznymi oraz krzywych zadanych biegunowo. Pozwala rowyeige-
rowat wykresy statystyczne oraz proste animacje. Pakiet ten nie dysponuje
wlasnymi mechanizmami wizualizacji danych, lecz korzysta z zewnetrznego
programu Gnuplot (dystrybuowanego razem z Ma)irWynik jest prezento-
wany w osobnym oknie (oknie Gnuplota), gkziczemu jest mozliwa interakcja
uzytkownika i zmiana pewnych parametrow wizualizacji. Trzeba jednaketatmi

ze interfejs Maximy jest blokowany tak dtugo, jak diugo aplikacja Gnuplot jest
aktywna i nie mozna w tym czasie wykonyiabliczen.

Istnieje te drugi tryb rysowania wykreséw. slieprzed nazwy komendy graficznej
(patrz tabela 6.1 oraz tabela 6.5) dodamy prefikswéwczas wykres funkciji
zostanie wyrenderowany przez program Gnuplot, apaist wynik wywietlo-

ny bezposrednio w oknie notatnika wxMaximy. Wygenerowane wykresy staj
sie czescig dokumentu wxMaxima igsdostpne do konca sesji programu lub,

w przypadku zapisu do formatu wxmx, rOwniprzy ponownym otworzeniu
dokumentu.

W nast¢pnym podrozdziale oméwimy polecenia pakidtaw, ktory pozwala na
zaawansowane ustawienia dla wizualizacji danych i wykreséw funkcji w postaci
grafiki 2D i 3D. Pakiet ten zawiera interfejs udgstiajgcy uzytkownikowi
Maximy korzystanie z mdiwosci Gnuplota w petnym zakresie. Na przykiad
pozwala eksportowawyniki do zewnetrznych plikébw w formatach zaréwno
rastrowych, jak i wektorowych, co moze okazke przydatne w trakcie przygo-
towywania analiz danych potrzebnych do innych dokumentéw (raportéw, publi-
kaciji). Przyktady uzycia pakietdraw oraz wecej materiatléw na ten temat nmaz
znalez¢ w [7], na stronie M. R. Riotorto (autora tego pakietu).

Polecenia i opcje stuzace do wizualizacii szscia Maximy, ktéra stale si
zmienia przy wprowadzaniu nowych wersji. Na wymienione zmiany nday-

niez wptyw nowe odstony Gnuplota. Niniejszy rozdziat powstat w oparciu
o Maxime dla Windows w wersji 5.31.2 oraz 5.33.0.

Ponizej zostaly zamieszczone okna formularzy do rysowania podstawowych
wykresow 2D i 3D dospne z paletyPodstawowa Matematykaalbo Menu-
Kreslenie. Dla okna Wykres 3D podajemy przyktadowe uzupetnienie wraz
z ilustracy. Czytelnikow zainteresowanych uzyskaniem bardziej zaawansowanych
wykresow odsytamy do zamieszczonych w tym rozdziale tabel oraz [1]
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-
Wykres 2D =5
Wyrazenie(a): % I Specjaine I ‘
Zmenna: ®  Od: -5 Do: 5 [ skala Parametryczny
Dyskretny
i E : 0 : 0 l
Zasas ¥ 2 3 DSkaa o] Parametryczny u
Znaczniki: 10 = |
Format: wbudowany - ye
Opcje: v Zmienna: T od: -8 Do: &
set zeroaxis; B
plik: setsize ratio 1; set zeroaxis; 7 i: 200
_set grid; neen =
set polar; set zeroaxis; s -
T OK —] E Dyskretny g luj
x= |
y=
Wykres 30 ==
Wyrazenie exp(-z/2)*cos(ph)
Zmienna: ph od: O Do: 2*%pi
Zmienna: 2z od: -3 Do: 2
Siatka: 30 Box 2 =
Format: wbudowany v
LN nacong ojindical [x] @oms
setpm3d atb
Do pliku:  set pm3d at s; unset surf; unset colorbox
set pm3d map; unset surf
set hidden3d
set mappi erical
pping cylindrica

[~

(%t1)

[gnuplot_preamble, "set

(9%i1) wxplot3d(exp(-z/2)*cos(ph), [ph,0,2*%pi], [z,-3,2],

mapping cylindrical"])$

]

cos(ph) %e™(z/2)
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Tabela 6.1

PODSTAWOWE FUNKCJE INTRFEJSU GNUPLOT

plot2d(f(x), [X, Xmin, Xmaq, OPCj€
- rysuje wykres funkcji jednej zmienrfena przedzial§x,,in, Xmax]

plot2d([f1(x), f2(X), -..fa(¥)], [X, Xmin, Xmax, OPCjE
- rysuje wykresy funkcji jednej zmienrfgjfs, ..., f, na przedzialex,,in, Xmaxl

plot3d(f(x,y), [X, Xmin, Xmad, [Y, Ymin, Ymad, OPCjE)
- rysuje wykres funkcji dwoch zmiennyfma prostokcie
[xmin' xmax] X [ymin' ymax]

plot3d([fa(x,y), fa(x,y), ..., fu(X,y), [X, Xmin, Xmax, [Y, Ymin, Ymax{], OPCj€)
- rysuje wykresy funkcji dwoch zmiennyghfs, ..., f, na prostokcie

[xmin' xmax] X [ymin' ymax]

plot2d([parametric, X(t), y(t), [t, tmin, tnaq], OPCjE
- rysuje krzyw zadam rownaniami parametrycznymi:
x = x(t), y= Y(t)' t € [tmin » tmax]

plot3d([x(u,v), y(u,v), z(u,v)],[U, Unin, Umad, [V, Vmin, Vmad, OPCjE
- rysuje powierzchgizadag réwnaniami parametrycznymi:
x=x(wv),y =yWw,v),z=2uv),u € [Unin  Unax]: V € [Vinin » Vmax]

plot2d([discrete, [X1,X2, ...], [Y1,Y2, -..]], Opcj©
plot2d([discrete, [[X1,yi], [X2,Yal, ... 1], opcj®
- rysuje punkty dane w formie dwaoch list albo w formie listy punktéw

plot2d(f(phi), [phi, phi, phi], [gnuplot_preamble, "set polar; §pcje)
- rysuje krzywr = f(phi), phi € [phi,, phi,] zadan w postaci biegunowej

plot3d(f(r,phi), [r, r1, r2], [phi, phi, phi], [transform_xy, polar_to_xyhpcje)
- rysuje powierzchaiz = f(r, phi) okreslona za pomoe wspoétrzdnych
biegunowych (w karteziskim uktadzie wspotradnych)

plot3d(f(th, phi), [th, thy, the], [phi, phi, phi],
[transform_xy, spherical_to_apz]e
- rysuje powierzchair = f(th, phi) okreslona za pomog wspotrzdnych
sferycznych (w kartezjskim ukladzie wspoétrdnych)

contour_plot(f(x,y), [X, Xmin, Xmax, [Y, Ymin, Ymax, OPCj€)
- rysuje poziomice funkc|f

with_slider(a, [wartosci_dla_a],obiekty graficzne, opcje
- tworzy interaktywne okno graficzmenmazliwo$cia ustawiania suwakiem
wartéci a spdirod elementow listyvartasci_dla_a

Tabela 6.2 zawiera ustawienia dla podstawowych funkcji (pdjeg@ficznych
wymienionych w tabeli 6.1. Aby sprawdzaktualne ustawienia, wystarczy wy-
wota¢ set_plot_option() Polecenie to stuzy rownielo wprowadzania wkasnych
ustawie.
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Tabela 6.2. Style stosowane w grafice 2D oraz 3D

USTAWIENIA
OPCJA DOMY SLNE INNE / OPIS
[axes ...] true rysuje osie uktadualseje ukrywa,x - tylko os
Ox, y - tylko 0$ Oy, solid - obie osie lina ciagta
[azimuth, ...] 30 azymut, miara #a wyrazona w stopniach
[box, ...] true rysuje box ograniczagy w grafice 2D oraz 3D,
false go ukrywa
[color, ...] blue? w grafice 2D:k1, k2, ...0znaczaj kolory dla ko-
lejnych krzywych, w grafice 3Dk1,k2 oznaczag
kolory dla linii siatki (wierzch i sp6d)
[color_bar, ...] false true, wtedy wywietla st skalakolorow w grafice
3D okr&lona przezalette
[elevation, ...] 60 kat elewacji kamery, miara wyzana w stopniach
[gnuplot_ “set ... ; set ...; ...” polecenia Gnuplota
preamble, ...]
[grid , ..:] 30,30 w grafice 3D liczby punktéw kratowych w kierunku
0siOx orazOy
grid2d rysuje siatk zgodnie z ustawieniamtics
orazytics
[label, ...] [.tekst", x0, yO] umieszcza etykiet,tekst”
w punkcie o wspétrdnych (x,, y,)
[legend ...] nazwy? false (nie wyswietlaja sie etykiety obiektdw
graficznych), inne np.: sconcat("f(x)=",f), ,tekst”
[mesh_ines_ black kolor linii siatki (gdy dziatgpalette), false (linie
color, ...] siatki nie g widoczne)
[palette, ...] [hue,0.25, false(powierzchnia nie jest cieniowana), dlazka
0.7,0.8,0.5] dego obiektu mma ustawd inna palet, istnieje
wiele sposobdéw okstania palet opisanych w [1]
[point_type,.] bullet typ znacznika do rysowania punktéw
[same_xy ...] false true (proporcje jednostek na osiachls1)
[same_xyz ...] false true (proporcje jednostek na osiachlks1:1)
[style, ...] lines style dla obiektéw 2Dpoints, linespoints dots*
[title, ...] m tytut nad rysunkiem
[transform brak zamiana wspotdnych (patrz tabela 6.1):
XY, ] polar_to_xy, spherical_to_xyz
9 [xtics, a, k, 1 rysuje znaczniki na o$lx: oda dob z krokiemk
lub [xtics, a] z krokiema (pocatek auto)
9 [xlabel, ...] X zmienia nazw etykiety osiOx
9 [x,x1,xJ zakres na o)x
[yx_ratio, ...] auto w grafice 2D wspoéitczynnik proporcji ramki

DKolory oraz ich liczbowe odpowiedniki: cyan(0), blue(1), red(2), green(3), magenta(4),

black(5), cyan(6), ... i dalej kolory powtarzaje cyklicznie.
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2 Nazwy ytych obiektow graficznych.

%) Dostpne nazwy i ich liczbowe odpowiedniki: bullet(1), circle(2), plus(3), times(4),
asterisk(5), box(6), square(7), triangle(8), delta(9), wedge(10), nabla(11), diamond(12),
lozenge(13).

4 np.:[lines,d lub [lines,a,lj, a-szeroké linii, b-kolor, [points,a,d lub [points,a,b,d,
a-wielkas¢ punktu, b-kolor, c-typ znacznika

% Opcje te maj odpowiedniki dlay orazz.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1

Naszkicujemy wykres funkcji danej wzorengj = —x3 + 2x — 1, styczna do
tego wykresu poprowadzong w punkcie o ethjix, = 1 oraz zaznaczymy
punkt stycznosci.

Najpierw wykonamy odpowiednie obliczenia, a gpste, korzystajc z polece-
niaplot2d i jego ustawi&, umigcimy trzy obiekty graficzne na jednym rysunku.

4 (Uoil) f-x"342%x-1% x0:1% vO:f,x=x0% k:at(diff(f,x),x=x0)%
s:y=y0+k*(x-x0),expand;
(%05) y=1-x
¥ (%i6) plot2d([f,rhs(s),[discrete, [[x0,y0117], [x,x0-3,x0+3], [v,-3,3], grid2d,
[box, false], [axes, true], [axes, solid], same_xy,
[legend, sconcat("f(x)=",f), string(s), sconcat("(",x0,",",v0,"1")],
[stvle, [lines,2,1], [lines,2,3], [points,3,2,1]] )%
plot2d: some values were clipped.

f(x)=-x"34+2%x-1
y=1x
(1,00 e
..2__ .




58 Matematyka z komputerem

Przyktad 2

Wyznaczymy funkej kwadratovg P, ktorej wykres przechodzi przez punkty:
(-1,1), (0,1), (1,—1). Wykres funkcji oraz punkty przedstawimy na jednym
rysunku.

Najpierw wprowadzimy odpowiednie deklaracje, a ¢@sie, korzystac z po-
leceniaalgsys rozwigzemy uklad réwna. W ten sposdb otrzymamy wspoét-
czynniki szukanego trojmianu kwadratowejo

E (%i1) P(x) := a*x~2+b*x+cs [l v1):[-1,10% [x2,v2]:[0,1]% [x3,v3]:[1,-1]%

I

(%i5) wsp: algsys([P(x1)=y1, P(x2)=y2, P(x3)=vy3], [a,b,c]); P:P(x),wsp;
(%o05) [[#a=-1,b=-1,c=1]]

(%06) 2 -x#1

” (%i7) plot2d([ P, [discrete, [x1,x2,x3],[y1,y2,y311], [x,-3,3], [y,-3,3], grid2d,

[xtics,-2,1,2], [ytics,-2,1,2], [legend, sconcat("P(x)=",P), "punkty"],
i [style, [lines,1,3], [points,3,2,2]], [box,false], [axes,solid] )$
_plot2d: some values were clipped.

 P(X)=-x"2x+1
: punkty ™
Sl |
| | fal | |
| | o | |
2 1 D 1 2
o e
. hz__

Uwaga 1

Komunikatysome values were clippgwdjawiapce sé w obu powyszych przy-
kltadach informuj, ze wykresy funkcji na podanych przedziatach niggezen-
towane w calosi ze wzgédu na ,wymuszenie” zakresu na @8r. Oczywscie
dla wielomianéw zakres automatyczny zaoby bardzo duzy i wtedy stabo
widoczne bed inne istotne elementy wykresu.
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Przyktad 3
Korzystajc z poleceniavith_slider, naszkicujemy krzywe opisane réwnaniami
parametrycznymi dla wybranych waftba (zmienianych za pomasuwaka)

x(t) = cos(at), y(t) = cos (Zt — g) t € [0,2m].
GO >0 0 |@

" (%i1) wxplot_size:[300,300];
(%o01) [300,300]

" (%i2) with_slider(a, [1,2,3,4,5,6],
[parametric, cos(a*t), cos(2*t-%pif2)],
[t,0,2%%pi], [x,-1.2,1.2],[y,-1.2,1.2],
[xtics,-1,2,1],[vtics,-1,2,1], [nticks,100],
[axes, solid], [box, falsel, [color,red] )%

(%t2)

Rozwaane w tym przykladzie krzywe &rzywymi Lissajous.
Na pasku nakzlziowym dos¢pne g przyciski do nawigacji okna (%t2).
Mozna dzeki nim uruchomé animacg rodziny krzywych.

Przyktad 4

Zaprezentujemy wykresy trzech krzywych danych réwnaniami biegunowymi:

r=2— cos (%) , 7 =2+ cos(2¢), r = 2 + sin?(3¢), ¢ € [0,27].

By narysowa podane krzywe w uktadzie biegunowym, zastosujemy bezgos
nie polecenia pakietu Gnuplot wywotywane przgadplot _preamble ...] oraz
ustawienia dla plot2dpatrz tabela 6.2).

[stvle, [lines,4], [lines,2], [lines,2]], same_xy, grid2d,

(%i1) plot2d([2-cos(ph/3), 2+cos(2*ph), 2+sin(3*ph)~2], [ph,0,2*%pi], [v,-3,3],
[gnuplot_preamble, "set polar; set grid polar; "] )$

59
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EETE. T T
. 2-cos(ph/[3) s—
cos(2*ph)+2
sin(3*ph)"~2+2

Przyktad 5
Ponizej dwie przyktadowe powierzchnie. Pierwsza dkmea za pomag wspot-
rzednych biegunowych, natomiast druga za paanespo6trzdnych sferycznych.

(%i1) plot3d( r~3*cos(3*th), [r,0,2], [th,0,5*%%pi], [box,false], [grid,10,80],
[mesh_lines_color,white], [transform_xy,polar_to_xv], [legend,false] )%

[transform_xy, spherical_to_xyz], [mesh_lines_color,white],

(%i2) plot3d( 1, [theta,0,4/5%%pi], [phi,0,5/3*%pi], [box,false], [grid, 20,40],
same_xyz, [legend, false] )4

;
I
]
gl

!
I
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Przykiad 6

Dane g funkcje:

fi(x,y) = cos? x —sin? x na zbiorzeD; = [-2,2] x [-2,2];

f>(x,y) = x? — y? na zbiorzeD, = {(x,y) € R%: x% + y? < 4};

f:(x,y) = |y? — x?| na zbiorzeD; = {(x,y) € R%: x2 + y2 < 4 A |x| + |y| = 1}.
Zaprezentujemy wykresy tych funkcji w dwéch réznych ustawieniach widoku

(automatycznym i z gory). Pozwoli to zobaézzaréwno wykres funkcji jak
i zbior, na ktorym funkcja jest okflena.

E (%i1) set_plot_option([legend,false],[xtics,1], [ytics,1], grid2d)$
[ (%i2) f1(x,y):=cos(x)"2-sin(y)"2$

plot3d( f1, [x,-2,2], [y,-2,2], [z,-1,1], [ztics,1] )$
plot3d( f1, [x,-2,2], [v,-2,2], [ztics,false], [azimuth,0], [elevation,0])$

(%i5) f2(x,y):= if x~2+y"2<=4 then x"2-y"2$
plot3d( f2, [x,-2,2], [y,-2,2], [z,-4,4], [grid,100,100], [ztics,2],
[mesh_lines_color,false] )$
plot3d( f2, [x,-2,2], [y,-2,2], [azimuth,0], [elevation,0], [ztics,false],
[mesh_lines_color false] )$

(9%i8) f30x,y):= if x*2+y"~2<=4 and abs(x)+abs(y)>=1 then abs(y"2-x"2)%
set_plot_option([palette, [gradient, blue,white,red]],
[mesh_lines_color false], [grid,120,120])%
plot3d( 3, [x,-2,2], [v,-2,2], [2,0,4], [ztics,1] )$
plot3d( 3, [x,-2,2], [v,-2,2], [azimuth,0], [elevation,0], [ztics,false] )$
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Przyktad 7
Przyktadowe powierzchnie i ich kolorowanie.

(O/OII) p|0t3d( (XA2+yA2)A(1/3)I [XI-2I2]I [YI_ZIZ]I [21012]/ [boxlfalse]l
[palette,false], [color,blue,red], [legend,false] )$

(°/0I2) p|0t3d( (XA2+yA2)*eXp('XA2-yA2)/ [xl-zlz]l [YI-212]I [21010'4]1
[box,false], [palette,false], [color,red,blue], [elevation,110] )$

'y, 7
77 7 7 AR T
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(%i3) f(x,y):=if x*2+y”~2<9 then x*exp(-x"2-y"~2)$
g(x,y):=if x*2+y~2<9 and x"2+y~2>1then -0.5%
plot3d([f(x,y),a(x,y).[x,-3,3],y,-3,3]],[z,-0.6,0.5], [boxfalse],[legend,false],
[palette,false], [grid,50,50], [elevation,70], [color,red,green,blue] )$

N

(%i6) plot3d(4*sin(x*y/4), [x,-5,5], [y,-5,5], [z,-6,6], [box,false], [grid,50,50],
[color,green,red], [palette,false] )$
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6.2. Pakiet draw

Tabela 6.3. Wybrane style stosowane w grafice 2D

USTAWIENIA
OPCJA DOMY $LNE INNE / OPIS
allocation =  [[0,0],[1, 1]]  [[0,0],[1/4, 1/4]] (wstawienie obiektu w skali
1:4 w dolnym lewym rogt
background_color= white ustala kolor tta?
color = blue ustala kolory dla linii, punktow i etykiét
columns = 1 liczba kolumn przydczeniu rénych typow
wykreséw
head_angle = 45 opcja poleceniaector (kat strzatki)
head_length = 2 jw. (diugasé¢ strzatki)
head_type = filled nofilled, jw. (wypetnienie strzafki)
delay = 5 op&nienie (ustawienie dla animowanych
gifow)
dimensions = [600,500] [szerokasé, wysokai€] (wielkosci zalezne
od opcjiterminal)
file_name = “maxima_out” nazwa lub nazwa z lokalizacpliku
(rozszerzenie dodawane jest automatycznie)
fill_color = red kolor wypetnienia®
fill_density = 0 liczba od 0 do 1, intensywséwypetnienia
(wielokatow i histograméw)
filled_func = false true (wypetnia kolorem obszar pomj
wykresu funkcji zadeklarowanej eplicit),
f(xX) (wypetnia kolorem obszar pogaizy
wykresem funkgcjif a funkcp z explicit)
font = czcionka, np. ,Arial”, opcja aktywna,
gdy dziataterminal
font_size = 10 rozmiar czcionki, opcja aktywna,
gdy ustawiony jesfont
grid = false true, wtedy g rysowane linie siatki albo
[nx,ny] - ilos¢ linii na znacznik
ip_grid = [50,50] liczby punktow kratowych dla pierwszego
prébkowania (przy rysowaniu wykreséw
funkcji uwiktanych)
ip_grid_in = [5,5] liczby punktow kratowych dla drugiego
probkowania (przy rysowaniu wykresow
funkcji uwiktanych)
key = o etykieta dla uytych obiektow graficznych,
np.sconcaf"y=", f(x))
label([,...",a,b]) etykieta w punkcie o wspokdnych (a,b)
label_alignment = centered left, right ustawienie etykietyldbel)
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USTAWIENIA
OPCJA DOMY $LNE INNE / OPIS
label_orientation = horizontal vertical, orientacja etykiety
line_type = solid typ rysowanej linii,dots (linia kropkowana)
line_width = 1 grubai¢ rysowanej linii
nticks = 29 liczba wyswietlanych punktéw
przy rysunkach parametrycznych
point_size = 1 rozmiar punktu (liczba nieujemna)
point_type = plus typ punktu (nazwa znacznika albo jej
albo 1 liczbowy odpowiednik}
points_joined = false true (punkty uzyskane przgmints
s3 taczone famag)
proportional_axes = none Xy (ustawia proporcje jednostek na osiach
1:1)
terminal = ‘screen export do wybranego formatu nfpng,
‘wxt, ‘eps, ‘eps_color, ‘pdf, ‘gif, ‘jpg,
‘svg, ‘animated_gif
title = o tytut rysunku, npsconcaf"a=", a),
user_preamble = . ustawienia i opcje pakietu Gnuplot
np. "set grid polar;"
xaxis = false true, pokazuje 6 0x ¥
xaxis_color = black kolor osiOx Y
xaxis_type = dots typ linii dla osiOx, solid (linia ciagta)
xaxis_width = 1 grubai¢ linii dla osi Ox, liczba nieujemna
xlabel = o etykieta osiOx, w zapisie mgna stosowé
symbole, np. "{/Symbol a}" w§wietli
xXrange = auto [Xmin,Xmax], zakres zmiennej
xtics = auto ustala format znacznikéw, nmone (bez
znacznikéw){0,1/2,1}(znaczniki w punk-
tach: 0,1/2,1)1/2 (znaczniki w odlegtéci
1/2),[0,2,10](od O do 10 z krokiem 2),
{["{/Symbol p}", 3.14], ['e",2.72]} (zazna-
czé na 0siOx liczbe m oraze z opisem
xtics_axis = false true (pokazuje znaczniki na o6ix)

D Przyktadowe nazwy kolorowwhite, black, gray, grey, greyl10, grey90, grey80, red,
light_red, dark_red, green, light_green, dark_green, blue, light_blue, dark_blue, navy,
yellow, magenta, pink, coral, orange, beige, brown, violet, plum, purple, "#1faf75"

2) Styl ignorowany w przypadkpoint_type=dot(0).

3 Znaczniki dla punktow$nane (-1), dot (0), plus (1) multiply (2), asterisk(3), square

(4), filled_square(5), circle (6), filled_circle (7), up_triangle(8), filled_up_triangle(9),
down_triangle(10),filled_down_trianglg(11),diamant(12) orafilled_diamant(13).

4 Wszystkie opcje rozpoczynrgmie nazve od x map swoje odpowiedniki dlg orazz.
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Tabela 6.4. Style stosowane w grafice 3D (inmeangrafice 2D)

USTAWIENIA

OPCJA DOMY $LNE INNE / OPIS
axis_3d = true rysuje osie ukladualse je ukrywa
colorbox = true rysuje skad kolorow,falseja ukrywa
contour = none zaznacza poziomice funkdji¥ dla usta-
lonych przezontour_levelspozioméw:
base(naxyplane), surface(na wysokaci
h, tzn. na wykresid), both (basei surface
réwnoczénie), map (w uktadzieOxy)
contour_levels = 5 n (liczba naturalna)od, krok, do] albo
{z1,z2, ..., zn}(lista poziomdw)
enhanced3d = false true lub réwnowanie [z,x,y,Z]
albo ogdlnidf(x,y,z),x,y,z]
palette = color [a,b,c, ... ] gdzie a, b, c, ... to kolory
gray albo liczby od -36 do 36,
dziata, gdyenhanced3d =true
proportional_axes = none xyz (ustawia proporcje jednostek na
osiachl:1:1)
surface_hide = false true (ukryte czsci powierzchni
nie g widoczne)
view = [60,30] miary katéw widzenia obiektu (o6° do
360°), pierwszy to obrét pionowy wze
dem osiOx, drugi poziomy wzgldemOz
wired_surface = false true (rysuje siatk na powierzchni)
x_voxel = 10 zwieksza doktadn& rysunkéwimplicit
w 3D orazregion w 2D w kierunkux
y_voxel = 10 jw. tylko w kierunkuy
z_voxel = 10 jw. tylko w kierunkuz
Xu_grid = 30 gestai¢ siatki wzdhe osiOx,
(przy stosowaniu funkcgxplicit oraz
parametric_surface)
yv_grid = 30 gestas¢ siatki wzdhe osiOy, jw.
xyplane = false automatycznie ustawia paienia ptasz-

czyzny poziomej, gdy podana jest liczpa
to na wysokéci a (mierzonej na 00z)

Y Zbiér {(x,y) € Ds: f(x,¥) = h} jest poziomig wykresu funkcjif odpowiadajca

wartcsci h € R. Patrz te rozdziat 16.

Aby nie wprowadzatych samych opcji graficznych wielokrotnie, mozna zdefi-
niowat wiasne ustawienia dorgipe set_draw_defaultsfpcjal,opcjaz,.). Jeeli
bedziemy chcieli przywrdc¢i ustawienia automatyczne, to wystarczy wywota
powyzsz funkcje bez wpisywania argumentow.
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Tabela 6.5

PODSTAWOWE FUNKCJE PAKIETU DRAW

draw2d(opcje, obiekty graficzne, ...)
draw3d(opcje, obiekty graficzne, ...)
gr2d(opcje, obiekty graficzne, ...)
gr3d(opcje, obiekty graficzne, ...)
- argumentami powaszych funkcji g opcje i obiekty graficzne
draw(gr2d, ...,gr3d, ...,opcje ...)
- taczenierdznych typowobiektéw graficznych

Tabela 6.6

PODSTAWOWE OBIEKTY GRAFICZNE PAKIETU DRAW

explicit(f(x),X,Xmin,Xmax) - Wykres funkcji jednej zmiennej na przedziatg,[,, Xmax]
explicit(f(X,y), X, Xmin,Xmax Y, Ymin, Ymax)

- wykres funkcji dwoch zmiennych na prosioie [X i, Xmax] X [Vimin, Ymax)
implicit( F(X,Y)=0,X,%nin,Xmax Y Ymin, Ymax)

- krzywa opisana réwnanief(x,y)=0, gdzie(x, y) € [Xmin Xmax] X [Vmin Ymax]
implicit( F(X,y,2)=0,X,%nin,XmaxY,Ymin, Ymax Z, Zmin, Zmax)

- powierzchnia opisana réwnanigrx,y,z)=0, gdzie

(x' Y, Z) € [xminﬁxmax] X [ymin' ymax] X [Zmintzmax]
parametric(x(t),y(t),t, tmin,tmax)

- krzywa zadana réwnaniami parametrycznymi w przestigéni
parametric(x(t),y(t),z(t),t, tnin, tmay)

- krzywa zadana réwnaniami parametrycznymi w przestigéni
parametric_surfacei(t,s), y(t,S), z(t,S),tskn, tmax S, Snin, Snax)

- powierzchnia zadana réwnaniami parametrycznyrpizestrzenR3
points([[x1,y1], [x2,y2], ...) - punkty w przestrzerR?
points([[x1,y1,z1], [x2,y2,22], ..) - punkty w przestrzerR3
region(warunkiX,Xmin,XmaxY,Ymin,Ymax) - ObSzar opisany przewarunki
polar(r(phi),phi,phinin,phinay) - krzywa biegunowa r=r(phi)
spherical(f(phi,th),phi,phinin, phimax th, thmin, thmax)

- powierzchnia opisana za pomosspotrzednych sferycznych
cylindrical( f(z,phi),z,Znin, Zmax phi, phimin, Phimax)

- powierzchnia opisana za pomoegpo6trzednych walcowych
vector ([x,y], [ux,uy])

- wektor o wspohzdnych [ux,uy] i o pocatku w punkcie (x,y)
label([,tekst”,x,y],...) - etykieta ,tekst” w punkcie (x,y), ew. kolejne etykiety
bars([x1,h,wi], [X2,hp,wo], ... ) - wykres stupkowy
ellipse(...), polygon(...), quadrilateral(....), rectangle(..), triangle(...), ...

- figury geometryczne

- pozostate obiekty opisane w[1] i [7]
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ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1
Sprawdzimy (na podstawie wykresu) ile miejsc zerowych ma funkcja

f(x) = sin G), x€ R\ {0}
a) na przedzialé-3,3), b) na przedzial€0.02,0.03).

4 (%i1) load(draw)$ set_draw_defaults(
grid=true, xaxis=true, yaxis=true, proportional_axes=xy,
xaxis_color=red, vaxis_color=red, xaxis_type=solid, vaxis_type=solid )$

4

(9%i3) draw(terminal=wvxt,
gr2d{yrange=[-2,2], key=sconcat("f(x)=",sin(1/x)), explicit(sin(1/x),%,-3,3)),
gr2d(xtics=0.005, vytics=0.53, allocation=[[0.6,0.2],[0.35,0.3]],
explicit(sin(1/x),»,0.02,0.03)) )%

f(x}=si!n(1 /%)

0.02 0.025 0.03

i i
1 2 3

Powyzszy rysunek przedstawia dwa obiekty graficzne (z r6znymi ustawieniami).

Przyktad 2

Narysujemy porisze zbiory, korzystag z poleceniaegion.

Di={(x,y) ER?*: 4x?>+y2>1 A x2+y2 <2},

D,={(x,y) ER%L y>x2—1 Ay<l—-x Ay<1},

D; = {(x,y) ER%: x2+y2 < 1A y<|x|}U{(x,y) € R: x2? + (y — 1)? <%},

D4={(x,y)EIR2: x| + ]yl <1 v (y>x+% Ax>—1/\y<1)}.
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E (%i1) load(draw)$ a:1.5%

7 (%i3) set_draw_defaults(
proportional_axes=xy, grid=true, x_voxel=80, y_voxel=80,
user_preamble="set style fill transparent solid 0.5 noborder" )$

4 (%i4) draw2d(title="D1", fill_color=dark-green,
region( 4*x~2+y~2>1 and x~2+y~2 <2, X,-3,3, Y,-3,3) )$

4 (%i5) draw2d(title="D2", fill_color=blue,
region( y>x”~2-1 and y<1-x and y<1, x,-3,3, Y,-a,a) )$

(%i6) draw2d(title="D3", region( x*2+y~2<1 and y<abs(x), x,-a,a, y,-a,a),
region( x*2+(y-1)~2<1/4, x,-a,3, Y,-a,a) )$

4 (%i7) draw2d(title="D4", fill_color=orange,
region( abs(x)+abs(y)<1 or (y>x+1/2 and x>-1 and y<1), X,-3,3, Y,-3,a) )$

-1.5 -1.5
-1.5 B 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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Przykiad 3

Narysujemy powierzchaistozkows, powierzchng walcows, sfee oraz parabo-
loide obrotows wraz z opisujcymi je rownaniami podanymi w tytule rysunku.
Zastosujemy wspotezine walcowe i polecenie cylindrical

" (%i1) load(draw)$
set_draw_defaults( xrange = [-2,2], yrange = [-2,2], zrange = [-2,2],
view = [60,120], dimensions = [800,800], surface_hide = true,
i proportional_axes = xyz, grid = true, xtics =1, ytics =1, ztics = 1 )$
4

(%i3) s:gr3d( xyplane = -2, title = "z~2=x"2+y~2", color = dark-green,

cylindrical(z,z,-2,2,a,0,2*%pi) )$

w:gr3d( xyplane = -2, title = "x*2+y”~2=4", color = orange,
cylindrical(2,z,-2,2,a,0,2*%pi) )$

sf:gr3d( xyplane = -2, title = "x~2+y”2+z°2=4", color = blue,
cylindrical(sqrt(4-z°2),z,-2,2,3,0,2*%pi) )$

p:gr3d( xyplane = 0, title = "z=x"2+y~2", color = red,
cylindrical(sqrt(z),z,0,4,a,0,2*%pi), zrange = [0,4] )$

draw(terminal=wxt,columns=2,s,w,sf,p)$
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Przykiad 4
Zastosujemy polecenispherical oraz opcgi view, aby przedstawi obraz
wybranejpowierzchni w zalenosci od ustawieniach obserwatora.

7 (%i1) load(draw)$ 4 (%i3) m:spherical(a/4,a,0,2*%pi,z,0,%pi)$
set_draw_defaults( pl:gr3d(
terminal=wxt, view=[200,140],color=red,m)$
dimensions=[800,800], p2:gr3d(
proportional_axes=xyz, view=[20,120],color=blue,m)$
surface_hide=true, p3:gr3d(
axis_3d=false, view=[50,20],color=dark-green,m)$
xtics=none, p4:gr3d(
ytics=none, view=[300,20],color=orange,m)$
ztics=none)$ i draw( columns = 2, p1, p2, p3, p4 )$

Przykiad 5

Przedstawimy midiwosci zastosowania wspoékanych walcowych i sferycznych
do zilustrowania przekrojéw powierzchni walcowej, powierzchnikstovej, sfery
i paraboloidy.

Dla kazdej z opisanych porej powierzchni wykonamy dwa rysunki. Jeden zgodny
z zadeklarowanymi zakresami zmiennejraz drugi z wyeitym fragmentem,
by zobaczy obiekt ,odsrodka”.

Zastosowanie wspoékdnych walcowych daje bardziej ,eleganckie” rezultaty
niz stosowanie polecenia explicitzdecydowanie lepszemimplicit .
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a) Powierzchnia stozkowa opisana réwnanies ¢ x? + y2 dlaz € [0,2]
oraz powierzchnia walcowa opisana réwnani¢may? = 4 dlaz € [0,2].

b) Paraboloida opisana réwnaniem=1—x? —y? dla z> —1 oraz po-
wierzchnia walcowa opisana réwnanief+y? = 1 dlaz € [-1,1].

i 1

IR

; ._71

c) Sfera opisana réwnaniexd + y? + z2 = 16 oraz dwie powierzchnie walcowe
opisane réwnaniamk? + y? = 4, x?2 + y2 =9 dlaz € [—4 ,4].

-l

B vss s snss s sseey
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Na rysunku z prawej strony powierzchnia walcowa (zaznaczona kolorem zielonym)
oraz sfera s rysowane dla € [-2+/3,2+/3], natomiast druga powierzchnia

walcowa (zaznaczona kolorem czerwonym) dk&a[—/5,v/5]. W ten sposéb
wyraznie zaznaczone zostaty przgsa powierzchni walcowych ze ster
Ponizej skrypty Maximy, ktére pozwolity wygenerow@owyzsze rysunki.
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' (%i1) load(draw)$
set_draw_defaults( surface_hide=true, xtics=1, ytics=1, ztics=1, grid=true,
proportional_axes=xyz, dimensions=[800,800])%

<10

r

(9%i3) gla:gr3d(zrange=[0,2], xyplane=0,
color=orange,
cylindrical(z,z,0,2,a,0,2*%p0),
color=dark-green,
cylindrical(2,z,0,2,3,0,2*%pi))4$

(%i4) g2a:ar3d(zrange=[0,2], xyplane=0,
color=orange,
cylindrical(z,z,0,2,a,0,2*%pi),
color=dark-green,
cylindrical(2,2,0,2,a,-%opif4,3/2*%pi))%

(%i3) draw(columns=2,g1a,g2a)%

(%i6) glb:gr3d(xyplane=-1, view=[75,60],
color=dark-green,
cylindrical(1,z,-1,1,a,0,2*%pi),
color=red,
cylindrical(sqrt(1-z),z,-1,1,a,0,2*%pi))$

(%i7) g2b:gr3d(xyplane=-1, view=[75,60],
color=dark-green,
cylindrical(1,z,-1,1,a,0,5/3%%pi),
color = red,
cylindrical(sqrt(1-2),z,-1,1,a,0,5/3*%pi) )%

(%i8) draw(columns=2,g1b,g2b)$

(9%i9) glc:gr3d(xyplane=-4,
zrange=[-4,4],
color=red,
cylindrical(3,z,-4,4,2,0,2*%pi),
color = dark-green,
cylindrical(2,z,-4,4,2,0,2%%pi),
color = blue,
spherical(4,ph,0,2*%pi,th,0,%pi))$

(9%i10) g2c:gr3d(xyplane=-3,
zrange=[-2*sqrt(3),2*sqrt(3)],
color=red,
cylindrical(3,z,-sqrt(5),sqrt(5),a,0,3/2*%pi),
color = dark-green,
cylindrical(2,z,-4,4,3,0,3/2*%pi),
color = blue,
spherical(4,ph,0,3/2*%pi,th,0,%pi) 1%

(9%i11) draw(columns=2,glc,g2c)%
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Przykiad 6
Narysujemy hiperboloigd jednopowlokow oraz hiperboloidedwupowitokovs,
korzystajc z polecenia implicit

x+y-z?=1 ¥ +ye-ze=-1

' (%i1) load(draw)$

set_draw_defaults( terminal=wxt, zrange=[-2.2,2.2], view=[65,125],
¥_voxel=25, y_voxel=25, enhanced3d=true, colorbox=false,

xaxis=true, xaxis_type=solid, xaxis_color=black, xaxis_width=1.5,
vaxis=true, yaxis_type=solid, vaxis_color=black, vaxis_width=1.5,
zaxis=true, zaxis_type=solid, zaxis_color=black, zaxis_width=1.5,
xtics_axis =true,ytics_axis =true,ztics_axis =true, proportional_axes =xyz,
xtics={-1,1}, ytics={-1,1}, ztics={0}, xyplane =0, grid=true,

palette = [0,3,7], axis_3d=false, surface_hide=true)s

(%i3) gl:gr3d( title="x"2+y"2-z22=1",
implicit( x~24+y"2-272=1, x,-2.2,2.2, y,-2.2,2.2, 7,-1.9,1.9) )5
g2:qr3d( title="x"2+y"2-z~2=-1", enhanced3d=[xx,v,z],
implicit( x*24+y"2-272=-1, x,-2.2,2.2, ¥,-2.2,2.2, 7,-2.2,2.2) )%
draw( columns=2, g1, g2)%

Przyktad 7

Dla funkcji f dwoch zmiennych narysujemy jej wykres na zadanym prasi®k
oraz krzywe konturowe (przeceécie ptaszczyznyz =k z powierzchry
z = f(x,y)) i poziomice ((x,y) € Ds: f(x,y) = k} ) dla podanych warta$ k.

W podpunkcie a) dla = 0 otrzymamy krzyw zwana lemniskat Bernoulliego,
natomiast w podpunkcie ¢) dka= 0 otrzymamy l§¢ Kartezjusza.
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a)f(x,y) =x*+y*—4xy, (x,y) €[-22)% ke{-103,6,9}

= = =1
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B 40
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b) f(x,y) = S (0 3) € [-10,10]%, k € {—0.1,0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}

JxZ+yz
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(%i1) load(draw)$
set_draw_defaults( terminal = wxt, enhanced3d = true,
xtics = 1, ytics = 1, contour = both, surface_hide = true,
palette = [dark-green,light-green,beige, orange light-red,brown],
xu_grid = 100, yv_grid = 100 )%

(%i3) o y) i =x"d+ynd-4*x¥yg

(%i4) draw3d(
zrange = [-3,40],
explicit(fx,y), x,-2.2,2.2, v,-2.2,2.2),
contour_levels = {-1,0,3,6,9},
surface_hide = true

)$

(9415) f(x,y):=sin(sqrt(x"2+y"2))/sqri(x~2+y"2)$

T e e I B ——

(%i0) draw3d(
zrange=[-0.5,1],
explicit(f(x,y), x, -10, 10, v, -10,10),
contour_levels = [-0.5,.2,1],
xtics=5,ytics=5 )
$

E (%%i7) fxy):=x"3+ ¥ 3-3%x*yv$

" (%i8) draw3d(

zrange=[-10,15],

explidt(f(x,y), %, -2, 3, v, -2,3),
contour_levels = {-0.9,-1/2,0,1,4,9}
)%

Przyktad 8
Na przyktadzie wsgi Mobiusa pokaemy sposéb rysowania krzywej oraz
powierzchni danej rownaniami parametrycznymi.

i (%i1) load(draw)$ set_draw_defaults{ xu_grid=50, yv_grid=15, nticks=200,

surface_hide=true, axis_3d=false, xtics=none, ytics=none, ztics=none)$%

7 (%i3) draw3d( terminal=wxt, color=dark-green,

parametric_surface(
cos(u)*(3+v*cos(u/2)), sin(u)*(3+v*cos(u/2)), v¥sin{u/2),
u,-%pi, %pi, v,-1,1), line_width=4, color=red,
parametric(
cos(u)*3, sin(u)*3,0,u,-%pi,%pi), color=orange,
parametric(
cos(u)*(3+cos(u/2)), sin(u)*(3+cos(u/2)), sin(u/2), u,0,2*%pi) )%
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Przykiad 9
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(9%i1) load(draw)$
set_draw_defaults(
proportional_axes = xyz,
xyplane = -1, grid = true,
zrange = [-1,3], ztics = 1,
surface_hide = true, enhanced3d = false,
x_voxel = 20, y_voxel = 20, z_voxel = 20,
xu_grid = 50, yv_grid = 50 )%

(9%i3) fx,y):= sqrt(x" 24y~ 2)-1%
s(x,¥)i= X2y " 2-2%x-2%y+ 14
gl(x,y):= if s(x,v)<0 then f(x,y)%
g2(x,y):= if s(x,v)=0 then f(x,v)$

(9%i7) pl:gr3d(color = dark-green, explicit( f, x,-3,3, v,-3,3) )%
p2:gr3d(color = dark-green, explicit( f, x,-3,3, v,-3,3),
color = red, implicit{ s(x,v)=0, x,-3,3, v,-3,3, ,-1,3) )%
p3:ar3d( xu_grid = 50, vv_grid = 50,
color=dark-green, explicit( g2, %,-3,3, v,-3,3) )%
p4:gr3d( xu_grid = 50, vw_grid = 50,
color = red, explicit( g1, x,-3,3, v,-3,3) )%

K (%i11) draw(columns=2,p1,p2)$ draw(columns=2,p3,p4)%

7
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Tabela 7.1

POLECENIA

OPIS

solve(r],[X])

find_root(f,a,b)
find_root(r,x,a,h
allroots(w)

bfallroots(w)
realroots(w)

linsolve(u,X)
eliminate([r],[x])
Ihs(r)

rhs(r)
algsys(,X)

multiplicities
solve_rat_ineqgf)
fourier_elim([n],[x,y])

symboliczne rozwazywanie réwnania algebraicz-
nego (uktadu rownaalgebraicznychy wzgledem
zmiennej (zmiennych) X

numeryczne wyznaczanie pierwiastka funkgtji
w przedzialda, b]

numeryczne wyznaczanie pierwiastka réwnania
r W przedzialga, b]

numeryczne wyznaczanie pierwiastkdw zespolo-
nych wielomianu w

jw. tylko wyniki o zwickszonej precyzji
wyznaczanie wszystkich pierwiastkéw rzeczywi-
stych wielomianu w

rozwigzywanie uktadu rownaliniowych, gdzie

u - lista rowna, X - lista niewiadomych
eliminowanie zmiennejx z réwnania (uktadu
réwnai) r

lewa strona réwnania

prawa strona réwnania

numeryczne wyznaczanie pierwiastkow uktadu
rbwnai algebraicznych, gdzie lista rowna, X
lista niewiadomych

krotnos¢ pierwiastka réwnania

rozwigzywanie nieréwnasi wymiernych?
rozwigzywanie (przeksztatcanie) uktadéw nierow-
nosci liniowych?

1 Stosuje si do nieréwnéci z jedr zmienm, po wczytaniu pakietsolve_rat_ineq
2Wymaga wczytania pakiefourier_elim.

[Réwnania | Algebra RRC Upros¢ Kre:

Rozwiaz...
Rozwiaz (to_poly)...
Znajdz pierwiastek

Pierwiastki wielomianiu

Pierwiastki wielomianiu (bfloat)
Pierwiastki wielomianiu (rzeczywiste)

Rozwiaz uktad réwnan liniowych

Rozwiaz ukiad réwnan ...

Ruguj zmienna

solve(%], [X])
to_poly_solve[%], [X])
find_root("(%),x,-1,9)
allroots(%)
bfallroots(%)
realroots(%)
linsolve(...], [---]1)
algsys(...], [---])
eliminate([%],[...])

Powyzej polecenia dogpne wMenu-Roéwnaniai ich odpowiedniki z tabeli 7.1.
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Uwaga 1

Polecenie solve pozwala rozwjzaé wiekszoLi roéwnar wielomianowych,
wymiernych, a czasami udajec §e zastosowa do réwna pierwiastkowych,
z modutami, logarytmicznych oraz najprostszych rawinggonometrycznych.

Uwaga 2
Poleceniealgsyswyznacza pierwiastki zespolonesll€hcemy otrzyma tylko
pierwiastki rzeczywiste, to trzeba wénesj zadeklarowarealonly:true.

_7 (%i1) solve(a*x-1/a, x); Menu-Réwnania/Rozwhz
1
(%ol) [x =—2]

L a

[ oL Y Hor .

[ (%i2) solve(a*x-1/a, a);

1 1
Y%o2) [a=-—=,d ="
i ( o j ]: f\f? .\'f?]
_7 (9%i3) solve(%e™x-5);
(%03) [x =log(5)]

[ F A s B

[ (%i4) solve(log(x)=4);

| (%04) [x =%e"]

[ (%I5) solve(cos(x)*2=1/2); Réwnania trygonometryczne
solve: using arc-trig functions to get a solution. Sa rozwigzywane na pewnym
Some solutions will be lost. przedziale zwjzanym z odpo-

m n wiednig funkcja cyklometrycz-
(%05) [x =—, x =—] g TUnkep cy ycz
4 4 na, zatem nie §to wszystkie
- rozwigzania.
" (%i6) r:solve(x3-1); r jest lisy pierwiastkow poda-
3 omio1 3ot na w formie réwnosi.
(%06) [x = A== X =1]
L 2 2
(%i7) rhs(r[2]); Prawa strona drugiego elemen-
i ,JE‘D;'_;_]_ tu I|Sty T.
(0/007) _—DI
L 2
E |:U_,-'E,i8:| fppr'intpr'ec:5$ Zm|en|amy doktadnosé

wyswietlania wynikéw.

Rownania/Pierwiastki wielomianu
(9%i9) allroots(x"3-2);
(9%009) [x =1.2599, x =1.0011 %i - 0.629, x = -1.0911 %i -0.629]
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I (%i10) realroots(x"3-2);%,numer;
| 42275935

- 33554432]
(%011) [x =1.2599]

(%010) [x

7 (%i12) find_root(x"3-2, x, 1, 2);
(%012) 1.2599

a-2 25H-1
a 2 - e
(%013) [x ab—l’y b1

| (%014) [[x =2,y =0],[x =1,y =-1]]

| (%015) [-5x%-3 x +56]
I (9%i16) solve(x™4-5%x"34+9%x"2-7*x+2);
| multiplicities;
(Yool6) [¥=2,x=1]
(%017) [1,3]

E (%i18) load(solve_rat_ineq)$

_7 (9%i19) solve_rat_ineq(2*x"™2-7*x+3<0);

(%019) [[x>%,x<3]]

_7 (%i20) solve_rat_ineq((3*x-1)/(x-2)=>=0);
(%020) [[x<=%],[x> 211

ZADANIA PRZYKLADOWE

V' (%i14) algsys([x"2+y~2=2%x,x-y=2],[x,y]);

_7 (%i15) eliminate([x~2-3*%y=7 x+5*y=71,Iv]);

Rownania/Pierwiastki wielomianu
(rzeczywiste)

Réwnania/Znajdz pierwiastek

" (%i13) linsolve([x-a*y=2,b*x-y=11,[x,y]): R()_Whania/Rozwiqi uktad réwnan
i liniowych

Rownania/Rozwhz ukiad
réwnan ...

Rownania/Ruguj zmienm

2 jest pierwiastkiem jednokrot-
nym, a 1 jest pierwiastkiem
trzykrotnym rozwaanego
wielomianu.

Weczytujemy pakiet.
Wynik czytamy:
X € (l 3)
2 )
Wynik czytamy:
x € (—00,%] U[2,00)

Przykiad 1

Rozwigzat rownania:

a)2x*+x3 —11x>-5x+5=0,
c)In?x + 2lnx — 35 = 0,

a)

(%%i1) solve(2*x ™ 4+x"3-11%x"2-5%x+5);

(%o0l) [X=%,x =-1,x=-5,x=5]

b)x* —3x3 —2x2+2x+12 =0,
d)9* -12-3*+27 =0.
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b)
_7 (%i2) salve(x™4-3*x"3-2%x"2+2%x+12);
(9%02) [¥=3,x=2,x=-%i-1,x=%i-1]

4 (%13) solve(log(x)~2+2*log(x)-35);
(%03) [x =%e’, x =%e"’]

(%i4) solve(97x-12%37x+27=0);
(%04) [9% =4 3% *1-27]

(%15) solve(97x-12%3"x+27=0),s0lveradcan:true;
(%0D) [x¥=1,x=2]

W podpunkcie d) zostato zastosowane (lokalnie) ustawsslieeradcan:true,

81

ktore, dzéki zastosowaniu uproszaze radcan, poprawia skuteczié polecenia

solvew rozwigzywaniu rowna wyktadniczych i logarytmicznych.

Przykiad 2
Rozwigzemy nieréwnéci:

3 0.2 2 x5—ax*+5x3-2x2 3x-1 _ x+3
a) (x°>—2x*—=9)(x*—25)>0, b) e =0 C) o=t

d) In?x —Inx — 12 > 0, e)e?* — 10e* + 24 > 0.

Najpierw wczytamy odpowiedni pakiet.

E (9%i1) load(solve_rat_ineq)%

a)

E (9%i2) solve_rat_ineq((x"3-2%x"2-0)*¥(x"2-25)=0);
(%02) [[x>-5,x<3],[x=>5]]

Otrzymany wynik odczytujemy nagtujaco: x € (=5, 3) U (5, o).
b)

Przypiszmy lew strone nierdwnosci do zmiennej. Wyznaczymy miejsca

zerowe mianownika, by ok§i¢ dziedzing tej nierébwnosci.

E (30i3) Wi D-4F x4+ N 3- 281 2) (A 342 x M 2-5%x-6) %

s

(%i4) solve(denom(w));

| (%04) [x=-3,x=-1,x=2]

Dziedzing jest wgc zbior D= R\ {—3,—1,2}.
_7 (%i5) solve_rat_ineq(w<=0);

(%03) [[x¥>-3,x<-1],[x=0],[x=1]]

(Strzymany wynik odczytujemy nagtujaco: x € (—3,—1) U {0,1}.
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Moglismy tez przedstawd wyrazenie wymiernev w postaci iloczynowej
(%i6) w,factor;
(x- 1)2 x?2

(%08) D (x 23)

i na tej podstawie prébowwavyznaczy dziedzine oraz rozvgzanie nieréwnsci.
Jednak w tym przypadku obraz jest niepetny, gdyz pewne czynnikicHyreg.
c)
Dziedzina tej nieréwnosci jest zbior B R \ {% 2}.

(%i7) solve_rat_ineq((3*x-1)/(2*x-1)==(x+3)/(>-2));

(%07) [[x <=6 -N311, Lx>5,x<2], Lx>=31 +6]]

Wynik odczytujemy: x€ (—0,6 — V31| U G 2) U [V31 + 6, ).

d)

Dziedzing rozwaanej nieréwnosci jest zbior B (0, ). Nieréwnoséte spro-
wadzimy (przez podstawieni x = t) do nieréwnosci wielomianowej.

_7 (%%i8) nl:log(x)™2-log(x)-12=0;
(9%08) log(x)? -log(x)-12>0

(%%i9) n2:n1,log(x)=t;
(%09) t2-£-12>0

4 (%i10) r:solve_rat_ineq(n2);

| (%010) [[#<-3],[¢>4]]

_7 (9%i11) r,t=log(x);

(%011) [[log(x)<-31,[loa(x)=4]1]
Pomocniczo rozwizemy dwa réwnania:
_7 (9%i12) solve(log(x)=-3);
| (%012) [x =%e ]

4 (9%i13) solve(log(x)=4);

| (%013) [x =%e*]
Po uwzgédnieniu monotoniczna funkcji logarytmicznej i dziedziny D rozwa-
zanej nieréwnéci logarytmicznej otrzymujemy, ze € (0,e~3) U (e*, o).

e)
Dziedzina rozwaanej nieréwnosci jest zbiér B R. Nierébwnosé & sprowadzi-
my (przez podstawienie* =t, t € (0, ) ) do nierdwnogi wielomianowej

t2—-10t+24>0.
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(9%i14) solve_rat_ineq(t~2-10%t+24>0);
(%014) [[£<4],[t>6]]

Po powrocie do zmiennejatrzymujemy alternatygv dwoch nierownasi wy-
ktadniczych.

_7 (9%i1D) Y, t=exp(x);
| (%015) [[%e*<4],[%e”>6]]

Pomocniczo rozvazemy dwa réwnania:

_7 (%116) solve(%e~x=4);
i (%016) [x =log(4)]

_7 (9%i17) solve(%e x=0);
i (9%017) [x =log(6)]

Po uwzgkdnieniu monotoniczna$ funkcji wyktadniczej i dziedziny D rozwa-
zanej nieréwnéci otrzymujemy, zec € (—oo,In4) U (In 6, ).

Przyktad 3

Wyznaczymy z doktadrioia do5 cyfr znaczacych pierwiastki pomszych funkcji
w zadanych przedziatach:

a)fa(x) =e*—x?% x€ [—1,%], b)fb(x) =sinx + e* + x,x € [—%,%],
C)fc(x) =3cosx+x—1,x€[-22].

Najpierw zdefiniujemy funkcje.
E (%i1) fa():=exp(x)-x" 2% () :=sin(x)+exp()+x$ fc(x):=3*cos(x)+x-1%

Nastpnie sprawdzimy na wykresie ile miejsc zerowych posiaddda funkciji
w zadanym przedziale i wyznaczymy te miejsca zerowe.

a)
E (%i4) plot2d([fa(x)],[x,-1,0.5],[yx_ratio,0.2],[legend,"fa"],[axes,solid])$
1.5 T T T T T
1r- a n
0.5
0
-0.5

1 | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

(%i5) pierwiastek_fa:find_root(fa, -1, 0.5),bfloat,fpprec=5;
(%05) -7.0347b-1
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b)
E (%i0) plot2d([fb()],[x,-0.5,0.5],[yx_ratio,0.3],[legend,"fh"], [axes,solid])$
3 T T T
2.5
2 —
1.5
1 —
0.5 .
0
0.5 | | | !

fh —

(%i7) pierwiastek_fb:find_root(fb,-0.5,0.5),bfloat,fpprec=5;
(%007) -3.5446b-1

c)

E (9%i8) plot2d([fc(x)],[x,-2,2],[yvx_ratio,0.3],[legend,"fc"],[axes,solid])$

3 I I I I I I
2 fc -
1

(%i9) pierwiastek1_fc:find_root(fc,-2,0),bfloat, fpprec=5;
pierwiastek2_fc:find_root(fc,0,2),bfloat, fpprec=5;
(%09) -8.8947b-1
(%010) 1.8624h0

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Zadanie 1

Wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianow i poélach krotndci:
a) Wy(x) = x7 + 2x% — 12x° — 24x* + 48x3 + 96x? — 64x — 128,
b) Wy(x) = x° + x8 — 2x5 — 2x* + x + 1.

Zadanie 2
Pod& z doktadndcig do4 cyfr znacacych wszystkie pierwiastki wielomianéw:
a) Wi(x) =4x3 —9x2 —x+2, b) Wy(x) = x> —5x3 +9x% — x + 2.
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Wyznaczy z doktadnosai do6 cyfr znacacych pierwiastki poriszych funkciji
na podanych przedziatach:

a) f(x) =x—e™*, xe[0,1], b) f(x) =x —cosx + e* — 4, xe[1,2],
C) f(x) =2sinx +x — 3, x¢[2,6].

x2—2y?=2 ){xz—y=—2
x+y2=3" 2y +3x2=3

Rozwigzat réwnania:

Rozwigzat uktady rowna: a) {

a) 3x*—7x3-7x?>+21x— 6 =0, b)x> + x3 +2x? —12x + 8 =0,
¢) In2x + 11Inx + 24 = 0, dp - 16% — 33+ 4% + 16 = 0,
2) sin?x = 2, xe[—E,E].

4 2’2

Rozwigzat nierébwnosci:

4_9x3423x%2-3x-36 2x—1 _ 3x—4
a) x3—2x2 —5x+6<0, b)EZIBXTIHT0S g ) Eo 2P
2x_1 2x_ x+4) . 3 X 7+lx —4-.696—4- x+1 x-3
d) (e )(xe e <o, e) n*x-7lnx=6 ., o
eX-3 Inx
Odpowiedzi

1. @) 2 (trzykrotny),—2 (czterokrotny); b)}-1 (trzykrotny),1 (dwukrotny)
—i (dwukrotny),i (dwukrotny).
2. a)x =4.637-1071, x = —4.765 - 107, x = 2.263;
b)x =469-10"1 —8.175-1073, x = —4.69- 10" — 8.175- 1073,
x = —2.885,x = 1.023i + 1.451, x = 1.451 — 1.023i.
3. a)5.67143-1071, b) 1.16964, c) 3.28415, 4.94578.

4. a)(—4,—V7), (-47), 2D, @D; b) (-%.2). (%)

5. a)x=2,x=§,x=—\/§,x=\/§; b)x = —2i,x =2i,x =—2,x = 1;

3

Ox=e3,x=e78 d)x=—§,x=2; e)x=—§,x=g
6. a)x € (—»,—2)U (1,3), b)x € (—2,2) U {3} U [4, ),
C)x € (—o,-7]U (—1,1] U (3,0), d)x € (—,0) U (In3,4),

e)x € (0,e72]ufe 1, 1) U [e3, ).
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8. Wektory, macierze i uktady réwnan liniowych
8.1.Wektory

Talela 8.1. Operacje na wektorach

POLECENIA

OPIS

x:[x1, x2, ..., xR
X[j]

Imin(x)

Imax(x)

Xty

X.y

sqrt(x.x)
express(xy) Y
express((xy).z) v

map(f,v)

map(r,u,v)
append(u,v)

X = [x1,Xg, o, Xi]

j-ta wspoétredna wektorac albo indeks zmiennej
wspétrzdna wektora 0 najmniejszej wartas
wspotrzdna wektoral 0 najwikszej wartogi
Xty

% o y (iloczyn skalarny)

|X| (dhugos¢ wektora)

% x y (iloczyn wektorowy)

(X X y) o Z (iloczyn mieszany)

wartasci funkcji (operacji)f dla wspotrzdnych
wektorav

wektoryu i v przedstawione w relagi
potaczenie wektorow (list) w postaaiprzedv

D Do stosowania tych funkcji jest wymagane wczytanidgta vect

(%i1) v:[1,0,5];
(%01)[1,0,5]

7 (%i2) v[3];
(%02) 5

(%03) [y, Uy, u5]

" (%i3) [ul1],ul2],ul3]];

(%i4) map("=",%,v);
(Yoo4) [ty =1,45,=0,05=5]

Zauwaezmy, ze W poleceniumap moze
tez wystpi¢ symbol relacji i dwa wektory
(listy).

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1

Sprawdzimy dziatanie wybranych poléadia wektoréw:

X = [x1, %2, %3 ]»37 = [y, ¥2,¥3 1.Z= (21,25, 23 |.

Najpierw definiujemy wektory #¥, Z oraz wersory, 7, k.

(9%i1) x:[x1,%2,x31% v:[y1,v2,y3]% z:[z1,22,23]%
i:[1,0,015 j:[0,1,0]% k:[0,0,1]%
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Wyznaczamy sumoraz iloczyn skalarny wektorowixy.
s

(%i7) x+y;
i (YooY [ VI +x1,¥v2 +x2,v3 +x3]
7

(%i8) x.y;

(%08) X3 V3 +x2 y2 +x1 yi
Obliczamy dtugos¢ wektora.z
_7 (%i9) sqri(z.z);

(%09) \ 23% +22% + z1°

Wyznaczamy iloczyn wektorowy wektoréwiy .
Najpierw korzystamy z twierdzenia podstawowego o iloczynie wektorowym,

_7 (9%i10) matrix([i,j,k],xv); determinant(%);
[1,0,0] [0,1,0] [0,0,1]
(%010)| x x2 X3
v »2 &
i (%o0l1l) [x2 ¥3 -x3 v2,x3 vi-x1 y3,x1 y2-x2 yi]
a nasgpnie stosujemy komendy dephe po zatadowaniu pakietu vect
[ (%i12) load(vect)s

(9%i13) express(x~y);
(%013) [x2 ¥3 -x3 V2, x3 pi-x1 3, x1 y2 -x2 vi]

Wyznaczamy iloczyn mieszany wektor@wy i Z.
Najpierw korzystamy z twierdzenia podstawowego o iloczynie mieszanym,
_7 (%i14) matrix(x,y,z); determinant(%);

x1 x2 x3
(%014) |yt p2 )3
z] #z2 =3
i (%01D) xI(y2 23 -v3 22)-x2(yl z3 - y3 z1)+x3 (yl 22 - y2 z1)
a nasgpnie stosujemy komendy dephe po zatadowaniu pakietu vect
_7 (9%i16) express((x~y).z);
(Y%016) X1 (y2 23 - V3 22)+x2 (y3 z1-y1 z3)+x3 (vl z2 - 2 zI)

Przyktad 2

Sprawdzimy dziatanie polecenia mala funkcji f (x) = Vx2 kolejno dla
wektoréw &= [a,—2, b, 5] oraz v= [—1,0, 2].

i 1 ey . : Polecenie display przedstawia
Ec (%i1) f0): =sart(x"2)$  display(f(x))$ w formie réwnania funkgj

(x)=lx] (zmienna) oraz jej wartosé.
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(%i2) u:[a,-2,b,5]% v:[-1,0,2]% display(u,v)$
vw=[a,-2,b,5]
v=[-1,0,2]

(%i6) map(f,u);
(%06) [|al,2,]5],5]

R

(%i7) map(f,v);
(%07) [1,0,2]

(%i8) sqrt(u~2); Wynik z (%06) mozna te
(%008) [|al,2,|5],5] uzyska w inny sposob.

Przyktad 3
Dane g punkty4d = (2,3,1), B=(4,6,7), C = (5,7,—2). Sprawdzimy,ze
wektory ABi AC s prostopadte.

E (%i1) AB:[4-2,6-3,7-11% AC:[5-2,7-3,-2-1]% Definiowanie wektorow.

E {D%ii} SB-ﬂC: AB ° AC = 0, wiec wektory
(%03) te ) prostopadte.

Przyktad 4
Sprawdzimy, ze punktyA = (4,1,3), B =(1,3,4), C = (10,-3,1) leza na
jednej prostej.

[ (%i1) AB:[1-4,3-1,4-3]$ AC:[10-4,-3-1,1-3]$

P (%i3) load(vect)s Weczytanie pakietwect
(%i4) express(AB~AC): AB x AC = [0,0,0], wiec
(%04)[0,0,0] wektory te g rownolegte.

Wynika std, ze punkty 4B, C 53 wspotliniowe.

Przyktad 5
Dane g wektory: u = [2,2,1], v =[-3,0,4]. Obliczymy:
a)ue ¥, b)u x ¥, c)cosinus oraz sinugtk ¢ miedzy tymi wektorami.

[ (%i1) u:[2,2,11$ v:i[-3,0,4]%
(%13) sqrt{u.u);sqri{v.v); Obliczamy dtugosci wektorow

(%03) 3 iv.
(%04) 5
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(%i5) u.v; Wyznaczamy iloczyn skalarny.
(%05) -2

f (%i6) load(vect)$

(%i7) uxviexpress(u~v); Wyznaczamy iloczyn wektorowy.
(%07) [8,-11,6]

Korzystajc z definicji iloczynu skalarnego, wyznaczamy cosingta kmiedzy
wektorami woraz

(%i8) cos(phi)=u.v/(sqrt(u.u)*sqrt(v.v));

(%08) cos(d) =-

—
U'IlM

Korzystapc z definicji iloczynu wektorowego, wyznaczamy sinasakmedzy
wektorami ioraz i
(%i9) sin(phi)=sqrt(usxv.uxv)/(sqri(u.u)*®sqri(v.v));
~22t

(%09) sin(d) ETH

Przyktad 6
Obliczymy pole réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach
i =[231], ¥ = [3,0,4].

[ (%i1) load(vect)$ Z interpretacji geometrycznej iloczynu
wektorowego wynikaze pole réwnole-
[ (%12) u:[2,3,115 v:[3,0,4]% gtoboku zbudowanego na wektoragh

oraz vjest réwne dtugosci iloczynu

(9451 " i ) ,
E ('*'E'q" uxv:express(u~v); wektorowego tych wektoréw.

%04) [12,-5,-9]
|{'3. i5) ; 5 j
(%215) sqri(uxv.uxv); Zatem pole réwnolegtoboku jest
(%05) 5~+/10 réwne5v10

Przyktad 7
Obliczymy obgtosé¢ ostrostupa o wierzchotkach w punktach
A=(-1,3,1),B=(2,3,4), C=(,2,-1),D=(-6,3,0).

[ (%i1) AB:[2-(-1),3-3,4-1]$ AC:[1-(-1),2-3,-1-1]$ AD:[-6-(-1),3-3,0-1]

Korzystapjc z interpretacji geometrycznej iloczynu mieszanego, wyznaczamy
objetosé rownolegtogianu zbudowanego na wektorach, 4R, 4D.
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[ (%i4) load(vect)$

(%i3) il_mieszany:express({AB~AC).AD);
(%05) -12

(%i6) V=abs(il_mieszany);
(%06) V=12

Objetosé ostrostupa zbudowanego na wektorakh , AC , AD jest réwna
% objetosci rownolegtoscianu zbudowanego na tych wektorachg wiynosi2.

Uwaga 1
Dlugos¢ wektorai mozemy wyznaczy (tak jak w powyzszych przyktadach),
wpisujac sgr{u. u) albo np. po wczytaniu pakietu vector_rebuild jedyrig.

ZAD ANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Danes punkty A = (4,—1,2), B =(4,3,2),C = (5,—2,2). Wyznaczy Kat
miedzy wektoramidB i AC.

Dane s3 wektory:u = [6,0,8], ¥ = [—1,2,—2]. Obliczy¢ cosinus oraz sinus
kata ¢ miedzy tymi wektorami.

Korzystapc z interpretacji geometrycznej iloczynu wektorowego, wyznaczy
pole tréjlgta o wierzchotkach w punktach= (3,1,—1), B = (5,—1,—2) oraz
C=(7,1-4).

Korzystapc z interpretacji geometrycznej iloczynu mieszanego sprawdzy
punkty A = (2,4,5), B=(3,5,7), C =(1,2,1), D = (3,4,5) leza w jednej
ptaszczynie.

Odpowiedzi
1. =
4
2 S R 1]
. Cosgp = s’ sing = 15
3. V26.
4. Punkty leza w jednej ptaszczinie.
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8.2. Macierze

Tabela 8.2
POLECENIA OPIS
matrix( [a,b,c],[d,e,f) a b c
d e f

ident(n)
identfor(M)

zeromatrix(j,k)

zerofor(M)
transpose()
determinant(M)
invert(M)
invert(M),detout

rank(M)
genmatrix(h,j,k)
np. h[j,k]:=...

eigenvaluesi1)
eigenvectorsi/)

macierz jednostkowa stopnia n

macierz jednostkowa dedykowana macierz)
kwadratoweM

macierz zerowa pwierszach oraz

k kolumnach

macierz zerowa dedykowana macierzy M
transpozycja macierzy M

wyznacznik macierziy

macierz odwrotna do macierdy

macierz odwrotna da z wylgczonym jej
wyznacznikiem

rzad macierzy M

macierz o jwierszach oraz kolumnach,
ktorej elementy gsokreslone za pomag
funkcji h

wartasci wkasne macierziyl

wektory wlasne odpowiadgje wartogiom
wlasnym macierzM

Algebra| RRC Uproé¢ Kreélenie

Generuj macierz

Generuj macierz z wyrazu...

Wprowadz macierz

Macierz odwrotna

Wielomian charakterystyczny ...

Wyznacznik
Wartosci wiasne
Wektory wiasne
Macierz dotaczona
Transponuj macierz

Rysunek 8.1

[ Macierz [S=5)
Wiersze: B
Kolumny: 3
Rodzaj: [zwykla v
Nazwa:
[ ok ][ Ay |
—

Wprowadz macierz @

1 2 3
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Tabela 8.3

POLECENIA

OPIS

A+B,A-B,A.B

suma, réznica, iloczyn macierzyi B

o*A  iloczyn macierzyA przez liczbex
AMn  n-ta potga macierz\A
M[i,k] wybranie elementirtego wiersza k-tej kolumny

matrix_size(M)
submatrix(i,M)
submatrix(M,k)
submatrix(i,M,k)

minor(M,i,k)
submatrix(is,..,M,ki,..)

wymiar macierzyM

skreileniei-tego wiersza macierzayv
skresleniek-tej kolumny macierzy
skresleniei-tego wiersza orak-tej kolumny
macierzyM

jw.

skreslenie wierszyi,, ... oraz kolumrky,...

row(M,i)
col(M,k)
addrow(M,u)
addcol(M,v)
rowswap(M,i,j)

columnswap(,i,j)
rowop(M,i,j,k)
columnop(M,i,j,k)

i-ty wiersz macierzm

k-ta kolumna macierziyl

dofaczenie do macierzy M wiersza u
dolgczenie do macierzy M kolumny

zamiana wierszatego z wierszem-fym
macierzyM

zamiana kolumny-tej z kolumnaj-ta macierzy M
i-ty wiersz minusk razyj-ty wiersz

i-ta kolumna minug razyj-ta kolumna

Y Mozliwe jest réwnie wykonywanieoperacii tablicowych na macierzach na przykitad
mnazenieA = B oraz pog¢gowanieA™.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1

Sprawdzimy dziatanie réwch polecé dla macierzyM zdefiniowanej poriej

w Maximie.

Wigkszos¢ ponizszych polecé mozna znal& w Menu-Algebra (patrz rysu-
nek 8.1). Jdi korzystamy z formularza wprowadzania macierzy, to oprocz
podania wymiaru (iléci kolumn i wierszy), typu macierzy (zwykta, diagonalna,
symetryczna, antysymetryczna) mozemy zadeklaédeanazwe macierzy.
" (%i1) M:matrix([1,-1,1],

[0,4,0],

[9.0,1]);

(%o1)|0 4 o
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=~

T

™

R

N R N

1

0

=~

e

(%i2) transpose(M);
1009

(%02)|-1 4 0
101

(9%i3) determinant (M);
(%03) -32

(%i4) invert(M);
11

1
8 32 8

(%04) | 0 0

+a|

9 9 1
B 32 8

(9%i3) invert(M),detout;
4 1 -4

(%05) - =
(%i6) rank(M);
(%06) 3

(9%i7) L:identfor(M)%

(%0i8) display(M+I)%
-1 1| |t oo |2 .11

4 0)+0 1 Of=[0 5 0

(%i9) eigenvalues({M);
(%09) [[-2,4],[1,2]]

[ (%i10) eigenvectors(M);
(%010) [[[-2,41,[1,2]1,[[[1,0,-311,[[1,0,3]]1]  Wektory wiasne

Algebra/Transponuj macierz

Algebra/Wyznacznik

Algebra/Macierz odwrotna

Macierz odwrotna d z wytaczonym
wyznacznikiem. W§cej na temat macierzy
odwrotnej w przyktadach: 4, 5, 6.

Rzad macierzy M.

Zdefiniowanie macierzy jednostkowej
wymiaru ,pasugcego” do macierz.
Polecenie displayozwala zaprezentowa
skladowe oraz wynik dziatania.

Algebra/Wartosci wtasne
Wartos¢ -2 (jednokrotna) oraz 4 (dwukrotna).

Algebra/

Powyzej wyznaczyfimy wektory wlasne odpowiadgie wartogiom wtasnym.
Wartogi —2 odpowiada wektof1,0, —3]7 oraz wartéci 4 - wektor[1,0,3]7.
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Przyktad 2
Utworzymy macierz losowL o 3 wierszach oras kolunach, ktérej elementy
sa wybierane losowo spadd liczb catkowitych 01, 2, ..., 9.

E (%i1) kill{losowanie)$

" (%:i2) losowanie[i k]:=random(10)$ Definiujemy funkcg losowanie,
L:genmatrix(losowanie,3,7); korzystajic z polecenia random
4011020 nastpnie na jej bazie generujemy

(%03)[6 3 157 21 macierz podanego wymiaru.

Aby ponownie losowg trzeba

Pl R Lk wyczyscié funkcje losowanie
Przyktad 3

Wykonamy pewne operacje na wierszach oraz kolumnach madierzefi-
niowanej ponie;j.

" (%i1) M: matrix([1,-3,4], [2,-2,5], [3,1,6]);
1 -3 4

(%ol)|2 -2 5
3 -1 6

' (%i02) M[1,3]; M[2,2]; Wybieramy elementy macierzy.
(%02) 4
(%03) -2

7 (%i4) submatrix(2,M); Skreslamy drugi wiersz.
%01 1 -3 4
X
{ e ) 3 -1 6

I (%i5) submatrix(M,3); Skreslamy trzeca kolumne.
1 -3

(%o05) |2 -2
3 -1

(%i6) submatrix(2,M,3); Skreslamy drugi wiersz oraz trzegi
1 -3 kolumne.
(%06)

3 -1

' (%i7) row(M,2); Wybieramy drugi wiersz.
(%07)[2 -2 5]
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(%i8) col(M,3); Wybieramy trzecj kolumng.
4

(%08) |5
]

T

(%i9) addcol(M,[7,8,9]); Dopisujemy do macierzy kolumneg.
1 -3 4 7
(%09) |2 -2 5 8
3 -1 69

_7 (90i10) rowswap(M,2,3); Zamieniamy wiersz drugi z wierszem
(1 -3 4 trzecim.

(%010) |3 -1 6
2 -2 5

" (%i11) columnop(M,1,2,4); Od pierwszej kolumny odejmujemy deug
13 -3 4 kolumne pomnozona prze.

(%011) |10 -2 5
7 -1 6

Ponizej zastosowanie polecenfint do wyswietlenia macierzy. Polecenie to
pozwala §czy¢ tekst oraz wyniki oblicae Wydruk nie ma etykiety, a wszystkie
sktadowe nasgpuja bezpogednio po sobie (inaczejnw poleceniu display.

(9%i12) print("Macierz M=",M, " oraz macierz przeksztatcona Mp=",%011,".")$
1 -3 4 13 -3 4

Macierz M=|2 -2 3| oraz macierz przeksztatcona Mp={10 -2 5,
3 -1 6 7 -16

Przykiad 4
Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy stopnia 2 zdefiniowanej symbo-
licznie.

" (%i1) A: matrix( [a,b], [c,d]);
a b
(%01)|i c“|
C

(%i2) invert(A),ratsimp,detout; ] ) ) ]
{G. __,T] Polecenie ratsimp porzdkuje utamki,

=

natomiastdetout pozostawia wyznacznik

Nl poza macierg

(%02)

ad-bc
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Przyktad 5
Wyznaczymy macierz odwrafrdo macierzyA zdefiniowanej portej, a naspnie

obliczymyA A~! orazA™! A.

_7 (9%i1) A: matrix([3,4,-1], [2,5,0], [0,2,-31);
3 4 -1
(%o1)|2 5 0
a2 -3
_7 (%i2) determinant(A); Macierz A jest nieosobliwa, istnieje
| (%02) -25 wieCc macierz do niej odwrotna.
7 (%03) 'AMA(-1)=AMN(-1); Aby wyznaczy macierz odwrotqy tym ra-
I [z 2 1] zem skorzystalimy z zapisu pegowego™”.
5 5 s Zwroémy uwag, ze pojedynczy znak
W a1 | 82 2 pozwala na wykonanie operacji tablicowej,
(%03) A7 =55 35 35 tzn. w tym przypadku odwrocenie kkego
i e elementu macierzy (oczywiscie dla tej
35 75 35 macierzy jest to niemozliwe).

Wykonamy teraz dziatania A~! oraz A1 A.

" (%i4) display(A.AM(-1))$

3 2 1

3 4 -1 3 >3 1 00
6 9 2

2 3 0 — — —|=(0 1 0
25 25 25

02 -3 4 6 L 001
25 25 25

42 X

. 3 2 i4 -1 1 00
6 9 2

i e 25 0|=0 10
23 25 25

46 7| 023 [o01
23 25 25
Przyktad 6

Przedstawimy kolejne etapy wyznaczania macierzy odwrotnej, koszyztajacie-
rzy dopetni@é algebraicznych.
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(%i1) A: matrix([2,-1,4], [4,2,1], [1,2,-2]); 1) Deklarujemy macierzA.
2 -1 4

(%o01)|4 2 1

1 2 -2
(%i2) detA:determinant(A)$ 2) Sprawdzamy, ze wyznacznik
det(A) macierzyA jest rozny od
(9%i3) 'det('A)=detA; zera.

(%03) det(A4)=3

(%ei4) Wi, k]:=determinant(minor(A,i k))$ 3,) Wyznaczamy macierz mino-
row [W;,] macierzy A.

(%i5) ['W[i,k]]=genmatrix(W,3,3); Weczeiniej definiujemy funkaj W,

aby jej uzy¥ w poleceniugenma-

[P e Y e R

: trix (patrz te tabela 8.2 oraz
(%05) [W; ¢1=|-6 8 5 przyktad 2).
-9 -14 8
7 (%i6) WDIi,k]:=(-1)~(i-+k)*W[i k]; 4) Wyznaczamymacierz dopet-

(%06) WD;,k:=(-1)"”’ W, . ni(?i algebraitisznych[wik], gdzie
= Wi = (=1)"" Wi.
7 (%17) (1)~ +K) Wi k1]
=genmatrix(WD,3,3);
-6 9 8
(%07) [(-1) ™ W, (1=|6 -8 -5
-9 14 8

(%i8) WT:transpose(genmatrix(WD,3,3))s  5) Transponujemy macierz dopet-
nien algebraicznych

-6 o -9
; T
(%09) [(-1) ™ w, (1 =9 -8 14

By 3. " 6) Dzielimy transponowana ma-

cierz dopetnié algebraicznych
(%i10) invA:WT/detAs WT przez wyznacznik macierzy

A i w ten sposob otrzymujemy
macierz odwroty

&
[ (%i0) [(-1) M (i+K*WIi KA AT=WT;
&

_7 (%i11) print(’A~A~(-1),"=" [((- )~ ~(i+K))*WIIL K]~ T /' det("A),"=", invA)$

-2 2
k+i T
—1_[('1) HWI}H _|3 % ?

det(A)
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Przyktad 7

Poréwnamy mnzenie oraz mnzenie tablicowe macierzy orazB zdefiniowanych

symbolicznie.

" (%i1) A: matrix([a,b], [c,d])$ Definiujemy macierzA oraz ma-

L B: matrix([e,f], [g,h])$ cierz B.

7 i Yy ) " n n n . . .

[ (%i3) print("A=",A,", B=",B)$ Polecenieprint pozwala na w§wie-

a b e f tlenie obu zdefiniowanych macierzy
B Sl B g h w jednym wierszu.

_7 (%i4) display(A.B)$ Zauwamy, ze dla mnozenia macie-
(5 6] [e 7| [pg+ae bh+ar] rzowego na 0go6t nie bizie zacho-
e d|l g B dgrce dnics dzita przemiennos¢.

7 (%i5) display(B.A)$
e f a b cf+ae df+be
g h e a| ch+ag dh+bg

" (%i6) display(A*B)S Mnozenie tablicowe jest oczyyaie

[T wlla=] o def] przemienne.

c d|lg A N cg dh

' (%i7) display(B*A)$
e flla & ae bfF
g hl|lc d N cg dh

Przyktad 8

Dla danych macierzyt, B, C, Dobliczymy(A~* C + 2 DT) B.

" (%i1) A:matrix([-1,2],[0,3]); ' (%i3) C: matrix([1,-1,-2], [0,2,3]);

o -1 32 1 -1 -2
I 003
( 00 ) 0 3 { DO._J) 5 5
7 (%i2) B:matrix([1,-2,3],[2,-1,0,[1,2,3]); " (%i4) D: matrix([2,1], [4,3], [1,2]);
1 -2 3 21
(%02)|2 -1 0 (%04) |4 3

1 2 3

1 2
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(%i5) ('AN(-1)."C+2¥ D T).'B=(invert(A).C+2*transpose(D)).B;

® o1,
3 3

(%03) (207 +A1 . C). B= P
e p2
3 3

Przyktad 9
Dla danych macierz§ i B wyznaczymy macierz,¥ezeliAX = 2B — X.

Aby wyznaczy¢ z powyzszego réwnania macierzowego mackerprzeksztat-
cimy je najpierw tozsamosciowo, otrzynagj rownanieA X + X = 2 B. Biorac

pod uwag fakt, ze mnaenie macierzy nie jest przemienne,z8my je nasinie
zapis& w postaci(A + 1) X = 2 B, gdzie I jest maciegzjednostkow trzeciego
stopnia (w przeciwnym wypadku dodawanie macierzy bytoby niewykonalne).
StadX = 2 (A + 1)1 B, o ile macierz (A + I} istnieje.

(%i1) A:matrix([1,0,2],[3,1,01,[2,1,-11); (%i2) B:matrix([1,0],[2,11,[0,31);
10 2 10
(%01)(3 1 0 (%02)|2 1
21 -1 o3
[ (%i3) Lident(3)$ Definiujemy macierz jednostkaw
stopnia trzeciego oraz sprawdzamy,
_7 (%i4) determinant(A+1); ze macierzA + 1 jest nieoso_bliwfa.
(%04) -2 Mamy det(A +1) = —2, wiec ist-

nieje macierz odwrotna do+ I.
Zatem ostatecznie otrzymujemy:

" (%i5) X=2*invert(A+1).B;

-4 10
(%05) X =| 8 -14
5 -10

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

—1 1 3
Dana jest macierzM £ 5 2 1].Obliczyé: a)detM, b)MT, c)M~1,
3 1 -

(2 1
13 5

a)AB, b)BA, c)AxB, d)A?Z, e)A *x 2.

Dane g macierzeA =

], B= [Z _g] Obliczye:
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Zadanie 3
Danesy macierze:

S IR R A I

Obliczy¢ (A" B—3DT)C.

o=[7o -

1 2

Zadanie 4
Danesy macierze:

1 0 2 1 0
o=l -1l e=[ flo-f 8 3

2 10
Obliczy¢ A>B+ (2C~*D)T.

A=

0 -1 0

Zadanie 5
Danesa macierze:A = [_; _0], B= [; _;]

Wyznaczy macierzX, jezeli XAT — 12 A2 = 6 B — X.

520 -1 5
1 2 2|,B=]| 2|, C=|-6|
2 2 4 1 -3
Wyznaczy macierzX, jezeli AX—-3B =X+ C.

1 2 0 -1 0
-1 0 1|, B=| 0 -1f.
0 1 -1 1 2

Wyznaczy macierzX, jezeli AX =2X+ 11B.

Zadanie 6

Danesy macierze:A =

Zadanie 7

Danesy macierze:A =

-1 0 2
Danesy macierze:lA=| 0 1 0|, B= [_1 (3) (1)]
1 -1 0

Wyznaczy macierzX, jezeli XA = 10B + 3 X.

Odpowiedzi

-1
1. a)l5, b)[ 1
3

=N Ul
I;l
(e
N—r
e ——y
Hli—k
vlww
|
al*;l\’wh—n
Hli—k
alo
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8 -1 -5 -13 4 -3 7 7 4 1
2 Ay 16k Pl ook Ol 25k Moy ssl s gl
9 55 —-13
. [—10 —24  14F
[7 0
4. (12 9].
[0 -3
-7 =10
S A
[ 1
3 _1].
L 0
[ 3 2
7. |4 1].
-5 -7
2 1 -2
8. [—3 -14 -2
8.3. Uktady rownan liniowych
Tabela 8.4
POLECENIA OPIS
linsolve(u,X) rozwigzanie uktadu rownaliniowych, gdzieu

coefmatrix(u,X)
augcoefmatrix(u,X)

echelon(\1)
triangularize(M)

oznacza list rownai, natomiask - liste niewia-
domych?

macierz wspotczynnikow uktadu u

macierz wspoétczynnikow uktadu zzdohczong
kolumna wyrazéw wolnych pomnozona przez -1
patrz uwaga 2 na koncu tego podrozdziatu

jw.

D Polecenielinsolve i jego sktadni mozemy ter uzyska, korzystajc z formularza
w Menu-Réwnania/Rozwhz uktad réwnan liniowych, gdzie podajemy ik& réwnaj,
réwnania oraz wymieniamy zmienne, oddzigtge przecinkami.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1
Sprawdzimy dziatanie polecenia linsolgka trzech uktadow rowmdiniowych
w przypadku, gdy: a) uklad posiada doktadnie jedno rgzamiie, b) uktad jest
sprzeczny, c) uklad ma nieskonczenie wiele razaf.
x+y—3z=2 X1+ 2xy +3x3 = 2 x—y—z+2t=-1
a)yx+2y—z=1, b)}{3x; +3x, +10x3 =1, Q{x+2y—4z—t =2,
2x+3y—2z=3 Xy 4+ 5x, + 2x3 =3 2x+y—5z+t=1
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a)
(9%i1) linsolve([x+y-3%z=2, x+2%y-z=1, 2¥x+3%y-z=3], [x,v.2]);
(%o01) [x=3,y=-1,z=0]

Uktad posiada dokfadnie jedno rozganie postact = 3,y = -1,z = 0.

b)
E (%i2) uklad:[x1+2%243%*x3=2, 3*x1+3"x2+10%x3=1, x1+5%2+2*x3=3]%

(%03) [1
Uktad jest sprzeczny\yiadcz o tym puste nawiasy [ ]).

c)

[ (%i4) w:ley-z+2%t=-1, x+2¥y-4*z7-t=2, 2¥x+y-5*z+t=1]$

E (%i3) linsolve(uklad, [x1,x2,x31);

(%i5) linsolve(u,[x,v,z,t]);
solve: dependent equations eliminated: (3)
(%0D) [x¥=2 %2 -%rl,y=9%r2 +%rl +1,z=%r2,t=%r1]

Rozwaany uklad rowna posiada wic nieskonczenie wiele rozgdan zalez-
nych od dwoch parametréw %rl orazZ6Rozwhzania tego uktaduagpostaci
x =2%r2—%rl,y = %r24+%rl1+ 1, z = %r2,t = %rl, gdzie %rl, %r2na-
leza do R. Mozemy te rozwigzania te przedstawiw nieco innej formie.
Najpierw zadeklarujemy dwa parametry, a ¢gasie rozwazemy ukfad wzgidem
zmiennych x y (rownoczénie podstawiajc oznaczenia parametr@y.

” (%i6) p:[z=2[0],t=t{0]];
(%06) [z =24, t =1;]

4 (%i7) r:linsolve(u,[x,y1),p;

| solve: dependent equations eliminated: (3)
(Y%07) [x =2 25-ty, ¥y =2+ +1]

Pohczymy teraz listy 1 p, korzystajc z poleceniaappend oraz wywietlimy
post& pelnego rozwjzania, stosdi poleceniemap, oraz anonimow funkcje
zadeklarowana jako wyranie lambda do elementow podanej listy (patrz te
rozdziat 21).

E (%i6) r_u:append(r,p)$

4 (%i7) map(lambda([i],print(r_uli])),[1,2,3,4])%

X=2z,-t,
y=zp+it;+1
7=z

t=t,
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Mozemy tez inaczej ustadl zmienne i parametry np.

" (%i8) p:[y=y[0],z=2[0]]$ r:linsolve(u,[xt]),p$ r_u:append(r,p)$
map(lambda([i],print(r_u[i1)},[1,2,3,41)%
solve: dependent equations eliminated: (3)
X=3Zg-yp+1
t=-zp+yp-1
Y=y

Przykiad 2
Rozwigzemy uklad rowna liniowych u (zdefiniowany poriej w Maximie),
stosujic twierdzenie Cramera.

' (%i1) u:[3*x1-x2+2%3=8, Wprowadzamy wektor réwa linio-
2*x14x2-3*x3=-5, wych, przypisujc go do zmienneg.
i 4*x14+2*x2-x3=0]%
_7 (%i2) A:coefmatrix(u,[x1,x2,x3]); Tworzymy macierz A wspotczynnikow
(3 1 2 przy niewiadomych.

(%02)|2 1 -3

4 2 -1
" (%i3) B:augcoefmatrix(u, [x1,x2,x31)$ Tworzymy macierz rozszerzom, ktér_a_
I B:columnop(B,4,4,2); powstaje zA przez dojczenie do niegj
3 -1 2 @ kolumny wyrazéw wolnych. Stosujemy

poleceniecolumnop do zmiany znaku

. e
(%04)|2 1 -3 -5 dofaczonej kolumny.

4 2 -1 0

Wyznaczamy rozvgzanie uktadu rowng stosugc wzory Cramera, i prezentujemy
post& rozwigzania, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, korzystajpole-
cenia mapi wyrazenia lambda.

_7 (9%i5) print('W,"=det",A,"=",W:determinant(A))$
3 -1 2
W=det|z 1 -3|=25
4 2 -1
”

(9%i6) map(lambda([i],
print( Wx[i],"=det",
k:submatrix(columnswap(B,i,4),4),"=",
wk:determinant(k),", 8
X[(]=Wx[i]/'W,"=",

whk/\W)
)1[1,2,3])%
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g -1 2
Wiy
Wx, =det|-5 1 -3|=25 ¥, =——=1
! ' L7 w
0 o2 -1
38 2|
Wox 5
Wx, =det|2 -5 -3|=-25 Yo =— = 1
? ' 27w
4 0 -1
3 -1 8|
W5
Wy, =det|2 1 -5(=50 o= !
} ' 3T w
4 2 0

Uktad posiada zatem doktadnie jedno razaiie postaci
x1 = 1,.x2 = _1,X3 = 2.

Aby wygenerowda rozwigzania innego uktadu cramerowskiego o trzech
zmiennych wystarczy jedynie zmodyfikoavevektor rowna wu.

Przyktad 3

Stosujc twierdzenie Kroneckera-Capellego, rog@my wprowadzone porej

w Maximie trzy uktady rowné liniowych, gdy: a) ukfad posiada doktadnie
jedno rozwagzanie, b) uklad jest sprzeczny, c) uktad ma nieskonczenie wiele

rozwigzan.
a)

PO751% el Poradkujemy zmienne
E (%i1) ordergreat(x1,x2,x3)$ (patrz tabela 4.1)

E (9%0i2) w:[3*x1+x2=1, 2*x1+x2=3,4*x1+x2=-1]%

Wyswietlamy postéa

7 (%i2) map(lambda([i],print(ui1)),[1,2,31)%
uktadu réwna.

| 3x1+x2 =1
2x1+x2=3
| 4xl+x2=-1
" (%i4) A:coefmatrix(u,[x1,x2]); Tworzymy njaci_erzA wspotczyn-
i e nikdbw przy niewiadomych.

(%04) |2 1
41

s

(9%i3) B:augcoefmatrix(u,[x1,x2])%
B:columnop(B,2,3,2);

3 1 1
(%06)[2 1 3
4 1 -1

Tworzymy macierz rozszerzoms,
ktora powstaje ZA przez ddod-
czenie do niej kolumny wyrazéw
wolnych (patrz przyktad 2).
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_7 (%i7) [il_rownan,il_niewiadomych]:matrix_size(A); Wczytujemy wymiary
(%07) [3,2] macierzyA do odpowiednio
> nazwanych zmiennych.
(%i8) rz_A:rank(A); rz_B:rank(B);
- Wyznaczamy rgdy
(%08) 2 . .
(%00) 2 macierzyA i B.

Stosujemy twierdzenie Kroneckera-Capellego sformutowane w postaeszaini
konstrukcji warunkowe;j.

I (%010 if rz_A#rz_B then
print("Uktad jest sprzeczny.")
elseif rz_A=il_niewiadomych then
print("Uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie.")
else print("Uklad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleinych od",
il_niewiadomych-rz_A,"parametrow.")$
Uktad ma dokladnie jedno rozwigzanie.

Znajdujemy to rozwjzanie, korzystag z polecenidinsolve.

(9%i11) linsolve(u,[x1,x2]);
solve: dependent equations eliminated: (3)
(%011) [x1=-2,x2=7]

Wynik powyzszy odczytujemy nagiujgco: trzecie réwnanie jako zalee od
pozostatych zostato wyeliminowane.
Ukfad posiada doktadnie jedno roaganie postact; = —2, x, = 7.

b)
Postpujemy podobnie jak w podpunkcie a).

E' (%i1) ordergreat(x1,x2,x3,x4)%

E (%i2) u:[x14+3*x2-x3+x4=2, 2*x1-x2+x3-x4=-2,4%x1-0*x2 +5*x3-5*x4=3]%

(9%i3) w:map(lambda([i],print(u[i1)),[1,2,3])%
X1 +3x2-x3 +x4=2
2xI-x2 +x3-x4=-2
4x1-9x2+5x3-5x4 =3

' (%i4) A:coefmatrix(u,[x1,x2,53,x4])% Tym razem wywietlamy tylko
B:augcoefmatrix(u,[x1,x2,x3,x4])$ macierz B. Macierz A jest wczy-
B:columnop(B,5,5,2); tana do parneti.

LoUed gl & Poniewa mamy cztery niewia-
(%06)|2 -1 1 -1 -2 dome, wgc modyfikujemy znak
4 9 5 -5 3 piatej (ostatniej) kolumny.
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(%i7) [il_rownan,il_niewiadomych]:matrix_size(A);
(%07) [3,4]

(%i8) rz_A:rank(A); rz_B:rank(B);
(%o08) 2
(%09) 3

Ponizgy odpowiedz wygenerowana przez konstrgkejarunkowy (te sam, co
w podpunkcie a) ).

[ (9i10) if rz_A#rz_B then
print("Uklad jest sprzeczny.")
elseif rz_A=il_niewiadomych then
print("Uktad ma dokladnie jedno rozwigzanie.")
else print("Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od",
il_niewiadomych-rz_A,"parametrow.")$

__Ukiad jest sprzeczny.

c)
Podobnie jak w poprzednich podpunktach.

- (%i1) ordergreat(x1,x2,x3)%

u:[x14x2-3*x3=2, x1+2%2+x3=3,-2"x1+7*x2=11]%

map(lambda([il,print(uli1}),[1,2,31)$

| x1+x2-3x3=2

-x1+2x2 +x3 =3

TxZ2-2x1=11

I (%i4) A:coefmatrix(u,[x1,x2,x3])%

B:augcoefmatrix(u,[x1,%2,x3])$B:columnop(B,4,4,2);
11 -3 2

(%06) -1 2 1 3

-2 7 0 11
_7 (%i7) [il_rownan,il_niewiadomych]:matrix_size(A);
| (%07)[3,3]
_7 (%i8) rz_A:rank(A); rz_B:rank(B);
(%08) 2
| (%09) 2
7

(9%i10) if rz_A#rz_B then
print("Uktad jest sprzeczny.")
elseif rz_A=il_niewiadomych then
print("Uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie.")
else print("Uklad ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od",
il_niewiadomych,"-",rz_A,"parametrow.")$
Uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od 3 - 2 parametrow.
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Z powyzszych rozwaan wynika, ze uktad ma nieskonczenie wiele rozmm
zaleenych od jednego parametru. Znajdujemy te rgzamia. Niewiadomymi
bedax; oraz %, natomiast jako parametr przyjmiemy = t, , t, € R.

_7 (9%i11) r:linsolve(u,[x1,x2]),x3=t[0];
solve: dependent equations eliminated: (1)

7t +1 2t +5
(Y%011) [x1 = LX2 = 1

3 3
Wyswietlamy jeszcze postaozwiazan uktadu. Tym razem stosujemy polecenie
display.
" (%i12) display(r{1],r[2] x3=t[0])$
7tg+1
3
2t5+5

3

XI=

X2 =

Uwaga 1

Jeili do rozwigzania uktadu rowna liniowych stosujemy metode eliminacii
Gaussa, to warto zapoznaic z poleceniamiriangularize oraz echelon, by
moc zweryfikow@ wiasne obliczenia.

[ (i) w:[2%%y-2=0,x+y+2=3x-y+2%2=51$ Wprowadzenie uktadu réwna

[ (%i2) solve(u, [xy,z]); Rozwigzanie uktadu za pomgc
| (%02) [[x=1,y=0,z=2]] polecenia solve
7 (%i3) Au:augcoefmatrix(u,[x,y,z]); Macierz wspotczynnikéw tego
2 -1 -1 0 uktadu.
(%03)(1 1 1 -3
1 -1 2 -5 ;
L . Przeksztalcenie rozwanego
- uktadu do postaci:
[ (%I4) triangularize(Au);
2 -1 -1 0 2x — y—2z= 0
(Y%04)|0 3 3 -6 3y+3z—-6=0
00 9 -18 9z—-18=0
_7 (%i5) echelon(Au);
1 1
P 1 1
z 2 x—zy—=z=0
(%03)|p 1 1 -2 2772
y+z—2=0
o0 1 -2
B L z—2=
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Uwaga 2

Polecenidriangularize orazechelongeneru macierz trojtna gorng (tal jak
przy metodzie eliminacji, gdy wykonujegsoperacje elementarne na wierszach).
Jest jednak jedna réznica: w przypadku zastosoweaokelon otrzymujemy
macierz, ktorej pierwsze niezerowe wyrazy wdgan wierszu g rowne 1.

Taka posta tatwiej przeksztatgi, by uzyska ostateczne rozwtanie (porownaj

w powyzszym przyktadzie (%04) oraz (%05)).

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Rozwigzat uktady rowna:
x1 - Z.X'Z = 3

3x—y+2z=8 Ix—y+z=1 _
a) {2x+y—3z=—5, b){2x+y—-z=-1, c¢) ?;1 t’;‘?’:zl
4x+2y—2z=0 2x—3y+3z=3 2 3

x1+x2+X3=9

Rozwigzat uktady rowna stosugc twierdzenie Cramera:
X1 +x,—x4,=0

le_xZ+3.X3=_3
tag=1
a){ 3%, + 2%, + %3 =6, b) ’;2+;‘3=3.
4x1—x2+2x3=0 1 3
x2+2.X4=_1

Rozwigzat uktady rowna stosujc twierdzenie Kroneckera-Capellego:

8x1+x, =6 3x1 — 2x, +4x3 +5x, =3 3x1+2x3 =2
a) {2x1+x3 =8, b) {4x1—3x2+3x3+4x4=5, C){ xp +2x3=4.

x2+2.X3=1 —x1—6X3—7x4=1 9x1—3x2=5
Odpowiedzi

1. ax=1,y=-1,z=2, b)x=0,y=%r1 -1,z = %rl, gdzie%rl € R,
c¢) ukfad sprzeczny.

2. Ax;=1,x=2,x3=—1, b)x; =1,x, =—-1,x3=2,x, = 0.

3. &x, =175x, =—-8,x3 =45, b)x; = —-7t, — 655 — 1, x, = —8t, — 7s, — 3,
X3 = Sg, X4 =ty , gdziesy, t, € R, ¢) uktad sprzeczny.
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8.4. Macierze i wyznaczniki funkcyjne

Tabela 8.5

POLECENIA OPIS

hessianf, x) macierz Hesseg®
- macierz kwadratowa, ktérej elemengymostaci
h[i,j]=diff( f(x), i],1,x[j],1), x=[X[1],X[2],...,X[n]]
wronskian([f1,...,f], X) macierz Wroskiego?

- macierz kwadratowa, ktérej elemengymostaci
h[i,jJ=diff( f[j], x,i-1)

jacobian([fy,..., ], X) macierz Jacobiegd
- macierz prostaitna, ktorej elementyagpostaci
h[i,j]=diff( f[I1(x), 1), X=[X{1].x[2],....x[n]]

jacobian([f(X)], X)  [fie1, frzs -+ fen] (W tym szczegblnym przypadkti

jest to gradient funkcif)

Y Macierz oznaczana ezto H (f)(x), ma zastosowanie w optymalizacji.

2 Polecenie wymaga wczytania pakietuncts. Wyznacznik jest stosowany m.in.
w réwnaniach i ukltadach réwnarézniczkowych do badania liniowe] niezaftexsci
rozwigzan, natomiast macierz jest nazywanangaciera fundamentala

%) Stosowany do funkcji wielu zmiennych, funkcji uwiktanych, catek wielokrotnych oraz
uktadéw réwna rézniczkowych.

Uwaga 1

Hesjanem wronskianem, jakobianem nazyw& bedziemy wyznaczniki odpo-
wiednio macierzy: Hessego, Wiskiego, Jacobiego. Dla macierzy Jacobiego,
oczywiscie, nie zawsze istnieje jej wyznacznik.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykitad 1

Przedstawimy symbolicznie macierz Hessego funkefi f (x4, x3).
Najpierw wprowadzimy zaleos¢ funkcyjna.

(%i1) depends(f,[x[1],x[211);

(%001) [flxy,x5)]

iastosujemy dwa sposoby zapisu funkgji skrocony w (%i2) oraz peiny
w (%i3). Drugi sposéb nie wymaga deklaracji depends

" (%i2) hessian(f,[x[1],x[2]]); " (%i3) hessian(f(x[1],x[2]),[X[1],x[2]]);
g2 ¢? 42 42
d x2 dxy dxy d_x%fifl *2) T aa )
%02 —_—m
(%002) 42 42 . (%03) ;2 ,
daqyduxs; d 3 dxldxzf(xl x5 ng[xlrxz,
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Przyktad 2

Rozwamy funkcg f(x,y,z) = x3 — 3xy? —yz + z.

a) Wyznaczymy gradient funkcfi (uzywajac funkcji jacobian) oraz jej punkty
stacjonarne.

b) Wyznaczymy macierz Hessego oraz zbadamy, czy jest dodatnidoaokre
w drugim punkcie stacjonarnym.

a)

E (%il1) fOx,y,2):=x"3-3% %y 2-y¥ 7474

(%i2) grad:jacobian([f(x,y,z)],[x.v.z]);
solve(grad[1],[x.y,z]);

('3/002)[3x2—3y2 -z-6xy l—y}

(%03) [[x=-1,y=1,z=6],[x=1,y=1,2=-6]]
b)
E (%oi4) H:hessian(f(x,v,z),[x,v,z])$

" (%i5) submatrix(2,3,H,2,3):
Delta[1]=determinant(submatrix(2,3,H,2,3)), rozw([2];

(%035) [6 X]
(%06) A; =6

[ (%i7) submatrix(3,H,3);
Delta[2]=determinant(submatrix(3,H,3)),rozw[2];

(%07) [ g y}

-6y -6x
(%08) A, =-72

' (%i9) H;
Delta[3]=determinant(H),rozw[2];

6x -6y 0
(%09)|-6F -6x -1
0 -1 0

(%010) A; =-6
MacierzH nie jest w¢c dodatnio okrdona w punkcie (1,1,-6). Aby macierz H
byta dodatnio okrdona, wyznaczniki 4, A,, A; powinny by wieksze od zera.

Uwaga 2

Jeili definiujemy wiecej niz jeden wyznacznik funkcyjny badz dokonujemy
zmian przy okréaniu (przypisywaniu) funkcji oraz zmiennych, trzeba pgdadi

0 stosowaniu polede kill( zmienna oraz reset()
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Przykiad 3
Wyznaczymy jakobiany podanych przeksztalce

a)
7

s

(%i1) x(r,phi):=r*cos(phi);
v(r,phi):=r*sin(phi);
(Y%0l) x(r,d):=r cos(d)

(%02) y(r,b):=rsin(d)

(9%i3) jacobian(
[x(r,phi),y(r,phi)],[r,phil);

cos(4) -sin($) r
(%03)
sin($) cos(s) r

(9%i4) determinant(%a);
trigsimp(%o);

(Yo04) sin(rl:u)2 r +c05(¢)2 r

(%05) r

(%ail) x(u,v)i=u+v;
viu,v)i=u*v;

(Yool)x(w,v)i=u+v

(Yoo2) y(u, v)i=uv

(%i3) jacobian(
[x(u,v),y(u )1 [uvD);

11
(%03) L

i

(%i4) determinant(%o);
(%o0d) v-v

Przykiad 4
Wyznaczymy wronskian pary funkdfi(t) = vt, g(t) = % dlat > 0.

r

(9%i1) f(t):=sqrt(t)$ g(t):=1/t%

(9%i3) load(functs)$
wronskian(['f(t), 'g(t)],t);

() g(t)

(%04) | 4 d

Ef(ﬂ Eg(f‘)

b)
7

d)
e

(%%i1) x(r,phi):=a*r*cos(phi);
v(r,phi):=b*r*sin(phi);
(%ol) x(r,0):=a r cos(b)

(%02) y(r,9):=b rsin(d)

{%i3) jacobian(

[x(r,phi),y(r,phi)], [r,phil);
{a cos(4)
(%03)

-asin(y) r

bsin($) bcos(y)r

(%%i4) determinant(%);
trigsimp(%);

(%04) a b sin(rl:u)2 r+ab cos(tb)z r

(%o5)a br

(%i1) x(u,v):=u"2+v"2;
y(u,v):=2%u*y;
(Yool) x(w,v):= T

(Yoo2) y(uw,v):=2uv

(%i3) jacobian(
[x(u,v),y(u )1 [uvD);

2u 2v
(%03{ ]

2v 2u

(%i4) determinant(%o);
(%04) 4 u?-4 v?
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s

(%15) ev(%,nouns);determinant(%o);

S 4

)
(%05) i 3

2~ g2

(Y%00) -

3

Przyktad 5

Sprawdzimy,ze funkcjey, (x) = e*, y,(x) = xe* ;3 rozwigzaniami rébwnania
liniowego jednorodnege’’ — 2y’ +y =0, a nasfpnie, ze tworz one uktad
fundamentalny na zbiorZR, tzn. ze wrorskian pary funkcjiy,, y, jest rézny od
zera dla kadegox € R.

_7 (%i1) RLI:'diff(y,x,2)-27%'diff(y,x)+y=0;
(Dj 1) i -2 :‘Ji |
00 X2 ¥y \d x

y|+y=0

™

(%i2) yl:exp(x)$
RLJ,y=v1;%,nouns;

Fi d 5
(%03) %e” -2 ldx %e” |+ Ye® =0

)(2
(%04) 0 =0

=]

(%i5) y2:x*exp(x)$
RLI,y=vy2;%,expand,nouns;
Cl2 f d

(%06) —— (x %e*)-2| —(x %e*) | +x %e* =0
d x2 \dx !

| (%07)0=0
(%i8) load(functs)$ Weczytujemy pakietuncts.
W:wronskian([y1,y2],x); Budujemy macierz Wraskiego W dla
determinant(\W),expand; funkcji y; i y,.
’ %e¥  x %e¥ Poniewaz det(W) = e?* > 0 dlax € R,
) wiec y; orazy, tworza uktad fundamen-
talny na R.

(%010) %e? ¥

Rozwigzanie ogoélne rozwanego rownania jest wg postaci:
Yo = C1 ex + CZ xex, C11C2 € R.

Uwaga 3

W rozdziale 18 (przykiad 8 oraz przyktad 9) rogzénia rowna liniowych jed-
norodnych Il redu o stalych wspéiczynnikach wyznaczamy, stasygolecenie
ode2 albo, metodgkrok po kroku”, budujc odpowiednie rownania charakte-
rystyczne.
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Tabela 9.1

POLECENIA OPIS

limit(f(x),x,x0) ~lim f(x)
limit(f(x),x,x0,minus) J}Lr% f(x)
limit(f(x),xx0,plus) ~Jim, /(=)
limit(f(x),x,inf) lim £(x)

limit(f(x),x,minf) ~lim f(0)

Tabela 9.2
KOMUNIKATY
PROGRAMU Che
infinity nieskonczonos¢ zespolona (w zbiorze

liczb rzeczywistych granica nie istnieje)
ind granica funkcji nie istnieje, a funkcja jest
ograniczona
und granica funkcji nie istnieje, a funkcja jest
nieograniczona

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przyktad 1
Obliczymy granice:

n i - . — . 3—-Xx
a) lim 22&=D ) lim 299 o) fim £
x—>2 27X 3 x>0 2

g 1
d)lim cos—.
x—1 1-x

x—5" X~ —x5
a)
_7 (9%i1) limit(sin(2*x-4)/(2-x),%,2)=limit(sin(2*x-4)/(2-x),%,2);
" . sin(2x—4)__
(Y%01) XII_Tz—Z_X =
b)
_7 (9%i2) 'limit(log(x-5)/(x-3),%,5,plus)=limit{log(x-5)/(x-3),%,5,plus);
(%02) lim XD _
i PRSI B
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c)
_7 (9%i3) 'limit(%e™(3-x)/(2-x"5),x,minf)=limit{%e~(3-x)/(2-x"5),x,minf);

Or a3 - X

(%03) lim =0

X->-x 2- )"5
d_) Granica w tym przypadku nie istnieje, ale funkcja jest ograniczona.

_7 (9%id) 'Iimit(cos(1;'(1\—)()),)(,1)=||'m|'t(cos(1;’(1—:()),:(,1);

[ 1 |
%od) lim cos|——|=ind
(%04) ’l-x;l

L x->1

Przyktad 2

Obliczymy granice jednostronne funkgjiw punkciex,, jezeli:
AfM =20, =3 bfW=2" =4

a) W tym przypadku granice jednostronng rézne, wec granica funkcji nie
istnieje, o czym Maxima informuje nas komunikatem infinity (patrz tabela 9.2).
I (Yoi1) Timit((3*x-1)/(9-x"2),%,3,minus)=limit({3*x-1)/(9-x"2),x,3,minus);

Timit{(3*x-1)/(9-x"2),%,3,plus)=limit((3*x-1)/(9-x"2),x,3,plus);
Timit((3*x-1)/(9-%"2),x,3)=limit((3*x-1)/(9-x"2),%x,3);

3x-1
(%01) lim S =%

x->3-9-x
x-1
(%02) lim =-
x->3+9°X
3x-1
(%03) lim 2zmﬁm'zy

i x->39-%
b) W tym przypadku granice jednostronngrézne, wec granica funkcji nie
istnieje, o czym Maxima informuje nas komunikatend (patrz tabela 9.2).

I (Yoi4) limit((Yoe™(1/(4-x))/(x+2)),x,4,minus)=limit{(%e(1/(4-x))/(x+2)),%,4,minus);
Timit{(%e™(1/(4-))/(x+2)),%,4,plus)=limit((%e~(1/(4-x))/(x+2)),x,4,plus);
Timit{(Yoe(1/(4-x))/(x+2)),x,4)=limit((Yoe~(1/(4-3))/(x+2)),%,4);

o, —1—1.'(
(%04) XI_|274_ Syrma
1
e
(%05) X_I;rrlmt e =0
1
op % -x
i (%06) X||_n:4 o =und
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Przyktad 3
Zbadamy cigtos¢ funkcji f w punkciex, i naszkicujemy jej wykres, feli:

142
a) f(x)={ x+e x dla -1<x<0, xo = 0;

(1-2x)arctgx dla 0<x<1,

Inx dla 0<x<1,
b) fO) =qxVx1 410 <y <3,

x—1

H =1

x?—x dla 0<x<2,
c) f) =9 _1_ X = 2.

e4—x2 dla 2<x <5,

Bedziemy definiowa funkcje sklejane, wt skorzystamy z konstrukcji warun-
kowejif (patrz tabela 21.1).

a)

(9%i1) f(x):=if (-1<=xand x<0 ) then x+exp(1+1/x)
elseif (D<=x and x<=1) then (1-2%x)*atan(x)$

Dziedzina rozwaanej funkcji jest przedzigt-1,1]. Obliczymy wartoséfunkcji
w punkciex, = 0, a nastpnie jej grani¢ lewostrong w tym punkcie (granica
prawostronna jest rowna wastd funkcji).
7 (%i2) 'f(0)=F(0);
i (%02) f(0)=0

(%i3) "limit(x+exp(1+1/x%) ,x,0,minus)=limit(x+exp(1+1/x) ,x,0,minus);

(%03) lim %el/**1+x=0
x->0-

plot2d( f, [x,-1.2,1.2].[y.-1.2,1.2], e S R
[axes, true], [box, false], i
grid2d, [yx_ratio, 1],
[axes, solid],
[xtics, -1, .5,1],
[\ftl.CS., _1r0'5r1]r
[label, ["x", 1.2, 0.05],
["y", 0.05, 1.2]]
)$

Funkcjaf jest wec ciggta w punkciex, = 0.
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b)

[

(%i1) f(x):=if (O<x and x<=1 ) then log(x)
elseif (1<x and x<=3) then (x-sqrt(x-1))/(x-1)%

Dziedzing rozwaanej funkcji jest przedziaf0,3]. Aby zbada jej ciagtos¢
w punkciex, = 1, obliczymy jej wartos¢, a nagpnie granie prawostronna
w tym punkcie (granica lewostronna jest rowna wéaittunkcji).

[~

[

(%i2) 'f(1)=f(1);
(%02) f(1) =0

(9%i3) limit((-sqri(x-1))/(x-1),%,1,plus)=limit((x-sqrt(x-1))/(x-1),x,1,plus);
x-dx-1 N

(%03) lim x
x>1+ ¥4

Poniewa granica prawostronna w punkaig = 1 jest niewtdciwa, to funkcjaf
jest niecigta w tym punkcie. Powej ilustracja graficzna tego faktu.

plot2d(f,[x,-0.2,3.2],[v,-4,4],

[axes,true],[box, false],

grid2d, [yx_ratio, 1],

[axes, solid],

[xtics, 1, 1,4],

[ytics, -3,2,3],

[label,["x", 3.1, 0
[Ilyll’ 01( 4

)%

3]{
1l

c) W tym przypadku, dziedzina funkcfi jest przedziaf0,5].

i (9%il) f(x):=if (0<=x and x<=2 ) then x"~2-x
i elseif (2<x and x<=3) then exp(1/(4-x"*2))%
7 (%i2) 'f(2)=f(2);
(Y%002) f(2)=2
_7 (%%i3) limit(exp(1/(4-x"2)),x,2,plus)=limit{exp(1/(4-x"2)),x,2,plus);
1
(%03) lim %e**" =0
L X->2 +
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Z poréwnania wartad funkcji f oraz granicy prawostronnej w punkeig= 2
wynika, ze funkcjgf jest niecagta w tym punkcie.

Ponizej dwa rysunki przedstawigje wykresy funkcji f Na pierwszym z nich
pojawia s¢ pionowy odcinek w punkcie niegjtosci. Do narysowania drugiego
wykresu funkcjif zostaty zastosowane opcje pakie@aw, co pozwolito na
bardziej precyzyjny szkic.

plot2d(f,[x,-1,5.5],[y,-0.5,2.25], y
[axes,true], [box, false], e
grid2d, [yv_ratio, 1],
[axes, solid],

[:{UCS, [:]‘r 1(5]’ ...... 1.5+ [EUURRRUUURE SUURURRUPRR (O DRI SRS SRR [

[ytics, 0,0.5,2],

[label,["x", 5.1, 0.2]
1]

Yy 02,2401 Lo
)

...... 0:5er oo o e

D

load(draw)$
draw2d(grid=true,
xrange=[-0.5,5.5],
vrange=[-0.5,2.5],
xaxis_width =2,
vaxis_width =2,
xaxis_type =solid,
vaxis_type =solid,
xaxis=true,yaxis=true,
xtics_axis=true,
xtics={1,2,3,4,5},
viics_axis=true,
ytl-cs:{owlwz}r
line_width=2,
explicit(x~2-x,x,0,2),
explicit{exp(1/(4-x"2)),%,2,5),
point_size=1.5,
point_type=filled_circle,
points([0,2,5,2],[f(0),f(2),f(5),0]), —s
point_size=0.7,color=white, :

points([2],[0]) )$

o
w
S
w
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Obliczy¢ granice, o ile istnigj lub stwierdzé brak istnienia granic:

. tg(4x—16 1 3 -2 . -2
a) lim 210 ) jim PEE=0) ) im &=, o) lim 2%, e)lim 2,
X—>4 -4 X—3" 1-x X=X x—1 X—X

1 1 1
ex2+2x . . ex2+2x . . . x
f) I|m po g) lim I| ~ h) I| i i) Xllrp2 T )] IX|D12 sin—.

Zbad& ciagtos¢ funkcji f w punkciex, i naszkicowa jej wykres, jeeli:

) F0) (1 —3x)arcsinx dla —-05<x<0, 0
a X) = x Xg = U,
e da 0<x<05 °

—arctgx dla -2<x<1,

b} fx) = V2XTIVEXTZ jla 1<x <2 o=t

x— 1

1
C)f(x)z{ex-s da 0<x<3, , _3
x—x2 dla 3<x<4, °

Odpowiedzi

1. a) 4, b)w, ¢)—owo, d) nie istnieje, e}, f)oo, @) nie istnieje, hj}oo, i) O,
j) nie istnieje.
2. a) funkcja cigta; b) funkcja niecigta, £ (1) = 1, Iirr11 f(x) = —0.5;
X—>

¢) funkcja niecagta, £ (3) = —6, M f(x) = 0.
X3
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Pochodnafunkcji f w punkciex, oznaczamy symbolem
o) Mub (o) b == () | sy
Pochodnazedun-tego funkcjif w punkciex, oznaczamy symbolem
F® ) b L) b L) | ey

w szczegoblnoscpochodn rzedu drugiego funkcjf w punkciex, oznaczamy
rowniez symbolemf "’ (x,).

Tabela 10.1

POLECENIA OPIS

diff(f(x),x) pochodna rgdu pierwszego funkcjf
diff(f(x),x,n)  pochodna rgdu n-tego funkcjif, gdzie
n=1,23,...
at('diff(f(x),x),x=x0)  f'(xo)

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1

Obliczymy pochodna funkcjif (x) = 2x3 + v4x — 7 — 10 arctgx w punkcie
x = 2.

Polecenieat(‘diff(),...) pozwala nam na symboliczne przedstawienie obliczanej
pochodnej, natomiast polecem e na stopniowe przeksztatcanie.

E (9%i1) f():=2%x"3+sqri(4¥x-7)-10%atan(x)$
[ (%12) prat('diff(f(x),x),x=2)$

_7 (%i3) p=ev(p,diff);

d 10 2
9%03) —(-10 atan(x) +\4 x -7 +2 x> - + +6 x72
( )dx( (x) )X=2 PRy~ .
_7 (%i4) p=ev(p,nouns); Wykonanie wszystkich

instrukcji dlap

d
%04) —(-10 at +Nax-7 +2x°
(0 DAL e S e ) (patrz tabela 2.2).

x =2
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Przyktad 2

Obliczymy drug pochodnag funkcji f(x) =
i zapiszemyg w postaci iloczynowej.

_7 (%i1) f(x):=1/(x"2+1)+atan(x)+log(x"2+1);

1
x2+1

+ arctgx + In(x? + 1)

+atan(x) +Iog(,\’2 +1)

1
(%01) f(x):= 5
xc+1

7 (%i2) diff(f(x),%,2);
2 4x? 2 x 22 8 x>

2 2 2 2 3
X7+ (x221)° (x2+1) (k2+1) (k2 +1)

(%02)

" (%i3) factor(%);
2(x-1)x(x2 +2x-1)

(%03) -

i (x2+1)

Przyktad 3

Obliczymy pochodna funkcjf (x) = e**cos?(fx), a nastpnie zdefiniujemy
funkcje p1 jako pochodna funkcijf przedstawiona w postaci iloczynowe;.

Na koncu wyznaczymy wartogél (0).

E (%i1) f(x):=%e"(alpha*x)*cos(beta*x)" 2%

7 (%i2) diff(f(x),x,1);
(9502) o %e™* cos(B x)° -2 B %e®* cos(B x)sin(B x)
_7 (%%i3) pl(x):="(factor(diff(f(x),x,10));
i (%03) p1(x):=-%e™* cos(B x)(2 B sin(B x)-o cos(B x))
7 (%i4) p1(0);
L (%04) o
Przyktad 4
Wyznaczymy ekstrema lokalne i przedziaty monotonicenfukciji
fx) =—o—.

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, najpierw definiujemy funkcj
a nasgpnie jej pochodng1 przeksztatlcona do postaci iloczynowej.
[ (i1) f(x):=%e x/(x"2-1)$

(%i2) pl(x):="(factor(diff(f(x),x,1)));
(x2-2 x-1) %e*¥

(%02) pl(x):= 5 -
(x-1)"(x+1)
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Dziedzing funkcjif oraz jej pochodnej jest zbid \ {—1,1}.
Korzystagc z instrukcji solve wyznaczamy punkty stacjonarne tzn. miejsca
zerowe pochodnej.

(9%i3) solve(pl(x)=0);
(%03) [x =1-+2,x =2 +1]

Sprawdzamy teraz, gdzie pochodna jest ujemna, a gdzie dodatnia.zZmywa
ze jednym z czynnikbw pochodnej jest. Wyrazenie to, dla dowolnege

Z dziedziny, przyjmuje warfci dodatnie. Badaf zatem znak pochodnej,
mozemy ten czynnik pominaé. Do rozwdywania nierdwnéci wymiernych
wykorzystujemy pakiet solve_rat_ineq oraz instrukoj tej samej nazwie.

E' (%i4) load(solve_rat_ineq)$

(9%i5) solve_rat_ineq((x2-2%x-1)/(((-1)"2)*(x+1)"2)<0);
(%05) [[x>1-v2,x<1],[x>1,x <2 #1]]

(9%i6) solve_rat_ineq((x~2-2%x-1)/(((x-1)"2)*(x+1)"2)=0);
(%06) [[x<-1],[x>-1,x<1-+2],[x>~2 #1]]

Powyzsze wyniki odczytujemy nagiujaco:
ffX)<0exe(1—-v2,1)U 1,1+ V2)
f'(x) >0 x € (—0,—-1) U (=1,1 =vV2) U (1 + V2, +o)
Zatem funkcjgf jest malejca na przedziatacfl — v2,1), (1,1 + v2)
oraz rosaca na przedziatach(—oo, —1), (—1,1 — v2), (1 + V2, +).
Ponadto w punkcie = 1 —v2 funkcjaf oshga maksimum lokalne, a w punkcie
x =1++/2 minimum lokalne.

Przyktad 5
Wyznaczymy ekstrema lokalne i przedziaty monotonicenfkciji

fx) ==

Inx—1"

F (1) f(0:=x/(log(3)-1)$
(%i2) pl(x):="(factor(diff(f(x),x,1)));

log(x)-2

(log(x)-1)*

Dziedzing funkcjif oraz jej pochodnej jest zbi¢d, e) U (e, +0).
Wyznaczamy teraz punkty stacjonarne.
f (%i3) solve(pl(x)=0);

(%03) [ x =%e?]

(%02) pl(x):=



122 Matematyka z komputerem

Funkcja p1 ma wkc jedno miejsce zerowe, ktorego wartosé przydmia wynosi

(%id) %, numer;
(%04) [ x =7.38905609893065]

W celu zbadania warunku wystarcgaggo istnienia ekstremum lokalnego
funkcji f wykorzystujemy wykres pochodne;j.

[ (%i5) load(draw)$
- (%i6) wxdraw2d(
xrange=[-0.5,9], yrange=[-2,1], grid=true,
title="Wykres pochodnej funkgji ",
xaxis=true, xaxis_type=solid,
color=green, line_width=2,
explicit(p1(x),x,0,9),
color=black, point_size=1.25,
point_type=circle, points([0],[01),
point_type=filled_circle, points([%e~2],[0]))%

Wykres pochodnegj funkeji f

(e
L

(D/Dt6) _05 |

W gisiedztwie punktu = e? pochodna zmienia znak z "—"ar + ", wiec
funkcjaf posiada minimum lokalne w tym punkcie.

Z powyzszego wykresu odczytujemyzteze pochodna przyjmuje wasid
ujemne dlax € (0,e) U (e, e?) oraz wartogi dodatnie dla € (e?, ). Wynika
stad, ze funkcjaf jest malejca na przedziataclio, e), (e, e?) oraz jest rosgca
na przedzialée?, ).

Rysujemy teraz wykres funkcfi.
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- (%i7) wxdraw2d(
xrange=[-1,20], yrange=[-10,25], grid=true,
title="Wykres funkgji f",
xaxis=true, xaxis_type=solid, yaxis=true, yaxis_type=solid,
color=blue, line_width=2,
explicit(f(x),»x,0,20),
color=black, point_size=1.25,
point_type=circle,points([0],[071),
point_type=filled_circle,points([%e2],[f(%e”~2)]))$

Wykres funkeji f

ety 10 ¢ e

5| \
-10

0 5 10 15 20

Przyktad 6
Wyznaczymy ekstrema lokalne funkgcji
f(x) = 4(x?+ 1) arctg x — mx? — 4x,
wykorzystupc drugi warunek wystarczgjy istnienia ekstremum lokalnego.

Najpierw definiujemy funkej f oraz jej pochodngl (dziedzing obu funkcji

jest zbiér liczb rzeczywistych), a neghie wyznaczamy punkty stacjonarne

funkcji f.

I (%0i1) f):=4%(x 2+ 1) ¥atan(x)-%opi*x"2-4%x%
p1(a):="(diff(f(x),x,1)};

(%02) pl{x):=8 xatan(x)-2m x

™~

(%i3) solve([p1(x)=0], [x]);
(%03) [x =1,x=0]

Obliczamy teraz drugpochodsg funkcji f (oznaczamygj przezp2) oraz badamy
jej znak w kadym z punktow stacjonarnych.
(Yoid) p2(x):="(diff(f(x),x,2));
8 x

x%+1

(%04) p2(x):=8atan(x) + -27
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(%i5) 'p2(0)=p2(0);
'p2(1)=p2(1);

(%05) p2(0)=-2m

(%00) p2(1)=4

Na podstawie drugiego warunku wystarcgaggo istnienia ekstremum lokalnego
wnioskujemy,ze funkcjaf oshga w punkciec = 0 maksimum lokalne, gay
p2(0) < 0, natomiast w punkcie = 1 osgga minimum lokalne, gdyp2(1) > 0.
Obliczamy wartosci funkcji fw tych punktach.

(%i7) fmax(0)=f(0); fmin(1)=f(1);
(%07) fmax(0)=0
(%08) fmin(1)=m-4

Przyktad 7
Wyznaczymy najmniejsz i najwickszz wartas¢ funkcji f(x) = xvV32 — x2
na przedzial¢—4v2, 3|.

Przedzia{—4+/2, 3] jest zawarty w dziedzinie naturalnej funkcji f

4 (%i1) f(x):=x*sqrt(32-x"2);
pl{x):="(factor(diff(f(x),x,1)));

(%01) f(x):=x~32-x2

(%02) pl(x):= w
32-x

(%i3) solve{[p1(x)=0], [x];
(%03) [x =-4,x =4]

Otrzymujemy dwa rozwizania rownanig1(x) = 0. Liczba—4 nalezy do prze-
dziatu (—4v/2, 3] (dziedziny funkcjipl), natomiast liczb@d nie naley do tego
przedziatu. Sprawdzenie takie (w trudniejszych rachunkowo przypadkachamoz
wykonat, badagc wartosélogiczna zda (jak poniej).

(Yi4) (x>-4*sqri(2) and x<=3),x=-4,pred;
(%04) true

(%%i5) (x=-4*sqrt(2) and x<=3),x=4,pred;
(%05) false

Aby znaleg¢ najmniejsa i najwicksz wartos¢funkcji f na podanym przedziale,
obliczamy wartosé tej funkcji w punkcie = —4 oraz na kracach przedziatu
tzn. w punktach = —4+/2 orazx = 3.

Pomocniczo szkicujemy wykres funkgji
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' (%i6) 'f(-4)=f(-4);
'f(-4*sqri(2))=f(-4*sqrt(2));
'f(3)=f(3);

(%06) f(-4) = - 16

(%07) f(-2%/2) =0

(%08) f(3) =323

(%i1) load(draw)$

- (9%i2) draw2d(xrange=[-6,4], 2
vrange=[-20,20],
grid=true,
title=sconcat("f(x)=", f(x}), 1w
Xaxis=true,xtics=1,
xaxis_type=solid,
vaxis=true, 0
vaxis_type=solid,
color=blue,line_width=2,

15

explicit(f(x),x,-4%sqri(2),3), 10
point_type=7,
points([-4*sqrt(2)],[0]), s
point_type=7,color=red,
points([-4,3],[f(-4),f(3)]))$ A

Wartos¢ najmniejszd,,i, (—4) = —16, wartos¢ najwgksza f£,,,(3) = 3v23.

Przyktad 8
Wyznaczymy punkty przeegia oraz przedziaty wiktosci i wypuktosci funkcji

flr) =212

x2-2x+2"
(%i1) FOOQ:=(x-1)/(x~2-2%x42);
x-1

(9%01) f(x):zzi
X -2x+2

Zauwaamy, ze mianownik funkcijf nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
Dziedzina funkcjif oraz jej pochodnych jest ga zbior liczb rzeczywistych.

(%i2) solve(denom(F))):; denom(w) wybiera mianownik
(%02) [x =1-%i,x =%i +1] wyrazenia wymiernegav.

Przedstawiamy teraz drugochodg funkcji f w postaci iloczynowej, a ngginie
znajdujemy jej miejsca zerowe.

(%i3) p2(x):="(factor(diff(f(x),x,2)));
2(x-1)(x2-2x-2)

(%03) p2(x):= 5
(,vz -2 x+2)
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%o4)[x=1-\'?,x=wf§'+1,x=1]

Punky x =1 —+/3, x = 1, = 1 + /3 mog byé punktami przegiia.
Korzystamy teraz z warunku wystarcgaggo istnienia punktu przegia.

Do rozwigzania odpowiednich nierowic wymiernych beziemy potrzebowa
pakietusolve_rat_ineq

E' (%i4) solve(p2(x)=0);
(

=l

(94i5) load(solve_rat_ineq)$

™~

(%i6) nl:p2(x)=0;
solve_rat_ineq(n1);

2(;«-1)(;«2-2;(-2)}0

(%06) 5
(x2-2 x +2)

(%07) [[x>1-43,x<1],[x>V3 +1]]

™

(%i8) n2:p2(x)<0;
solve_rat_ineq(n2);

} 2 5.
(%08)2()( 1) (x-2x 2){0

3
(x2-2x+2)

(%09) [[x<1-431,[x>1,x<3 #1]]

Powyzsze wyniki odczytujemy nagiujaco:

fll(x)>0@x6(1—\/§,1)u(1+ \/§,+OO)
f'(x) <0 x€(—o,1-V3)U(11+ V3)

Zatem funkcjaf jest wypuklta na przedziatackii —v3,1), (1 + /3, +)
oraz wkksta na przedziatach{—o, 1 — v3), (1,1 + V3).

Poniewa druga pochodna zmienia znak wsiedztwie punktowe = 1 —+/3,
x =1, x =1 ++/3, punkty te § punktami przegicia funkcji f.

Obliczamy wartéci funkcji w punktach przeggtia (symbolicznie i numerycznie).
Do uproszczenia wynikéw przydatne bedzie poleceadean.

I (%%i10) f(1-sqrt(3)),radcan; “ (%i13) ‘f(1-sqrt(3))=f(1-sqri(3.0));
fL); f(1)=F(1);
| f(1+sqrt(3)),radcan: I 'f(1+sqrt(3))=f(1+sqrt(3.0)):
(%010) -E (%013) f(1 -+/3) =-0.43301270189221
4 (%014) f(1) =0

(%011) 0

(%015) f(\3 +1) =0.43301270189221

(%012) g
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Zanim narysujemy wykres funkcfi, deklarujemy wektory odeiych i rzdnych
punktéw przegicia.

E (2%i16) p:[1-sqrt(3),1,1+sqrt(3)]$
fp:map(f,p)$

f (%i18) load(draw)$ ) =(x-1)/(x2-2%x+2)
0.6
I (%i19) draw2d(
xrange=[-3,4], 0.4
yrange=[-0.6,0.6],
grid=true,

0.2
r

title=sconcat("f(x)="f(x))
xaxis=true,xtics=1,

xaxis_type=solid, 0
vaxis=true,
vaxis_type=solid, 0.2
line_width=2,
explicit(f(x),x,-3,4), 04
point_type=7/,
color=red,
points(p,fp))s s 2 1 0 1 2 3 4

Przyktad 9
Wyznaczymy rownania asymptot wykresu funk@ji) = 6 arctg x — 5x.

E (%i1) f(x):=6%atan(x)-5*x$

Dziedziry funkcji f jest zbi6rR, zatem funkcja ta nie posiada asymptoty pionowej.
Obliczymy teraz granice funkcji woo oraz w —co.

E (%i2) limit(f(x), x, inf); E (%i3) limit(f(x), x, minf);
( (

Uho2) - %03) @

Z powyzszego wnioskujemy, ze funkcfanie posiada asymptoty poziome.
Szukamy nagpnie asymptoty ukmej w+co wsrod funkcji postacy = a,x + by,
gdzie wspotczynniki g, b; znajdujemy, obliczar odpowiednie granice.
Analogicznie posfpujemy w —oQ

_7 (%i4) al:limit(f()/x, x, inf); 7 (9%i7) a2:limit(f(x)/x, %, minf);
| (%04) -5 | (%07) -5
_7 (%i5) bi:limit(f(x)-a1*x, x, inf); 7 (%i8) b2:limit(f(x)-a2*x, x, minf);
| (%03)3m i (%08) -3 m
7 (%i6) y=al*x+bl; 7 (%i9) y=a2*x+b2;
(%o06) y=37m-5x | (%09) y=-5x-3m
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Narysujemy teraz wykres funkcfi wraz z wykresami jej asymptot.
F (%i10) plot2d([ f(x), al*x+bl, a2*x+b2], [x,-8,8], [v,-30,30], [vx_ratio, 0.5])%

30 T T T
: 6*atan(x)-5%x
N ... 3™%pi-5*x i
20 B —5.*)(—3*0/0[][_
10 B N e ]
) [ ............... ............... ....... . ...... ............... ............... ............. _
-30 :
-8 -6 4 2 0 2 4 6 8
X

Przyktad 10

Zbadamy przebieg zmiennosci funkgfi(x) _ 2 GGl

D)2 i naszkicujemy

jej wykres.
[ (%01) f(x):=(2%x"3+6*x"2+6*x+1)/(x+1)"2$

Dziedziry funkcji f jest zbiérD = (—oo0, —1) U (—1, 00). Obliczamy granice fun-
kcji f na kracach dziedziny.

_7 (94i2) limit(f(x), x, inf); Funkcjaf nie posiada asymptoty poziomej.
(%02)

7 (%i13) limit(f(x), x, minf);
(%03) -

T

(%i4) limit(f(x), x, -1, plus);
(Yo04) -2

T

(%i5) limit(f(x), x, -1, minus);  Wynika std, ze funkcjaf posiada asympte
(%05) - pionowg obustrong o réwnaniux = —1.

Badamy dalej istnienie asymptot ukg€h funkcjif, obliczapc granice:

(9%i0) a:limit(f(x)/x, x, inf)$ (9%i9) a:limit(f(x)/x, x, minf)$
b:limit(f(x)-a*x, x, inf)$ b:limit(f(x)-2%x, x, minf)$
y=a*x+b; y=a*x+b;

(%08) y=2x+2 (%oll) p=2x+2
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Prostay = 2x + 2 jest wec asymptad ukodna funkcji f w +ooorazw —oo

W kolejnym etapach:

a) badamy pierwsg pochodna funkcjif, aby wyznacz§ ekstrema lokalne
oraz przedziaty monotonicznus

b) badamy drug pochodna, aby sprawdzistnienie punktéw przeegtia oraz
wyznaczy przedziaty wypuktosci i widstosci.

Pochodne, podobnie jak w poprzednich przyktadach, definiujemy w postaci

iloczynowej oraz wczytujemy pakiet do roaaywania nierowneci wymiernych.

_7 (94i12) p1(x):="(factor(diff(f(x),x,1)));  Dziedzina pierwszej oraz drugiej
2(x +2)(x% +x +1) pochodnej jest taka sama jak

(%012) pl(x):= - dziedzina funkgciji.
(x +1)

_7 (9%i13) p2(x):="(factor(diff(f(x),x,2)));
(%013) p2(x):=-

(x +1)}

E' (%i14) load(solve_rat_ineq)$

a)
_7 (%i15) realroots(pi(x)=0): Rozwigzan tego réwnania poszuku-
| (%015) [x =-2] jemy w zbiorze liczb rzeczywistych.
I (%i16) p1(x)>0; (%i18) p1(x)<0;
solve_rat_ineq(p1(x)=0); solve_rat_ineq(p1(x)<0);
2(x +2)(x%+x +1 2(x +2)(x% +x #1)
(%016) ( X 5 ):= 0 (%018) 5
(x +1) (x +1)
| (%017) [[x<-2],[x>-1]] (%019) [[x>-2,x<-1]]
" (2%120) f(-2)=f(-2);
(Y%020) f(-2)=-3

Na podstawie powsszych wynikow wnioskujemyze funkcjaf rosnie na
przedziatach:(—oo, —2), ( —1,400) oraz maleje na przedzigle 2, —1).
Ponadto w punkcie = —2 funkcja fosiga maksimum lokalnefi(—2) = —3.
b)

Druga pochodna w catej swojej dziedzinie przyjmuje wiartojemne.

(9%i21) p2(x)<0;p2(x)<0,pred;

(%021) - ~<0

(x +1)
(%022) true



130 Matematyka z komputerem

Zngdujemy miejsca zerowe funkcfi, a nasfpnie szkicujemy jej wykres.
Interesuj nas, oczywicie, tylko pierwiastki rzeczywiste.

Stosujc poleceniesolve otrzymujemy wszystkie pierwiastki (réwaigespolone)
w formie symbolicznej. Dodanieadcan i expand pozwala przeksztai€ije do
prostszej postaci. Naginie wybieramy pierwiastek rzeczywisty i przyalimy
go z doktadnosei 3 cyfr znaczcych.

_7 (9%i23) solve(f(x)=0),radcan,expand;

A3 % 1 A3 % 1 1
0 2 S e, TR Ry - - - -
(%023) [x = RYERYE 1,x= RYERVTE 1, x=—7=2-1]

_7 (9%i24) %[3],bfloat,fpprec=3;
(%024) x = -2.06b-1

E (9%i25) load(draw)$

I (9%126) draw2d( 5
dimensions=[450,600],
xrange=[-3,2],
vrange=[-12,8],
grid=true, o /|
xaxis=true,
xaxis_type=solid,
vaxis=true,
vaxis_type=solid,
line_width=2, N

explicit(f(x),x,-4,3),
line_width=1,
color=red,

explicit(2*x+2,%,-4,3), 10

implicit(x=-1,x,-4,3,y,-12,8)

)$

Przyktad 11

Pudetko w ksztaicie prostopadéianu powinno mié pojemnosé36 cm3. Jego
dno ma by prostolgtem, ktérego stosunek diugndokoéw bedzie wynosi2.
Dno i sciany pudetka maj by¢ pokryte wewntyz farba. Jakie powinny ly
wymiary pudetka, by zty¢ jak najmniej farby?

Z warunkow zadania mamye x - 2x - z = 36, gdziex, 2x, z 3 dugdciami
bokow prostopadi@ianu. Z powyszej rownéci wyznaczamy zmienrz i wsta-
wiamy ja do wzoru na pole powierzchAiscian i dna pudetka.

[ (%i1) x*(2*x)*z=36$ [ (%03) x¥(@2*0+2%¢* 2+ 2*4(2%x)*2, %
(%i2) %/(2%x"2); (%i4) P(x):="(%);
18 108
(%02) z :; (%04) P(x):=2 x? ==
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Dziedzing funkcjiP (zgodnie z warunkami zadania) jest zkbe (0, o).

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji

(9%i5) realroots(diff(P(x),x,1));
(%05) [x =3]

Wynika shtd, ze jest tylko jeden punkt stacjonarny= 3. Badamy znak drugiej
pochodnej funkcjP w tym punkcie.
(9%i6) diff(P(x),x,2);%,x=3;
216
(%06)—3+4
X
(%07) 12
Poniewa P (3) = 12 > 0, wiec funkcjaP posiada minimum lokalne w tym

punkcie. Wyznaczamy teraz wymiary pudetkaxla 3.

(%iB) z=18/x"2,x=3;
(%08) z =2

Zatem najmniej farby wykorzystamy do pokrycia takiego pudetka, ktérego dno
ma wymiary 3 cm i 6 cm, natomiast wysokggst rowna 2 cm.

Poniszy rysunek przedstawia zates¢ funkcyjm powierzchni do pomalowania
(funkcjaP) od diugdci krotszego boku podstawy prostopddianu (zmienna).
Rysunek ten pozwala odczytarzyblizona wartos¢ powierzchni minimalnej.

7 rorion 100 , ,
(%i9) plot2d(P(x), : :

[x,-1,6],[y,40,100],

arid2d, [yx_ratio, 1], 90 7

[xtics,0, 1,6],

[ytics, 0,10,100],

[xabel, " x [em]"],

[ylabel,

"powierzchnia [cm”~2] "]

)$

80 e

70 -

powierzchnia [cm 2]

50 e -

40 1 1 1 | |

Przyktad 12

Dana jest funkcja popytD(p) = pe‘lf’zJr1 w zaleznosci od ceny produktu.
Jak zmieni si popyt na rozwzany produkt, jeeli cenep, = 2 z podniesiemy
0 1%?
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Korzystamy z interpretacji ekonomicznej elastyéendunkcji popytu okrélonej
wzorem

E,D(P) = —D’ .

(P) = 5652 ®

Elastyczné¢ funkcji popytu okréla, w przyblizeniu, o ile procent zmienigspopyt,
gdy ceng wzrosnie 01%. Aby wyznaczy elastycznos¢ definiujemy funkog
popytu oraz jej pochodna.
7

(%i1) D(p):=p*%e"(-p"2+1); [ (%i3) E(p):=(p/D(p))*(D1(p));
[%Ol)D(p)::,ﬂ%e_p2+l (%03) E(p ).—ﬁDl( o)

7 ] | n B

[ (%i2) D1(p):="(factor(diff(D(p),p, 1))) 7 (%i4) p0:2$ 'E(P0)=E(p0):
(%02) DA(p):=-(2 p?-1) %e! ** [ (%05) E(p0)=-7

Wynik oznaczaze przy cenie produkt® zt jej podwyszenie dl% spowoduje
spadek popytu @% (a jej obntenie 01% spowoduje wzrost popytuz9s).

Przyktad 13
Znajac funkcg kosztow catkowitych

K(x) = 0.1x3 — 0.12x2 + 70x + 20 000,

gdziex jest liczba wytworzonych jednostek, wyznaczymy wielk@i®dukciji,
przy ktorej jednostkowe koszty produkeji minimalne. lle wynoszte koszty?

Funkcja kosztéw przegtinych (jednostkowych) jest olkdlena rownaniem
k( ) — K(x)

W celu wyznaczenia wielkosci produkcll, przy ktorej jednostkowe koszty pro-
dukcji ;8 minimalne, definiujemy funkejkosztéw przeeitnych i obliczamy jej
pierwsz oraz drug pochodna.

" (%i11) k(x):=(1/10%x~3-12/100%x" 2+ 70*x+20000)/x;
k1(x):="(radcan(diff(k(>),x)));
k2(x):="(radcan(diff(k(x),x,2));

1 12
— x2 -—— x? +70 x +20000

10 100
%o1) k
(%01) k(x):= .
5 x> -3 x?-500000
(%02) k1(x):= -
25 x
X2 200000

(%003) k2(x):=

hix™

Nastpnie wyznaczamy punkty stacjonarne. Intergwgs jedynie pierwiastki
rzeczywiste (a doktadniej dodatnie) pochodriej ich przyblizenia catkowite.
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_7 (%i4) realroots(k1(x)),bfloat,fpprec=3;
(%04) [x =4.66b1]

" (%i5) round(rhs(%[1]));

| (%05) 47
7 (%i6) k2(%),numer: Druga pochodna w punkcie stacjonarnym
i (%06) 0.5852}1[}8656814 ma wartoéédodatna';, WiQC jest to minimum.

Whioskujemy sid, ze jednostkowe koszty produkcp :iajmniejsze, gdy wiel-
kos¢ produkcji wynosi 47 sztuk. Liczymy teraz jednostkowe koszty produkcji
przy wielkosci produkcji rownej 47 sztuk.

(%I7) k(47.0);
(%07) 710.791914893617

Zatem najmniejsze koszty przgioe (optimum techniczne) wynasiz,,;,, = 711 zt
i sg oshgane dla wielkosci produkck = 47 sztuk.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Obliczy¢: a)f'(x), gdy f(x) =ln“;’+‘1, b)f® (x), gdyf(x) = e3*(4x2 + 1).

Zadanie 2
Obliczye:

8)L f(@) | xmo, 0y F(0) = e arctg (), b)f® (Z), gdyf(x) =
sin3(2x).

Wyznaczy punkty stacjonarne funkcji:
a) f(x) = 22 b) f(x) = 2
x2-2x"' x—x2’
c) f(x) =In3x —3Inx, d) f(x) =v1—x2—0.5arcsinx.

Zadanie 4

Wyznaczy ekstrema lokalne (o ile istnigjoraz przedziaty monotonicznms
funkciji:

a) f(0) =5, b) f(x) =5,

c) f(x) = , d) f(x) = 2arctg?x — warctgx + 1.

X

1-lnx

Zadanie 5
Wyznaczy ekstrema lokalne funkcji wykorzystgj drugi warunek wystarczgy
istnienia ekstremum lokalnego:
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a) f(x) = 3x> — 25x3 + 60x, b) f(x) = 3arcsinx — 4xV1 — x2.

Zadanie 6

Wyznaczy najmniejsz i najwigksz wartos¢ funkcji na wskazanym przedziale:
a)f(x) =(x*—-2)V4—x2, xe[-1,1],

b) f(x) =3In?x —In3x, xE€ [ee?],

c)f(x) =(Qcosx —1)%, x€ [%,n],

d) f(x) = x — 2sinx + 2cosx — 2cos?x, xE€ [0,%].
Zadanie 7

Wyznaczy punkty przegicia (o ile istniej) oraz przedziaty wkistosci i wypu-
ktosci funkgciji:

—1)3
a)f(x) =222, b) £(x) = (1 — 2x2) €%,
) f(x) = x —arctgx, d) f(x) = x(2Inx — In?x).
Wyznaczy réwnania asymptot wykresu funkciji:
2 -X
Af) ==, bf)=_, ¢) f(x) = 4arctgx — x,

D) =1-"5 e)f(x) = x —ex.

X

Zbada przebieg zmiennosci funkcji:
3 1
a)f(x) ==, b)f(x) = xex, Q) f(x) = 2x* —x + De%,

X

d)f() = —, e)f(x)=In*x—Inx—1, f) f(x) = (x —5)VxZ + 1.

In

Zadanie 10
Ktory z prostoktow o polu S= 100 cn? ma najmniejszy obwod?

Zadanie 11
Liczbe 200 przedstawiono w postaci sumy dwodch sktadnikow tek,iloraz

sumy kwadratoéw tych sktadnikow przez iloczyn tych sktadnikdw jest najmniejszy.

lle wynosi wartos¢ tego ilorazu?

Zadanie 12

Z kawatka drutu o diuga$ 90 cm naley zbudowa model prostopadiaianu
0 podstawie kwadratowe] i najgkiszej obgtosci. Jakie powinny by wymiary
tego prostopadkzianu?

Zadanie 13

Pole powierzchni catkowitej prostopadid&nu o podstawie kwadratowej jest
réwne12. Jakie powinny by wymiary tego prostopadéoianu, by jego olgfos¢
byta najweksza?
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Funicja popytu na pomidory w zaleosci od cenyp jest okrélona wzorem
D(p) = pe‘3pz. Jak zmieni si popyt na pomidory, jeli cere p, = 5 zt pod-
niesiemy 01% ?

Funlkcja popytu na gruszki w zaleosci od ceny p jest okélona wzorem

D(p) = 100eV100-P* Jak zmieni si popyt na gruszki, jeli cere p, = 6 zt
podniesiemy 01% ?

Dla poniszych funkcji kosztow catkowityck wyznaczy wielkosé¢ produkcii,
przy ktorej jednostkowe koszty produkcii sinimalne i podé, ile wynosz te
koszty.

a)K(x) = 0.02x3 — 5x2 + 30x + 180 000,
b) K (x) = 0.005x3 — 6x2 + 3000x + 52 000.

Odpowiedzi

1 2 3x
a) D b)27(12x* + 32x + 19) e°*.

a)0, b)—48.

3. ax=-1x=3-V7.x=3+V7ibx= 1-2 x= 1+
Ox=et,x=e;dx=-05.

4. a) funkcja jest rosgra na przedziatacli—o, —3), (3, ©) oraz malejca na prze-
dziatach:(—3, 0), (0, 3), maksimum lokalne w punkcie= —3, minimum lokalne
w punkciex = 3; b) funkcja jest rosita na przedzialé-, 0.5) oraz malejca na
przedziatach(0.5,1), (1, ), maksimum lokalne w punkcie= 0.5; c¢) funkcja
jest rosmca na przedziatachfD, e), (e,e?) oraz malejca na przedzial€e?, «),
maksimum lokalne w punkcie = e?; d) funkcja jest malefa na przedziale
(—o0, 1) oraz rosaca na przedzial€l, «), minimum lokalne w punkcie = 1.

5. a) maksimum lokalne w puncie= —2 oraz w punkciec = 1, minimum lokalne

w punkciex = —1 oraz w punkciec = 2; b) maksimum lokalne w puncie= —g

- L V2
oraz minimum lokalne w punkcie = -

6. @) Min f(x) = £(0) = —4 , MAXf(x) = f(=1) = F(1) = —3;

(11

i — — — 2y —4- i — T\ _

b) Min f() = f(1) =0, MAXf(x) = () =4; ©) [rfm] feo=£(%)=o,

max f(x) = f(r) = 9; d) Min f(x) = f (%) ~ =0.24, Max f(x) = £(0) = 0.

5] 3] 03]

7. a) funkcja jest widsta na przedziatacli—oo, 0), (1,2) oraz wypukia na przedziatach:
(0,1), (2,), x =1 — punkt przegiecia; b) funkcja jest wkla na przedziatach:
(—o0,—2), (0,0) oraz wypukla na przedziale-2,0), x = —2, x = 0 — punkty
przegecia;
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¢) funkcja jest widsta na przedziale-o, 0) oraz wypukta na przedzia{®, o), x =
0 — punkt przegiecia; d) funkcja jest wypukta na przedZi@jd) oraz wkbsta na
przedzialg(l, o), x = 1 — punkt przegiecia.

8. a)x =3 asymptota pionowa obustronna= x + 3 asymptota ukana przyx -
+o0; b)x = —2 asymptota pionowa obustronna= 2 asymptota pionowa obu-
stronnay = 0 asymptota pozioma pray— c; c)y = —x + 2m asymptota ukina
przyx — oo,y = —x — 2w asymptota ukéna przyx - —oo; d)x = 0 asymptota
pionowa prawostronng, = 1 asymptota pozioma przy— o; e)x = 0 asymptota
pionowa prawostronng, = x — 1 asymptota ukéna przyx — +oo.

9. a)x = —1 asymptota pionowa obustronna= 1 asymptota pionowa obustronna,
y = —x asymptota ukéna przyx — t+oo, funkcja jest maleca na przedziatach:
(—o0,—2), (2,00) oraz rosgca na przedziatact{—2,—-1), (—1,1), (1, 2), mini-
mum lokalne w punkcie = —2, maksimum lokalne w punkcie= 2, funkcja jest
wypukia na przedziatacl{—o, —1), (0, 1) oraz wkksta na przedziatacti—1,0),
(1, =), x =0 — punkt przegicia; b)x = 0 asymptota pionowa prawostronnas=
x + 1 asymptota ukina przyx — too, funkcja jest rosqca na przedziatach:
(—0,0), (1,0) oraz malejca na przedzial€0,1), minimum lokalne w punkcie
x =1, funkcja jest wkdsta na przedzial§—oo,0) oraz wypukta na przedziale
(0,00); c)y = 0 asymptota pozioma pray— o, funkcja jest maleca na prze-
dziatach:(—, 0.5), (2, ) oraz rosaca na przedzial€0.5,2), minimum lokalne
w punkciex = 0.5, maksimum lokalne w punkcie= 2, funkcja jest wypukta na
przedziatach(—, 1), (3.5, ) oraz wkksta na przedzial€l, 3.5), x = 1,x = 3.5
— punkty przegicia; d)x = 1 asymptota pionowa obustronna, funkcja jest medej
na przedziatach(0,1), (1,e) oraz rosaca na przedzialée, o), minimum lokalne
w punkciex = e, funkcja jest widsta na przedziataclf0, 1), (e?, «) oraz wypukta
na przedzialeg(1,e?), x = e? — punkt przegicia; €)x = 0 asymptota pionowa
prawostronna, funkcja jest malep na przedziaIéO, \/E) oraz rosaca na przedzia-
le (Ve, «), minimum lokalne w punkciec = Ve, funkcja jest wypukta na
przedziale(0, Ve3) oraz wkesta na przedzialgve?, «), x = ve3 — punkt przeggia;

5-17 5+V17 .

" ) (T,oo) oraz malejca

. 5-v17 ..
, maksimum lokalne w punkcie = Z_, minimum

5+V17

f) funkcja jest rosaca na przedma&acl’( 0,
5-v17 5+\/_)

na przedmale{

lokalne w punkciex = , funkcja jest widsta na przedzial€—oo,1) oraz

wypukta na przedzial€l, o), x = 1 — punkt przegiecia.
10. Kwadrat o dtugéci boku10 cm.
11. 2.
12. 7.5¢cm,7.5cm,7.5 cm.
13.v2,v2,v2.
14. Popyt spadnie ©4%.
15. Popyt spadnie 8.5%.
16. a)x = 219 sztuk,k,,;,, = 716 zt ; b)x = 614 sztuk,k,,;,, = 1286 zi.
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Tabela 11.1

POLECENIA  OPIS
I

= definicja chgua,
.b ciag liczb oda dob wypisanych cd ?
.b ciag liczb oda do hwypisanych ca ?
arlthmetlc(a ,)  n-ty wyraz chgu arytmetycznego o pierwszym
wyrazie ai réznicy r v
arithsum(a,r,f)  suma cigu arytmetycznego-wyrazowego
0 pierwszym wyrazie aréznicy r
geometric@,q,)  n-ty wyraz cagu geometrycznego o pierwszym
wyrazie ai ilorazieq ¥
geosum@,q,n) suma cigu geometrycznego-wyrazowego
0 pierwszym wyrazie ailorazieq v
makelist(w,i,L)  w wyrazeniu w, i zmienia st wg elementéw listy L
makelist(w,i,ip,ik,K)  tym razemi zmienia s} odip doik z krokiemk
sort(L,p)  poradkuje list L wg reguly (relacjip
1 Funkcje dosfpne po wczytaniu pakiefuncts.

2 Funkcje dostpne po wczytaniu pakieinteger_sequence
%) Polecenienakelist ma jeszcze kilka innych alternatywnych sktadni.

a[n
a.
T

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1
Obliczymy trzeci wyraz i sumtrzech pierwszych wyrazéwagiu arytmetycznego
0 wyrazie pocatkowyma,; = 1i réznicy r= 2

[ (%i1) load(functs)s Weczytujemy pakiefuncts.
_7 (%i2) a[n]=arithmetic (a, r, n);
(%02) @, =(n-1)r +a

T

(%i3) a[3]=arithmetic (1, 2, 3);
(%03) a3 =5

_7 (%%i4) S[n]=arithsum (a, T, nj;
((n-1)r )
2

(%04) 5, =n| +3 i

T

(%i5) S[3]=arithsum (1, 2, 3);
(%05) 545 =9
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(%i6) S[3]=arithmetic (1, 2, 1)+arithmetic (1, 2, 2)+arithmetic (1,2, 3);
(%06) 55 =9

Przyktad 2
Obliczymy trzeci wyraz i sumtrzech pierwszych wyrazowagu geometrycz-
nego o wyrazie poatkowyma, = 1 i ilorazie g= 2.

[ (%i1) load(functs)$

I

(%i2) geometric (g, q, n);
(%02) a g" !

™

(%i3) a[3]=geometric (1, 2, 3);
(%03) 35 =4

(%i4) S[n]=geosum (a, q, n);
a(1-¢")

(%04) 5, ==~

[ (%i5) S[3]=geosum (1, 2, 3);
(%05) 55 =7

(%ie) S[3]=geometric (1, 2, 1)+geometric (1, 2, 2)+geometric (1,2, 3);
(%06) 55 =7

Przykitad 3
Zbadamy monotonicznoddbliczymy granie ciagu o wyrazie ogélnym
__4n+3
n = 1500

" (%i1) a[n]:=(4*n+3)/(1-2*n);

(%01) 2 __4n+3
T o

T

(%i2) 'a[n+1]=a[n+1];
4(n+1)+3

%02) a =
(%02) 35 44 1-2(n+1)

T

(%i3) 'a[n+1]-'a[n]=factor(a[n+1]-a[n]);
10

%03) a g E————————————
(%03) 2 1 -2, (2n-1)(2n +1)

Ponewaz a,,; —a, >0 dla n€ N, wiec ciag ten jest rosacy.



11. Chgi liczbowe i funkcyjne

(%i4) 'limit(a[n], n, inf)=limit(a[n], n, inf);

(%04) Iim 73 _ 5
5-2n

n-=x

Przyktad 4
Dany jest cig o wyrazie ogolnyna,, = n"—,'l Obliczymy kilka jego wyrazow,

zbadamy jego monotonicznogéaz obliczymy granicelim a,, lim Znit
— 0

n—w an
_7 (9%i1) a[n]:=nl/n"n;
n!
(%o01) a,,:=—
ﬂ.l’?
=

(%i2) a[1];
(%02) 1

" (%i3) a[5];

24
(9%03) 5
_7 (%i4) makelist(display(alil),i,[1,2,5,101)%
i
o
95 625
567

g =T
107 1562500

=] T

(%i5) assume(n>=1);
(%o05) [n==1]

~

(%ie) 'a[n+1]1/'a[n]=a[n+1]/a[n];
minfactorial(%a);

dpe1 A"(n+1)" (A +1)

(9%06)
" mnl
dn+1 _ a"

3, (n+1)”

(%07)

=~

(%i8) is (rhs(%)<1);
(%08) true

Poniewa dla chgu (a,,) o wyrazach dodatnich iIore‘%‘ﬂ jest mniejszy i1,

wigC Ciag ten jest malapy.
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_7 (%i9) 'limit(a[n], n, inf)=limit(a[n], n, inf);

!
(%09) lim —-=0
f-= n

I (9%i10) 'limit('a[n+1]/'a[n],n, inf)="limit(n~n/(n+1)"n, n, inf);
limit('a[n+11/'a[n],n, inf)=limit{n~n/(n+1)"n, n, inf);
n
(%010) fIm -2~ fim
a->w 0 n-= r(”'f'l)ﬁ

dp e+

(%011) lim =0pe’!

n->x 7

Przyktad 5
Rozwamy ciag funkcyjny o wyrazie ogoélnyrf, (x) = nsin%, x€R, neN.
Naszkicujemy wykresy czterech pierwszych wyrazéw tegguci

E (%i1) f[n](x) := n*sin(x/n)$ 7 (%i4) makelist(display(f[n](x)),n,1,4)$

Fi(x)=sin(x)

7 (%i2) f[3100=F3100); | |X|
(%02) f5(x)=3 sinlgl filx}=2 Sl )

Fy(x)=3 sm|§|

_7 (%i3) 'f[3](3*Yopi)=F[3](3*%upi); et
(%03) F5(3 ) =0 Fa(x)=4 Srnlgl
7 (%i5) rys:fn](),n=[1,2,3,4];
I;'X"\ :"X‘\. IJ'X‘\
o . e e X

I (%05) [sin(x),?2 5|n|\‘2J,3 Sml‘j"lﬂ sml\ﬂJ]

_7 (%i6) wxplot2d(rys, [x,-1,8%%pi], [legend,"f1","f2","f3","f4"],[box,false])$
f1 ——
f2
fa
4, —

(%t6)




11. Chgi liczbowe i funkcyjne

141

Przyktad 6

Obliczymy przyszi wartos¢ FV,, kwoty PV = 1000 zt przy oprocentowaniu
rocznymi = 2% (prostym i ztozonym) po 5 latach.

[ (%i1) load(fundts)s

oprocentowanie proste

— Cigg arytmetyczny o réznicy

r=1i-PV

(%i2) arithmetic(PV,I*PV n+1) factor;

F (%02) (/ n+1) PV
[ (i3) kill(FV)$
[ (%i4) Fvin]:=(Pn+1)*PVs

' (%I5) FV[1];
(%05) (7 +1) PV

E Wartos¢ po roku:

_7 (%i6) %, PV=1000,i=0.02;
(Ye06) 1020.0

B

(%i7) FV[5];
(%07) (57 +1) PV

E Wartos¢ po pieciu latach:

(%i8) %, PV=1000,i=0.02;
(%08) 1100.0

oprocentowanie ztozone

—40) geometryczny o ilorazie
q=1+i

(%i9) geometric(PV,i+1,n+1),factor;
(%09) (/ +1)" PV

[ (%i10) kill(FV)$
[ (oi11) FVnl:=(i+1)n*PVs

7 (%i12) FV[1];
i (%012) (/ +1) PV

f Wartosc po roku:

_7 (%i13) %, PV=1000,i=0.02;
| (%013) 1020.0

7 (%i14) FV[5];
(%014) (7 +1)° PV

E' Wartosc po pieciu latach:

" (%i15) %, PV:1000,i:0.02;
(%015) 1104.0808032

Po 5 latach wartos¢ przyszta000 zt przy oprocentowaniu prostym wzrosta
0 100 zt, a przy oprocentowaniu ztozonym o 104,08 gkyli 04,08 zt wiecej.

Uwaga 1

Do obliczania wartéci piengdza w czasie mozna rownigvykorzyst& funkcje
ekonomiczne znajdage s¢ w pakiecigfinance.
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Zbad& monotonicznos&iagdw i obliczy ich granice:

_ 2n —L _n_z _L‘
a)an = n+s b)bn T nze1’ C)Cn =3 CD dn =—-
Obliczy¢ granice cigow:
. 2.3n_6n+1 ||m n T . nz nz
3) '|1I—r1]° 6"+2 ' €) n—ow 2n L, e) leo (n2+3) )
i 2n?+3 ; B > ) 1 n
b) Im o d) im (3n —v9n? +n), f lim (2-1)"

Obliczy¢ przyszh wartos¢ FV,, kwoty PV = 20 000 zt przy oprocentowaniu
rocznymi = 3% (prostym i ztozonym) po 4 latach.

Odpowiedzi

1. a) rosmcy,2; b) malejcy, 0; c) rosmacy,co; d) rosmcy, o.
2. @) =6, b)—Z, )1, d) ze)e f) nieistnicje.
3. 22400 zt (oprocentowanie proste)2 510,18 zt (oprocentowanie zimne).
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Tabela 12.1

POLECENIA  OPIS

sum(w(k),k,k0,k1) suma wyraen postaciw (k) dlak zmieniapcego
sie 0dk0 dok1 z krokiem1 (czsto daje
jedynie zapis symboliczny szeregu)
sum(...), simpsum opcja upraszczaga sum(...) np. gdy sumowan
jest do nieskonczonaklub do zmiennegj
simplify_sum(sum(...)  najbardziej zaawansowane upraszczanie$um
powerseries{(x), x, @  szereg Taylora funkcji w punkciea
niceindices(..) indeksowanie postaéij, k,l,m,n ?
taylor(f(x),x,a,n)  wielomian Taylora dla funkcjf stopnian
w punkciea
S, revert  szeregs odwrotnie uporgdkowany ¥
sumisdivergent  komentarz oznaczgy, ze szereg jest rozliey
Y Polecenie dogpne po wczytaniu pakiesimplify _sum.
2 Dotyczy m.in. polec& sum, product, powerseries
%) Opcja dosipna po wczytaniu pakienevert.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykitad 1
Obllczymy sumy

2y w Y-, 03 % 95l 93 ()

E a) 4+16+64+ ... +1024

(%i1) display(sum(4~k, k, 1, 5))%
5

% 4% —1364

£=1
E b) 1+3+45+7+ ... +2n-1

(%i2) display(sum(2*¥k-1, k, 1, n)), simpsum$

n

sz-lznﬁ

k=1
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Zauwazmy, ze Maxima nie zapisuje sumowanych sktadnikéw w nawiasach.
Niemniej jednak powsszy zapis dotyczy sunlyy_,(2k — 1).

[ ©) 1/2+1/4+1/8+ ...

(%i3) display(sum(1/27k, k, 1, inf)), simpsum$
Ly
2k
k=1

E d) szereg geometryczny: a=3, q=4/5

(%i4) display(sum(3*(4/5)"k, k, 0, inf)), simpsum$

=

4\
3l5) =15

k=0

E e) dwumian Newtona

_7 (%i5) display(sum(binomial(n, k), k, 0, n)), simpsum$
I
ifn‘.l _ ﬂ
g !\‘k,'l_ 2
k=0

(2%i6) s(n):="(sum(binomial(n, k), k, 0, n));
i

(%06) s(n):zz ;|

k=0
(%i7) s(3)=ev(s(3),simpsum);
3

(Dfnonz ?.s

k=0

s

Przykiad 2
Zbadamy zbignos¢ szeregow:

[oe]

a)kzzzg—l,:, b) k;% c)kzﬂ%, d)Z%, e);ﬁ.

k=0
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[ a) 16/9+64/27+256/81+...

_7 (%i1) 'sum((4/3)7k, k, 2, inf); sum((4/3)"k, k, 2, inf), simpsum;
&
4
(Y%01) —
31’%
k=2
sum: sum is divergent.

| --an error. To debug this try: debugmode(true);

E b) szereg harmoniczny rzedu 1: 1+1/2+1/3+1/4+...

P (oi3) sum(1/k, k, 1, inf);

sum(1/k, k, 1, inf), simpsum;

sum(1/k, k, 1, 1000), simpsum, numer;
sum(1/k, k, 1, 100000), simpsum,numer;

o0

(%03) Z%

k=1
sum: sum is divergent.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);
(%05) 7.485470860550343
(%06) 12.09014612986328

E c) szereg harmoniczny rzedu 2: 1+1/4+1/9+1/16+...

(9%i7) display(sum(1/k”~2, k, 1, inf)), simpsum$

oo

112

26
k=1
[ d) 1+1+1/2+1/6+1/24+...
E (%i8) load("simplify_sum™)%

(%i9) sum(1/klk,0,inf)=simplify_sum{sum(1/k!k,0,inf});

E 1
(%09) E:Dfue
k=0
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[ o) (1-1/2)+(1/2-1/3)+(1/3-1/4)+...

i (%i10) 1/k/(k+1)=partfrac(1/k/(k+1),k,1,inf);
sum(%,k, 1,inf);
simplify_sum{%);

1 1 1

k(k+1) k k+1

oty S L N1 1
g k(k+1) /S k k+1
k=1 k=1

(%012) 1 =1

(%010)

Przyktad 3
Wyznaczymy sumy szeregow pgbwych
x* oraz kx*.

T

(%i1) assume(abs(x)<1);
(%01) [|x|<1]

(%%i2) sum(x~k, k, 0, inf)=ev(sum(x~k, k, 0, inf),simpsum);

o0

1
(Y%02) Z x¥ = or

k=0

T

T

(%iI3) diff(%,x,1);

oo

(%03)ka* '1=%
(1-x)

k=0

 (%i4) %*x;

o0

(%oﬂl)xZ kx%1= al 5
(1-x)

k=0

Przyktad 4
Wyznaczymy zbiér tyclr € R, dla ktorych zbieny jest szereg:

a)i:—ix", b) i?;l—n(x+1)” .
n=0 n=0
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(%i1) sum{n!/2"~n*x~n, n, 1, inf);

bray

nlx”
(%01) Z i

n=1

7 (%i2) a[n]:=n}/2"n;
n!
(%02) a,:=—

27

(%i3) a[n+1];
(%03) 2" Y(n+1)

T

(9%i4) 'a[n+1]/'a[n]=a[n+1]/a[n];
(n+1)!
2n!

dp+i

(Y%04)

m

(%0i5) minfactorial(96);
dpr1 n+1
-2

(%05)

n

[ (%i6) limit(%,n,inf);
Fpel

(%06) lim

n->w 7

=aD

Promier zbieznosci jest rowny zero, zatem szereggootvy jest zbieny tylko

dlax = 0.
b)
_7 (%i1) a[n]:=3"n/n;

3."?
(%01) aﬂ:z:

I (%i3) sum(f(x), n, 1, inf);

0

(%603) ZM

n=1

T

(%i5) 'a[n]~(1/n)=a[n]"(1/n);

(i) 1.-"."?:—
('/005) 5.-’? ﬁ‘l"fﬁ

T

(%ig) limit(Y%,n,inf);
(%06) lim al/”=3
->o

™~

(9%i7) r:1/%,;

M,
im ay” 3
n-=x

7 (%i2) f(x):=aln]*(x+1)"n;
(%02) f(x)i=a,(x + 1)”

7 (%i4) %,x+1=t;

r

3."?£.."?
%04
(qu% .

n=1

Promiar zbieznosci dla t wynosi

1
r =3, zatem szereg pgowy

jest zbieny dla kadego te (_%)1),

) 3
czyli

—§<t<§
Stad
. —§<x+1<§,
co daje
4< - 2
3~ 73

SzeregZ;‘f:(,% (x + 1)™ jest wic zbiezny co najmniej dla € (— 2 - 3).

Sprawdzimy teraz zbimos¢ rozwazanego szeregu na ki@ach tego przedziatu.

3 3

Zajmiemy s¢ zatem szeregami liczbowymi.
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Niechx = — 2.
3

4 (%i8) sum(f(x), n, 1, inf);

Niechx = — 2.
3

4 (9%i10) sum(f(x), n, 1, inf);

| %o, x=-4/3; | Yo, x=-2/3;
37(x +1)" 37 (x +1)"
(%08) Z— (%010) B el
i n
n=1 n=1
(-1)” 1
0 0 il |
(/nog)z p (%011) -
n=1 n=1

Uzyskalémy szereg naprzemienny.
Spetnia on zalozenia kryterium
Leibniza, gdyz:

Uzyskalsmy szereg harmoniczny
rzgdu 1, czyli rozbieny.

1" (%i12) kill@@[n])$ a[n]:=1/n;

1
%013) @,,:=—
(%013) a, B

" (%i14) 'limit(a[n], n, inf)=limit(a[n],n,inf);

1
(%014) lim —=0
n-=x
_7 (%i15) a[n+1]-a[n]=ratsimp(a[n+1]-a[n]);

(%015) — ~ = —
e n+l n p2up
. o 3" n: . 4 2
Reasumujc, szeregi]n:(,;(x + 1) jest zbigny dlax € [—;, —5).
Uwaga 1
[ Szereq 25| W celu rozwingcia funkcji w szereg
e [ potegowy naley wybra& MENU-
e RRC/Rozwin w szereg Maxima poda
Zmierna: X wtedy kilka pocatkowych wyrazéw
e | p—— rozwinigcia. Jéli zaznaczymy opej
e Szereg poégowy, Maxima wywietli
e . post& szeregu.
[Clszereg potegowy Formularz dosipny tez jest z palety
ok ] [ A ] Podstawowa Matematyka
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Przykitad 5
Rozwiniemy w szereg Taylora funkcje:

a) f(x) =e¥, b) f(x) =sinx, c)f(x)=

1

d)f(x) =In(x + 1).

1+x’
a) [ (9%i1) f():=exp(x)s$
_7 (%i2) f(x)=niceindices(powerseries(f(x), x, 0)); (9%i3) %,x=1;
. x' 1
(%02) Yoe” = 7 (0/5303) Oge = F
=0 i =0
P (%i4) sum(1/it, i, 0, 3),numer; Poréwnujemy przyblienia liczbye
sum(1/il, i, 0, 5),numer; uzyskane przez sumowanie czterech,
| sum(1/i, 1, 0, 8),numer; szeciu oraz dziewgciu pierwszych
(Yo04) 2.666666666666666 wyrazéw szeregu (%03)
(Y%05) 2.716666666666666
(Y%06) 2.71827876984127
7 o .
[ (%i7) %e,numer; oraz warté¢ numeryczna sumy do-
(Y%07) 2.718281828459045 stepra W Maximie

Naszkicujemy wykres funkcfi(x) = e* oraz kolejne jej przybtenia wielomia-
nami stopni2, 5, 7. Zauwamy, ze, zwkkszajc stopié wielomianu, otrzymujemy
coraz lepsze przylaenie funkcjif na coraz wikszym przedziale.

I (9%i8) t1:taylor(f(x), x, 0, 2);
t2:taylor(f(x), x, 0, 5);
3:taylor(f(x), x, 0, 7);

&2

(%08)/T/ 1 +x +?+

- X2 X3 Xt X
(%09)/T/ 1 +x +—+—

...
2 6 24 120
(%ol10)/T/ 1+ +X2+X3+)(4+)‘IS+xIS + x’ +
ol0) T/ L +x+—+—+——+ +—+———+...
¥ e 2 6 24 120 720 5040

i (9%i11) plot2d([f(x),t1,t2,13],[x,-4,2],[v,-1,3],[y»_ratio, 0.5],
[|egend,"f(:()=exp(x)”,”tl"("t2","t3":|,
[stvle,[lines,2],[lines,1],[lines,1],[lines,1]],
[gnuplot_preamble,"set key top center;"] 1%

Rysunek zamieszczamy na koncu przyktadu.

Uwaga 2
Dzieki mozliwosci rozwinigcia funkcji f(x) = e* w szereg Taylora mozemy

;s rr . H o 1 1 ==
znalez¢ wartosé catki oznaczonejeggtosi rozkladu Gaussdb i dx.
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(9%i1) intggr'qte(lf(sqrt(z*ﬂfnpi)j*exp(—(x”‘2),1’2), %, 0, 1);

(9%i2) taylor(1/(sqrt(2*%pi))*exp(-(x~2)/2), x, 0, 6);

x? x* x°

1
VIR AP AT A7 3NN

(%02)/T/

I (9%i3) integrate(%, x, 0, 1);
| %,numer;
(%03) 479
ola) — - —
352927
(%04) 0.34123812912908
3 T T T
f)=exp(x) .
25 1 — -
27—
2 B3 — 7
1.5 F ' -
1 - -
0.5 -
0 S —
05k /'H _
1 / 1 1 1 | l
-4 -3 -2 -1 0 1 2
b)

7 (%i1) f(x):=sin(x)$
f(x)=niceindices(powerseries(f(x), x, 0));

o0

9%02) si (-1)' x2771 ¥ (%i3) t1:taylor(f(x), x, 0, 3);
Sl s (27 +1) t2:tavlor(f(x), x, 0, 5);
-0 | t3:tayvlor(f(x), x, 0, 8);

L 3

X
(%03)/T/ x -?7‘

3 XS

X
Yod)/T) X ——+——+
(%o4)/ 6 120

)(3 XS X?
Y%od)/T/ x —+—-—-+
(B0 6 120 5040
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[legend,"f(x)=sin(x)","t1","t2","3"],

(%%i6) plot2d([f(x),t1,t2,83],[%,-5,51,[v,-2,3],[yx_ratio, 0.5],
[style,[lines,2],[lines,1],[lines,1],[lines,1]] )%

3 T Y T T T T
| ; f(x)=sin(x)
\ | H——
2 \ t2 — 4
\ | B3 F—

C)

' (%i1) fo):=1/(1+x)$
f(x)=niceindices(powerseries(f(x), x, 0));
fOx)=taylor(f(x), %, 0, 6);

oo

1 P Pametamy jednakze réwno
() E=Z( G §Ci (%/0023/,J ¢03) zachodz
i=0 jedynie dla x spetniajcycl
(%03)/T/ it Fxt-xwxt-x e xt warunek x| < 1.
- Méwimy w tym przypadku
I (%i4) load("revert")s 0 szeregu geometrycznym
taylor(f(x), x, 0, 6);%, revert; zbieznym.

(%05)/T/ 1-x+x-x+x*-x° +x% +...

(%06)/R/ B P e

Zauwaamy, patrac na poniszy rysunekze zwikszapc stopié@ wielomianu
otrzymujemy coraz lepsze przyl#nie funkcji f, ale tylko na przedziale
(-1,1).

(9%i10) plot2d([f(x),t3,t6,t11],[%,-2,2],[v,-3,5],[yx_ratio, 0.5],grid2d,
[legend,"f(x)","t3","t8","t11"],[axes,solid], [box,false],
[th.csi _1!2{1]( [th.csi _2{3(4]!
[style,[lines,2],[lines,1],[lines,1],[lines,1]],
[gnuplot_preamble,"set key top left;"] )%
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f(x) :
8
1 ——

d)
(%%il1) f0):=log(x+1)%
In(x+1)=niceindices(powerseries(f(x), x, 0));
| changevar(%,i=n+1,n,i);
= . Stosupc changevar,
(-1) x! mozemy zmient nazwy
(o2} In{xoa)= Z indeksow i zakresy
i=1 sumowania.
= To samo polecenie stuzy
(-1)7 x7*1 rowniez do zamiany
(%03) In(x +1) :ZT zmiennych w catkach
= (patrz tabela 12.1).

Rozwinicie funkcji f(x) = In(x + 1) w szereg pe@gowy maemy uzyska
przez catkowanie wyraz po wyrazie rozwitia funkcji wymiernej

gx) = ﬁ (patrz podpunkt c)). Promienie zhimsci obu szeregbwasjedna-
kowe. W poprzednim podpunkcie ustdlitly zbieznos¢ na przedzialé—1,1),
natomiast rown€i (%o2) i (%o03) zachodz przy zalozeniu, ze & (—1,1].
Dlax = 1 otrzymujemy szereg naprzemienny (zbig na podstawie kryterium
Leibniza), ktérego sumy egciowe pozwalaj przyblizaé liczbe In 2.

_7 (%i4) (%03), x=1; 7 (%i6) 'sum((-1)*nf(n+1),n,0,100);
= 100
2 (-1)" 1
0 = 0
(9%04) In(2) e (%06) i
n=0 n=0
_7 (9%i3) log(2),numer; 7 (%i7) %,nouns,numer;
(9%05) 0.69314718055994 i (9%07) 0.6980731694092
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Przyktad 6
Obliczymy przysz wartags¢ po5 latach cigu wptat po R 100 zt platnych
z dotu przy oprocentowaniu rocznyine 2%.

Renta ptatna z dotm =5, R = 100, i = 0,02. Wartos¢ przyszia jest suym
skapitalizowanych wptat postaR{1 + i)*, k=0,...,n — 1.
7 (%i1) S(R,i,n):=sum(R*(1+i)"k, k, 0, n-1);

n-1

(%ol) S(R,;',n):zz R(1 ﬂ'j’{r

k=0

_7 (%i2) 'sum(100*(1+0.02)"k, k, 0, 4)=5(100,0.02,5);
4

(%02) 100 > 1.02% =520.404016

k=0

Wartos¢ przyszta rozweanego cigu wptat wynosi zaterf20,40 zt.

Uwaga 3
Na zakonczenie przedstawimy symbolicznie szereg Maclaurina, czyli szereg
Taylora dlax = 0.

7

(%hil) nrcerndices(pom«;er'ser'res(f(xj, x, 0));

|

x =0/

oo :_f
x' |5 (x)

(%i2) taylor(f(x), x, 0, 3); ) _ ] .

:—f(x) ixz .—f(x) Ex
x i | |dx

(%02)/T/ f(0)+ —f(x)‘ - — ...
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Zadanie 1
Obliczy¢ n-tg sume czesciowg szeregow:

a)i(%) b) Z(—z)", C)Z,n’ d)Z(—l)".

Zadanie 2
Zbad& zbieznos¢ szeregow:

a)inz b) in" C)i 3n—1 d)i 1
2n’ n!’ 2n2+1"° cosy
n=0 n=0 n=0 n=1

Zadanie 3
Wyznaczy zbiér tychx € R, dla ktérych zbieny jest szereg:

N n+ NI cx)(4x+1)" i n! -,
a);(Zx) 1 b) nzom, C) Tl d);m(SX—l) 2

n=0

Rozwina¢ w szereg Taylora:
a f(x)= ﬁ, b) f(x) = ﬁ, C) f(x) =arctgx, d) f(x)=xcosx.

Zadanie 5
Wykorzystupc szeregi pegowe, znaleé¢ przyblizenie liczby:
a)In3, b)m, c)f(x)=cos2, d)f(x)=tg3.

Zadanie 6
Obliczy¢ przyszh wartos¢ po4 latach cagu wptat po R= 20 000 zt ptatnych

z gory (wptaty naspuja na pocatku kazdego roku, nie na koncu) przy oprocen-

towaniu rocznym = 3%.

Odpowiedzi

31 (=3)"*143 n%+n (-4
D=3 (mm-1). D 9 -

1

2. a) zbieny, b) rozbieny, c) rozbieny, d) rozbieny.
3 a)(-10), DR, ) [-20), d)i
4

CD oni

co o0 ® -1 n
a) Zx", b) Z(—l)nxzn : C)Z%xznﬂ 4 ) ”
n=0 n=0 n=0 n=0

5. a) 1.09861228866811, b)3.141592653589793, C)—0.41614683654714,
d) —0.14254654307428.

6. 86182,80zt.
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Szeregiem trygonometrycznym nazywamy szereg postaci:
ag nmx . nmx
> + Z (an cosT + b, smT) ,
n=

gdzie t jest dowolnie ustalona dodaniliczbg rzeczywisf, natomiast
ag, an, b, € R.

Szeregiem Fouriera funkcjf calkowalnej na przedzialg—t,t] nazywamy
szereg trygonometryczny, w ktérym wspotczynnikj, i b, okreslone g
wzorami Eulera - Fouriera:

t t
1 nmx 1 nmx
an =7 J-f(x) cos—t dx, n=0,1,2,.. , b, =7 J-f(x)sin—t dx, n=1,2,...
-t -t

Mowimy, ze funkcjaf spetnia warunki Dirichleta na przedzidtet, t], gdy:

= ma ona na tym przedziale skonczditzbe punktow niecigtosci jedynie
pierwszego rodzaju i w kdym punkcie nieaigtosci wartosé¢ funkcji jest
réwna sredniej arytmetycznej granic prawo i lewostronnej funkcji w tym
punkcie,

= w punktach-t i t wartcci funkcji 3 rownesredniej arytmetycznej granic
funkciji: prawostronnej w punkciet i lewostronnej w punkcie,

= przedziall—t, t] mazna podziek na skonczona liczbe podprzedziatéw tak,
by na kadym z tych przedziatbw otwartych funkcfabyta cikgta i mono-
toniczna.

Jezeli funkcjaf spetnia na przedzialgé—t,t] warunki Dirichleta, to jest ona

suny swojego szeregu Fouriera.

Tabela 13.1

POLECENIA  OPIS

fourier(f,x,p)  podaje wspotczynniki rozwincia w szereg
Fouriera funkcjif zdefiniowanej na przedziale
[=p.p]

fourcos(f,x,p)  podaje wspotczynniki rozwintia w szereg
Fouriera wedtug cosinusow funkgjizdefinio-
wanej na przedzial, p|

foursin(f,x,p)  podaje wspétczynniki rozwigcia w szereg
Fouriera wedtug sinusow funkgjizdefiniowa-
nej na przedzialg), p]
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POLECENIA  OPIS

foursimp(l)  upraszcza listl wspotczynnikow rozwiricia w
szereg Fourierasin(nm) do warto€i 0 oraz
cos(nm) do wartosci(—1)"

fourexpand(l,x,p,limit)  rozwiniccie w szereg Fouriera na podstawie
listy wspotczynnikow )
totalfourier(f,x,p)  rozwiniecie w szereg Fouriera funkdfizdefi-
niowanej na przedziale-p, p]

YW przypadku gdy zmiennamit jest liczka naturala, otrzymujemy sumczesciows
szeregu Fouriera, natomiast gdy przyjmuje wériof , otrzymujemy sam szereg.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykitad 1
Rozwamy funkcg f(x) = 2x —x? dla x € [0,2]. Narysujemy parzyste oraz
nieparzyste przedtuzenie funkcfi na przedzia—2,2].

Parzyste i nieparzyste przedtuzenie funicpznaczymy odpowiednig, i f, .
Funlcje te mozemy zdefiniowanasgpujaco:

_(f(=x), -2<x<0, _(—f(=x), —2<x<0,
f”(x)_{f(x). 0<x<2, f"(x)_{ f(x), 0<x<2,

Najpierw zadeklarujemy funkgjf, a nasipnie, korzystajc z polecé pakietu
draw, narysujemy funkcje, oraz f,.

E(%il) f(x):=if x>=0 and x<=2 then 2*x-x"2%

7 (%i3)  load(draw)s
set_draw_defaults( terminal=wxt, dimensions=[800,300], grid=true,
proportional_axes=xy, xaxis=true, yaxis=true,
xlabel="", ylabel="", xtics_axis=true, ytics_axis=true,
xaxis_type=solid, yaxis_type=solid,
xtics=1-2,-1,1,2}, ytics={-1,0,1}, line_width=2 )%

L7 (9%i6) gl:gr2d( xrange=[-3,3], yrange=[-2,2], title="f_p",
key="f(x)", color=red, explicit(f(x),x,0,2),
key="f(-x)", color=blue, explicit(f(-x),x,-2,0))%

g2:gr2d( xrange=[-3,3], yrange=[-2,2], title="f_n",
key="f(x)", color=red, explicit(f(x),x,0,2),
key="-f(-x)", color=blue, explicit(-f(-¢),x,-2,00)%
draw(columns=2,g1,92)$
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Uwaga 1
Obie funkcjef,, orazf, spetniaj warunki Dirichleta na przedziale-2,2] (3

wiec rozwijalne w szereg Fouriera na tym przedziale).

Przyktad 2
Rozwamy funkcg f(x) = |x| dla x € [-1,1]. Narysujemy okresowe prze-
dtuzenie funkcji f na przedziaf —5,5].

Zaczniemy od zdefiniowania funkcji oraz jej przedtuzenig,.
[/(osi1)  f():=if x>=-1 and x<=1 then abs(x)$

E(%il) fo(x):=1/%pi*acos(cos(%pi*x))s

Zauwamy, ze w drugiej z powyzszych definicji uzgtny funkcji trygonome-
trycznej cosinus oraz funkcji do niej odwrotnej - arcuscosinus.
Wspé’fczynniki% i m zmienity odpowiednio amplitudi okres podstawowy
funkcji ztozonej arccos(cos)) z wartosci2m na 2 .
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Powyzsze wykresy otrzymadiny korzystagc z polece i opcji pakietu draw

[7(%i3)  load(draw)$
set_draw_defaults{ terminal=wxt, dimensions=[900,350], grid=[2,2],
xrange=[-6,6], yrange=[-1,1.5],
proportional_axes=xy, xlabel="", ylabel="",
xaxis=true, vaxis=true, xtics=[-5,2,5], ytics={0,1},
xtics_axis=true, ytics_axis=true, line_width=2,
xaxis_type=solid, yaxis_type=solid )

7(%i6) gl:gr2d( key="f(x)", color=red, explicit(f(x),x,-1,1))%
g2:agr2d( key="fo(x)", color=blue, explicit(fo(x),x,-5,5) )%
draw(columns=1,91,92)%

Uwaga 2
Wykres funkcjif, nazywany jest w zastosowaniachafalprzebiegu trojgnym.

Oczywiscie, funkcjaf,, zarébwno na przedzialg-5,5] jak i na kadym innym
domknigtym przedziale symetrycznym, spetnia warunki Dirichleta.

Przykiad 3
Rozwamy szereg trygonometryczny

1
— sin(nx)
n

n=1
Narysujemy wykresy kilku pierwszych sktadnikow oraz surgcpwych tego
szeregu na przedzigle5,5].

Dla wygody rysowania, zdefiniujemy wyrazy szeregu jako fupitjzmiennej
n oraz k - § sune czsciows s jako funkcg zmiennejk.
E(%il) f(n):=1/n*sin(n*x)%

E(%Q) s(k):=sum(f(n),n,1,k),simpsums

Sprawdzmy teraz dziatanie funkgjirazem z poleceniertrunc, ktére dodaje
przy sumach znak plus oraz wielokropek (ustawissidadniki zgodnie z indek-
sowaniem).

(9%i3) trunc(s(4));
sin(2x) sin(3x) sin(4x)
+ + +
2 3 4

(%03)  sin(x) +

Wykresy przedstawimy w dwoéch kolumnach: z lewej strony - suredcitave,
a z prawej - dodawane do tych sum kolejne sktadniki. Dla obu kolumn bedziemy
obserwowa okresy podstawowe oraz amplitudy.
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Zauwezmy, ze:
$1(0) = f1(x), 52(x) = 51.(x) + (%), s3(x) = 5,(x) + f3(x),

s1(x) falx)
/ANANEAN A AN A AN
S N N M M VOV N

. . . — . . . —
./\. . : /\ ; : . ; .
NI AN AN N AN AN A A\
~ - VI VAR v/ \VAL VARV I VAL VARV
n -n n n 3n -2n -n n 2n 3n
. . . . . . . —
./\\. " ; /\ ; . ; ;
AN AN AN AN AY AN AN AN AN AN AN AY
+#n -n n n 3n -2n -n n 2n 3n

i i i a5 i i i o sl
AN NN N N AN NA_D_ DN N AN
FAAV.IAVALV S VARV AVARVAN VALV ALY B VALV AL VANV
-2n -n n 2n n

i i i i sl i i i o k)
A AN DAL DDA AN,
AV RVAAVAY I VA vE v I vALVALY BV AV VA AV A" A v
\f \\/ \\f \’\ e e

Wszystkie sumy majokres podstawowy réwny 2m amplitudy coraz wksze.
Sktadniki maj natomiast coraz mniejsze amplitudy i coraz mniejszy okres pod-
stawowy (czyli coraz wksz czestotliwosé

2
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Skorzytalimy tu (podobnie jak w poprzednich przyktadach) z pakietu draw

7 (%i5)  load(draw)s
set_draw_defaults( terminal=voct, dimensions=[900,1000], grid=[2,2],
xrange=[-8,12], yrange=[-2,2],
xlabel="", ylabel="", font_size=12,
xtics_axis=true, ytics_axis=true,
xaxis_type=solid, yaxis_type=solid,
Xaxis=true, yaxis=true,
xtics={["{/Symbal -2p}",-6.28],
["{/Symbol -p}",-3.14],
["{/Symbol p}",3.14],
["{/Symbol 2p}",6.28],
["{/Symbol 3p}",9.421%,
ytics={-1,0,1}, line_width=2 )$

color=forest_green, explicit(f(i),x,-2.5%%pi,4*%pi))$
sk(i):=gr2d( key=sconcat("s_" {i},"()"),
color=red, explicit(s(i),x,-2.5%%pi,4*%pi))$
draw(columns=2,
sk(1),fn(2),sk(2),fn(3),sk(3),fn(4),sk(4),in(5),sk(5),fn(6))s

7(%i8) fn(i):=gr2d( key=sconcat("f_",{i},"()"),

Nietrudno odgadna¢ funkej ktora jest sumrozwazanego szeregu na przedziale
[0,27].
X o<x<2n
s(x)=3 2’ ’
0, x € {0,2m},
Zdefiniujemy funkcg suma i sprawdzimy dopasowanie wykresow: funkcji oraz
20-tej sumy cgsciowej szeregu. Punkty na Kigach dadczymy osobno.

IZ(%iQ) suma(x):=if x>0 and x<2*%pi then (%pi-x)/2%

Sa0(x)
s(x), x=(0,2n)

R
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Przykiad 4

L7 (9i10)

sz:draw2d(

dimensions=[500,300], yrange=[-3,3], line_width=1.5,
yiics={["{/Symbol -p/2}",-1.57],

["{/Symbol p/2}",1.571}, grid=true,
color=red, key="s_{20}(x)",
explicit(s(20),x,-2.5%%pi, 4*%pi),
color=blue, key="s(x), x=(0,2n)",
explicit(suma(x),x,0,2*%pi),
key="", point_type=filled_circle,
points([0,2*%pi],[0,0]))%

Podamy wspotczynniki rozwiatia w szereg Fouriera funkgfix) = 2 — x dla
x € (—2,2). Narysujemy wykresy kilku sum eiowych tego rozwiricia ra-
zem z wykresem rozszerzonej (na przedziat doatkmhi-2,2] ) funkcji f.

P (%i2)
P (%i3)
V (%i4)
_7(%i5)

LW
W

P
TN
Wy

Foo
W)
Wy

17 (o%i9)

(%08)

(%09)

E{%im)

f(x):=2-x3 t:2% Najpierw definiujemy funkeg f oraz
przypisujemy zmiennej wartosé2.

declare(n,integer)$ Wprowadzamy deklaragj ze zmienna
n jest liczba catkowhd. Wtedy, przy

load(fourie)$ dalszych obliczeniach, otrzyman»g:

w:fourier(f(x),x,2)%

cos(n m) = sin (n T+ g) = (=D,

ay=2 sin(nn)zcos(nn+§)=0,

a,=0 Weczytujemy pakiefourie, a nasgpnie
4(-1)" korzystamy z polecenidourier, aby

bp =" wyznaczy wsp6tczynniki rozwinjcia

rozwazanej funkcji w szereg.

fourexpand(w,x,t,inf); intosum(%); Rozwijamy funkcg f w szereg

0 . (nnx
) (-1)" sl 2]
n
n=1

Fouriera na bazie wspéiczynni-
kow w.

5 |n]

Stosujemy polecenieintosum,

- +2 aby state4 orazm znalazly &
i" - 3 pod symbolem sumy.
4(-1)" 5|n| ]
Z |42
L= J Definiujemy funkcg s, ktorej
wartasci, ton-te sumy rozwirg-
s(n):=fourexpand(w,x,t,n)s cia w szereg Fouriera.
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Po wczytaniu pakietudraw i wykonaniu ustawie@ za pomog polecenia
set_draw_defaultsnarysujemy wykres funkcji (kolor czerwony) rozszerzonej
0 wartaci 2 na kraicach przedziatu (punkty niebieskie) wraz z wykresami na-

stepujacych sum cgsciowych:sy, sz, S19, S30 (Kolor zielony).

s1(x)

s3(x)

s10(x)

sa0(x)

Funkcja, ktora jest rozszerzeniem funkgj{patrz wykresy powyzej) spetnia wa-

runki Dirichleta, zatem jest ona sarswojego szeregu Fouriera dlae [—2,2].

L7 (%i12)  load(draw)s$
set_draw_defaults( terminal=wxt, dimensions=[700,700], grid=true,

xlabel="", ylabel="", xaxis=true, yaxis=true,
xtics_axis=true, ytics_axis=true, line_width=2,
xaxis_type=solid, yaxis_type=saolid,
xtics={-2,2}, ytics={2,4} )5

7{%il4) ar[i]:=gr2d(xrange=[-3,3], yrange=[-1,5], title=sconcat("s_",{i},"(x)"),
color=blue, point_type=filled_circle, points([[2,2],[-2,2]11),
color=red, explicit(f(x),x,-2,2),
point_size=1.25, points([[2,0],[-2,411),
color=white, point_size=0.75, points([[2,0],[-2,411),
line_width=1.5, color=forest_green, explicit(s(i-1),x,-2,2))3%
draw(columns=2,gr[1],ar[3],gr[10],gr[30])$
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Przykitad 5
Podamy wspotczynniki rozwiecia funkcji f(x) =2 —x dla x € (0,2)
w szereg Fouriera: a) wedtug sinuséw, b) wedtug cosinuséw.

Najpierw (podobnie jak w przyktadzie 1) narysujemy wykres przedtuzenia
nieparzystego,foraz przedigenia parzystego,ffunkcji f na peedzial—2,2].

E(%iz) f0):=2-x$ 1:2%

L7 (%i4) load(draw)s

set_draw_defaults( terminal=wxt, dimensions=[800,400],
xrange=[-2.5,2.5], yrange=[-2.5,2.5], grid=true,
proportional_axes=xy, xlabel="", ylabel="",
xaxis=true, yaxis=true, font_size=14,
xtics_axis=true, ytics_axis=true, point_size=1.5,
xtics={-2,-1,1,2}, ytics=[-2,1,2], line_width=2.5,
xaxis_type=solid, yaxis_type=solid )%

[7(%i7)  fa:gr2d( title="a)",
color=red, explicit(f(x),x,0,2),
color=blue, line_type=dots, explicit(-f(-x),x,-2,0),
point_type=filled_circle, points([[-2,0],[2,0],[0,01,[0,21,[0,-211),
color=white, point_size=1, points([[0,2],[0,-2]11))%
fb:gr2d( title="b)",
color=red, explict(f(x),x,0,2),
color=blue, line_type=dots, explicit(f(-x),x,-2,0),
point_type=filled_circle, points([[-2,01,[2,01,[0,211) )%
draw(columns=2,fa,fb)$

Obie funkcjef, orazf, spetniaj warunki Dirichleta, w¢c % rowne swojemu
rozwinigciu w szereg Fouriera na przedziple2,2].
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Wczytamy pakietourie i zadeklarujemy zakres zmiennej
[ (%i11)  load(fourie)s

E(%ilZ) declare(n,integer)s

Uwaga 3
W dalszej czsci przyktadu 5 i w kolejnych przyktadach ustawimy w Preferen-

cjach programu (zaktadka styl) czcienkatematyczay - Calibri, aby wyraniej
wyswietlata s¢ liczbarr.

Wyznaczymy wspotczynniki rozwiecia funkcji f w szereg sinuséw (polecenie
foursin) oraz w szereg cosinusOw (polecefigrcos). Na bazie tych wspdt-
czynnikow i polecenifiourexpand podamy posiaszeregoéw przeksztatcona po-
leceniem intosum

7(%i10) wa:foursin(f(x),x,t)$
4

('\."\\." a-\, b _
/ L

7(%i12) fourexpand(wa,x,t,inf); intosum(%o);
== {mnx
sinI )
L2
4 - -
n

== (mnx
4sm|

L 2
(%012) g —_—
mn

n=1

(%o011)

7(%i15) wh:fourcas(f(x),x,t)$ wh:foursimp(wb)$

('\Nb} GD:].
4 a(-1)"
('\Nb-\" a_ = -
/ no2.2 202
('\.-"-ﬁ'b} GD=1
4((-1)"-1)
('\Nb} GH ==
2z 2
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7{%i18) fourexpand(wb,x,t,inf); intosum(2%c);

= (") cof 22
D)

n (mnx))
: 4((-1)"-1) cosl 5 )
(%018) Z— - l+1
|

Ln=1 )

(%017) 1-

Na zakonczenie tego przyktadu zdefiniujemy funkdje i F;, ktére pozwad
wyznacza& n-te sumy cgsciowe szeregow Fouriera. Przedstawimyitestracg
(w formie animacji) funkcjif, oraz funkcjif, wraz ze zmieniacym Si¢ Su-
mami czsciowymi.

lZ{%ilQ) Fa(n):=fourexpand(wa,x,t,n)$

(26i20)  trunc(Fa(5));

i |E) asin ) e I"snxJ

sz_ 2 ) 2sin(mx) sml‘\ 2 sin{2mx) sml“ 2
+ + + +

n n in n 51

(%020)

K(%iﬂ) Fb(n):=fourexpand(wb,x,t,n)$

(%i22)  trunc(Fb(5));

(%022) 1+ e, - + Fo

Zanim, za pomag polecé apply(draw, ...), wygenerujemy animowane gify,
wyczyscimy wcezdniejsze ustawienia dorsiye dla pakietu draw

E(%DB) set_draw_defaults()$
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k=1

k=1 ——

El
T

4




k=1




userbgpl
Załącznik pliku
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L7 (%i24)  apply(draw,
append( [ terminal="animated_gif, delay=70,
file_name="E:/Szereg_Fouriera_a",
dimensions=[800,8007],

makelist( gr2d( title="a)", proportional_axes=xy,
xrange=[-2.5,2.5], yrange=[-2.5,2.5],
font_size=14, point_size=1.5,
xlabel="", ylabel="", line_width=2.5,
Xaxis=true, yaxis=true,
xtics_axis=true, ytics_axis=true,
xtics={-2,-1,1,2}, ytics=[-2,1,2],
Xaxis_type=solid, yaxis_type=solid ,
explicit(f(x),x,0,2),
color=blue, explicit(-f(-x),x,-2,0),
point_type=filled_circle,
points([[-2,0],[2,0],[0,0],[0,2],10,-211),
color=white, point_size=1,
points([[0,2],[0,-2]]),
color=red, key=sconcat("k=",k),
explicit(Fa(k-1),x,-2.5,2.5)), k,1,10)) )%

L7 (%i25)  apply(draw,
append( [ terminal="animated_gif, delay=70,
file_name="E:/Szereg_Fouriera_b",
dimensions=[800,5001],
makelist( gr2d( title="b)", proportional_axes=xy,
xrange=[-2.5,2.5], yrange=[-0.5,2.5],
font_size=14, point_size=1.5,
xlabel="", ylabel="", line_width=2.5,
Xaxis=true, yaxis=true,
xtics_axis=true, ytics_axis=true,
xtics={-2,-1,1,2}, ytics=[0,1,2],
xaxis_type=solid, yaxis_type=salid ,
explicit(f(x),x,0,2),
explicit(f(-x),x,-2,0),
point_type=filled_circle,
points([[-2,0],[2,01,[0,2]1),
color=red, key=sconcat("k=",k),
explicit(Fb(k-1),x,-2.5,2.5)), k,1,10)) )3
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Przyktad 6
Rozwiniemy w szereg Fouriera funkcj
0, —-mT<x<0,
Fx) = 73; 0<x<m,
7 x € {—m,m}.

Definiowanie funkcji sklejanych w Maximie jest raczej ktopotliwe. Mozna zde-
finiowac funkcg f uzywajac konstrukcji warunkowey:

7 (9%i1)  f(x):=if x>-%pi and x<0 then 0
elseif x>=0 and x<%pi then x
elseif x=-%pi or x=%pi then %pi/ 2%

Warto&i funkcji zostag wtedy podane poprawnie:
7 (%i2)  [F(-%pi),f(-1),f(2)];

h1s
(%02) [5,[},2]
Pojawia s¢ natomiast problem, gdy chcemy scatkéviak zdefiniowang funk-
cje. Zdefiniujemy wec funkcg f inaczej, aby moajrozwinaé¢ w szereg Fourie-
ra. Uzyjemy w tym celu funkcji charakterystycznej zbioru tj. funkcji, ktora
przyjmuje wartosél na podanym zbiorze, a poza nim wafto.

(%i5) f(x):=x*charfun(x=>0)%
t:%pi%
declare(n,integer)$

Niestety, w przypadku wkszogi funkcji sklejanych, poleceniéourier nie
dziata. Dlatego wyznaczymy wspétczynnikj, a,, orazb, obliczapc odpo-
wiednie calki na przedziatadh-m, 0) oraz (0,r). Zauwamy jednak,ze w tym
przyktadzie wszystkie catki na przedzigler, 0) sa rowne0 i mozna byto je
pominaé.

7{%i8) wil:a[0]=1/(2*¥t)*( integrate(f(x), x,-t,0)+integrate(f(x), x,0,t) );
w2:a[n]=1/t*( integrate(f(x)*cos(n*x), x,-t,0)
+integrate(f(x)*cos(n*x), x,0,t) );
w3:b[n]=1/t*( integrate(f(x)*sin(n*x), x,-t,0)
+integrate(f(x)*sin(n*x), x,0,t) );




13. Szeregi Fouriera 169

Majac wyznaczone wspotczynniki,, a, oraz b,, skorzystamy z polecenia
fourexpand, a nasipnie przeksztalcimy otrzymana sgm

17 (%i12)  load(fourie)s
fourexpand([wi1,w2,w3],x,tinf)$
intosum(%6)$ sumcontract(%);

- i,(—1]"_ 1) )

' l n® E COS(HX) -1} sin(n x
(%012) Z ) () sin(nx) | m

n 4

i\knzl J

Zdefiniujemyteraz(podobnigak w poprzedniclprzyktadachy-ta sumeczesciowa
szeregu i pokaemy, jaka jest postasumy s.

E(%ilB) s(n):=fourexpand([w1,w2,w3],x,t,n)%

(%i14) trunc(s(3));

(%014) U 2 COS(X)J-Sin(x)— sin(2) - 2 COS(3}':)4-5"1(3}()4-
4 m 2 9n 3

Na pongszych rysunkach widoczna jest funkgja wybrane sumy ggciowe
otrzymanego wsej szeregu Fouriera. W pierwszym przypadku roamay su-
my i funkci f na przedzial¢—m, ], a w drugim - funkgj f i sumy czsciowe
jej okresowego przedtuzenia na przedzial@m, 4] .

k=1 —

Q.
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pir2




userbgpl
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E’(%HS)
L7 (9%i16)

7 (%i17)

load(draw)%

apply(draw,
append( [ terminal="animated_gif, delay=90,
file_name="E:/Szereg_Fouriera_f_sk",
dimensions=[900,500]],
makelist( gr2d( proportional_axes=xy, grid=true,
xrange=[-4,4], yrange=[-1,4],
xlabel="", ylabel="", line_width=3,
xtics_axis=true, ytics_axis=true,
Xaxis_type=solid, yaxis_type=solid,
xaxis=true, yaxis=true,
xtics={["-pi",t], ["pi" t]},
ytics={["pif2",t/2], ["pi" tl},
explicit(f(x),x,-t,t),
point_size =1.5, point_type=filled_circle,
pﬂints([[_tro/upiilz]r[trO'IDpiIrz]r[_trO]r[tro/Dpi]Dr
color=white, point_size =1,
point_type=filled_circle, points([[-t,0],[t,%pi]1]),
color=red, key=sconcat("k=",k),
explicit(s(k),x,-t,t) ), k,[1,3,5,9,13,21])))%

apply(draw,
append( [ terminal="animated_gif, delay=90,
file_name="E:/Szereg_Fouriera_f_sk2",
dimensions=[900,500]],
makelist( gr2d( proportional_axes=xy, grid=true,
xrange=[-2*t,4*%t], yrange=[-1,4],
xlabel="", ylabel="", line_width=2.5,
xtics_axis=true, ytics_axis=true,
xaxis_type=solid, yaxis_type=solid,
Xaxis=true, yaxis=true,
xtics={["-pi",t], ["pi",t], ["2pi",2%t], ["3pi",3*t]1},
ytics={["pi/2" /2], ["pi" t1},
explidt(f(x),x,-t,0),
point_size =1.5, point_type=filled_circle,
points([[-t,%pi,-"2],[t,%pij'2],[-t,[]],[t,‘}/opi]]),
color=white, point_size =1,
point_type=filled_circle, points([[-t,0],[t,%pi]]),
color=red, key=sconcat("k=",k),
explicit(s(k),x,-2*t,4*%1) ), k,[1,3,5,9,13,211)))¢
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Przyktad 7
Rozwiniemy w szereg Fouriera funkgj(x) = |sinx | dlax € [—m, 7].

Skorzystamy w tym przyktadzie z polecenia totalfouri@auwamy, ze f jest
funkcja parzyst, sbtd wspétczynniki 4 = 0, dlan € N.

E(%il) load(fourie)$
E(%B) f(x):=abs(sin(x))$ t:%pis

7(%i4) totalfourier(f(x),x,t);

2
0pt4 = P
(%6t4) 2 n Wspotczynniki szeregu
I’ cws(nn) _wsnm) 11 J Fouriera funkcjif .
(thE:] L 2n+2 2n-2 2n+2 2n-2
(] dy =
n
(%t6)  b,=0
2
(%t7)  ag=— .
n Uproszczone wspot-
) 2 ((=1)"+1) czynniki szeregu
(%t8) a,=- n(n—1) (72 1) Fouriera funkcjif .

(%t9) b, =0

((-1)7 +1) cos(n x)
2 (7-1) (7 1) Rozwiniecie funkgji f

n=1 w szereg Fouriera.




pi

pif2

k=1

pi

pi

2i

3pi




userbgpl
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Przykitad 8

Korzystajc z rozwinecia w szereg Fouriera funkdgjix) = x? dlax € [-m, 7]
wyznaczymy sumszeregu liczbowego
- 1
n?
n=1

Zauwamy, ze funkcjaf jest funkcy parzysi oraz spetnia warunki Dirichleta na
rozwazanym przedziale. Rozwiniemy yiec w szereg Fouriera wg cosinuséw.

IZ(%il) load(fourie)$

[ (%i3)  f(x):=x"2$

t:%pi$

7(%i4) wi:fourcos(f(x),x, )%
2

N T
( W ) GD = ?

(n2 sin{mtn) 2sin(mn) +2TE cos (T n)\l

\ n n? n?
(Ivﬂ“l.ll. Gn =

m

Tym razem do uproszczenia wspotczynnikow zastosujemy polefoemgmp.

7{%i6) foursimp(%6)$

112
(%t6)  ay=—

3
4(-1)"
(%t7)  a,= -

7(%i8) f(x)=fourexpand(w,x,t,inf});

( o 3

: -1)" cos(n x | 2
(O/{JDS) X2=4' MH-T[_
| (N

Ln=1 J

W szczegolnosci dla = m otrzymamy rOwnosé
7(%i9) %o, x="0pi;
(= )

2 : 1 : '1'[2
(%09) nT=4) — |+
. a2 3
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a po dalszych przeksztalceniach - oczekiwany wynik.

7(%i12) %-%pi~2/3;%/4% rhs(9%)=Ihs(%);

%010 2112_4 1
(%o010) P i
n=1
1 n?
(%012) % ;=?

n=1

Podobne rozumowanie (dla szeregbwepgotvych) przeprowadziédimy w roz-
dziale 12 (patrz przyktad 5 d) oraz zadanie 5 c) ). RGwpiéecenie sunpoda-
je pewne sumy (patrz przyktad 2 c) w rozdziale 12).

Przyktad 9

Korzystajc z rozwinkcia w szereg Fouriera funkcj(f) = x dlax € [—m, 7]
wyznaczymy przybfiona wartg¢ liczby m.

Zauwamy, ze funkcjaf jest funkcy nieparzysi, zatem rozwiniemyajw szereg
Fouriera wedtug sinuséw. Do otrzymanego rozgdiad podstawimye = g

IZ(%Q) f(x):=x$ t:%pis

L7 (9%i4) load(fourie)$
w:foursin(f(x),x,t)s

2|' sin(mtn) _ mcos (m n])

o L 02 n
Ik"""')l b =

n

T

L7 (%i8) f(x)=fourexpand(w,x,t,inf); %,x=%pi/2; solve(%,%pi)s %[1];

(%05) x:_zz( 1)" sin(n x)

(-1)" smI—
(%ob) —

(-n" sml—
(%08) n=-4

gt
St
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Poniewa sin (n g) =0 dlan parzystych oragin (n g) jest réwnel albo—1
dlan nieparzystych, to powgz sume mazemy zapisaw postaci:

(%i9) Yopi=4*sum((-1)™(n+1)/(2*n-1),n,1,inf);

_qyn+l
(%09) nrdz (21:_1

n=1

Mimo ze szereg ten jest dosyéolno zbiezny, to jest historycznie wazny. Jest
pierwszym odkrytym szeregiem, ktéry pozwolit przyhl liczke .

7 (9%i12)  S[100] = 4*sum((-1)~(n+1)/(2*n-1), n,1,100), numer;
S[1000] = 4*sum((-1)™(n+1)/(2*n-1), n,1,1000), numer;
S[100000] = 4*sum{(-1)~(n+1)/(2*n-1), n,1,100000), numer;

(%010)  §,55=3.131592903558554
(%011)  Sy500=3-140592653839794
(%012)  $,5p00p=3-14158265358972

Poréwnajmy powyzsze przybknia z wartécia numeryczna liczby rdostpmg
w Maximie.

(%i13)  %bpi,numer;

(%013) 3.141592653589793

Podobnie, rozwijaic funkcig f(x) = arctgx w szereg Maclaurina (patrzite
rozdziat 12), mamy

- =k 2n+1
arctgx —n=0 ant 1)x 1 xe[-1,1].
Podstawigjc do obu strorr = 1 otrzymujemy
L I G Vi

4 @2n+1)°
n=0

Przyktad 10
Narysujemy jeszcze kilka wykreséw przydatnych w wizualizacjach zjawisk fa-

lowych.
Fala (sygnal) pitoksztattny o nieliniowym nachyleniu:

E(%ii) m(x):=x-floor(x)%

[xtics,-4,1,4], [vtics,-1,2,1], [legend, sconcat("m(x)=", m(x))],

(%i2) plot2d( m, [x,-5,5], [v,-2,2], [axes, true], [axes, solid], [box, false],
[same_xy, true], grid2d, [style, [lines, 2, 3]1])4

Fala o przebiegu tréjknym (patrz przykiad 2).
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m[xj:x—ﬂoor[x:]

« 32 1)

Fda (sygnat) o przebiegu prostaikym:

E(%B)

E(%M)

p(x):=signum(cos(Yoepi/2*¥x))%

plot2d( p, [x,-5,5], [v,-2,2], [axes, true], [axes, solid], [box, false],
[xtics,-4,1,4], [ytics,-1,2,1], [legend, sconcat("p(x)=", p(x))],
[same_xy, true], grid2d, [style, [lines, 2, 211)%

j p(xj=signum(cus(f%pi*x]f2]'] —

[N

Skok jednostkowy:
P (2is)

f(%iﬁ)

u(x):=unit_step(x)$

plot2d( u, [x,-5,5], [v,-2,2], [axes, true], [axes, solid], [box, false],
[xtics,-4,1,4], [ytics,-1,2,1], [legend, "u(x)"],
[same_xy, true], grid2d, [style, [lines, 2, 1]1)$
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Funkcje charakterystyczne zbioru:

IZ(%iT) f():=charfun(x<3 and x=0)%

[xtl.csr_q'rir‘l]r [ytl.csr_lr2r1]r [legendr ”f(){)"]r

(%i8) plot2d( f, [x,-5,5], [v,~2,2], [axes, true], [axes, solid], [box, false],
[same_xy, true], grid2d, [style, [lines, 2, 411)%

E(%igj a(x):=charfun(x=2or x<-1)%

[xtrcsi_4!1{4]! [ytl.cs.r—l!z(l]{ [leQend( ”g(x)"]!

(%i10)  plot2d( g, [x,-5,5], [v,-2,2], [axes, true], [axes, solid], [box, false],
[same_xy, true], arid2d, [style, [lines, 2, 3]1)%

969

Polecenia graficzne w Maximie nie uwgdhiajg punktow niecigtosci (stad po-
jawity sie pionowe odcinki, ktére nie nalg do wykresu funkcji).

Wyprostowana fala sinusoidalna:

E(%i 11)  h(x):=abs(sin(x))$

[xtics,-4,1,4], [vtics,-1,2,1], [legend, sconcat("h(x)=", h(x)}],

(%i12)  plot2d( h, [x,-5,5], [v,-2,2], [axes, true], [axes, solid], [box, false],
[same_xy, true], grid2d, [style, [lines, 2, 6]])%



~
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h(x)=abs(sin(x))

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Zadanie 1
Poda wspdtczynniki rozwingcia w szereg Fouriera funkgji(x) = x? dla

R
m
~
3

3
e

)

Zadanie 2

Pod& wspotczynniki rozwingcia w szereg Fouriera wedtug cosinuséw funkcji

f(x) = x? dlax € (0,m).

Zadanie 3

Pod& wspéitczynniki rozwingcia w szereg Fouriera wedtug sinuséw funkcji

f(x) = x? dlax € (0,m).

Zadanie 4
Rozwingé w szereg Fouriera funkgjf (x) = x? dla x € [, ].

Zadanie 5
Rozwingé w szereg Fouriera funkgjf (x) = x3 dla x € (—m, 7).

Zadanie 6
Rozwingé w szereg Fouriera funkgjf (x) = x3 dla x € (-2,2).

Zadanie 7
Znalez¢ rozwiniecie w szereg Fouriera funkgfix) = w2 — x2 na przedziale

[—m, ], a nastpnie wyznacz§ przyblizona wartoéégnz.
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Odpowiedzi
w2 4(-1)"

1. a0=?, an=n—2,bn=0
w2 4(-1)"

2. Ay =7 Ap ==

2(n?n?(-1)"-2(-1)"+2)
3 b=~ mn3
77..2 © (_1)11
4, 5+ 4Zn=1 — cos(nx)

B 2.2 _\(—1)N
5. —ZZ 1%sin(nx)
n=

© 2.2\ i (MTTX
o4 (n?m2-6)(-" S'“(T)
E 3
n=1

3

6. —

2 © _1\n 2
7o moxt=2 42 U I~ 3.289874857234324
n=1



14. Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Tabela 14.1

POLECENIA OPIS

integrate(f(x),x)  funkcja pierwotna funkcjf zmiennejx
integrate(f(x),x,a,b) catka oznaczona na przedziédeb)
changevar(l,y=f(x),y,x) zamiana zmiennej na zmienng przy
podstawieniw = f(x) w catcel
romberg(f(x),x,a,b) catka oznaczona na przedziéleb)
obliczona numerycznie metoda Rombétga
erf(x)  funkcja beduw?
gamma_incompleteq,2  funkcja specjalna gamrfia
logarc:true, logabstrue  patrz tabela 4.6
1 Dotyczy catek wiéciwych, rownie wielokrotnych.
2 erf(x) = %fie‘tzdt

%) gamma_incomplete(a, z) = fzw t%le~tdt

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1
Znajdziemy kilka funkcji pierwotnych i catek oznaczonych dla funkcji catko-

walnych przy zastosowaniu podstawowych metod catkowania lub metod nume-
rycznych.

E - funkcja pierwotna

s

(%i1) 'integrate(x”™2,x)=integrate(x"2,x);
. 3

X

(%0l) szdx ==

E - catka oznaczona w granicach od 0 do 1
_7 (%i2) 'integrate(x”™2,x,0,1)=integrate(x"2,x,0,1);
"
1
(%02) J xldx ==
a 3

f - catka z parametrem

(%i3) 'integrate(exp(a*x), x)=integrate(exp(a*x),x);
[ %e"" X

a

(%03) J %e? dx =
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E - catka niewtasciwa (z zatoZzeniami dotyczacymi parametru)

f (%i4) assume(a=0)% E (%i8) assume(a<0)$
7 (%i5) I:'integrate(exp(a*x), x,1,inf); (9%i9) I=ev(I,integrate);
ev(l,integrate); forget(a<0)$
| forget(a>0)% " %e?
[ = (%209) J Y%e® ¥ dx =-
(%053) J %we?“dxy  Caftka rozbiezna. | g
1

defint: integral is divergent.

tka zbiezna.
-- an error. To debug this try: debugmode(true); Catka zbiezna

Do delaracji zakresu parametra uzylismy poleceniaassume natomiast
do odwotania tej deklaracji poleceri@get (patrz te tabela 1.2).

Polecenieev zastosowane do zadeklarowanej pepi(symbolicznie) catki
(patrz tabela 2.2) wymagato warunku (opcji): integratbo nouns

E - catka nieoznaczona, ktdrg mozna obliczyé Patrz te przyktad 3
przez czesci w rozdziale 21

f (%%i11) I'integrate(x*log(x), x)%

_7 (9%i12) I=ev(I,nouns);
[ x%log(x) x2

(%012) J xlog(x)dx = 2 4

_7 (%i13) I=ev(I,nouns,factor);
[ x%(2log(x)-1)
- 4

(%013) J xlog(x)dx

- - catka nieoznaczona, ktdrg mozna obliczyc

przez podstawienie
_7 (%i14) I:'integrate(cos(log(x))/x, x);
" cos(log(x))
—dx

X

(%014)

_7 (%i15) cljangevar([, y=log(x), v, x); Podstawienie/ = Inx .

(%015) | cos(p)dy

7 (%116) ev(%,integrate); Wyznaczenie funkcji
| (%016) sin(y) pierwotnej.
7 (%117) %,y=log(x); Funkcja pierwotna po

(%017) sin(log(x)) powrocie do zmienney.
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E - catka oznaczona z podstawieniem

E (9%i18) I:'integrate(%oe™x/(%e™(2%)+1) x,0,1)%

_7 (9%i19) I=changevar(l, y=%e"x, v, X);

"1 opeX " e 1
(%019) J ———dx =J —dy
0% +1 1 pe+l

_7 (%0i20) %=ev(l,integrate);

g
(%020) J ———dx :J .
0%e* ¥ +1 1oyt

[ %e

_7 (%i21) Y%=ev(I,integrate, bfloat, fpprec=3);

" "o
Ype ! °

(%021) J —  dx :J
0%e? ¥ +1 S

E - catki funkcji wymiernych (przeksztatcenia)
K (9%i22) logabs:trues

K (2%0i23) I:'integrate(1/(x~2-4), X)$
7 ot % _ . - .
[ (%i24) I=ev(l,integrate);
1 log(|x -2} log(|x +2/)
dx = -
X2'4 4 4

(%024)
_7 (%i25) I=ev(I,integrate,factor);
(1 log(| +2])-log(|x - 2])

dy =atan(%e)-

0, _ =
(%025) X2_4dx 3

_7 (%i26) logcontract(%);

I (x-2|)
( ) J 1 d Og|~~|JH2|,-|
%026 X =
x%-4 4

E - catka z zapytaniem

Is & positive or negative? p;

atanlai&ll
(%027) J L dx L
D —
x2 4k 'JF

Podstawienigr = e”*.

7

dy :atan(ﬂfue)-£:4.33b-1

Ustawienie prezentacji loga-
rytméw z modutem.

Sprowadzenie do wspdlnego
mianownika.

Przeksztatcenie logarytméw
(zwiniecie).

Po doprecyzowaniu

" (9i27) 'integrate(1/(k+x2),x)=integrate(1/(k+x"2),x); informacji o zakresie

Zmiennosci stalek
mozna otrzyma wzory
na poszczegolne typy
calek.
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_7 (%%i28) 'integrate(1/(k+x"2),x)=integrate(1/(k+x"2),x),radcan,logcontract;
[s & positive or negative?n;

i |x_.1 -J{r|"'|

) Iog|7|

(%028) J L gy o
x2+k 2+ -k

E - catka funkcji wymiernej z rozkladem na utamki proste

I (%6i29) wi(2¥x 3 (X 3+ 245+ 104
I:'integrate(w, x);
'integrate(partfrac(w,x),x);
'integrate(partfrac(w,x),x),expand;
ev(%,nouns);

; e
(%030) 2 J ———dx

P rxdrx+1

%031

+2dx
x2s1 x#1

-x-1 1
2
X 1

(
( - - +2dx

%032
x2+1 x%2+1 x+1

)
y

log(x? +1)
(%033) —|og(|x + 1|) —T—atan(x) +2x

f - catki funkgji niewymiernych

_7 (9%i34) 'integrate(ljsqrt(}x“2) X)=integrate(1/sqrt(3-x"2), x);

1
dx =asin i

L
3-x2 "Jﬁ

(%034)

_7 (9%i35) 'integrate(1/sqrt(x~2-1), x)=integrate(1/sqrt(x"~2-2), x);

1 IJJ ‘.I
dx =log2+x%-2 2 x)
Ax?-1

W przypadku dwoch ponej przedstawionych catek polecetigarc zamienia
funkcje arcus sinus hiperboliczny na(vx? + 1 + x).

(%035)

I (9%i36) mtegr ate(1/sqrt(x"2+1), x)=integrate(1/sqrt(x"2+1), x);
1
(%036) J dx =asinh(x)
Ax? 1

4 (9%i37) logarc(%);

(%6037) JF
X +1

dx =log\ wa +1 +X
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_7 (9%i38) 'integrate(sqri(x~2+1), x)=ev(integrate(sqrt(x~2+1), x));

_asinh(x) +)('\||)(2 +1

047 2 _
I[fDOJB)J x“+1dx 5 2

_7 (%i39) logarc(%o);

(%039) x2+1dx

_Iog(w')(zjtl +x)+x'\|x2+1
- 2

2

_7 (9%i40) 'integrate((-x+2)/sqrt(3+2%x-x"2), x)=integrate((-x+2)/sqrt(3+2%x-x"2), %)

2-x 2 (2-2x]
(%040) | /————=dx =~N-Xx"+2x +3 -asin| |
AN-x?+2x 43 N

E - catki funkdi trygonometrycznych

f (%%i41) I:'integrate(cos(x)"4,x)%

_7 (9%i42) I=ev(L,trigreduce);
. J cos(4 x)+4cos(2 x)+3dx
(%042) J cos(x)4dx = 3
7 0r147Y eulT intenratal- . . N
[ (%i43) g\([,mtegrate),%,expand, Przy catkowaniu funkgji
) e trygonometrycznych,
2 sin(2x) x . .
Y aby doprowadzi wynik
(%043) 5 do najprostszej postaci,
4 0 czesto potrzebujemy
(%044) sin(4x) sn(@x) 3x kilku przeksztatce.
i 32 4 8
Uwaga 1

Istniejg takie funkcje, ktorych nie daesscatkowa podstawowymi metodami.
W rozwigzaniach Maximy pojawiajsie wtedy funkcje specjalne. €to moz
liwe jest jednak policzenie catki oznaczonej metodami numerycznymi.

E - catki i funkcje specjalne

(%i45) 'integrate(1/log(x), x); Catka nieoznaczona.
integrate(1/log(x), x);
1
i) -
(%045) J oa) ¥ Definicja funkgji specjalnej

(%046) -gamma_incomplete(0, -log(x)) w przypisie pod tabel14.1
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4 (9%i47) 'integrate(1/log(x), x,2,3);
integrate(1/log(x), x,2,3),numer;

3
(%047) J 2mdx

(%048) 1.118424814549699

4 (%149) 'integrate(1/log(x), x,1/2,1);
integrate(1/log(x), x,1/2,1);

1
(%o049) J

dx
llog(x}

2
defint: integral is divergent.

I (9%i51) 'integrate(%e~(x"2), x);
integrate(%oe™(x"2), X);

(%051) J e dx

A7 %i erf(%i x)

(%0052) - :

% (%i53) 'integrate(Ye™(x"2), x,0,1);
romberg(%e~(x"2), x,0,1);
i
(%053) J %e* dx
a
(%054) 1.462651757343228

I (9%i55) 'integrate(exp(x)/x, x);
integrate(exp(x)/x, x);
o

og
a,
(/uoSS)J ~ dx

(%056) -gamma_incomplete(0, - x)

I (9%i57) 'integrate(exp()/x, x,1,2);
romberg(exp(x)/x, x,1,2);

-

(%057) J
1

(%058) 3.059117265024728

2
Ypet

dx

(9%i59) 'integrate(x/sin(x), x);
romberg(x/sin(x), x,1,2);

(%059) J -

(%060) 1.564647801696614

X

dx

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

Caltka oznaczona, zliea.
Wartos¢ numeryczna catki.

Catka niewtdciwa,
rozbiezna.

Catka nieoznaczona i funkcja
btedu (patrz przypis po
tabeli 14.1)

Catka oznaczona.
Zastosowanie polecenia
romberg daje od razu
wynik przyblizony.

Catka nieoznaczona
i wynik z funkcp specjalna

Catka oznaczona
Z zastosowaniem metody
numerycznej.

Posté wyniku dla polecenia
integrate jest zbyt skompli-
kowana, by 4 w tym miejscu
wyswietli¢.
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Przyktad 2
Zbadamy zbignosé kilku catek niewtdciwych.

Przedstawione porej caitkill, 12, I3 orazl4, to catki niewtdciwe | rodzaju,
natomiast catki5, 16 s catkami niewtaciwymi 1l rodzaju.

4 (%i1) I1:'integrate(1/x, x, 1, inf);
ev(I1,integrate);

1
(%01) J —dx
1 X
defint: integral is divergent.
| --anerror. To debug this try: debugmode(true);
I (%%i3) I12:'integrate(1/(x~2), x, 1, inf)$
[2=ev(I2,integrate);

(%04) J

1
gk =1
1X

™

(%i5) I3:integrate(1/(4+x"2), x, minf, inf)$
[3=ev(I3,integrate);

(%06) J

dx =—
-x,\’2+4 2

~

(%i7) I4:'integrate(exp(-x~2), x, minf, inf)$
[4=ev(I4,integrate);

(%a08) J %e ¥ dx =T

~

(%i9) I5:'integrate(1/x, %, 0, 1);
ev(I5,integrate);
(1
(%09) J —dx
D)(
defint: integral is divergent.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);

I (9%i11) I6:'integrate(1/(x-1)"(1/3), x, 1, 9)%
I6=ev(I5,integrate);
TE
(%012) J 7dx =6
1{x-1)"

Przyktad 3

Zbadamy zbignos¢ catki niewlt&ciwej folx In x dx, obserwujc kolejne etapy
obliczer. Podamy teilustracg graficzng rozwaanego zagadnienia.
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[

1T

(%%il) fx¥log(x)%

'integrate(f, x)=integrate(f, x);

(%02) leog(x)dx = 3

(9%i3) assume(alpha=0,alpha<i);
(%03) [e=0,u=<1]

(9%i4) I:'integrate(f, x, alpha, 1);

1
(Y%04) I xlog(x)dx

o
(%%i5) limit(I, alpha, 0, plus);

1
(%05) lim leog(x)dx
o->0+ %

(9%%i6) ev(%,integrate);

Zazlog(a}-az 1
(%06) lim —a 4
o->0+

(9%i7) ev(%,limit);

1
0 P
(Y%07) 4

leog(x) x2

4

(9%i8) load(draw)$ draw2d( dimensions = [600,400],
xrange = [-0.5,1.5], yrange = [-0.5,0.3], grid = true,
Xaxis = true, xtics_axis = true, xtics = {1},
vaxis = true, vtics_axis = true, ytics = 0.2, color = black,
head_length = 0.3, head_angle = 4, vector([.17,0.05],[-0.16,07]),
fill_color = gray80, filled_func = 0, explicit(f,x,0.2,1), filled_func = false,
color = red, point_type = 6, point_size = 0.9, points([0],[0]),

line_width = 2, key = "f()=x In{x)
color = black, font = "Arial", font_size = 16,

" explicit(f,x,0,2),

label(["{/Symbol a}",.2,0.05]1,["|",.2,0]) )%
f(x)=x In(x)
02—+
Ot &
v !
1
_02 =

0.4 —
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Przykiad 4
Zbadamy zbigznosé¢ calki flmxia dx w zaleznosci od parametra, gdy a jest
liczbg rzeczywisi dodatni.
7 (9i1) Kill(all)s
assume(alpha=1);
(%01) [a>1]

_7 (9%i2) 'integrate(1/(x~alpha), x,1,inf)=integrate(1/(x~alpha), x,1,inf);
(@ 1 1
(%02) J —dx =——
1x® o-1

(%i3) forget(alpha>1)$ assume(alpha=0,alpha<1);
(%od) [o>0, <]

(9%i9) 'integrate(1/(x~alpha), x,1,inf); integrate(1/(x"alpha), x,1,inf);
‘=,
(9%03) —dx
J1XxT
defint: integral is divergent.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);

_7 (%i7) ev(%, alpha=1);ev(%, integrate);

a

1
(Y%07) J —dx
1 X
defint: integral is divergent.
| - an error. To debug this try: debugmode(true);

Zatem catka niewkiwa

podobnie jak szereg

n«
n=1

jest zbigna dlax > 1, natomiast rozbisa dla0 < a < 1.

Przyktad 5
Wyznaczymy pole figury ograniczonej krzywymi:
a)y=Inx, y=0,x=¢; b)=—x2%, y=x, x =1,

C)y=3x—x% y=x-—1.

Najpierw narysujemy krzywe i zaznaczymy szukane figury, apaist obli-
czymy odpowiednie cafki.
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W celu wykonania rysunkéw wczytamy pakaraw, a nasfpnie, stosujc pole-
cenie set_draw_defaultsustawimy wartosci domyne dla instrukcji draw2d
Wiecej opcji (wraz z opisem) zamieszczonych jest w tabelach rozdziatu 6.2.

' (%i1) load(draw)$

sef_draw_defaults(
line_width = 2, grid = true, proportional_axes = xv,
xaxis = ftrue, xaxis_type = solid, xtics_axis = true, xtics
vaxis = true, yaxis_type = solid, viics_axis = true, ytics
fill_color = gray90, font = "Arfal", font_size = 13 )%

Inn
—_
-

(%i3) draw2d(
xrange = [-0.5,4.5], yrange = [-1.5,2.5],
filled_func = 0, explicit(log(x),x,1,%e),
color = red, key = "y=In(x)", filled_func = false, explicit(log(x),x,0,4.5),
color=blue, key = "x=e", implicit(x=%e,x,2,3,y,-1.5,2.5),
color=green, key = "y=0", implicit(y=0,x%,-0.5,4.5,v,-1.5,2.5) )%
rat: replaced -2.718281828459045 by -28245729/10391023 = -2.718281828459046

y=In(x)
x=e

2.4 y:O _—

e}

(%i4) 'integrate(log(x), x, 1, %e)=integrate(log(x), x, 1, Y%e);
" e
(9%04) J log(x)dx =1
1

b)

(9%i3) draw2d(
xrange = [-1.5,3.5], yrange = [-1.5,2.5],
filled_func = x, explicit(-x~2,%,0,1),
color = red, key = "y=-x"2", filled_func = false, explicit(-x"2,x,-1.5,2.9),
color = blue, key = "y=x", explicit(x,x,-1.5,3.5),
color = green, key = "x=1", implicit(x=1,x,-1.5,3.5,y,-1.5,2.5) )%
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:.x2

y=x
2+ x=1

(9%i0) 'integrate(x+x"2, x, 0, 1)=integrate(x+x~2, x, 0, 1);
-

5
(%06) J x?+xdx ==
a ]

c)

Najpierw zdefiniujemy funkcj¢ i g, by dalej méc sido nich odwotywa.
Nastpnie, korzystajc z poleceniasolve wyznaczymy pierwiastki rownania
f(x) = g(x). Polecenianap i rhs pozwoh utworzy¢ liste pierwiastkow, a ko-
mendasort z opcj ,<” uporzadkuje je rospco. W kaicu, otrzymane pierwiastki
przypiszemy do zmiennych x1 ora2.

Budujemy wéc pewien szablon, w ktérym wystarczy jedynie zmieefinicje
funkcji f i g, by otrzyma rozwiazanie nowego zadania.

(%i7) F(X):= -x" 2+3%x$
g(x):= x-1%
[x1, x2]: sort (map('rhs, solve(f(x)=g(x))), "<™);

(%09) [1-42 ~2'#1]

I (9%i010) draw2d(

xrange = [x1-1.5x2+1.5], yrange = [-2.5,3.5],

filled_func = g(x), explicit(f(x),x,x1,x2),

filled_func = false,

color = red, key = sconcat("v=", f(x)), explicit(f(x),x,x1-2,x2+2),
color = blue, key = sconcat("y=", g(x)), explicit(g(x),x,x1-2,x2+2),
color = green, key = "punkty przeciecia", point_type = 7,
points([x1,x2], [f(x1),f(x2)]) )$
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y=3*%-x*
y=x-1
punkty przeciecia

" x2
(%011) J f(x)-glx)dx

xi

7 (%i12) ev(Lf,g);
R
(%012) J

-x?+2x+1dx
12
[~ 0059 2 i - .
[ (%i13) ev(L,f,g,integrate);
29/2 45 23/2.5
_I'L
3 3

(%013)

- (%i14) ev(%,radcan);
I 7/2

o — A

(%014) 3

Przyktad 6

- (%i11) I'integrate('f(x)-'g(x), %, 'x1, '%2);

Obliczymy dtugos¢ tuku krzywejy = 2In(4 —x2), 0 <x < 1.

W przyktadzie tym pokaemy, ze na rozwjzania generowane przez Maxim
trzeba te czasem spojraekrytycznym okiem.

Przypomnijmy,ze dtugos¢ tuku krzywey = f(x), a < x < b, obliczamy na

podstawie wzoru:

(%i1) "|L|"="integrate(sqri(1+diff(f(x),x)"2),x,a,b);

(%o01) |L| = J
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Przedstawimy najpierw fragment wykresu rozaue] krzywej z zaznaczonym
na niej tukiemL. Podobnie jak w poprzednich przyktadach, uzyjemy pakietu
draw.

[ (%12) f(x):=2*log(4-x"2)$

I (%i32) load(draw)$
draw2d(grid = true,
xrange = [-2,2],
yrange = [-3,3],
proportional_axes = xy,

Xaxis = true,

vaxis = true,

xtics = {-1,0,1},

ylics = {_2.r_1r1w2}: -1 ] 1

xtics_axis = true,
viics_axis = true,
line_width = 2, 1
key = "y=f(x)",
explicit(f,x,-2,2),
color = red, 2+
line_width = 3,
key it "L“(
explicit(f,x,0,1))%

Dla funkcji f(x) = 2In(4 — x?) oraz przedziahj0,1] wzdr (%01) przyjmuje
posta:

(9%i5) L:'integrate(sqri(1+diff(f(x),x)~2), x ,0, 1);
B! 2
]
2 > +1 dx
0¥(4-x7)

(%05) J

Aby uprosct wyrazenie pod calk, zastosujemy polecenigv z opcy radcan
(patrz te tabela 2.2 oraz tabela 4.5).

(%i0) ev(L,radcan);
(1x2 14

J nx2-4

(%06) dx

Scatkujemy nagpnie uproszczona funkgji wyznaczymy wartosrzyblizona
wyniku.
(%%i7) ev(%,integrate); %, numer;

(%07) 1-2log(3)
(%08) -1.197224577336219

Okazuje s, ze otrzymalimy wynik ujemny, co nie powinno miemiejsca,
gdy wyznaczamy dtugos¢ tuku krzywe;j.
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Sprawdzmy, na ktérym etapie obligzedgt se pojawic btad.
Jesli catkowanie wykonamy bezpgdnio (bez przeksztatel to otrzymamy:

(9%i9) ev(L,integrate); %, numer;
(9%09) 2 log(3)-1
(%010) 1.197224577336219

Tym razem wydaje sj ze wynik powinien by poprawny, co mze sugerowa
btad generowany przez polecemadcan. Sprawdzmy wjc ,krok po kroku”
przeksztatcenia pod catk

7 (%i11) diff(f(x),);
1+diff(f(x), )" 2;
1+diff(f(x), %)™ 2, factor;
sqri(%);

4 x
(%o011) -
4

2
2

16
(%012) —=

+1
(4-x%)’
ey (x2+4)2 Pierwiastkujc (%013), otrzymujemy wyre-
(%013) (x -2 (x +2)2 nie (%014) z wartosgibezwzgtdna.
3 e Natomiast w (%06), gdzie zastosowane byto
(%Omﬁ polecenieradcan, moduty zostaly pomikte
e X

B bez uwzgtdnienia zakresu zmiennej
Wprowadzimy w takim razie deklargajlla zmienney:

E (9%i15) assume(x>=0x<=1)%
Teraz otrzymujemy:

I (9%116) 1+diff(f(x),x)"2,factor:
sqri(%a);
partfrac(%,x);
'integrate(%,x);

(x2+4)°

(%016) = o

(x¥-2)"(x+2)
(%017) e Tym razem moduty zostaty zgptone

(2-x)(x +2) poprawnie.
(%018) 2 -i-l Rozkitad (%017) na utamki proste.

Xx+2 x-2

.12

(%0019) |-——-——-1dx Catka nieoznaczona zapisana symbolicznie.

Wyznaczymy (zdefiniujemy) teraz funkopierwotna dla catki (%019):
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(9%i20) F(x):="(ev(%,integrate));

F(1)-F(0);
(%020) F{x):=2log{x +2)-2log(x-2)-x
(%021) 210g(3)-2log(2)-2log(-1)+2log(-2)-1

Pojawit st tu kolejny problem, gdyz Maxima ,nie pagid” o modutach przy
catkowaniu funkcji wymiernych. Dodamy gd opcg logabs w poleceniuev,
ktéra ma takie dziatanie jak deklaracja logabs:t(patrz przyktad 1).

(%i22) F(x):="(ev(%019,integrate,logabs));
F(1)-F(0);

(%022) F(x):=2log(x +2)-x-2log(2 - x)

(%023) 2 log(3)-1

Powyzszy wynik oraz wynik (%09grgoprawne.

Przyktad 7
Zdefiniujemy funkcg

X

F(x)=ft3dt, x € [1,5]
1

i wyznaczymy jej pochodn
FunkcjaF jest funkcj gornej granicy catkowania.

Funkcja podcatkowa jestagta na rozwaanym przedziale, wt funkcjaF jest
na tym przedziale rézniczkowalna i zachodzi rown®sex) = x3.

7 (%i1) F(x):="integrate(t"3,t,1,x); W definicji funkcji F ,zatrzymujemy”
i wykonanie operacji catkowania.
(%ol) F(x):= t2dt
o1
(%i2) 'diff(F(x),x) =diff(F(x),x); Zapis symboliczny i wynik obliczania
pochodnej. Rowni zachodzi oczywi-
(%ozj— I 3dt = i :
$cie na rozwaanym przedzial§1,5].
(%13) F(2)=F(2) Wartos¢ funkcji wyraona catk.
(%03) F(2) = I
7 (%i4) F(x),integrate; FunkcjaF po wykonaniu operacji
(%04) w1 catkowania.
4 4
(%i9) 'F(2)=F(2),integrate; Wartos¢ funkcji po scatkowaniu.
15
(%05) F(2) =1
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Przyktad 8
Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego jako szczegdlny przypadek
funkcji gornej granicy catkowania.

Przypomnijmy,ze gstas¢ prawdopodobigstwa zmiennej losowej o standardowym
rozktadzie normalnym dla& R dana jest wzorem:

7 (%i1) £(t):=1/sqrt(2*%pi)*%e (4~ 2/2);
-2
(%01) f(£):= Upe 2

Funkcjaf jako g:stos¢ zmiennej losowej typu agtego ma wiasnosci:

P (%i2) 'f(t)>=0; - jest funkcy nieujemna dla &€ R
f(t)>=0,pred;

(%02) f(£)>=0

(%03) true

=

(%i4) 'integrate('f(t),t,minf,inf)=1; - spetnia tzw. ,warunek
| integrate(f(t),t,minf,inf)=1,pred; unormowania”

(%04) | f(£)dt =1
W -0

| (%03) true

Dla zmiennej losowej ggtg 0 gestoki f dystrybuantd wyraza sg wzorem:
F(x) = f_xoo f(t)dt,x e R. W tym przypadku (dla rozktadu normalnego) nie
jest to funkcja elementarna.

_7 (%i6) F(x):=1/sqrt(2*%pi)*integrate(Yoe (-t~ 2/2),t, minf,x);

- -2

(%06) F(x):=ﬂ% | _x%e 2 d¢

(%i7) "(F(x)),ratsimp; Po upreszczeniu otrzymadmy funkcg
erfi"i-i+ X specjalng erf(funkcje btedu).

(0/007) T2

Za pomog funkcji gestosci lub dystrybuanty mozemy wyznaczprawdopodo-
bienstwa. Na przyktad dla standardowego rozktadu normalnego mamy

P(0<X<1)=[ f(x)dx =F(1) - F(0) = 0341, gdyz

(9%i8) "F(1)-F(0)"=ev(F(1)-F(0),bfloat, fpprec=>5);
"F(1)-F(0)"=romberg(f(x),0,1); (%08) oraz (%09) podaj
(%08) A1)-H0) =3.4134b-1 wyniki dla dwéch réz-

(%08) A1)-A0) =0.34134473402459 nych metod oblicze
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Porownajmy wykresy funkcji gptoi i dystrybuanty rozwzanej zmiennej
losowej. Wykresy te zostaly zamieszczone w jednym okniea wepdlne ustawie-
nia set_draw_defaults Wiecej informacji na temat poleggakietudraw mozna
znalezé w rozdziale 6.2.

" (2%i10) load(draw)$

set_draw_defaults(grid = true,

xaxis = true, xaxis_color = brown, yaxis = true, yaxis_color = brown,

xtics = [-3,1,3], yrange = [-0.1,1.1], line_width = 2, color = brown)$
I (%i12) gp:agr2d(titte="funkcja gestosci", explicit(f(x),x,-4,4),ytics=[0,0.2,1])$
dyst:gr2d(title="dystrybuanta" explicit(F(x),x,-4,4),vtics={0,0.2,0.5,0.8,1 1%
draw(columns=1,dimensions=[600,600],gp,dyst)$

funkcja gestosci

1 k
0.8
0.6
04
0.2 —J/X
0 1
3 2 1 0 1 2 3
dystrybuanta
1 k
08 r
0.5t
0.2r
0
3 2 1 0 1 2 3
Uwaga 2

Wszystkie istotne funkcje i charakterystyki liczbowe gzgine z rozkladami
prawdopodobigstwa (zaréwno dla zmiennych skokowych jak agtych) @
dostpne po wczytaniu pakietdistrib. S3 to m.in. funkcja gstasci (funkcja
prawdopodobigstwa)- pdf_*, dystrybuanta cdf_*, kwantyl - quantile_*, war-
tos¢ przecetna— mean_* oraz inne charakterystyki liczbowe. W pasaych
nazwach symbot jest zasgpowany przez nazwrozktadu. Rozklad normalny
standardowy ma nazwnormal oraz parametr@ i 1.

Poniej kilka przyktadéw uycia polecé tego pakietu:
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E (9%i15) load(distrib)$ fpprintprec:6%

4 (9%i17) "f(3)"=pdf_normal(3,0,1),float;
"P(X<1)=F(1)"=cdf_normal(1,0,1) float;
u[0.05]=quantile_normal(5/100,0,1),float;

(%017) f(3) =0.004432 - wartosé¢ funkcji gestasci
(%018) P(X<1)=F(1) =0.8413 - wartos¢dystrybuanty
(%0019) vg g5 = -1.64485 - kwantyl rzdu 0.05

Na koniec ilustracja rachunkowa ,reguty trzech sigm™:

_7 (9%i20) "P(-3<X<3)"=romberg({pdf_normal(t,0,1),t,-3,3);

| (%020) P(-3<X<3) =0.9973

_7 (9%i21) "P(-3<X<3)"=cdf_normal(3,0,1)-cdf_normal(-3,0,1)},float;
(%021) P(-3<X<3) =0.9973

Przyktad 9

a) Dana jest funkcja kosztu KieowegoK'(x) = x? + 2x — 9. Wyznaczymy
funkcje kosztu catkowitego Kx) wiedzc, ze koszty state wynogz5 jednostek
pienieznych.

[ (%i1) Kp(x):=x"2+2*x-9%

_7 (%i2) K(x,C):="(integrate(Kp(x), x)+C);
3
(%02) K(x,C):=C +%+x2 -9x

(%i3) K(0,C);
(%03) C

Mamy K (0) = C. Poniewa koszty state growne15, wiec K(0) = 15.
Stad C=15.

(%i4) K(x,15);
2
(Y%04) ?+x2 -0x +15

3
Tym samymK (x) = =+ x* — 9x + 15.

b) Do magazynu dostarczany jest towar. Dostawa rozpoczymagsidzinie 8,
i w chwili t (liczac od rozpocgcia dostawy) jej nakzenie wynosi

t
fO=1+30

jednostek towaru na sekunde. Obliczymy, ile towaru naptynie do magazynu

miedzy godzing 9 a 1.
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Liczac godziny od rozpoegzia dostawy, badamy wielkos¢ dostawy od chwili

T, = 1 do chwiliT, = 3. Nakzenie dostawy na godzine jest 3600 razgksize

niz na sekundg. llo$¢ towaru, jaka naptynie w tym czasie do magazynu, to od-
powiednia catka oznaczona. Do jej obliczenia zastosujemy polecenleerg
(patrz tabela 14.1).

' (%i5) f(1):=(1+t/(4+t"2))*3600;

(%05) f(e‘):={1+ = ]3500

442

_7 (%i6) 'integrate(f(t), t, 1, 3)=romberg(f(t), t, 1, 3);
3

(%06) 3600 J‘ ) +1d¢ =8919.9

16 +4

Do magazynu naptynie 8919 jednostek towaru.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Zadanie 1
Obliczy¢ catki nieoznaczone:

a)f In? x dx, b)fex sin x dx, c)f(x+1)(x—2)4dx, d)f

1
V4 — x?
dx, h)ftg‘*xdx.

dx,

1 x* x
e)f\/4x_x2dx’ f)fx2—5x+6dx' g)fxz+x+1

Zadanie 2

Obliczy¢ catki oznaczone:
e 0

a)f x?In? x dx, b)f
1 -1

x—3

z 1

2
—dx, Cf sin? x dx , df x e *dx.
V1—2x —x2 )o )o

Zadanie 3
Zbadat zbieznosé cakki:

a)foxe'e"‘zdx b)fz;dx c)flxel/xdx d)foo;dx
o ' o (x—=2)377 ) ' o X2=2x+6

Zadanie 4

Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi:
a) y=2x—x%, x+y=0;

b) y=xInx, y=0, x=1, x=¢;

c) y=xe*, y=e—e(x—1)?;

d) y=-x% y=2x,y=x.
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a) Qbliczy¢ objetos¢ bryty powstatej przez obrét wokét aBic figury
D={(x,y) ER*: 0<x<m 0<y< sinx}.
b) Oblicz pole powierzchni powstatej z obrotu wokét @sikrzywe;j
y=v9—x%2, —1<x<1.
c) Obliczy¢ dtugosétuku krzywej y = 2vx3, 0 < x < 11.

Wyznaczy pochodna funkcji gérnej granicy catkowania:

a)fleZ + t*dx, b)fxle_tz/2 dx.

a) Dana jest funkcja kosztu kieowego K(x) = —10e™*. Wyznaczy funkcje
kosztu catkowitegoK (x), wiedzc, ze koszty stale wynogz50 jednostek
pienieznych.

b) Do magazynu dostarczany jest towar. Dostawa rozpoczyragadziniel 3

i w chwili t (liczac od rozpocgcia dostawy) jej natenie wynosif (t) = %
jednostek towaru na sekunde. Obliézyle towaru naptynie do magazynu¢mi

dzy godzing 13 a 14

Odpowiedzi

e*(sin x—cos x) ) 5x6—42x5+120x*-80x3-240x2%+480x

1. a)x(n?x—2Inx+2), b) . . 20

x > 2x3+15x2+114x (x—3)81
d) arcsinz, e) In(2Vx2 + 4x + 2x + 4), f) : +tIn

(P+x+1) 1 2x+1 tg x-3tgx
0) ln—2 Farctg—=, h)—3 + x.

a)-(5e —2), b)—m+v2 -1, )%, d)1 -2,

a) zbi&’na:—%, b) rozbiena, c) rozbiena, d) zbienazgn — arctg /5.

2 —
a)z, b)"’:l, c)?, d)g.

a)7, b)12m, c)74.

a)V2 + x%, b)—e /2,
a) K(x) = 10e™ + 40, b)5323 jednostki towaru.

No ok~ w N
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Pochodn czstkows funkcji f wzgledem zmienneg w punkcie(x,, y,) 0znaczamy
symbolem

, d d
£ (o, 70) lub 2 (g, y6) 1ub == £, 3) | xmrgymyo-

Pochodnaczastkowa funkcji f wzgledem zmienney w punkcie(x,, y,) 0mna-
czamy symbolem

£, %0) 1ub 5L G, 7o) 1ub 2= £ (6,7 | e ymy:

Dla pochodnych estkowych drugiego kdu funkcji f stosujemy oznaczenia:
(i = fier ROy = fis (B) %= fes (B) 3 = fiy

lub inaczej odpowiednio

i(a_f)_az_f i(a_f)_azf i(a_f)_azf i(a_f)_f’z_f
ax \ox) ~ oax2' ay\ax/  oayox' ax \ay) ~ axday' oy \ay)  ay?

Tabela 15.1

POLECENIA  OPIS

diff( f(x1,X2,...,%),x)  pochodna cgstkowa rzdu pierwszego
funkcji f wzgledem zmienneg;, i = 1,2, ...,k
diff(f(x1,%2,...,%),X,n)  pochodna cxstkowa rzdun-tego funkcjif
wzgledem zmienney;, gdzie i= 1,2, ..., k
diff(f,xi,n,%,m,...) pochodna czstkowa mieszana
derivabbrev: true  zmiana notacji pochodnych (dokhyie: false)
at(diff(...),[x=xoy=Yo])  wartaé¢ pochodnej funkcjf w punkcie(xy, yo)
hessianf(x,y),[X,y])  hesjan funkcjif dw6ch zmiennycP
jacobian(f(x,y),[x,y])  w tym przypadkeé otrzymamy macierz, ktérej
jedyny wiersz jest gradientem funkgji®

D Hesjanem (macieszHessego) nazywamy macierz drugich pochodnyeistkawych
funkcji (patrz te tabela 8.5).

2Wiecej informacji na temat funkcjacobian znajduje si w rozdziale 8.4.

% Gradient jest tu rozumiany jako wektor (lista) pochodnycistkpwych pierwszego
rzedu. Gradient funkcji w punkcie wskazuje kierunek najszybszego wzrostu jegeiarto

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przyktad 1
Obliczymy wartosci pierwszych pochodnychastkowych funkcji
f(x,y) = x3y? + 2 arctg(3x + 4y) w punkcie(—1,0).



200

Matematyka z komputerem

Dziedzing funkgcjif jest zbiorD = R?,

E (9%i1) f(x,y):= x"3 *y" 2+ 2%atan(3*x+4*y)$

7 (%i02) 'diff(f(x,y),x);

diff(f(x,y),%);
diff(f(x,y),%);
Y% x=-1,y=0;

d
(Y%02) af(x, ¥)

(%03) (2atan(4 y +3 x) +x° y?)

dx
(%04)—2+3xz y?
(4p+3x) +1

3
0 z
(%035) c

' (%i6) "diff(f(x,y),v):

diff(f(x,y),y);
diff(f(x,v),v);
%, x=-1,y=0;

d
L] =
(%06) iy flx,y)
d
(Y%07) 5(2 atan(4 y +3 x)+x° y?)

(%08) +2x%y

(4y+3x) +1

4
L] -
(%09) 5

Mozna tex uzy¢ polecenigacobian oraz;lt, pamktajac jednak,ze wtedy wynik

jest macierz.

%, nouns;

(%010) [if(w) %f(xrm}

dx

(%011) E %]

Przyktad 2

[x=-1,¥=

I (90i10) "at(jacobian(['f(x,y)],[x,y]),[x=-1,y=0]);

Obliczymy pochodne gsatkowe drugiego krlu funkcji
f(x,y) =1In(e?* + 3e73).

Dziedzing funkcjif jest zbiorD = R?.

E (%%i1) f(x,v):= log(Yoe™(2%x)+%e™(-3%y) )%

Tym razem pojawi giinny symboliczny zapis pochodnych gkiiderivabbrev:

E (%i2) derivabbrev:true$

_7 (%i3) 'diff(f,x,2)=diff(f(x,v), %,2),factor;
493 Y +2X

(%03) £y =—————

i (%e® ¥ F2X 11)

s (Yoid) 'diff(f,y,2)=diff(f(>,v), v,2),factor;

| g ope3 ¥ +2X

(%04) f,, =—————

(%e? ¥ 2% 11)

e

r

(%i3) 'diff(f,x, 1,y, 1)=diff(f(x,y),x, 1,y,1);
6 %e2 ¥ 3V

(%05) £, =
¥ . 2
(%e 3 ¥ +%e?¥)

(%i0) 'diff(f,y,1,x,1)=diff(f(x,y),y,1,%,1);

6 e2 X-3y
(%06) £, , = -

. 2
(%he™3 ¥ +0pe? X)
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Mozna te, do wyznaczenia wszystkich pochodnychstizowych drugiego exu,
zastosowafunkcje hessian
_7 (%i7) hessian('f(x,v),[x,v])=hessian(f(x,v),[x,v]), factor;

4 oped ¥ F2X 6 %ed )V F2 ¥

flx.r)y f[xry)_.”,] [%E3p+2_-{+lj2 [‘?—'&EEP'+2-'(+1:|2

(%07) {

fleplyy, flxerly, 6 e ¥ F2 X g ey F2x

¥’ ' 2 " , 2
[D,-'EIE3} +2x +1) [D;'EIEE}' +2x +1)

Uwaga 1

Rozwaane wyej pochodne mieszang;, oraz f,, sa ciagle na zbiorzeR?,
zatem na podstawie twierdzenia Schwarza wiemyg one rowne.

W Maximie fakt ten oraz jego uogolnienie na pochodne mieszamszygh
rzedow jest wyranie zaznaczony, gdyz wszystkie pochodne mieszang maj
jeden i ten sam symbol (patrz (%05), (%06), (%07) orazzppni

(%i1) derivabbrev:false$ (9%i3) derivabbrev:trues
diff(f0x,y) %, 1,y,1,x,1); diff(f(x,v). %, 1,y,1,x,1);
43 Y%o4) f(x,
(%02) —5—f(x, ) oDy
dx<dy
Przyktad 3

Wyznaczymy ekstrema lokalne funkgjix, y) = x3 + 3xy? + 12xy.
Dziedzing funkgcjif jest zbiorD = R?,

E (%i1) o, y):= X" 3+3FFy N 2+1 2% %y s

(%i2) fx:diff(f(x,y), x); (%i3) fy: diff(f(x,y), v):
(%02) 3 y2 +12 y +3 x? (%03) 6 x y +12 x

Wyznaczamy punkty stacjonarne oraz oznaczam§lepP2, P3, P4.

(%i4) stacjonarne: solve([fx,fv], [x.yD;
(%04) [[x=0,y=-4],[x=0,y=0],[x=2,y=-2],[x=-2,y=-2]]

(%%i5) Pl:stacjonarne[1]$P2:stacjonarne[2]$
P3:stacjonarne[3]$P4:stacjonarne[4]$

(9019) H: hessian(f(x,v), [xv]);  Wyznaczamy hesjan funkdfi.

6 x 6 p+12
(%09)
6y +12 6x
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" (%i10) W:determinant(H); Obliczamy wyznacznilkV/, hesjanuH,

I WPLWPZW,P3W,P4; 3 naggpnie badamy znak tego wyznacznika
(%010) 36 x2-(6 y +12)° w kazdym punkcie stacjonarnym.
(%011) - 144 Stad wnioskujemy, ze funkcj@ posiada
(%012) -144 ekstrema lokalne jedynie w punktach
(%013) 144 P3 i P4.
(9%0014) 144

E' (%i15) derivabbrev:trues Wybieramy z macierzyf pochodnafy

(element znajducy sk w pierwszym
[ (%i16) focH[1,11$ wierszu i pierwszej kolumnie)

| przypisujemy do zmienngjxx.
(%i17) 'diff(f,x,2)= o
(%017) f, =6 x

Nastepnie okréglamy znak tej pochodnej w punktagB orazP4, aby ustal,
czy funkcjaf oshaga w nich minimum czy maksimum lokalne.

(9%i18) 'at(H[1,1],P3)=at(fxx,P3):  Otrzymujemyze
at(H[1,1],P4)=at(hoe,P4);  fix(2,—2) = 12 > 0, wiec funkcja
(%018) 6 ,»(|[X:2 b 12 osigga minimum lokalne w tym punkcie.
(%019) 6 x| ) - 12 fx’,’c_(—z,—Z) =-12 <0, wigc funkcja _
[x=-2,y=-2] osigga maksimum lokalne w tym punkcie.

Na koncu obliczamy wartagi funkcji i szkicujemy jej wykres.

" (%i20) flmin](x,y)=F(x,y),P3;
I fimax](x,y)=F(x,y),P4;
(%020) f n(2,-2)=-16

(%021) £ (-2, -2) =16

" (%i22) plot3d( f(x,y), [x, -5, 5, [v, -7, 3], [z,- 16,16],
[grid, 100, 100],

[legend, false],
[mesh_lines_color, false],

[xtics, 2], [vtics, 2], [ztics, 8],
same_xy,

[color_bar_tics, 8],

color_bar)$
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Przyktad 4
Wyznaczymy wartos¢ najmniejgZ najwieksz funkciji

16

f(x,y) = 2x3 + 4x? + y? — 2xy na zbiorzeD = {(x,y) € R%:x%2 <y < 4}.

[ (%i1) load(draw)s

[ (%03) fx,y)i= 2%x"3+4*xA 2 +y~2-2%xkys

e

(9%i2) draw2d(grid=true,

xtics_axis=true,
wtics=2,ytics=2,
Xaxis=true,
xaxis_type=solid,
xrange=[-3,3],
yrange=[-1,5],
fill_color=grey,
filled_func=4,

explicit(x™2,x,-2,2),

filled_func=false,
color=gray40,
line_width =3,

explicit(4,x,-2,2),
explicit(x"2,x,-2,2),

color=brown,
point_size=1.25,
point_type=7,
font= "Arial",
font_size=14,
label(["A",-2.5,4]),
label(["B",2.5,4]),

points([-2,2],[4,41))$

Szukamy punktow stacjonarnych funkgjiwe wnetrzu obszar.
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(vai4) Rodiff(fix,y), x); (%i5) fy: diff(f(x,y), v):
(%04) -2 y +6 x% +8 x (%05) 2 y -2 x

(%i6) stacjonarne: solve([fx,fy], [x,v]); Zaden z punktéw stacjonarnych
(Yob6) [[x¥=-1,y=-1],[x¥ =0,y =0]] nie naley do wnetrza zbiorw.

Saukamy teraz punktéw stacjonarnych funkgjna brzegu opisanym rownaniem
y = x? dlax € (—2,2). Na rozwaanym brzegu funkcj# przyjmuje posta

(%i7) 'flx,x"2)=f(x,x"2); Jest to funkcja jednej zmiennej
(%07) f(x, x?) =x* +4 x?

Nazwiemy j g i wyznaczymy jej punkty stacjonarne.

7 (%i8) g0):="(F(x,x"2));
(%08) g(x):=x" +4 x2

7 (%19) 'diff(g(x), X)=diff(g(x),X); Poniewa x = 0 nalezy do przedziatu
i realroots(diff(g(x),x)); (—2,2) orazy = x2, to otrzymujemy

(%09) %(x‘4 +4x%)=4x>+8x  punkt stacjonarng = (0,0).

(%010) [x =0]

Badamy nagpnie istnienie punktéw stacjonarnych funktja brzegu opisanym
rownaniem y= 4 dlax € (—2,2). Funkcjaf przyjmuje wtedy posta

(%i11) '(x,4)=F(x,4);
(%o011) f(x,4)=2 x> +4 x2-8 x +16

Jest to te funkcja jednej zmiennej. Nazwiemy § h.

(%i12) h(x):="(f(x,4));
(%012) h(x):=2 x> +4 x? -8 x +16

Szukamy punktéw stacjonarnych funkigjidlax € (—2,2).

4 (%i13) 'diff(h(x),x)=diff(h(x),%);
solve(diff(h(x),2));

d
(%013)5(2,\*3 +4X2-8x+16):6x2+8x-8

2
(vo0l14) [x=-2,x =§]
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Tylko x = % nalezy do przedziatu (-2,2). Uwzefiniajgc réwnanie brzegu = 4,
otrzymujemy wgc kolejny punkt stacjonarny £ (g 4).
Aby wyznaczy wartos¢ najmniejsz i najwieksz funkcji f na zbiorzeD ,

porownujemy wartosci funkcji w punktaghi P oraz w punktach brzegowych
A=(-24)iB=(24).

7 (%i15) f(P)=F(2/3,4);(0)=F(0,0); F(A)=F(-2,4); (B)=F(2,4);
%013) f(£) =7

0)=0
A)=32

)
)
%016)
)
) f(B)=32

(

(

(%017
| (

— = = —
—— e

%018

Funkcjaf przyjmuje zatem wartd najmniejsz, rowna zero, w punkci@®,
natomiast wartos¢ najwksz, réwna trzydziéci dwa, w punktacd oraz B
Rysujemy teraz wykres funkcfi okreslonej na kwadracid—3,3] x [—1,5]
(kolorem zielonym) oraz zaznaczamy afooe tej funkcji do zbiorw (kolorem
niebieskim). Aby uzyska bardziej czytelny wykres, zbiér wagto funkcji f
ograniczamy do przedziaf0,32].

Definiujemy funkcg na zbiorze D

[ (%i19) fD(x,y):=if x*2<=y and y<=4 then f(x,y)$

(D/c'lzo) pIOt3d([f(x{Y){fD(x{Y){[x{_3(3:|![Y!_1(5]]![2(0!32]([grid!80(80]{[Zticsigj(
[palette, false], [color,green,blue],[legend,false])$

32

24

L o
‘::s“ -
=

=
s

s
b

.

b
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oo,

:\"\\‘ o
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Przykitad 5
Jak dobra wymiary pudetka w ksztalcie prostopadioscianu, aby miate?
objetosci i jak najmniejsg powierzchng?
Z warunkéw zadania wynikae zachodzi rownosé¢ x y = 1, gdziex, y,z 3
dtugosciami bokow prostopadicianu. Z powyszej rowndci wyznaczamy
zmiennaz i wstawiamy § do wzoru na pole powierzchni prostopadiagiu
p=2xy+yz+zx).
Dziedzing funkcjip = p(x, y) jest zbiorD = (0, ©) X (0, ).
(%i1) p(x,y):="(ev(2*(x*y+y*z+z*x),z=1/(x*Y)));
:,‘ 1 1".
(%ol) p(x,y):=2 :\_X % +; +;,|
W trudniejszych rachunkowo przyktadach mozna iteaczej ,wyeliminowa”
zmienng (w tym przypadku)z
_7 (%i2) eliminate([x*y*z=1, p=2*(x*y+y*z+z*x)],[z]);
(%02) [-2 x? y2 -(2-px)y-2x]
_7 (%i3) solve(%,p),expand;
2 2
I (%03) [p=2x) +; +;]
W celu wyznaczenia wymiaréw pudetka, ktore ma najmniesavierzchng,
obliczamy pochodne ggtkowe funkcjip i wyznaczamy jej punkty stacjonarne.

_7 (%i4) px: diff(p(x,y), x),factor; (%i5) py: diff(pCx,y), ¥),factor;
2(x%y-1) 2(x y2-1
(Y%04) S (%05) Lz)
X ¥

Do rozwizania ukladu réwnastosujemy poleceniglgsysz dodatkowym usta-
wieniem realonly:true, dzéki ktéremu w rozwazaniu pojawa sie jedynie
punkty o wspétrzdnych rzeczywistych.

(%i6) stacjonarne: algsys([px=0,py=0], [xv]),realonly:true;
(%06) [[x =1,y =1]]

(%i7) P1:stacjonarne[1];
(%o?) [x=1,y=1]

Obliczamy Hesjan i jego waéw punkcie stacjonarnyil.

(%i8) H :hessian(p(x,y), [x,¥1); (%i9) W:determinant(H);W,P1;
4
— 2 0 _
= (4/009:] 3 3 4

(%08) ol )

£ (%010) 12

v
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Poniewa W (P1) = 12 > 0, wigc funkcjaf posiada ekstremum w tym punkcie.
Badamy teraz znak,;p(P1).

" (%i11) pxcH[L,1];p%0¢,P1;
4

(Y0ll) —

XJ

pxx(P1) = 4 > 0, std funkcjaf osaga
w tym punkcie minimum lokalne.

| (%012) 4

" (%i13) 'p[min](x,y)=p(x,y),P1;
(%013) pn(1,1) =6

Pudetko o wymiarach m, 1 m, 1 m bedzie miato najmniejsz powierzchng,
réwna 6 m?.

Przyktad 6
d—
Funkcja popytu na pewien produkt ma pogtép, d) = %, gdzie poznacza

cene produktu, natomiadtoznacza dochdd konsumenta. Obecna cena produktu
wynosip, = 3 jednostki pienizne, natomiast dochéd konsumenta jest réwny
d, = 5 jednostek pieriznych. Korzystajc z funkcji elastycznosci ustalimy, jak
zmieni sé popyt na rozwzany produkt, jeeli

a) ceng podniesiemy D%, b) dochdd konsumenta wzrnig 01%.

a) Korzystamy z interpretacji ekonomicznej elastycenpépytu na dane dobro
wzgledem ceny, ktora jest zdefiniowana wzorem

o p
Ep(p' d) - fp (p' d) f(p,d)'

Elastycznos¢ ta okega w przyblizeniu, o ile procent zmienigipopyt na dane
dobro, gdy cena wzrosnie 0 1%

Aby wyznaczy elastyczné¢ popytu wzgtdem ceny, definiujemy funkepopytu f
I obliczamy jej pochodna @atkowa wzgledemp.

(%i1) f(p,d):=d*%e~(2%d-4)/p"2; (%i2) fp:diff(f(p,d),p);
d %e? 94 2 d %e? %
(%o01) f(p, d):="——— (%02) 225
P p

Definiujemy funkcg elastycznosci popytu wzgllem ceny i liczymy jej wartosé
dla ceny g = 3 i dochodud, = 5.

(%i3) Ep:(p/f(p,d))*fp;
(%03) -2

(%i4) Ep,p=3,d=5;
(%04) -2
Wynik oznacza, ze wzrost ceny o 1§powoduje spadek popyt2éo.

b) Korzystamy z interpretacji ekonomicznej elastycznpdpytu na dane dobro
wzgledem dochodu, ktora jest zdefiniowana wzorem

, d
Eqs(p,d) = fy(p,d) Fod)
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Elastycznos¢ ta okrda w przyblizeniu, o ile procent zmienigpopyt na dane
dobro, gdy dochéd wzrosnie 01%.

W celu wyznaczenia elastyczeo popytu wzgtdem dochodu liczymy pochogin
czastkowg zdefiniowanej wczaniej funkcji popytu wzgidem zmienneg.

_7 (%i5) fd:diff(f(p,d),d),factor;
(2d +1)%e2 74

52

ISefiniujemy funkcg elastycznosci popytu wzgllem dochodu i liczymy jej war-
tos¢ dla cenyp, = 3 i dochodud, = 5.

_7 (%i6) Ed:(d/f(p,d))*fd;

(%00) 2 d +1

(9%035)

(%i7) Ed,p=3,d=5;
(%07) 11

Zatem wzrost dochodu ©% spowoduje wzrost popytuidl %.

Przyktad 7

1
Dana jest funkcja produkcfi(k,z) = (2k~%2 + 3z7%2)7z, gdziek oznacza
naktad kapitatu, natomiast- naktad pracy. Obecnie naktad kapitatu wynosi
ko, = 2 jednostki pienizne, natomiast naktad pracy jest rowdy = 500 robo-
czogodzin. Obliczy.
a) o ile procent musi w przykkniu wzrosaé¢ naktad pracy, gdy naktad kapitatu
spadnie d %,
b) o ile procent musi w przylkniu wzrosnaé¢ naktad kapitatu, gdy naktad pracy
spadnie d %,
aby produkcja ginie zmienita.

a) W przypadku, gdy znana jest funkcja produici f (k, z), gdzie yoznacza
wielkos¢ produkeji (w jednostkach fizycznych),-knaktad kapitatu, natomiast
z - nakfad pracy (liczba zatrudnionych lub roboczogodzin), korzystamy z inter-
pretacji ekonomicznej elastycznosci substytucji kapitatu przezepikaéra jest
zdefiniowana wzorem

fi (k2) k

fi (k,z) z°
Elastycznosé ta informuje, o ile procent musi w przyatiiu wzrosngé naktad
pracy, gdy naktad kapitatu spadi &, aby produkcja sinie zmienita.

El (k,z) =

W celu wyznaczenia elastycznosci definiujemy fugkpjodukcji i liczymy jej
pochodne cxstkowe.

(%I1) f(k,2):=(2*k -0.2)+3*27(-0.2))~(-1/0.2);
-1

(%o01) f(k,2):=(2 k%2 +3 2—0.2)0-2
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E (%i2) fk:diff(f(k,z),K)$ fz:diff(f(k,z),2)$

Definiujemy funkcg elastycznosci substytucji kapitatu przez gradiczymy jej
wartas¢ dla naktadu kapitatugk= 2 i naktadu pracy z= 500.
Wykonujemy te przeksztatcenie (patrz tabela 4.5) do postaci zawo=jg)

utamki zwykte, aby otrzymawynik doktadny dla postaci funkoﬁ,{z.
Nastpnie obliczamy wartosci doktadna i przybting, zgodnie z podanymi
wyzej warunkami zadania.

_7 (%id) Ekz:(fk/fz)*(k/z), factor,rootscontract;
rat: replaced 0.19999999999999 by 1/5 = (.2

rat: replaced - 0.19999999999999 by -1/5 = - 0.2
rat: replaced 0.660066606666666 by 2/3 = 0.66666666666606
eutfls
%04 &
I (%04) —3
(%i3) Ekz,k=2,z=500;%,numer;
22501/3
(%035) 3

(%06) 2.01139211218172

Wynik oznaczaze wartos¢produkcji s¢ nie zmieni, gdy w przypadku spadku
naktadu kapitatu d % naktad pracy w przybteniu wzrofiie 02 %.

b) Korzystamy z interpretacji ekonomicznej elastycenasubstytucji pracy
przez kapitat, ktora jest zdefiniowana wzorem

f _fz(k2) z
EZk(kJ Z) - f}é (k,2) ' E .

Elastycznos¢ ta informuje, o ile procent musi w przyatiu wzrosna¢ naktad
kapitatu, gdy naktad pracy spadi®o, aby produkcja ginie zmienita.
Definiujac funkcg elastycznogi substytuciji pracy przez kapitat, zawaay, ze
Esz (k,z) - E,fz(k, z) = 1. Nastpnie obliczamy jej wartg dla naktadu kapitatu
ko = 2 i nakfadu pracy g= 500.

]

(9i7) Ezk:1/Ekz, rootscontract;
(L5
3|=]

(Y%07)

=~

(%i8) Ezk,k=2,z=500;%,numer;
3
(%08) ———=
2 250%/3

(%09) 0.49716810260099




210 Matematyka z komputerem

Wynik interpretujemy nasgpujaco: warté¢ produkcji s¢ nie zmieni, gdy w przy-
padku spadku naktadu pracy o 1% naktad kapitatu w preytili wzrgnie o 0.5%.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Zadanie 1

Obliczy¢ wartogi pierwszych pochodnych gztkowych funkcjif w punkciep,,
jezeli:

a) f(x,y) = 4x*y3arctg(2x —y), P, = (1,1),

b) f(x,y) =e3*2(2x + 5y + 1), Py = (0,1).

Obliczy¢ pochodne cistkowe drugiego kdu funkciji:
a)f(x,y) =In(e™ + &), b) f(x,y) = e***Y(3x + 2y).

Zadanie 3
Wyznaczy ekstrema lokalne funkcji:

a)f(x,y) = —4x?+2xy —y? —6x+2y, b)f(x,y)=e"¥2x%—y?),
) f(x,y) = 6x%y —4x3 + y%2 — 4y, d) f(x,y) = In(y + 2x) — 2x — y2.

Zadanie 4

Wyznaczy wartosé¢najmniejsa i najwigksz funkcji f na zbiorzeD, jezeli:
a)f(x,y) = x2=2xy+2y3+4y% D={(x,y) € R:x?2<y <1},

b) f(x,y) =xe*3Y , D={(x,y) € R:1<x<eA0<y<Inx},
C)f(x,y)=vy>—x%, D={(x,y) € R%:x2+y2 <9Ax =0},
d)f(x,y) = 2x2—y?2 —18x, D= {(x,y) € R%:x? +y? < 16}.

Zadanie 5
Znalez¢ takie trzy liczby, ktérych suma jest rowna 1, natomiast iloczyn
najwiekszy. Jaka jest waré tego iloczynu?

Zadanie 6

jest

Przedstawt liczbe 64 w postaci iloczynu trzech czynnikow tak, by ich suma

byta najmniejsza. Jakie to liczby?

Zadanie 7
Jake powinny by wymiary otwartego zbiornika w ksztalcie prostopadiadu
0 objetosci 4 m3, zeby jego pole powierzchni byto najmniejsze?

Zadanie 8
Jake powinny by wymiary prostopadkzianu o powierzchr27 m?, zeby jego
objetosé byta najweksza?
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: d
Funkcja popytu na pewne dobro ma pésfép, d) = @D + d(d+9p) gdzie p
oznacza ceneg dobra, natomidsbznacza dochéd konsumenta. Obecna cena do-
bra wynosip, = 0.1 jednostki piergznej, natomiast doch6d konsumenta jest
rowny d, = 1 jednostk pieniezng. Korzystajc z funkcji elastycznosci, ustali

jak zmieni s¢ popyt na rozwzane dobro, jeeli:

a) cene podniesiemy D%,

b) doch6d konsumenta wzrog 01%.

Dana jest funkcja produkcif(k,z) = 2k~ %2295 gdziek omacza naktad
kapitatu, natomiast — naktad pracy. Obecnie naktad kapitatu wyrigseE 2
jednostki pierizne, natomiast naktad pracy jest rowny= 500 roboczogodzin.
Wyznaczy:

a) o ile procent musi wzrosna¢ naktad pracy, gdy naklad kapitatu spadfie o
b) o ile procent musi wzrosna¢ naktad kapitatu, gdy naktad pracy spadie o
aby produkcja sinie zmienita.

Odpowiedzi

1 & fi(L1) =21 +4, £(1,1) = 3t — 2, b)£(0,1) = 20e2, £;(0,1) = —7e™2,

9e3Y*x 3e3Y~%

3y+x "
2 A fax(oy) = (63‘;""‘+1)2 fyy(x y) = (e37+x11)2’ f (x,y) = f (x,y) = @1e 12’
b)f (x,y) = 2y +3x + 6)e™*™, f11(x,y) = 16(2y + 3x + 1)e*¥**,
o (6 Y) = fie(x, y) = 2(4y + 6x + 7)e*r+x,

3. a)fmax( ) b)fmm( 2,—4) = - _21 C)fmin(orz) = —4,
@) fae (5 l) —3’
4. 8) fynn(0,0) = 0, frngx(—1,1) = 9, b) fyn (2,102) =, fr0(e, 0) = €°*7,

0) fmin(=3,0) = frin(3,0) = =9, fnax(0,3) =9,
d) fmin(3: _\/7) = fmin(3: \/7) = —43, frnax(—4,0) = 104.

1 11

33 3

4,4,4.

2m,2m,1m.

3m,3m,3m.

a) Wzrost ceny d% spowoduje spadek popytu w przylehiu 01.3 %.

b) Wzrost dochodu ©% spowoduje wzrost popytu w przyidiniu 00.3 %.
10. @) 0.4 %, b)2.5 %.

© 0N O



16. Funkcja uwiktana jednej zmiennej

Niech Fbedzie funkcy dwoch zmiennych. Kala funkcg y = y(x) ciagla na
pewnym przedzialé oraz spetniajca rownaié¢ F(x,y(x)) = 0 dla wszystkich

x € I nazywamy funkej uwiktana okrélona réwnaniem Ex,y) = 0.
RownanieF (x,y) = 0 nazywamy wtedy postacuwiktana funkcji y = y(x).

Aby narysowd wykres funkcji jednej zmiennej danej w postaci uwiklanej oraz
oblicz& jej pochodne, bedziemy korzysta polecé przedstawionych w tabeli
16.1 oraz w tabeli 16.2.

Tabela 16.1

PODSTAWOWE POLECENIA GRAFICZNE YV

imp“Cit_pIOt( F(x,y)=0, [X, Xmin, Xmax], [y, Ymin, Ymax])
- rysujekrzywa opisar réwnaniem¥ (x,y) = 0, ograniczajc ja do prosto-
kqta [xmin' xmax] X [yminr ymax] 2

implicit_plot([ I, o, ], [X, Xmin, Xmax], [y, Ymin, Ymax])
- rysujekrzywe opisane réwnaniamit;, 7,, ... ograniczagc je do prostok
ta [xminﬁxmax] X [ymin' ymax] 2

contour_plot(f(x,y), [X, Xmin, Xmad, [Y, Ymin, Ymad, OPCj€

- rysuje poziomice funkcjf (patrztabela 6.}
opcje:[gnuplot_preamble, "set cntrparam levels ....;3." ]

k - k poziomow

incremental Win,K,Wnax - poziomy 00Wmin O Wmax CO K

discretews, Wy, ...,Wn - lista wybranych pozioméw

set size ratio 1 - ustawienie proporcji jednostek na osiach

draw2d(opcje implicit( F(X,Y)=0,X,%nin,Xmasx Y, Ymin:Yma))
- rysujekrzywg opisan réwnaniem¥ (x,y) = 0, ograniczajc ja do prosto-
kqta [xminl xmax] X [ymin' ymax]
opcje:ip_grid oraz ip_grid_in (patrz tabela 6.3)

draw3d(opcje, explicit( F(X,Y),X,%ninsXmax Y, Ymin, Ymax))
- rysujepowierzchng z = F(x, y) zzaznaczonymi poziomicami,
opcje: contour_levels oraz contour (patrz tabela 6.4 oraz przyktad 7 z ro :-
dziatu 6)

1 Wszystkie polecenia graficzne wymienione w tabeli 16.1 apygi rowniez w wersji

z dodanym przedrostkienwx, pozwalagcym na bezpé&rednie wklejenie grafiki do
skryptu Maximy.

2 Funkcja dosipna po wczytaniu pakietimplicit_plot. Podobnie dziata polecenie
draw2d(implicit( F(X,y)=0,X,X%nin,Xmax Y, Ymin,Ymay)) (patrz tabela 6.5 i tabela 6.6), ktére
wystepuje rownie w wersji dla funkcji uwiktanej dwdch zmiennych (patrz przyktad 6
w rozdziale 6).

% Inne opcje: set cntrparam bspline|linear - metody przabia krzywych, set cntrparam
order n - rad aproksymacji dla bspline (od 2 do 10), set key ... - ustawienia legendy.
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Tabela 16.2

POCHODNE FUNKCJI UWIKEANEJ

implicit_derivative( r, [X], [n], )
-oblicza pochodne (od pierwszegomibego rzdu) funkcji uwiktanej
y = y(x) okreslonej rownanienr[0]: F(x,y) = 0 i przechowuje je
w formie tablicy, ale ich nie wwietla?
listarray(r)
-ogolnie:listuje wektorr,
w tym przypadku: podaje réwnami@®] oraz kolejne pochodnetego
rzdur[i] funkcji uwiktanejy = y(x), dlai < n, gdzien deklarowa-
ne jest w polecenimplicit_derivative( )

1 Funkcja dostpna po wczytaniu pakietimpdiff .

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przyktad 1

Korzystajc z pakietuimplicit_plot naszkicujemy wykresy krzywych danych
réwnaniami:

a)x*+y*—4xy=0, b)y?+x3Q2+x)=0, c)x3+y?=1.

IZ (%ai2) load{implict_plot)$ wxplot_size:[500,500]3

4 (%i3) wximplicit_plot{[x~4+y ™ 4-4%xFy=0, y"2+x"3¥(2+x)=0, x"3+y"~2=1],
- [x,-3,3], [v,-3,3], [same_xy,true], grid2d)3

3 T T T T T
: iyt =0 ——
y2+x3;g(+22 =0 —

xt=1——
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Przyktad 2

Podamy wzory i naszkicujemy wykresy wszystkich funkcji uwiktanych postaci
y =y(x), ciaglych i okr&glonych na mozliwie maksymalnym przedziale,
spetniajicych réwnaniec? + y? = 2y.

Przypiszemy rozwzaneréwnanie do zmienneji wyznaczymy z niego, za po-
Mo poleceniasolve, zmienng.

7(%il) r X™ 24y 2=2%y,

Q) yi+x?=2y

L7 (%i2) k:solve(r,y);

HQ) [y=1-ad1-x2,y=2d1-x2 +1]

Otrzymalémy dwie funkcje, ktorych naturalng dziedzijest przedziaf-1,1]:

yi(x)=1—-v1—-x2 orazy,(x) =1+ V1 —x2.

Narysujemy je korzystaf z poleceniglot2d (z odpowiednimi ustawieniami)
oraz z polecenia rhsapy przywot& prawe strony rownosci z listy)k

(%i3) plot2d([rhs(k[1]), rhs(k[21)], [x,-1,1], [v,0,2], [box,false],
grid2d, [legend,false], [axes,solid], [same_xy,true],
[label,["y=y_1(x), x= [-1,1]",-0.6,0.3],

["y=y_2(x), x=[-1,1]",-0.6,1.7]1] )5

[T ST

- —

/ '\.__X

: %ﬁ(x). xel-1,1] \
. . . . . e . . R .Y

Uwaga 1.
Rozwaane w powyszym przyktadzie réwnanie jest rownaniemgiu o posta-
ci kanoniczneg? + (y — 1)?2 = 1.
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Uwaga 2

Jeili jednak nie jest mozliwe bezp@&ainie wyznaczenie z rownaridx, y) = 0
funkcji uwiklanych postaci y= y(x) (tak jak w przyktadzie 2), to do badania,
czy réwnanie okrda jednoznacznie ggta funkcje uwiklana na pewnym oto-
czeniu wskazanego punktu, stosujemy twierdzenie o istnieniu i rozniczkowal-
nosci funkcji uwiktanej. Korzystag z niego meemy wyznaczy pochodng
funkcji y, a co za tym idzie, badgej ekstrema i przedziaty monotoniczods

Przyktad 3
Wyznaczymy pochodna funkcji uwikltanej = y(x) okreslonej réwnaniem
x? + y?)? = 2(x% — y?) (lemniskata Bernoulliego).

Najpierw wprowadzimy zalaos¢ funkcyjrg zmiennejy od x, a nasgpnie zroz-
niczkujemy stronami rownanie(pochodne lewej i prawej strony rownanjao
pochodne castkowe wzgtdem zmienneg funkcji ztozonych).
7(%8) o (x™2+y"2)"2=2%(x"2-y"2);

depends(y,x);

diff (r,x);

0 0P =2y
(%02) [y J ‘
(%003) 2 (y? +x2}1 2 yidd—xy) +2 x] =2i 2x -2 yl%y)]

Otrzymane réwnanie rozwdemy wzgkdem pochodnej funkcji uwiktanej, czyli
Wzgle;dem%. Poniewa polecniesolve podaje wynik w postaci wektora roz-

wiagzan, dlatego uzyjemy[1]. Zadbamy te o posté iloczynows otrzymanego
wyrazenia.

(%i5) solve(%, diff (y,x))s
%l[1],factor;
d 2+ 2_1
('3'095) —y=- M
dx ¥ (r2ext+1)

Powyzsze zadanie memy tex rozwigza¢ inng metoda- poprzez wprowadzenie
funkcji F tak, jak w twierdzeniu o istnieniu funkcji uwikfane;.
Najpierw musimy odwokazadeklarowana wczaiej zalenos¢y od x.

7(0.-"-:-@) remove([y,x],dependency)s
F(x,y):="(lhs(r)-rhs(r));

| (%09)  Flx,p)i= (2 +x2)° =2 (x2—y?)
7(0.-"-:-i11) Fx:diff (F{x, v}, %), factor;
Fy:diff (F{x,y),y), factor;
(Fx) 4x(y2+x2—1)
L(F) 4y (P ex®+1)
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(%il2)  "Y(x)"=-Fx/Fy;

x (y2at-1)
(%012) plg)=-— L 7
¥ (rE+x?+1)

Otrzymalismy ten sam wynik, co w (%05).

x (x2+y%-1)
y (x24+y2+1)
réwnaniar podstawimy teraz w miejsce zmienmnejvartos¢ 0, to otrzymamy
punkty, na otoczeniu ktérych nie istnieje jednoznaczniestikra funkcja uwi-
ktana.

Wyrazenie — jest okrélone dlay # 0. Zauwamy, ze jeli do

(%i7) ry=0;
solve(%,x);
(%06) x*=2x72

(%07) [xz—ﬁ,xz'\'?,xzﬂ]
Natomiast(0,0), (v2,0), (—V2,0) to punkty krzywej, w kt6ryctf, = 0.

Zauwazmy jeszczeze pochodna przyjmuje wartodg, gdy E = 0, a wic dla
x=0 lub x2+y2? =1. Oznacza, toze ekstrema lokalne funkcji uwiktanej
mog Sie pojawic w punktach o odetej 0 lub w punktach przeetia krzywej
z okregiem.

E(%ilB) load(implicit_plot)$

(%aild) implict_plot([r, y~2+x"~2=1], [x,-1.5,1.5], [y,-1.4,1.4], [xtics, 1], [ytics,0.5],
grid2d, [box,false], [axes,solid], [same_xy,true])s

(YZ+X2]2 =% (XZ_YZ]

y+x2:1—
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Przykiad 4

Obliczymy, przy pomocy pakietumpdiff , pochodgn pierwszego oraz drugiego
rzedu funkcji uwiktanejy = h(x) okreslonej rownaniem * + y2 = 3xy.
Nastpnie sprawdzimyze punkt(2,2) lezy na krzywej opisanej tym rownaniem
i wyznaczymy rownanie stycznej do krzywej w tym punkcie.

Zaczniemy od wczytania pakietnpdiff oraz danego réwnania jako elementu
tablicyr.

[/ (%it)  load(impdiff)s
E(%i}?) (0]~ 3+y ™ 2=3%x*y3

Nastpnie zastosujemy poleceniplicit_derivative oraz listarray. Pierwsze
oblicza i przechowuje wyniki w tablicy, natomiast drugie pozwala wietli¢
wyniki (zgodnie z zadeklarowanyn). Mozemy te do pochodnych odpowied-
nio pierwszego i drugiegog¢du odwotywa si¢ przez 1] i r[2].

7(%i4) implict_derivative(r,[x],[2],y)% listarray(r);

3y -3x2 {24x—18]y2—'{-54x—?2x2) y =18 x1

L}

(Yo04) [¥2+x3=3xy,

Zy-3x By3-36xpl+saxly 273

_7(%i?) rl0T;r[13;r[2];
(%05) y2 +x3=3x v

—_ 2
(%06) 3y-3xt
2y-3x
(%07) (24 x-18) y2+(54 x -72 x2) y +18 x*
i0 -

Byi-36xypl+54x2y 27 x3

Zbadamy teraz, czy wspotune punktu2,2) spetniaj rownanier|[0].
|Z(%i8) [x0,y0] : [2,2]5

(%4i9) r[0], x=x0, y=y0, pred;
(%09) true
Réwnanie stycznej do funkcji uwiklangj= h(x) w punkciex, ma posté&
y = hy(xo)(x — xg) + h(xo).
W naszym zadanib(x,) to y,, natomiasth’(x,) to r[1], jezeli odpowiednio
W miejscex oraz ywstawimyx, oraz .
[7(%i10)  m: 1], x=x0, y=y0;
| (m) 3
Réwnanie szukanej stycznej magwiposta:
L7 (2%i11) styczna: y = m*(x-x0) + y0,expand,;

| (styczna) y=3x -4
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Na koniec narysujemy krzygokreslong rownanienx® + y? = 3xy i styczna
do tej krzywej w punkcig€2,2), ograniczajic sk jedynie do pewnego zakresu
zmiennych xoraz y Oczywicie, styczna do wykresu funkdijijest rownocze-
s$nie styczna do krzywe;j.

load(draw)s
draw2d( terminal=wxt, dimensions=[400,400], V= 3%y
xaxis=true, yaxis=true, 4 :
yrange=[-5,5], lne_width=1.5,
proportional_axes=xy,
key=string(r[07]),
color=purple,

implicit(r[U],x,—4(6,y,—5(5)( 0
key=string(styczna),
color=violet,
explict(rhs(styczna),x,4,6), 2

key=c0ﬂCE!t(IIP:[:”,}CO‘,"‘,"(‘}{U‘,”)“),
color=dark_blue,
point_type=filed_circle,
points([[x0,y0]]) )$

Przyktad 5
Wyznaczymy ekstrema lokalne funkcji uwiktanej postack y(x) okreslonej
rownaniem(x? + y? —x)? = x? + y? (kardioida).

Rownanie to mozna zapisav postaciF (x, y) = 0, gdzie
F(x,y) = (x? + y2 —x)? —x% —y2,

Dla uproszczenia oblicaew Maximie, zamiast definiowa funkcje przez
nazwa(x,y) = bedziemy stosow@przypisania do zmiennejpzwa: .

(%il) Fr(x™ 24y 2-0) " 2-(x " 24y 2);

B Pt on) P x

Aby wyznaczy ekstrema lokalne funkcji uwiktanej zmienngjznajdziemy te
punkty, ktore réwnoczmie spetniag warunki:

F(x,y) =0, E(x,y)=0 orazF,(x,y) #0.
Obliczymy najpierw pochodng i F,
(%0i3) Fxdiff (F,x), factor; Fy:diff (F,y), factor;
(Fx) 2(2x y?—y?+2x° -3 x%)
(Fy) 2y (2% +2x%-2x-1)
Nadepnie, po zadeklarowaniug szukamy rozvgzan rzeczywistych zapisywa-

nych wedtug regublgebraic, rozwiazemy uktad réwné za pomog polecenia
algsys (mozna teuzy¢ solve.
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E(%iS) realonhy:true$ algebraic:trued

(%i6) P:algsys([F=0,Fx=0],[x,y]);
33/2 33/2

) [x=2y=->1Ix =0,y =—1,Ix =0,y =0]]

Liczbe rozwigzan przypiszemy do zmiennaj.

E(%n) n:length(P)3

F;x(xJ’)
Fy(x,y)
oparciu o intrukej petli for z instrukcjamiwarunkowymi ifi poleceniem print

WyznaczymyF,/, oraz ilorazl(x,y) = — i sformutujemy wnioski w

L7 (%i8) Focdiff (F,x,2), factor;
| (Fxx) 4(y2+3 x2—3x]

L7 (%i9) 1:-Fxx/ Fy;

2 (y2+3x2—3x]

1 -
y(2y?+r2xi-2x-1)

L7 (24i10) for i:1 thru n do if subst(P[i],Fy)#0 then
( print("Dla punktu ",'P[i],"=(",rhs(P[II[11),", ",rat(rhs(P[i1[21)),"):") ,
print(" y"(",rhs(P[I][1]),")=",subst(P[i],1),compare(subst(P[i],1),0},"0,")
if subst(P[i],I)<0 then
print("maximum lokalne ",y[max](rhs(P[][1]))=rat(rhs(P[I1[21)),".")
else (if subst(P[i],I)>0 then
print("minimum lokalne ", y[min](rhs(P[[11))=rat(rhs(P[I][2])),"." 1)
else print("W punkcie ",'P[1],"=(",rhs(P[I[10),",",
rat(rhs(P[1[2])),") nie ma ekstremum.")s

Db punkey Py =( =, e EY
eI Y

minimum iokaine y,m,i;) =— %? .
Dis punkty Py =( ; . 3%@ ):
vl -y

maximum lokahe ymlg) :%? .

Wpunkce Py =( 0, 0 )ne ma ekstremum.
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Dla kolejnych punktow z listy Frozwiazan uktaduF (x,y) = 0, E/(x,y) = 0)

sprawdzilsmy warunek §(x;y;) # 0, gdzie i=1,...,n. Nastpnie sprawdzi-
lismy, czy punkty spetniage warunekFy(x;y;) # 0, spetniaj tez warunek
Frex (Xi,Y0)
Fy(xi,y)
go przeZl) jest oczywdcie réwny drugiej pochodnej funkcji uwiktanej w punk-
ciex;, a jego znak rozstrzyga, czy mamy minimum, czy maksimum lokalne.

wystarczagcy istnienia ekstremum tza- # 0. lloraz ten (oznaczydmy

Narysujemy teraz wykres rozwanej kardioidy.
E(%ill) load(implict_plot)$ wxplot_size:[400,400]%
E(%ilB) ip_grid:[150,150]% ip_grid_in:[30,30]%

(%i14)  wximplict_plot([F=0],[x,-0.4,2.4], [y,-1.4,1.4], [same_xy,true],
[xtics,0,0.5,2], [vtics,-1,0.5,1], grid2d, [box,false] )%

Zauwamy jeszcze,ze punkty przeeicia rozwaanej
krzywej ze zbiorem rozwean rownaniaF, = 0, czyli
1

y(2y? + 2x? —2x—1)—0(:>y—0v(x—l) + y? :
(zbiér zaznaczony na rysunku kolorem czerwonym) tg* \
punkty, o ktérych nie m@emy powiedzié, ze na ich

otoczeniu podane réwnanie jednoznacznie d&rpew- "\[.\f /
na ciagta funkcje uwiktams postaciy = y(x). Wid&, ze ™

mamy4 takie punkty. Jeden z nich, purR0), pojawit :
sie wéréd punktow stacjonarnych. W pozostatych -
styczna do krzywej jest prostopadta do @si

Punkty, w ktérych zergj sie obie pochodne @stkowe to punkty osobliwe
(punkty zwrotu, izolowane albog¢ztowe). Punki(0,0) jest punktem zwrotu.
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Dla funkcji F: R? —» R pozomice (warstwice) to zbiory postaci
{(x,y) € R%: F(x,y) = c}, dzie c€ R.

W przyktadzie 6 oraz w przyktadzie 7 przedstawimy wykresy poziomic oraz
powierzchniz = F(x,y), z ktérych te poziomice powstaly. Poziomice pod-
zbiorami ptaszczyzn@xy. Jednak dla lepszej wizualizacji przedstawimy te
zbiory

{(x,y,2) ER3: F(x,y) =c A z=c}, gdzie cEe R.

Przyktad 6
Naszkicujemy powierzchai f(x,y) = x? — y?, (x,y) € [-3,3] X [-3,3] oraz
kilka jej poziomic.

10
8
E(%ii) fx,y):=x"2-y"2$ ¢
: :
(%i3)  load(draw)s 3 2
set_draw_defaults(contour_levels=[-4,2,4], :‘% <
terminal =wxt, © -10
Xu_grid=100,
wyw_grid=100)%

7(%i6) gl:gr3d(enhanced3d=true,
view=[50,30], ~ o
palette=[dark-green, light-green, L -~ 27

beige,orange,brown], \

contour=surface, R /A
dimensions=[400,900], ! [
explicit(f(x,v),%,-3,3,v.-3,3))%

g2:gr3d(contour=map,
proportional_axes=xy,
explicit(f(x,y),%,-3,3,v,-3,3))% L/ — N

draw(columns=1,g91,92)% el g

Przyktad 7

Naszkicujemy krzyw dang rownaniem €, y) = ¢ jako poziomie funkcji F.
a) x3 +y% - 3xy = 0 (lis¢ Kartezjusza), b)*+y*—x2—y?=—-.
Podobnie jak w przyktadzie 2, zastosujemy polecenia paéliatu. Zaczniemy
od wczytania pewnych ustauiielomysinych dla kadego z podpunktow.
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a)
F(%u)

(%i2)

E(%B)
[ (%i4)

E(%iE)

10

b)
f{%u)

(%i2)

E(%B)
E(%H)
E(%iS)

load{draw)3

set_draw_defaults(terminal=wxt, dimensions=[400,400], view=[70,340],
xtics=[-2,1,2], ytics=[-2,1,2], ztics=5, proportional_axes=xy,
enhanced3d=true, colorbox=false, surface_hide=true,
palette=[dark-green, light-green, beige, aorange, brown],
contour_levels={0}, xu_grid=150, yv_grid=150)%

F(x,y)i=x"3+y"3-3%x*y5

draw3d(contour=both, zrange=[-5,10], explicit{F(x,v),%,-3,3,v,-3,3))5

draw3d(contour=map, grid=true, explict(F(x,v),x,-3,3,v,-3,3))5

load(draw)s

set_draw_defaults(terminal=wxt, dimensions=[400,400], proportional_axes=xy,
xtics=[-1,0.5,1], ytics=[-1,0.5,1], ztics=0.5, view=[45,340],
enhanced3d=true, colorbox="false, surface_hide=true,
palette=[dark-green, light-green, beige, orange, brown],
contour_levels={-0.25}, xu_grid=150, yv_grid=150)%

F(x,y):=x"4+y " 4-x"2-y ™25

draw3d(contour=both, zrange=[-0.5,1], explict(F(x,y),%,-1.5,1.5,y,-1.5,1.5))%

draw3d(contour=map, grid=true, explicit(F(x,y),%,-1.5,1.5,y,-1.5,1.5))35
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-0.25 —

Uwaga 3

Jeili w podpunkcie a) ustawimy dodatkowo opojyplane=0, to otrzymamy
szukana krzyw jako przecjcie powierzchni = x3 + y3 — 3xy z ptaszczyzna

Oxy (patrz rys. obok).

Zmieniapc w podpunkcie b) wartos¢ op-
cji contour_levels na {0} oraz view na
[120,40] otrzymamy widok powierzchni
,0d spodu”, a poziomica bedzie ndien- s
ny ksztatt. Zauwamy, ze w tym przypad-
ku do poziomicy naley punkt (0,0) kto-
ry nie jest widoczny na rysunku.
Zbiorem punktéw spetniggych réwnanie
x*+y*—x?2—y2 =0 jest wiec wido- -s
czna poniej krzywa oraz punk(0,0),
ktory jest punktem izolowanym.

-

00—
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Uwaga 4

Pakietdraw poawvala rysowa krzywe uwiklane zaréwno przy pomocy funkcji
draw3d i uzytych w niej obiektow typu explicit{poziomice funkcji dwdch
zmiennych) jak teprzy pomocy funkcji draw2d uzytych w niej obiektow typu
implicit .

W przyktadzie 6 i w przykladzie 7 stosowéatiy funkcg draw3d. Teraz do
krzywej z przyktadu 7 a) (podobnie jak w przyktadzie 4) zastosujemy fenkcj
draw2d, aby zaznaczypunkty i ich wspotrzdne.

E(%il) load(draw)s
(%0i2) set_draw_defaults(terminal=wxt, grid=true,
dimensions=[400,400],
proportional_axes=xy)$

IZ(%B) Fx,y):=x" 34y~ 3-3%x%y§

(%oi4) draw2d(line_width=1.5, color=dark-green,
implicit(x~ 3+y ™ 3-3%x*y=0,%,-3,3,v,-3,3),
color=red, point_type=7, point_size=1.5,
label(["(0,0)",-0.3,0.3],["(34,32)",2,1.5]),
points([0,4~(1/3)1,[0,2~(1/3)]))s

Zauwamy, ze zaréwno w punkci€0,0) jak i w punkcie(V4, ¥2) nie istniej
jednoznacznie okéone funkcje uwiktane postacy = y(x) opisane rowna-
niem x> + y3 — 3xy = 0. Punkt (0,0) to punkt veztowy krzywe;.
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Przyktad 8
Dane g funkcje

F(x,y) = x2 4+ y2, G(x,y) =+/x2 + y? orazH(x,y) = e ¥ 7",
Rozwaac je bedziemy na zbiorze-2,2] x [-2,2].
Wyznaczymy poziomice kaej z funkcji dla tych samych wakm statych ¢

zmieniapcych sk od 0.1 do 1.9 z krokiem réwnym 0.2, a rasie porbwnamy
ich ukfad.

Tym razem skorzystamy z polecenia contour_glpbwigzanych z tym polece-
niem opcji pakietu Gnuplot. Dla funkdji, G orazH ustalimy jednakowe zakre-
Sy zmiennyclhx, y oraz z

(%ill) ustawienia:"set cntrparam levels incremental 0.1,0.2,1.9; set grid;
set cntrparam bspline; set cntrparam order 10;
set key rmargin top horizontal; set size ratio 1; "5

E(%B) Fo,y)i=x"24y"25 Glx,y):=sgr(x2+y"2)5 Hx,y):=2%exp(-x"2-y"~2)5

7(%i7) wxcontour_plot(F, [x,-2,2], [v,-2,2], [gnuplot_preamble, ustawienia])s
wxcontour_plot(G, [x,-2,2], [v,-2,2], [gnuplot_preamble, ustawienia])s
wxcontour_plot(H, [x,-2,2], [v,-2,2], [gnuplot_preamble, ustawienia])$

7(%ilO) wxplot3d(F, [x,-2,2], [v,-2,2], [z,0,2], [color_bar, true])$
wxplot3d(G, [x,-2,2], [v,-2,2], [2,0,2], [color_bar, true])s
wxplot3d(H, [x,-2,2], [v,-2,2], [z,0,2], [color_bar, true])s

Wszystkie widoczne poziomicg skregami scentrowanymi w punkc{®,0),
a ich zagszczenie méwi, jak stroma jest powierzchnia na danej wysokos

Z zamieszczonych pargj rysunkéw mozna odczytaze poziomice stozka
uktadap sie rownomiernie, poziomice paraboloidy - im dalejsoddka tym g-
sciej, a poziomice na ostatniej powierzchni gzgzag sic w poblizu srodka.

225
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Uwaga 5

Kolejny przykiad moze by¢ ilustragjtego, ze Maxima (a wtéciwie Gnuplot)
nie zawsze potrafi narysowaloktadnie poziomice. Poke tez, ze czasem vgk
cej informacji o wartéciach badanej funkcji mozemy uzyskbhiorac po uwag
ksztalt i gstos¢ poziomic, nk analizugc wykres samej funkcji przy automa-
tycznych ustawieniach.
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Przyktad 9
Naszkicujemy poziomice na wybranych poziomach oraz wykresy funkcji, z kté-
rych powstaty:

a) f,y) =x*+(y— W)Z, b) g(x,y) = (x% + y?)3 — 4x2y2.

a)

17 (%i3) Fx,y):= x°2 + (y=x~(2/3))"25
contour_plot(f, [x,-3,3], [v, -3,3],[gnuplot_preamble,
" set size ratio 1; set grid; set cntrparam order 10;
set cntrparam bspline; set key rmargin top horizontal;
set cntrparam levels incremental 0,0.3,4; " )5
plot3d( f, [x,-3,3], [v,-3,3], [2,0,4], [color_bar, true], [box,falke])s

4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5
0
b)

L7 (%i6) g(x,y )= (X 2y 2) N 34Ex A 2Ry A 2
contour_plot(g, [x,-1.5,1.5], [y, -1.5,1.5],
[gnuplot_preamble, " set size ratio 1; set grid; set cntrparam line;
set cntrparam order 10; set key rmargin top horizontal,
set cntrparam levels discrete -0.12,0,0.1,0.2,0.33,0.5,0.7,1,2;" )5
pl0t3d( 9, [X:'1'5:1'5]: [yl_1'5i1'5:|l' [z,-0.2,1.2],
[same_xyz,true],[color_bar, true], [box,false])s

—
w
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Nasxicowat krzywe okrdlone poniszymi rbwnaniami, a naginie wyznaczy
pochodne funkcji uwiktanych postagi= y(x) okreslonych tymi rownaniami:
Ax2+y2+8x+4y+19=0 b)x*+2y2—4xy =0,

c)1—xy—e* =0, d)In(xy)=0.

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanych = y(x) okreslonych réwna-
niami:
a) x2+y?+8x+4y+19=0, b)x*+2y?—4xy=0.

Odpowiedzi

1Loa)y@=-2 by =2 0y =-% dy@=-12

y+2’ y—x x x

2. @) Ymax(—4) = =1, Ymin(—=4) = =3,

b) Ymin (_ %) = _zi\é, Ymax (%) = %




17. Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych

Tabela 17.1

POLECENIA OPIS

integrate(f(x), x, a, b) catka oznaczona funkcfi na przedzial€a, b)
depends[x,y],[u,v]) wprowadza zalmos¢ funkcyjng zmiennychx, y
od zmiennych 1w
jacobian([x,y],[u,v]) jakobian przeksztatcenia= x(u, v), y = y(u, v)
dolint('f, 'r, 's , a, b) catka podwdjna funkcjf zmiennychx i y po
obszarze ograniczonym funkcjami s zmiennejc
(odpowiednio z dotu i z géry), gdziee: (a, b) ¥
Y Funkcja znajduje giw pakieciedblint.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1

Obliczymy catki iterowanq’o1 ( [ f_xx flx,y) dy) dx, gdyf(x,y) = x + 2y oraz
naszkicujemy obszar catkowania.

Najpierw zdefiniujemy odpowiednie funkcje:

E (Fil) f(x,y):=x+2%v$ r(x):=1-x% s(x):=exp(x)$ a:0% b:1s

Przedstawimy rozwane catki w zapisie symbolicznym (z przypisaniem do
zmiennejl):
_7 (9%i0) I:'integrate('integrate('f(x,v),y,r(),s(x)),x,a,b);
M1 e
(Y%06) J J flx,y)dy dx
i} 1-x
By otrzyma wynik, wystarczy zastosow&omende nounglo zmienneyj:
_7 (%i7) I,nouns;
0/062

L]
(%07) >

A teraz wykonamy etapy posrednie obliaze

7 (%i8) ‘integrate(f(x,y),,r(x),5(x));
" S
(%08) J 2y+xdy Najpierw catka wewngzna
1-x
7 (2i9) integrate(f(x,y),y); i jej funkcja pierwotna.

(%09) y2+x y
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Podsawiamy teraz do funkcji pierwotnej (tu przywotywanej pr2éy najpierw
goOrng, a pbézniej dolng grargccatkowania i obliczamy odpowiedniéznice.
_7 (9%i10) ev(%,y=s0)-ev(%,y=r()),expand;

(%010) %e?* +x %e* +x -1

Zatem otrzymalimy, ze:
_7 (%%i11) display(integrate(f(,yv),y,r(x),s0)))%

e
J 2y +xdy =%e?* +x %e* +x-1
l1-x

F;odstawiaic wynik catki wewmtrznej (tu przywotywany prze%th(2) tzn. drugi
wynik liczony od konca), dostajemy catkojedynca.
" (%i12) 'integrate(%th(2),x,a,b);
"1
%e? ¥ +x %e* +x-1dx

(%012)

]

Wyznaczamy funkej pierwotna funkcji o etykieci€%010), ktorg tym razem
przywotamy przez %thg).
(%i13) integrate(%th(3),x);
%e? X x2
+(x-1) %e™ X

(%013)

Podstawiamy granice catkowania isljezachodzi taka potrzeba, dodajemy
polecenia upraszczgie w zalenosci od typu funkcji wysipujacych w calce
(podobnie jak w (%i10) ).

_7 (9%i14) ev(%,x=b)-ev(%,x=a);

Upe?

(Yo014)

Zatem mamy
4 (9%i15) display(integrate(integrate(f(x,v),y,r(x),s(x)),x,a,b))$

"y o2
7w ¥ Yoe
Yoe " +x %e” +x-1dx = =
1]

Moglismy tez skorzysté z polecenia dblintaby uzyskawynik numeryczny.
[ (%i16) load (dblint)$

(%i17) dblint ('f, 'r, 's , &, b);
(9%017) 3.694530095348207

Uwaga 1

Nalezy pametac, ze sktadnia polecenidblint wymaga wczéniejszego zdefi-
niowania funkcjif, r oraz s tak jak to zrobikmy na pocatku tego przyktadu.
Polecenie dblintstosuje algorytm numeryczny — metode Simpsona.
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Na koniec ilustracja graficzna obszaru catkowania:

K (9%i18) load(draw)$

4 (%i19) draw2d(dimensions = [600,600], font = "Arial", font_size = 14,
xrange = [a-1,b+1], yrange = [-1,3], grid = true,
xaxis = true, xtics_axis = true, xtics = {0,1},
vaxis = true, yvlics_axis = true, ytics= {0,1,2},
line_width = 2, fill_color = grey, key =" ", filled_func = s,
explicit(r,x,a,b), filled_func = false,
key = concat("r(x)= ", string(r(x)) }, color = red, explicit(r,x,a-1,b+1),
key = concat("s(x)= ", string(s(x)) ), color = blue, explicit(s,x,a-1,b+1)

)$

Przyktad 2
Obliczymy calle podwdéjra ffD 2xy dx dy, gdzieD jest obszarem ograniczo-
nym krzywymi: y= x%2 — 2x,y = 1 — x.

Podobnie jak w przyktadzie 5 c) z rozdziatu 14, najpierw wyznaczamytedci
punktéw przegicia podanych krzywych, a naphie rysujemy krzywe i zazna-
czamy obszar catkowania.
(%il) [f1,F2]: [x*2-2%x%,1-x]$
[x1,%2]: sort(map('rhs,solve(f1=f2)),"<");

5 -1 «J?+1]

(%02) [ =5 & 5

Na podstawie powszych obliczé i zamieszczonego pomj wykresu zamie-
niamy catke podwojna na iterowane.

x2 f2(x)
f 2xy dxdy = f (f 2xy dy) dx
D x1 f1(x)

231
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K (%i32) load(draw)$

[
xrange = [x1-1,x2+1], yrange = [-2,3], grid = true,

explicit(f1,x,x1,x2), filled_func = false,

)$

xaxis = true, xaxis_type = solid, xtics_axis = true, xtics =
yaxis = true, yaxis_type = solid, ytics_axis = true, ytics =
line_width = 2, fill_color = gray90, key =" ", filled_func

(%i4) draw2d(proportional_axes = xy, font = "Arial", font_size = 12,

[-1,1,2],
[<151, 2],
=2,

key = concat("f1(x)= ", string(f1)), color = red, explicit(f1,%,x1-1,x2+1),
key = concat("f2(x)= ", string(f2)), color = blue, explicit(f2,x,x1-1,x2+1),
color = black, label(["x1",x1,0.2],["]",x1,0],["2",x2,0.2],["]",x2,01)

1(x)= x2-2*x
f2(x)= 1-x

x1 X2

-4

Obliczamy caiki:
_7 (9%i5) 'integrate('integrate(2%x*y,v,f1,f2),%x,x1,x2);
A5 1

2 1-x
(%03) 2 I X I ydy dx
_“J?'l x22x
2

(9%i6) 'integrate(integrate(2*x*y, v, f1,f2),%,x1,%2), ratsimp;
~f5 1

2
(%06) I x-4x+3x° +2 % -xdx
_«\!?-1

2

)

(%i7) integrate(integrate(2*x*y,y,f1,f2),x,x1,x2),expand;
53/2

(%07) T
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Przyktad 3

Obliczymy catle f01 ( f\/lyxy2 dx) dy, a nastpnie narysujemy obszar catkowa-

nia oraz dokonamy zmiany kolejrepcatkowania.

I (%i1) 'integrate('integrate(x®y~ 2,%,5qrt(y), 1),y,0,1);
'integrate(integrate(xc*y™ 2,3, 5qrt(v), 1),v,0,1);
%, expand;%,nouns;

1
(%ol) J xdx y?dy
N

0 ¥
(11 )
%02) | |=-3|y?d
(%02) | |3 | v2dy
1.2 3
y<y
q, =] i G SRS,
(%03) 272 dy

1
0 >,
(%04) 24

Poniej zamieszczamy rysunek obszaru catkowania uzyskany w Maximie za
pomoa pakietu draw. Obszar (zaznaczony szarym kolorem) jest obszarem
normalnym zaroéwno wzetlem osi Oy

D={(x,y) ERZ0<y<1A.y<x<1}
jak i osiOx

D={(x,y) ER:Z0<x<1A0<y<«x?}

draw2d(proportional_axes = xy,
font = "Arial", font_size = 12, x=1 y=x2
xtics_axis = true, xtics = {0,1}, x=sqrt(y)
ytics_axis = true, ytics = {1},

vaxis = true, yaxis_type = solid,

xrange = [-1/2,2], yrange = [-1/2,2],

grid = true, line_width = 2,

fill_color = gray80, filled_func = 0,
explicit(x™2,%,0,1), filled_func = false,

color = red, explicit(x"2,x,-1/2,2),
label(["y=x"2",1.5,1.8],["x=sqrt(y)",1.6,1.7]),
color = blue, implicit(x=1,x,-1/2,2,v,-1,2),

label(["x=1",.8,1.8]), \
color = green, implicit(yv=0,x,-1/2,2,y,-1,2), -
label(["y=0",1.8,0.1]) D
)$

Sprawdzimy teraz pongz réownosé

1/ 1 1 /%2
f fxyz dx |dy =f f xy?dy |dx.
0 \Vy 0 \o

W tym celu obliczymy catki po prawej stronie réwobs poréwnamy z wyni-
kiem (%04).
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4 (9%i5) 'integrate('integrate(x*y~2,v,0,x°2),%,0,1);

'integrate(integrate(xc*y"~2,y,0,x72),%,0,1);
%, nouns;
M1 A ._{2
(%05) J X J yidy dx
a a
-
xdx

(%06)

1
, L= .
(%07) 24

Poniavaz funkcja podcatkowa jest nieujemna na obszarzeDnozemy rozwa-
zang catk i jej wynik interpretowa jako obgtos¢ obszaru przestrzennego
pomiedzy powierzchry zaznaczona kolorem czerwonym (wykres zdefiniowanej
ponizej funkcji f), a jej prostoktnym rzutem na ptaszczyzne Oxy

K (%i1) f(x,y):=if Co=sqri(y) and x<1 and x>0) then x*y" 24

4 (9%i2) load(draw)$
draw3d(zrange = [0,1],
arid = true, xyplane = 0,
proportional_axes = xyz,
xtics = 0.5, vtics = 0.5,
ztics = 0.5, color = grey80,
explicit(x*yv~2,%,0,1,y,0,1),
xlabel = "Ox", vlabel = "Oy",
color = red,
explicit(f(x,v),x,0,1,v,0,1)
)%

Przyktad 4

Obliczymy obgtosé¢ bryty ograniczonej wykresami funkciji:
fitay) =x2+y2, folx,y) =6—x2+y2

(%hil) FLOGY) =024y 24
f20x,y): =6-sqri(x "~ 2+y " 2)%

Najpierw, podstawiaL s = /x? + y?2, wyznaczymy réwnanie krzywej przecia
wykresoéw funkcjif; oraz f.

(%0i3) f1(x,y)=f20x,v);
5 2=6-5;50lve(%);

(%03) y2 +x%=6- y2 +x° . , .
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe.

2 _ H i
(%04) s°=6-5 Interesowa nas ledzie tylko dodatni
(%05) [s=-3,5=2] pierwiastek.
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Zauwamy, ze dla s= 2 obie funkcjef; i f, przyjmup wartg¢ 4. Oznacza to,
ze ich wykresy przecingjsie na wysokosci 4 nad ptaszczyzBxy oraz ze
krzywa przegjcia jest okégiem o réwnaniw? + y? = 4 (gdyzs? = 4).
Z (%i0) load(draw)$
draw3d(
grid = true,
xtics = 1, ytics = 1,
zrange = [0,6],
surface_hide = true,
xyplane = 0,
contour_levels = 1,
contour = both,
proportional_axes = xyz,
color = red,
explicit(fi,x,-2,2,v,-2,2),
color = green,
explicit(f2,x,-2,2,v,-2,2)
)$

V= f ((y) - filoy)dxdy, D ={(y) € R%:x? +y? < 4}.
D

Powyzsa callke obliczymy dokonujc zamiany zmiennych na wspdadne
biegunowe. Obszar catkowania we wspgdireych biegunowych jest opisany
nierdwnosciami:

0<@p<2m 0<r<2.
Najpierw okrdlimy przeksztatcenie zmiennych i wyznaczymy jakobian tego
przeksztalcenia (patrzaeozdziat 8.4):

f (%i8) [x,y]:[r*cos(phi),r*sin{phi)]$

_7 (9%i9) jacobian([x,y],[r,phi])$ determinant(%)4$ J:trigsimp(%);

| (%ol1) r

Nastpnie obliczymy caiki:

" (9%112) assume(r>=0): Deklarujemy zakres zmienne,
'_ (%012) [r>=0] by poprawnie wyznaczycaiki.

_7 (9%i13) 'integr ate(mtegr ate((f2(x,v)- fl(x,y))‘J,pm 0,2%%pi),r,0,2);
2

(%01ng r «Jsm ¢) r? +c05(¢) P —5|n(¢-) cos(d:) ré+6dodr

L a a
I T . . . .
[ (%i14) trigsimp(%),factor; Po zastosowaniu polecenia upraszszaj
"2 . . . . N
cegotrigsimp wyrazenie pod calk nie
q, == T 2 - . . .
Pl T plec+m6dr zalezy juz odg, a catka zostaje policzona

= automatycznie.
= (%i15) %,integrate;

3
(%015) —
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Przykitad 5
Obliczymy pole powierzchni plata

S={(x,y,2) ER3 z=x2—y2 A 1< x? +y? <4}.

Aby narysowa ptatS, najpierw (korzystagc z konstrukcji warunkowej) definiu-
jemy funkck f = f(x,y), ktéra jest obeiciem funkcjiz = x? — y? do zbioru

D={(x,y) ER%:1< x?+y% <4}
[ (%i1) —xA2-yA 2%

E (%i2) flx,y):=if x 24y~ 2<4 and x™2+y"2:=1 then z(x,v)$

E (%i3) plot3d([f, [x,-2,2], [v,-2,2]],[anuplot_pm3d,false])$

M
oo
[ N N - L

Przypomnijmy, ze

|S| = ff\/l + (23)? + (zy)? dx dy
D
Funlcja podcatkowa przyjmuje wé posté:
E (9%i4) derivabbrev:trues

i (%I5) sqri(1+diff('z(x,y) )" 2+diff('z(x,v),v) "™ 2);

%o, nouns;

(%05) {(2(x, ) ,F#(z2x,p), ) #1
(%06) V4 y? +4 x* +1

W rozwazanym przykiadzie zbidb jest piekcieniem, wéc aby obliczy catke
podwdjng dokonamy zamiany wspokanych kartezjaskichx i y na wspot-
rzgdne biegunowe i ¢.

Jakobian tego przeksztatcenia jest réwnyakobian ten oraz jakobiany innych
przeksztalcé wyznaczabmy w poprzednim przyktadzie oraz w rozdziale 8.4
(przyktad 3).
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I (%%i7) %, x=r*cos(phi),y=r*sin(phi);

trigsimp(%a);
'integrate('integrate(%*r, r, 1, 2),phi,0,2*%pi);

(%07) \Jq' ,sin(d:}l2 r’+4 cos(¢)2 e+ 1I

(%08) V4 r? +1
2

(%09) 2w J‘ rar+1dr
i

Na koncu podamy trzy rézne postacie wyniku:
_7 (%i10) %, nouns;%,factor;%,bfloat, fpprec:5;
{1?3;2 53/2
T

(%010) 2|\ TERETY
(W17 5) (W5 17 #22) =
(%011)

5]

(%012) 3.0847b1

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Obliczy¢ catke podwajng

a) [[,ydxdy, D ={(x,y) € R*: —x <y < 2x — x*};
b) ffDlnxdxdy, D={(x,y) ER%:x+1<2y<2x, x<2}
c) [[,e¥dxdy, D ={(x,y) € R*y* < x < 2y};

d) [f,y*dxdy, D = {(x,y) € R*: x* +y* < 1, x = 0}.
Obliczy¢ objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:
a)z=6—2x—-3y, x=0, y=0, z=0;

by z=x2, z=0, x=0, x=1, y=0, y=1;
c)z=8-x%—y?, z=-1,

d) z=/x2+y2, z=4, X2 +y>=1, x2+y?=4.
Zadanie 3

Obliczy¢ pole powierzchni ptats, gdy:

b) S ={(x,y,2) ER3: z=x2+y%2 A x2+y% <9}

Odpowiedzi
1 a)-27, b);, c)4, df.

2. a6, b);, o>m, ).

3. @92, b)T (V373 - 1).
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Talela 18.1

POLECENIA OPIS

ode2(rrz,y,X) rozwigzuje réwnania rozniczkowe zwyczajnedz
| oraz Il wzgkdem zmiennej niezataej x oraz
zmiennej zalenejy
ic1(rozw,x=x,y=Yo) rozwiazuje zagadnienie pogtkowe z warunkiem
y(xy) = y, dla réwnania redu | Y
ic2(rozw,x=X,y=Yo, rozwigzuje zagadnienie pogtkowe z warunkami
V=Vo)  y'(x0) = v, Y(X0) = Yo dla réwnania rgdu Il Y
bc2(rozw,x=x,y=y1, rozwiazuje zagadnienie brzegowe z warunkami
X=X2,Y=Y2)  y(x1) = y1, ¥(x3) = v, dla rbwnania redu Il
dependsy,x) wprowadza zalosé funkeyjnay = y(x) pomidzy
zmiennymi xi y
%c stata catkowania w rozwianiu réwnania | ru ?
%k1, %k2  state catkowania w rozeianiu réwnania Il redu?
method przechowuje informagjo ostatnio zastosowanej m -
todzie rozwgzywania réwnania rézniczkowego prz /
pomocy polecenia ode?

D Pierwszym argumentem funkcji (poleédeci, ic2 orazbc2 jest rozwizanie réwnania
rézniczkowego uzyskane za pomguoleceniaode?2

2) State %c, %k1,%k2 pojawiagie w rozwiazaniach ogéinych.

3 Nazwa metody pokrywa iz nazva typu rownania rgniczkowego (patrz tabela 18.2
oraz tabela 18.3).

Podstawowym poleceniem stosowanym do r@zywania rowna rdzniczko-
wych zwyczajnych | oraz Il gglu jest poleceniede2 Wprowadzajc rownanie
rozniczkowe, nalgy pametaé, ze pochodne musgzby¢ zapisane symbolicznie.
Mozemy to zrobt na trzy rézne sposoby:

@ uzywajc operatora przed pochodyn tzn. zamiasy’ w réwnaniu piszemy

“diff(y,x) ,

o wczesniej deklarugc zaleznos¢ migdzy zmiennymi np. depends(y,xwtedy
wystarczy zapisadiff(y,x),

o okreslajac zalenosé migdzy zmiennymi w samym zapisie pochodnej np.
diff(y(x),x) .

W rozwaanych poniej przyktadach najeZciej bedziemy stosow@ pierwsza

z wymienionych notacji.

Do rysowania krzywych catkowych rownaniamn@&zkowego bdziemy stosowa
polecenie plot2d oraz polecenia pakietéw drawgfiotdf.
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Tabela 18.2. Stosowane metody dla rétivhezedu

linear
separable
homogenous
exact
intfactor

bernoulli

réwnanie liniowe

réwnanie o zmiennych rozdzielonych
réwnanie jednorodne wzglemx i y
réwnanie zupetne

podaje czynnik catkgry (po rozwizaniu
réwnania zupeilnego)

rownanie Bernoulliego

Tabela 18.3. Stosowane metody dla réfiviazedu

constcoef

variationofparameters
freeofy

réwnanie liniowe jednorodne o statych
wspoétczynnikach

réwnanie liniowe

réwnanie ,bez ytzn. bez zmienney
wystepujacej w sposob jawny

freeofx réwnanie ,bez Xtzn. bez zmienneg
wystepujacej w sposob jawny
euler rownanie Eulera
Tabela 18.4
POLECENIA OPIS
laplaceff(t),t,s) obraz funkcji w przeksztatceniu Laplace’a
ilt(F(s),s;} oryginat funkcji w przeksztatceniu Laplace a

desolve(,zm)  rozwiazuje réwnania i uktady dwoch i wgej

atvalue(y(x),x=Xo,Yo)
atvalue(diff(y(x),x),Xx=Xo,Vo)

printprops([zm], atvalu()

réwnai rézniczkowych liniowych oraz nie-
ktore typy rowna wyzszych rzdow korzy-
stapc z transformacji Laplace’a
deklaracje warunkow pogtkowych

do polecenia desoly@alery je wezytad
przed rozwazywaniem réwnania
wyswietla warunki zatvalue

W przypadku, gdy nie potrafimy wyzna&zyozwigzania réwnania rézniczko-
wegoy’ = f(x,y) w postaci doktadnej, mozemy narysawpole wektorowe

zwigzane z tym réwnaniem

i na jego podstawie éktev przyblizeniu przebieg

rozwigzan. Wektory badzodcinki tworace pole maj t¢ samy dilugos¢ i sa
nachylone do ox pod ktem, ktérego tangens wyng4ix, y). Taka reprezen-
tack nazywamy polem kierunkéw réwnania rozniczkowego. Do rysowania
pola kierunkéw réwnania rézniczkowego ledu (lub uktadu autonomicznego)

mozna zastosowapolecenie

plotdf

plotdf(f(x,y),[trajectory_at,x0,y0],[y,ymin,ymax],[X,xmin,xmax],opgje
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Podobnie dziata polecenidrawdf, ale dosfpne jest dopiero po wczytaniu
pakietu o tej samej nazwie.

Polecenia dogpne w Menu-Réwnania oraz ustawienia doghye formularzy.

Rozwiaz RRZ
ode2(%,y,x)

icl(%,x=...,y=...)
ic2(%,x=... ,y=... ,/diff(y,x)=...)
bc2@6,x=... \y=... X=... ,y=...)

desolve[%],[y(X)])
atvalue(@o,x=0,0)

Warunki poczatkowe (1)...
Warunki poczatkowe (2)...

Warunek brzegowy ...

Rozwiaz RRZ z Trans. Laplace'a

Wartos¢ wyrazenia

Warunki brzegowe Iﬁ

Rozwigzanie: E

Rozwiaz RRZ

Réwnanie: %

Punkt: == Wartosé:  y=
Funkgja:
Purkt: x= Wartosé:  v=
Zmienna: X
ok || Andy

[ JLA

X »)
Rysunek 18.1. Wybrane formularze

Uwaga 1
W ponizszych przyktadach, gdy nie zaznaczymy inaczej, rozumieengpjawia-
jace s¢ w rozwigzaniach?oc, %k1, %k2, C;, C,, to dowolne state rzeczywiste.

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1

Wyznaczymy rozwjzanie ogélne réwnanig’ — 2xy = 2xe*’.
(%i1) ode2('diff(y,x)-2*x*y=2%x*exp(x"2), v, X);
(%01) y =(x% + %c) %e*”

Przyktad 2

Wyznaczymy rozwjzania réwnania y’ + 2xy? = 0. Wynik przedstawimy
w postaci jawnej.

(%i1) ode2('diff(yx)+2*x*y~2=0, vy, x);
1 2
(Y%01) I %%c
2y 2
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(%i2) solve(%,v);
(%02) [V S

x°+2 %c

W rozwiazaniu (%02) natey oczywicie zalozyg, ze x? + 2%c # 0.

Zauwamy tez, ze y = 0 jest rozwjzaniem szczegolnym rozeenego rownania
(nieuwzgkdnionym w (%02)).

Przyktad 3
Wyznaczymy rozwjzanie szczegolne rownary’ +y = x? spetniajce warunek
pocatkowy y(0) = 3.
(%il) rrz:'diff(y,x)+y=x"2;
d
a = =2
(/aol)dxyvty X

Metoda |
Rozwigzemy powysze zagadnienie pagkowe, korzystajc z polecé ode2
oraz icl. Zastosujemy#golecenie expand

4 (%i2) rozw:ode2(rrz, vy, x);
rozvi:rozw,expand;

(%02) y =%e'xi_(x2 -2 x +2) %e* + %:c)

(%03) y = %c %e ™™ +x%-2 x +2

I (%i4) icl(rozw, x=0, y=3);
Y%, expand; _
(%04) y =%e ¥ \(x2-2 x +2) %e* +1)
| (%05) y =%e ™" +x2-2x+2
Metoda I
Tym razem skorzystamy z poldcdesolveoraz atvalue

_7 (%i6) rrz:'diff(y(), x)+y(x)=x"2;

d
(%06) 7—y(x) +y(x) =x>

]

(%i7) atvalue(y(x), x=0, 3)%
desolve(rrz,v(x));

(%08) y(x)=%e ¥ +x%-2 x +2

Uwaga 2

Sktadnia polece desolvei atvalue wymaga zapisania zmiennej zalej w po-
staciy(x). Ponadto warunek pogtkowy maze by ustalany jedynie dla = 0
oraz okrélenie tego warunku (za pomp@tvalue) powinno wysipi¢ przed
rozwigzaniem réwnania. Polecenie desoWwgkorzystuje transformatLaplace’a
(patrz te tabela 16.4) i mozna je stosoévdo pewnych typéw ukladéw réwiha
rézniczkowych liniowych oraz do réwnar6zniczkowych liniowych wyszych
rzedow z odpowiednio dobranymi warunkami.
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Przykiad 4

Wyznaczymy catk ogélng réwnaniay’ —y cosx = 0 i naszkicujemy kilka
krzywych catkowych tego réwnania.

7 (%i1) rownanie: 'diff(y,x)-cos(x)*y=0;
i rozwiazanie: ode2( rownanie, v, x);
d
(%o1) x’ -cos(x) y =0
(%02) y = %cC e N (¥)
@ (%i2) rhs(rozwiazanie),%c=[-4,-1,0,1,2]%
plot2d(%, [x,-10,10],[v,-12,10])%
10 T T T
: -4*%pesin(x)
; -%hesin(x)
0
Yoesin(x)
2*00esinx
-10 5 0 5 10
Przykitad 5

Znajdziemy rozwgzanie ogoélne réwnaniey’ =y + xInx i sprawdzimy, jaka
metoda zostata zastosowana w Maximie do jego uzyskania, tzn. jaki typ réwnania
rozpoznat program.

I (9%i1) ode2(x*'diff(y,x)=y+x*log(x), v, x);
| %, expand,;
"log(x)> |
(%001) y =x| g(2 ) + %:c |
X Iog(,v)2

(%02) y =——+ %c x
_7 (%i3) method;

(Y%03) linear
Uwaga 3

W (%01) i (%02) § r6zne sposoby
przedstawienia wyniku. Zakladamy,
ze x> 0, a stal®bc € R.

Jest to réwnanie rézniczkowe
liniowe | rzedu.

W przypadku gdy Maxima nie potrafi rozyge¢ danego réwnania zaiczkowego
lub uktadu réwna, w odpowiedzi pojawia sifalse
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Przyktad 6
Sprawdzimyze dla zagadnienia pogtkowego: y = y? —sin2x, y(0) = —1
nie otrzymamy rozwizania analitycznego.

(%%il) ode2('diff(yx)=y"2-sin(2%x), v, x);
(%01) false

(%i2) method;

(%02) none
Mozemy jednak, na bazie metod numerycznych, przedstaezwigzanie
graficzne tego zagadnienia. Polecempiatdf oraz drawdf dapg mozliwosé
wygenerowania pola kierunkow tego rownania i zaznaczenia krzywej catkowej
spetniajcej podany warunek pogtkowy.

f (%i3) plotdf(y™2-sin(2*x),[trajectory_at,0,-1],[v,-2,2],[x,0,6])%
2N N A N N B R I B A O |
PRI A A T N
P A I |

B I R Y A R N B A
N A A [
N ’
. N “ - A 7’ Fd
w“ N “ - ’ i A A

7 El ra r
F A x 7

) P A ) )

R A A A
PRI A A A
[ A A A A A N A A A

(%i4) load(drawdf)$

(9%i5) drawdf(y~2-sin(2*x), [%,0,6], [v,-2,2], field_degree=1, field_grid=[20,20],
soln_arrows=true, point_at(0,-1), solns_at([0,-11))%
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Okno graficzne dosgfpne po wykonaniu polecenjdotdf daje mozliwosé inte-
rakcji (m.in. dorysowywania kolejnych krzywych). Polecediawdf ma wiele
dostpnych opciji (niektére z nich zostaty uzyte powi)z

Przyktad 7
Rozwigzemy ponisze réwnania rézniczkowe |¢gau i wskaemy wsrod nich
réwnania liniowe.

Y r 4y
1) y' =Ty 5)y' =5
2
2) (21nxy+1)y’+y?=0, 6) y' +vy = xy?,
3) y'—2xy=2xex2, 7) y' —y=-e*cosx,
4) y —y = 2—x2, 8) x2+xy =y.

Najpierw przypiszemy do zmienneji] odpowiednioi-te rownanie. Nagpnie
zastosujemy polecenigenmatrix do utworzenia macierzy (wymiaix 4),
ktorej pierwsza kolumna zawiera numery rowndruga — rOwnania, trzecia
— rozwigzania, natomiast czwarta — nazwzyte] metody. Przydatne Adxeda
wyrazenie lambda i konstrukcja ifpatrz rozdziat 21).

diff(y,x)=y/log(y)$
(1+2%y*log()) ' diff(y, ) +v"2/x=0%
Cdiff(y,20)-2% 0 Fy=2%xFexp(x " 2)$

4 (9%i1) r[1]:
8
141 'dn’f yx)-y=2-%"2%
]
I:
]

.J

Y X)=4%y/(x"2-1)$
34 X)+Hy=x*y"25%
)\; exp(X) ‘cos(x)$
4 (%i9) genmatrlx(lambda([l,]], if j=1 then concat(i,")") elseif j=2 then ri]
elseif j=3 then ev(ode2(r[i],y,x),factor) else method), 8,4);
d __y log(x)?
b ax” Tloa(y) 2

=x+ %C separable

ik
2) (2log(x)y #1)( 5=y |#7==0 y(loglx) y #1)=%c  exct

d 2 2
3) d—Xy-ny=2x%e" y =(x2 + %c) %e* linear
d 5 2 :
4) Y r=x y = %c %e* +x2+2x  linear
(%09) X
d 4y %c (x-1) )
5) =—r= y=——m— linear
dx x2-1 (x + 1)2
d 1 )
6) —yty=xy? y =—————  bernoulli
dx %cC %eX +x +1
7) d_xy y =%e* cos(x) y =%e* (sin(x)+ %c) linear

a0
8) X{.d_xy |+x2=y Yy =-x(x-9%Cc) linear



18. Réwnania réniczkowe zwyczajne 245

Rownaniami liniowymi g§ wigc rownania 3), 4), 5), 7) oraz 8).

Przyktad 8
Znajdziemy rozwjzania ogolne rowrardzniczkowych liniowych jednorodnych
Il rzedu (o statych wspotczynnikach):

a)y"' —4y' +4y =0, c)y"+3y =0,

b)y" —4y" + 3y =0, dy”+3y=0.
Oznaczymy réwnania zgodnie z ich ustawieniem alfabetycznym i soemiy
je, stosyjc polecenie ode?2

_7 (%i1) rra:'diff(y,x, 2)-4*'diff(v,x)+4%y=0; ode2(rra,y,x),expand;
dz 1 d

D = = S —
(%ol) dxzy 4‘\dx yji+4y 0

(%02) y = %k2 x Y%e’ ¥ + %kl %e?

(%i3) rrb:'diff(y,x, 2)-4*'diff(y x)+3%y=0; ode2(rrb,y,x);
A (L e
dx2y gdxy; V=

(%04) y = %k1 Yoe> ¥ + %k2 Yoe™

(%03)

(%%i5) rrc:'diff(y,x,2)+3*'diff(y,x)=0; ode2(rrc,v,x);
oh05) 2=y 432, |0
e d x2 4 \d x y,-'_

(%06) ¥ = %k2 %e >~ + %k

(%i7) rrd:'diff(y,x,2)+3*y=0; ode2(rrd,y,x);
d2
%o/)——=y+3 ¥y =0
(%07) LA
i (%08) y = %kl sin(x‘?x) + %6k2 cos(@x}
Podpunkt b) rozvazemy tez metoda ,krok po kroku”.

7 (%i9) w_rchar:['diff(y,x,2)=r"2,diff(y,x)=r,y=115 W réwnaniu rrb wykonu-
r'r't?,f*-'_o;ch_ar': jemy podstawienia zgodnie
;Sa‘pif_hz)%)_ z warunkamiw_rchar, bu-
map(exp, %*x): dujac w ten sposob réwnanie
map("™" [C1,C2],%); charakterystyczne.

_ yo=apply("+" %):; Nastpnie wyznaczamy jego

(%010) r2-4 r +3 =0 rozwigzania.

(Y%oll)[r=3,r=1]

(%012) [3,1]

(%013) [%e> ¥, %e*]

(%014) [%e? ¥ €1, %e* 2]
(%015) yo =%e” (2 +%e>* C1

Poleceniamap i apply po-
zwalap otrzyma& posta
rozwigzania ogolnegoy

Stale C; i C, 3 dowolnymi
liczbami rzeczywistymi.



246 Matematyka z komputerem

Przyktad 9
Wyznaczymy rozwjzania ogolne rownardzniczkowych liniowych niejedno-
rodnych Il rzdu:

a)y" +2y'+3y=xe™*, b)y" +4y =

a)
>~

1
cos2x’

)y —y' =2cosx —sinx.

(%i1) rra:'diff(y,x,2)+ 2% diff(y,»)+3*y=x*exp(-x); ode2(rra,y,x),expand;
(%01) iy +2 i y| +3y=x%e ™~
d x2 \dx ")
X Yae ¥
2

(%02) y = %k1 %e ¥ sin(\2 x) + %6k2 %e ¥ cos(\2 x) +

b)
_7 (%i3) rrb:'diff(y,x,2)+4*y=1/cos(2*x); ode2(rrb,y,x),expand;
2

2y+4y=
5

%03
(%o )d cos(2 x)

cos(2 x ) log(cos(2 x)) ?Lx sin(2 x)

(Y%od) ¥ = 3

+ %6k7 sin(2 x) + %6k2 cos(2 x)

¢) Ten przyklad rozwizemy metoda ,krok po kroku”. Zaczniemy od zdefinio-
wania rozwaanego réwnania rézniczkowego (liniowego niejednorodnego).

(%i1) rrc:'diff(y,, 2)-'diff(y,x)=2%cos(x)-3*sin(x)$ display(rrc)$
d? d _
ﬁy ¥ =2 cos(x)-3sin(x)
1) Zajmiemy s¢ teraz rownaniem liniowym jednorodnypi — y' = 0, ktére
mozemy otrzyma z powyszego, stosa¢ polecenidhs. Podobnie jak w przykia-
dzie 8, zbudujemy réwnanie charakterystyczne, wyznaczymy jego pierwiastki
oraz funkcje stanowte uktad fundamentalny; = 1, y, = e*, a na koniec ich
liniowa kombinacg (polecenianap oraz apply.

- (%i3) w_rchar:['diff(yx,2)=r"2,'diff(y,x)=r,y=11%
Ihs(rrc)=0,w_rchar;
solve(%);
map(rhs,%);
map(exp, %*x);
map("*",[C1,C2],%);
yo=apply("+",%);
%04) r2-r=0
%05) [r=0,r=1 ;
0/206; {0 1] ] W (°/c_>09) otrzymujemy
. 'D . rozwigzanie ogolne réwna-
%07) [1,%e"] nia jednorodnego.
%08) [ C1,%e™ 2] StateC; i C, s3 dowolnymi
%09) yo =%e* 2 + (1 liczbami rzeczywistymi.

e e e e R ]
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2) Kolejny etap, to wyznaczenie rozwania szczegolnego réwnania niejedno-
rodnego. Zastosujemy metode przewidywania. Zgodnie z pegieaivej strony
réwnaniarrc mamy:
4 (9%i10) ys:A*sin(x)+B*cos(x)$ display(ys)$
Ire,y=Yys$
wiev( Yo, diff);
rat(%,cos(x),sin(x));
makelist(ratcoeff(w,i),i,[cos(x),sin(>)1);
solve(%);
v5:vs, %%
| display(ys)$
ys =cos(x) B +sin(x) A
(%013) sin(x) B -cos{x) B -sin(x) A-cos(x) A=2cos(x)-3sin(x)
(Y%ol4)/R/ (F-A)sin(x)+(-5-A)cos(x)=-3sin(x)+2 cos(x)
(%015)[-B-A=2,B-A=-3]
)

3 1
(%016 [[5:-5,,4:5]]

_sin(x) 5 cos(x)
T2 2

Po podstawieniu funkcjy, orazy,’ do wyjsciowego réwnaniarc, jego lewa
strona zostata upadkowana wzgidem sinuséw i cosinuséw @ki poleceniu
rat. Poréwnanie wspoétczynnikow (poleceniatcoeff, makelist) i rozwiagzanie
uktadu réwna pozwolito wyznaczy wartoZi statych A i B oraz ostatecznye.

3) Ostatni etap, to sumowanie rozaan y, orazy,. Zamiast sumowania zastosu-
jemy poleceni®@de2 aby otrzymérozwigzanie ogéine réwnania niejednorodnego.
(9%i19) ode2(rrc,y,x),expand;
sin(x) 5cos(x)
2

+ 96k1 %o + %k2

(%019) y =

Przyktad 10
Rozwigzemy nasfpujace zagadnienie pogikowe
y" + 2y =2sinx, y(0) =0, y'(0) =-1
oraz naszkicujemy otrzymana krzgwatkowy z zaznaczonym punkte(,0)
i styczna w tym punkcie.

_7 (9%i1) ode2('diff(y,x,2)+2%y=2%sin(x), v, x);
(%01) y = %k1 sin(wﬁ'xj + %k2 cos(-\'?x) +2 sin(x)

4 (9%i2) cs:ic2(%, x=0, y=0, 'diff(y,x)=-1);
3 sin('\'?)()
N2
(%i3) plot2d([rhs(cs),-x,[discrete, [[0],[0]11], [x,-5,5], [y,-5,5],

[style, lines, lines, points], [point_type, diamond],
[legend, "rozwigzanie", "styczna”, "punkt"])$

(%02) y =2sin(x)
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T T T T T

: rozvwigzanie
4 - styczna B

: punkt  #

2 — -
ok i 4
ok : 4
4 - : J

1 1 i 1 1

4 2 ] 2 4

Przykiad 11
Rozwigzemy nasipujace zagadnienie brzegowe

Yy 42y +y=2e7% y(0) =0, y(1) =
i narysujemy krzyw catkows z zaznaczonymi z punktami: (0,%1%).
_7 (9%i1) ode2('diff(y,x,2)+2*'diff(y ) +y=2%exp(-x), v, x);
(%o1) y =x2 %e X +( %k2 x + %k1) Yoo ™~

(%i2) cs5:bc2(%,x=0,y=0,x=1,y=1/%e);
(%02) y =x2 %e ™

(%i3) plot2d([rhs(cs),[discrete, [[0,0],[1,1/%e]ll], [x,-1,2], [y,-1,3],
[stvle, lines, points], [point_type, diamond],
[legend, "rozwiazanie", "punkty"])$

3 T T T T T
: rozwigzanie

i *
25 ; punkty
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Przyktad 12
Rozwigzemy naspujace zagadnienie pogikowe dla réwnania Il redu:

y" =y =x+2, y0)=1,y(0) =2, y'(0)=-1.
Polecenieode2 mozna stosowatylko do rowna | i Il rzedu, wiec uzyjemy

poleceniadesolve ktore ,radzi sobie” z rGwnaniami liniowymi wgzych rzdéw.
Pametac tez musimy o zapisie zmiennej zafeej y w postaci funkcyjney(x).

I (9%i1) rr:diff(y(x),%,3)-diff(y(x),x)=x+2;
atvalue(y(x), x=0, 1)%
atvalue(diff(y() ), x=0, 2)%
atvalue(diff(y(x),x,2), x=0,-1)%
desolve(rr, y(x));

=

J

d
D e =
(/DOIJdXBY(X:] de(X) X +2
2

(%05) y(x) =2 %e* -2 %e ¥ -%-2 x+1

Przyktad 13
Rozwigzemy uktad rowna rézniczkowych liniowych niejednorodnych ledu
Z podanymi warunkami pogtkowymi:

y'=2y—z—t y(0) =1

{Z’ =y—2sint ’ {Z(O) =1

7 (%%i1) rri:'diff(y(t), D) =2%y(t)-z(1)-t$
rr2:'diff(z(t), E)=y(t)-2*sin(t)%
atvalue(y(t),t=0,1)$ atvalue(z(t),t=0,1)%
roz:desolve([rr1,rr2], [v(t), z()%
print(rr1)$ display(rr2)$
printprops([y,z],atvalue)$

print(roz)$

| d
=2ty #2y(8)-t

d
Ez(f):y(r)—z sin( £)

y(0)=1
7Z{0)=1

_[y(z‘)=cos(z‘)+°foef -1,z(8)=sin(f) +2 cos(z‘)+%er—r—2]

Przyktad 14
Przedstawimy ponej kilka przeksztalaei wlasndgci zwigzanych z transformat
Laplace’a.

W literaturze, dla transformaty Laplace’a ngftiej ;3 stosowane oznaczenia:
F(s) = L{f(t)}, badzF(s) = L[f(t)], gdziet € R,s € C, a dla transformaty
odwrotnej:L~{F (s)}, badz L 1[F(s)].

Natomiast w Maximie odpowiednio lapladéyj,t,s) oraz ilt(F(s),s.}.
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Polecenia (funkcje)aplace orazilt mozemy znal& w Menu-RRC. Uzupel-
niamy wtedy okna odpowiedniego formularza, wprowagtzajnkci i zmienne.

Transformata Laplace’a ma wtashdiniowosci:
e

(%i1) laplace(a*f(x)+b*g(x), %, s);
(%o1) b laplace(glx), x, 5) +a laplace(f(x), x, 5)

Ponizej obliczymy transformaty Laplace’a dla wybranych funkcji:

7 (%i02) laplace(x*exp(x), X, s); X =
L L 7ols) p ( p( )( r )F L[xe ] - (5_1)2
(9%02) 5
(s-1)
i . s x __ s-1
[ (%i3) laplace(exp(x)*cos(3*x), X, s); L[e* cos 3x] = 92_25+10
-1
(%03) 5———
B 5°-25+10
7 (hid) ilt((s+1)/(s72+1), 5, X); 1| 5] = sinx + cosx
(%04) sin{x) +cos(x) s7+1
- (%i5) ilt((2*s+3)/(5"2-4%s),5,%); L1 [2”3] = Eex _3
F or 4 s2—4s 4 4
(%05) 11 %e _E
4 4

Talica przeksztatag Laplace’a wygenerowana w Maximie.

4 (%) 11:[1,%,x™2,exp(a*x),sin(b*x),cos(b*x)]$
10:makelist(i,i,1,length(l1))%
12:makelist(rat{makefact((laplace(f,x,s)))),f,11)%
text:matrix([" Lp. "," Oryginal f(x) "," Obraz L[(f(x)] "%

_7 (9%i11) addrow(text,transpose(matrix(10,11,12)});

Lp. Oryginat f{x) Obraz L[{f(>)]
1
1 1 =
5
2 X =
52
I IR =
(%011)/R/ 53
4 % ¥ =5
5-3
5 sin( & x) =
52+ b2
= cos( b x) :
52+ H2
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Ponizej wyznaczamyL[y'(x)] orazL[y"(x)]. Wywotanierat(%,s) spowoduje
uporzdkowanie wyraenia % wedlug pegy zmienneg.
I (%i11) laplace(diff(y(x),x,1),%,5);

(%011) s laplace(y(x), x, 5)-y(0)

4 (%i12) laplace(diff(y(x),x,2),x,5);rat{%,s);

d
(%012) _EV(X)‘ +57 laplace(y(x), x,s)-y(0) s
X =0

d
(%013)/R/ laplace(y(x), x, 5) 52 -v(0) s -Ey(x)
x =0

Przyktad 15

Stosujic transformag Laplace’a wyznaczymy rozedanie szczeg6lne rownania
y' —y = x? spetiajce warunek pocgkowy y(0) = 1.

Najpierw definiujemy réwnanie:

_7 (%) rr:'diff(v() )y () =x"2;

d
(%01) 7 y(x)-y(x)=x>

Polecenie printprops pozwala na wyietlenie warunku poegkowego.

[ (%i2) atvalue(y(x),x=0,1)$ printprops(y,atvalue)$

| ¥(0)=1

Nastpnie stosujemy przeksztatcenie Laplace’a do obu stron réwnania rr.

_7 (%i4) ri:laplace(rr,x,s);

2
(%04) slaplace(y(x),x, s)-laplace(y(x), x,s)-1 s

£
(%i5) r2:linsolve(r1,'laplace(y(x),x,s)); Korzystajc z polecenia linsolve
3 , .
+2 ZNnaczam X)| Z rownania
(%05) [laplace(v(x), x, )= 54 3] \;vl)/ Lyl
L 5 -5 "
7 (%i6) r3:r2[1],factor; Stosujemy factor aby otrzyma
i 3 posta& iloczynowy prawej strony
5742 , .
(%00) laplace(y(x), x,5)= = rownaniar?2.
(s-1)s
Rozktadamy prawstroner3 na
4 (Y%i7) r4:partfrac(r3,s); utamki prOS)t/ep v ¢
2 2 2 3 '
0 i W O Y i
(%o7) laplace(yv(x), x, 5) Ry 53+5_1

- Stosujemy transformabdwrot-
(%i8) ilt(r4,s,x); na do réwnaniar4 i uzyskujemy
(%08) y(x) =3 %e* -x?-2 x -2 rozwiazanie.
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Przyktad 16

Zgodnie z prawem stygggia (prawem Newtona):

~Szybkosé z jaky uktad (np. cialo, ciecz) stygnie, jest wprost proporcjonalna do
réznicy temperatur porailzy uktadem a otoczeniem.”

Rozwamy jako uklad - kubek z woda nagrzana do tempera8fyC oraz
przyjmijmy, ze temperatura otoczenia wyn@si°C. Rozwhzujac odpowiednie
réwnanie rézniczkowe, wyznaczymy w tym uktadzie zat&¢ temperatury od
czasu.

Prawo Newtona mozemy zapisigko nasgpujace rownanie rézniczkowe:

dT— k(T-T
dt_ ( O)'

gdZe zmienna bznaza czas, T - temperatuwody (T = T(t)), T, - temperatu-
re otoczenia. Temperatgipocztkows 80 °C oznaczymy przez, i uwzgkdni-
my, przy wyznaczaniu rozgZania zagadnienia pagkowego.

7 (%i1)  depends(T,t);
| (%01)  [T(8)]
L7 (o%i2)  ridiff(T,t)=-k*(T-To);

3\ d —
_(IJ- de‘T_ (T -To)k

17 (9%i3) ode2(r,T,t),expand;

| (%03)  T=%c%e X{+70
E(%iS) To:25% Tp:803
7(%i6) ode2(r,T,t),expand;

| (%06) T =%c%e Kfi25

L7 (o%i8)  icl(%,t=0,T=Tp)$
rozwigzanie:%,expand;

| (rozwigzanie) T =55 %e ~K £ £25

Rozwigzanie to zawiera stpk, ktGra moze b§ znana (ustalona) dla danego
uktadu albo moznaajwyznaczy wykonupc dodatkowy pomiar temperatury po
pewnym ustalonym czasie. Przyjmijmye otrzymany wynik to temperatura
Tio = 60 °C otrzymana pd 0 minutach.

Podstawiamy wartosci i z otrzymanego rownania wyznaczymy ,krok po kroku”
stab k.
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Ei(%bil@)

T(t) [C]

T=

_7{%i11)

(%o011)

L7 (%i16)

(%012)

(%013)

(%014)

(%015)

| (wart_k)

27{%bi1?)

(rys)

T10:60% fpprintprec:3%

rozwigzanie, T=T10,t=10;

60 =55 %e " 10K 425

%-25:%)/55;:log(%); %/-10; wart_k:float(%);

35=550%e 10K

/ 10k
— =0
T Yo

od L] = 10
9 11) "

Iog[:l—?l]

10
0.0452 =k

rys:rozwigzanie k=lhs(wart_k);

T =550%e 004221 55

100

73
70
63
60
33
50
45
40
35
30

T pomiary L]

T=T() —

To

25

S OO SRS USSR SO SO
15 Lo
D O OO SO OO NSO STT: ST

]

10 20 30 40
t [min]

50

60
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7(%i19) load(draw)$

draw?2d( terminal = wxt, dimensions = [600,500],
xrange = [0,60], yrange = [0,100],
xlabel = "t [min]", ylabel = "T=T(t) [C]",
vtics = 5, grid = true, line_width = 1.5,
key = "T=T(t)", explicit(rhs(rys),t,0,60),
color = red, key = "To", explicit(To,t,0,60),
color = forest-green, key = "pomiary ", point_type = 7,
points([0,10],[Tp, T10]) )%

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Znalez¢ rozwiagzanie ogolne rownania rozniczkowego ¢dm:
)y’ =e**y?, d)y’ -2y = (4x — De*,
! 2y—
b)y' =22, &)y ===,
X
;) _ COSX r Yy _ 1
)y’ = y ' f)y_;_lnx'

Zadanie 2
Znalez¢ rozwigzanie szczegoélne réwnania rézniczkowego ddiz spetniaice
podany warunek pogtkowy:

a)y' +y = 2sinx, y(0) = -1 b)y' +2xy = 2x3,y(0) =2
Znalez¢ rozwigzanie ogolne rownania rozniczkowego lédu:
a)y" +y' = 2e”*, b)y" +y = sinx.

Zadanie 4
Znalez¢ rozwigzanie szczegoélne rownania rézniczkowego Hdrz spetniajce
podane warunki pogikowe:

a)y'—y=2x+1y0) =1, y'(0) = -2

b)y" +2y"'+y=2e7*, y(0) =-1, y'(0) = 3.

Zadanie 5
Znalez¢ rozwigzanie szczegoélne réwnania rézniczkowego Hdrz spetniajce
podane warunki brzegowe:

a)y” —4y' +5y =0, y(0) =1, y(5) =0;

b)y" —4y'+3y=8e7*, y(0) =1, y(—-1) =e.
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Odpowiedzi

1 a)—l = e—zx+ C, a po przeksztatceniy = ——2_ orazy =0; b)\/_ =Inx+C,dla

' y 2 ! e?*+2¢’ Y ’ y ’
x > 0, przy zatgeniu Inx + C > 0, a po przeksztatceniy= (Inx + €)?, orazy = 0;
c)y? =sinx + C, przy zalgeniu sinx + C # 0; d)y = (2x2 — x + C) e?*,

1 1

e)y = (;+ C)xz, dlax #0; fly= x(C —m), dlax € (0,1) U (1, ).
W powyzszych rozwazaniach, o ile nie ma innej informaciji, stéte R.
a) y =sinx —cosx, b)y=3e ™ +x2—1.
a)y=e*+C +Ce*C,C,ER; b)y= —“‘2’”
ay=e*+e*—2x—1, b)y=(x?+2x—1)e*

a)y =e*cosx, b)y=e™*.

+ Cysinx + Cycosx ,Cp, C ER

ar DN
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Talela 19.1. Skladnia polegcgakietu solve_rec

POLECENIA  OPIS

solve_rect,y[n]) rozwiazanie ogoélne liniowego réwnania rozni
cowegor, w ktérymy,, jest szukanym ggiem
solve_rect,y[n],war)  rozwigzanie szczegolne liniowego rownania
réznicowegar rzedu m spetniajce warunki
brzegowe war
Yo =1to, Y1 =ty Ym-1 = tim-1,
w ktérymy,, jest szukanym ggiem

ZADANIA PRZYKLADOWE

Na pocatku kazdego przyktadu wczytamy pakiet solve_rec
Podobnie jak w rozwgizaniach ogélnych réwmarézniczkowych, tak i tu poja-
wia Sie state:%kq, %k,, %ks, %k,.

Przykiad 1

Znajdziemy rozwizania ogolne réwnaréznicowych jednorodnych:

Q) Yn+1— 7¥n =0, d) Ynis + Ynsz — 8Yni1 — 12y, =0,
) 2yn42 + Y1 — 6y, =0, €) Yn+a — 2Yn+3+ 2¥n41 — Yn =0,

C) Ynt2 T 49, =0,

E (%i1) load(solve_rec)$
_7 (%i2) y[n+1]-7*y[n]=0;s0lve_rec(%,y[n]) /* 1 a) */;
(%02) ¥y r1-7 ¥ =0

(%03) y, = %k, 7"

(%id) 2*y[n+2]+y[n+1]-6%y[n]=0;solve_rec(%,y[n]) /* 1 b) */;
(%0d) 2 ¥ 42 +Vps1-0¥,=0
%k, 3"

(%05) y, = + %k, (-2)"

(%i6) y[n+2]+49%y[n]=0;s0lve_rec(%,y[n]) /* 1) */;
(%06) ¥ on+49 ), =0

(%07) y, = %ok (1) 2 77 +(-%i)" %k, 7"
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Rozwigzanie (%07) przeksztalcimy, stoguaj poleceniarectform orazfacsum
(patrz tabela 4.5, tabela 5.1).

(9%i8) rectform(%07)% facsum(%,SJ'n(n\*%pi;/zj,cos(n*%pr;'Zj):‘

(%09) ¥, =%i( 96k, - 96k;) 7" sin| 5| +( 9k, + 96k1) 7" cos| =~ |
Przyjmupc w powyszym, ze C; = %i (%k, — %k,) orazC, = %k, + %k,
ogtatecznie otrzymujemy: ,y= C; 7" sin(”z—") +C, 7" cos(”z—").
_7 (9%i10) v[n+3]+y[n+2]-8*yv[n+1]-12*y[n]=0;s0lve_rec(%,y[n]) /* 1 d) */;

(0/0010:] yr}+3+yﬂ+2_8yn+1_12yH=O

(%011) y, = %k, 3" +( %k n + %k,)(-2)"

_7 (%i12) y[n+41-2*y[n+3]+2%y[n+1]-y[n]=0;solve_rec(%,y[n]) /* 1 e)*/;
(%012) ¥ +4-2¥ 5 +3#2 ¥ p 417 ¥ =0

(%013) y, = %k, (-1)" + %k, n° + %k n + %k,

Przyktad 2

Znajdziemy rozwgzania szczegolne rowfiadznicowych jednorodnych spetnia-
jacych podane warunki brzegowe:

a) Yn+1 T30 =0,%0=5  b)ypi2 =36y, =0,y =1, =-2;

C) Yn+2 +25¥, =0,y =1,y = —1.

E (%i1) load(solve_rec)$

_7 (9%i2) y[n+1]+3*y[n]=0; solve_rec(%,y[n],y[0]=5) [* 2 a) */;
(%02) yp 1 +3¥,=0

(%03) ¥, =5(-3)"

(%i4) y[n+2]-36%y[n]=0; solve_rec(%,y[n],y[0]=1,y[1]=-2) [/* 2 b) */;
(Ya04) w536 ), =0

6”7 2(-6)"
qQ E—i
(%03) ¥, 3 + 5

(%i6) y[n+2]+25*y[n]=0; solve_rec(%,y[n],y[0]=1,y[1]=-1) /* 2 c) */;
ev(%,rectform,ratexpand);
(%06) y, 17 +25y, =0

(%i+5)(-1)"/ 2571 _(%i-S)(-%i)ﬁSﬁ'l

(%07) ¥, = i >

(mn) (m )
(%08) y,=5" COSE\T;'SH & srni‘T_li

W powyzszym przypadku korzystainy z komend upraszczajych.
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Przyktad 3
Jalg kwote powinnimy otrzyma po 5 latach, jeeli kapitat w wysokosci tysica
ztotych ulokowalimy na procent sktadany= 2% rocznie?

Oznaczmy przey, kwote uzyskana z procentu sktadanego ptatach.
Aby rozwigzat zadanie, skorzystamy z jednorodnego réwnania réznicowego

postaciy,+1 — (1 + i)y, = 0 z warunkiem poetkowymy, = 1 000.
Nastepnie obliczymy wartéé y(5).

E (%i1) load(solve_rec)$

(%i2) y[n+1]-(1+2/100)*y[n]=0; (%i4) V5:%.n=5
solve_rec(%,y[n],y[0]=1000); Ein ;’Dﬁr'i;’tprecr:ﬁ y5,numer;
51 }({ " ' r
a 345025251
(%002) ¥ 417755~ =0 (%04) ¥5 =3 15000
(%03) y, =20 50" 7 517 (%06) y5 =1104.08

Po 5 latach otrzymamy1104.08 zt.

Uwaga 1

Przy wprowadzaniu rowmaréznicowych ledziemy stosowa utamki zwykte,
gdyz Maxima wykonuje obliczenia symbolicznie, a taki zapis pozwala dziata
na liczbach catkowitych. Ji& wpiszemy utamki dziegine, zostasn zamienione

na zwykte i pojawi g stosowny komunikat.

Prezentowana wgj metoda jest alternatywna w stosunku do metody przedsta-
wionej w rozdziale 11 (przyktad 6).

Przykiad 4
Znajdziemy rozwizania ogolne réwnardéznicowych niejednorodnych:

a)Yn+1— Yn = 3n® —n+2, b)Yn+2 + Yns1 — 6y, = 30(=3)",
C) Vniz + 9y, = 50n+ 10, d)y,42 + ¥, = cosnm + isinnm,

e)yn+3 — Yn+2 — 8Yn41 + 12y, = 40 - 2",
f) Vnea — 13Yn40 + 36y, = 84-4™ +90- 3™,

K (%i1) load(solve_rec)$

_7 (9%i2) y[n+1]-v[n]=3*n"2-n+2; solve_rec(%,y[n]) /* 4 a)*/;
(%02) ¥ 11 ¥Vp=3 n-n+2

(%03) ¥, :n(n2 -2 +3)+ %k,

(%i4) y[n+2]+y[n+1]-6%y[n]=30%(-3)"n; solve_rec(%,y[n]) /* 4 b)*/;
(%04) ¥y 13 # ¥ s1-6¥,=-10(-3)" "
(%05) y, = %k, 2" +2 n(-3)" + %k, (-3)"
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Podobnie jak w przyktadzie 1 c), rownigv przyktadzie 4 c) wynik poddamy

przeksztatceniom.

4 (%i6) y[n+2]+9*y[n]=50*n+10; solve_rec(%,y[n]) /* 4 c)*/;
ev(%,rectform)$ facsum(%,sin{n*%pi/2),cos(n*%pi/2));

(%06) y, 59 y,=50n+10

(%07) y, = %k (-1)" 23" +(-%i)" %k, 3" +5n

f : n Y "Jx n‘.l
(%09) y, =%i( %k, - %k,)3" srni\T:inL( %k, + %k,) 3" COS{TPS n

F;rzyjmujqc w powyszym,ze G = %i (%k, — %k,) oraz G = %k, + %k,
odatecznie otrzymujemy: ,,y= C; 3" sin(”z—") +C, 3" cos(”z—") + 5n.

Poniewa funkcja rec_solve rozwigzuje niejednorodne rownania réznicowe
jedynie wtedy, gdy zespolony czynnik wymuszsj jest zapisany w postaci
wyktadniczej, najpierw przeksztalcimy prawtrone rownania.

I (%i10) y[n+2]+y[n]=cos(n*Yopi)+%i*sin(n*%pi);
ev(%,exponentialize, expand);
solve_rec(%,v[n]);

(%010) ¥, 4o + ¥, =%isin(m 7) +cos(m 1)

n

(%011) ¥, 2o+ ¥, =%e ™"
LY i »
(%012) ¥n :?7‘ %k2(-1) 1T +(-9%i0) %kl
Yoe +1
_7 (9%i13) ev(%,rectform,ratsimp);
(%013) y, =

%i sin(x ) +cos( 1) +(2 %i %k, -2 %i %kljsini?lntﬂ %k, +2 %k,) cos]?:l

2

_7 (9%i14) y[n+3]-y[n+2]-8*y[n+1]+12*%y[n]=40%2"n; solve_rec(%,y[n]) /* 4 e) */;

(%014) ¥, 43~ Vn 428V, #12y,=52"73

(%015) y, =n* 27 +(%ky n+ %k;)2" + %k, (-3)"

" (9i16) y[n+4]-13*y[n+2]+36%y[n]=84*4~n+90%3~n [* 4 ) */;
solve_rec(%,v[n]);

(%016) ¥, ,4-13 ¥, 4 +36 ¥, =103772+214"*1

(%017) ¥, =47 +n37 + %k, 3" + %k, 2" + %k, (-2)" + %k, (-3)"
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Przykitad 5
Znajdziemy rozwjzania szczegolne réwnar6znicowych niejednorodnych

spetniajcych podane warunki brzegowe:
Q) Yn41 + 6y, = 104", 5y =4, b)yp, — 4y, =27n% =3,y =1, y; =2
C)Yn+2 + 2Vn41 + 2y, =250,y =1,y = —1;

d) Ysz + 4y = 3 (cos+ isInT), yo =1, 31 = 2
€)Yn+3 — 2Vn+2 — 16Yny1 + 32y, =96 (=)™, yo = -1,y =3, y, = 1.

E (%i1) load(solve_rec)$

_7 (%i2) y[n+1]+6*y[n]=10*4"n; solve_rec(%,y[n],y[0]=4) /* 5 a) */;
(%02) y, o1 #6y,=104"

(%03) y, =4" +3(-6)"

4 (%%i4) y[n+2]-4*%y[n]=27*n"2-3; solve_rec(%,y[n],y[0]=1,v[1]=2) /* 5 b) */;
(%04) ¥ p 1p-4 ¥, =27 n*-3

(%05) y,=4127 "1 £(-2)""1-9n2-12 n-19

7 (%i6) y[n+2]+2*y[n+1]+2*y[n]=25%n /* 5 ) */;
solve_rec(%,y[n],y[0]=1,y[1]=-1);
ev(%,rectform, ratsimp);

(%06) ¥, 1n*2V, 1 +2V,=25n
(-%i-1)"(3 %i+5) (%i-1)7(3 %i-5)
2 2

(%07) yp,=5n+

(3= (3=
(%08) y,=32" 2sm' B '+52” 2COS|TI+SH -4

]

(%i9) y[n+2]+4*y[n]=3*(cos(n*Y%pi/2)+%i*sin(n*%pi/2)) /*5d) */;
ev(%,exponentialize, expand);
solve_rec(%,y[n],y[0]=1,y[1]=2);
ev(%, rectform, ratexpand)

m n )
(%09) v, 1o *+4 yﬂ—3'%| 5|n'7|+cosi7i:

Yix 0
(%010) y, 4, +4 ¥, =3 %e ?
%i = 1
3%e ° 3 _h- _
(%011) ¥ —f—._-(z%rﬂ)(-i)”*zz” 2+(-°/nr)”(2%r+1)2” &
n g Yol 7 4
oe T+
%012 =27 ¢ Izi i 27771 I—‘I 04 I—I I—ni
(%012) y, = sin| 2 ) bi sin| 2,+ oi sin| 2 | #cos| %y,
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' (9i13) y[n+3]-2%y[n+2]-16*y[n+1]+32%y[n]=96%(-4)"n /* 5 &) */:
| solve_rec(%,y[n],y[0]=-1,y[1]=3,y[2]=1);
(%013) ¥y 432 ¥psn 16y, .1 #32y,=6(-4)" ">

n

n(-4)"

(%014) y, = - +2747 7211272 ¢(-4)" 2
n

Przyktad 6
Jaka musi by roczna stata sptata z dotu kredytu w wysakds00 000 zt
przy rocznej stopie procentowej= 7%, by zostat on sptacony wagu 5 lat?

Oznaczmy przez, pozostad do sptacenia ¢ kredytu po zaptaceniu-tej
raty. Schemat spfaty kredytu oeo by opisany niejednorodnym réwnaniem
réznicowym

Yne1 — A+ Dy, = —R
z warunkiem pocgtkowym y, = 100 000, gdzieR jest nieznang wysokosgi
rocznej raty (czyli rocznej spiaty).

K (%i1) load(solve_rec)$

' (9%i02) y[n+1]-(1+7/100)*y[n]=-R:
solve_rec(%,y[n],y[0]=100000);
107y,
00
10017 107" R . 100 R
7

(%02) ¥pp 21-

+1010027°7 107"

(%03) y, =

Majac rozwigzanie tego rownania zdefiniujemy funkgj zmiennejn, a nastp-
nie wyznaczymyR z réwnaniay(5) = 0, gdyz po péciu latach kredyt ma Iy
sptacony.

7 (%i4) y(n):="(rhs(%))$ Szukana roczna sptaka
R:solve(y(5)=0,R); jest wiec w przyblizeniu
fpprec:5% bfloat(R); r6wna24 389 71
(3405) [ R = HIS5LT307000 '
°0 T 575073901
(%07) [R =2.4389b4]

Przyktad 7

Kredyt wysokosci20 000 zt nalery sptacé w 12 ratach p@ 010 zt ptaconych
na koniec kadego miesjca. lle wynosi miegcznie oprocentowanie kredytu?

Oznaczmy przeg, wartos¢ kedytu pon latach.
Schemat sptaty kredytu opisuje rownanie roznicowe niejednorodne postaci

Yner — (L + Dy, =—2010
z warunkiem pocgtkowym y, = 20 000, gdzie i— nieznana stopa procentowa.
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E (%i1) load(solve_rec)$

(%12) y[n+1]-(1+i)*y[n]=-2010;
solve_rec(%,y[n],v[0]=20000);
(%002) y,, o4 -(F+1) y,=-2010

2010 (7 +1)7 2010

(%03) y, = +20000(7 +1)" +——

Podobniejak w poprzednim przyktadzie, zdefiniujemy funkgj zmiennejn
opisupca wartas¢ kredytu pon latach. Nasipnie wyznaczymyi z rOwnania
y(12) = 0, gdyz po dwunastu miegiach kredyt ma Rysptacony.

E (%ai4) y(n):="(rhs(%))$ Otrzymalémy dwa pierwiastki,
z ktorych tylko drugi jest liczba
_7 (%i5) rozw:realroots{y(12)=0); dodatng, a jego przybliona
. 59837589 . 1008755 _  wartas¢ wynosi 31072,

0, = - =
i (i)} 33554432" ' 33554432
(" (%i6) fpprec:2$ bfloat(rozw[2]); Szulana miesiczna stopa procen-

(%07) F =3.0b-2 towa wynosi zatem okoto 3%.
Przyktad 8

Kredyt w wysokdci 40 000 zt zostat zagigniety przy rocznej stopie procentowej
i =10%. Po ilu latach zostanie on sptacony;ele pocatkowa roczna sptata

kredytu wynosi 7 000zt i maleje z kadym rokiem o 50 zt ?

Oznaczmy przey, wartos¢ kredytu pa latach.
Schemat spiaty kredytu moze dgrzedstawiony za pomggdwnania réznico-
wego niejednorodnego postaci
Vi1 — (A +1) y, = 50n — 7000
z warunkiemy, = 40 000.

f (%i1) load(solve_rec)$

Znajdujemy rozwizanie rownania roznicowego z warunkiem pgkawym,
a nasgpnie definiujemy otrzymana funkgjy = y(n) opisupca wartas¢ kredytu
po nlatach.

' (%i2) y[n+1]-(1+1/10)*y[n]=50*n-7000;
solve_rec(%,y[n],y[0]=40000)%
y(n):="(rhs(%));

11 .
(%02) ¥, 21 T =50 7-7000

(%04) y(m):=410%""117-6510% " 11" -500 (- 130)
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Funkgay opisuje wartos¢ kredytu po latach. Wysokasi kwot pozostatych do
sptacenia zilustrujemy graficznie.

4 (%i5) s:makelist(y(n),n,1,11)%

load(draw)$

wxdraw2d(dimensions=[400,300],grid=true,
xrange=[0,12],yrange=[-20000,40000],
xaxis=true,yaxis=true,
xtics_axis=true, xtics=[1,1,11],
ytics_axis=true,vtics=[-2.e4,1.e4,1.e3],
point_size=1,point_type=filled_circle,
color=red,points(s))4%

40000

30000 | .
20000 | :

(%t7)| 10000 {

0 A R . P M S
12 3 45 6 7 8 9 W1
-10000 ¢
L ]
-20000

- (%i8) fpprec:4%

'y(9)=Dbfloat(y(9));
"w(10)=bfloat(y(10));

(%09) y(9) =1.551b3
(%010) y(10) = -4.844b3

tatwo zauwayc¢, ze cag () jest malegey dlan = 1,2,3,...,11.
Ponadto zachodzxierownosci:
V> y, > >y >y, | Y10 < 0, wiec kredyt zostanie sptacony po 10 latach.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANI A

Znalez¢ rozwigzanie ogolne réwnania réznicowego jednorodnego:

a) 4Yns1 + 5y, = 0; b)yn+2 — 9y, = 0; C)Yn+2 + 10yp41 + 25y, = 0;
d) Ytz — 2Yn41 V0 = 0; e))’n+2 + 2yn41 + 2y, =0;

f) Yn+3 = 3Yn+2 — 10yp4q + 24y, = 0; g)yn+4 + 8yp42 + 16y, = 0.
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Zadanie 2

Znalez¢ rozwigzanie szczegOlne réwnania réznicowego jednorodnego spetniaj
ce podane warunki brzegowe:

) 2Yn+1+5¥0 =0, ¥ = 3; b)¥ni2 = Yn41 =60 =0,¥p =5, = —5;

C) Vn4z2 — \/EYn+1 +y=0,%=-1Ly =1

Zadanie 3

Jaka kwote powinngmy otrzym& po 5 latach, jeeli kapitat w wysokosci
30 000 zt ulokowalémy na procent sktadany w wysokos = 3% rocznie?

Zadanie 4
Znalez¢ rozwigzanie ogolne réwnania réznicowego niejednorodnego:

a)yn+1 —Yn = 6n* + 2n, b)Yn+2 — Yn41 — 6y, =30 =)™

C) Vnaz + 4y, = 25n+5,d)y,n + 4y, = 17 (cos% + isin%);
e))’n+3 + 7yn42 + 16yp4q1 + 12y, = 40 (=2)"

f) Ynt+at9Ynsz + 30y,4p + 44y,4q + 24y, = 48 =2)"+6(=3)".

Zadanie 5
Znalez¢ rozwigzanie szczegoélne réwnania réznicowego niejednorodnego spet-
niajace podane warunki brzegowe:

Q) Yns1 = 5¥n = 152",y =6, D)ynyz —yn =60 =2,y = =3, y, = 6;
C)Vn+2 = 2¥n+1 + 2V =250,y = -1, = 1;

d) vpio + 4y, = 6(cos3nT”+ isingnT”), Yo=1,y =2;

€)Vn+3 — 4Vn+2 + 5Vns1 =2V =2-2" ¥ =1, 1 = 2,y, = —1L.

Zadanie 6

Jakamusi by roczna stata sptata z dotu kredytu w wysokosci 30 @bprzy
rocznej stopie procentowej= 8%, by zostat on sptacony wagju 2 lat?

Zadanie 7

Na zakup telewizora zostat wely kredyt w wysokéci 4 800 zt, ktory naley
sptact w 24 ratach p&00 zt ptaconych na koniec kdego miesjca. lle wynosi
mieskczne oprocentowanie tego kredytu?

Zadanie 8

Kredyt w wysokdaci 30 000 zt zostat zagigniety przy rocznej stopie procentowej
i =8%. Po ilu latach zostanie on sptaconyzele pocatkowa roczna splata

kredytu wynosi 5 000zt | maleje z kadym rokiem o 50 zI?

Zadanie 9

Kredyt w wysokdaci 40 000 zt zostat zagigniety przy rocznej stopie procentowej
i = 9%. Pocatkowa roczna sptata kredytu wynosi:

a)7 000 zt i maleje z kadym rokiem 050 zt,

b) 8 200 zt i maleje z kadym rokiem 0300 zt.
Czy kredyt zostanie sptacony weénej przy warunkach sptaty a) czy b) ?
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Odpowiedzi

1. a)y, = %k, (—-) b) v, = %k, 3™ + %k, (—=3)™; €)yn = %ky 1 (=5)" + %k, (—5)™;

©oNOo

d) y, = %k, n + %ky; €)y, = C(22 sm( ) +C, 22 cos (37m)

gdzieC;, = i(%k, — %k,), C, = %k, + %k,, natomiastbk,, %k, s3 pewnymi statymi;

f) ¥y = %k,14™ + %k, 2™ + %k; (—3)™;
) = C1n2"51n( ) +C22"sm(2) + C3n2"cos( )+C42"cos(2)
gdZIeCl - L%k4 - %kz, Cz - L%k3 - %kl, C3 %k4 %kz, C4 —_ %k3 %kll
natomias®ok,, Y%k,, %ks, %k, 3 pewnymi statymi.

-5\" .
A)yn=3(3)  D)yn = 4(=2)" +3" ¢y = (V3 +2)sin () - cos (7).
34778 zt.
)y, = 2n% —2n? + %ky; b)y, = %k,3"™ + 3n(—2)" + %k, (—2)™;
C) y, = C;2™ sm( ) +C,2" cos( ) + 5n — 1, gdzieC; = i(%k, — %k,),
C, = %k, + %k, , natomiastok,, %k, sa pewnymi statymi;
d)y, = (4i+ 1)sm( )+ 4- l)COS( )+612"sm( )+ CZZ"cos( )

gdzieC; = i(%k, — %k,), C, = %k, + %k,, natomiasok,, %k, sa pewnymi statymi;

e)yp = 5n2(—2)" + (%ksn + %k,)(—2)" + %k, (—3)", gdzie%k,, Y%k,, %k;
Sa pewnymi statymi;

) ¥, = —n3(=2)" + (%k4n? + %ksn + %k,)(—2)" + 2n(=3)" + %k, (—3)™,
gdzie%k,, %k,, %ks, %k, 3 pewnymi statymi.

a)y, =11:-5"—=5:2" b)y, = —-5(-1)"+n3 —3n2 +n+ 2,

C) Y, = —23-2§sin(n ) chos( )+25n

d)y, = ZlSIH( )+2 05(32 )+ lZ"sm( )+2"sm(2 ) - 2"cos("2—n),
e)y,=-8-2"4+n2"+7n+09.

16 823 zl.

i = 3.5%.

Kredyt zostanie sptacony golatach.

Kredyt zostanie sptacony waeej przy warunkach sptaty b).



20. Pakiet Simplex
Pakietsimplex duzy do rozwiazywania zagadnie programowania liniowego.

Zagadnienia takie dotygzazwyczaj optymalnego wykorzystanradkow, przy
spetnieniu okrdonych wymaga.

Tabela 20.1. Polecenia pakietu simplex

POLECENIA OPIS

minimize_lp(f(x),[w1,w2...]) minimalizuje funkcg f przy ogranicze-
niachwl, w2 ...
maximize_lp(f(x),[wl,w2...]) maksymalizuje funkej f przy ogranicze-
niachwl, w2 ...
nonegative_lp=true ustawia wartosi zmiennych decyzyjnych
jako nieujemne
linear_program(A, b, 9 rozwigzuje zadanie minimalizacji funkcji
kryterium o parametrach, przy warunkach
Ax = b i wektorze zmiennych decyzyjnych
x=0

Model programowania liniowego mozna zapigaastépujaco:
f(x) =cTx > max (maksymalizacja funkcji kryterium),
Ax < b (warunki ograniczage),

x =0 (warunki brzegowe),

gdzie:
x =[xy, ..., x,]7 - wektor nzmiennych decyzyjnych,
A - macierz parametrow warunkéw ogranigegch o wymiarachn x n,
¢ =[cq, .., ¢ )T - wektor n paranetrow funkcji kryterium,
b = [by, ..., b, |T - wektor mograniczen.

Rozwigzanie przedstawionego powyzej zagadnienia polega na znalezieniu takich
wartasci zmiennych decyzyjnych;, (i = 1,2, ...,n), dla ktérych wartos¢ funkciji
kryterium jest najwiksza,przy spetnieniu warunkow ograniczeychi brzego-

wych (czyli warunkéw wyznaczaggych zbiér dopuszczalny).

Zadanie programowania liniowego mma réwnie sformutowa alternatywnie:

f(x) =cTx > min, Ax > b, x > 0.



20. Pakiet Simplex 267

ZADANIA PRZYKLADOWE

Przykiad 1

Firma krawiecka produkuje dwa rodzaje ubm@hronnych: typu A i typu B.
Ubrania r6zm si¢ wytrzymatogcia w poszczegolnych fragmentach stroju.

Do wyprodukowania ubrania typu A potrzeban materialu wyszej jakosci

i 0.5m - nizsze]. Do wyprodukowania ubrania typu B potrzél¥am materiatu
wyzszej jakosci i1.1 m - nizszej. Firma posiada zaps8 m materiatu wyszej
jakosci 140 m - nizszej. Ubranie typu A kosztuje 100 zi, typu B - 90 zi. lle
ubrai typu A i typu B powinna produkowdirma, aby zmaksymalizowazyski?

Model zadaniax; - liczba ubra typu A, x, - liczba ubra typu B
f(x1,x5) = 100x; + 90x, — max
x; +0.7x, < 50
0.5x; + 1.1x, < 40
x120,x,20
Rozwigzanie znajdziemy przy pomocy polégeakietu simplex.

Na pocatku ustalimy porzdek zmiennych (w tym wypadku jest on dcimy),
wczytamy pakiety oraz wprowadzimy ustawienia dla polecenia draw

E(%ii) ordergreat (x1,x2)%

E’(%B) load(simplex)$ load(draw)3

user_preamble="set style fil transparent solid 0.5 noborder”,

(%i) set_draw_defaults(terminal=wxt, grid=true, proportional_axes=xy,
x_voxel=200, y_voxel=200)3%

Nastpnie wczytamy warunki ograniczae i warunki brzegowe oraz narysuje-
my zbiér rozwiazan dopuszczalnych.

E(%iS) weapply("and”, [x140.7%x2<=50, 0.5%x1+1.1¥x2<=40, x1>=0, x2>=0])$
E(%iﬁ) draw2d(fil_color=forest-green, region{w,x1,-3,52,x2,-3,52))%

T3 P

40 -

30 -

20 -

10 -




268 Matematyka z komputerem

Zasbsujemy teraz polecenie maximize_lIp.

(%i7) maximize_lp{ 100%x1+90%x2,
[x1+7/10%x2<=50, 5/10%x1+11/10%x2<=40],
nonegative_lp=true);

(%o07) [5400,[xf =36, x2 =20]]

Zauwamy, ze jeili chcemy uzyska&wynik doktadny, to parametry liczbowe na-
lezy wprowadzt w formie utamkdéw zwyklych, a nie dziesnych.

Rozwigzaniem optymalnym jest wyprodukowanie 36 uibrgpu A i 20 typu B.
Zatem, przy spetnieniu warunkow ograniezgch i brzegowych, wartosé funk-
cji kryterium f jest najweksza dlax; = 36 orazx, = 20 i wynosi wtedy
5400 zt.

Sprawdzimy réwnig dziatanie polecenilinear_program. Zadanie maksymali-
zacji musimy teraz sprowadzilo minimalizacji funkcji—f (xq, x5).
(%i11)  A: matrix([1,7/10], [1/2,11/10])$
b: [50,40]5
c: [-100,-90]%
linear_program(A, b, c);
(%011)  [[36,20], —5400]

Rozwamy jeszcze nagpujace sytuacje:

Oba ubrania ¢xla kosztowaty po 100 zt. Jaka wtedy bedzie maksymalna wartos¢
funkciji kryterium?

(%il2) maximize_lp(100%x1+100%x2,
[x1+7/10%x2<=50,5/10%x1+11/10%x2 <=40],
nonegative_lp=true);

(%012)  [5600,[x1=36,x2 =20]]
Oczywiscie, w tym przypadku zysk wzroke do 5600 zt.

Natomiast, jéli cena ubrania typu B spadnie do 70 zi, razaniem bed
wszystkie punkty lzgce na odcinku o koncadl36,20) i (50,0) czyli jest nie-
skonczenie wiele rozwzan optymalnych. Wartosé¢ funkcji kryterium w kdym
punkcie tego odcinka wynosi 5000 zt.

L7 (%i13) maximize_lp{ 100%x1+70%x2,
[x1+47/ 10%x2<=50,5/10%x1+11/10x2<=40]),
nonegative_lp=true;

| (%013) [5000,[x=36,x2 =20]]

[7(o%it4)  draw2d(fil_color=forest-green, region(w,x1,-3,52,%2,-3,52),
vector([0,0],1/2*[100,707),
color=red, points_joined=true, ine_width=2, point_type=7,
points([[50,0],[36,2011))3
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50

Wektor o pocatku w punkcie
(50,0) i koncu (36,20) ma
wspohrzdne [—14,20] i jest on
prostopadty do gradientu funkcji
celu [100,70] .

Rzeczywicie,
(%il5)  [36-50,20-0].[100,70];
(%015) 0O

iloczyn skalarny tych wektoréw
wynosi 0.

Powyzszy rysunek i obliczenia pokazuje wspomniany odcinek jest prostopa-
dty do gradientu funkcji celu (w przypadku zagadnieogramowania liniowego

- do wektora parametréw funkcji celu) oraz zawiera wszystkie punkty wgtsuni
najdalej w kierunku wskazanym przez gradient. Oznaczaetw, kazdym punk-
cie odcinka warté& funkcji celu jest taka sama i jest to wattonaksymalna.

Aby lepiej uwidocznt ten fakt, narysujemy jeszczeegé ptaszczyzny bedacej
wykresem funkcji celu oki&onej na zbiorze dopuszczalnym.

(%%i15) F(x1,x2):=if x1+0.7%x2<=50 and 0.5%x1+1.1¥x2<=40
and x1>=0 and x2>=0 then 100%x1+70%x25

E(%ilﬁ) plot3d([F(x,v), [x,-2,52], [v,-2,52]1], [z,-10,5010], [grid,50,50])%

5000
4000
3000
2000

1000
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Po aznaczeniu ptaszczyzny poziomeE 5000 widzimy wyrazniej, ze wartGé
maksymalna rowng 5000 funkcja celu przyjmuje dla wszystkich punktow odcin-
ka o koncach (36,20), (50,0).

[/ (%i17)  plot3d([F(x,y), 5000, [x,-2,52], [v,-2,52]], [2,-10,5010], [grid,50,501)3

3000
4000
3000 ~
Z
2000 r
1000
oo == =5 ccemze e _:U -"Jﬂ 4%‘ AT 7 s i

Zalozmy na koniec,ze firma krawiecka potrzebuje w pierwszej kolejnosci
oproznt magazyn, w ktorym przechowuje materiaty do produkcji fulorazze
oba materiaty potrzebne do produkcji ubechronnych s dostpne w hurtow-
niach. Wtedy, w naszym modelu, zamiast ogramicze+ 0.7x, < 50 oraz
0.5x; + 1.1x, < 40 mielibysmy x; + 0.7x, = 50 oraz 0.5x; + 1.1x, > 40 .
Tym samym zbior rozvazan dopuszczalnych bytby nieograniczony, a zysk tym
wiekszy im wiksza produkcja.

(%il8) maximize_lp( 100¥x1+90%x2,
[x1+7/10%x2>=50,5/10%x1+11/ 10%x2>=401]),
nonegative_lp=true;

(%018)  Problemn not bounded!

Przykiad 2
95-osobow grupe turystow naley przetransportowana wschod stonca do stop

wulkanu. Mozliwy jest transport minibusami i jeepami. Wywt#g busa zabiera-
jacego 15 osob kosztuje 200 $, a jeepa zahigegp 5 oséb - 70 $. Ponadto bus
wymaga obstugi 2 osob (kierowca i przewodnik), a jeep tylko 1 osoby (kierow-
ca). lle busow i ile jeepdw nadg wynapé, aby koszt przewozu byt najsizy,

jesli dodatkowo wiadomoze dyspozycyjnych jest jedynie 5 przewodnikow, 15
kierowcow i wolnych jest 12 jeepow?
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Modd zadania: x; - liczba buséwy, - liczba jeepow
f(xq1,%5) = 200x; + 70x, - min

15x; + 5x, = 95
x1 <5

Xy <12

X1 +x, <15

x1 =20, x>0

E'(%iZ) load(simplex)s load(draw)s

7(%i3) set_draw_defaults{terminal=wxt, grid=true, x_voxel=100, y_voxel=100,
user_preamble="set style fil transparent solid 0.5 noborder")3

7(%i5) weapphy("and", [15%x1+5%x2>=95, x1+x2<=15, x1<=5, x2<=12,
x1>=0, x2>=0])3%
draw2d(region(w,x1,0,6,x2,0,13))5
7(%i6) minimize_lp( 200%x1+70%x2,
[15%x1+5%x2>=95, x1+x2<=15, x1<=5, x2<=12]),
nonegative_lp=true;
(%%006) [1280,[x2=4,x1=5]]

(1Y T

Roawigzaniem optymalnym jest wynggie 5 buséw i 4 jeepow. Koszt przewozu
to 1280 zt.
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWI AZANIA

Rozwigzat nas¢pujace zadanie programowania liniowego:
f(x,y) = 3x; + 7x, + 5x3 - max
X1+ x, +x3 <80
2x1 + 3x, + x3 <100
x1 =20, 20,x3 =0.

Krolewna Fiona planuje prz&j na tygodniow diet sktadajca sie jedynie z ba-
nanow i butek. Jednocgdie chce dostarcZzaorganizmowi minimalna, potrzeb-
ng do normalnego funkcjonowania dabiatek (30 g) i wglowodandéw (70 g)
nie przekraczar 60 g tluszczéw dziennie. Zamierz&derzynajmniej 5 razy
dziennie. lle banandw i ile butek dziennie powinna zjadsy dostarczy jak
najmniej kalorii?

1 banan - 162 kcal, 1.96 g biatka, 36.43gglowodanow, 0.59 g ttuszczu.

1 butka - 260 kcal, 7.79 g biatka, 52.91 gglowodanow, 1.61 g tluszczu.

Odpowiedzi

1. x; =0, x, =10, x3 = 70, wartcé¢ funkcji kryterium:420
2. ok. 1.5 butki + 3.5 banana



21. Elementy programowania

Tabela 21.1

PODSTAWOWE INSTRUKCJE | ICH SKEADNIA

if warunekthen akcja
if warunek thenakcjal elseakcja2
if warunek thenakcjal elseifwarunek2 thenakcja2
elseif ... else akcja0
- instrukcje warunkowg@wykonujg akcg, o ile spetniony jest warunek)

for zmienna: wart_poczatkowa thnvart_koncowa stefgrok do instrukcje
for zmienna: wart_poczatkowehile warunek pozostania do instrukcje
for zmienna: wart_poczatkowa unlesgarunek wyjscia do instrukcje

- instrukcje p#i

block([zm_lokalne],instrukcje, return(wart_koncowa)
- zwraca wartos¢ zna@innej wewntrz polecenia return wartGci
zmiennych lokalnych niegdostpne poza poleceniem block
block([zm_lokalne], wyr_1, ...., wyr_n)
- podobnie jak wyzej,la zwraca wyr_n
%% - odniesienie do poprzedniego wyemnia wewtrz polecenia block

lambda - anonimowa funkcja(uzyta razem z poleceniermap dzata
podobnie do konstrukcji foreach znanej z innyeykdw programowania)

Przykitad 1
Podamy trzy proste przyktady zastosowania instrdkcji

4 (%i1) fori:1 while (i<=4) do display(i~2)$

12-1
22 =4
3%=9
4%-16

[ (%i2) fori:1 thru 10 step 3 do display(2"i)$
2t=2
2% =16
27 =128
210 —1024
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I (%i3) for k:1 thru 6 do (fpprec:k, print(bfloat{%e)))$
| 3.0b0

2.7b0

2.72b0

2.718b0

2.7183b0

2.71828b0

Przyktad 2
Zdefiniujemy dwoma sposobami funkcpbliczapca silnie liczby naturalnej,

wykorzystupc polecenia z tabeli 21.1.
E (%i1) silnial(n):=block([k], k:1, for i:1 thru n do k:k*i, return(k))$

(%i2) silnial(7);
(%02) 5040

E (%i3) silnia2(n):=if n = 0 then 1 else n*silnia2(n-1)$

(%i4) silnia2(7);
(%04) 5040

Przyktad 3

Korzystapc z instrukcji block, zdefiniujemy polecenie (funkgj obliczapce
catki metoda ,przez czsci’ i zastosujemy je do catek: xcosxdx ,
[arctgtdt.

[

(%i1) calka_czesci(f,hx):=block([g],q:integrate(h,x),
f*g-'integrate(g* diff(f,»),x) =
ev(f*g-'integrate(g*diff(f,x),x),nouns))$
(%i2) calka_czesci(x,cos(x),x);
(%02) x sin(x)- J sin(x)dx =xsin(x) +cos(x)
_7 (%i13) calka_czesci(atan(t),1,1);
B log(£2 +1)

df =tatan(t)-
£2+1 2

(%03) fatan(f)- J
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POLITECHNIKA LODZKA
CENTRUM NAUCZANIA MATEMATYKI | FIZYKI

Proponowany Czytelnikowi skrypt przedstawia mozliwosci, jakie daje praca
z Systemem Algebry Komputerowej (CAS) Maxima, wspomagajacym wykonywanie
matematycznych obliczen symbolicznych oraz numerycznych.
Pozycja ta kierowana jest do studentéow, ktorzy, uczestniczac w c¢wiczeniach
laboratoryjnych w pracowni komputerowej, maja mozliwos¢ uzupetniania
zdobywanej wiedzy matematycznej o doswiadczenia zwigzane ze stosowaniem
technologii informatycznych oraz do wszystkich, chcacych skorzystac¢ z programu
Maxima jako narzedzia do rozwigzywania probleméw matematycznych
itechnicznych.

W skrypcie zostatly przedstawione rozwigzania zadan przyktadowych
z wykorzystaniem Maximy oraz zadania do samodzielnego rozwigzania wraz
z odpowiedziami. WsSrod zadan przykladowych, jak i zadan do samodzielnego
rozwigzania mozna znalez¢ takie, ktore ilustrujag zastosowanie teorii
matematycznych w analizie zagadnien optymalizacyjnych, fizycznych

i ekonomicznych.
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