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1. Wstep

1.1. Przedmiot analizy

Wymagania stawiane nowoczesnym materiatom konstrukcyjnym czesto nie
moga by¢ zaspokojone przez materiaty tradycyjne. Stad potrzeba stosowania
materiatéw o specyficznych wtasno$ciach konstrukcyjnych. Materiaty tego typu
znane s3 pod ogdlna nazwa materiatdw kompozytowych. Prezentowane
opracowanie dotyczy struktur zbudowanych z bardzo duzej liczby regularnie
roztozonych oddzielnych elementéw (takich jak widkna, inkluzje lub Zebra)
idealnie polaczonych z jednorodna matryca. W dalszych rozwazaniach
przyjmiemy, ze zaréwno matryca, jak i umieszczone w niej elementy sa
wykonane z materiatu jednorodnego. W analizowanych ciatach bedziemy mogli
wyr6zni¢ pewien powtarzalny element nazywany komorka. Przedrostek mikro
wskazuje, ze mamy do czynienia z o§rodkiem, w ktérym wymiar komorki jest
duzo mniejszy od charakterystycznego wymiaru catego ciata. W przypadku, gdy
mikrostruktura kompozytu ma budowe¢ jednorodng makrowlasno$ci takiego
materiatu sg stale w calym jego obszarze. Gdy kompozyt ma budowe
mikroniejednorodng, jego makrowtasnos$ci sa zmienne w obszarze materiatu.
W opracowaniu tym nasza uwaga bedzie skupiona na materiatach
mikroniejednorodnych z mikrostrukturg wolno zmienng w przestrzeni (rys. 1.1).
Zgodnie z pracg Michalak, Cz. Wozniak, M. Wozniak (2007) wolna zmienno$¢
tych charakterystyk moze by¢ wywotana przez:

— krzywoliniowy ksztalt elementu,

— zmienny udziat objeto$ciowy poszczegdlnych materiatéw w komorce,

— planowane rozmieszczenie zbrojenia w sasiedztwie otworow.

Mozna zauwazy¢, ze zmienno$¢ w przestrzeni wlasnosci makroskopowych jest
realizowana na poziomie mikro przez wolng zmienno$¢ mikrostruktury w
sasiednich komdrkach. Materiaty tego typu o wolno zmiennej mikrostrukturze
stanowia szczegllny przypadek materiatéw o funkcyjnej gradacji wiasnoSci
(ang. functionally graded materiale, FGM), cf. Suresh and Mortensen (1998).

W prezentowanym opracowaniu beda analizowane dwusktadnikowe kompozyty
o okres$lonej mikrostrukturze. W skali makro bedziemy mieli do czynienia
z wolno zmiennym i gladkim przejSciem od jednego do drugiego materiatu. Tym
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niemniej na poziomie mikro mamy do czynienia z przejsciem od jednego do
drugiego materiatu o silnie zmiennych wtasnosciach termomechanicznych.

il

&2

Rys.1.1. Fragment przekroju poprzecznego materiatu o podtuznej gradacji wlasnosci

Analizowane dwusktadnikowe kompozyty moga przedstawia¢ dwa ré6znego
rodzaju materiaty FGM. Kompozyty o poprzecznej gradacji wlasnosci, gdzie

efektywne wtasnosci sg wolno zmienne w kierunku prostopadtym do warstw
(rys. 1.2) byly przedmiotem analizy migdzy innymi w pracy Jedrysiaka (2010).

Rys.1.2. Fragment przekroju poprzecznego materialu o poprzecznej gradacji wlasnosci,
Wozniak Cz., Michalak, Jedrysiak [red.] (2008)

Przedmiotem analizy prezentowanej pracy s3 dwuskladnikowe mikro-
niejednorodne kompozyty z usrednionymi wilasno$ciami tagodnie zmiennymi

wzdluz wybranego kierunku. Rozpatrywane kompozyty maja deterministyczng
mikrostrukturg, ktéra jest periodyczna wzdtuz pewnego kierunku i ma gladkie
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i wolno zmienne efektywne wtasnosci w kierunku prostopadtym. Kompozyty
tego rodzaju o efektywnych wlasno$ciach wolno zmiennych w kierunku
uwarstwienia (rys.1.1) nazywa¢ bedziemy materialami o podtuznej gradacji
wiasnosci.

W  przedstawionym opracowaniu zostang zanalizowane zagadnienia
termiczne ograniczone do przeplywu ciepta w przewodniku wykonanym z
materiatu o podluznej gradacji wtasno$ci. Zostang réwniez poddane analizie
dynamiczne zachowania cienkich ptyt wykonanych z materialéw o podtuzne;j
gradacji wtasno$ci oraz zagadnienia liniowej stateczno$ci takich ptyt. Podstawa
analizy rozpatrywanych w pracy ciat mikroniejednorodnych s3:

— liniowa teoria przewodzenia ciepta Fouriera,

— teoria ptyt cienkich Kirchhoffa.

Dla cial jednorodnych teorie te sa opisane dobrze znanymi réwnaniami
rézniczkowymi o statych wspétczynnikach. W przypadku cial mikro-
niejednorodnych, w ktérych wystepuje duza liczba powierzchni styku pomigdzy
poszczegdlnymi materiatami, w réwnaniach tych wystepuja wspétczynniki
opisane silnie oscylujacymi i nieciggtymi funkcjami. Réwnania w takiej postaci
sg mato przydatne do zastosowan inzynierskich i obliczen numerycznych, stad
potrzeba poszukiwania réznych modeli usrednionych opisujacych termo-
mechaniczne zachowania ciat z mikrostrukturg. Otrzymane modele usrednione
powinny si¢ charakteryzowa¢ dwiema cechami. Réwnania opisujace te modele
powinny mie¢ w miar¢ gladkie, lub nawet stale, wspotczynniki, tak aby do ich
rozwigzania mozna bylo zastosowa¢ znane metody obliczeniowe. Po drugie,
otrzymane z tych réwnan rozwigzania powinny w miar¢ mozliwosci opisywac
zachowania rozpatrywanych cial na poziomie mikro.

1.2. Modelowanie materiatéw z mikrostruktura

Materialy kompozytowe sa stosowane w wielu dziedzinach inzynierskich, takich
jak przemyst lotniczy, kosmiczny, samochodowy, budowa okretéw, medycyna
czy sport. To szerokie zastosowanie materiatéw kompozytowych wynika z
mozliwosci doboru ich wlasno$ci na poziomie makroskopowym do potrzeb
uzytkownika. Tym niemniej otrzymanie odpowiednich wlasno$ci efektywnych
na poziomie makroskopowym wymaga odpowiedniego uksztaltowania
kompozytu na poziomie mikroskopowym. Stad w trakcie procesu modelowania
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matematycznego jest ogélnie przyjeta praktyka rozpatrywanie kompozytu
w dwoch skalach. Te dwie skale sa najczeSciej okreSlane jako poziom mikro-
i makroskopowy analizy. Poziom mikroskopowy stuzy do opisania wtasciwos$ci
poszczegblnych sktadnikéw kompozytu, takich jak elementy wzmocnienia
(widkna, inkluzje, Zzebra) oraz materialu matrycy, podczas gdy na poziomie
makroskopowym mamy do czynienia z pewnymi uSrednionymi globalnymi
wtasno$ciami kompozytu jako catos$ci. Odpowiednie sformutowanie wtasno$ci
efektywnych musi mie¢ odniesienie do modelu mikromechanicznego. Stad
model na poziomie mikro musi bra¢ pod uwage wtasnosci termomechaniczne
poszczegdlnych sktadnikow, jak i ich rozktad w obszarze analizowanego ciata.

Materiaty kompozytowe o jednorodnej mikrostrukturze na poziomie mikro
maja budowe periodyczng. W skali makro kompozyty tego typu moga byc¢
traktowane jako jednorodne, a ich wlasnosci efektywne sg wielko$ciami statymi.
Stad ich model makroskopowy jest opisywany czastkowymi réwnaniami
rézniczkowymi o statych wspdtczynnikach. Poza kompozytami o budowie
periodycznej mamy do czynienia z kompozytami o strukturze mikro-
niejednorodnej. W efekcie materiaty kompozytowe tego typu sa opisane w skali
makro réwnaniami rézniczkowymi o funkcyjnych wspétczynnikach. W przy-
padku, gdy mikrostruktura jest wolno zmienng w obszarze materialu, wtasno$ci
makroskopowe takiego ciala sa opisane funkcjami wolno zmiennymi. Poniewaz
ich efektywne wtasno$ci sa wolno zmienne w przestrzeni, mamy tutaj do
czynienia z pewnego rodzaju materialem o funkcyjnej gradacji wiasnosci (cf.
Suresh and Mortensen (1998)).

Do budowania usrednionych modeli matematycznych cial z mikrostruktura
wykorzystuje si¢ liczne techniki. Jedne z nich majg charakter bardziej ogdlny
i moga by¢ stosowane do modelowania r6znych struktur, tak periodycznych, jak
i mikroniejednorodnych, inne stuza tylko do modelowania cial o wybranej
budowie mikrostrukturalnej. Ponizej przedstawimy kilka z wybranych technik
modelowania ciatl z mikrostruktura.

Modelowanie struktur kompozytowych wzmocnionych przez réznego
rodzaju skfadniki, takie jak wid6kna, inkluzje, zebra, bylo obszarem
zainteresowan bardzo wielu badaczy. Niektdre z najwcze$niej opracowanych
modeli mozna znalez¢ w pracach: Hill (1963), Hashin i Rosen (1964),
Budiansky (1965), Mori i Tanaka (1973).
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Najbardziej znanymi ws$réd technik usredniania sg te, bazujace na
homogenizacji asymptotycznej réwnan rézniczkowych z silnie oscylujagcymi
wspélczynnikami. Matematyczne podstawy homogenizacji asymptotycznej
mozna znalez¢ przyktadowo w monografiach: Bensoussan et al. (1978),
Sanchez-Palencia (1980), Jikov et al. (1994). Literatura dotyczaca technik
homogenizacji asymptotycznej jest bardzo obszerna. Sposrdd licznych prac
wykorzystujacych technike homogenizacji asymptotycznej do zagadnien
rozwazanych w przedstawionym opracowaniu wymienmy tylko kilka; dla
zagadnien przewodzenia ciepta: Francfort (1983), Furmanski (1997), Lewinski
i Kucharski (1992), Wojnar (1990), dla ptyt periodycznych: Caillerie (1984),
Ciarlet i Destuynder (1979), Kalamkarov (1987), Lewinski i Telega (2000), dla
powtok; Lutoborski (1985), Challagulla i inni (2008), Georgides i inni (2010),
Saha i inni (2007), dla struktur tréjwymiarowych wzmacnianych rusztem z
widékien Kalamkarov i inni (2009).

Jedna z metod homogenizacji jest technika oparta na parametrach mikro-
lokalnych zaproponowana przez Wozniaka: Wozniak (1987), (1989), Matysiak
i Wozniak (1988). Z szeregu prac wykorzystujacych te technike wymienmy
poswigcone kompozytom warstwowym: Bielski i Matysiak (1992), Jakubowska
i Matysiak (1987), Matysiak (1995), Matysiak i Nagdrko (1989), Nagérko
(1989); zagadnieniom termicznym 1 procesom dyfuzji w kompozytach:
Kaczynski i Matysiak (1988), Kulchytsky i Matysiak (2005), Matysiak (1991),
Matysiak i Mieszkowski (2001), Matysiak i Yevtushenko (2008), Wagrowska
(1998); zagadnieniom szczelin i pekania w kompozytach warstwowych:
Kaczynski 1 Matysiak (2003), (2005), Kulchytsky i Matysiak (2007), Matysiak
i inni (2009), Matysiak i Perkowski (2008); rozchodzeniu si¢ fal w kompozytach
warstwowych: Matysiak 1 inni (2009); zagadnieniom kompozytéw piezo-
elektrycznych: Yevtushenko i inni (1996).

W przedstawionym opracowaniu do zbudowania modelu matematycznego
i otrzymania usrednionych réwnan opisujacych zachowania rozpatrywanych ciat
o budowie mikrostrukturalnej zostanie wykorzystana technika tolerancyjnej
aproksymacji  (ang. tolerance averaging approach, TTA). Podstawy
matematyczne tej techniki, zapoczatkowanej pracami Wozniaka (1983), (1993a),
mozna znalez¢é w ksigzce Wozniaka i Wierzbickiego (2000) oraz w mono-
grafiach pod red. Wozniaka, Michalaka, Jedrysiaka ,,Termomechanics of
Microheterogeneous Solids and Structures, Tolerance Averaging Approach”
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(2008) i pod red. Wozniaka i inych ‘“Mathematical Modelling and Analysis in
Continuum Mechanics of Microstructured Media” (2010). Usrednione rownania
opisujace termomechaniczne zachowania analizowanych struktur zawieraja,
poza usSrednionymi polami temperatury lub przemieszczen, dodatkowe
niewiadome makropola nazywane amplitudami fluktuacji. Te niewiadome
umozliwiaja uwzgledni¢ w analizie efekt wymiaru mikrostruktury na za-
chowania rozpatrywanych ciat.

Technika tolerancyjnej aproksymacji byta wykorzystana w analizie wielu
zagadnien, zaréwno dla cial o budowie periodycznej, jak i dla ciat o funkcyjne;j
gradacji makrowlasnos$ci. Zastosowanie techniki tolerancyjnej aproksymacji do
zagadnien przewodzenia ciepta w przewodnikach o mikrostrukturze
periodycznej byto analizowane w pracach: Lacinski i Wozniak Cz. (2006),
Nagérko i Piwowarski (2006), Rychlewska i inni (2004a), Siedlecka i Wierzbicki
(2004), Wozniak Cz. i inni (1996), (2001); zagadnienia termosprezysto$ci mozna
znalez¢é w pracy Wierzbicki i inni (1997a). Wigkszo§¢ prac, w ktérych
korzystano z TTA dotyczyla dynamicznych zachowan cial periodycznych,
wymienmy przykladowo: Baron (2003), Cielecka i Jedrysiak (2006), Dell’Isola
1 inni (1997), Jedrysiak (2003), Jedrysiak i Michalak (2005), Mazur—Sniady
i Sniady (1999, 2000), Mazur—Sniady 1 inni (2009), Michalak (2000), (2001a,
2001c), Michalak, Wozniak Cz., Wozniak M. (1997), Mielczarek i Wozniak Cz.
(1995), Nagoérko (2010), Nagérko i Wagrowska (2002), Rychlewska i inni
(2004b), Tomczyk (2003), Wierzbicki (1993), Wozniak Cz. (1997), Wozniak M.
(1995). TTA wykorzystywano réwniez do budowy usrednionych modeli
opisujacych statecznos¢ struktur o budowie periodycznej: Jedrysiak (2007),
Michalak (1998), (2001b), Tomczyk (2007), Wierzbicki i inni (1997b). W struktu-
rach periodycznych analizowano réwniez nast¢pujagce wybrane zagadnienia:
modelowanie cial periodycznych z mikropeknieciami: Wozniak Cz. i Wozniak M.
(1994), zagadnienia kontaktowe w ciatach z periodycznymi brzegowymi
imperfekcjami: Pauk i Wozniak Cz. (1999), zagadnienia dyfuzji w ciatach
warstwowych: Wozniak M. i inni (2002), modelowanie kompozytéw wielo-
periodycznych: Wozniak Cz. (2002). Wymieniono tu tylko kilka prac
wykorzystujacych t¢  technike usSredniania. Obszerny przeglad prac
poswieconych technice tolerancyjnej aproksymacji, jak i omdéwienie innych
technik majacych zastosowanie przy budowaniu usrednionych modeli ciat
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z mikrostruktura mozna znalezé w monografiach pod redakcja Wozniaka Cz.,
Michalaka i Jedrysiaka (2008) i pod redakcjag Wozniaka Cz. i innych (2010).

Przedmiotem analizy przedstawionego opracowania sg ciala o budowie
mikroniejednorodnej, w szczegdlnosci ciala, ktérych efektywne witasnoSci
zmieniajg si¢ w sposéb tagodny w kierunku uwarstwienia. Struktury te,
okreslone jako ciata o podluznej gradacji makrowlasnosci, sa przypadkiem
szczegblnym ciata o funkcyjnej gradacji wilasnosci FGM, co jest skrétem
angielskiego okreSlenia functionally graded materials. Koncepcja materiatu
FGM zostala wywotana checig uniknigcia konfliktu na granicy dwdch
materiatéw o bardzo réznych wiasno$ciach. Konflikt ten wywotuje niepozadana
koncentracj¢ naprgzen na styku tych dwoéch réznych materiatow. Koncepcja
materiatéw FGM pojawila sie¢ pod koniec XX wieku, a pierwszym
opracowaniem monograficznym dotyczacym tych materialéw byla ksigzka
Suresha i Mortensena z 1998 roku. Literatura naukowa dotyczaca tego
zagadnienia jest ogromna, tak ze ograniczymy si¢ do przedstawienia tylko
wybranych prac dotyczacych zagadnien analizowanych w ponizszym
opracowaniu.

Analize zagadnien przewodzenia ciepla w wydragzonym cylindrze
wykonanym z materialu o funkcyjnej gradacji wilasnosci mozna znalezé¢ w
pracach: Hosseini i inni (2008), Ootao i Tanigawa (2006), Sladek i inni (2003),
Wang i Mai (2005). W pracach tych us$rednione wlasnosci materialéw
przewodnika sg wyrazone jako funkcje ekspotencjalne lub potggowe
wspoétrzednej promieniowej cylindra. Wydrazony cylinder analizowany w pracy
Hosseini i inni (2008) ma niejednorodng mikrostrukture 1 w celu modelowania
jest podzielony na wiele cienkich cylindréw (warstw) wzdluz jego grubosci.
Zagadnienia dynamiczne cienkich ptyt wykonanych z FGM sa analizowane w
pracach: Chen i inni (2006), Gupta i Kumar (2008), Batra i Jin (2005),
Tylikowski (2005), Yang i Shen (2001), Orakddgen i inni (2010). Lista prac
zwigzanych 7z badaniami dynamicznymi cienkich plyt kotowych lub
pierscieniowych wykonanych z FGM jest ograniczona; mozemy tu wymieni¢
prace: Malekzadek i inni (2010), Prakash i Ganapathi (2007), You i inni (2009).
W zdecydowanej wickszosci dotychczasowych prac analizujgcych pltyty mamy
do czynienia z usrednionymi wilasno$ciami materialowymi, ktére zmieniaja si¢
tagodnie wzdluz grubosci plyty. Natomiast w przedstawionym opracowaniu



12 Wstep

wtasno$ci materialowe plyty zmieniajg si¢ w sposéb tagodny wzdluz wybrane;j
wspoétrzednej powierzchni srodkowej ptyty.

W wigkszoséci przypadkéw w materiatach typu FGM mamy do czynienia
z mikrostrukturg stochastycznie niejednorodna. Materiaty FGM analizowane
w  przedstawionym opracowaniu maja mikrostrukture o charakterze
deterministycznym. Do ich modelowania i uzyskania us$rednionych réwnan
opisujacych zachowanie cial wykonanych z takiego materialu wykorzystamy
technike tolerancyjnej aproksymacji. W ostatnich latach podjeto badania nad
zastosowaniem techniki tolerancyjnej aproksymacji do modelowania ciat
wykonanych z materiatéw o funkcjonalnej gradacji makrowtasnosci. Wyniki badan
dotyczace przewodzenia ciepta mozna znalez¢ w pracach: Jedrysiak i Radzikowska
(2007), Michalak i Wozniak M. (2006), Michalak, Wozniak Cz. i Wozniak M.
(2007), Michalak i Ostrowski (2007), Ostrowski (2009, 2010), Ostrowski 1 Michalak
(2011), Radzikowska (2010), Siedlecka, Wierzbicki i Wozniak Cz. (2010).
Zagadnienia dynamiczne w ciatach o funkcyjnej gradacji wtasnosci mozna znalez¢
w nastepujacych pracach: Jedrysiak, Wierzbicki 1 Wozniak Cz. (2006), Rychlewska
1 Wozniak Cz. (2006), Rychlewska, Wozniak Cz. i Wozniak M. (2006) Szymczyk
i Wozniak Cz. (2006). Zastosowaniu techniki tolerancyjnej aproksymacji do
analizy dynamiki i statecznosci cienkich ptyt mikroniejednorodnych i wykonanych
z materialdéw o funkcyjnej gradacji wlasnosci sa poswiecone prace: Jedrysiak
i Michalak (2010), Jedrysiak, Michalak, Rychlewska i Wozniak Cz. (2004),
Michalak (2004, 2010a, 2010b), Wirowski (2008, 2010). Modelowanie ptyt i powtok
warstwowych o funkcyjnej gradacji wtasno$ci mozna znalez¢ w pracach: Jedrysiak,
Rychlewska i Wozniak Cz. (2005), Wozniak Cz., Rychlewska 1 Wierzbicki (2005).
Powlokom matowyniostym o funkcyjnej gradacji wtasnosci sa poswigcone prace:
Jedrysiak 1 Wozniak Cz. (2009, 2010), natomiast matowyniostym powlokom
szkieletowym modelowanym jako dwuwymiarowa struktura o funkcyjnej gradacji
wlasnosci prace: Michalak i Wozniak Cz. (2009, 2010).

Omoéwienie wielu prac wykorzystujacych technike tolerancyjnej
aproksymacji mozna znalez¢é w monografiach pod redakcja Wozniaka Cz.,
Michalaka i Jedrysiaka (2008) i Wozniaka Cz. i innych (2010).

1.3. Zakres opracowania

Przedstawione opracowanie dotyczy modelowania matematycznego termo-
mechanicznych zachowan struktur kompozytowych wykonanych z materiatow
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o podiuznej gradacji wtasno$ci. Modele matematyczne przedstawione w opraco-
waniu otrzymano, Kkorzystajac z techniki tolerancyjnej aproksymacji.
Podstawowe definicje 1 twierdzenia tej techniki modelowania przypomniano
w rozdziale 2 opracowania, ktory jest napisany na podstawie ksigzki Wozniaka
i Wierzbickiego (2000) oraz monografii: pod red. Wozniaka, Michalaka,
Jedrysiaka ,,Termomechanics of Microheterogeneous Solids and Structures,
Tolerance Averaging Approach” (2008) i pod red. Wozniaka i inych
“Mathematical Modelling and Analysis in Continuum Mechanics of
Microstructured Media” (2010). Opracowanie jest uogdlnieniem i rozwinigciem
wynikéw badan zawartych w opublikowanych pracach oraz zawiera zar6wno
nowe sposoby analizy znanych zagadnien, jak i nowe problemy, ktére nie byty
dotychczas publikowane. Wyniki dotychczasowych badan wykorzystanych
w opracowaniu sg zawarte w pracach: Jedrysiak i Michalak (2008, 2010),
Michalak (2010a, 1010b), Michalak i Ostrowski (2007), Michalak i Wirowski
(2011), Michalak 1 Wozniak M. (2006), Michalak, Wozniak Cz., Wozniak M.
(2007), Ostrowski i Michalak (2011), Ostrowski (2010), Wirowski (2008).

W prezentowanym opracowaniu zostang wyprowadzone usrednione réwnania
dla dwéch modeli matematycznych: modelu tolerancyjnego i modelu
asymptotycznego. Podstawowym zalozeniem w obydwu modelach jest
dekompozycja poszukiwanego pola (temperatury lub przemieszczen) na czes$¢
usredniong i sume sktadnikéw bedacych iloczynami znanych funkcji oscylacji
szukanego pola w komorce i nieznanych funkcji amplitud tych oscylacji.

W rozdziale 3 opracowania przedstawimy usrednione réwnania modelu
tolerancyjnego i asymptotycznego dla zagadnien przewodzenia ciepta w prze-
wodnikach wykonanych z materialéw o funkcyjnej gradacji wtasno$ci. Zostang
zanalizowane wybrane zagadnienia stacjonarnego przewodzenia ciepta
w przewodniku cylindrycznym oraz poréwnane otrzymane rozktady temperatury
z analogicznymi rozkladami otrzymanymi metoda elementéw skonczonych dla
bezposredniego opisu przewodnika mikroniejednorodnego w celu weryfikacji
poprawnosci zbudowanych modeli matematycznych. Otrzymamy poczatkowe
rozktady temperatury dla zagadnienia kontrolowanego chlodzenia w prze-
wodniku  prostokatnym 1 wydrgzonym cylindrze. W  zagadnieniach
niestacjonarnych zbadamy wptyw budowy mikrostruktury na przebiegi rozkltadu
temperatur w czasie.
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Rozdziat 4 opracowania bedzie poswigcony otrzymaniu tolerancyjnego
1 asymptotycznego modeli matematycznych opisujacych dynamike cienkich ptyt
wykonanych z materialu o funkcyjnej gradacji wilasno$ci. Korzystajac z otrzy-
manych usrednionych réwnan, zostanie zanalizowany problem drgan wtasnych
pasma plytowego i ptyty pierScieniowej. W celu weryfikacji poprawnosci
otrzymanego modelu usrednionego, zostang poréwnane czgstosci drgan wia-
snych otrzymanych z modelu usrednionego z cze¢sto$ciami otrzymanymi metoda
elementéow skonczonych dla bezposredniego opisu ptyty o budowie mikronie-
jednorodnej. Zostang pokazane mozliwo$ci sterowania budowa mikrostruktury
w celu otrzymania pozadanych wartosci czgstosci drgan wlasnych.

W rozdziale 5 rozszerzymy zagadnienie dynamiki ptyt piercieniowych
wykonanych z materiatu o funkcyjnej gradacji wtasnoSci na ptyty oparte na
dwuparametrowym niejednorodnym podlozu sprezystym. Zbadamy drgania
wtlasne takich ptyt i wplyw wzajemnych relacji modutéw podtoza na wartoSci
czestosci drgan wilasnych.

Rozdziat 6 bedzie poswigcony modelowaniu matematycznemu liniowej
stateczno$ci plyt cienkich wykonanych z materiatéw o podtuznej gradacji
wlasnosci. Okreslimy krytyczne wartoSci sit $ciskajacych w pasmie plytowym
i ptycie pierscieniowej. Poniewaz otrzymane u$rednione rownania stateczno$ci
beda zawiera¢ gladkie funkcyjne wspéiczynniki, do okreSlenia wartosci
krytycznej sit wykorzystamy metode Galernika.

Na zakonczenie zostanie podany indeks podstawowych poje¢ uzytych
W opracowaniu, spis literatury i streszczenia.

Autor opracowania pragnie podzigkowa¢ prof. zw. dr hab. inz. Czestawowi
Wozniakowi za wieloletnig wspétprace, ktéra byla inspiracja do podjecia badan
nad wieloma zagadnieniami przedstawionymi w tym opracowaniu. Autor
przekazuje réwniez podzickowania pracownikom Katedry Mechaniki
Konstrukcji Politechniki £.6dzkiej: prof. dr hab. inz. Jarostawowi Jedrysiakowi,
dr Alinie Radzikowskiej, dr inz. Piotrowi Ostrowskiemu, dr inz. Arturowi
Wirowskiemu, wspélpraca z ktérymi przyczynita si¢ do powstania tej ksiazki.



2. Podstawy modelowania technikg tolerancyjnej
aproksymaciji

Technika tolerancyjnej aproksymacji (TTA) jest jedna z metod stuzacych otrzy-
maniu réwnan usrednionego modelu matematycznego ciat z mikrostrukturg.
Cecha charakterystyczng tej metody jest to, ze modele usrednione dzigki niej
otrzymane zawieraja efekt wymiaru mikrostruktury. Celem przedstawionego
opracowania nie jest tworzenie podstaw matematycznych techniki tolerancyjnej
aproksymacji, lecz praktyczne jej zastosowanie do rozwigzywania réznych za-
gadnien inzynierskich. Stad rozdziat ten ma za zadanie przypomnie¢ czytelni-
kowi tylko niezbedne pojecia podstawowe i zalozenia wykorzystywane w TTA.
Czytelnika zainteresowanego podstawami matematycznymi tej techniki usred-
niania odsytamy do ksigzki Wozniaka Cz. i Wierzbickiego (2000) ,,Averaging
techniques in thermomechanics of composite solids. Tolerance averaging versus
homogenization”, monografii pod redakcja Wozniaka Cz., Michalaka i Jedry-
siaka (2008) ,,Thermomechanics of microheterogeneous solids and structures.
Tolerance averaging approach” i monografii pod redakcja Wozniaka Cz.
i innych (2010) ,,Mathematical modelling and analysis In continuum mechanics
of microstructured media”. Przedstawione ponizej podstawowe zalozenia
i definicje wykorzystywane w tej technice sa oparte na wymienionych powyzej
pracach.

2.1. Pojecia podstawowe

Tolerancja. Przez tolerancje bedziemy rozumie¢ binarng relacje okreslona
w niepustym zbiorze X , ktéra jest symetryczna, zwrotna i nieprzechodnia.
Niech 0 bedzie dowolng dodatnig wielko$cig, a X unormowang przestrzenig
liniowa. Relacja tolerancji = dla pewnego O jest zdefiniowana przez

(Vx50 X)x = x, & |x —x,[, <81, @.1)

gdzie O bedzie nazywane parametrem tolerancji.

Komdrka. Niech Q bedzie ograniczonym obszarem w R". Jako komorke
podstawowa  bedziemy  okresla¢  A=[—-A,/2,A,/2]x..X[-A,/2,A, /2],
Aps-esh, >0, gdzie A bedzie Srednicg komorki A . Jezeli Q bedzie obszarem
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w R, wtedy A=[-A/2,A/2]X[-\,/2,A,/2]X[-A;/2,\;/2]. Natomiast,
gdy Q jest obszarem plaskim, wtedy A=[-A,/2,A/2]X[-A,/2,\,/2].
Przyjmiemy, ze $rednica komérki A jest duzo mniejsza w poréwnaniu do
charakterystycznego wymiaru obszaru Q, A << L, . Niech A(x)=x+A bedzie
komoérkg ze $srodkiem w xe R". Para (Q,A)={A(x),x€ Q) bedzie nazywana
Jjednorodnym rozktadem komorek w obszarze .

Przyjmijmy, ze obszar Q jest parametryzowany krzywoliniowym ortogonalnym
uktadem  wspétrzednych  x=(%,,...%, )e Q, gdzie Q jest pewnym
ograniczonym obszarem w R". Powoduje to, Ze jest znane gtadkie odwracalne
odwzorowanie obszaru Q na obszar Q. Dla kazdego xe 9) zdefiniujmy

AR =[R, =M 12,58 + A, 121X X[R, —A, /2,5, + ), /2],

gdzie A,, i=l,...,n sa dodatnimi statymi. Poza tym dla kazdego xeQ,
x=®7(%), €O mozemy zdefiniowa¢ komérke A(x)ECD_l(A(fc)l ieQ.
Definiujac A =supdiamA(x), xe Q przyjmiemy, ze A<<L,. Majac na
wzgledzie powyzsze warunki, rodzing komérek (Q,A) ={A(x),xe Q} bedziemy
nazywaé niejednorodnym rozktadem komdrek odniesionym do obszaru Q, a A
bedzie parametrem wymiaru mikrostruktury.

Funkcja tolerancyjnie periodyczna. Rozwazania nasze ograniczymy do
przestrzeni Sobolewa H'(Q) dla k=0,1,..,0, gdzie o jest dodatnig liczbg
przyjeta w kazdym rozpatrywanym zagadnieniu. Przez 9% f oznaczymy k -ty
gradient funkcji f = f(x), xe Q, k=1,2,....,a0 i 80f =f.

Funkcja fe H “(Q) bedzie nazywana funkcjag tolerancyjnie A -periodyczna,
feTP; (©,A), w odniesieniu do komérki A i parametru tolerancji &, jezeli dla
kazdego xe Q i k=1_2,..,0 istnieje A -periodyczna funkcja f(k)(x,-) isa
spetnione nastgpujace warunki

(vre QW (x)e W) (o'

Q, ()_ f(k)(x"ﬂh,u(gx) < 8j| s 2.2)

[792aze c(@).
AL

Funkcja f(k )(x,-) bedzie nazwana A -periodyczna aproksymacja gradientu 0 f
w komoérce A(x),xe Qi k=12,..,x.

Dla danej z géry komérki A kazda stata funkcja moze by¢ traktowana jako
element przestrzeni H°(A).
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Funkcje zdefiniowane wzorem (2.2), sg lokalnie periodyczne w znaczeniu
danym w pracy Bensoussan i inni (1978).

Funkcja wolno zmienna. Funkcja we H O‘(Q) bedzie nazywana funkcjg wolno
zmienng, we SVy" (Q,A), w odniesieniu do komérki A i parametru tolerancji
9, jezeli bedzie spetniac ponizsze warunki

we TP (Q,A), (2.3)
(vxe Q) [ () sy =0"wlx), k=0,1...al.

7 warunkéw tych mozna wnioskowaé, ze periodyczna aproksymacja W)
gradientu 0*w(-), jest funkcja stala w komérce A(x) dla kazdego xe Q.

Stad mozemy wnioskowaé, ze dla we SVy" (Q,A) mamy

(e Q) [o*ul)-3"u(x)

<94, k=0,1,...,0 1.
HO(A(x)) }

Funkcja silnie oscylujgca. Funkcja he H “(Q) bedzie nazywana funkcjg silnie
oscylujaca, he HOg (Q,A), w odniesieniu do komérki A i parametru tolerancji
d, jezeli bedzie spetnia¢ warunki
he TP (Q.A), (2.4)
(vxe Q) [h®)(x:) 5y =9°R(x). k=0,1...0].

Stad dla kazdej funkcji wolno zmiennej we SV~ (Q,A) i tolerancyjnie periody-
cznej funkcji f=hwe TP (©,A) mamy spelnione warunki
[f(k)(x,-)‘A(x) = w(x)akﬁ(x)‘ A k=0,1..a].

Definicja usrednienia. Niech dana funkcja f skalarna, wektorowa lub
tensorowa, zdefiniowana prawie wszedzie w €, bedzie -catkowalna
i ograniczona w kazdej komérce A(x), xe Q. Wartos¢ érednia funkcji f
bedzie zdefiniowana jako

<f>@= [Fxad,

A(x)

gdzie ze A(x) i xe Q.
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2.2. Zalozenia tolerancyjnej aproksymaciji

Oznaczmy przez QXZE ograniczong dziedzing w R" takg, ze QcR"
i EcC R"™ przyjmujac, ze n>m. Punkty nalezace do Q bedziemy oznaczaé
przez x= (xl,xz,...,xm) lub z= (zl,zz,...,zm), natomiast punkty nalezace do &
przez £=(§,.&,.....E, ). Gradient gtadkiej funkcji f zdefiniowanej w QxZE
oznaczymy przez Vf =df +Vf , gdzie of =grad_f(z,§) i V= gradif(z,g)
dla n>m. W rozwazaniach naszych bedziemy przyjmowac, ze dla tolerancyjnie
periodycznej funkcji fe TP;‘(Q,A), dla kazdego xe Q, istniejg periodyczne
aproksymacje f(k)(x,z,?;) gradientu ka(z,f';) Z€ A(x).

W przypadku gdy n=m argumenty € = znikajg z rozwazan.

Mikro-makro dekompozycja. Podstawowym zatozeniem techniki tolerancyjnej
aproksymacji jest przyjecie, ze funkcje we TPy (©,A) pola temperatury lub
przemieszczen moga by¢ przyjete w postaci

w(x,&)=w, (x,&)=u(x.&)+n* (x)V,(x.E), A=1..N, xeQEcE. (2.5)

Nieznane funkcje wolno zmienne ue SV (Q,A), V, € SV (Q,A) sa nazywane
odpowiednio usredniong (makroskopowa) temperatura lub przemieszczeniem
i amplituda fluktuacji. Funkcje h”e HO;;‘(Q,A), A=12,.,N s3 systemem
znanych liniowo niezaleznych funkcji, ktére sg okreS§lane kazdorazowo dla
rozpatrywanego zagadnienia. Funkcje te bedziemy nazywaé funkcjami ksztattu
fluktuacji.

Przyblizenie  periodyczne  pochodnych — funkcji  w=u+h*V, bedzie
przyjmowane w postaci

W(k)(x,z,§)=vku(x,§)+ akﬁA(x,z)VA(x,§)+ ﬁA(x,z)kaA(x,i), ze Alx) (2.6)

dla kazdego xe Q, e &, gdzie h 4(x,z) jest periodycznym przyblizeniem
funkcji A*() w A(x).

2.3. Usrednianie réwnan rézniczkowych

Réwnania opisujagce termomechanik¢ cial z mikrostrukturg sg czgstkowymi
rOwnaniami rézniczkowymi z silnie oscylujacymi 1 niecigglymi wspét-
czynnikami. Naszym zadaniem bedzie otrzymanie usrednionych czastkowych
réwnan rézniczkowych z gladkimi ciaglymi wspétczynnikami. Korzystajac



Termomechanika ciat z pewna niejednorodna mikrostruktura 19

z techniki tolerancyjnej aproksymacji, zbudujemy dwa modele matematyczne
zawierajace takie réwnania: model tolerancyjny i model asymptotyczny.
Rozwazania w przedstawionym opracowaniu sg ograniczone do zagadnien, ktore
moga by¢ opisane czastkowymi réwnaniami rézniczkowymi zapisanymi
W postaci

PG oL
D ey —L =0, 2.7)

k =
o V@,

gdzie ©>0 jest dowolnym dodatnim parametrem majagcym wymiar czasu.
Natomiast funkcja £, e HO;‘(Q,A), L, :Ep(x,w(”),VW(p),...V(“)w(”)) jest

znang catkowalng funkcja zdefiniowang dla prawie kazdego xe Q.
Podstawowymi niewiadomymi s3 ciagle skalarne lub wektorowe pola
w=x(x,1)e TPA(Q,A), xe Q, te (t,.1,).

W przypadku P =0 funkcja £, =L staje si¢ langragianem L. R6wnania
(2.7) przeksztatcajg si¢ w rdwnania Eulera-Lagrange, ktére mozemy otrzymac z
zasady stacjonarnosci dziatania funkcjonatu

Alw())= ”E(x,Vw(x,F,), w(x,8)) dEdx . (2.8)

Q=
Stad otrzymujemy znane réwnania Eulera-Lagrange

oL dL
V-M—E—O. (2.9)
Jezeli P >0, réwnanie (2.7) staje si¢ réwnaniem nieparzystego rzgdu ze
wzgledu na p w odniesieniu do argumentu czasu fe€ (¢,,t,). Jezeli nasze
rozwazania ograniczymy do liniowych czgstkowych réwnan rézniczkowych,
woéwcezas funkcje £ bedziemy mogli zastgpi¢ wielomianem P przyjetym
W postaci

P o
P=1 2 Y 1K (- L(VEW) @ (VW] fi, (2.10)
p=0k=0

gdzie K, € HOZ(Q,A), xe Q.

Réwnania opisujace zachowania analizowanej struktury bedg miaty wéwczas
postac
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ZZ( ety . 9P g (2.11)

(k). (p)
p=0k=0 aV Wp

Powyzsze réwnania mozemy zapisa¢ w postaci
Lw=f (2.12)
gdzie

Lw= Zpli(—l)’”lv“‘) (K i (x)- VEWT, (2.13)
p=0k=0
Mozna zauwazy¢, ze powyzsze rownania nie zaleza od parametru T .

Réwnania (2.9) i (2.11), bedace podstawowymi réwnaniami opisujacymi
mikromechanike rozpatrywanych cial, posiadaja silnie oscylujace i nieciagle
wspoélczynniki. Stad taki opis na poziomie mikro nie jest dobrym narzedziem do
analizy poczatkowo-brzegowych zagadnien inzynierskich.

2.3.1. Model tolerancyjny

Dla uproszczenia nasze rozwazania ograniczymy w ponizszym podrozdziale do
przypadku o =1. Przyjmijmy, ze funkcje opisujace temperatur¢ lub
przemieszczenia mozemy przedstawi¢ w postaci dekompozycji okreSlonej
wzorem (2.5). Niech # Axy) i oh 4(x,)) beda odpowiednio periodycznymi
przyblizeniami funkcji h*(), oh*() w komérce A(x), xeQ. Mozemy
stwierdzié, ze periodyczne przyblizenia funkcji w,(-E) i Vw,(,E) w A(x),
xe Q , majg postac

0(x,2,8) = ulx,8)+ 7 (v, 2V, (x.8),
(x,2,8) = Vaulx,8)+ 9 A (6, 2)V,, (0,€) + 74 (x, 2) VV, (x,E)-

dla prawie kazdego ze A(x) ikazdego Ee & .

(2.14)

Podstawiajac w=w, do funkcji £, zdefinivjemy L, =L(z.Vw,,w,),
L, e HOY (Q,A). Periodyczne przyblizenie funkcji £ » W kazdej komoérce A(x)
zapiszemy jako Hg)(x,z,th,wh), 7€ A(x) . Biorac pod uwage wzory (2.14),
periodyczne przyblizenie £, zapiszemy w postaci

Zh (x, 2, Vu(x, &)+ BEA(x, z)VA (x,&)+ nA (x, z)vVA (x,&)u(x, &)+ nA (x, z)VA (x,@))
(2.15)



Termomechanika ciat z pewna niejednorodng mikrostruktura 21

Tolerancyjne usrednienie funkcji £, bedzie okreslone wzorem

<£h>(x’vu’”’va’vA )=
1 B2Vl )4 00 2V, (18 7 (1. 2TV, (188 + B 2V B
A(x)

(2.16)
Funkcjonat

ALV, 0)= [[< £, > (@ Vu.V V.0V, ) dedx, (2.17)

QE

dla ktérego <L, > jest okreSlone wzorem (2.15), bedziemy nazywac
tolerancyjnym  uérednieniem funkcjonatu  A(w(-)) przy dekompozycji
w=w, =u+h'V,, gdzie u(-,&)e SVi (Q,A), V,(,E)e SV (Q,A)
w,(,€)e TP (Q,A), Ec B .

W zagadnieniach opisanych rownaniami FEulera-Lagrange réwnania
usrednione otrzymamy, stosujac zasad¢ stacjonarnosci dziatania do usrednio-
nego funkcjonalu A, okreslonego wzorem (2.17). Otrzymamy woéwczas
nastepujacy uktad réwnan

Vioove o
u u
(2.18)
Va<_£”>—a<£">=o, A=1,..N
vV, v,

gdzie wue SVE.}1 (Q,A), V,e SVS1 (Q,A) s3 podstawowymi niewiadomymi
rozpatrywanego zagadnienia.

W zagadnieniach opisanych réwnaniami (2.11), w ktérych wystepuja sktadniki
nieparzystego rzedu ze wzgledu na p w odniesieniu do argumentu czasu
te (t,,t,), usredniong funkcj¢ <L, > zastapimy analogicznie u$rednionym
wielomianem <P, >. USrednione réwnania beda miaty wéwczas nastepujaca
postac

V.a<7>h>_1a<73h>_a<7>h>:

0,
oVu T du ou
V_a<_73,,>_18<7‘3,1>_8<73,,>:0
vV, 1 9V, v, ’

(2.19)



22 Podstawy modelowania technikg tolerancyjnej aproksymacji

Réwnania (2.18) i (2.19) przedstawiaja réwnania modelu tolerancyjnego przy
dekompozycji (2.5). Nalezy zauwazy¢, ze rozwigzania rownan (2.18) lub (2.19)
maja sens fizyczny, gdy parametr tolerancji & wystepujacy w definicjach
funkcji wolno zmiennych jest dostatecznie maty. Weryfikacja tego warunku
i ocena czy funkcje u(-.&)e SV (Q,A), V,(.&)e SV;(Q,A) sa wolno zmienne
moze nastapi¢ jedynie dopiero po rozwigzaniu problemu poczatkowo-
brzegowego rozpatrywanego zagadnienia.

2.3.2. Model asymptotyczny

W celu zastosowania procedury asymptotycznej wprowadzimy parametr
e=1/n, n=1,2,.... Przypomnimy réwniez, ze jezeli f(:)e HO;(Q,A), wtedy
dla kazdego xe Q istnieje f(x.z),ze A(x), ktéra bedzie periodycznym
przyblizeniem funkcji f() w A(x)N Q.

Niech A, = (— 8%,8%})(..%(—8%,8%] bedzie ciagiem przewymiaro-

wanych komoérek, a A, (x)=x+ A, ciagiem przewymiarowanych komodrek
o $rodku w xe Q.

Lagrangian £ =L(,Vw,w)e HO} (Q,A) wystepujacy w procedurze modelo-
wania jest funkcja silnie oscylujaca w Q. Przyjmiemy, ze dla kazdego xe Q
istnieje jego A -periodyczna aproksymacja Z(x, Z,Vw, w), ze A, (x) .
Podstawowym zalozeniem proponowanej procedury jest przyjecie dekompozycji
pola temperatury lub przemieszczen w postaci rodziny funkcji

Ws(x,z,§)=u(z,§)+85A(x,§jVA(Z,§), cen () teT.  (220)

gdzie h 4(x,) sa periodycznymi aproksymacjami systemu liniowo niezaleznych
silnie oscylujacych funkcji h*(-)e HOé (Q,A), A=1,2,...,N . Przypomnijmy, Ze
funkcje te sa znane w kazdym rozpatrywanym zagadnieniu. Przyjmiemy
réwniez, ze funkcje u, V" sa ciagle, ograniczone wraz z ich pierwszymi
pochodnymi w Q. Formuta (2.20) bedzie okreslana jako asymptotyczna
dekompozycja pola w(x, z,&), Z€A, (x) , &€ E . Z formuly (2.20) otrzymujemy

ng(x,z,g)zvu(z,g)+aﬁA[x,éij(z,g)+gﬁf*(x,§]w(z,g), e A (x)
2.21)

dla dowolnego ale ustalonego xe Q .
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Podstawowa réznicg pomigdzy procedurg asymptotyczng przedstawiong w tym
rozdziale a podejsciem asymptotycznym uzytym w teorii homogenizacji,
Bensoussan i in. (1978), Jikov i in. (1994), jest zatozenie, ze funkcje u«, VA,
A=1,...,N s3 niezalezne od parametru €. Pamictajac o wlasnosciach wartosci
sredniej, Jikov i in. (1994), funkcje h A(x,%), ZeA, (x) maja stabg granice przy

przejsciu € > 0. Przechodzac z € -0 i pamigtajac, ze ze€ Ag(x), xeQ,

otrzymujemy
u(z.8)=u(x.+0@).  Vulz.8)=Vu(x.8)+0(),
V=800, TV, =TV, (8o
Uwzgledniajac (2.22), mozemy przeksztalci¢ (2.20) 1 (2.21) do postaci
we(x.2.8)=u(x.£)+Oe),
(2.23)

vwg(x,z,g):vu(x,g)+a/;{x,3m(x,g)+0(e>.

Przy przejsciu z € >0 sktadniki O(¢) w wyrazeniach (2.22) i (2.23) beda
pominicte.
Niech ZS bedzie rodzing funkcji okreslong przez

zg:z(x,é,vu(x,g),u(x,g),w(x,g)} ceA () xeB. (224

Jezeli ZS jest funkcja é, zZ€ Aa(x), pamigtajac o wilasnoSciach wartoSci
sredniej, Jikov i in. (1994), przy przejsciu z € -0 funkcje Zg daza stabo w
1 (R"). y21 do
L (x Vu(x.8)u(x.€).V,(x.8))=
| | J.C(x 2, Vu(x §)+E)EA(x,z)VA(x,é),u(x,é))dz, xe Q. (2.25)

Formuta (2.25) bedzie oznacza¢ warto$¢ $rednig lagrangianu dla usredniania
asymptotycznego.

W przypadku zagadnien, dla ktérych mozna zastosowaé zasade¢ stacjonarnosci
dziatania zdefiniujemy asymptotyczny funkcjonatl dziatania jako
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A, V,)= [[£4(x,Va,u,v,) dedx. (2.26)

QE
gdzie L, jest okreslone wyrazeniem (2.25). Zakladajac, ze dL,/dVu jest ciagta
funkcja, otrzymujemy z zasady stacjonarnosci dziatania funkcjonatu Ag(u,VA)

nastepujacy uktad réwnan

v. 9L 9L,
oVu ou
(2.27)
aﬁ=0, A=1..N.
av,

W zagadnieniach przewodzenia ciepta usredniony lagrangian L, zastapimy
analogicznie usrednionym wielomianem P, a uSrednione réwnania bgda miaty
postac

V. P, 1 P, _8730

oVu 7T du du

d

9Py .

av,

= O,
(2.28)

Pamigtajac, ze funkcje l;A(x;) w rownaniach (2.20) sa periodyczng
aproksymacja przyjetych funkcji ksztattu fluktuacji hA(-), wnioskujemy, ze
funkcja w() przyjmuje postaé

w(z,&)=u(z,&)+h* (2)V,(z.8). (2.29)

Réwnania (2.27), (2.28) wraz z dekompozycjg (2.29) przedstawiajg system
réwnan modelu asymptotycznego. Nalezy zauwazy¢, ze w trakcie procedury
uzyskiwania réwnan modelu asymptotycznego, w przeciwienstwie do modelu
tolerancyjnego, nie przyjmowaliSmy zatozenia o wolnej zmiennosci funkcji u()
iV, () W przeciwienstwie do znanej homogenizacji asymptotycznej, Jikov i in.
(1994), przedstawiona procedura nie wymaga rozwigzania zagadnienia na
komoérce. Rozwigzanie zagadnienia na komoérce zastgpiono rozwigzaniem
systemu liniowych réwnan algebraicznych dla wprowadzonych dodatkowych
niewiadomych VA(-), A=1,2,..,N . Rozwigzanie to mozna potraktowaé jako
pewne przyblizenie rozwigzania zagadnienia na komorce.



3. Przewodzenie ciepta w materiatach o podtuznej
gradacji makrowtasnosci

3.1. Przedmiot analizy

Materiaty o funkcyjnej gradacji wtasnosci (FGM) sg nowa klasg kompozytow,
w ktérych odpowiedni uklad skladnikéw wywotuje ciagly i gtadka zmiang
makrowtasnosci kompozytu. Wigkszo$¢ materiatdw FGM ma stochastyczng
mikrostrukturg, ale istniejg rOwniez sytuacje, jak w przypadku analizowanych
przewodnikow, gdzie material FGM ma mikrostruktur¢ okre§long w sposéb
deterministyczny. Rozwazania ponizsze sg ograniczone do sztywnych
przewodnikow wykonanych z dwusktadnikowego kompozytu majacego mikro-
uwarstwienia. Przyktady tego rodzaju przewodnikéw sa pokazane na rys. 3.1.
Cechg charakterystyczng rozpatrywanych przewodnikéw jest to, Ze majg one
mikroperiodyczng budowe¢ wzdluz wybranego kierunku i wolno zmienne
usrednione wtasnosci efektywne wzdluz kierunku prostopadiego. Mozna
zauwazy¢, ze efektywne wlasnosci rozpatrywanego kompozytu s3 wolno
zmienne wzdluz jego uwarstwienia. Tego typu kompozyty nazywac bgdziemy
materiatlami o podtuznej gradacji wtasnosci. Funkcyjna zmiennos¢ efektywnych
wlasno$ci moze by¢ wywotana przez wolno zmienng grubo$¢ uwarstwienia
(rys. 3.1a), jak réwniez krzywoliniowym ksztaltem rozpatrywanej struktury
(rys. 3.1b). Stad szczegélowa analiza bedzie dotyczy¢ oddzielnie obydwu
wymienionych przypadkéw.

W  przypadku przewodnika przedstawionego na rys. 3.la w obszarze
Q =(=h;,h)x(0,h,) zajmowanym przez przewodnik wprowadzimy ortogonalny
uktad wspétrzednych  Ox;x,. Definiujac komérke A =[-A/2,A/2]x{0},
przyjmiemy, ze A/l <<l i A/h,<<l. Operator uséredniania (2.5) przyjmie
postac

x+A/2
<f>@=% [f.x)dy, xeQ,. (3.1)
x-A2
gdzie Q, =(=h +A/2,h, —A/2)X(0,h,) .
Grubo$¢ jednorodnych warstw oznaczymy przez A =A(x,), A"=N(x,), przy
czym ¢, K’ oznaczaja odpowiednio ciepto wiasciwe i tensor przewodzenia
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ciepla w warstwie A, za$ ¢”,K” oznaczaja odpowiednie wlasnosci w warstwie
A" . Poza tym przyjmiemy, ze udziaty objetosciowe poszczegdlnych sktadnikow
V(xy)=A(x,)/h, V'(x,)=A"(x,)/A speliaja warunki Ad,A(x,)<<I,

Ad,1"(x,) <<1. Bezwymiarowa funkcja v=+/V'v”"€[0,0.5] bedzie traktowana
jako wskaznik niejednorodnosci.

Rys. 3.1. Fragment przekroju poprzecznego przyktadowych przewodnikéw
o podtuznej gradacji wlasno$ci

W przypadku przewodnika cylindrycznego pokazanego na rys. 3.1b wprowa-
dzimy biegunowy uktad wspétrzednych (&',£%)e [0,a]X[R,, R, ].
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Dowolna komérka o $rodku w punkcie (E',€?) bedzie okre§lana jako
AEEH) = -A/2,E' +A/2)x(E*), gdzie A, O<A<<o, jest znanym
bezwymiarowym  parametrem  mikrostruktury. Grubosci  jednorodnych
warstw s3 okreslone jako E*A'(E?) i E*AT(E?), gdzie M (EH+A(E)=A.
Udziat objetosciowy poszczegélnych warstw  wynosi V(%) =A(E*)/A
i VEH=NEH/A, a v=yVVv'€[0,0.5] jest parametrem rozktadu
mikrostruktury. Operator usredniania (2.5) dla przewodnika cylindrycznego
przyjmie postac¢

El4a/2
<f>E.8)=1 [fm&)dn, (3.2)
g'-n/2
gdzie E'e[M/2,E1-N/2], E*€[R,,R,].

Oznaczajac 9, =9/9E*, zdefiniujmy operatory rézniczkowania dla
kartezjafiskiego  uktadu  wspétrzednych  V=(9,,0,,9;), 09=(9,,0,0),
V =(0,0,,0;). Dla walcowego uktadu wspéhzednych gradient V oznacza
pochodng kowariantng wzgledem wspétrzednych &%, k=1,2,3, a gradient V
pochodng kowariantng wzgledem wspétrzednych €%, =2,3.

Zagadnienia przewodzenia ciepla rozpatrywane ponizej sg opisane przez
dobrze znane prawo Fouriera

V-(K-VO)—cb=f, (3.3)

gdzie 8=0(x,1), x=(x,X)€ Q, te (1) jest polem temperatury, c — cieptem
wlasciwym, K- tensorem przewodzenia ciepta i f — znana intensywnoscig
zrodet ciepta. Réwnanie (3.3) obowigzuje w kazdym punkcie nalezacym do
Q\I', gdzie I' jest powierzchnia kontaktu pomigdzy sktadnikami kompozytu.
Réwnoczesnie obowigzuje warunek ciaglosci strumienia ciepta w kierunku
prostopadtym do powierzchni kontaktu I'. Funkcje ¢,K sg funkcjami A -
periodycznymi dla kazdego x, € (0,h,) i przyjmuja state wartosci ¢, K" w Q’,
oraz ¢/, K" w Q.

Definiujac analogicznie do (2.10) wielomian

P=1(1c00+V0-K-V0)+ /0, 3-4)

roéwnania przewodzenia ciepta (3.3) mozemy przedstawi¢ w postaci

9P _13P 9P _,

———=0. 3.5
ove 1t d0 d0 ©G-2)
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Wspoétczynniki w réwnaniach (3.3), (3.5) sg wyrazone przez nieciagle i silnie
oscylujagce funkcje. Stad bezposrednie zastosowanie tych réwnan do
rozwigzywania zagadnien inzynierskich i obliczen numerycznych jest zbyt
skomplikowane.

3.2. Model tolerancyjny

W celu otrzymania usrednionych réwnah opisujacych przewodzenie ciepta w
rozpatrywanych przewodnikach zastosujemy do réwnan (3.5) opisanych
wielomianem P technike tolerancyjnej aproksymacji. Technika ta moze by¢
uzyta do usredniania wielomianu (3.4) po zastosowaniu dekompozycji (2.5) dla
pola temperatury ©O(x,f). Rozwazania nasze beda ograniczone do pola
temperatury okreslonej przez

0(x,1) =0(x,1) + h(X) Y(X,?), (3.6)

gdzie 9(-,E%,1)e SVi (QA), y(-,E*,1)e SV5(Q.A), dla kazdej chwili te (£,.1).
UsSredniona temperatura U(-) i1 amplituda fluktuacji temperatury w(-) sa
podstawowymi niewiadomymi modelu tolerancyjnego. Znana funkcja ksztattu
fluktuacji temperatury h(x) jest periodyczng funkcja (o okresie A)
wspétrzednej &', zalezng od wspétrzednej &°. Funkcja ksztaltu oscylacji
temperatury, wywotanej nieciggtosciami wspétczynnikéw w réwnaniu (3.3), jest
przyjeta w nastgpujacej postaci (rys. 3.2)

2 RAF2y-&) - .o
W(ENW3 =5 ye<E —A/2; E'-5/2>,
h(-) = —ﬂv(fz)ﬁz(&y(—;f)) ye<E' =812, E'+6/12>, 3.7)
2 1_2()’_51) 1 1
) 32257 512 A12>.
VIEN3 o) ye<&'+ E+ >

Réwnania modelu tolerancyjnego zostang uzyskane w wyniku uSrednienia
wielomianu (3.4). Podstawiajac dekompozycj¢ pola temperatury (3.6) do
wyrazenia (3.4) 1 korzystajac z techniki tolerancyjnej aproksymacji,
otrzymujemy
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<P>=L(VO<K>VO+y<oh K oh>y+Vy <Kh’>Vy+

2V <K - 0h>y+2VO<h-K>-Vy+2y<oh-K-h>-Vy+ (3.8)
+T<e>VO+T<ch® >YY+2<ch>I)+< f >0+ < fh> .

h(-)

1. +

4

Rys. 3.2. Wykres periodycznej funkcji ksztattu h(-,&?) dla dowolnego £* € [Ry, R, ]
Zapisujac réwnania (2.11) dla rozpatrywanego przewodnika

V'8<77>_18<7'3>_8<77>:0
ove 1T Y 0 ’ (3.9)
va<_7>>_la<7>>_a<7>>:0’
oVy 1 Iy oy

otrzymujemy z wyrazenia (3.8) nastgpujace usrednione réwnania dla O(-)

1y()

V~(<K>'V19+<K-8h>~w+<K-h>-V\y)—<c>{9—<ch>\'|1=<f>,

V- (<K-h>VO+<oh-K-h>y+<h-K-h>-Vy)—
—<K-0h>-VO—<0h-K-0h>y—<0h-K-h>-Vy—<ch>V-<ch® >\y=< fh>

(3.10)

Powyzsze réwnania dla funkcji ksztaltu okreslonej

wzorem (3.7)
(antysymetrycznej wzgledem srodka komorki) przyjmuja postaé
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V'(<K>~Vﬂ+<K~ah>'\p)—<c>{9=<f>,
V(<h-K-h>Vy)-<K-0h>-VO-<0h-K-0h>y—<ch> >\ =< fh>.

(3.11)
W przypadku diagonalnej postaci tensora przewodzenia ciepla w obydwu
sktadnikach kompozytu
k, O
K= (3.12)
0 Ky

1 wprowadzajac oznaczenia

<e>(E)=VEN+V(E)”, <K>E)=v(EHK +V(EHK”,

KI=2B3VENK -K) e, (k}=126,V(EK —VEIK )¢ =)

otrzymamy, przy braku zrédet ciepta, nastepujaca posta¢ réwnan przewodzenia
ciepla dla przewodnika z materiatu o podtuznej gradacji wiasnosci
V. (<K>-VO+[ky)-<c>5=0,

(3.14)
W)’ (V(<K > Vy)-<c > ) - {k}w—v’[k]d0 = 0.

Wspdtczynniki w powyzszych réwnaniach sa opisane gtadkimi, ciaglymi
funkcjami w przeciwienstwie do réwnan (3.3) o silnie oscylujacych i nieciagtych
wspoélczynnikach. Poniewaz réwnania proponowanego modelu maja funkcyjne
wspélczynniki, stad rozwigzania dla wigkszoSci zagadnien poczatkowo-
brzegowych musza by¢ otrzymane z uzyciem metod numerycznych.

Roéwnania (3.10), (3.11) lub (3.14) wraz z dekompozycja pola temperatury (3.6)
tworza tolerancyjny model przewodzenia ciepta w przewodnikach z materiatu o
podtuznej gradacji wilasnosci, w ktérym zmiana efektywnych wlasnosci
nastgpuje w wybranym kierunku osi — &7,

Podstawowe wielko$ci opisujace pola temperatury musza by¢ funkcjami wolno
zmiennymi 9(-,&%,1)e SV5 (Q.A), y(-,E%,1)e SV4(Q.A) i warunek ten moze
by¢ zweryfikowany a posteriori.
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3.3. Model asymptotyczny

Model asymptotyczny, podobnie jak model tolerancyjny, zbudujemy dla
zagadnien przewodzenia ciepta opisanych réwnaniem Fouriera (3.3). Usrednione
réwnania przewodzenia ciepta otrzymamy, usredniajac wielomian P — wzor (3.4).
Wielomian P =P(-,6,6,V0)e HOQ (2,A) wystepujacy w procedurze modelo-
wania jest funkcja silnie oscylujaca w Q.

Niech A, =(—e\/2,eA/2) bedzie ciggiem komdrek bazowych, a A, (§') =& +A,
ciggiem komérek o érodku w &' e Q. Przyjmijmy, ze dla kazdego &' e Q
istnieje A —periodyczna aproksymacja 73(y,§“,9, 0,Ve), ye A, (&) wielo-
mianu P.

Wyjsciowym zalozeniem modelowania asymptotycznego jest dekompozycja
pola temperatury

98<y,a°‘,t>:ﬁ<y,a°‘,t>+sﬁ<§,&“>w<y,a°‘,r>, YeAE), tet), (3.15)

gdzie h (&%) jest periodyczng aproksymacja silnie oscylujgcej funkcji
h()e HOé (Q,A) . Z formuty (3.15) otrzymujemy

V6,(y,£%,10) =Vz9<y,f“,t>+aﬁ<§,§“> w<y,§“,r>+eﬁ<§,f“) Vy(y,E%0),

6.0.§" D=0 0 +eR(.EDY(ETn. e A,
(3.16)
Przechodzac z € — 0 i pamietajac, ze ye A, (§)), & e Q, otrzymujemy

o(y,6%1)=0E N +0E),  VO(y.E%1)=VOE ) +0C),
v(y.e%)=yE . n+0@),  Vy(n.t%)=VyE . n+0E), (.17
By.t%1)=dE n+0E),  W(y.E%1)=¥E 1 +0e).

Niech 735 bedzie rodzing wielomianéw okre$lonych przez
Po(2.6%,6,6,V0), (3.18)
€

Biorgc pod uwage (3.17) i podstawiajac prawe strony wyrazeh (3.16) do (3.18),
otrzymujemy
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P B 02, E%,0) + 0(), 0, E%, 1) +0(e), V(2 E%,0) + I (2 E (=, €%, 1)
€ € € € € €
+0(9)),
(3.19)
Przy przejsciu z € — 0 sktadniki O(e) w wyrazeniach (3.16), (3.17) moga by¢

pomini¢te. Pamigtajac o wlasno$ciach wartosci $redniej, Jikov i in. (1994), przy
przejsciu z € — 0 funkcje P, daza stabow L] (R’” , Y21 do

Pl ol o) o) vole ) wle )=
(I?’(y& e 1) S ) vole' o)+ i (y,e e e )y, E*e . (3.20)

1

A

Po zastosowaniu formuly (3.20) do wielomianu (3.4) otrzymujemy P, w

nastepujacej jawnej postaci

P, e ol )b ) vole ) wle' )=
T(VO-<K>-VO+y<oh-K-0h>y+2VS-<K-oh>y+ (3.21)

+1<c> D)+ < f >0,

Zapisujac réwnania (2.28) dla rozpatrywanego przewodnika

VS T 90 o0

>

322
”, (3.22)
o
otrzymujemy z wyrazenia (3.21) nast¢pujace usrednione réwnania dla modelu
asymptotycznego
V- (<K>VOo+<K-0h>y)—<c>9=< f >,
M (3.23)
<K-0h>-VO+<0h-K-0h>y=0.
Wyznaczajac z réwnania (3.23),
<K-oh>
= — " V9, 3.24
M <0h-K-oh> 29

otrzymujemy réwnanie dla usrednionej temperatury (€', 1)
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_ (<K:0h>)?

V) 5 = ) 3.25
<8h-K~8h>) W)-<c>%=<f> ( )

V(<K >
W przypadku diagonalnej postaci tensora przewodzenia ciepta (wyrazenie
(3.12)), wprowadzajac oznaczenie

P 1L (3.26)
Vk +Vk,
otrzymujemy po przeksztalceniach nastgpujagce réwnanie dla usrednionej

temperatury
V- (<K>-V9)+9-(k"909)—<c>9=0. (3.27)

Pole temperatury okre$lone réwnaniem (3.6) dla modelu asymptotycznego
przyjmuje postac

i i \/g ki = k{)v i i

0(E",1) =0 ,t)—,(i—?,h(i )IR(E" D). (3.28)
6(Vk +Vk))

Réwnania (3.27) wraz z wyrazeniem (3.28) przedstawiajg asymptotyczny model

przewodzenia ciepta w rozpatrywanych przewodnikach wykonanych z materiatu

o podtuznej gradacji makrowtasnosci.

3.4. Wybrane zagadnienia przewodzenia ciepta

3.4.1. Stacjonarne zagadnienia przewodzenia ciepta

3.4.1.1. Réwnania przewodzenia ciepta

Analiza stacjonarnego zagadnienia przewodzenia ciepla zostanie przeprowadzona
dla  mikroniejednorodnego ~ wydrgzonego  przewodnika  cylindrycznego.
Rozpatrywany przewodnik jest wykonany z dwoch jednorodnych sktadnikéw.
Przekr6j poprzeczny rozpatrywanego przewodnika jest pokazany na rys. 3.3. W celu
ulatwienia naszych rozwazan analize ograniczymy do plaskiego zagadnienia
przewodzenia ciepta. Wprowadzmy walcowy uktad wspétrzednych OE'€%E*, gdzie
oznaczymy &' =, > =p i &’ =z. Pionowa kreska przed wskaznikami bedzie
oznacza¢ pochodng kowariantng, indeksy i, j =1,2,3 oraz o, =2,3.
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Model tolerancyjny
Réwnania przewodzenia ciepta (3.11), przy przyjeciu funkcji ksztattu okreslonej
wzorem (3.7), beda miaty dla przewodnika cylindrycznego postaé

(k7)o + (k" -8h>-\p)‘i —o0,

3.29
(<k“ﬁhh>-q;ﬁ)a—<k” -8h>-ﬁ‘j—<ah~k“ -8h>\|1:0. 529
gdzie
(K7)E) = (k7Y -VED) +(KT) V' (E),
(K" an)E”) = 23VENK"Y ~(k™)1, 530
(onk" am)(E) =12(k"Y VED) + (K1Y VIED IV, '

(K nn)E) =) <k” >.

W powyzszych wyrazeniach okreslajacych usrednione moduty: (k¥)" oznaczaja
wilasnoéci dla matrycy i (k)" whasnosci dla zebra.

fazal  fazall ;

Rys. 3.3. Przekr6j poprzeczny przewodnika cylindrycznego z materialu o podtuzne;j
gradacji wlasnosci; w skali mikro (z lewej), w skali makro (z prawej), Ostrowski,
Michalak (2011)

Ograniczmy nasze rozwazania do ptaskiego zagadnienia przewodzenia ciepla.
Korzystajac z definicji pochodnej kowariantnej w uktadzie walcowym
1 oznaczajac sktadowe fizyczne tensora przewodzenia ciepta k, = k< =pk!',
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ky, =k<'*> =pk'?, k, =k**** =k**, otrzymamy nastepujacy uktad usrednionych
rOéwnan przewodzenia ciepta

p—12aq,[(k1>-aq,ﬁ+<k1 8¢h>-w+p-<k12>-8pﬁ]+
+é~8p[<k12>~8(p13+<k128q,h>-\|1+p-<k2>-8pﬂ]=0,

3, ((k,h)- apw)—pizkkl 900+ (k; Dyhdh) W+ p-(kiy 9 h)- 2,0]=0.

(3.31)
Réwnania (3.31) opisuja plaskie zagadnienia przewodzenia ciepta dla modelu
tolerancyjnego.
Model asymptotyczny

Réwnania modelu asymptotycznego otrzymamy z réwnan (3.25), analogicznie
jak réwnania modelu tolerancyjnego

#8¢[<k1>~8¢6+<k1 a(ph>.w+p.<k12>.apﬁ]+
+é-8p[<k12>-8¢19+<k12 dgh)-y+p-(k;)-3,0]=0, (3.32)
p—12[<k1 3gh)- 3,0+ (k,3,hd h) -y +p-(kiy 3 h)-3,0]=0.

Wyznaczajac z rownan (3.32) funkcje amplitudy fluktuacji temperatury

(ki gh) . p- (k> dgh) S

(ki9ghdgh) * (k9 ghdyh) a8 339

y=-

otrzymujemy
| ) (k3 h)’ | | (ki 9gh){ki ) |
Fa({[<k1> W} a(pﬁ'i‘P [<k12> <k18q,haq,h> apﬁ +
(3.34)

k3 gh) ki, 9 iy )
o S o

Pole catkowitej temperatury jest okreslone wzorem
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dgh)
d,h)

‘ . , k,d h (k
0(E 1) =0 1) —h(E) (ki 2yh) 9 4t (ks 9,0|. (3.35)
( 19oh

ki dghd h) * (k

Réwnanie (3.34) wraz z wyrazeniem (3.35) opisuja model asymptotyczny
ptaskiego zagadnienia przewodzenia ciepta w rozpatrywanym przewodniku
cylindrycznym o funkcyjnej gradacji wtasnosci.

3.4.1.2. Przyktady przewodzenia ciepta

Réwnania proponowanych modeli przewodzenia ciepta w rozpatrywanym
przewodniku mikroniejednorodnym maja ciagle, gladkie wspodtczynniki
funkcyjne, stad w wiekszosci przypadkéw do rozwigzania zagadniefn brzegowo-
poczatkowych muszg by¢ uzyte metody numeryczne. W przedstawionych
ponizej przyktadach do rozwigzania réwnan wykorzystano metode rdéznic
skonczonych. Wyniki przedstawionych przykladow zaczerpnigto z pracy
Ostrowskiego (2010).

Przyktad 1
W celu oceny poprawnosci przyjetego modelu matematycznego przewodzenia
ciepta w przewodnikach wykonanych z materialu FGM oraz poprawnosci
sposobu rozwigzania z wykorzystaniem metody réznic skoficzonych poréwnano
dla prostego przypadku jednokierunkowego przeptywu ciepta trzy rozwigzania:
a) rozwigzanie analityczne modelu tolerancyjnego (AS), b) rozwiazanie réwnan
modelu tolerancyjnego metoda réznic skonczonych (FDM), ¢) rozwigzanie dla
rzeczywistego przewodnika o budowie mikroniejednorodnej metoda elementéw
skonczonych (FEM).
Rozpatrzmy dwusktadnikowy przewodnik (rys. 3.3), ktérego kazdy ze
sktadnikéw jest izotropowy (k''=k* =k, k'*=0). Wartosci wspétczynnika
przewodzenia ciepta bedg wynosi¢ dla matrycy k"=58 W/mK, dla zebra
k”=0.045W/mK. Stala szeroko$¢ zeber wynosi §=0.05m. Obszar
przewodnika podzielono na 60 komérek (A =0.105rd ).
Réwnania (3.31) modelu tolerancyjnego dla zagadnienia jednokierunkowego
majg postac

3,lp-(k)-a,9]=0,

3.36
ap«kzhh)-ap\p)—p—lzkklaq,ha(ph>-\|f]:0. (330
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W rozpatrywanych zagadnieniach bgdziemy przyjmowaé warunki brzegowe I
rodzaju (Taler i Duda (2003)) w postaci zadanego rozktadu temperatury na
brzegach przewodnika. Dla nastepujacych warunkéw brzegowych

d(p=R,)=100"C, ¥p=R,)=0,
Y(p=R,y)=0, V(p=R,)=0.
otrzymujemy rozwigzanie postaci

(3.37)

In(p - (k)(p))~In(R, - (k)(R,))

B(p) =", + (0, _ﬁo)'l

n(Rk <k>(Rk ))_ln(Ro '<k>(Ro ))’ (3.38)
v(p)=0.
usredniona temperatura
0[°C]
100 +
90 . |
80 \
AN
70 -
60 \ £
\\ —AS
50 P —.-FDM
o0 \‘*\\ . - FEM
30 N\\u.\
20 - g
10 T g
- plm]
1 15 2 25 3

Rys. 3.4. Wykres temperatury wzdluz promienia przewodnika dla: rozwigzania
analitycznego(AS), metody réznic skonczonych (FDM) i metody elementéw
skonczonych (FEM), Ostrowski (2010)

Rys. 3.4 przedstawia przebiegi temperatury w przewodniku uzyskane z trzech
rozwigzan: a) rozwigzania analitycznego modelu tolerancyjnego (AS), b)
rozwigzania réwnan modelu tolerancyjnego metoda réznic skonczonych (FDM),
¢) rozwigzania dla rzeczywistego przewodnika o budowie mikroniejednorodne;j
metoda elementdw skonczonych (FEM). Mozna zauwazy¢ bardzo dobrg
zgodnos¢ dla wszystkich trzech rozwigzan.
Przyktad 2

W ponizszym przyktadzie zbadamy wptyw wymiaru komérki na funkcje
temperatury. Zanalizujemy jednokierunkowe zagadnienie przewodzenia ciepta
w przewodniku cylindrycznym o wymiarach R, =1.0mi R, =3.0m . Przyjmiemy
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anizotropowe wlasno$ci termiczne poszczegélnych sktadnikéw przewodnika,
K’[W/mK] dla matrycy i K”[W/mK]dla zebra

8 145 , [ 0045 001125
145 58 1001125 0.045 |

Aby usrednione wtasnosci makroskopowe przewodnika byly niezalezne od
ilosci komoérek N, przyjmiemy zmienng szerokos¢ zeber dla kazdej liczby
komoérek N. W obliczeniach usrednionych moduléw przyjeto szerokos$¢ zeber
0=0.5AR,, gdzie AL=2n/N .

Réwnania przewodzenia ciepta w modelu tolerancyjnym bgda miaty w tym

K’ = (3.39)

przypadku postaé
9, kklz E)q,h> y+p-(ky)- apﬁJ: 0,

(3.40)
9, ((k,hh)- ap\y)—pizkkl 3ehdgh)-y+p-(ky d h)-3,0]=0.

Réwnania te dla modelu asymptotycznego otrzymamy w postaci

(kiy9gh)” |

ap p <k2>_<

9,0|=0, 3.41
k,dghdgh) | ° (4D

oraz wyrazenie na amplitude¢ fluktuacji temperatury

=275 g, (3.42)

Niech warunki brzegowe niezalezne od &' przyporzadkowane réw. (3.40) maja
postac

¥p=R,)=100"C, dp=R,)=0,

(3.43)
V(p=Ry) =0, y(p=R,)=0.

Rysunki 3.5 i 3.6 przedstawiaja odpowiednio wykresy usrednionej temperatury
U 1 amplitudy fluktuacji temperatury Wy w zalezno$ci od promienia p, jako
parametr przyjeto w tych wykresach liczb¢ komdrek N. Analizujac rys. 3.5,
mozemy stwierdzi¢ pomijalnie maly wplyw wymiaru mikrostruktury na wartos¢
temperatury S$redniej. Zgodnie z tym réwniez rozwigzanie dla temperatury
sredniej z modelu asymptotycznego pokrywa si¢ z rozwigzaniem dla modelu
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tolerancyjnego. Natomiast z rys. 3.6 stwierdzamy wplyw wymiaru mikro-
struktury A na amplitud¢ fluktuacji temperatury. Wplyw ten jest szczegélnie
widoczny przy brzegach przewodnika.

usredniona temperatura

0
C
100 B

9 \\
80 \
70

\ =AM
60

ey N=10

% PN —N=30
\ —N=60

40 —N=180

: —N =360

* ‘\“\‘

20 pa

10 T

: M o [m]

1 15 2 25 3

Rys. 3.5. Wplyw wielko$ci wymiary komorki na usredniona temperature,
Ostrowski (2010)

amplituda oscylacji temperatury

0 p[m]
- F

T

PR RS

Rys. 3.6. Wplyw wielko$ci wymiaru komérki na amplitude oscylacji temperatury,
Ostrowski (2010)
Przyktad 3. Dwukierunkowy przeplyw ciepta.
W przyktadzie tym =zostanie przedstawiony rozktad S$redniej temperatury
i amplitudy fluktuacji temperatury dla ptaskiego dwukierunkowego przeptywu
ciepla. Rozklady temperatur okres$lono dla przewodnika o szeroko$ci zeber



40 Przewodzenie ciepta w materiatach o podtuznej gradacji makrowtasnosci

0=05AR, i wymiaru komérki A=2m/60. Wymiary geometryczne
przewodnika: R, =1.0mi R, =3.0m. Przyj¢to izotropowe wlasnosci termiczne
kazdej z dwoéch warstw przewodnika: matrycy k'=58W/mK i zZeber
k”=0.045W/mK.

Dwukierunkowe przewodzenie ciepta w rozpatrywanym przewodniku jest
opisane dla modelu tolerancyjnego réwnaniami (3.32).

Brzegi przewodnika podzielimy na dwa obszary o zréznicowanych warunkach
brzegowych. Obszar I dla ¢@e (0,¢,) i obszar II dla ¢e (¢,,27®). Warunki
brzegowe w poszczegdlnych obszarach przyjeto w nastepujacej postaci:

obszar I @< (0,¢,)

Hp=R,) =" ~sin2(niJ+ﬁg’ -cosz(ni],

? ¢
Y (p=R,)=0,
P=F) (3.44)
V(P =R, =V sinz(niJ +yl 0032[n£}
o ®o
W(p=R,)=0.
obszar II e (@,,2m)
dp=R)=9;, Ddp=R)=0,
(P=R,) OH P=R,) (3.45)
Y(P=R) =V, Y(P=R,)=0,
gdzie w rozpatrywanym przyktadzie przyjeto
9) =100|°C o =0["C =,
0 [ 1 Yo [ 1 Gy =T (3.46)

o) =o[°c} vi =o[’c]

Warunki brzegowe okreslone wzorami (3.44)-(3.46) sa symetryczne wzgledem
promieniadla ¢ =7/2.

Réwnania (3.32) zawieraja funkcyjne wspéiczynniki i stad do ich rozwigzania
zastosowano metod¢ réznic skoficzonych. Mapy rozkladu temperatury Sredniej
i amplitudy fluktuacji temperatury przedstawiono na rys. 3.7. Na rys. 3.8
i rys. 3.10 mamy wykresy wzdluz obwodu przewodnika; odpowiednio
temperatury $redniej w §rodku przewodnika dla promienia p=2.0m i amplitudy
fluktuacji temperatury dla promienia p =1.08 m.
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b)

Rys. 3.7. Rozklad temperatury w przekroju przewodnika: a) temperatura $rednia,
b) amplituda fluktuacji temperatury, Ostrowski (2010)
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Rys. 3.8. Wykres temperatury $redniej dla p =2.0m, Ostrowski (2010)
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amplituda oscylacji temperatury
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Rys. 3.9. Wykres funkcji amplitudy oscylacji temperatury dla p =1.08m,

Ostrowski (2010)
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Latwo stwierdzi¢, ze rozklad temperatury $redniej jest symetryczny analogicznie
do catkowitej temperatury na brzegu przewodnika, natomiast rozktad amplitudy
fluktuacji temperatury ma charakter antysymetryczny. Antysymetryczny rozktad
amplitudy fluktuacji temperatury jest zwigzany z kierunkiem przeptywu ciepta,
gdyz maksymalna warto$¢ temperatury na brzegu wystgpuje w osi symetrii.
Maksymalna warto§¢ amplitudy fluktuacji temperatury wystepuje w przekrojach
dla katow @ =m/4 i ¢ =37w/4, rys. 3.10.

amplituda oscylacji temperatury

30 4 \lJ[UC]

25

]
IR

0

1
1 1.08 1.5 2 25 p[m] 3

Rys. 3.10. Wykres funkcji amplitudy oscylacji temperatury dla ¢ = z/4,
Ostrowski (2010)

Z rys. 3.10 mozna zauwazy¢, ze maksymalna warto$¢ amplitudy fluktuacji
temperatury wystepuje dla promienia p=1.08 m w poblizu brzegu przewodnika,
na ktérym zadano wyzszg temperature.

3.4.2. Zagadnienia niestacjonarnego kontrolowanego
przewodzenia ciepta

W rozdziale tym rozpatrzymy obserwowalny problem znalezienia poczatkowego
rozktadu temperatury, ktéry wywotuje jednorodne zanikanie w czasie rozktadu
temperatury w rozpatrywanym przewodniku kompozytowym.
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3.4.2.1. Kontrolowane chtodzenie w przewodniku prostokatnym

Przedmiotem analizy bedzie przewodnik wykonany z materialu o podiuznej
gradacji wiasnosci, ktérego fragment przekroju poprzecznego dla x° = const
pokazany jest narys. 3.11.

hl X
2
h2 X2
x3
_h
2

Rys. 3.11. Przekrdj poprzeczny przewodnika z FGM

Przyjmiemy ptaskie zagadnienie przewodzenia ciepta niezalezne od x°.
Przyjmujac h; — oo, bedziemy mieli do czynienia z problemem przewodzenia
ciepta w warstwie z materialu o podtuznej gradacji wlasnosci. To oznacza, ze
dla zanikajgcego w czasie pola temperatury przyjmiemy

B(x', %, 17,0 =O(x', x”)exp(-n,1), (3.47)

y(x',x%, X7, 0) =P (', x?)exp(-n.1).

gdzie M>0 jest wspélczynnikiem zanikania temperatury w czasie, x'e€ R,
x* [0, h,1, t 20. Funkcje O(-), ¥(-) przedstawiajace poczatkowy rozktad
temperatury sg podstawowymi niewiadomymi w modelu tolerancyjnym.

Dla diagonalnej postaci tensora przewodzenia ciepta i pomijajagc pochodne
usrednionych modutéw <K > (x?), ktére s3 wolno zmienne w asymptotycznym
sensie (tj. wartosci ich pochodnych moga by¢ pominigte jako pomijalnie mate w
poréwnaniu do ich wartosci), otrzymujemy z réwnania (3.14) nastgpujace

usrednione réwnania modelu tolerancyjnego
<Ky >aaaﬁ®+n<c>®=—2\/§(1<;a—K;x)aa\y, (3.48)
V22 (< Ky >0,0,% +1<c>P) — (k}W =v2 243 (K], -~ K[,)0,0. '

Przyjmiemy dla uproszczenia izotropowe wtasno$ci poszczegdlnych sktadnikow
przewodnika podstawiajac K g =k SQB .
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Niech warunki poczatkowo-brzegowe przyporzadkowane réwnaniu (3.48) sa
niezalezne od x' i majg postaé

O(x',0)=0,, O(x',h,) =0,

(3.49)
Y(',00=%¥,  ¥x'.h)=0,

dla kazdego x'e€ R. W tym przypadku ©(-), W(-)sg zalezne tylko od x7.
Postulujac dodatkowo warunek proporcjonalnosci przewodzenia ciepta do ciepta
whasciwego p’<c>=<k> (gdzie p jest dodatnig staty), otrzymujemy z
réwnania (3.48) nast¢pujace rownania dla poczatkowego rozkladu temperatury
usrednionej ®(-) i amplitudy fluktuacji temperatury W(-)

0,0,0+1°0®=0,

{k} (3.50)
0L F+ U~ s V=0

n<e>_ M

dzie y* = .
& X <k> u?

Z pierwszego z réownan (3.50) otrzymujemy funkcje poczatkowego rozkladu
temperatury usrednionej

. 2
O =0, MU -X) 265 (3.51)
sinyh,
pod warunkiem, ze yh, #+tnm, n=0,1,2,...
O(x?)
3007
. xh, =0.57m
2001 -
xh, =037
100 xh, =0.1%
S=x,/hy
0 (;.2 (;.4 (3.6 (;.8 ll 1=A2 1=.4

Rys. 3.12. Wykres rozktadu temperatury $rednie;j
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Przyjmijmy nastepnie, Ze parametr

W (k)
A <k >minv?(x,)

(3.52)

jest pomijalnie maty w poréwnaniu do wspdtczynnika 1. Oznacza to, Ze nasze
rozwazania ograniczamy do probleméw, w ktérych mamy bardzo silne
zanikanie rozktadu temperatury w czasie. W tym przypadku rozwiazanie
drugiego z réwnan (3.50) moze by¢ przyjete analogicznie do wyrazenia (3.51)

siny(h, - x%)

¥ = o sinh
2

x> e[0,h,]. (3.53)
Na rys. 3.11 sg przedstawione wykresy temperatury sredniej dla rozpatrywanego
dwusktadnikowego przewodnika, gdzie jako parametr przyjeto xh, (Michalak
i Wozniak M. (2006)). Przypomnijmy, ze > =n/u’ zalezy od wspétczynnika
zanikania poczatkowego rozkladu temperatury w czasie. Podobne wykresy
otrzymamy z wyrazenia (3.53) dla amplitudy fluktuacji temperatury. Z wy-
kres6w tych mozna zauwazy¢, ze zmniejszanie wspdtczynnika zanikania
temperatury powoduje zblizanie si¢ rozktadu temperatury poczatkowej do
przebiegu liniowego (jak w zagadnieniach stacjonarnych). Dla wzrastajacej
warto§ci wspétczynnika zanikania temperatury m wykres poczatkowego
rozktadu temperatury ma charakter wypukty (przebieg funkcji sinus).

3.4.2.2. Kontrolowane chtodzenie w przewodniku cylindrycznym

Przedmiotem ponizszych rozwazan bedzie wydrazony przewodnik cylindryczny
wykonany z materialtu o podtuznej gradacji wlasnosci, ktérego fragment
przekroju poprzecznego pokazano na rys. 3.13. Przyjmiemy, ze poszczegdlne
warstwy kompozytu maja izotropowe wlasnosci, a $rednie wartosci tensora
przewodzenia ciepta <k >(p) 1 ciepta wlasciwego <c>(p) sa gladkimi
funkcjami pe (R),R,).

Rozwazania nasze ograniczymy do ptaskiego osiowo-symetrycznego zagadnie-
nia przewodzenia ciepta. Celem rozwazan begdzie analiza obserwowalnego pro-
blemu zanikania poczatkowego rozkltadu temperatury w czasie. Rozwigzaniem
bedzie znalezienie poczatkowego rozkladu temperatury odpowiadajacego przy-
jetemu zanikaniu w czasie. Zanikanie temperatury w czasie, dla dekompozycji
0(-,1) =0(-,t) + h(:) y(-,t) , bedzie przyjete w postaci
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ﬁ((p’p’x’t) = ®(P)6XP(_T]J),

(3.54)
y(,p,x,1) =¥ (p)exp(-n,1), pelR,.R, 1, 120,
gdzie 1 >0 jest wspdtczynnikiem zanikania.
Rys. 3.13. Fragment przekroju poprzecznego przewodnika cylindrycznego

Niech warunki brzegowe dla @ i ¥ beda przyjete w postaci

O(p,p=R)) =0,, O(@,p=R,)=0,
(9.p=R;) =0, (@.p=R;) (3.55)

\P((p,p:RO):lP H lP((p’szk):O-

Model tolerancyjny

Biorac pod uwage réwnania (3.14) i pomijajac pochodne usrednionych modutéw
<k>(p), ktére sa wolno zmienne w asymptotycznym sensie (tj. wartosci ich
pochodnych moda by¢ pominigte jako pomijalnie mate w poréwnaniu do ich
warto$ci), otrzymujemy nast¢pujace rOwnania przewodzenia ciepta
2
d C;)+l<k>@+n<c>®=0,
dp® p dp

2

<k>

(3.56)

v2X2(<k>d ‘P+T]<c>‘P)—{k}‘I’=0.

dp?
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Z powyzszych réwnan wynika, ze analizowane zagadnienie przewodzenia ciepta
jest opisane dwoma niezaleznymi réwnaniami dla Sredniej temperatury ®
i amplitudy fluktuacji temperatury W .

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze stosunek <k >/<c> = ,uz jest wielko$cia
statg, tzn. ze pu’=k"/¢’=k"/c”. Po przyjeciu tego zalozenia réwnania (3.56)

beda miaty postaé
2
Z?+lf1—®+ﬁz®=0,
b (3.57)
Cilp‘f+yz‘l'=0,
gdzie
<c> {k}
<k> vi(ap)y <k>

Przyjmijmy takze réwniez, ze k'>>k”. Po przyjeciu dodatkowego zatozenia
1+k”/k’=1 wspélczynnik 7>  bedzie wynosit Y2 =mn/pu’—12/h%.
Z pierwszego z réwnan (3.57) otrzymamy wowczas rozwiagzanie dla usrednione;j
temperatury

Y,(BR)J,(Bp)—J (BR)Y,(Bp) (3.58)
“J,(BR)Y,(BR)-J,(BR)Y,(BR)’

gdzie J,(Bp) i Y,(Bp) sa odpowiednio funkcjami Bessela pierwszego

O(p)=0

i drugiego rodzaju.

[B(p)]
300 T~ B=15
200 T
100 T
0 05 04 06 08 T =21

Rys. 3.14. Wykres $redniej temperatury ®; [ jest parametrem, z=p—R,, L=R, —R,
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Wykresy temperatury $redniej w zaleznoSci od promienia p, gdzie [ jest
przyjete jako parametr, sg przedstawione na rys. 3.14 (Michalak i inni (2007)).
Posta¢ rozwigzania drugiego z réwnan (3.57) zalezy od > .
1. Jezeli y*>0, wéwczas wspétczynnik zanikania temperatury spetnia
warunek 1 >u’/h* i odpowiadajace rozwigzanie przyjmuje postaé

sin(y R, ) cos(yYp) —cos(Y R, ) sin(yp)
cos(YR,)sin(yR, ) —sin(YR,) cos(YR,)

P(p)=¥, (3.59)

2. Jezeli v*=0, wéwczas M=p>/h*> i odpowiadajace rozwigzanie jest
postaci

— _ p_Ro
‘P(p)—‘PO(l R —ROJ' (3.60)

3. Jezeli y*<0, wéwczas wspétczynnik zanikania spetnia warunek
n<u*/h* i odpowiadajace rozwigzanie mamy w postaci

exp(Y(R, + 2R, —p)) —exp(Y(R, +p)
exp(2YR,)—exp(2YR,)

¥(p)=¥, (3.61)

Wykres amplitudy fluktuacji temperatury jest przedstawiony na rys. 3.15.
[¥(p)]

0 02 0 06 08 T [=2z/L]

Rys. 3.15. Wykres amplitudy fluktuacji temperatury W; y* jest parametremi z =p—R,

Wykres liniowy amplitudy fluktuacji temperatury wystgpuje dla »° =0, co
odpowiada wspéiczynnikowi zanikania temperatury 77 =0.0011/s, oraz

przyktadowo szerokosci zeber 41 =0.01 m i proporcji tensora przenikania ciepta
do ciepla wilasciwego p jak dla betonu. Z rys. 3.15 mozna zauwazy¢, ze
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w zaleznosci od wartoéci parametru y* wykresy maja charakter wypukty lub
wklesty.

Model asymptotyczny
Otrzymane powyzej wyniki dla modelu tolerancyjnego poréwnamy z wynikami
dla modelu asymptotycznego.
Réwnania przewodzenia ciepla modelu asymptotycznego (3.27) dla
przewodnika cylindrycznego o izotropowych wtasno$ciach poszczegdlnych
warstw maja postac

2
<k>

2

+p‘1<k>‘;—®+n<c>®:0. (3.62)
p

Warunki brzegowe s zapisane tylko dla wartosci Sredniej temperatury ©
O(p.p=R)) =0,, O(p.p=R,)=0. (3.63)

Z réwnania (3.62) dla powyzszych warunkéw brzegowych otrzymujemy
rozwigzanie

Y,BR)J,Bp)-J,BR)Y,(BP)

ORI =0T R Y, (BR)—1,(BR,) ¥, (BR,)

(3.64)

W rozpatrywanym przypadku amplituda fluktuacji temperatury W jest dana
funkcja

k,d h p-(k;,0,h
y=- (ka2oh) 9,0- (ke >8pﬂ:0. (3.65)
(k,0,hd gh) (k,0,hd gh)
Mozna zauwazy¢, ze rozwigzanie dla temperatury $redniej jest analogiczne jak
dla modelu tolerancyjnego.

3.4.3. Zagadnienia niestacjonarnego przewodzenia ciepta

3.4.3.1. Rownania modelu

Podrozdziat ten bedzie dotyczyl analizy ptaskiego zagadnienia przewodzenia
ciepta w dwusktadnikowym uwarstwionym przewodniku cylindrycznym
(rys. 3.3). Wprowadzmy w analizowanym przewodniku walcowy uktad
wspétrzednych OE'EE’, gdzie oznaczymy &' =¢, E*=p i &’ =z. Pionowa
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kreska przed wskaznikami bedzie oznacza¢ pochodng kowariantng, indeksy
i,j=123 oraz a,p=2,3. Fragment przekroju poprzecznego rozpatrywanego
przewodnika jest pokazany na rys. 3.16.

faza Il

faza I

Rys. 3.16. Fragment przekroju poprzecznego przewodnika cylindrycznego,
Ostrowski, Michalak (2011)

Model tolerancyjny
Ograniczajagc rozwazania do zagadnien jednokierunkowego przewodzenia
ciepla, otrzymujemy z réwnania (3.11), przy przyjeciu anizotropowych
wlasnosci poszczegdlnych warstw, nastepujace rownania niestacjonarnego
przewodzenia ciepta w przewodniku cylindrycznym

l.apkku 8¢h>-w+p-<k2>-8pﬂ]—<c >8=0,
P | (3.66)
3, ((k,nh)- apw)—p—zkkl 9yhd h) y+p- (ki dgh)- 3,0F <chh > =0,

gdzie wartosci usrednionych moduléw sa okreslone wzorami (3.30), a sktadowe
fizyczne tensora przewodzenia ciepta k, =k~ =p%k'', k, =k =pk",
k2 =k<22> =k22 .

Model asymptotyczny
Réwnania modelu asymptotycznego (3.23)-(3.25) dla jednokierunkowego
przewodzenia ciepta w przewodniku cylindrycznym maja nastgpujaca postac

é~8p[<k128(ph>~\u+p~<k2>~8pﬁ]~<c>1'3=0,

L

(3.67)
pz [<kl a(pha(ph> “Y+p '<k12 a¢h> : apﬂ]Z 0.

Wyznaczajac z rownan (3.67) funkcje amplitudy fluktuacji temperatury
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_ p- <k12 a(ph>
V= Toa o 9,0 (3.68)

i oznaczajac

2
R :<k >_M (3.69)
P (kg 0ghdgh)
otrzymujemy
%ap[p-kfﬂ-apﬂ]—<c>{9=0. (3.70)

Otrzymane u$rednione réwnania rézniczkowe (3.66), (3.70) maja gladkie
funkcyjne wspétczynniki. Stad w ogdélnym przypadku do ich rozwigzania
zostanie uzyta metoda réznic skonczonych (dla catkowania po czasie metoda
Crancka-Nicholsona).

3.4.3.2. Przyktady zastosowan

Podstawowym celem tego rozdzialu bedzie okreslenie wplywu wlasnosci
termicznych sktadnikéw i budowy geometrycznej kompozytu przewodnika na
pole temperatury i szybkos$¢ osiggania stanu stacjonarnego. W analizowanych
przyktadach nasze rozwazania ograniczymy do jednokierunkowego przewo-
dzenia ciepla w dwusktadnikowym przewodniku o wlasno$ciach anizotro-
powych kazdego ze sktadnikéw

K—k1 b 3.71)
b oal’ '

gdzie ae (0,1], be(O,\/Z]. Przyjmiemy nastepujace wilasnosci termiczne
poszczegélnych sktadnikéw: matryca k" =58W/mK, ¢ =3432000J/m’K,
zebra k”=0.045W/mK, c¢”=14600J/m’K, co odpowiada wtasno§ciom
termicznym stali i styropianu.

Zdefiniujmy nastgpujace warunki poczatkowe i brzegowe dla O i Yy na
wewnetrznej i zewngetrznej powierzchni wydrazonego cylindra:

e warunki poczatkowe
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X9, p.0)=y(¢,p,0)=0°C, (3.72)

e warunki brzegowe
NP, p=R,,t)=100°C, NP, p=R,,1)=0,
y(@.p=R,,1)=0, y(@,p=R.1)=0.

Przyktad 1. Przyktad ten ma sluzy¢ ocenie poprawnosci otrzymanego
modelu tolerancyjnego, jak i jego rozwigzania metodg réznic skonczonych.

(3.73)

W celu weryfikacji otrzymanych wynikéw poréwnamy rozwigzania z modelu
tolerancyjnego z rozwigzaniami metoda elementéw skonczonych dla
przewodnika o budowie mikroniejednorodnej, (Ostrowski (2010)). na rys. 3.17
przedstawiono wykresy temperatury Sredniej uzyskane z obu metod dla czaséw
t=1h it=2h.

usredniona temperatura

100 G[DC]

80 x
ol
60 \\\ = 1h-FDM
=5 \\ — 1h-FEM
& AN Zonerew
- 15
- R
10 \\ \
mm o [m]

0 o—o—a—F GOm0
1 15 2 25 3

Rys. 3.17. Wykresy temperatury $redniej; (FDM) rozwigzanie metodg réznic
skoniczonych, (FEM) rozwigzanie metoda elementéw skoniczonych, Ostrowski (2010)

Poréwnujac wykresy przedstawione na rys. 3.17 mozna stwierdzi¢ bardzo dobra
zgodno$¢ w wykresach uzyskanych z u$rednionego modelu tolerancyjnego
i metody elementéw skonczonych zastosowanej do modelu dyskretnego.
Przyktad 2. Wptyw wymiaru mikrostruktury na przebieg temperatury.
Zanalizujemy dwusktadnikowy kompozyt o wlasno$ciach anizotropowych
matrycy i zeber
,_{ 58 14.5} K”—{ 0.045 0.01125}

(3.74)
145 58 0.01125 0.045
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¢’ =3432000J/m’ K, ¢”=14600J/m’ K.

Promien wewnetrzny przewodnika R, =1.0m, promien zewnetrzny R, =3.0m.
Warunki poczatkowo-brzegowe sg okreslone wyrazeniami (3.72), (3.73).
Ocenimy wptyw wymiaru mikrostruktury na amplitud¢ fluktuacji temperatury,
przyjmujac rézng ilos¢ komoérek N =30 lub N =360. Szeroko$¢ zeber
h=0.5AR,, gdzie A=2n/N . Na rys. 3.18 przedstawiono szybko$¢ zmiany
amplitudy fluktuacji temperatury w czasie dla ilosci komérek N =30 — linie
ciagle i N=360 - linie z wyr6éznikami (wykres zaczerpni¢to z pracy
Ostrowskiego (2010)).

amplituda oscylacji temperatura

0 ooy p[m]

15 3 e /
P £ =

-4 et

o g //f / / —t=3h(N=230)
° o “o-t=3h (N = 360)
= P —t=6h(N = 30)

——t=6h(N = 360)

I —t=12h(N = 30)
‘ MW = t=12n(N =360)
— steady (N = 30)

i e ——steady (N = 360)
py

Rys. 3.18. Zmiany w czasie amplitudy fluktuacji temperatury w zalezno$ci od ilo$ci
komoérek, Ostrowski (2010)

Z rys. 3.18 mozna zauwazy¢, ze wymiar mikrostruktury wptywa na amplitude
fluktuacji temperatury w obszarach przewodnika znajdujacych si¢ przy
brzegach. W czesci srodkowej przewodnika wptyw ten jest niezauwazalny. Dla
brzegu o wyzszej temperaturze, amplitudy fluktuacji temperatury sa wigksze na
poczatku i malejg z uptywem czasu, natomiast na brzegu o niZszej temperaturze
mamy do czynienia z sytuacjag odwrotng. Potwierdza to istotne znaczenie
wymiaru mikrostruktury na zagadnienia poczatkowo-brzegowe w prze-
wodnikach kompozytowych.

Przyktad 3. Wplyw anizotropii sktadnikéw kompozytu na szybko$¢
osiggania stanu stacjonarnego.
Do rozwazan przyjmiemy przewodnik o R, =1.0m 1 R, =3.0m oraz ilosci
komérek N =60. Zmiany wlasnosci anizotropowych poszczegdlnych
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sktadnikow bedziemy dokonywaé przez zmian¢ warto$ci parametru a Ww
wyrazeniu (3.71). Obliczen dokonano dla dwoéch wartosci a=1.0 i a=0.75
oraz dla stalej wartosci b=0.5. Rys. 3.19 przedstawia zmiany przebiegu
temperatury Sredniej w stosunku do stanu stacjonarnego w zalezno$ci od
wartosci parametru a. Rys. 3.20 (Ostrowski, Michalak (2011)) przedstawia
analogiczne wykresy proporcji amplitudy fluktuacji temperatury dla czasu ¢ w
stosunku do stanu stacjonarnego.

1 D=0 D === === ===
§§ t=24h (a = 1.00)
0.9
0.8
t=24h (a=0.75)
07
08 T4 t=12h(a=1.00)
[3) [ - ]
05 3
0.4
t=12h(a=0.75)
03
02
0.1
p[m]
0 :
1 15 2 25 3

Rys. 3.19. Wykresy zmiany w czasie temperatury $redniej; jako parametr przyjgto
wspétczynnik anizotropii a
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14 -
12
-\—\
=2 ==
1 -~ Bt s e S S Nt e
t=24h(a= 1.00)
0.8 t = 24h (a= 0.75)"
W
-]
0.6 [t=12h (a=1.00).
0.4 t=12h(a=075).
0.2
pm]
0 :
1 1.5 2 25 3

Rys. 3.20. Wykresy zmiany w czasie amplitudy fluktuacji temperatury; jako parametr
przyjeto wspoétczynnik anizotropii a
Z rysunkéw 3.19 1 3.20 mozemy stwierdzié, ze zaréwno temperatura srednia, jak
i amplituda fluktuacji temperatury wolniej osiagaja stan stacjonarny w przy-
padku materiatéw kompozytowych o wigkszych wtasnos$ciach anizotropowych.



4. Dynamika cienkich ptyt wykonanych z materiatéw
o podtuznej gradacji wtasnosci

4.1. Przedmiot analizy

Przedmiotem analizy begdg cienkie ptyty kompozytowe, ktérych usrednione
wlasnosci sa tagodnie zmienne wzdluz wybranego kierunku na powierzchni
srodkowej ptyty. Rozwazania, podobnie jak w rozdziale 3, ograniczymy do
dwusktadnikowego kompozytu o podtuznej gradacji wtasnosci, tzn. kompozytu,
w ktéorym efektywne wilasno$ci zmieniaja si¢ tagodnie wzdluz uwarstwienia
(rys. 4.1,4.2).

Celem rozwazan bedzie otrzymanie i zastosowanie modelu makroskopowego
opisujgcego dynamiczne zachowania rozpatrywanych plyt wykonanych z
kompozytu, ktéry ma A -periodyczng mikrostrukture wzdhiz wspétrzednych &'
i tagodnie zmienne uSrednione wilasnosci wzdtuz prostopadtego kierunku
wspétrzednej &7,

Rys. 4.1. Fragment powierzchni Srodkowej ptyty prostokatnej o podtuznej gradacji
wlasnosci: a) w skali mikro, b) w skali makro

Wprowadzmy prostokatny krzywoliniowy system wspétrzednych OE'€’E* w
przestrzeni fizycznej zajmowanej przez rozpatrywane ptyty. Ustalajac
x=(E".€") i z=&’ przyjmiemy, ze niezdeformowana plyta zajmuje obszar
Q={(x,2):=h/2<z7<h/2,xeIl}, gdzie Il jest powierzchnig $rodkowa
ptyty, a & jej gruboscia.

Rozwazania nasze beda dotyczy¢ zar6wno plyt prostokatnych, jak i1 ptyt
pier§cieniowych o podtuznej gradacji wilasnosci. W przypadku plyty
prostokatnej (rys. 4.1) w obszarze II=(-L,/2,L /2)x(0,L,) zajmowanym
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przez powierzchni¢ srodkowa wprowadzimy kartezjanski uktad wspétrzednych
Ox,x, . Definiujac komorke A=[-2/2,A/2]x{0}, przyjmiemy, ze A<<L_ .
Operator usredniania (2.5) przyjmie postaé

x+A/2

<f>@=% [fy.x)dy, xell,, 4.1)
x-A2

gdzie TI, = (=L, /2+)/2,L,/2-4/2)x(0,L,) .

a)

v

Rys. 4.2. Fragment powierzchni $rodkowej plyty pierscieniowej o podtuznej gradacji
wlasnosci: a) w skali mikro, b) w skali makro
W przypadku ptyty pierScieniowej pokazanej na rys. 4.2 wprowadzimy
biegunowy ukltad wspétrzednych (£',£*)e[0,0,]1%[R,.R,]. 0<@, <2m,
0<R, <R,. Dowolna komérka o Srodku w punkcie (€',E%) bedzie okreslana
jako A(E',E*)=(&' —A/2,E' +A/2)x{E?}, gdzie A, O<A<<@, jest znanym
bezwymiarowym parametrem mikrostruktury. Grubosci jednorodnych warstw sg
okreslone jako E*A(E*) i E*A(E*)=8=const, gdzie NEH)+N(E>)=A.
Operator usredniania (2.5) dla ptyty kolowej przyjmie postac
g2
<f>E.e=% [fmgHam, (4.2)
el-a/2
gdzie £' e [A/2,¢, —A/2], E* € [R,.R,].
Indeksy i,k,l bedg przebiegaty cigg 1,2,3, a «,B,0 cigg 1,2. Zmienng
czasowa oznaczymy przez t. Tensor metryczny dla uktadu OE'€® oznaczymy

przez §op, Preez €qg tensor Ricciego, pochodng przez d, =09/05", a kreska

pionowa przed dolnymi wskaznikami bedzie oznacza¢ pochodna kowariantna
w bazie g, .
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Réwnania modelu usrednionego dla dynamicznych zachowan rozpatrywanych
ptyt beda otrzymane w ramach przyblizonej teorii cienkich plyt sprezystych.
Oznaczajagc odpowiednio przez w(§“,t), p(§*,r), W — przemieszczenie
powierzchni $rodkowej, obciazenie i gesto$¢ masy odniesiong do powierzchni
srodkowe;j ptyty, gdzie E* € I1, r€ (1,,t,) , otrzymujemy:

— relacje odksztalcenia przemieszczenia

Kap (61 = —W(E") g (4.3)
— energi¢ odksztatcenia usredniong po grubosci ptyty
EE") =5 B"P x5 Ky, (4.4)

gdzie:
B =0.5B(g™ ¢ + g g +veDeM +e™eP), B=ER*/12(1-v?),
— energi¢ kinetyczng zdefiniowana przez

K@E*) =T, (4.5)

W celu uzyskania réwnan ruchu zdefiniujemy funkcj¢ Lagrange’a

ﬁ("W\aB’WF K( W)= E(, W) (4.6)

Definiujac funkcjonat dziatania (2.8) w postaci

AW() pO) = [ [(LCWgg01) + PO WE)AE 4.7)
1,11
mozemy zapisa¢ réwnania ruch w postaci rownan Eulera-Lagrange
0 dL oL
—— () =P 4.8
o dw (a%)‘“ﬁ b (*8)

Ten bezposredni opis prowadzi do réwnan ruchu z niecigglymi i1 silnie
oscylujacymi  wspdlczynnikami. Stad jest on zbyt skomplikowany do
zastosowan inzynierskich i obliczen numerycznych.
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4.2. Model tolerancyjny

UsSrednione réwnania ruchu modelu tolerancyjnego otrzymamy, korzystajac
z techniki tolerancyjnej aproksymacji do usredniania lagrangianu (4.6). W tym
celu dokonamy dekompozycji (2.5) pola przemieszczen w(§*,t)

wE&LEXn=w" €& D+h EHV,(EEND), A=1..,N, (4.9

gdzie wolno zmienne funkcje, usrednione przemieszczenie w’ (-,E"2 ,He S V52 II,A) 1
amplituda fluktuacji przemieszczen V, & .1e SV§2 (IT, A) sa podstawowymi
niewiadomymi modelu. Znane funkcje ksztattu fluktuacji przemieszczen h*(-) sa
A -periodycznymi funkcjami wspShzednej &', zaleznymi od &2

Podstawiajac prawg stron¢ réwnania (4.9) do funkcjonatu (4.6) i korzystajac z
zasad tolerancyjnej aproksymacji, otrzymujemy funkcjonal dziatania (2.17) w
postaci

A0, )= [ [ £, >+ < pO>W0 O+ < pOR ) >V, O)dE%dr,  (4.10)

1,11
gdzie usredniony lagrangian (4.6) jest okreslony wyrazeniem
<L, > @a’wo\“ﬁ’VA\zz’ VA\Z’VA’WO’VA) =

l_ o
_ m 0 0 iy A 0 29 7 A 0
_5<BI3 > Wop W+ < B"™ i >V, Wl +2 < BPM BN > Vg w'hu +

1
<BPMRY SV, wh o< B R hn >V, Vy+ < B2 RN h® >V, Vi, +
1 1 .0 -
2<B 2 hY ">V, Vy, +2< L A T Fo<u> WO’ +
o 1 o
+<uh? >w°VA+E<uhAhB >V, V,.
(4.11)

Stosujgc zasade stacjonarnosci dziatania do langragianu (4.11), otrzymujemy
nastgpujacy system usrednionych réwnan ruchu dla modelu tolerancyjnego.

(< B%M > WO\W)\aB +(< B hA\n >VA)‘(XB +2(< B2 hA‘l >VA\2)\045 n
(< B2 pt >V 0 o+ <H> W =<p>,
4.12)



60 Dynamika cienkich ptyt wykonanych z materiatéw o podtuznej gradacji wtasnosci

(<BZ® h* > o)y, + (< B2 P " SV, + (< BPZ R R SV ), +

—4(< B RN W) Vo), = 2< B R >wlep ), +

<B"P N> wlep+ < B AP >V < B2 RN g " SV, +

+<uh*h® SV, =< ph’ >,

Podkreslone sktadniki powyzszego uktadu réwnan ruchu zaleza od parametru
wymiaru mikrostruktury. Réwnania (4.12) wraz z dekompozycja pola
przemieszczen (4.9) tworzg tolerancyjny model dynamiki cienkich ptyt
wykonanych z materiatu o podtuznej gradacji wlasnosci, w ktérym efektywne
whasnosci sg state w kierunku osi &' i zmienne w kierunku osi &2.

4.3. Model asymptotyczny

Model asymptotyczny zbudujemy, podobnie jak model tolerancyjny, poprzez
usrednienie funkcjonatu dziatania oraz korzystajac z rownan Eulera-Lagrange.
Niech A, =(—€A/2,eL/2) Dbedzie ciagiem komoérek bazowych, a

A (E*)=E%+A, ciagiem komoérek o $rodku w &* e I1. Przyjmijmy, ze dla
kazdego &* eIl istnieje A -periodyczna aproksymacja Z(y,&z,wo\aﬁ,vi/),
ye A, (&) lagrangianu L.

Wyjsciowym zalozeniem modelowania asymptotycznego jest dekompozycja
pola przemieszczen

w£<y,&2,r>=w°<y,&2,r>+ezf7‘*<§,&2> V,(0.E%D), yeALE), te(tyt) (4.13)

gdzie funkcje h 4(,E%) sa periodyczng aproksymacija silnie oscylujacej funkcji
MO AE*) . Z formuly (4.13) otrzymujemy

aawg(y’gzat) =aawo(y’gzat)+galﬁA(%7az) VA(y7§27t)+

+€2};A(%,§2) aZVA(y’EJz’t),
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aaﬁws(y’&nzvt):a(xﬁwo(yaézat)+allﬁA(%’§2) VA()’,{Z»ZJ)+
+2£815A(%,§2) BZVA(y,ﬁz,t)+ezﬁA(%,§2) 3,,V,(3.E%.1),

wg<y,§2,r>=w°(y,§2,r>+eZEA(§,&2>V'A(y,&z,n
ye Aa(ﬁo‘). (4.14)
Przechodzac z € — 0 i pamietajac, ze ye A, (§%), £* € IT, otrzymujemy
W (1,2 )= w0 €N +0E), 9w (1E%1)=3, W €% +0(E),
9o’ (7.E2.1)= 9w E%.1) + O(®).
V8=V, &tnroe. oy (nEi)=a,v,E nroe. (@15
9,V (1.82.1)= 0,0V, (€% +0(e),
W (1,82,0)= €0 +0G),  V,(nE%1)=V,E%n+0e).

Niech Zg bedzie rodzing wielomianéw okreslonych przez
Y g2 .
ES(E,&, ,w,w‘aB). (4.16)

Biorac pod uwage (4.15) i podstawiajac prawe strony wyrazen (4.14) do (4.16),
otrzymujemy

Zs(g,iz,wo(g,gz,tﬁ0(3)’%3(%,&2,0+3115A(§,§2)VA(%,§2J)+0(€))~
(4.17)

Przy przejsciu z € — 0 sktadniki O(e) w wyrazeniach (4.14), (4.15) moga by¢
pomini¢te. Pami¢tajagc o wtasnosciach wartosci $redniej, Jikov i in. (1994), przy

przejsciu z € = 0 funkcje ZS daza stabow LI ( '”), v=1 do

,WO( a,l‘), W‘&B(ﬁa,t),VA( a’t))z

e
=% JZ(Y E* W ( )Mig(éa,l)+allﬁA(y,§2)VA(éaJ))dy, Fe T (4.18)
Alx)

Po zastosowaniu formuty (4.18) do wielomianu (4.6) otrzymujemy L,
W nastepujacej jawnej postaci
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. 1
L, (é“,wo\aﬁ,VA,wo) =—<B™w s wo\ag wo\w+ < B''™ hA\u >V, wo\w +
2 (4.19)

+% <B"" Y hBun >V, v, +% <pu> W’ W
Asymptotyczny funkcjonat dziatania b¢dzie zdefiniowany przez

AWV, )= [ [y Bl OV, O O < pO > W O)dE dr,  (4.20)
I1

Iy

gdzie L, jest okreslone wyrazeniem (4.19).
Z zasady stacjonarno$ci dziatania otrzymujemy

adac, (ac, | _
o’ |y |

|oB (4.21)
9L, =0, A=1...,N.
av,

Po zastosowaniu wyrazenia (4.19) dla lagrangianu £, otrzymujemy z réwnan
(4.21) nastgpujace réwnania ruchu modelu asymptotycznego

(< B > %)+ (< B hi > V) A <u>w’ =< p >,
P |op ‘ A|ap (422)

< plloB hA‘“ S Wo\q5+<B““hA\11hB\ll >V, =0.

Mozna zauwazy¢, ze mozemy z réwnan (4.22) wyeliminowa¢ funkcje amplitudy
fluktuacji przemieszczen V,
<B""n’n>

Vy= wo 4.23
< B1111hA‘11 hB‘“ > I ( )

Definiujgc modut efektywny

<B“wh3‘11 >
11117 A B
<B h"mhmn>

BI™ =< B*PM > — <B"“nMu> (4.24)

otrzymujemy z (4.22) nast¢pujgce réwnanie ruchu

(< BG™ > wo\w)‘aﬁ <u>w'=<p>. (4.25)
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Catkowite przemieszczenie dowolnego punktu powierzchni $rodkowe;j
rozpatrywanej ptyty jest okreslone wyrazeniem

<Bllwh3‘11 > 0

0 A
w(E*,t)=w" —h w' |
<B““hA\11hB\11 > w

A=1..,N. (4.26)

Réwnanie (4.25) wraz z wyrazeniem (4.26) tworza model asymptotyczny
rozpatrywanych ptyt.

4.4. Drgania wtasne ptyt o podiuznej gradacji wtasnosci

Zagadnienie drgan wlasnych zostanie przedstawione dla dwdch rodzajéw plyt o
podtuznej gradacji wlasnosci: ptyt prostokatnych i ptyt pierScieniowych.
Przyjmiemy, Ze rozpatrywane plyty sg wykonane z dwoéch jednorodnych
materiatéw izotropowych. Waznym punktem w metodzie tolerancyjnej
aproksymacji jest okreSlenie funkcji ksztaltu fluktuacji przemieszczen. W
zagadnieniach dynamicznych system funkcji ksztalttu fluktuacji h”*(-),
A=1,..N, moze by¢ przyjety jako reprezentacja postaci drgan wtasnych
komérki A(§*),E" e I1. Funkcje te w zagadnieniach dynamicznych powinny
spetnia¢ warunek <ph >=0. Nasze rozwazania ograniczymy do najprostszego
przypadku N =1, w ktérym bierzemy pod uwagg tylko posta¢ drgan komérki o
najnizszej czgstosci. OkreSlenie dokladnej postaci funkcji ksztattu fluktuacji
przemieszczen, dla rozpatrywanych ptyt, jest bardzo trudne, stad w naszych
rozwazaniach zastosujemy przyblizong posta¢ tej funkcji. Dla rozpatrywanej
tutaj komoérki jednowymiarowej jako funkcje ksztattu fluktuacji przemieszczen
przyjmiemy

h=A\ (cos(2rE' /A)+C), (4.27)

gdzie A jest wymiarem komérki. Funkcja C(E*) okreslona z warunku
<Wh>=0 ma postaé

C= AU, —11,)E” sin(md/E°)) .
T, 8+, (E*A - 8))

(4.28)

Poniewaz proponowane réwnania modelu tolerancyjnego (4.12) i modelu
asymptotycznego (4.25) maja gladkie funkcyjne wspdtczynniki, stad
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w wigkszosci przypadkéw rozwigzania dla ptyt o funkcyjnej gradacji wtasnosci
musza by¢ okreSlone z wykorzystaniem znanych metod przyblizonych lub
numerycznych.

4.4.1. Drgania witasne pasma ptytowego o podtuznej gradaciji
wiasnosci

Rozwazania bedg dotyczy¢ drgan wlasnych wspornikowego pasma ptytowego o
mikrostrukturze przedstawionej na rys. 4.3.

Rys. 4.3. Fragment powierzchni srodkowej wspornikowego pasma ptytowego

Model tolerancyjny
Przyjmujac jedna funkcje ksztattu fluktuacji przemieszczen N =1, h*(-) = h(-),
V,(,t)=V{(,t), po prostych przeksztalceniach otrzymamy z réwnan (4.12)
nastepujacy system dwu czastkowych réwnan rézniczkowych opisujgcych
drgania wtasne pasma ptytowego
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0,,(< B*? >9,,w’+<B?" 9, h>V+<B**?h>09,,V)+<u>w’ =0,

0,,(< B*?h>0,,w’+<B"*h d,h>V+<B*?hh>0,V)+ (4.29)
—49,(<B”%9,hd,h>03,V)+<B"*9,,h>0,,w’+< B9, hh>0,,V +
+<B"9,hd \h>V+<uhh>V =0.

Bedziemy poszukiwaé czestosci kolowych @, przy ktérych pasmo plytowe
bedzie wykonywac poprzeczne drgania harmoniczne.
Przyjmujac nastepujaca postaé nieznanych funkcji w'(.1) i V(,1)

w(x,,1)= " (x,)e™ V(xz,t)zﬁ(xz)eim’ , (4.30)

po podstawieniu wyrazen (4.30) do réwnan (4.29), otrzymujemy nastepujacy
uktad réwnan dla w°(x,) i V(x,)

0y (< B2 >0, +< B2 9, h>V +< B*?h>0,,V)-<u> 0 i’ =0,

01, (< BP2h>0,,w" +<B"21h 0,,h >V +< B**?hh >0,V )+ 4.31)

—40,(< B'*20,h0,h >9,V)+ < B"29,,h>0,,w’ + < B"'"29, hh >d.,V +
+<B""9,,hd, h >V —<uhh>w’V =0.

Podkres$lone sktadniki w réwnaniach (4.31) zaleza od parametru wymiaru
mikrostruktury A. Stad réwnania te opisuja efekt skali mikrostruktury na
wartoS$ci czgstosci drgan wilasnych rozpatrywanej ptyty.

Model asymptotyczny
Réwnania modelu asymptotycznego dla pasma ptytowego, otrzymane z réwnan
(4.25), maja nastepujaca postac

0, (< BZ? >0 ,w )+ <p>w’ =0. (4.32)
Jedyng niewiadoma w tym réwnaniu jest $Srednia warto§¢ przemieszczenia

w’ (x,,t) . Podobnie jak w modelu tolerancyjnym, rozwigzania réwnania (4.32)
bedziemy poszukiwaé w postaci funkcji o rozdzielonych zmiennych

w(x,,1)= " (x,)e™ . (4.33)

Podstawiajac wyrazenie (4.33) do réwnania (4.32), otrzymujemy réwnanie dla
~0
w(xy)
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05, (< B >0,,w)—<pu>0’ i’ =0. (4.34)

Powyzsze réwnanie pozwoli wyznaczy¢ czesto$¢ @ drgan harmonicznych
pasma ptytowego.

Réwnania (4.31) i (4.34) posiadaja gladkie funkcyjne wspdtczynniki i stad do
wyznaczenia czgstosci drgan wilasnych zostala wykorzystana metoda réznic
skonczonych.

Wyniki obliczen numerycznych

W celu weryfikacji otrzymanego u$rednionego modelu matematycznego ptyt
wykonanych z materialu o podtuznej gradacji wilasnosci poréwnano warto$ci
pierwszej czgstosci drgan  wilasnych otrzymane 2z obliczen modelu
tolerancyjnego z warto$ciami obliczonymi metoda elementéw skonczonych
pltyty o budowie mikrostrukturalnej. Proporcje pierwszej czestosci drgan
otrzymanej z modelu tolerancyjnego , do czgstosci otrzymanej z metody
elementéw skonczonych @, przedstawiono na rys. 4.4 (Michalak i Wirowski
(2011)).

1.02
1
1
o \
L \
0.94 \
0.92 |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
di-dy
= 1]
—&L=4m —=Ll=6m —+L=8m —FEM

Rys. 4.4. Wykres stosunku warto$ci pierwszej czestosci drgan wtasnych z modelu
tolerancyjnego ®, do czestosci drgan z MES @,



Termomechanika ciat z pewna niejednorodna mikrostruktura 67

Rozpigtos¢ pasma ptytowego L jest przyjeta jako parametr. Wraz ze wzrostem
rozpigtosci L zmiana efektywnych wlasno$ci ptyty staje si¢ tagodniejsza
i stosunek czestosci ®, /@, zbliza si¢ do 1.0. Z rys. 4.4 mozemy stwierdzi¢, ze
réznice pomi¢dzy warto$ciami pierwszej czgstosci drgan otrzymanymi z modelu
tolerancyjnego i metody elementéw skonczonych sg mniejsze niz 7%.

Celem obliczen numerycznych jest okreslenie czgstosci drgah wiasnych
wspornikowego pasma ptytowego w zalezno$ci od udzialu objetosciowego
sktadnikéw rozpatrywanej ptyty kompozytowej. Warstwy matrycy plyty
(rys. 4.4) sa wykonane z aluminium; E =69 GPa, p=2720kg/m3, v =0.3,
natomiast warstwy zeber ze stali: E =210 GPa, p=7800kg/m’, v =0.3. Na
rys. 4.5 (Michalak i Wirowski (2011)) przedstawiono warto$ci pierwszej
czgstosci drgan wiasnych wspornikowego ptytowego pasma kompozytowego
stalowo-aluminiowego w zalezno$ci od proporcji szerokosci zeber d, na koncu
zamocowanym do wymiaru komérki A . Linig przerywang oznaczono wartosci
czestosci dla jednorodnej plyty stalowej, a linig ciagla dla jednorodnej plyty

aluminiowe;j.
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Rys. 4.5. Wykres pierwszej czestosci drgan whasnych w zalezno$ci od parametru d, /A :
~-d,/A=1,W-4d,/1=0, ---- plyta stalowa, — ptyta aluminiowa

Wykresy na rys. 4.5 pokazuja, ze dla rozpatrywanej ptyty o podtuznej gradacji
wlasno$ci mozna uzyska¢, w zaleznosci od budowy mikrostruktury, czestoSci
drgan wilasnych wigksze lub mniejsze niz dla identycznej jednorodnej plyty
stalowej lub aluminiowej. Dla wspornikowego pasma plytowego o rozpigtoSci
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L=3 m i proporcji d,/A=1.0, d,/A=0.0 (wigcej aluminium przy brzegu
zamocowanym) pierwsza czesto$¢ drgan wlasnych jest odpowiednio 20% i 18%
mniejsza niz warto$¢ dla jednorodnego pasma stalowego i aluminiowego. Dla
pasma ptytowego o proporcjach d,/A=0.0, d,/A=1.0 (wigcej stali przy
brzegu zamocowanym) pierwsza czesto$¢ drgan wlasnych jest odpowiednio
25% 1 32% wyzsza niz warto$¢ czgstosci dla jednorodnego pasma stalowego
i aluminiowego.

Analizujac rys. 4.5 mozemy stwierdzi¢, ze dla rozpatrywanego pasma plytowego
otrzymujemy najwyzsze pierwsze czestoSci drgan wilasnych w przypadku
wystepowania przy brzegu zamocowanym tylko frakcji stalowej, a przy brzegu
swobodnym tylko frakcji aluminiowej. Podobne wyniki uzyskali Qian i Batra
(2005) dla wspornikowego pasma wykonanego ze stalowo-aluminiowego
kompozytu FGM, w ktérym udziat objgto§ciowy aluminium byt wyrazony jako
funkcja potggowa wspoétrzednej x, i wlasnosci efektywne kompozytu zostaty
okreslone przy pomocy metody Mori-Tanaki.

4.4.2. Drgania wlasne ptyt pierscieniowych o podtuznej
gradacji wlasnosci

4.4.2.1. Réwnania modelu

Drgania swobodne ptyt pier§cieniowych wykonanych z materialu o podtuzne;j
gradacji wtasno$ci beda przedmiotem badan tego rozdzialu. Analize nasza
ograniczymy do prostego zagadnienia drgan biegunowo symetrycznych.
Przekr6j ptyty w skali mikro i w skali makro pokazano na rys.4.6.

Rys. 4.6. Plyta pierScieniowa o podtuznej gradacji wtasnoéci: a) w skali mikro,
b) w skali makro
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Model tolerancyjny

W poszukiwaniu pierwszej czestoSci naturalnych drgan postaci biegunowo-
symetrycznej przyjmiemy jedng funkcje ksztattu fluktuacji przemieszczen
h*()=h() i stad jedng funkcje amplitudy fluktuacji przemieszczen
V,(,t)=V(,t). Podstawiajac wozwo(p,t), V=V(p,t) do réwnan (4.12)
i korzystajagc z definicji pochodnej kowariantnej w uktadzie biegunowym
(&'=0,E* =p), otrzymujemy po do$é¢ dtugich przeksztalceniach nastepujacy
uktad réwnan ruchu

0,,(< B2 >822w°)+%822(< B*" >82w°)+§82(< B*2>9,w%)+
+pi3<§““ >, W’ —pizaz(< B >9,w")~29,(< B¥! > W) +
+ o <BPh, >V =20, (< By >V)+ 00 (< BP > V) +
+pi4< IQS'““hw11 >V —?gaz(< Elmhm >V)+0,,(< B?h>09,,V) +
20,(<B™21>0,V)~29,(< BH"h> 9,V )+ <p >’ =0,

(4.35)

1 nllll 0 1 nl122 0 1 nllll
F<B @11>82w +F<B fﬁn>822w +7<B hyy By >V +

+,le <B"y h>9,V 40, (< BP R >9,0) +

+0,,(< B h >822w0)+822(p—12<§22“%1 h>V)+

+0,,(< B*hh> 822V)—482(pi2 <BZh by >,V)+<hph>V =0,
gdzie przez B2 = Bzzzz, B :szlm, B = p4B1111 oznaczono sktadowe
fizyczne usrednionych modutéw.

W celu okre§lenia czestosci kotowych @ drgan harmonicznych plyty
przyjmiemy nastepujaca postaé nieznanych funkcji w°(.1) i V(,1)

W (x,,1) = (x,) e, V(x,.1)=V(x,)e™. (4.36)

Po podstawieniu wyrazen (4.36) do réwnan (4.35) otrzymujemy nastepujacy
uktad réwnan dla w°(x,) i V(x,)
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I (< BP>0,,3) +20, (< B! > 0,5°) +29,(< B > 0,i") +
+p—13<1§1111 >0, —p—1282(< B >82W0)—%82(< B*">9,,w")+
+ o <BPy >V =20, (< By, > V) + 05, (< By > V) +
+ e <B"hy >V = 0,(< By > V) 40, (< BPER>0,,V) +
§82(< B*?h> 822\7)—%82(< BH"2h>09,,V)-<pu>o" W’ =0,
4.37)

1 pllil ~0 1 nl122 ~0 1 pllll 2
=<B By, >0, W +-<B By, >0, W + e <B Uy By >V

+,le <B"hy h>0,V +9, G <B? h>0,5)+
+0,,(<B*2h >822w°)+822(p%<§22"q11 h>V)+
+0,, (< B hh > 822\7)—482(?2 <Bhy by >9,V)~<hph>w'V =0.

Zapisujac odpowiednie warunki brzegowe dla nieznanych funkcji ﬁ?o(xz)
i I7(x2) wyznaczamy z powyzszych réwnan czestosci drgan wilasnych dla
modelu tolerancyjnego.

Model asymptotyczny
Oznaczajac Dr(p):BZ;ZZ, D(p(p):p4Be1];.11, qu)(p):szelflf22 1 ograniczajac
analize do drgan o postaci biegunowo symetrycznej, otrzymujemy z réwnania
(4.25) réwnania ruchu rozpatrywanej pltyty pierScieniowej dla modelu

asymptotycznego.

0 (D, 322w0)++%82((Dr _%Dmp)azz W0)+%822(Dr¢82w0)+
(4.38)
—;282(D¢azw°)+?§D¢azw°+ <u>w’=0.

Powyzsze réwnanie reprezentuje jedno czastkowe réwnanie rézniczkowe dla
$redniej wartosci przemieszczenia w’(-¢) i ma posta¢ podobng do réwnania
ruchu ptyty kotowej z cylindryczng ortotropia (Borsuk (1960)).

4.4.2.2. Przyktady obliczen

Czestosci drgan  wlasnych okre$limy dla dwoch przypadkéw  piyt
pierScieniowych: ptyty zamocowanej i swobodnie podpartej na brzegach.
Obliczenia wykonamy dla plyty zamocowanej metoda Galernika, a dla plyty
swobodnie podpartej metodg réznic skonczonych.
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Ptyta pierscieniowa zamocowana na brzegach

CzestoSci  drgan wlasnych rozpatrywanej ptyty okreslimy dla modelu
asymptotycznego opisanego réwnaniem (4.38). Roéwnania ruchu (4.38)
posiadaja tagodnie zmienne funkcyjne wspétczynniki. Przyjmujac, ze
wspélczynniki te sa opisane funkcjami wolno zmiennymi w sensie
asymptotycznym (tzn. wartosci ich pochodnych moga by¢ pominiete jako
pomijalnie mate w poréwnaniu z warto$ciami funkcji), mozemy poming¢
pochodne wspéiczynnikéw D, (p), D(p(p), Dr(p(p) w réwnaniu (4.38).
Otrzymamy wowczas nastepujaca przyblizong posta¢ réwnan ruchu

D, 3,,,,w’ ++%(D, —%Dr(p)a222 w’ +%Dw 0w +

1 0, 1 0 -0 (4.39)
—?D¢azzw +FD¢,a2w +<u>w’ =0.

Celem naszych obliczen bedzie poréwnanie wartosci pierwszej czestos$ci drgan
wtasnych otrzymanych z réwnania (4.38) i przyblizonego réwnania (4.39).
Rozwigzania réwnan (4.38) i (4.39) bedziemy poszukiwa¢ w postaci funkcji
o rozdzielonych zmiennych

w’(p,1)=7"(p)e™. (4.40)
Podstawiajac wyrazenie (4.40) do réwnania (4.39), otrzymujemy réwnanie dla
nieznanej funkcji w’(p)
L(#’(p)=0, (4.41)
gdzie operator r6zniczkowy dany jest funkcja

L(",p)=05,(D, 822W0)++%82((Dr _%qu))azz W)+ (4.42)
+%822(D,¢BZWO)—p—lzaz(D¢82vT/°)+pisD(Pazw0_<u e :

Podstawiajac wyrazenie (4.40) do przyblizonego réwnania ruchu (4.39),
otrzymujemy nastepujaca przyblizona posta¢ operatora rézniczkowego
~ ~ 2 1 ~
L(7",p) =D, 03y’ ++-(D, =5 D,y W" +

1 ~0 1 ~0 1 ~0 2~0 (4.43)
+5Dr¢8222w —FD(pazzw +FD¢BZW —<U>OW .

W przypadku ptyty zamocowanej na obu brzegach funkcja w’(p) musi spetniaé
nastepujgce warunki brzegowe
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V‘DO (p )‘p:Rl = Ov

0 =
- - (4.44)
w (p)‘p:R2 =0, d :

W celu otrzymania rozwigzania réwnania (4.41) zastosujemy metode Galerkina.
Czestosci drgan wiasnych plyty pierscieniowej o podtuznej gradacji wlasnos$ci
otrzymamy z réwnania

R,
[LCF O f(P)dp=0. (4.45)

R

Jako funkcje f(p) przyjmiemy funkcje opisujaca pierwsza posta¢ drgan
pier§cieniowej ptyty zamocowanej wykonanej z materialu izotropowego
f(p)= Al (4, ) +4246.1688 K (4, )= 61527127, (4, £+

" "R (4.46)
—586.0203, (4, 2],

gdzie A, =2.3579 jest pierwsza czgstoscig drgan wtasnych izotropowej ptyty
pierscieniowej o promieniach: wewnetrznym R =1.0 m i zewnetrznym
R, =3.0 m.

Celem obliczen numerycznych jest poréwnanie warto$ci pierwszej czestosci
drgan wilasnych otrzymanych z réwnania (4.38) z wartosciami otrzymanymi
z przyblizonego réwnania (4.39).

Na rys. 4.7 przedstawiono wykresy obu czgstosci drgan w zaleznosci od
bezwymiarowego parametru m=0/AR, okreslajacego stosunek szerokosci
zeber do wymiaru komérki na wewnetrznym brzegu. Czerwona linia ciggla
przedstawia wykres czesto$ci drgan uzyskanych z dokladnej postaci réwnania
ruchu (4.38), a niebieska linia przerywana okresla t¢ czesto$¢ otrzymana
z przyblizonej postaci réwnania ruchu (4.39). Obliczenia powyzsze zostaty

wykonane dla stosunku modutéw zeber i matrycy E, [/ E =15 i stosunku

eams matrix

gestosci masy Wy,ums / Moasric = 2-5 (¥ poums = Vomarrix )- PIZYj€t0 parametr wielkosci
mikrostruktury A =7/40.
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(®)?

wl(m)

w2(m)

o iy & & I &5 s & s & bl
m=08/AR,
Rys. 4.7. Wykres pierwszych czgstosci drgan wlasnych (0)*:

w zalezno$ci od parametru m = 8/AR;

Z analizy wykresow na rys. 4.7 mozna stwierdzi¢, ze réznice pomic¢dzy
warto§ciami pierwszych czgstosci drgan otrzymanymi z doktadnego réwnania
(4.38) i jego przyblizonej postaci (4.39) nie s3 pomijalnie mate. Stad wniosek, ze
wyniki uzyskane z réwnan rézniczkowych, w ktérych pomini¢to pochodne
usrednionych modutéw sg obarczone btedem.

Ptyta pierscieniowa swobodnie podparta na brzegach

CzestoSci drgan wilasnych okreslimy w tym przypadku korzystajac z metody
r6znic skonczonych. Celem tych obliczen numerycznych bedzie okreslenie
wplywu udzialéw objetosciowych poszczeg6lnych warstw na wartosci pierwszej
czesto$ci drgan wiasnych i pokazanie, ze dobierajac odpowiednio ten udziat
objetosciowy mozna uzyskac czestosci drgan wyzsze lub nizsze od czgstosci dla
identycznej ptyty jednorodnej wykonanej z jednego lub drugiego materiatu.

Rysunki 4.8a-d przedstawiajag wykresy pierwszej czestosci drgan dla ptyt
pierscieniowych o réznym promieniu wewngtrznym i statej rozpigtosci
L=R,—R =3 m. Plyta jest wykonana z kompozytu stalowo-aluminiowego
0 nastgpujacych wilasnosciach materialowych poszczegdlnych skladnikéw;
aluminium E=69 GPa, p= 2720kg/m3, v=0.3, stal E=210GPa,
p=7800kg/m’>, v=0.3. Linia W przedstawia wykresy czestoici w przypadku,
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gdy warstwy zeber sg wykonane z aluminium, warstwy matrycy ze stali,
natomiast liniaa przedstawia wykresy czestoSci, gdy warstwy zeber sa
wykonane ze stali, a warstwy matrycy z aluminium. Wykresy sg wykonane w
zaleznosci od udziatu objetosciowego zeber w komérce. Wykresy na kolejnych
rysunkach (4.8) przedstawiaja wykresy pierwszej czestosci drgan wilasnych plyty
dla rosngcej wartoSci promienia wewnetrznego R, rys. 4.8a dla R =4 m,
rys. 4.8bdla R, =8 m, rys. 48cdla R =12 m irys. 4.8d dla R =, czyli dla
pasma ptytowego o rozpigtosci L=R, —R =3 m.

a) b)
2300
. 2100 — 2250
T 2000 &
500 ~ 2200
1800
777777777777777777777777777777777777777777777777 2150
70 f—o0 — T Ammgmmmssssssssssscscsscscccocscocooooe-
00 2100
00
w00 2050
0 02 04 06 08 1 d 92 as oe ue .
volume fraction of the beams [%] volume fraction of the beams [%]
2680
2450 d
C) 2660
2400 - = 2640
_ _. 2620
& 2850 2 2600
3 2580
' 2300
2560
e 2540
2520
2200 2500
o 0,2 04 0,6 08 1 0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
volume fraction of the beams [%] volume fraction of the beams [%]

Rys. 4.8. Pierwsza czgsto$¢ drgan wlasnych ptyty pierdcieniowe;j:
a)dla R, =4m,b)dla R =8m,c)dla R =12 m,d)dla R =00,
Linia---- czegstos¢ dla jednorodnej ptyty aluminiowej, linia — dla jednorodnej ptyty
stalowe;j

Z rys. 4.8 mozemy wywnioskowa¢, ze im mniejszy wewngetrzny promien plyty
pierscieniowej, tym wigksza réznica w czestosciach drgan dla plyty wykonanej z
materiatlu o podluznej gradacji wiasnosci i analogicznej plyty jednorodnej
wykonanej ze stali lub aluminium. W przypadku ptyty o promieniu
wewnetrznym R =4 m (rys. 4.8a) dla udzialu Zebra w szerokosci komorki
wynoszacym 70% mozemy uzyskacé czegsto$¢ drgan 16% mniejszg niz czestosé
dla jednorodnej ptyty aluminiowej i 20% wyzsza niz czg¢stos$¢ dla jednorodnej
ptyty stalowej. W przypadku, gdy promien wewngtrzny ro$nie, ta wlasciwosé
dla ptyt pierScieniowych o podtuznej gradacji wlasnosci swobodnie podpartych
na brzegach zanika. Dla ptyty o R, =< (pasma ptytowego) mamy do czynienia
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z kompozytem o stalym udziale objetosSciowym zeber w komoérce. Plyta
przestaje by¢ ptyta wykonana z materialu o podluznej gradacji wilasnosci,
rownania ruchu majg wowczas stale wspotczynniki i wartoSci pierwszej
czgstosci drgan wilasnych znajdujg si¢ pomiedzy wartoSciami dla jednorodnej
ptyty stalowej lub aluminiowe;.



5. Drgania cienkich ptyt pierscieniowych
o podtuznej gradacji wtasnosci
na dwuparametrowym niejednorodnym
podtozu sprezystym

5.1. Przedmiot analizy

Rozdziat ten jest po$§wigcony otrzymaniu i zbadaniu usrednionego modelu
matematycznego plyty o podiuznej gradacji wlasnoSci spoczywajacej na
dwuparametrowym mikroniejednorodnym podtozu sprezystym. Rozpatrywana
cienka ptyta o funkcyjnej gradacji wtasnosci ma taka sama budowe jak ptyta
analizowana w rozdziale 4 (rys. 4.2). Ptyta ta oddzialuje z podtozem sprezystym,
ktérego wlasnosci sa rézne dla obszaréw kontaktu z zebrami i warstwami
matrycy.

Przyjety model poditoza jest uogélnieniem podltoza typu Winklera.
Wprowadzony dodatkowy modut odpowiadajacy poziomej (réwnoleglej do
powierzchni srodkowej ptyty) deformacji podtoza umozliwia bardziej doktadne
opisanie wzajemnego oddziatywania ptyty i podioza. Przyktadowo mozna dzigki
temu opisa¢ plyty spoczywajace na gestej sieci pali posiadajacych sztywnos¢ na
zginanie. Podloze jest opisane przez dwa parametry: pionowy modut podioza &/
dla obszaru pod warstwami zeber i &, dla obszaru pod warstwami matrycy oraz
poziomy modut podloza k, dla obszaru pod warstwami zeber i k' dla obszaru
pod warstwami matrycy. Reakcje podtoza dla ptyty pierScieniowej maja trzy
sktadowe proporcjonalne do przemieszczen dolnej powierzchni ptyty, na ktéra
dziataja. Podobnie jak w pracy Gomulinskiego (1967) przyjmiemy, ze sity
reakcji podtoza odpowiednio w kierunku osi z,p,® sa okreslone wyrazeniami

R =k, w, R, =kr%apw, R, =k,%éaq}w, (5.1)
gdzie w(p,p) jest przemieszczeniem pionowym dowolnego punktu (p,®)
powierzchni srodkowe;j.

Przyjmiemy, ze, analogicznie jak ptyta, podtoze posiada A -periodyczng
mikrostrukture wzdhiz wspétrzednej &' i tagodnie zmienne usrednione
whasnosci wzdhuz prostopadtego kierunku wspétrzednej &2.
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Wprowadzmy w przestrzeni fizycznej zajmowanej przez ptyte biegunowy uktad
wspétrzednych OE'€%E®. Ustalajac x=(E',E%) i z=E&’ przyjmiemy, ze
niezdeformowana ptyta zajmuje obszar Q ={(x,z):—h/2<z<h/2,xeIl},
gdzie II jest powierzchnia $rodkowa ptyty, a h jej gruboscia,
(€',E)e[0,9,1x[Ry).R, ], 0< @, <21, 0<R,<R,.

Dowolna komérka o érodku w punkcie (E'.£%) bedzie okreslana jako
AEEY= =(E'—A12,E' + A12)x{E?}, gdzie A, 0<A<<o jest znanym
bezwymiarowym parametrem rozmiaru mikrostruktury. Grubosci jednorodnych
warstw s3 okreslone jako E'A'E?) i EA'(E?)=8, S=const, gdzie
NE)+N(E?) =A. Operator usredniania (2.5) dla ptyty kotowej przyjmie
postac

glan/2
<f>E.8H=1 [fmgHdn, (5.2)
g'-n/2

gdzie £' e [A/2,¢, —A/2], E* € [R,.R,].

Indeksy i,k,l bedg przebiegaty cigg 1,2,3, a «,B,0 cigg 1,2. Zmienng
czasowa oznaczymy przez t. Tensor metryczny dla uktadu OE'€? oznaczymy
przez gqp, przez € g tensor Ricciego, przez d, =9/95" pochodna, a kreska
pionowa przed dolnymi wskaznikami bedzie oznacza¢ pochodng kowariantng w
bazie g,5.

Réwnania modeli usrednionych otrzymamy w ramach teorii cienkich ptyt na
podiozu sprezystym. Oznaczajac odpowiednio przez w(&®,1), p(§%,1), U, k,_,
k
odniesiong do powierzchni $rodkowej plyty i moduly podioza sprezystego,

., Dprzemieszczenie powierzchni Srodkowej, obciazenie, gegstos¢ masy

otrzymujemy:
—relacje odksztalcenia przemieszczenia

Kop (€1) =—w(E") g5 » (5.3)
— energi¢ odksztalcenia
A 1 ocﬁyé 1h2 af
EE"=—B" Kt L J(w)? +5—k6 Iy wogw, (5.4)

gdzie: 8 ma charakter wielkosci tensorowej i
B =0.5B(g™ gP + gMgP +vEe®ePt +e™efy, B=En*/12(1-Vv?),
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— energi¢ kinetyczng zdefiniowang przez
K(@E*) =T, (5.5)
W celu uzyskania réwnan ruchu zdefiniujemy lagrangian

ﬁ(',\’V‘aB,W,VV‘a,W)ZK(',W)_E(',WOLB,VV‘OL,W). (5'6)

Definiujac funkcjonat dziatania (2.8) w postaci

AW), pO)= [ [CLCW g0, W) + PO WE)E (5.7)
IT

Ty

mozemy zapisa¢ réwnania ruchu w postaci réwnan Eulera-Lagrange

0 oL oL oL oL
ook + %) (5.8)
orow &)w‘mB s 8w‘a | ow

Ten bezposredni opis prowadzi do réwnan ruchu z nieciaglymi i silnie

oscylujagcymi  wspoéiczynnikami. Stad jest on zbyt skomplikowany do
zastosowan inzynierskich i obliczen numerycznych.

5.2. Model tolerancyjny

Usrednione réwnania ruchu modelu tolerancyjnego otrzymamy korzystajac z
techniki tolerancyjnej aproksymacji w zastosowaniu do u$redniania lagrangianu
(5.6). W tym celu dokonamy dekompozycji (2.5) pola przemieszczeh w(§*,t)

wE&LEXn=w" €& +h" ENHV,(EEN D, A=1..,N, (5.9

gdzie wolno zmienne funkcje w’(-,E%,1)e SVZ(I1, A), V,(-E%,1)e SVS (T, A)
sg podstawowymi niewiadomymi modelu. Znane funkcje ksztaltu fluktuacji
przemieszczen h*(,E*) sa A-periodycznymi funkcjami wspéirzednej &',
zaleznymi od &°.

Podstawiajac prawa stron¢ réwnania (5.9) do funkcjonatu (5.6) i korzystajac
z zasad tolerancyjnej aproksymacji, otrzymujemy funkcjonal dziatania (2.17)
W postaci



Termomechanika ciat z pewna niejednorodna mikrostruktura 79

Ah(WO,vA)zjj(< L, >+<p)>w’(O+< p()h () >V, ()dE%dt,  (5.10)

1
gdzie usredniony lagrangian (5.6) jest okreslony wyrazeniem
<L, > (‘:uswosauwoswo\ﬂﬁsVA\zz’ VA\zavA’WO’VA) =

1 0 0 11 A 0 12 A 0
:E<B°‘Bw>wmwm+<B M > VW +2< B R >V W+

1
<B®™h* >V, W +5<B““h"\11h3\11 >V, Vgt <B" 2 WY h® >V, Vo, +

|22

1
2< BRI R >V, Vi, 7< B2 10" >V, Vi, +

2
+%<kZ >w' wi+ <k bt >V, +%<kZhAhB >VAVB+%<I<, >8%9,w° 9w’ +

2 2 2
+h7 <k, " >8%9,w°V, +h7 <k, h*>8%9uw’ 0,V +% <k h*nh®y >8"v, v, +

2
+%<k,hAhB >62282VA82VB+%<u>w"w°+<uh“ >w"VA+%<uhAhB >V, V,.

(5.11)

Stosujac zasade stacjonarnosci dziatania

00<L,> |d<L,> N 0<L,>| 9d<L,>_
ar o’ ol ow, ow ’
g “
ia<§h>_ o<L,> N o<L,> _a<,ch>:<phA>’ A=1..N.
o dV, Vo Wy av,

[22
(5.12)
otrzymujemy z lagrangianu (5.11) nastepujacy system usrednionych réwnan ruchu dla
modelu tolerancyjnego plyty o podluznej gradacji whasnosci spoczywajacej na
dwuparametrowym mikroniejednorodnym podiozu sprezystym.
(< B%M > WO\W)\aB +(< B hA\n >VA)\04’> +2(< B'? hA‘l >VA\2)\043 n
h2

+(<BEP RSV, ) gt <k, >w' <k b SV, —Taa(< k, > 8% 95w") +

2 2
—%aq« k, b >3 VA)—%BQ(< k, h* >89,V )+<u>1i’ =< p>,
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(5.13)
(<BZ® h* > o)y, + (< B2 P " SV, + (< BPZ R AT SV ), +

—4(< B RN W) Vo), = 2< B R >wlep ), +

<B"® hMy > wlap+ < B RN kB >V +< BY P R gt SV

B|22 +

2
+<k, h* >w’+<k h*h® >V, —%az@ k, b >89w°) +

h2 h2
+ <k h'y >80’ _Taz(< k, h* h® >8%0,V,) +

2
+h7< k, ' h%n >8"'V, +<uh* h® SV, =< ph* >.

Podkreslone sktadniki powyzszego uktadu réwnan ruchu zaleza od parametru
wymiaru mikrostruktury. Réwnania (5.13) wraz z dekompozycja pola
przemieszczen (5.9) tworza tolerancyjny model dynamiki cienkich ptyt
wykonanych z materialu podtuznej gradacji wtasnos$ci, w ktérym efektywne
wlasnosci sg stale w kierunku osi &' i zmienne w kierunku osi &2,
spoczywajacych na mikroniejednorodnym podtozu sprezystym.

5.3. Model asymptotyczny

Model asymptotyczny zbudujemy podobnie jak model tolerancyjny, poprzez
usrednienie funkcjonatu dziatania oraz korzystajac z rownan Eulera-Lagrange.
Niech A, =(—€A/2,eL/2) bedzie ciagiem komérek bazowych,

a A, (E*)=E&*+ A, ciagiem komérek o srodku w E* e IT.
Przyjmijmy, ze dla kazdego &“ eIl istnieje A -periodyczna aproksymacja
Z(y,&z,wo\ag,wo\a,VA‘zz, 0,V WOV, W' V,), ye A (E%) lagrangianu L.

Wyjsciowym zalozeniem modelowania asymptotycznego jest dekompozycja
pola przemieszczen

w,(v.£%.1) :w°(y,&,2,z)+ezﬁ‘*(%,§2) V,(3,E%.1), ye A (E), te (t.1;),(5.14)

gdzie funkcje h 4(y,E?) sg periodyczng aproksymacja silnie oscylujacej funkcji
() w AE®). Z formuly (5.14) otrzymujemy
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0w (&0 =00 (18,0 +0 (8D V,(n 80 +
+825A(§,&2) 3,V (7.E2.0),
Qe (.60 =0,w” (1,870 +0 " (.8 V, (0.8 0+
+2£E)IEA(%,§2) asz(y,gz,z)+ezﬁA(%,§2) 3,V (,E2.1),

W (8N = 0 0 8D+ ED V(80
yEAEY).  (5.15)
Przechodzac z € — 0 i pamietajac, ze ye A, (%), £* € IT, otrzymujemy
W (1,82, 1)=wlE . n+06), 9 (1,62, 1)=3 W EX.0 +0E),
9o ° (1.E2.1)= 9w (€%,1) + O(®),
v 8)=v, @ nroe. 0,08 )=0,V,E" D +0E.  (5.16)
0.V, (1.82,1)= 0,7, %0+ 0(@),
W (n.82.0) =W En+0E),  V,(1.EL1)=V,E"D+0().

Niech Zs bedzie rodzing wielomiandéw okres§lonych przez
Zg(gagzawyaawywawj‘aﬁ)a (517)

Bioragc pod uwage (5.16) i podstawiajac prawe strony wyrazen (5.15) do (5.17),
otrzymujemy

L. 2,8 w0 (&8, 0 +0e),wl (2,820 +0@) W (,E2,1)+O(e),
€ € € € (5.18)
W (8040 B, (80 +0@),

Przy przejsciu z € — 0 sktadniki O(e) w wyrazeniach (5.15), (5.16) moga by¢
pomini¢te. Pamigtajac o wlasnoSciach wartos$ci Sredniej, Jikov i in. (1994), przy
przejsciu z € — 0 funkcje £, daza stabow L] (R'”), v=1 do
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£olg o b . ebit (6 by . b v, (1)) =
=TAl Z()’aéa’wo( (x’t)’W\g(&a’f)’wo(&a’t)’w\(;ﬁ(& )"’anh )’E..z éa )dy,

(5.19)

Po zastosowaniu powyzszej formuty (5.19) do lagrangianu (5.6) otrzymujemy
L, w nastgpujacej jawnej postaci
L, (&“,W(),aaw(),wo\ag,VA‘zz, VA\Z’VA’W()) =
< B®W > W()\(xﬁ WO\W+ <B'"™ hA\u >V, WO\W +% <B" hA\u hB\u >V, Ve +

2
L k. >w’w’ +h—<k, > 3% ,w’ dgw’ +l<u > W’ W
2 8 2

(5.20)

Asymptotyczny funkcjonat dziatania b¢dzie zdefiniowany przez

AO(WOV )=
o . (5.21)
—jj(ﬁ 1 O O weg OV, O’ O < p() >w° ())dE dr,

0

gdzie L, jest okreslone wyrazeniem (5.20).
Z zasady stacjonarnos$ci dzialania otrzymujemy

2 oL, _[ oL, J {aaﬂ oL,

ot ow’° aw‘?xﬁ aw‘(; ow’ ’
|o ot

oL,

v,

(5.22)

=0, A=1,...,N.

Po podstawieniu wyrazenia (5.20) dla lagrangianu L, otrzymujemy z réw.
(5.22) nastepujace rownania ruchu modelu asymptotycznego
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hZ
(< BPm 5 Wo\w)m +(< B" P pty > Vgt <k, > w’ _Taa(< k, > 8% dpw’) +
+<u>w’=<p>,
<B"® pAy1 > wlag+ < B WA hB >V, =0,

(5.23)

Mozna zauwazy¢, ze z réwnan (5.23) mozemy wyeliminowa¢ funkcje amplitudy
fluktuacji przemieszczen V,

<B"™n" >
= W (5.24)
<B h"mhn>
Definiujagc modut efektywny
<B"™nP) >
BOSM =< BB 5 _ N2 B, > (5.25)

<B““hA\11 hB\n >

otrzymujemy z (5.23) nastepujace rdwnanie ruchu
h2
(<BJF™ > wo\w)‘aﬁ <k, >w’ -Taa<< k, > 8% 9w )+ <pu> i’ =< p>.
(5.26)

Calkowite przemieszczenie dowolnego punktu powierzchni S$rodkowe;j
rozpatrywanej plyty jest okreslone wyrazeniem

<B"™h’ >

wE*, ) =w’ —n* w
< BllllhA‘“ hB‘“ > I

A=1..,N. (5.27)

Réwnanie (5.26) wraz z wyrazeniem (5.27) tworza model asymptotyczny
rozpatrywanych ptyt. Réwnania te, podobnie jak réwnania (5.13) modelu
tolerancyjnego, sa rdwnaniami rézniczkowymi o gtadkich funkcyjnych
wspélczynnikach w przeciwienstwie do wyjsciowych réwnan (5.8), ktére
posiadaty nieciagte i silnie oscylujace wspétczynniki.
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5.4. Drgania wiasne ptyt o podtuznej gradacji wiasnosci
na mikroniejednorodnym dwuparametrowym podtozu
sprezystym

Zastosowanie otrzymanych usrednionych réwnan zilustrujemy prostym przyktadem
dotyczacym znalezienia czestosci drgan wilasnych plyty pierScieniowe;j
spoczywajacej na dwuparametrowym podtozu sprezystym. Analiz¢ nasza
ograniczymy do znalezienia czgsto$ci drgan o postaci biegunowo symetryczne;.
Zbadamy wplyw wzajemnych relacji pomiedzy warto§ciami modutéw podioza
na warto$ci czesto$ci drgan. WartoSci moduléw podloza pod zZebrami
oznaczymy przez k,— modut pionowy i k,— modut poziomy podtoza, oraz w
obszarach pod matryca przez k. — modut pionowy i k; — modut poziomy (rys.
5.1). Oznaczenia dla sktadnikéw plyty s3 analogiczne jak na rys. 4.6.

’ ’ d
koyk, it kLK )
k, £ =p
L
Rl
\ = 51 =@
N/ pe<-m,. 7>

Rys. 5.1. Fragment powierzchni §rodkowej ptyty z FGM
na dwuparametrowym podlozu sprezystym

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, analogicznie jak w rozdziale 4, tylko
jedna funkcje ksztattu fluktuacji przemieszczen h(-)

h=X (cos(2nE' /L) +C), (5.28)

gdzie A jest wymiarem komérki. Funkcja C(E®) okre$lona z warunku
<ph>=0 ma postaé

= M 118 sin(nd/ &)

(5.29)
T3+, (E*A—8))
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Stad réwniez tylko jedna funkcja amplitudy fluktuacji przemieszczen V(E%,r)
w rOéwnaniach ruchu.

Model tolerancyjny
Definiujac odpowiednio skladowe fizyczne modutéw sztywnosci plyty
BRR g2 B2 _p2pl2  BUN_dplll s modutéw  podioza
k8" =k/p*, k8% =k i korzystajac z definicji pochodnej kowariantnej,
otrzymujemy z réwnan (5.13) nastepujace réwnania ruchu dla drgah o postaci
biegunowo symetrycznej

In(< B >9,w") + 9 (< B >9,w0) + 29, (< B > 9 p,w') +
+%< B"" >9,w° —p;az(< B! >82w°)—%82(< B*?"'>09,,w’)+
2 o 2 D 1 D
+ o <BPUy >V = 0,(< By > V) + 0 (< BP Ty > V) +
+§<§Hn}ﬁu >V—pi382(< E““hm >V)+0,,(< B*2h>0,V)+
20,(<B¥Ph>09,V) = 9,(< BH"h>03,V)
t<k >n’ o 0o_n 0y _
C>w A<k h>V Tp<kr>82w 50, (<k, >d,w)
~ 9, (<k, >3,V 1+ <> =0,
(5.30)
1 nllll 0 1 n1122 0 1 nllll
F<B %1>32W +p7<B 1%1>822w +?<B hyy iy >V +
+piz<1§““@11h>822V+822(%<§22“ h>0,w")+
+822(<§2222h>822w°)+822(p—12<§22“hmh>V)+
+9,, (< B*hh >822V)—4az(piz <BCh by >0,V +
23, (<k h>d, WO <k hh>V =19, (< k hh>3,V)+
+ 1<k by by > LV <hph>V =0,
Powyzsze réwnania posiadajg gladkie funkcyjne wspdtczynniki 1 stad

w ogélnym przypadku do rozwigzania okreslonego problemu poczatkowo-
brzegowego nalezy uzy¢ znanych metod numerycznych.
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Model asymptotyczny
Réwnanie modelu asymptotycznego dla drgan w postaci biegunowo syme-
trycznej, otrzymane z réwnania (5.26), ma postac

922(D, 0,W") ++20,((D, = 5D,)95y W)+, (D, 3,w") +
2
—?ﬂaz(D¢azw°)+?ﬂD¢azw°+ <k, >w’-"_<k, >%82w0)+ (5.31)
2
— 10, (<k, >0, )+ <>’ =0,
gdzie D,(p)= qu;zz . Dy(p)= p“Beli‘flf11 . Dy(p)= szi;fzz . Powyzsze réwnanie
reprezentuje jedno czastkowe rownanie rézniczkowe dla $redniej warto$ci

przemieszczenia wl(,1).

Poszukujac czestosci kotowych @ drgan harmonicznych plyty, przyjmiemy
nastepujaca postaé nieznanej funkcji w°(-,r)

w(x,,1) =W (x,)e™ (5.32)

Po podstawieniu wyrazenia (5.32) do réwnania (5.31) otrzymujemy nastgpujace
réwnanie dla Ww° (x,)

L(#°(p)) =0, (5.33)
gdzie operator r6zniczkowy dany jest funkcja
L(°,p) =0, (D, azzw0)++§az((D, —3D,)0, w") +%822(Dw 9,w’)+
— L 0,(Dy 00"+ Dy <k, > ' =<k, > Lo, +

—@82(< k, >9,w°)'—<u> 0w’
(5.34)

Warunki brzegowe dla ptyty pierScieniowej zamocowanej na obu brzegach maja
nastepujacg postac

(5.35)

Czesto$ci drgan wlasnych rozpatrywanej plyty, poszukiwane metoda Galernika,
otrzymamy z réwnania
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R,
[L e f(Prdp=0. (5.36)

Ry

Jako funkcje f(p) przyjmiemy funkcje opisujacg pierwsza postaé drgan
pierScieniowej ptyty zamocowanej wykonanej z materiatu izotropowego

F(P)=AlLy(h,, 2 )+4246.1688 Ko (A, £)— 61527127, (A, 2 )+

w RO

(5.37)
—586.0203Y,(A,, )],

gdzie A, =2.3579 jest pierwsza czgstoscig drgan wilasnych izotropowej ptyty
pierscieniowej o promieniach: wewnetrznym R; = 1.0 m i zewnetrznym
R2 =3.0m.

Obliczenia numeryczne
Obliczenia numeryczne zostaty wykonane dla ptyty pierScieniowej o promieniu
wewnetrznym R, = 1.0 m i promieniu zewnetrznym R, = 3.0 m. Warstwy
matrycy piyty (rys. 5.1) sa wykonane =z aluminium: FE =69 GPa,
p=2720kg/m>, v=0.3, natomiast warstwy zeber o szerokoéci d =0.5AR,
(A=2m/60) ze stali: E=210 GPa, p=7800kg/m>, v=0.3.

450T

(w)? /

350T

7

wl(k)

w2(k)

300T

2501 JPEPTE

4 4 4 4 4 4 4 4 4
y T T T T T T T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

k
Rys. 5.2. Wykres kwadratéw pierwszych czestosci drgan wlasnych (0)*:

w zaleznosci od parametru k =k_ /k,
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Celem obliczen numerycznych jest ocena wptywu poszczegdlnych parametréw
podtoza sprezystego na wartosci pierwszej czestosci drgan wiasnych.

Na rys. 5.2 przedstawiono wykresy kwadratow warto§ci pierwszej czgstosci
drgan (w)® w zaleznosci od parametru k = k. k. , stosunku wartosci pionowego
modutu sprezystosci podloza pod warstwami matrycy do wartosci pionowego
modulu sprezystosci podioza pod warstwami zeber. Wykres czestosci o, (k)
(czerwona linia ciggla) zostal wykonany dla warto$ci pionowego modutu
podioza pod zebrami &, =50.0 MN/m’i wartoéci poziomego modutu podtoza
k; =25.0 MN/m®. Wykres czgstosci m, (k) (niebieska linia przerywana) zostat
wykonany dla wartosci pionowego modutu podtoza pod Zebrami
k, =20.0MN/m’ i wartoéci poziomego modutu podtoza k=10.0 MN/m’.
Analizujgc rys. 5.2, mozna stwierdzi¢ liniowa zalezno$¢ warto$ci pierwszej
czestosci drgan wiasnych od stosunku warto$ci pionowego modutu sprezystosci
podtoza pod zebrami do warto$ci modutu pod matryca.

280T
()’
2607

2407

wi(p) 220T

w2(p)

2007

1801

1607

ot
=
ot
Q
ot
%
ot
°

0 (g.l (5.2 0:.3 (;.4 (5.5
p
Rys. 5.3. Wykres kwadratéw pierwszych czestosci drgan wlasnych (0)*:

w zalezno$ci od parametru p =k_/k;

Na rys. 5.3 przedstawiono wykresy kwadratéw warto$ci pierwszej czgstosci
drgan (w)* w zalezno$ci od parametru p = k_/k,, stosunku wartosci pionowych
modutéw do wartosci poziomych modutéw sprezystosci podloza. Przyjeto
takie same proporcje warto§ci modutéw pod zebrami do warto$ci modutéw
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pod matryca zaré6wno dla modutéw pionowych, jak 1 poziomych
k. 1k =k//k/=0.4. Wykres czgstosci (k) (czerwona linia ciagta) zostat
wykonany dla wartoéci poziomego modutu podltoza pod matryca
k/=20.0 MN/m® Wykres czestosci , (k) (niebieska linia przerywana) zostat
wykonany dla wartoéci poziomego modutu podtoza pod matryca
k/=5.0 MN/m®. Analizujac rys. 5.3, mozna stwierdzi¢ znaczny wptyw
poziomego modutu sprezystosci podioza na pierwsza czesto§¢ drgan wiasnych
plyty. Czestos¢ ta zalezy w sposob liniowy od stosunku wartosci pionowego
modutu sprezystosci podtoza do warto$ci modutu poziomego.



6. Statecznosé¢ cienkich ptyt wykonanych
z materiatlu o podtuznej gradacji wiasnosci

6.1. Przedmiot analizy

Przedmiotem analizy beda zagadnienia liniowej statecznos$ci cienkich ptyt
sprezystych wykonanych z materialu o podtuznej gradacji makrowtasnosci.
Budowa analizowanych ptyt jest identyczna jak tych rozpatrywanych
w rozdziale 4 (rys. 4.1 i rys. 4.2). Ptyty maja A -periodyczng mikrostrukture
wzdtuz wspétrzednej &' i tagodnie zmienne usrednione wiasnosci wzdtuz
prostopadtego kierunku &*. Efektywne wtasnoéci ptyty s3 state wzdhuz
wsp6étrzednej &' i wolno zmienne wzdhuz wspétrzednej &2 .
W celu opisania plyty wprowadzimy prostokatny krzywoliniowy ukiad
wspétrzednych OE'€E’ w przestrzeni fizycznej zajmowanej przez plyte.
Definiujac XE(F,I,F,Z) i z=<t,3 przyjmiemy, ze niezdeformowana ptyta
zajmuje  obszar Q={(X,2):—h/2<z<h/2,xell}, gdzie II jest
powierzchnig Srodkowa ptyty, a h gruboscia ptyty. Dla przyjetego na
powierzchni  $rodkowej krzywoliniowego uktadu wspétrzednych OE'E?
uzyjemy znanych oznaczefi: g,g dla tensora metrycznego powierzchni, € g dla
tensora Ricciego, natomiast pionowa kreska przed wskaznikami bedzie oznaczad
pochodna kowariantna w bazie g, . Definicje komdrki bazowej i operatora
usredniania sg analogiczne jak w rozdziale 4 (wzory (4.1) i (4.2)).
Rozwazania nasze ograniczymy do technicznie nieliniowej teorii cienkich ptyt
(Wozniak [red.] (2001)). Oznaczajac przemieszczenie powierzchni $rodkowej
przez w(§",1) i obciazenie przez p(§*), otrzymujemy:

@) relacje odksztalcenia — przemieszczenia oraz zwiazki konstytutywne

Kap = "Wap > m™ =Bk, 6.1)

gdzie B*™™ =0.5B(g™ g + g™ g +v(e@eM 1%y, B=ER*/120-Vv?),
(i1) réwnania réwnowagi

m*™Plog +(n*p)  +p =0, (6.2)

gdzie n sg sitami normalnymi dziatajacymi w ptaszczyZnie plyty.
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Wprowadzajac funkcjonat dziatania

A p) = [ (LCWogowe) + POWEE® (6.3)

I1
z lagrangianem okre$lonym wyrazeniem
. _ 1 papy 1 of
E(,w‘aﬁ,w‘a)—iB Wiap Wy 57 W Wg > (6.4)
otrzymujemy z zasady stacjonarnosci dziatania réwnania Eulera-Lagrange

5 d
e f o —(ava)mB =p. (65)

Podstawiajac wyrazenie (6.4) do réwnan (6.5), otrzymujemy réwnania
rownowagi (6.2). Réwnania te, jak zawsze w przypadku ciat z mikrostruktura,
posiadajg nieciagte i silnie oscylujace wspoétczynniki.

6.2. Model tolerancyjny

Podobnie jak w przypadku opisu zagadnien dynamicznych dla ptyt o funkcyjne;j
gradacji struktury, nasze rozwazania rozpoczniemy od podstawowego zalozenia
o dekompozycji pola przemieszczen

wE' &0 =w" €& 0 +h" EHV,(EE% ) A=1..,N, (6.6

gdzie wolno zmienne funkcje w’(-,E*,f)e SVSZ(H, A), VA(~,§2,t)e SVSZ(H, A)
sg podstawowymi niewiadomymi modelu. Znane funkcje ksztaltu fluktuacji
przemieszczen h”*(-) sa A-periodycznymi funkcjami wspétrzednej E',
zaleznymi od &2.

Usredniony funkcjonal dziatania A, otrzymamy podstawiajac prawa strong
rOwnania (6.6) do wyrazenia (6.4). Korzystajac z zasad tolerancyjnej
aproksymacji, otrzymujemy usredniony funkcjonat dziatania w postaci

A0, )= [ L, >+ < pO)>w O+ < pOR O SV, ONES . (6.7)
I1

gdzie usredniony lagrangian jest okre§lony wyrazeniem
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<Ly >= 5 <B¥M >0 pwiyt < B0 > WV, + < BERY SV wh +

+2< BN > whV g+ < B ERYRT >V, Vo, +5 < B R A >V, v, +

[22
+2 < BPERR >V, Vi 5 <BPRRUNE >V, Vi, +
5 <n® >0t <nPhty > WV, + <n®ht >V, w0+
5 <n RO >V, Vit <nPhRE >V Vg 45 <nPhOhT >V, Vi,

(6.8)
Stosujac zasad¢ stacjonarno$ci dziatania do funkcjonatu (6.7), otrzymujemy

nast¢pujagce réwnania modelu tolerancyjnego opisujace stateczno$¢ plyty
wykonanej z materiatu o podtuznej gradacji wtasnosci

(< Bm 5 WO\W)\aB +(< B“BllhA\u > VA)\aB + (M‘/A\zz)\aﬁ +
_ (NGBWO\ﬁ)‘a =0,

(6.9)

< BllwhA\n > WO\W +< BllzzhA\nhB SV s+ < BllllhA\n hB\ll >Vy +

[22
+ (MWO‘W)DZ + (< BllzzhAhB‘ll >VB)‘22 + (m‘/g‘zz )‘22 +

—2(< BMMRA, >W0‘w)‘2 —4(< B"h* 1 h®) Vo) +

—(NZ<h B SVy,), + NV <h* 1P >V, = 0.

p

Otrzymujgc powyzsze réwnania przyjeliSmy, ze sity n™ mozemy przedstawic

w postaci dekompozycji
nPEN=NPE)+A"E), (6.10)

gdzie N =<n® > s funkcjami wolno zmiennymi i 7% jest oscylujaca
czesciag sit (), takg ze <n B >=0. Przeksztalcajac rownania (6.9) przyjeto,
7e oscylacyjna czgs¢ n By sit n®() jest bardzo mata w poréwnaniu do jej
usrednionej czesci N i stad <n** h* h® >= N> <h* h® >.

Réwnania (6.9) powinny by¢ rozpatrywane tacznie z warunkami brzegowymi
dla usrednionych przemieszczen w’«()) i amplitudy oscylacji przemieszczeh
V, (). Otrzymane rozwigzania maja fizyczny sens tylko, jezeli w’«() i V,(-)
sa funkcjami wolno zmiennymi wzgledem wspétrzednej &'. Warunek
ten okre§la obszar poprawno$ci zastosowah proponowanego modelu
tolerancyjnego. Podkres§lone sktadniki w réwnaniach (6.9) zaleza od parametru
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wymiaru mikrostruktury, stad proponowane réwnania modelu tolerancyjnego
uwzgledniajg wptyw wymiaru mikrostruktury na otrzymane rozwigzania.

6.3. Model asymptotyczny

Réwnania modelu asymptotycznego otrzymamy, podobnie jak réwnania modelu
tolerancyjnego, w wyniku usrednienia funkcjonatu dziatania (6.3). Utwérzmy,
podobnie jak w rozdziale 4, ciag komorek bazowych A, =(—eA/2,er/2), a
niech A,(E*)=E&*+A, bedzie ciggiem komérek o s$rodku w E%eIl.
Przyjmijmy, ze dla kazdego &£* eIl istnieje A -periodyczna aproksymacja
Z(y,&z,w‘aﬁ,w‘a), ye A, (") lagrangianu L.

Wyjsciowym zalozeniem, analogicznie jak w modelu tolerancyjnym, jest
dekompozycja pola przemieszczen

w£<y,é2>=w°(y,§2>+szﬁ‘*(§,§2>vA(y,&2>, ye A ("), (6.11)

gdzie funkcje h 4(y,E?) sg periodyczng aproksymacja silnie oscylujacej funkcji
() w A®). Dla modelu asymptotycznego nie musimy czyni¢ zatozenia
o wolnej zmiennosci podstawowych niewiadomych w°(y,E?) i Vi( v,E%).
Z dekompozycji (6.11) otrzymujemy analogiczne wyrazenia do podanych
wzorami (4.14) 1 (4.15).

Jezeli Zg bedzie rodzing wielomianéw dla L okreslong przez

Zg(f,éz,wa,w‘aﬁ), (6.12)

to biorac pod uwage wzory (4.15) i podstawiajac prawe strony wyrazen (4.14)
do (6.11), otrzymujemy

Zs(%,ﬁz,w?x%,ﬁz)+0(8)’”’\(;;3%,{;2)+8115A(§,§2)VA%,{;2)+0(8)) . (6.13)

Przy przejsciu z € — 0 skladniki O(€) w wyrazeniu (6.13) moga by¢ pominigte.
Pamietajac o wlasnoSciach wartosci Sredniej, Jikov i in. (1994), przy przejsciu
z € -0 funkcje £, daza stabow L} (R"’), y21 do
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e g &b, )=

.([)Z:(yE-' W\oc( )W\ocB(E.v )+anh (y éz EJO‘ )dy’ éu (614)

Lo,

Po zastosowaniu formuty (6.14) do zapisanych powyzej lagrangianéw
otrzymujemy L, w nastgpujacej jawnej postaci
L, (&“,wo\a,wo\aﬁ,vA) =
=2 < B > WO+ < BN > w45 < B AR n >V, v, +
+% <n®®> wanp.
(6.15)

Asymptotyczny funkcjonat dziatania b¢dzie zdefiniowany przez

A0, )= [ (Lo € wh O OV ()+< pO >W' (), (6.16)
I

gdzie L, jest okreslone wyrazeniem (6.15).
Z zasady stacjonarnos$ci dzialania otrzymujemy

foe, | foe) _
Miop Ml "
jof @ (6.17)
%0 _o, A=1...N
v,

Korzystajac z wyrazenia (6.15) dla lagrangianu L, otrzymujemy z réwnan
(6.17) nastepujace réwnania opisujgce stateczno$¢ ptyty o podtuznej gradacji
wlasnos$ci w modelu asymptotycznym

(< B®¥™ > wom)‘aﬁ +(< B"P py > Vidap = (N W‘%)‘q =< p>,

(6.18)
< BllocB hA‘“ S Wo‘aﬁ+< BmlhA‘“ hB‘“ >V, =0.

Mozna zauwazyé, ze z réwnania (6.18); mozemy wyeliminowaé funkcje
amplitudy oscylacji przemieszczen V,
<anh3‘11 >

V, = wo . (6.19)
A < B““hA\nhB\n > m

Oznaczajac przez B;EW modut efektywny
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<anh3‘11 >

BYW —< pOPM 5 _
o < B““hA\n hB\n >

<B"®pty >, (6.20)

otrzymujemy 2z réwnania (6.18) nastgpujace réwnanie dla zagadnienia
stateczno$ci w modelu asymptotycznym

(< Bf‘ﬁﬁw > WO\W)\aﬁ _ (N“B W‘%)‘a =<p>, (6.21)

gdzie wystepuje tylko jedna niewiadoma funkcja usrednionego przemieszczenia
w’(E%) . Catkowite przemieszczenie dowolnego punktu powierzchni $rodkowej
w(€*) jest okreslone wyrazeniem

<B"nn>

w
1111, 4, 1B
<B" " hjuh"m > [

wE*) =w’ —n* A=1,.,N. (6.22)
Réwnanie (6.21) wraz z wyrazeniem (6.22) tworzg system réwnan modelu
asymptotycznego rozpatrywanych ptyt.

6.4. Przyktady statecznosci liniowej ptyt o podtuznej
gradaciji wtasnosci

Zbadamy liniowa stateczno$¢ dwoéch rodzajow ptyt wykonanych z materiatu o
podtuznej gradacji wiasnoSci. Rozwazania ograniczymy do przypadku, gdy
wystepuje tylko jedna funkcja ksztattu fluktuacji przemieszczen, stad mamy
A=B=1, h*()=h() i V,(E")=V(E"). Okreslenie doktadnej postaci funkcji
ksztattu fluktuacji przemieszczen dla rozpatrywanej ptyty jest bardzo trudne,
stad przyjmiemy jej przyblizong posta¢. Zgodnie z warunkami podanymi w
pracy (Wozniak, Michalak, Jedrysiak, [ed.] (2008)) funkcja ksztattu powinna
zaleze¢ od A’ jako parametru i spetnia¢ dla zagadnien statycznych warunek
<h>=0. Dla rozpatrywanej komoérki jednowymiarowej jako fluktuacyjna
funkcje¢ ksztattu przyjmiemy

h=M\ cos(2rE' /1), (6.23)
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6.4.1. Statecznos¢ pasma ptytowego o podtuznej gradacji
wiasnosci

Przedmiotem rozwazan bedzie stateczno$¢ bifurkacyjna pasma plytowego

swobodnie podpartego na brzegach. Budowa i fragment powierzchni srodkowej
rozpatrywanej plyty sa przedstawione na rys. 6.1.

2

m
=
—
>

PALyibd
EEEEEREY

K. L -
+ o+

Rys. 6.1. Fragment powierzchni srodkowej pasma plytowego o budowie
mikroniejednorodnej, Michalak, Wirowski (2009)

Model tolerancyjny
Przeksztalcajac odpowiednio réwnania (6.9), otrzymujemy nastepujacy system
dwdéch réwnan opisujacych stateczno$¢ analizowanego pasma ptytowego

L(w°.V.N*?)=0, L(w°.V.N*?)=0, (6.24)
gdzie uzyte operatory rézniczkowe maja postaé

Li()=05,(<B™? > 0p,w + <B™'hy >V+<B*2h>0,V) - N29,n",

(6.25)
L,() =0, (< B¥?h>0,w°+<B"?h d,,h >V+<B*?hh>09,,V)+

-49,(<B"”%9,hd,h>0,V)+<B"*9,,h>0,,w+< B9, ,hh> 09,V +
+<B'"9,,hd,\h>V -N*? <hh>0,,V.

Otrzymane réwnania maja ciagte, gladkie funkcyjne wspdiczynniki i do ich
rozwigzania uzyjemy przyblizonej metody Galernika

L L
[Lfa ) fu)dn, =0, [L(f,(0,) £,(x)dx, =0, (6.26)
0 0
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gdzie jako funkcje f, (x,) 1 f,(x,) przyjeto funkcje spetniajace przyjete
warunki  brzegowe dla pasma plytowego  f, (x,)=w,sin(nx,/L),
f,(xy)=V;sin(nx, /L) .
Korzystajac z réwnan (6.26), mozemy okreS§li¢ krytyczng warto$¢ sit
Sciskajacych N**. Na rys. 6.2 przedstawiono wykres wartoéci krytycznej sity
N** w zaleznoéci od proporcji wymiaru mikrostruktury A do rozpigtosci pasma
L (Michalak, Wirowski (2009)). Wykres uzyskano dla ptyty grubos$ci
h=0.03 m, rozpigtoSci L=3m i proporcji materiatlowych zeber do matrycy
E,/E,=10,v,/v,=2.
279,15

279,1 _\

\ ——Tolerance model
279,05
\ 6/n = 0.1
279 \
278,95

AN
\

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
AML[-]

Ner [kN]

278,85

Rys. 6.2. Wykres najmniejszej wartosci sity krytycznej N 2
w zaleznoéci od parametru A/ L

Model asymptotyczny
Przeksztalcajac odpowiednio réwnanie (6.21), otrzymujemy réwnanie opisujace
stateczno$¢ rozpatrywanego pasma ptytowego dla modelu asymptotycznego

LW’ ,N*)=0,,(< B;* >9,,w") = N?9,,u’ =0. (6.27)
Podobnie jak w modelu tolerancyjnym, rozwigzania réwnania (6.27) bedziemy
poszukiwac przyblizona metoda Galerkina

L
IL(fW(xz)) fo(x)dx, =0, (6.28)
0

gdzie f,(x,)=w,sin(nx,/L).
Wykres najmniejszej wartosdci sity krytycznej w zalezno$ci od proporcji 8/A
(stosunku szerokosci zeber na obu brzegach pasma) jest pokazany na rys. 6.3.
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Rys. 6.3. Wykres najmniejszej wartosci sity krytycznej N =N,

Powyzszy wykres zostal wykonany dla analogicznych parametréw geometrycz-
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w zaleznoéci od parametru &/A

-

— A/L= 0.1

r

nych i materiatowych pasma ptytowego, jak w modelu tolerancyjnym.

6.4.2. Statecznos¢ plyty pierscieniowej o podtuznej gradaciji
wiasnosci

Stateczno$¢ plyty pierscieniowej wykonanej z materialu o podtuznej gradacji
wlasnos$ci zilustrujemy w tym rozdziale prostym przypadkiem liniowej utraty
stateczno$ci o postaci biegunowo symetrycznej dla ptyty pierScieniowe]

zamocowanej na obu brzegach (rys. 6.4).

Rys. 6.4. Ptyta pierscieniowa o podtuznej gradacji wtasnos$ci
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Model tolerancyjny
Definiujagc odpowiednio skladowe fizyczne moduléw sztywnosci plyty
BrR g2 pUm_pgigh2 BN _gdpllil i ggadowe  fizyczne it
normalnych N" =p°N", N =N? oraz korzystajac z definicji pochodne;j
kowariantnej dla uktadu biegunowego na powierzchni S$rodkowej ptyty,
otrzymujemy z réwnan (6.9) nastgpujace rownania utraty statecznosci o postaci
biegunowo symetrycznej

(< B¥ >0,,w") + 20, (< BP >9,0") 429, (< B >9,,n") +
+,T13< B> 9,1’ —pizaz(< B"'>0,w")~9,(<B?! >0 ,w")+
+p*24<E22“h¢11 >V—pi}82(< Ezz“}ﬁ11 >V)+pi2822(< Ezz“}ﬁ11 >V)+
+,724<I§thm >V—pi382(< B hy, >V) 49y, (< BP2h>0,V) +
20,(< B >0,V) ~20,(< BH"P1>0,V) ~N" 29,0’ =N 9 ,w") =0,
(6.29)
pi}<B““lhI >82w°+pi2<B“22hT11 >E)22w°+pi4<B““lﬂnhw11 >V +
+p—12<1§““lﬁ“h>822V+822(%<§22“ h>0,w)+
+0,,(< Emzh>822w°)+822(piz<§22“hmh>V)+
+0,,(< B*hh >822V)—4az(piz< B hy >0,V +
~NZ<hh>3y,V +N" <y > V+<hph>V=0.
Réwnania (6.29) reprezentuja system dwoéch czastkowych réwnan
r6zniczkowych dla u$rednionego przemieszczenia w(-) i amplitudy oscylacji

przemieszczen V(-). Warunki brzegowe odpowiadajace tym réwnaniom dla
plyty zamocowanej na obu brzegach sg dane przez

wPE=R)=w'(Pp=R)=0, 9w (P=R)=0,w"(p=R,)=0,

V(p=R)=V(p=R)=0, ,V(p=R)=9,V(p=R)=0.  (6.30)

Powyzsze réwnania opisujg zagadnienie zginania plyty o podiluznej gradacji
wtasno$ci poddanej dziataniu sit $ciskajacych w ptaszczyznie §rodkowej ptyty,
dla modelu tolerancyjnego.
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Model asymptotyczny
Réwnanie modelu asymptotycznego dla plyty pierScieniowej, otrzymane z
réwnania (6.21), ma nastgpujaca postac

022(D, 0y, W") ++20,((D, =3 D)0 W) + 5025 (D, 0,w") =0, (Dy 0,w°) +
p—ﬂD(Pazwo - N, 0, —N(P%E)zwo =0.
(6.31)

gdzie oznaczylismy D, =B, D,=p"Byy', D,,=p°Bx', N,=p’N'",

N,=N?.Powyzsze réwnanie reprezentuje jedno czastkowe réwnanie

rézniczkowe dla usrednionego przemieszczenia w’(p) i warunki brzegowe dla

plyty zamocowanej na obu brzegach maja postac¢

wPE=R)=w'(P=R)=0, ' (P=R)=0,w"'(p=R,)=0. (6.32)

Réwnanie (6.31) modelu asymptotycznego przedstawia pojedyncze rownanie
rézniczkowe dla usrednionego przemieszczenia w’(p) i ma postaé podobna do
rOéwnania opisujgcego statecznos¢ plyty pierScieniowej o cylindrycznej ortotropii
(Mossakowski (1960)). Réwnanie to zawiera gtadkie funkcyjne wspétczynniki
i w ogélnym przypadku do jego rozwigzania nalezy uzy¢ znanych metod
numerycznych.

Przyktady obliczen
W celu otrzymania warto$ci krytycznej sit $ciskajacych ptyte uzyjemy réwnan
modelu asymptotycznego rozpatrywanej plyty pierscieniowej. Poszukujac
rozwiazania réwnania (6.31), musimy okresli¢ zaleznos¢ pomiedzy brzegowymi
sifami Sciskajacymi a sitami normalnymi w ptycie N, i N, . Zwiazki pomigdzy
tymi sitami przedstawimy podobnie jak w przypadku ptyt pierscieniowych o
cylindrycznej ortotropii (Mossakowski (1960))

N, ==N()'™  Ny=-Nk()"". k=D, /D, . (6.33)

Podstawiajac zwiazki (6.33) do réwnania (6.31), otrzymujemy réwnanie
Lp,w’) =0 (6.34)

Z operatorem
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L(p,w") =0,,(D, d,,w") +%62((Dr —%qu,)azz w')+ %azz (D 9,w")+
1 1 - a1
—50,(D, 9,w") +-5D, 9, + N(R%)" '9,,mw’ — Nk(R%)" ! Eazwo.
(6.35)
Operator rézniczkowy (6.35) posiada gtadkie funkcyjne wspéiczynniki zalezne
od wspétrzednej radialnej. Stad do rozwigzania réw. (6.34) uzyjemy metody
przyblizonej. W celu uzyskania przyblizonego rozwigzania zagadnienia

statecznos$ci bifurkacyjnej rozpatrywanej ptyty uzyjemy metody Galernika.
Najmniejszg wartos¢ sit krytycznych otrzymamy z nastgpujgcego réwnania

Ry
[LCFO) fP)dp=0. (6.36)
R1

Jako funkcje f(p) przyjmiemy pierwsza posta¢ utraty statecznosci dla
izotropowej ptyty pierscieniowej zamocowanej na brzegach o wymiarach
geometrycznych R;-1.0 miR,-3.0 m.

f(pP)=w71.0- O.3661nRﬂl +1.604J, (3.1541%) -1.562Y, (3.154%) . (6.37)
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Rys. 6.5. Wykres najmniejszej wartosci sity krytycznej w zaleznosci od proporcji
d /' R,

Na rys. 6.5 przedstawiono wykres najmniejszej warto$ci sity krytycznej
w zaleznosci od parametru d/AR, (gdzie d jest stala szerokoscia zeber)
opisujacego udziat objetosciowy zeber w ptycie. Dla wartosci d /AR, =0 (plyta
wykonana tylko z matrycy) otrzymujemy wartos¢ sily krytycznej zgodna
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z warto$cig takiej sily dla izotropowej ptyty pierScieniowej. Wykres ten jest
otrzymany dla ptyty pier§cieniowej o wymiarach geometrycznych h=0.03 m,
R,=1m, R,=3m i proporcjach wtasno$ci materiatowych zeber oraz matrycy;
modutu sprezystosci E,/E, =10 (E, =210 GPa dla zeber), liczby Poissona

v,/v, =2 (v, =04 dla zeber).
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Rys. 6.6. Wykres najmniejszej wartosci sity krytycznej w zaleznosci
od promienia wewnetrznego R,

Na rys. 6.6 przedstawiono wykres najmniejszej wartosci sity krytycznej w
zaleznoSci od promienia wewnetrznego ptyty pierscieniowej R,. Dla rosnacej
warto$ci promienia wewnetrznego warto$¢ sily krytycznej maleje do warto$ci
otrzymanej dla pasma ptytowego o tej samej rozpigtoSci. Wykres ten jest
otrzymany dla ptyty pierScieniowej o wymiarach geometrycznych: h =0.03 m,
L=R,-R,=2 m, d/AR =0.5 i proporcjach wtasnosci materiatowych zeber
oraz matrycy: modutu sprezystosci E,/E, =10 (E,=210GPa dla Zeber),
liczby Poissona v, /v, =2 (v, =0.4 dla zeber).



7. Podsumowanie

Przedstawione opracowanie dotyczy analizy zagadnien termicznych i mecha-
nicznych cial kompozytowych z pewnego rodzaju budowa mikroniejednorodna.
Rozpatrywane ciata charakteryzujg si¢ tym, ze majg mikroperiodyczng budowe
wzdluz wybranego kierunku, a ich wlasnosci efektywne wzdtuz kierunku prosto-
padlego sg opisane gladkimi tagodnie zmiennymi funkcjami. Ciata tego rodzaju
stanowig szczegdlny przypadek cial wykonanych z materialu o funkcyjnej gra-
dacji wtasnosci (functionally graded materials FGM) i zostaly nazwane ciatami
o podtuznej gradacji wlasnoS$ci. Ciala tego rodzaju charakteryzuja si¢ tym, ze ich
efektywne wtasnosci zmieniajg si¢ tagodnie wzdtuz uwarstwienia.

Cechg charakterystyczng ciatl o budowie mikrostrukturalnej jest to, ze wymiar
komoérki podstawowej jest duzo mniejszy od wymiaru charakterystycznego
rozpatrywanej struktury. W wyniku tego réwnania opisujace bezposrednio
rozpatrywane w opracowaniu zagadnienia zawierajg nieciaggle i silnie oscylujace
wspoélczynniki. Stad wynika ich nieprzydatno$¢ do zastosowan inzynierskich
i obliczen numerycznych oraz potrzeba tworzenia r6znych modeli usrednionych.
W  opracowaniu do wuzyskania uSrednionych modeli matematycznych
rozpatrywanych zagadnien wykorzystano technike tolerancyjnej aproksymacji.
Technika ta jest rozwijana od lat 90. XX wieku, poczatkowo dla modelowania
struktur o budowie periodycznej, a obecnie rowniez do modelowania zachowan
termomechanicznych cial wykonanych z materiatéw o funkcyjnej gradacji
wilasnosci. W wyniku procedury usredniania przechodzimy od réwnan
o nieciggtych i silnie oscylujacych wspétczynnikach do réwnan, w ktérych
wystepuja gladkie i tagodnie zmienne wspoétczynniki. Wspéiczynniki te w
rOwnaniach modeli tolerancyjnych zawieraja parametr okre$lajacy wymiar
mikrostruktury. Stad modele otrzymane technikg tolerancyjnej aproksymacji
uwzgledniajg wptyw wymiaru mikrostruktury na zachowanie badanych ciat.
Opracowanie jest pewnym podsumowaniem i rozwini¢ciem badan zawartych
w pracach: Borowska-Szymczyk, Michalak i Rychlewska (2008), Jedrysiak
1 Michalak (2008),(2010), Michalak (2010a),(2010b), Michalak i Ostrowski
(2007), Michalak i Wirowski (2009), Michalak i M. Wozniak (2006), Michalak,
Cz. Wozniak i M. Wozniak (2007), Ostrowski 1 Michalak (2011), Ostrowski
(2010), Wirowski (2008). W pracy przedstawiono réwniez wyniki badan
dotychczas niepublikowanych.
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W przedstawionym opracowaniu otrzymano usrednione roéwnania dla dwéch
modeli: modelu tolerancyjnego i modelu asymptotycznego. Réwnania modelu
tolerancyjnego zawieraja sktadniki zalezne od parametru wymiaru
mikrostruktury i stad pozwalajg one bada¢ wptyw tego parametru na termiczne
i mechaniczne zachowania kompozytu. Okupione jest to wickszg ilo§cig réwnan
i wystepowaniem w tych réwnaniach, poza niewiadoma funkcja usrednionych
pol (temperatury lub przemieszczen), dodatkowych niewiadomych funkcji
amplitudy oscylacji tych pdl. Funkcje usrednionych pdl i amplitud oscylacji
musza spetnia¢ warunek wolnej zmienno$ci, ktéry mozna sprawdzi¢ po
rozwigzaniu badanego zagadnienia. W réwnaniach modelu asymptotycznego
jako niewiadome wystepuja tylko funkcje usrednionych pdl (temperatury lub
przemieszczen). Funkcje te nie musza by¢ funkcjami wolno zmiennymi w
obrebie komorki. Poniewaz réwnania te nie zawierajg sktadnikéw zaleznych od
parametru wymiaru mikrostruktury, stad nie pozwalajg one na badanie wptywu
tego parametru na zachowania analizowanych ciat.

W przedstawionym opracowaniu otrzymano usrednione réwnania zaréwno dla
modeli tolerancyjnych, jak i asymptotycznych w nastepujacych zagadnieniach:

1. Przewodzenia ciepla w ciatach wykonanych z materiatéw o podiuznej
gradacji wlasnosci.

2. Dynamiki cienkich ptyt sprezystych wykonanych z materiatéw o podtuzne;j
gradacji wlasnosci.

3. Dynamiki cienkich ptyt o podtuznej gradacji wiasnosci na mikroniejedno-
rodnym dwuparametrowym podtozu sprezystym.

4.  Statecznosci liniowej cienkich ptyt wykonanych z materiatéw o podiuznej
gradacji wlasnosci.

Zanalizowano nastgpujgce wybrane problemy opisane otrzymanymi modelami
matematycznymi cial o podtuznej gradacji wtasnosci:

1. Rozklad temperatury dla jednokierunkowego stacjonarnego przewodzenia
ciepta w przewodniku cylindrycznym i oceng poprawnosci otrzymanego
modelu przez poréwnanie otrzymanych wynikéw z wynikami uzyskanymi
metoda elementéw skonczonych dla bezposredniego opisu ciala mikro-
niejednorodnego.

2. Wplyw wymiaru komérki na funkcje temperatury usrednionej i amplitudy
oscylacji temperatury.
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3. Rozktad temperatury w dwukierunkowym stacjonarnym przeptywie
ciepta w przewodniku cylindrycznym.

4. Rozktad temperatury w przewodniku prostokatnym dla zagadnienia
kontrolowanego chtodzenia.

5. Rozktad temperatury w przewodniku cylindrycznym dla zagadnienia
kontrolowanego chtodzenia.

6. Rozktad temperatury w jednokierunkowym niestacjonarnym przewo-
dzeniu ciepta i poréwnanie otrzymanych wynikéw z wynikami w
metodzie elementéw skonczonych dla bezposredniego opisu ciata
mikroniejednorodnego.

7.  Wplyw wymiaru mikrostruktury na niestacjonarny przepltyw ciepta.

8.  Wplyw anizotropii skladnikéw kompozytu na szybkoS$¢ osiggania
stanu stacjonarnego w niestacjonarnym przewodzeniu ciepta.

9. Drgania wlasne pasma ptytowego i ocen¢ poprawnosci otrzymanego
modelu przez poréwnanie otrzymanych czesto$ci drgan z czgsto$ciami
uzyskanymi metoda elementéw skonczonych dla bezposredniego
opisu pasma o budowie mikroniejednorodne;.

10. Drgania wtasne ptyty pierscieniowe;.

11. Sterowanie geometrig mikrostruktury w celu uzyskania pozadanych
czestosci drgan wlasnych pasma ptytowego i plyty pierscieniowe;j.

12. Drgania wlasne plyty pierscieniowej na dwuparametrowym mikro-
niejednorodnym podiozu sprezystym i wpltyw zaleznosci pomigdzy
parametrami podtoza na czesto$ci drgan wlasnych.

13. Sity krytyczne dla pasma ptytowego.

14. Sily krytyczne dla plyty pierScieniowe;.

Przedstawiony szeroki zakres zagadnien analizowanych w opracowaniu
pokazuje, ze technika tolerancyjnej aproksymacji moze by¢ z powodzeniem
stosowana do uzyskiwania uSrednionych modeli matematycznych cial o
budowie mikroniejednorodnej. Uzyskane ta technika u$rednione réwnania dla
zagadnien termicznych, dynamicznych lub statecznosci o gladkich funkcyjnych
wspotczynnikach mogg by¢ rozwigzywane znanymi metodami numerycznymi.
Pozwala to badal szeroki zakres zagadnien i tak sterowa¢ budowa
mikrostruktury, aby uzyska¢ pozadane makroskopowe cechy rozpatrywanych
struktur.





a-row-1
Prostokąt


Skorowidz

amplituda fluktuacji przemieszczen — rozdz. 4, s. 59
amplituda fluktuacji temperatury — rozdz. 3, s. 28
dekompozycja pola przemieszczeh — rozdz. 4, s. 59
dekompozycja pola temperatury — rozdz. 3, s. 28
dynamika ptyt cienkich — rozdz. 4, s. 56
- réwnania modelu asymptotycznego — rozdz. 4, s. 62
- réwnania modelu tolerancyjnego — rozdz. 4, s. 59
- réwnania dla ptyty pierscieniowej — rozdz. 4, s. 69
- rownania dla ptyty prostokatnej — rozdz. 4, s. 64
- uSredniony lagrangian modelu asymptotycznego — rozdz. 4, s. 62
- usredniony lagrangian modelu tolerancyjnego — rozdz. 4, s. 59
dynamika ptyt cienkich na dwuparametrowym podiozu sprezystym — rozdz. 5, s. 76
- réwnania modelu asymptotycznego — rozdz. 5, s. 83
- réwnania modelu tolerancyjnego — rozdz. 5, s. 79
- usredniony lagrangian modelu asymptotycznego — rozdz. 5, s. 81
- usredniony lagrangian modelu tolerancyjnego — rozdz. 5, s. 79
funkcja ksztattu fluktuacji temperatury — rozdz. 3, s. 28
funkcja ksztattu fluktuacji przemieszczeh — rozdz. 4, s. 63
funkcja wolno zmienna — rozdz. 2, s. 17
funkcjonat dziatania — rozdz. 2, s. 19
funkcjonat dziatania dla modelu asymptotycznego — rozdz. 2, s. 24
funkcjonat dziatania dla modelu tolerancyjnego — rozdz. 2, s. 21
definicja komérki — rozdz. 2, s. 16
mikro-makro dekompozycja w modelu asymptotycznym — rozdz. 2, s. 22
mikro-makro dekompozycja w modelu tolerancyjnym — rozdz. 2, s. 20
modelowanie asymptotyczne — rozdz. 2, s. 22
modelowanie tolerancyjne — rozdz. 2, s. 20
operator usredniania — rozdz. 2, s. 17
parametr tolerancji —rozdz. 2, s. 15
parametr wymiaru mikrostruktury — rozdz. 2, s. 16
przemieszczenie usrednione — rozdz. 4, s. 59
przewodzenie ciepta — rozdz. 3, s. 25
- réwnania modelu asymptotycznego — rozdz. 3, s. 32
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- réwnania modelu tolerancyjnego — rozdz. 3, s. 29
- réwnania dla przewodnika cylindrycznego — rozdz. 3, s. 34
- rownania dla przewodnika prostokatnego — rozdz. 3, s. 43
- usredniony wielomian modelu asymptotycznego — rozdz. 3, s. 32
- usredniony wielomian modelu tolerancyjnego — rozdz. 3, s. 29
rOéwnania Eulera-Lagrange — rozdz. 2, s. 19
réwnania Eulera-Lagrange dla modeli usrednionych
- model asymptotyczny — rozdz. 2, s. 24
- model tolerancyjny — rozdz. 2, s. 21
rOéwnanie przewodzenia ciepla Fouriera — rozdz. 3, s. 27
statecznos$¢ liniowa ptyt cienkich — rozdz. 6, s. 90
- réwnania modelu asymptotycznego — rozdz. 6, s. 94
- réwnania modelu tolerancyjnego — rozdz. 6, s. 92
- réwnania dla ptyty cylindrycznej — rozdz. 6, s. 99
- réwnania dla ptyty prostokatnej — rozdz. 6, s. 96
- usredniony lagrangian modelu asymptotycznego — rozdz. 6, s. 94
- usredniony lagrangian modelu tolerancyjnego — rozdz. 6, s. 92
temperatura usredniona — rozdz. 3, s. 28
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Streszczenie

Przedmiotem opracowania sg kompozyty o niejednorodnej mikrostrukturze,
ktéra jest periodyczna wzdtuz pewnego kierunku i ma tagodnie zmienne
usrednione wtasnosci wzdtuz kierunku prostopadiego. Ogdlnie méwigc, mamy
do czynienia z kompozytem majacym budowe, ktéra mozna nazwa¢ zmienng
w przestrzeni mikrostrukturg. Poniewaz wolna zmienno$¢ wilasnosci kompozytu
w okres$lonym kierunku moze by¢ rozumiana jako tagodne przejscie od jednego
sktadnika kompozytu do drugiego, stad mozemy powiedzie¢, ze mamy do
czynienia ze specjalnym rodzajem materiatéw o funkcyjnej gradacji wiasnosci
(ang. functionally graded material, FGM).

Nasze rozwazania sg ograniczone do dwusktadnikowego kompozytu FGM
o deterministycznej mikrostrukturze. Rozpatrywane ciala kompozytowe sa
wykonane z dwoéch réznych jednorodnych materiatéw. Charakterystyczna cecha
tych ciat jest to, ze ich efektywne wtasnosci sg wolno zmienne wzdtuz
uwarstwienia. Tego rodzaju materiaty FGM nazywa¢ bedziemy materiatami
o podtuznej gradacji wtasnosci.

Celem rozwazan jest uzyskanie i zastosowanie makroskopowych modeli
matematycznych opisujacych termomechaniczne zachowania przedstawionych
powyzej cial kompozytowych. Sformutowanie matematycznych modeli takich
struktur kompozytowych bedzie bazowaé na fechnice tolerancyjnej aproksymacii.
Charakterystyczng cechg tej techniki modelowania jest uwzglednianie wymiaru
mikrostruktury na zachowania termomechaniczne rozpatrywanych struktur
kompozytowych.

W przedstawionym opracowaniu otrzymano usrednione réwnania dla zagadnienia
przewodzenia ciepta w przewodnikach o podtuznej gradacji wtasnosci, jak réwniez
usrednione réwnania opisujagce dynamike i statecznos¢ cienkich ptyt wykonanych
z materiatéw o podtuznej gradacji wiasnosci. W przeciwienstwie do opisu
bezposredniego, w ktérym rownania zawieraja nieciggle i silnie oscylujace
wsp6tczynniki, usrednione réwnania proponowanych modeli maja gtadkie i wolno
zmienne wspotczynniki. Stad rozwigzanie wybranych zagadnien poczatkowo
brzegowych dla rozwazanych cial o podtuznej gradacji wiasno$ci moze by¢
otrzymane przy uzyciu znanych metod numerycznych.

W opracowaniu przedstawiono zastosowania otrzymanych réwnan modelu do
rozwigzania wybranych zagadnien stacjonarnego i niestacjonarnego przewo-
dzenia ciepta w wydrgzonym cylindrze i pas$mie o podluznych gradacjach
wlasnos$ci. Zbadano réwniez problem drgan swobodnych cienkiej plyty
pierscieniowej o podtuznej gradacji wlasnosci i podobnej plyty spoczywajacej
na dwuparametrowym niejednorodnym podtozu sprezystym. Ogélne réwnania
statecznosci cienkich ptyt wykonanych z materiatéw o podtuznej gradacji
wlasnosci zastosowano do okreSlenia sit krytycznych w paSmie pltytowym
i ptycie pierscieniowe;j.



Thermomechanics of solids with certain
heterogeneous microstructures
Tolerance averaging approach

Summary

The object of this contribution are composites with an inhomogeneous
microstructure which is periodic along a certain direction and have smoothly
varying apparent properties in the perpendicular direction. Generally speaking,
we deal with composites having what can be called space-varying
microstructure. Since slowly varying apparent properties in the preferred
direction can characterize a smooth passage from one component material to the
other, than we deal with special class of the functionally graded materials
(FGM).

Considerations are restricted to the two-phased of the functionally graded-type
composites with a deterministic microstructure. These composites are made of
two different homogeneous materials. The characteristic feature of these solids is
that their effective properties are slowly-varying along the layering. In this case
we say that the aforementioned functionally graded materials are longitudinally
graded.

The aim of the contribution is to formulate and apply a macroscopic
mathematical models describing the thermomechanical behaviour of these
solids. The formulation of two mathematical models of these structures is based
on the rolerance averaging approach. The characteristic feature of this technique
is that this take into account the effect of the microstructure size on the overall
behaviour of the composite solids.

In this contribution averaged governing equations for heat conduction in certain
longitudinally graded heat conductors, dynamics and stability of thin plates with
longitudinally graded structure are derived. In contrary to direct equations with
non-continuous, highly oscillating coefficients, the proposed model equations
have smooth and slowly varying functional coefficients. Hence, the solutions to
specific problems for longitudinally graded structures under considerations can
to be obtained using well-known numerical method.
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Applications of derived model equations to special problems of stationary and
non-stationary heat transfer in hollow cylinder with longitudinally graded
structure and in functionally graded layer are shown. The investigations of the
free vibrations of thin annular plates with longitudinally graded structure and
these plate resting on heterogeneous elastic foundation with two moduli are also
shown. The general model equations of stability for thin plates with
longitudinally graded structure were applied to analyse a buckling of plate band
and annular plates.
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