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Przedmowa

Prezentowany skrypt stanowi materiat uzupetniajacy do podstawowego
kursu wytrzymatosci materiatéw dla inzynierow i studentow studiéw magister-
skich wydziatéw technicznych. Zasadniczym celem jest omowienie gtéwnych,
wybranych zagadnien mechaniki i wytrzymatosci materialow ortotropowych
I kompozytowych, ktore moga by¢ nastgpnie wykorzystane w programach me-
tody elementow skonczonych. Skrypt ten moze umozliwi¢ lepsze ,,zrozumienie”
nowoczesnych materiatow konstrukcyjnych, jakimi sg kompozyty i zachgci¢ do
dalszego samodzielnego studiowania wiedzy na ten temat. Powyzsze wzgledy
zadecydowaly o wprowadzeniu zapisu co najwyzej macierzowego.

Rozdziat pierwszy, wstep, stanowi wprowadzenie w tematyke nowocze-
snych materiatéw konstrukcyjnych. W rozdziale drugim oméwiono stan napre-
zen w osrodku cigglym, sformulowano réwnania rbwnowagi oraz zwigzki trans-
formacyjne sktadowych stanu naprezenia w kartezjanskim uktadzie wspotrzed-
nych. Oméwiono niezmienniki stanu napr¢zenia. W rozdziale trzecim przedsta-
wiono stan odksztalcenia dla odksztalcen nieskonczenie matych. Rozdziat
czwarty poswiecono omowieniu zwigzkow fizycznych pomiedzy naprezeniami
i odksztatceniami dla r6znych modeli ciata. W rozdziale pigtym oméwiono hipo-
tezy wytrzymatosciowe dla materiatéw izotropowych, oraz Kryteria zniszczenia
dla materiatow anizotropowych i ortotropowych. W rozdziale széstym przed-
stawiono analiz¢ ptaskiego stanu odksztalcenia i napr¢zenia oraz Kryteria znisz-
czenia dla réznych materiatlow. W rozdziale si6dmym zaprezentowano wprowa-
dzenie w mechanike kompozytow, moduty efektywne, makroskopowe wiasci-
wosci mechaniczne, szczegélne przypadki laminatow. Rozdzial ten zawiera
takze liniowa klasyczng teori¢ prostokatnych ptyt kompozytowych. W rozdziale
o6smym omowiono zagadnienie statecznosci cienko$ciennych plyt prostokatnych.
W ostatnim rozdziale przedstawiono podstawowa literature przedmiotu.

Autor






1. WSTEP

Postep naukowo-techniczny w inzynierii materialowej, technikach wytwa-
rzania, gwaltowny rozwoj metod obliczeniowych, w tym metody elementow
skoficzonych oraz powszechne stosowanie komputerowych systemow projekto-
wania i wytwarzania CAD/CAM umozliwia projektowanie i stosowanie nowo-
czesnych materiatow konstrukcyjnych w coraz to nowych obszarach zastosowan
inzynierskich. Materiatami takimi sa materialy ortotropowe, kompozytowe, hy-
brydowe i gradientowe.

Koniecznos¢ spelnienia wymagan dotyczacych bezpieczenstwa i niezawod-
nosci wymusza rozwoj teorii modelowania nowych materiatow, przeprowadza-
nie badan eksperymentalnych, opracowanie nowych procesow technologicz-
nych. Umozliwia to projektowanie nowych struktur dla ztozonych parametrow
obcigzenia, warunkow eksploatacji oraz spetnia okreslone zadania funkcjonalne
(np. materiaty inteligentne).

Nowoczesne materiaty kompozytowe juz od chwili ich pojawienia si¢ w la-
tach szeS¢dziesigtych XX wieku zapowiadaly nowa, ,,lekka”, trwatg i niezawod-
ng ich przysztos¢. Impulsem rozwoju byly nowe technologie produkeji (np. kle-
jow, uszczelnien) oraz rozwdj podstaw teorii anizotropowych warstwowych
konstrukcji kompozytowych zwigkszajacych obszar ich zastosowania, rozwoj
teorii sprezystosci, statecznosci, teorii plyt i powlok. Dalszym impulsem byt
rozwoj nowych technologii informatycznych, w tym nowych metod obliczenio-
wych, a zwlaszcza metody elementéw skonczonych. To okresla znaczaca pozy-
cje kompozytow w nowych zastosowaniach techniki, a przede wszystkim
w lotnictwie, budowie statkow, pojazdéw i maszyn, przemys$le chemicznym,
budowlanym i rolniczym.

Materiat kompozytowy jest to materiat powstaty poprzez potaczenie dwdch
lub wigkszej liczby sktadnikéw, majacy pozadane przez uzytkownika wlasciwo-
sci. W skali mikroskopowej mamy do czynienia z polaczeniem materiatow
0 bardzo réznych wiasciwosciach. Materiat taki zachowuje sie jak zupetnie no-
wy material jednorodny w skali makroskopowe;.

Kompozyty wiokniste sktadajg si¢ z co najmniej dwoch rdéznych materiatow:
cienkich wtokien o wysokim module sprgzystosci i duzej wytrzymatosci oraz
z jednorodnego materialu matrycy tzw. osnowy o nizszej sztywnosci, Wytrzyma-
osci 1 gestosci.
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Podstawowa warstwa tzw. lamina zbudowana jest z widkien wzmacniaja-
cych osrodek macierzysty, czyli matrycg. Matryca najczeSciej jest osnowa epok-
sydowa, winylowa, poliestrowa, ceramiczna lub metaliczna.

Wilbékna wzmacniajace lamine zbudowane sa z widkien syntetycznych lub
organicznych o wysokiej wytrzymatosci: BRFP ang. boron reinforced fiber plas-
tic (borowe, ang. boron), CRFP (we¢glowe, ang. carbon), AFRP (aramidowe,
ang. aramid), GRFP (szklane, ang. glass). Zadaniem matrycy jest zachowanie
geometrii wldkien, rGwnomierne przenoszenie obcigzenia pomiedzy poszcze-
gblnymi sasiednimi widknami i zapobieganie ich uszkodzeniom. Stanowi zara-
zem izolacj¢ termiczng, chemiczng, wilgotno$ciowa oraz moze mie¢ pozadana
odpornos$¢ ogniowa. Wzmacniajace wiokna sa kilkakrotnie 1zejsze od stali. Two-
rzywo wzmocnione widknem weglowym (CFRP) ma bardzo wysoki modut
sprezystosci Younga porownywalny z warto$cig modutu dla stali, bardzo wyso-
ka wytrzymato$¢ na rozcigganie nawet do 2 GPa, maksymalne odksztatcenie
wzgledne odpowiadajace zniszczeniu moze wynosi¢ nawet 2.0% i maty wspot-

czynnik rozszerzalnosci liniowej o =2-10° K™,

matryca
wiokno
Mikromechanika
matryca
Komorka
Makromechm% mikro-periodyczna

Lamina

Wamocnienia pojedyncza warstwa

wielowarstwowe

/ 3 Laminat

””””””””” freetd kompozyt wiclowarstwowy

,,,,,,,,,,,,,,,,, i

Rys. 1.1. Schemat analizy materiatow kompozytowych



1. Wstep 13

Kompozyty warstwowe (tzw. laminaty) sktadaja si¢ z cienkich warstw potaczo-
nych ze soba. Poszczegolne warstwy (laminy) zbudowane sg najczgsciej z kompo-
zytow widknistych o roznych kierunkach ulozenia widkien, przez co uzyskuje sie
struktury o roéznych wilasciwosciach materialowych oraz pozadanej sztywnosci
i wytrzymatosci. Laminaty warstwowe sg najczesciej stosowanymi kompozytami.

Materiaty jednorodne tatwo pgkaja, natomiast w kompozytach witoknistych
(tzw. niehomogenicznych) peknigcia nie maja warunkow do powigkszania sie.
Kompozyty moga przez to zmieniaé swoje wiasciwosci, a mimo to nadal gwa-
rantowaC bezpieczenstwo. Mozna powiedzie¢, ze materialy te nie majg ,,wad
wrodzonych”.

Kompozyty
wzmocnienia wlokniste wzmocnicnia
czgsciowe
okreslona przypadkowa
orientacja orientacja
| dlugie wtokna |
\ 4
| wiclowarstwowe | | jednowarstwowe |

/\

|jedn0kierunkowe| | tr(')jkierunkowe|

| dwukierunkowe |

| krotkie wiokna |

N

okreslona przypadkowa
orientacja orientacja

Tablica 1.1 Klasyfikacja kompozytow

Zaletami konstrukcji wielowarstwowych sg miedzy innymi: wysoka wytrzy-
mato$¢, sztywnos¢, korzystny stosunek masy konstrukcji do przenoszonego obcig-
zenia przy zachowaniu lub polepszeniu wlasciwosci uzytkowych (np. dobre wia-
sciwosci termoizolacyjne i wibroizolacyjne, odporno$é na korozje), odpornos¢ na
obcigzenie o charakterze zmeczeniowym, odpowiednie wykonczenie powierzchni
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zewnetrznej, maly wspolczynnik rozszerzalnosci liniowej, dtuzszy czas eksploata-
cji konstrukcji warstwowej w poréownaniu z innymi konstrukcjami (np. w kon-
strukcjach wzmocnionymi Zzebrami - brak stref koncentracji naprezen).

Glownymi za$ wadami sg: dos¢ trudna i kosztowna technologia wykonania,
mata odporno$¢ konstrukcji na obcigzenia skupione, delaminacja, podatnos¢ na
utrate statecznos$ci, niemozno$¢ stosowania powszechnie znanych kryteriow
wytrzymatosciowych (np. hipotezy maksymalnych naprezen tnacych, hipotezy
Hubera-Misesa-Hencky’ego) oraz wyst¢powanie nieuniknionych niedoktadnosci
tzw. imperfekcji. Kazda konstrukcja wymaga indywidualnego zaprojektowania,
a analiza stanu napr¢zenia i odksztalcenia musi dotyczy¢ poszczegdlnych
warstw kompozytu. Ponadto odczuwa si¢ istotny brak dostatecznej ilosciowej
i jakosciowej weryfikacji doswiadczalnej, przyjetych zwiazkow fizycznych opi-
sujacych rozklad naprezen, odksztatcen i przemieszczen oraz skomplikowany
model matematyczny konstrukcji kompozytowych wymuszajacy stosowanie
uzasadnionych uproszczen.

Imperfekcjami w konstrukcjach cienko$ciennych (tzw. odksztalceniami po-
czatkowymi lub wstepnymi) sa: odchylenie od idealnego geometrycznego ksztattu
konstrukcji, odchytki wymiarowe, btgdy montazowe, naprezenia wstepne, odchy-
lenia we wiasciwosciach materiatowych, niedoktadno$¢ w sposobie obcigzenia itp.

W rozwazaniach ograniczono si¢ do kompozytow warstwowych wzmoc-
nionych dlugimi widknami tzw. laminatéw. Rozroznia sie kompozyty ze wzgle-
du na materiat matrycy, materiat wtokien, sposob utozenia wildkien, dtugos¢
wilokien. Model teoretyczny pozwala opisa¢ zachowanie si¢ takze innych rodza-
jow kompozytow, ktore mozemy traktowac jako osrodek jednorodny (np. mate-
rial ortotropowy). Przyktadowe potaczenia dwoch sktadnikéw tworzacych mate-
riaty kompozytowe: szklo/epoksyd, Kevlar/epoksyd, bor/epoksyd, we-
giel/epoksyd, Kevlar/poliester, szkto/winyl.

Ze wzgledu na wzrastajace parametry i wymagania uzytkownika opracowu-
je si¢ coraz doktadniejsze i1 bardziej zgodne z rzeczywistymi konstrukcjami mo-
dele matematyczne pozwalajace precyzyjniej opisa¢ prace ztozonych struktur
kompozytowych.

Modele takie wykorzystywane sg w metodzie elementéw skonczonych
(MES), ktora pozwala analizowa¢ prace konstrukcji wykonanych z nowoczesnych
materiatéw, w tym z kompozytow. Wszystkie komercyjne pakiety posiadaja taka
mozliwos¢.

Dalszy postep w stosowaniu kompozytéw moze po prostu zaleze¢ od lep-
szej edukacji konstruktoréw i uzytkownikéw. Wielu inzynierow nie wie, jak
projektowac konstrukcje kompozytowe, ktore ich ,,oniesmielaja”. Wytrzymatos¢
kompozytow w kierunku utozenia widkien wzmacniajacych jest kilkakrotnie
wyzsza niz w pozostalych kierunkach. Nieprzewidziana zmiana kierunku lub
charakteru obcigzenia moze skonczy¢ si¢ zniszczeniem kompozytu. Wymagaja
przez to wigkszej uwagi przy ich projektowaniu niz metale.

W obecnej dobie inzynierzy-projektanci, konstruktorzy, a co za tym idzie
studenci wydziatlow inzynierskich, powinni umie¢ wykorzystywa¢ wiedze
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0 nowoczesnych materialach konstrukcyjnych i ,,rozumie¢” specyfike pracy
takich konstrukcji.

Programy nauczania w tej dziedzinie na uczelniach technicznych sg bardzo
ubogie. Zasadniczym celem tego skryptu jest zwrdocenie uwagi na wybrane za-
gadnienia mechaniki i wytrzymato$ci materiatow ortotropowych i kompozyto-
wych oraz przedstawienie gtéwnych réznic pomig¢dzy mechanika materiatow
kompozytowych a materiatow izotropowych.

Autor zaktada, ze Czytelnik tego skryptu posiada ogdlng wiedze z mecha-
niki i wytrzymatosci materiatdw wymagana na studiach inzynierskich uczelni
technicznych. Celem jest zapoznanie z gldownymi podstawami mechaniki i wy-
trzymatoéci materiatdow kompozytowych i ortotropowych, ktore moga umozli-
wi¢ zrozumienie tych probleméw potrzebne do praktycznego wykorzystania
w komercyjnych programach metody elementow skonczonych itp. Powyzsze
wzgledy zadecydowaty o przyjeciu zapisu macierzowego w skrypcie.

W skrypcie nie uwzgledniono witasciwosci kompozytow, fizyki i chemii
kompozytow, delaminacji, technologii ich wykonania.

Znacznie bardziej poglebiong wiedz¢ poruszang w tym skrypcie Czytelnik
znajdzie miedzy innymi w pozycjach [1,2,7-9,15,16,23,24,28,30-32,36,38,40].

Przy opracowaniu tego skryptu autor cze$ciowo wykorzystal monografie
pod redakcja naukowg prof. Katarzyny Kowal-Michalskiej ,,Statecznos¢ dyna-
miczna kompozytowych konstrukceji ptytowych” [21].



2. STAN NAPREZENIA

2.1. Sily masowe i powierzchniowe

Rozwazania dotyczy¢ beda dowolnego rodzaju ciat wypemmionych materig
w sposob ciagly, bez przerw i luk, do ktérych mozna stosowa¢ model osrodka cia-
glego. Pomija si¢ zatem budowe rzeczywista ciala — co najmniej budowe atomowa
ciata. W takim o$rodku mozemy wyodrgbni¢ dowolnie maty element i zatozy¢, ze
jego wihasciwosci fizyczne sg takie same jak wiasciwosci calego ciata. Takie podej-
scie umozliwia takze wprowadzenie pojecia granicy matematycznej.

Rozwazania zostang ograniczone do ciat odksztalcalnych znajdujacych si¢
w stanie naturalnym, czyli majace $cisle okreslone postaci, objetosci 1 nie wy-
stepuja w nich naprezenie poczatkowe lub wstepne.

Rozpatrzono cialo poddane dzialaniu sit zewngtrznych. Oddzialywanie
wiezow zastapiono oddziatywaniem odpowiednich sit. Rozwazano zatem cialo,
ktére pod dziataniem wszystkich przytozonych sit znajduje si¢ w rownowadze.
Sity dziatajace na dowolny element mozemy podzieli¢ na (rys. 2.1):

1. sity masowe X - wywotane przyspieszeniami i proporcjonalne do ma-
sy zawartej] w elemencie objetosciowym AV (np. sily grawitacyjne,
elektromagnetyczne);

2. sity powierzchniowe:

a) zewnetrzne — obcigzenie zewngtrzne [ oraz reakcje wiezow;

b) wewnetrzne S — przedstawiajg oddzialywanie odrzuconej
umownie czesci osrodka na cze$¢ rozpatrywana.
Jednostkowg sile masowag w punkcie M (x)= M (x;,x5,x3) zdefiniowano
wzorem:

- . AQ 3
X=1 — N/ 2.1
1M,y 0 AV [N/m’] (2.1)

w ktorym: AV — objetos¢ wybranego podobszaru ciata;
AQ — sita masowa przypadajaca na wybrany podobszar ciata

np. ciezar elementu o objetosci AV .
Site masowa, ktora jest tylko funkcja wspotrzednych (potozenia), w prosto-
katnym uktadzie osi wspoirzednych X = (x;,x,,x3) mozna zapisa¢ w postaci:
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3
X=X +X,e,+X,8,= ) X, (2.2)

i=1
gdzie: X; — skladowe jednostkowej sity masowej w kierunku osi x; (tzn.
X,,X,,X;); e, — wektory bazy jednostkowej (tzn. e, e,,e; ), czyli wer-

sory osi (rys. 2.2).
|

Rys. 2.2. Ukiad wspotrzednych z zaznaczonymi wersorami osi

Jednostkowa powierzchniowa sita wewnetrzna, nazywana naprezeniem, jest
zdefiniowana wzorem:

s AS
c" =lim,, ,, i [N/m’] (2.3)
gdzie: AA — pole powierzchni rozpatrywanego obszaru;
AS — sita powierzchniowa przypadajaca na element powierzchni A4 .

Okreslony zaleznoscia (2.3) wektor naprezenia G" nazywamy wektorem
naprgzenia w punkcie K. Dziata on na element powierzchniowy z kierunkiem
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normalnej 7 . Napre¢zenia zaleza od wspohrzgdnych oraz zmieniaja si¢ wraz ze
zmiang kierunku normalnej 7 do elementu powierzchni A4, tzn.:

" =5"(x,7) (2.4)

Dla wektorow naprezen dziatajacych w jednym i tym samym punkcie K,
ale skierowanych w przeciwnych kierunkach od elementu powierzchniowego
(rys. 2.3) stuszne sg zaleznosci:

5" =" (2.5)

Powyzsze zalezno$ci pozwalaja opisa¢ oddziatywanie czesSci V, ciata na

czg$¢ V| ciala i na odwrot.

AA

Rys. 2.4. Naprezenia na scianach czworoscianu
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2.2. Skladowe stanu napre¢zenia

Naprezenie zwigzane jest z wyborem elementu, ktory ma okreslong orientacje
normalnej 7 . W celu wyznaczenia zmiennosci napr¢zenia wraz ze zmiang orientacji
elementu powierzchni d4 (dA =~ A4 ) wyodrgbniono element objetosci (rys. 2.4).

Przez punkt K(x ) os$rodka ciaglego poprowadzono trzy plaszczyzny réwno-
legle do plaszczyzn przyjetego prostokgtnego uktadu wspotrzednych, za$
w bardzo matej odlegtosci #=0OK od punktu K poprowadzono czwarta plaszczy-
zn¢ z normalng zewnetrzng 7 . Niech pole powierzchni tej ostatniej Sciany wynosi
dA, za$ objetos¢ rozpatrywanego czworoScianu wynosi dV =~ AV =h-dA/3.
Otrzymany w ten sposob czworoscian KLMN pokazano narys. 2.4.

Oznaczmy sity powierzchniowe w punkcie K, o wspotrzednych okreslo-
nych wektorem X = (x,x,,x3), dzialajace na elementy powierzchni o normal-
nych zgodnych z wersorami e; osi, przez G, (tzn. G,,G,, G;). Sily powierzch-
niowe na $cianach czworoscianu moga roznic si¢ od sit w punkcie K o nieskon-
czenie mate wartos$ci 5, (tzn. 51,32,53). Ze wzgledu na zatozong ciagtos¢ pola
naprezen zaktadamy, ze gdy 4 — 0, to &, = 0.

Dla wektora napre¢zenia dziatajacego na element o powierzchni dA4 stuszna
jest zaleznos¢:

3
G" =cle +0%e, +cie, = ) ole, (2.6)
i=1
Jednostkowy wektor normalnej zewngtrznej n do dA mozna zapisac jako:
3
=g, +n,2, +nye; = Yy ne, (2.7)
i=1

a dla pozostatych powierzchni czworo$cianu (rzutéw elementu dA ) stuszne sg
zwigzki:

dA, =ndA, dA,=n,dA, dA,=n,dA (2.8)
czyli: d4; =n;d4A dla i=1,23. (2.9)
Sktadowe normalnej 7 sg cosinusami kierunkowymi, tzn.
n; =cos(n,e;) (2.10)
gdzie e; oznacza wersor i-tej osi. Spetniaja one ponadto zalezno$¢
nl+n;+n; =1 (2.11)

Roztézmy wektor napr¢zenia G, na sktadowe:
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O =016 + 0158, + 0365
G, =0,,6, +G,,8, + 0,6, (2.12)

O3 =031 T 036, + 0336

lub krocej: G, =) c4e;, dlai=123. (2.13)

3
=1

J
Na rys. 2.5 pokazano przyktadowy rozkiad dla G,. Identycznie mozna

przedstawi¢ rozktady dla G, i G;.

A X,

Rys. 2.5. Rozktad wektora naprezen G,

Sktadowe o,,, 6,,, 033, czyli G, nazywa si¢ skladowymi normalnymi
stanu naprezenia (naprgzeniami normalnymi), za$ pozostale skladowe
G1,,0,3,0,,,0,3,03,,03, sklfadowymi stycznymi (napre¢zeniami stycznymi).

Przyjeto nastgpujaca umowe dotyczaca indeksow sktadowych stanu napre-
zenia. Pierwszy indeks zwigzany jest z kierunkiem normalnej do ptaszczyzny
przekroju (tzn. dana plaszczyzna jest prostopadta do danej osi uktadu wspot-
rzednych). Drugi indeks dotyczy kierunku wspotrzednej danej sktadowej. Dla
przyktadu oméwiono o,,. Pierwszy indeks 2 informuje, ze element powierzch-
niowy jest prostopadty do osi x,, za$ indeks 3 oznacza, ze kierunek sktadowej
naprezenia jest rownoleglty do osi x; .

Na rys. 2.6 przedstawiono zwroty sktadowych stanu naprezenia przyjmujac
nastepujacg umowe: jesli zwrot dodatni normalnej zewnetrznej do rozpatrywane;j

scianki jest zgodny z dodatnim zwrotem odpowiedniej osi, to dodatnie zwroty
sktadowych stanu napre¢zenia sg zgodne z dodatnimi zwrotami odpowiednich osi
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wspotrzednych, jesli natomiast zwrot normalnej zewnetrznej jest przeciwny do
dodatniego zwrotu odpowiedniej osi, to dodatnie zwroty sktadowych stanu na-
prezenia odpowiadaja przeciwnym zwrotom do dodatnich zwrotéw odpowied-
nich osi wspoétrzednych.

Dodatnie wartosci ©,,,0,,,04; odpowiadajg rozciaganiu, a ujemne warto-
Sci $ciskaniu. Uwzgledniajac powyzsze uwagi sktadowe stanu napr¢zenia o,
dzialajace na rozpatrywany czworoscian przedstawiono na rys. 2.7.

A

Xy

Rys. 2.7. Sktadowe stanu naprezenia w punkcie K

Z warunku réwnowagi, na przyklad rzutéw wszystkich sit na kierunek osi
X, mamy:

6/dA—0,,dA, — 6,,dA, —64,dA; + X,dV =0 (2.14)
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Uwzgledniajac (2.8) w (2.14) i po podzieleniu przez dA oraz przechodzac
do granicy z A — 0 otrzymujemy:

3
n
o] =01 +62,n2+031n3=20j1nj (2.15)
=
Postepujac analogicznie otrzymujemy pozostate dwa rownania:

3

3
n _ . n _
0= 6pm; i 05=) 0, (2.16)
Jj=1

Zalezno$ci (2.15) 1 (2.16) mozna krdcej zapisa¢ w postaci
3
o/ =Y c,n; dla i=123. (2.17)

J

Z réwnan (2.17) wynika, Ze stan napre¢zenia w punkcie K( x; ) ciata jest jed-
noznacznie okre$lony przez dziewig¢ sktadowych stanu naprezenia o;. Mozna
zatem stwierdzi¢, ze dowolnemu kierunkowi normalnej # w punkcie K przypo-
rzadkowano skladowe stanu naprezenia, ktdore w zapisie macierzowym majg
postac:

O O O3

[Gij]z Gy1 Oxn Op (2.18)
G31 O3 O3

2.3. Rownania rOwnowagi

W mechanice ciat doskonale sztywnych uktad szesciu rownan rownowagi
jednoznacznie charakteryzuje jego stan rownowagi. Za§ w przypadku ciala od-
ksztalcalnego uktad szesciu réwnan rownowagi nie opisuje juz wszystkich sta-
now réwnowagi ciata jako catosci. Warunki rownowagi muszg by¢ spelnione
przez kazdy wyodrebniony element ciata.

Rozpatrzmy stan rownowagi statycznej nieskonczenie matego prostopadto-
scianu o $cianach rownolegtych do plaszczyzn wspoéhrzednych (rys. 2.8). Aby
element ten pozostawal w rownowadze nalezy zastapi¢ oddzialywanie otaczaja-
cej czesci ciala sitami powierzchniowymi (naprgzeniami) i sitami masowymi.
Wypadkowe sit powierzchniowych przytozone sg w $rodkach ci¢zkosci po-
szczegblnych $cianek. W rozwazaniach uwzgledniono wartos¢ srednig naprezen
dla kazdej $cianki. Wypadkowa sit masowych odniesiong do jednostki objetosci
przytozono w $rodku cigzkosci calego prostopadlosciennego elementu.

Zakladajac niejednorodny stan napr¢zenia musimy uwzgledni¢ zmiang
sktadowych stanu napr¢zenia w kierunkach osi wspotrzednych. Zmiany te zapi-
szemy jako rézniczki wyrazajace przyrost danej sktadowej wywotany przyro-
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stem odpowiedniej wspdtrzgdnej przy przejsciu w kierunku prostopadtym do
Scianki. Wymaga to zalozenia, ze skladowe naprezen o oraz ich pierwsze po-
chodne sg funkcjami ciggtymi wzgledem wspotrzednych. Oprocz tego zalozono,
ze deformacje sg tak mate, ze rownania rownowagi mozna sformutowaé dla
nieodksztalconego elementu prostopadtosciennego.

Naprezenia dzialajace na poszczeg6lnych sciankach przedstawiono na rys. 2.8.

x4

3

Rys. 2.8. Naprezenia dzialajqce na nieskonczenie maty prostopadfoscian

Jesli sktadowe naprezen wystepujg na Sciance o normalnej zewngtrzne;j:

e —¢, (prostopadlej do osi x,): G,,,5,,0,5;
e —e¢, (prostopadtej do osi x,): G,;,05,,0,3;
e —¢, (prostopadtej do osi x;): ©5,,05,,053,

to na $ciance przeciwleglej beda dziata¢ sktadowe napregzen z przyrostami:
e ¢ (prostopadtej do osi x,): 6,;,5,,,0,3;
e ¢, (prostopadtej do osi x,): 6,,,65,,G,3;
e ¢, (prostopaditej do osi x;): 65,,65,,05;-
Przy tym:

'}
11
dx,
X

G =0y +

A

oo
_ 21
G, =0, +—=—dx,
2

31 dx3

X3

oo

O3 =03 +

0G,,

G, =0 +

dx,

X

oo
A 2
G, =0, +—==dx,
2
005,

G, =Gy, + dx,

X3

c
3 dx,

Gj3=03+

0c
A 23
Gy3 =0,y +—=dx,
2
0053

G, =04 + dx,

X3

(2.19)
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Sume rzutéw wszystkich sil dzialajacych w kierunku osi x; (rys. 2.9a)
mozna zapisac:

0G5,

dx, )dx,dx;
(2.20)

0c
11
—0,,dx,dx; + (o4, +_8x dx, )dx,dx; — 6, dx,dx; + (0, + .
1 2

oo
—04,dx,dx, + (04, + a—”dx3 )dx,dx, + X,dx,dx,dx; =0
X3
Po otwarciu nawiaséw, zredukowaniu i podzieleniu przez element objgtosci
dx,dx,dx; otrzymano:
0oy, N 00,, N 0G5,
ox,  Ox,  Oxy

+X,=0 (2.21)

W analogiczny sposob sformutowano pozostale rownania rzutow sit:

0o 0o oo
12 + 22 + 32 +

X,=0
ox, ox,  Oxg

oo oo 0o (222)
134 2223 L 298 4y =0
Ox, Ox,  Ox
lub w bardziej skroconej formie:
3 8Gij )
Z(a +X,)=0 dla j=1,2,3. (2.23)
i=1 i
[ (O
A 'Y /Al A% |
X3 : 77 I
[ T G
Gfl’( }I/Xl Gﬂ/ 62‘( : TL 621
dx3/ ym——— -——— dx,| * I_G_lz_t__)_/__
e 7 e
4 e '/031 dxl e
(O d i dxl
X dx,
xf x2=
xl
(a) £ % (b)

Rys. 2.9. Skladowe naprezen dajgcych sume rzutow sit dziatajgcych w kierunku
X, (a) i dajgcych moment wzgledem osi rownolegtej do x; (b)

Warunkiem rownowagi jest takze warunek znikania wypadkowego momen-
tu wzgledem dowolnego punktu. W tym celu zapisano warunek réwnowagi
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momentow sit wzgledem osi rownoleglej do osi x; i przechodzacej przez srodek
cigzkosci elementu prostopadiosciennego (rys. 2.9b) w postaci:

d 0 d
Ulde2dX3 % + (0-12 + %dxl )dedx?’ i
X
p al p (2.24)
- UzldxldX3 ﬁ - (0-21 + 921 dX2 )dxldX3 Y21 =0
A7)
skad po podzieleniu przez dx,dx,dx; mamy:
0 0
20-12 + 0-12 dxl = 2021 + 621 de (225)
X %)
Przechodzac do granicy przy dx; =0 i dx, — 0 otrzymano
Oi2 =0y (2.26)
Analogicznie mozna otrzymac zaleznosci:
G;3=0;3 1 O©,=0g (2.27)

W ogblnym przypadku rownowagi ciata, na podstawie (2.26) i (2.27), skla-
dowe stanu naprezenia sg symetryczne tzn.:

;=0 (2.28)

Z prawa zachowania kretu otrzymuje si¢ identyczng zalezno$¢. Z réwnan
(2.17) 1 (2.28) wynika, ze stan naprezenia w punkcie K(x;) ciafa jest jedno-

znacznie okre$lony przez sze$¢ niezaleznych sktadowych stanu naprezenia o .

2.4. Transformacja skladowych stanu naprezenia

Jezeli znane sg sktadowe stanu naprezenia o, w Kartezjanskim ukladzie
wspotrzednych x;, to po przej$ciu do nowego obroconego kartezjanskiego ukta-

du wspdtrzednych x. (rys. 2.10) sktadowe wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami

3 3
opr =2 > cycyon dla i=123; j=123. (2.29)

k=1 I=1

gdzie: ¢, = cos(ey,e;) (2.30)

Wzory te umozliwiajg przeliczenie sktadowych stanu napr¢zenia dzialaja-
cych w danym punkcie na naprezenia w tym samym punkcie, ale znajdujacym
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si¢ w nowym obroconym uktadzie wspotrzednych kartezjanskich. Przyktadowo
rozpisano zaleznosci (2.29) dla i" =11 ;" =12:

_ 2 2 2
O =011Cy; + 0015 +033¢13 +(015 +6,1)¢y ¢y +(013 +031)¢y,¢013 +
+(053 +03,)c0;

Oy = (01111 +02Cp +031C13)Co1 +(015¢11 +02C15 +03,¢13)Co, +
+(013¢)) + 0301, +033613)C3

(2.31)

6‘63
\

A

e

AN

A } ™~ Ox
\\
\
\

X,
7

7

e x)

X ¥

(o J 0
X

& O

Rys. 2.10 Sktadowe stanu naprezenia w obroconym uktadzie
W powyzszych zalezno$ciach dla wigkszej czytelnosci zapisu nie uwzgled-
niono zaleznosci (2.28) tzn. 6; =6 ;.
Dla ptaskiego

stanu naprezenia w plaszczyznie
wspotrzgdnych x.,x ., x.., wktorym x;. =x;3:

X —x, (tzn. dla
G,3 =0,; =G5, =0) w obréconym o kat ¢ =— (51* El) kartezjanskim ukladzie

_ 2 .2 :
G =01 COS” @ + 05, SIN" @ + 26, SInPCos

G e =011 8IN° Q@ + G5, COS™ @ — 26, SInPCOSP

. 2 .2
G,y =—(0}; —0)sin@Ccos® + 6, (cos” @ —sin” @)

(2.32)
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gdzie uwzgledniono zgodnie z rys. 2.10, ze
¢y =cos(eq,e ) =cosg,
Cyp =c0s(e,,€,) =CosQ,
1 =cos(e,e,) =cos(7/2—¢)=sing,

Cy1 =c08(ey,€) =cos(7/2+¢p)=—sing.

Wzory (2.32) w formie graficznej przedstawiajg koto Mohra znane z wy-
trzymato$ci materialow.

2.5. Niezmienniki stanu naprezenia

Przy obrocie uktadu wspélrzednych sktadowe stanu naprgzenia ulegaja
transformacji. Wynika stad pytanie o ekstrema naprezenia normalnego w ustalo-
nym punkcie ciata ze wzgledu na kierunek normalnej # do badanego przekroju.
Pytanie to zwiazane jest z okre§leniem warto$ci wiasnych sktadowych stanu
naprezenia.

W przypadku ogdlnym wektor naprezenia nie jest prostopadly do elementu
powierzchniowego dA (rys. 2.7). Kierunek gtowny naprezenia ¢ wyznacza
normalna 7 do elementu powierzchni, na ktérym naprezenia normalne przyjmu-
ja warto$ci ekstremalne, a sktadowe styczne stanu napr¢zenia znikaja. Uktad
rownan dla kierunkéw gtéwnych mozna, zgodnie z (2.17), zapisa¢ w postaci

3 3
o/ =Y oyn;=on, lub D (c,-08,)n;=0 dlai=123, (2.33)
J=l J=l
| dla i=j

gdzie: delta Kroneckera §;; = o (2.34)
Y0 dla i#]

Roéwnanie charakterystyczne bedace warunkiem nietrywialnego rozwigza-
nia uktadu (2.33) ma postac:

6 —6 G2 Gi3
G,y G, —GC Gy |=0 (2.35)
G3 C3 G33 —O

lub po rozwinigciu wyznacznika (2.35):
o’ ~Ic*+1,6-1,=0 (2.36)
Pierwiastki rownania (2.35) lub (2.36) GT, G; , cs; nazywamy warto$ciami

gléwnymi naprezen, za§ wspolczynniki rownania (2.36) niezmiennikami stanu
naprezenia, ktore wyrazajg si¢ rOwnaniami:
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l,=0,,+0,, +05;=30,, (tzw.$lad jadra)

Gyp Oy (017 Op| O Op
I,= (2.37)
G3,  O331 [O31 O331 [0 Op
Gy; O Op3
Iy=|0, Oy Oy
G31 O3 Oz
gdzie naprezenie $rednie: ©,, =(0,, + G,, +G33)/3 (2.38)

Z drugiej strony, jesli GT,G;,G; sg pierwiastkami (2.35) lub (2.36), to
rownanie (2.36) mozna przedstawi¢ w postaci:

(6-0,)(6-0,)(6-03)=0 (2.39)
1 wtedy stuszne sa nastepujace zwiazki pomiedzy pierwiastkami:
I,=c, +0, +0,=30,
I, =6,6, +G,0; +G,05 (2.40)

* k%
I;=0,0,0,

gdzie: 6, = (o, + 0, +03)/3 (2.41)

Naprezenia gldéwne w danym punkcie sg niezalezne od kazdego dowolnego
uktadu osi wspotrzednych. Dlatego wyrazenia [,,/,,1; sa niezmiennikami
przeksztatcen uktadu wspotrzgdnych. Ze wzgledu na stopien niezmienniki na-
zywamy: [, —liniowym, [, —kwadratowym, /, — szeSciennym.

Odpowiadajace naprezeniom gtdéwnym trzy wzajemnie prostopadle kierun-
ki }7; nazywamy kierunkami gtéwnymi stanu napr¢zenia w punkcie K .

Wezmy pod uwage dwie rézne wartosci naprezen gtéwnych | i o, oraz

odpowiadajace im wektory jednostkowe oznaczone jako 7 " i 7 (odpo-

wiednio ze sktadowymi nl* M nl* @ dla i=1,2,3). Wowczas z (2.33) mamy:

3 3
1 * 0 ¥(] 1 * *2
2o =i 205m) =oon (2:42)

J=1 J=1

*(2)

nozac powyzsze roéwnania, odpowiednio, przez n;

i n’, sumujac po

i oraz odejmujac od siebie otrzymujemy:
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3
D (o] —cy)n "n[® =0 (2.43)
i=1

Zgodnie z zatozeniem, ze o, # G, dla (2.43) musi zachodzi¢ réwno$é

3
D @ =0 (2.44)

i=1

Lewa strona powyzszej zalezno$ci jest iloczynem skalarnym wektorow

7Y i 7”@ Poniewaz iloczyn skalarny jest rowny zero, to wektory te sa wza-

jemnie prostopadte, czyli 7°® L7 ® .

2.6. Naprezenia oktaedryczne

Stan naprezenia w punkcie K odksztalcalnego ciata mozna takze scharak-
teryzowa¢ w przekrojach jednakowo nachylonych wzgledem trzech kierunkow
gtéwnych, zgodnie z (2.11), w nastgpujacy sposob:

1
n=n,=n,=— (2.45)
1ThEL TR

Przekroj taki nazywa si¢ przekrojem oktaedrycznym. Przekroje te tworza
osmioscian foremny w uktadzie osi kierunkéw gléwnych stanu naprezenia
w danym punkcie.

Rys. 2.11. Naprezenia oktaedryczne

Sktadowa normalna napreZzenia oktaedrycznego o, (rys. 2.11) wyraza si¢
wzorem:

c,, =(c, +0,+03)/3=(0,, +6, +64;)/3=0, =1,/3 (2.46)
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za$ skladowa styczna napre¢zenia oktaedrycznego t,, wzorem:

1 * *.2 * *.2 * LN
Toth—\/(Ul_Uz) +(0y, —03) +(03—0y)" =

Z—[(O'll 0'22) +(o — ‘733) +(033 — 511) +6(O'12+023+013)]”2
=g1/13—312
(2.47)

Kierunki sktadowych t,, zaleza od stosunku warto$ci napr¢zen glownych
s

Mozna takze wprowadzi¢ nast¢pujgcy niezmiennik stanu naprezenia nazy-
wany naprezeniem efektywnym lub intensywnoécia naprezen:

Oy = cs w/12 -37, (2.48)

2.7. Niezmienniki aksjatora i dewiatora napre¢zenia

Wyrazone zaleznoscia (2.18) skladowe stanu naprezenia o; w punkcie
K(x;) ciata stanowig kwadratowg dziewigcioelementowa macierz (tablice) sy-
metryczng (2.28). Kwadratowg macierz (2.18) [6;] mozna rozlozy¢ na dwie

macierze

(2.49)
c, 0 0 11— O Oz O3
=0 o, 0|+ oy G, — 0, Gy =A_+D
0 0 o, O3 O3 033 =0
gdzie wprowadzono oznaczenie 7, =[c,] (2.50)
Pierwsza sktadowa macierz (2.49) w odniesieniu do stanu napr¢zenia
c 0 0

(e m

A =10 o 0 (2.51)
0 0 o

m
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nosi nazwe aksjatora naprezenia lub czesci kulistej 7. Aksjator naprezenia opi-
suje stan naprezenia wystepujacy przy rOwnomiernym wszechstronnym rozcig-
ganiu lub $ciskania (tzw. stan hydrostatyczny).

Przez analogi¢ do (2.36) niezmienniki aksjatora (czg$ci kulistej) naprezen A, :

e niezmiennik liniowy: /,, =35, =1, =30, (2.52)
e niezmiennik kwadratowy: I,, =30, =1;,/3=1}/3=3c, (2.53)
e niezmiennik szescienny: I,, =, =I; =c., (2.54)

Druga macierz w zaleznosci (2.49)

G111 = On Gys Gi3
D, = G Gyp =0y Go3 (2.55)
G3 G G33 =0y

nosi nazw¢ dewiatora napr¢zenia D . Jak latwo zauwazy¢ pomigdzy wspot-
rzednymi dewiatora tylko pie¢ wielkosci jest niezaleznych.
Niezmienniki dewiatora napr¢zenia D, :

e niezmiennik liniowy:
I, =(6,,-0,)+ (0, —6,)+(633-G,) =0, +G, +G3 =0 (2.56)

e niezmiennik kwadratowy:

1
1, = _g[(cn _022)2 +(op _033)2 +(o3; _011)2 +6(0122 +G§3 +G§1)]=

1 * * * * * *

- —g[«n —63)2 +(0s 63 + (05 —5))’]= 2.57)
3 1

= —Erﬁd =-3c2+1, = —515 +1,

e niezmiennik sze$cienny:

L, =1,+1,6,+2c, =1,-1,,6, -G, (2.58)

W przypadku dewiatora napr¢zenia ze wzgledu na zaleznos$¢ (2.56) moéwimy
o przypadku czystego Scinania.
Z réwnan (2.46) i (2.52) wida¢, ze o,, mozna traktowac¢ jako niezmiennik

proporcjonalny do liniowego niezmiennika aksjatora /,,, za$ na podstawie row-

la»

nan (2.47) i (2.57) naprezenie t,, jest proporcjonalne do pierwiastka kwadra-

towego z niezmiennika kwadratowego dewiatora 7, :
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G,,=1,,/3 Tpo = —%IM (2.59)

oct

Czasami wprowadza si¢ takze niezmienniki Burzynskiego zdefiniowane na-
stepujaco:

0, =0, W, =1 (2.60)

oct

ktore odgrywaja duzg rolg w wytrzymatosci ztozonej i teorii plastycznosci.

Przedstawione w tym rozdziale zaleznosci nie zaleza od deformacji i wila-
sciwos$ci materialowych, a zatem sg stuszne zaréwno dla materialow izotropo-
wych jak i anizotropowych.
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Dziatanie sit zewnetrznych powoduje deformacje w rzeczywistych ciatach
odksztatcalnych. Zadaniem mechaniki osrodkow ciaglych (w tym mechaniki
ciata odksztalcalnego, teorii sprezystosci i wytrzymatosci materiatow) jest opis
deformacji ciala dzigki uwzglednieniu kinematyki ciata odksztatcalnego. Jest to
zagadnienie czysto geometryczne, a przyczyny deformacji i wlasciwos$ci mate-
rialu nie odgrywaja zadnej roli.

Podczas obcigzenia ciata pod dziataniem sit zewngetrznych punkty material-
ne zmieniaja swoje potozenie w przestrzeni. Wobec zatozenia ciggtosci osrodka,
zaktadamy jednocze$nie, ze deformacja ciata jest ciagla, bez luk, szczelin, roze-
rwania. Podczas ruchu ciata odksztatcalnego nastepuje zmiana ksztattu ciala tzn.
wszystkie punkty ciata doznaja przemieszczen zgodnie z przyjetymi warunkami
brzegowymi. Do opisu tych zmian wprowadza si¢ pojgcie deformacji ciata. Po-
jecie to, w odrdznieniu od ruchu, odnosi si¢ do zmiany ksztattu ciata w skonczo-
nym przedziale czasu pomigdzy konfiguracjq poczqtkowq (ksztatt ciala przyjety
za wyj$ciowy, nie zdeformowany) i konfiguracje koncowq, w ktorej ksztalt ciala
ulegt zmianie. Zalozono wigc tylko ksztatt konfiguracji poczatkowe;j i koncowej
nie analizujgc konfiguracji posrednich. Na tym polega réznica pomiedzy bada-
niem ruchu ciata a badaniem jego deformacji. Metoda okreslenia deformacji
polega na tym, ze na podstawie przemieszczen ciata odksztalcalnego wyzna-
czamy zmian¢ dlugosci liniowych elementow, a takze zmiang¢ katow pomigdzy
dwiema liniami elementéw. Okreslenie deformacji polega na poréwnaniu prze-
mieszczen ciata odksztalcalnego i ciata doskonale sztywnego, a zatem nie zalezy
od charakteru i przyczyny deformacji. Deformacje mozna rozpatrywac jako od-
wzorowanie ciata nieodksztalcalnego (sztywnego) na ciato odksztatcalne.

3.1. Skladowe nieskonczenie malych odksztalcen w karte-
zjanskim ukladzie wspolrzednych

Wezmy pod uwage pewien obszar przestrzenny bedacy cigglym osrodkiem
materialnym i obierzmy w nim trzy sasiednie punkty 4,B,C (rys. 3.1). Zaloz-
my, ze potozenie punktow A, B,C odpowiada stanowi konfiguracji poczatko-
wej. Po obcigzeniu te same punkty osrodka materialnego przyjma polozenia
stanu koncowego A4',B’,C’. Opisujac odksztalcenia zaktadamy, ze przeksztal-
cenie osrodka jest liniowo jednorodne. Odksztalcenia otoczenia punktow sg
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opisane przez zmiany dtugosci bardzo matych odcinkéw i zmiany katow pomig-
dzy tymi odcinkami. W tym skrypcie omowiono jedynie mate odksztalcenia
(czasami tez nazywane w literaturze nieskonczenie matymi) w prostokatnym
uktadzie wspoétrzgdnych. W tym przypadku gradienty przemieszczen sa mate

w poréwnaniu z jednoscia.

ng
T l/
I B
: dx,
I
I
Al __< -
L X,
B Pid dx,
% dx,

Rys. 3.1 Odksztatcenie osrodka materialnego

W przypadku matych odksztalcen najczesciej przyjmuje si¢ miar¢ odksztat-
cen Cauchy’ego, tzn.

g=—"= =k | (3.1)

W mechanice osrodkow ciaglych przyjmuje si¢ takze, ale bardzo rzadko,
inne miary odksztatcen — np. miara Hencky’ego:
e=In j—k (3.2)

p

Rozpatrzmy elementarny prostopadtoscian o krawedziach rownoleglych do
osi x,, X,, x; kartezjanskiego uktadu wspotrzednych i obierzmy dany punkt ciata
bedacy jednoczesnie poczatkiem tego uktadu. Na rys. 3.1 pokazano takze zasad-
nicze fazy przeksztatcenia prostopadto$cianu w roéwnolegtoscian: przemieszcze-
nie i obrot jako ciata doskonale sztywnego oraz wydtuzenie bokow i pochylenie
wzgledem siebie krawedzi. W odniesieniu do tego prostopadto$cianu mate od-
ksztalcenia mozemy interpretowac geometrycznie.

Rozpatrzmy najpierw sktadowe stanu odksztatcenia w plaszczyznie rowno-
legtej do ptaszczyzny x, —x, (rys. 3.2).



3. Stan odksztalcenia

35

Odksztatcenie liniowe prostopadto$cianu okresla rozsuniecie dwoch prze-

ciwleglych $cian, a zatem:

(dx, + g:l dx,) — dx,

(3.3)

o

. A'B'—AB : _ Ouy.
a AB dx, ox,
(v, + 22 g ) — i,
. _A'C'-4C X, _ Ou,
2 AC dx, 0x,
\
‘xz ou,
Ox,
S
(gz\l CSN
c
. B/ Ou,
< | Ox,
£
Alu
:_l’ dx, Zi
) - ou,
—-dx,
ox, X,
)

Rys. 3.2 Sktadowe stanu odksztatcenia w ptaszczyznie x, —x,

Odksztatcenie postaciowe prostopadtoscianu okre§la zmiang kata prostego
zawartego, na przyklad w plaszczyznie x, —x,, pomi¢dzy elementami AC i AB

(rys.3.2):

ox,

(3.4)

Wprowadzono nast¢pnie sktadowa odksztalcenia postaciowego, ktora zde-

finiowano nastepujaco:

_ Y

€12
2

(3.5)

Postegpujac analogicznie otrzymujemy ostatecznie wzory na sktadowe stanu
odksztatcenia matych deformacji w postaci:
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Ou, Ou, Oty
"o 2o, oy
€1, =€y :y12/2=%(%’;+%) (3.6)
€y =€3, =y23/2=% Z_j:-’-%)
€3 =€y, =y13/2=% %4—2—2)

Podobnie jak dla sktadowych stanu naprezenia takze w przypadku sktado-
wych stanu odksztalcenia shuszna jest zalezno$¢:
g;=¢; czyli y;=v, (3.7)
co juz zostato wykorzystane w réwnaniach (3.6). Rownania (3.6) sg czasami
nazywane rownaniami kinematycznymi.
Odksztalcenia te mozna zapisa¢ w postaci tablicy kwadratowe;j:

e Jiz Y3
o, )
€n & &3 . .
[Szj]: € €xp &y |F % €2 ? (3.8)
&1 Exn &3y Y31 Y3
T, &3

Nalezy zwrdci¢ szczegdlng uwage, ze sktadowe matych odksztatcen o roz-
nych indeksach sa rowne potowie kata odksztalcenia postaciowego, poniewaz
wowczas transformujg si¢ identycznie jak sktadowe stanu napre¢zenia (2.29):

3
Epp = chikcjlgkl (3.9)

3
k=1 I=1

A zatem sktadowe stanu odksztatcenia majg witasciwosci analogiczne do
skladowych stanu naprezenia. Odksztatcenia liniowe ¢, (i=1,2,3) sa dodatnie,
gdy nastapi zwigkszenie dlugo$ci odcinka, za$ odksztalcenia postaciowe
2g; =y, (dla i# j) uwazamy za dodatnie, gdy nastapi zmniejszenie kata (pier-

wotnie prostego) pomigdzy dwoma odcinkami.
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3.2. Niezmienniki stanu odksztalcenia

Z analogii sktadowych stanu napr¢zenia i stanu odksztalcenia wyplywaja
nastepujace wnioski dla tego ostatniego stanu:
1. W kazdym punkcie ciala istniejg trzy parami prostopadte kierunki, dla

ktorych odksztalcenia liniowe €, osiggajg wartosci ekstremalne

un
€,€,,&;. Odksztatcenia te noszg nazwe odksztalcen gtéwnych, zas ich

kierunki — kierunkéw gtownych odksztatcen. Dla tych kierunkow od-
ksztalcenia postaciowe 2g¢; =y, (dla i # j) sa rowne zero.

2. Odksztalcenia gtowne wyznacza si¢ z analogicznego do (2.36) rownania:
e —Jeg'+J,e—-J,=0 (3.10)

gdzie niezmienniki stanu odksztalcenia majg postac:
e Niezmiennik liniowy J,

J =8 +€y +853 =8 +8, +8; =38, (3.11)
przy czym wprowadzono pojecie odksztatcenia §redniego
€, =(€, +€y +853)/3=(g] +£,+£3)/3 (3.12)

e Niezmiennik kwadratowy J,

g, 2 g Ymple o Ti)
J, = 2, 2, 22 €8, +8;8; +s;gT (3.13)
Yo oo | Y2 oo | YA o
2 22 2 33 2 33

e Niezmiennik sze$cienny J;

g, 2 Y3
2 2
'Y 'Y * k%
Jy = % €99 % =€,€,8; (3.14)

3. Odksztalcenia oktaedryczne wynosza:

g, =(g +&,+85)/3=¢,=J,/3 (3.15)

Tar el —e + G- 6 et =360, (16)
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4. Kwadratowg macierz [g;] (3.8) mozna roztozy¢ na dwie macierze kwa-

dratowe, analogicznie do (2.56), w postaci:

g Yo Tu]
o, )
€1 €2 & . v
Ts:[gij]: € &xpn &3 |= % € % =
€31 €3 €33 Y51 Y32
- 5 &3
2 2
- - _ (3.17)
€11 &y T T3
e, 0 0 2 2
=0 e, 0|+ T2 g,-e, 1B |24 +D,
2 2
0 0 ¢, Y31 V32 _
T

gdzie: A, — aksjator odksztalcef,
D, — dewiator odksztalcen.

Jak stad wida¢ stan odksztalcenia moze by¢ roztozony na odksztalcenia ob-
jetosciowe okreslone aksjatorem odksztalcen A, i1 odksztalcenia postaciowe
okreslone dewiatorem odksztatcen D, .

5. Niezmienniki aksjatora odksztalcen A4, :

g, 0 0
4=10 ¢, 0 (3.18)

0 0 e,
e liniowy niezmiennik: J,, =3¢, =J, =3¢, (3.19)
i proporcjonalny do niezmiennika O, =¢,., =¢,, =J;,/3 (3.20)

e kwadratowy niezmiennik: J,, =3¢2 =J. /3=3¢2, =J}/3 (3.21)

e szeécienny niezmiennik: J,, =&’ =J; =¢_, (3.22)

Liniowy niezmiennik stanu odksztatcenia J; (3.11) i liniowy niezmiennik

aksjatora odksztalcen J;, (3.19) sa rowne jednostkowej zmianie objgtosci:

A * * *
7V=81 +e,+e,=J,=J, (3.23)
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Ma to bardzo wazne znaczenie fizyczne. W przypadku ST = 8; = sz mamy
do czynienia tylko z odksztatceniem objetosciowym.
6. Niezmienniki dewiatora odksztatcen D, :

R P
2 2
Y21 Y23
D = —= €,, — € —= 3.24
€ 2 22 m 2 ( )
e liniowy niezmiennik:
Jig = (81 —€,) + (85, —,) + (853 —€,,) =€, +8, +&; =0 (3.25)

e kwadratowy niezmiennik:

1 3
Jog = _g{(gn _822)2 +(ep _833)2 +(&5; _811)2 +5(V122 +Y§3 +Y§1)} =

(3.26)
2
. 1[(* *.2 * *\2 b *2]_3ygct _32 J
T € —8) +(g;—8;) +(85-8)) R € tJs
lub po wprowadzeniu niezmiennika Q, = y;‘” == %J 2d (3.27)

e szescienny niezmiennik J,, =J, +.J,&, +2¢e) =J, —J,,&,—€, (3.28)

W przypadku dewiatora odksztalcenia méwimy tylko o przypadku od-
ksztalcenia postaciowego dla odksztalcen gtownych, poniewaz niezmiennik
Jia =g +&, +8; =0.

Niezmienniki stanu odksztalcenia €2, i €2, nosza nazwe¢ niezmiennikéw

Burzynskiego, analogicznie do niezmiennikdéw stanu napre¢zenia (2.60) o, i ®,.

3.3. Rownania nierozdzielnosci odksztalcen

Jesli dane sa sktadowe stanu deformacji, to réwnania kinematyczne (3.6)
daja uktad szeSciu réwnan o pochodnych czastkowych dla trzech niewiadomych
sktadowych stanu przemieszczenia u,,u,,u,. Aby istniato jednoznaczne i ciagte
rozwigzanie uktadu, na skladowe deformacji muszg by¢ natozone dodatkowe
warunki. Rownania te otrzymuje si¢ przez rugowanie przemieszczen z rownan
(3.6) za pomocg operacji rozniczkowania i dodawania stronami z odpowiednimi
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znakami. Warunki przedstawia uktad sze$ciu niezaleznych rownan:

0%y, +82822 _, 0% _ O’y
ox; ox} Ox,0x,  Ox,0x,

O’ey | 0’8y ) 0%y _ O’y

ox2  axl ox,dxy  Oxydx,

0%y, |, ey -9 O’e;y _ 0’1y

ox:  oxf ox,0x; O, 0x;

(3.29)

i(_a‘gx +8813 +6312 _ %),
ox, Ox; Ox, Oxy  Ox,0x4

0 Oey; Oty +6812 _ 0’y
ox, Ox, 0Ox, Ox;  Ox,0x,

0 Oy +6813 _Oep, 0’5
Oxy; Ox, Ox, Ox;  Ox,0x,

Rownania (3.29) sa warunkami cigglo$ci przemieszczen lub czesciej nazy-
wane sg warunkami nierozdzielnosci odksztatcen.

Schematy wyprowadzenia rownan nierozdzielnosci odksztatcen przedsta-
wiono dla dwoch grup rownan (3.29):

e gruparéwnan (3.29.a—c):

Z uktadu rownan (3.6)

Ou, Ou, 1 oOu, ou,
g =7 E€p=—= g, =Yp/2=—(—+—= 3.30
11 o, 2 o, 12 =712 2 ox, | ox, ) (3.30)
po kolejnych i odpowiednich operacjach rézniczkowania:
Ogy o%u,
Ox,  Ox,0x,
2
O&x :M (3.31)
Ox,  Ox,0x,
Og,, _l( o%u, 52”2)
ox, 2 ox0x, oOx}
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2 3
8811: 0’u,

ox;  Ox,0x5

2 3
0°€yy  Ou,

= 3.32
oxg  oxlox, (-32)
0%, :l( 83141 ’u, )
ox,0x, 2 0Ox,0x; axfax2
Bezposrednio z zaleznosci (3.32) widac, ze:
0%, + 0%ey i 0’ _ O’y (3.33)

oy oxp ox,0x,  0Ox,0x,

e grupy rownan (3.29.d—e):

Na podstawie uktadu réwnan (3.6) po zrézniczkowaniu mamy ponizsze za-
leznosci:

ou,
€ :8_

Xy
Gen _ Ouy (3.34)
Ox,  Ox,0x,
0%, Oy
0x,0xy  Ox,0x,0x,

1 Ou, Ou
e == (+—=5)

2 ox, Ox

2

0Og, :l(aul +8 u2) (3.35)
ox; 2 ox0x, O}
e, 1. Oy d’u )
Ox,0x3 2 0Ox,0x,0x, 6x126x3

1 Ous ou
1377 83 3 —)

X Ox3
2

0¢13 :_(8u3 N 0u, ) (3.36)
Oxy 2 Ox\0x, Ox,0x3
o _1 dus N *u,
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1 Ou, Ou

P
2 aX3 aX2

2 2

6823 :l( 8 U, n (3 Us (337)

Ox; 2 Ox;0x3 Ox,0x,

62823 _l 831/{2 " 631/13 )

axf 2 oxfoxy  oxfox,
Z ostatnich zaleznosci rownan (3.34)—(3.37) otrzymano:
828” zi 8812 +6813 _6823) (3‘38)

Ox,0x; Ox; Oxy; 0Ox, Ox

Interpretacje geometryczng rownania nierozdzielnosci odksztalcen mozna
przedstawi¢ nastepujaco: skladowe stanu odksztatcenia muszg by¢ od siebie w
okreslony sposob zalezne (uktad rownan (3.29)), aby kazdy element ciata, przy-
legly do sasiednich przed odksztalceniem, przylegal takze do tych samych sa-
siednich elementow po odksztatceniu ciala.

T/ S SN
V. A
[ )
¢ 4
N

s S

Przed odksztatceniem Po odksztalceniu
Rys. 3.3. Interpretacja geometryczna rownania nierozdzielnosci odksztatcen

Przedstawione w tym rozdziale zaleznosci nie zalezg od sktadowych stanu
naprgzenia ani wlasciwosci materiatlowych. Zatem sg stuszne bez wzgledu na
material osrodka, ktory musi by¢ tylko zgodnie z zalozeniami ciagly, a odksztat-
cenia tego osrodka mozna rozpatrywac jako nieskonczenie male.



4. UOGOLNIONE PRAWO
HOOKE’A CZYLI ZWIAZKI
FIZYCZNE POMIEDZY
NAPREZENIAMI

I ODKSZTALCENIAMI

Stan naprezenia (rozdziat 2) i stan odksztatcenia (rozdziat 3) mozna rozpa-
trywac niezaleznie od zachowania si¢ roznych materiatéw. Obecnie zajmiemy
si¢ ciatami, w ktorych stan napr¢zenia zalezy od aktualnego stanu odksztalcenia.

Jesli po usunigciu dzialajacego na cialo obcigzenia cialo to powraca do
swojej konfiguracji poczatkowej (pierwotnej) to mowimy o sprezystym zacho-
waniu si¢ ciata. Naprezenie nie zalezy wowczas od historii odksztatcenia i po
odcigzeniu w ciele nie ma napr¢zen trwatych.

W mechanice osrodkow ciaglych bardzo wazne s3 zwiazki fizyczne tzw.
konstytutywne, ktore okreslaja relacje pomigdzy naprezeniami i odksztatceniami.

(e

o
A A
Obciazenie ) )
Obciazenie
Odciazenia Odciazenia
0 . > & €
Mat:;zli;l;lyowo O Materiat nieliniowo
sprezyst

Rys. 4.1. Przyktadowe zachowanie si¢ materialow sprezystych

Na rys. 4.1 pokazano zachowanie si¢ materialow sprezystych w przypadku
jednokierunkowego rozciggania. Przy formutowaniu rownan konstytutywnych
wprowadza si¢ pojecie liniowosci (rys. 4.1a) lub nieliniowosci (rys. 4.1b) fi-
zycznej osrodka sprezystego.
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Inzynierskie materialy konstrukcyjne moga mie¢ w procesie obcigzania
wlasciwosci izotropowe lub anizotropowe. Gdy wlasciwosci mechaniczne,
w tym termiczne materialu nie zalezg od rozpatrywanego kierunku, méwimy
o materiale izotropowym. Anizotropia materiatu oznacza, ze wlasciwosci mate-
riatu zaleza od rozpatrywanego kierunku.

Materiaty konstrukcyjne mozemy réwniez rozpatrywac jako osrodki jedno-
rodne i niejednorodne. Jezeli wlasciwosci materiatu nie zaleza od punktu rozpa-
trywanego osrodka np. w uktadzie kartezjanskim, to méwimy o materiale jedno-
rodnym, za$ gdy funkcje okreslajace wlasciwos$ci mechaniczne zmieniajg si¢
w zaleznosci od punktu os$rodka, to mowimy o materiale niejednorodnym.

W niniejszym skrypcie ograniczono si¢ jedynie do przypadkow stosowal-
nosci prawa Hooke’a, czyli zatozono liniowg zalezno$¢ pomiedzy sktadowymi
stanu napre¢zenia i sktadowymi stanu odksztalcenia.

Zwiazki konstytutywne w liniowej teorii sprezystosci, czyli prawo Hoo-
ke’a, dla materialu anizotropowego, w zapisie macierzowym, majg postac:

O Cin Ciun Cun G G Chn || &n
S5 Con Gy Cuyy Cupy Coyy Copy || €0
O3;3 Cin Cim Cipz Ciss Gagy Cagpp || €53
{Gi/' } = = = [Ci/'kl ]{"3 K }
O3 Coun Com Coay Gz Gy Cogpp || €0
SES G G Guss Gy Gy Gy || &5
Gy Con Chom Ciyy Gy Gy C1212_ €12
4.1
gdzie Cy, sa wspolczynnikami macierzy sprezysto$ci nazywanymi tez czasami

elementami macierzy sztywnos$ci. Wspotczynniki sprezystosci spetniajg warunki
symetrii wzglgdem par indeksow:

Cg/kl = Cjikl = Cjilk = Ck/;'/ (4.2)
Woweczas liczba niezaleznych statych sprezystych charakteryzujacych za-

chowanie si¢ materiatu redukuje si¢ z 81 do 21.
Relacje odksztatcenia i naprezenia, odwrotng do (4.1) mozna okresli¢ na-

stepujaco:
{8;'; } = [Cijkl ]_l {le } = [Sijkl ]{sz } (4.3)
gdzie: S, sa wspotczynnikami macierzy podatnosci. Zgodnie z (4.2) i (4.3)
stuszna jest tez relacja symetrii:
Sijkl = Sjikl = Sjilk = Sklij (4.4)
oraz
[Sijkl = [Cijkl ]_1 (4.5)
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W ogoélnym przypadku dla ciata anizotropowego gtéwne kierunki odksztat-
cen nie pokrywajg si¢ z gldownymi kierunkami naprezen.
Materiat anizotropowy ma 36 nieznanych wspotczynnikow Cyy; lub S, , ale

tylko 21 jest niezaleznych. Doswiadczalne wyznaczenie 21 niezaleznych statych
materialowych jest bardzo trudne w zastosowaniach inzynierskich. Redukcja nie-
zaleznych statych wspotczynnikow mozna dokona¢ poprzez uproszczenie modelu
osrodka - zaktadajac symetri¢ materiatu [1-5,10,15-19,24, 25,35, 37].
Najbardziej istotne sg nastepujgce symetrie materiatlu (w kazdym jego punk-
cie) przy czym stuszne sg zaleznosci (4.2):
e Symetria monokliniczna — material ma jedna ptaszczyzng symetrii (rys.
4.2). Dla ustalenia uwagi zatozono, ze ptaszczyzng symetrii jest ptasz-
czyzna X, —X,.
A

Rys. 4.2. Plaszczyzna x, —x, symetrii monoklinicznej

W tym przypadku liczba niezaleznych elementow redukuje si¢ do 13 ze
wzgledu na (4.2). Macierz sztywno$ci w przypadku symetrii monoklinicznej ma
postac:

Cllll C1122 Cll33 0 0 ClllZ
Cl 122 2222 C2233 0 0 C2212
Cl 133 C2233 C3333 0 0 C33 12
0 0 0 C2323 C2331 0
0 0 0 C2331 C3131 0
_C1112 C‘2212 C'3312 0 0 C'1212 i

0

[HE (4.6)

e Material ortotropowy — zachowanie materialu ortotropowego jest scha-
rakteryzowane przez trzy ortogonalne (prostopadie) ptaszczyzny syme-
trii wlasciwosci sprezystych (rys. 4.3). W tym przypadku macierz
sztywnos$ci mozna zapisa¢ nastepujaco:
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Cinn Chin Cis 0 0 0
Cin Com Oy 0 0 0
[Cijkl]: Cisz Coz Cagys 0 0 0 (4.7)
0 0 0 Crsns 0 0
0 0 0 0 Cii3 0
| 0 0 0 0 0 Chs |

Rys. 4.3. Materiat ortotropowy

Material ortotropowy ma 9 niezaleznych stalych materiatowych.

e Material poprzecznie izotropowy — w materiale takim jedna z plaszczyzn
ortotropii jest plaszczyzng izotropii. Zaktadajac, ze plaszczyzna x, — x;
jest ptaszczyzng izotropii, otrzymano 5 niezaleznych sktadowych:

_Cllll C1122 C1122 0 0 0
Cin Con Oy 0 0 0
[Cijkl ]= Cin Cuz Cop 0 0 0 (4.8)
0 0 0 (Coom = C3) 0 0
0 0 0 0 Con 0
. 0 0 0 0 0 Cphpy

e Materiat izotropowy — wlasciwosci materialu nie zaleza od rozpatrywa-
nego kierunku. W materiale izotropowym liczba niezaleznych sktado-
wych redukuje si¢ do 2, a macierz sztywnosci ma postac:
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[Cijkl ] =

Cl 122

Ciin
Cim
0
0
0

(Clm _C1122)
(Cllll _anz)

(Cllll

0
0
0
0
0

- C1122 )_
(4.9)

Wspotezynniki macierzy sztywnosci Cyy, lub podatnosci S, maja na razie

jedynie sens matematyczny, wiazac sktadowe stanu napr¢zenia ze sktadowymi
stanu odksztatcenia. Sens fizyczny uwidacznia si¢ po wprowadzeniu statych inzy-
nierskich tzn. moduléw Younga E;, modulow sprezystosci postaciowej (modutéw

Kirchhoffa) G

liczb (wspotczynnikow) Poissona v, gdzie indeks i oznacza

kierunek rozciagania, za$ indeks j kierunek odksztalcen poprzecznych.

W tablicach 4.1 — 4.3 dla trzech ostatnich najcze¢sciej stosowanych modeli
ciata zestawiono macierze sztywnosci (4.5) [Cyy, ] 1 podatnosei (4.7) [Sy,1:

{Gij } = [Cijkl ]{8 u)

{Sij }: [Sijkl ]{sz}

(4.10)
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Tablica 4.1. Zaleznosci pomigdzy wspolczynnikami Cyy, i Sy, a stalymi

inzynierskimi dla materiatu ortotropowego

Material ortotropowy

Cin G Ciss 0 0
Ciyn Crp Oy 0 0

] _ Cisz Coy Cagys 0 0
W 0 0 0 Cyuy O
0 0 0 0 Cii5 0
0 0 0 0 0 Cha |

S O o O

e,

[/

_(=vpuvy)E, (Vip +Vi3V3)E,

gdzie: C), = Ciim = i
(Vi3 +ViaVa3)Es (I-vyv3)E,
Cipys = C... =~ 131713772
1133 A 2222 A
(Va3 + Va1 Vi3)Es (I=vvy)E;
C = C = £ £7 9
2233 A 3333 A
Criy =2Gy, Cy3 =26y,
Cin =26, A=1=V,Vy =Vy3V3 = Vi3V —2V5Vi3Vs,
a ponadto: Viz _ Vo Y _Vum Vis _ Va1
E, E, E, E; 1 3
R Vip Vi3 ]
— —= - 0 0 0
E, E, E,
_Yai L _ Va3 0 0 0
E, E, E,
_Var Va2 L 0 0 0
E E E
[Sijkl]: ’ ’ ’ 1
0 0 0 0 0
2G,,
0 0 0 0 ! 0
2G,,
0 0 0 0 0 1
i 2G, |
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Tablica 4.2. Zaleznosci pomigdzy wspolczynnikami Cyy i Sy, a stalymi

inzynierskimi dla materiatu poprzecznie izotropowego

Material poprzecznie izotropowy

z plaszczyzna x,-x; izotropii

Cii Cin Cin 0 0 0
Cin Crm G 0 0 0
[C“ ]= Cin Cay Comp 0 0 0
o 0 0 0 (szzz - C2233) 0 0
0 0 0 0 Cin 0
| 0 0 0 0 0 Cis |
. (1-v3,)E (Vo +V2)E
gdzie: C, ) Z—A213 : Ciipy =25 A123 2
(1=v,vy))E, (Vo3 + Vo Vip)E,
Crpp == Cozs =
A, A
(1=v,y =2v, Vp)E
(szzz - C2233) = = A 2127 2 - 2G23 C1212 = G12
1
A =1+vy)(1=v,y =2v,vy))
E
aponadto: E, = E, v,=v,; G,=G; = 2
2(1+vy)
Vi2 _ Vo Y _ V3 Yis _ Va1
E, E, E, E; E, E;
| L Y2 Mo 0 0 0 |
E, E, E,
Vo 1L v 0 0
E, E, E,
[s..]=| = 2 By
ijkl 1
o o o Ivw o,
E,
0 0 0 0 ! 0
2Gy,
0 0 0 0 0 1
| 2G,, |
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Tablica 4.3. Zaleznosci pomigdzy wspolczynnikami Cyy i Sy, a stalymi
inzynierskimi dla materiatu izotropowego
Material izotropowy
Cimn G Cix 0 0 0 |
Cin G Gy 0 0 0
_ Cin Cin Cun 0 0 0
Ciu |=
0 0 0 (G —Cip) 0 0
0 0 0 0 (Ciin—Cin) 0
0 0 0 0 0 (Cllll_C1122)_
. (1-v)E VE
dzie: C,jy, = Cippp =—
g 1111 A, 1122 A,
E
Cin—Cup=2G= A, =(1+v)(1-2v)
(1+v)
aponadto: E, =E, =FE; =E Vig =Vy = V|3 =V3 =Vyy =Vy =V
E
G,=G;=G,;,=G=
12 13 23 20+v)
1 v v 0 0
E E E
vy 0 0
E F E
vy 1 o 0
[S“kl ]= BB E 1
7
o o o IV 0
0 0 0 M 0
E
0 0 0 0 M
E
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Przykiad 4.1 I I

plyta

Kostke sze$cienna o boku a wlozono bez

luzu 1 wcisku do nieodksztatcalnego
koryta (rys. 4.4) i poprzez nieodksztat-
calng ptyte obcigzono silg Sciskajacg P. A
Kostka wykonana jest z materiatu orto-
tropowego, ktorego gltowne kierunki
ortotropii pokrywaja si¢ z krawedziami

X

sze$cianu. Wyznaczy¢ nacisk wywierany
przez kostke na $cianki boczne koryta
oraz wzgledna zmiang objetosci. Dane: A
Ey, By, E3, Vo, Vi3, Vo3.

Rozwigzanie

Kostka nie moze rozszerza¢ si¢
w kierunku x;, a wigc €;;=0. W kierunku
Xy, nie dziataja zadne naprg¢zenia, czyli
62,=0. Naciski na kostke w kierunku x;
wynosza: 633=-P/a’, bo P jest sitg $ci-

,,/@

skajacg. W analizowanym przypadku nie
wystepuja naprezenia styczne, czyli 61,=

015= 023=0 1 €,= &13= €3=0. Z zaleznosci  Rys. 4.4. Schemat do przyktadu 4.1

(4.10b) i Tablicy 4.1 wynika:

02 033 o o1 033
= Voo Vs Exn = Vo Vo
E, E, E E, E, E,
033 o1 oy
33 —E——V31E_— R (4.11)
3 3 3
oraz
Vi _Va Vis _Vai Vas _ V3 (4.12)
E, E, E,  E E, E;
Z warunkoéw zadania i (4.11) wynika, ze
o o
g =—t—v;=2=0
E, E,
_ o1 033 _ o
£ =V V3 =V TtV (4.13)
Ez E2 E2 Eza
P o1
33 =" 5 Vi

3d Es
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Po uwzglednieniu w (4.13) zwigzku (4.12) otrzymano:

P

011 =V13033 = V13—,
a

5 (vas +varvis
a

€ =

7(1_"13\’31)
3

€33 =~

Nacisk wywierany przez kostke na

)

(4.14)

$cianki boczne korytka wynosi

o1 = V3 iz , za§ wzgledng zmiang obj¢tosci wyznaczamy z (3.23):
a

14 * * * P
_V :81 +82+83:811+822+833: 3
a

“x3 plyta
lP
- /=
| .
-t a/ > 8 .
A
'x2
(AP
P
_ @ o ,/q
: X,
7 e ~

Rys. 4.5. Schemat do przyktadu 4.2

Vaz +Vorva  1-viavs,
E, Ey

|

Przyklad 4.2

Kostk¢ sze$cienng o boku a wlo-
zono do nieodksztatcalnego naczynia
bez luzu 1 wcisku w kierunku osi x,,
a w kierunku x; z luzem 9, przy czym
d << a. Obliczy¢ minimalng warto$¢
sity P, przy ktérej luz o zostanie zli-
kwidowany. Kostka jest wykonana
z materialu ortotropowego, ktoérego
glowne kierunki ortotropii pokrywaja
si¢ z krawedziami kostki. Dane: E}, E»,
E3,viz, Vi3, vas.

j (4.15)

Rozwiazanie

Odksztatcenie wzgledne w kie-
runku x; wynosi &= 6/a, za§ w kie-
runku x,, nie moze rozszerzac si¢ czyli
€»=0. Poniewaz poszukujemy mini-
malnej wartosci sity P, dla ktorej luz 6
zniknie, to napr¢zenia w tym kierunku
beda réwne zero - o,,=0, za$ sita P
wywoluje naprezenia 63;= -P/a’

)

O
—=0-vp
a

—E= 4V —
E1 E1a2
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0=22 1y, Pz (4.16)
E2 Eza
O
8 = —
33 o 32 E,

Z (4.16) 1 (4.12) wynika, ze

02 =7V
a

P
:_E3a2 (1—v23v32) (4.17)

€33

Minimalna warto$¢ sity P, dla ktorej zostanie zlikwidowany luz & wynosi:
E1a5

p=_— 1"
Vi3 T V1Vo3

(4.18)



5. WYBRANE HIPOTEZY
WYTRZYMALOSCIOWE

Podstawowym i nieodzownym warunkiem pracy kazdej konstrukcji inzynier-
skiej jest zapewnienie jej dostatecznej wytrzymatosci, sztywnosci, statecznosci,
bezpieczenstwa i niezawodnosci. Najpewniejszym sposobem na to jest przeprowa-
dzenie badan doswiadczalnych. Poszukiwanie w kazdym przypadku najkorzystniej-
szego pod wzgledem wytrzymatosciowym rozwigzania na drodze pracochtonnych
1 kosztownych badan eksperymentalnych, moze nie da¢ jednak pozadanego efektu.

W praktyce inzynierskiej potrzeba gotowych wzoréow obliczeniowych, na
podstawie ktorych mozna oceni¢ bezpieczenstwo projektowanego elementu lub
konstrukcji. Dla rozpatrywanych prostych przypadkéw obcigzen takich jak rozcig-
ganie, Scinanie, skrgcanie 1 zginanie wydaje si¢ mozliwe przeprowadzenie badan
doswiadczalnych dla kazdego z tych przypadkéow obcigzenia i wyznaczenia dla
nich naprezen obliczeniowych lub dopuszczalnych. W konstrukcjach rzeczywi-
stych wykonanych z réznych materiatow wystepuja nie tylko proste przypadki,
lecz przewaza ztozony stan naprezenia charakteryzujacy si¢ przestrzennym ukla-
dem naprezen gléwnych (2.39) o,, G, G; iich wzajemnymi relacjami.

Z tych wzgledow rezygnuje si¢ z bezposredniej oceny wytrzymalosci i bazuje
na ocenie posredniej - porownawczej. Polega to na przyjeciu za miar¢ wytrzyma-
oéci materiatu pewnej wielkosci fizycznej. Podstawg doboru takiej wielkosci sa
zebrane doswiadczenia, rzetelne i wnikliwe obserwacje, obszerna baza danych.

W dalszych rozwazaniach zatozono nastgpujace relacje pomi¢dzy napreze-

niami gtéwnymi (2.39): o, >, >0o;.

Zredukowanie zlozonego stanu naprezenia do prostego rozciggania (badz
$ciskania) upraszcza obliczenia wytrzymatosciowe. W przypadkach jednoosio-
wego rozciggania wielkoScia taka jest naprezenie gltowne 0'1* (tzn. 0'1* >0,
c, = (5; =0), ktore wywotluje takie same wytezenie materiatu jak dany zlozony
stan naprezenia. Naprezenia o,,, nazywamy naprezeniami zredukowanymi lub
zastepczymi, gdzie wprowadza si¢ oznaczenie

G =0 (5.1)

Okreslenie wielkosci fizycznej jako miary wytrzymatosci (lub tzw. wyteze-
nia) materialu nazywamy hipoteza wytrzymato§ciowa.
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W rozwazaniach omowiono najczesciej stosowane hipotezy, ktore majg
istotne znaczenie w praktyce inzynierskiej. W wieloletniej praktyce inzynierskiej
powszechnie stosowane s3 stopy metali, w tym gléwnie stale, dla ktorych dys-
ponujemy bardzo bogatymi wynikami badan doswiadczalnych. Materiaty te
modeluje si¢ jako materialy izotropowe majace jednakowa wytrzymato$é na
rozcigganie i $ciskanie. W przypadku materiatow sprezysto-plastycznych, maja-
cych zdolno$¢ do odksztatcen trwatych jako maksymalne naprezenie zreduko-
wane (tzw. graniczne) przyjmuje si¢ zwykle granic¢ plastycznosci R, lub

umowng granic¢ plastycznosci R, , za$ dla materiatow sprezysto-kruchych naj-
cze$ciej wytrzymalo$¢ na rozcigganie R,, . Szeroki przeglad hipotez wytrzyma-
losciowych przedstawiono w pracach [36,39].

5.1. Przykladowe hipotezy wytrzymalosciowe dla materia-
low izotropowych

5.1.1. Hipoteza najwi¢kszego naprezenia stycznego (t,... )

Wedtug hipotezy najwigkszego naprezenia stycznego miarg wytrzymatosci
materialu jest maksymalne napr¢zenie styczne czyli tnace. Hipoteza ta bardzo
dobrze opisuje wytrzymatos¢ materiatow sprezysto-plastycznych. Do wprowadze-
nia tej hipotezy przyczynili si¢: Coulomb (1776), Tresca (1872) i Guest (1900).

W mysl tej hipotezy poréwnuje si¢ maksymalne naprezenia styczne dla zto-
zonego stanu napr¢zenia i jednokierunkowego rozciggania (rys. 5.1)

* *
0 — 03 O red

Ty =t =~z (5.2)

T A G, Gred

red
-

(a) (b)

Rys. 5.1. Maksymalne naprezenia styczne wediug hipotezy najwigkszego
naprezenia stycznego
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Stad naprezenie zredukowane dla hipotezy r,,,, ma postac:

, gdzie 5, >0, >0, (5.3)

max min

G red =‘Gl -0, =|G -c
W hipotezie tej przyjmuje si¢, ze wytrzymalo$¢ na rozcigganie i $ciskanie
jest jednakowa.
Trudno$¢ w stosowaniu tej hipotezy uwidacznia si¢ szczegodlnie, gdy dany
stan naprezenia okre$lony jest przez wszystkie sze$¢ niezaleznych sktadowych

stanu naprgzenia o;;, poniewaz wowczas nalezy wyznaczy¢ naprgzenia glowne

GT > 0; > G; , ktére umozliwiaja wykorzystanie w sposdb jawny te hipoteze (tzn.
zaleznosci (5.3)).

5.1.2. Hipoteza Mohra

W przypadku materiatu izotropowego majgcego roézna wytrzymato$¢ na

rozciaganie i $ciskanie Mohr zaproponowal modyfikacje¢ hipotezy t, .. W posta-
ci ogoblnej:
« 1« 1
GCred =01 7703 = [Omax =~ Omin (54)

gdzie stosunek wytrzymato$ci na §ciskanie i rozciagganie:

R

z = ¢ 55
2 (5.5)

m

W przypadku, gdy wytrzymalos¢ na rozciaganie R,, i $Sciskanie R, sa jed-

nakowe, tzn. z =1, hipoteza ta jest tozsama z hipoteza t,,, .
5.1.3. Hipoteza Hubera
Miarg wytrzymalosci materiatu wedlug hipotezy zaproponowanej przez pol-

skiego profesora Maksymiliana Tytusa Hubera (1904) jest energia odksztalcenia
postaciowego. Warunek wytrzymaloéciowy wg hipotezy Hubera ma posta¢:

1 % * * * * * 3 3
6. = 2lloi ~62)* + (61 -0 4 o “o) )= = e =3

(5.6)

lub postac:

1
Cred = \/5[(511 _522)2 +(0y _033)2 +(o33 _(511)2 +6(G122 +G§3 +G§1)] (5.7)
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Znaczacy wktad w rozwoj tej hipotezy wniesli takze Mises (1913) i Hencky
(1925). Przyjmujac inne zalozenia otrzymali identyczng posta¢ koncowg wzo-
row. Stad od pierwszych liter nazwisk gtownych jej autorow hipoteza ta czgsto
tez nazywana jest hipotezg HMH.

Wzér (5.7) znacznie utatwia obliczenia wytrzymato$ciowe w porownaniu
z hipoteza 7, , bo nie wymaga wyznaczenia napr¢zen gtownych i ich jawnego

uporzadkowania.

5.1.4. Hipoteza Burzynskiego

Wspotpracownik prof. M.T. Hubera, prof. Wlodzimierz Burzynski rozszerzyt
stosowanie hipotezy Hubera na przypadek materialéw izotropowych majgcych
rozne wytrzymatosci na rozciaganie R,, i Sciskanie R,. W uproszczonej wersji
hipotezy Burzynskiego napr¢zenia zredukowane wyrazaja si¢ wzorem [26]:

z—1
. (o)1 +0p +033)+

Ored =

z+1
2z

1
\/E[(Ull —05)" +(0y —033)" + (033 —01)) +6(c )y + 033 +03)]
(5.8)

gdzie: z wyraza si¢ wzorem (5.5). W przypadku gdy z=1 wzor (5.8) jest iden-
tyczny ze wzorem (5.7) wynikajacym z hipotezy Hubera.

5.2. Hipotezy wytrzymalo$ciowe dla materialow anizotropowych
i ortotropowych

W przypadku materialéw anizotropowych i ortotropowych nie mozna ko-
rzysta¢ z hipotez dla materialow izotropowych, w tym z hipotezy maksymalnych
naprezen tnagcych lub hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego.

W wigkszosci zastosowan inzynierskich materiat anizotropowy lub mono-
kliniczny (patrz rozdziat 4), o ile to mozliwe ze wzgledu na doktadnos¢ zamode-
lowania, modeluje si¢ jako materiat ortotropowy. Kryteria zniszczenia materia-
16w anizotropowych lub ortotropowych moga charakteryzowaé poczatek poja-
wienia si¢ procesu zniszczenia, na przyktad poprzez osiagniecie wyraznej lub
umownej granicy plastycznosci, czy tez naprezenia zredukowane lub niszczace
(graniczne) poprzedzajacy pelne zniszczenie struktury. Te wzgledy umozliwiaja
praktycznie szeroka interpretacje kryteriow zniszczenia. Kryteria zniszczenia
okreslaja tylko, na podstawie przyjetej wielkosci fizycznej, dla jakiego stanu
naprezenia lub odksztatcenia materiatu ulega zniszczeniu, a nie opisujg wyteze-
nia materialu w calym procesie obcigzenia odniesionego np. do jednoosiowego
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rozciggania. Ograniczono si¢ zatem jedynie do przedstawienia podstawowych
hipotez wytrzymato$ciowych dla materiatéw ortotropowych.

Dla materialow anizotropowych bardzo czgsto stosowane sa najprostsze hi-
potezy wytrzymatosciowe: hipoteza maksymalnych naprezen, hipoteza maksy-
malnych odksztaicen.

Hipotezy te nie uwzgledniajg jednak wzajemnego oddziatywania, czyli tzw.
interakcji, pomigdzy naprezeniami niszczacymi strukture i odpowiadajacymi im
formami zniszczenia.

Punktem wyjscia do hipotez interakcyjnych dla materialow nieizotropo-
wych bylo proste kryterium zniszczenia zaproponowane przez Hilla przy trojkie-
runkowym stanie napr¢zenia dla materialéw ortotropowych traktowanych jako
jednorodnych. Kryterium Hilla [11-13] ma postaé:

F(G,, —63)° +G(05; —06,,)° + H(o,, —G,,)° +2Lo5, +2Moi, +2No;, =1

(5.9)

gdzie: F,G,H,L,M,N sa wspotczynnikami, ktore nalezy wyznaczy¢ na pod-
stawie badan do$wiadczalnych. Bardziej szczegotowego omowienia kryterium
Hilla dokonano dla ptaskiego stanu naprezenia (rozdziat 6).

Hipoteza ta jest rozszerzeniem hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH)
na materialy ortotropowe majace w tych samych kierunkach takie same wytrzy-
matosci na rozciaganie i Sciskanie. Nalezy podkresli¢, ze dla dowolnego obciaze-
nia konstrukcji gldéwne napre¢zenia nie pokrywaja si¢ z gtdéwnymi kierunkami orto-
tropii materiatowe;.

W praktyce inzynierskiej te trzy kryteria sg najczes$ciej rozpowszechnione
ze wzgledu na prostote, co wida¢ w odpowiednich przepisach normatywnych.

5.2.1. Hipoteza maksymalnych naprezen

W hipotezie maksymalnych napre¢zen o wytezeniu materialu decyduja na-
prezenia w kierunkach gléwnych ortotropii materiatu muszg by¢ mniejsze od
odpowiednich wytrzymatosci. W hipotezie tej mozna uwzglgdni¢ rozne wytrzy-
malosci na rozcigganie i $ciskanie. Material ulega zniszczeniu w przypadku
przekroczenia chociazby jednego z warunkow:

-C <o, =T,

-C, <0, <7,

-Cy<0,3<T; (5.10)
=830, <8y,

=832013<8);

—Sp <0, <8,
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gdzie: C,,1,,C,.T,,C5,T; - wytrzymalo$¢ na Sciskanie i rozciaganie, odpowied-
nio, w glownych kierunkach ortotropii materialowych 1,2,3, za§ S,,,5,;,5; -
wytrzymalo$¢ na $cinanie, odpowiednio, w plaszczyznie 1-2, 2-3, 1-3.

5.2.2. Hipoteza maksymalnych odksztalcen

Hipoteza maksymalnych odksztalcen jest podobna do hipotezy maksymal-
nych napr¢zen. O zniszczeniu materiatu zamiast maksymalnych naprgzen decy-
duja maksymalne odksztatcenia. Odksztatcenia wzgledne w glownych kierun-
kach ortotropii materiatu muszg spetnia¢ nastgpujace warunki:

Co<g,<T,
Cor <8y <T,
C.y <&, <T,4

g3 —
Se23 2855 =753 < 8,05 (5.11)
Sei3 £2813 =73 < 8,5
Sen <281, =71, <8,

gdzie: C,,T,,C,,,T,,,C.,T,; - dopuszczalne odksztalcenia wzgledne na $ci-
skanie i rozciaganie, odpowiednio w gtownych kierunkach ortotropii materiato-
wej 1, 2, 3, za§ S,,,5,25,5,; dopuszczalny kat odksztalcenia postaciowego,
odpowiednio, w ptaszczyznie 1-2, 2-3, 1-3.

Jesli materiat do zatoZzonego stanu zniszczenia zachowuje si¢ liniowo spre-
zyscie, to stuszne sg nastepujace zwiazki:

c, =—t

€l
C,, = (5.12)

C£3 =

SIisIRCIIoMC]ie
od o

I 1
D1|w’ﬂ by |N’ﬂ i |_ﬂ

%)
%)

Sip. Sﬂzh 513=h

SalZ =
G, Gy G,

Poréwnujac zwiazki (5.10) dla hipotezy maksymalnych naprezen ze zwigz-
kami (5.11) i (5.12) dla hipotezy maksymalnych odksztatcen na podstawie za-
leznosci (4.10) 1 Tabeli 4.1 tatwo zauwazyC, ze te ostatnie roznig si¢ jedynie
wystepowaniem czlondéw zawierajacych liczby Poissona.



6. PLASKIE ZAGADNIENIA
W WYTRZYMALOSCI
MATERIALOW

W wigkszosci stosowanych konstrukeji inzynierskich elementy konstruk-
cyjne sa modelowane poprzez zredukowanie trojkierunkowego stanu naprgzenia
i/lub odksztalcenia do dwuwymiarowego stanu napr¢zenia (tzn. plaskiego stanu
naprezenia) lub odksztatcenia (tzn. ptaskiego stanu odksztalcenia). Zatem
w zagadnieniach inzynierskich majg szerokie zastosowanie zadania dla ptaskie-
go stanu odksztalcenia oraz dla ptaskiego stanu naprezenia.

W wytrzymatos$ci materiatow dla pretow, belek, walow przyjmuje si¢ nawet
jednokierunkowy stan naprezenia odpowiednio w przypadkach prostego rozcig-
gania/§ciskania, zginania, a takze np. dla cienkosciennych pier§cieni. Za§ dwu-
kierunkowy stan napre¢zenia zaklada si¢ dla np. belek poddanych zginaniu
i skrecaniu, cienkosciennych zbiornikéw, ptyt i powtok, rur.

6.1. Plaski stan odksztalcenia

W przypadku ciata, w ktorym przemieszczenia osiowe w kierunku x; s3
réwne zero, tzn. u; =0, to moéwimy o przypadku ptaskiego stanu odksztalcenia
w plaszczyznie x, —x,. Przemieszczenia sa wowczas tylko funkcjami wspot-

rzednych x,,x,, tzn.
u, =u,(x,X,) Uy =u,(X),X,) uy; =0 (6.1)

Z powyzszych zalezno$ci geometrycznych i ze zwigzkow geometrycznych
(3.6) wynika, ze
& =&y (x,X,) €y = €5 (X1, X,)

€y = €15(x;,X,) &3 =63 =¢63=0 (6.2)

Dla ptaskiego stanu odksztatcenia, czyli deformacji zachodzacej tylko
w plaszczyznach rownolegtych do plaszczyzny (x, —x,) sze$¢ rownan nieroz-
dzielnosci odksztalcen (3.29) redukuje si¢ do jednego réwnania:
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2 2 2 2
0 511+5 €2 _26 g 07y

= = 6.3
axg axlz ax15x2 8x15x2 ( )
Prawo Hooke’a dla materialu ortotropowego ma postac:
Gy _C1111 Cin Cius 0 0 0 | €1
Sp)) Cin Cun Cusy 0 0 0 €x
O3 | _ Ciss Cuy Gy 0 0 0 €3 =0 (6.4)
O,; 0 0 0 Crins 0 0 €y, =0
G5 0 0 0 0 Cyi3y 0 €5;=0
(o7 | 0 0 0 0 0 Con |l &n
skad bezposrednio wynika, ze
o1 =Chipi€ +Chpnéy Gy =Ciingyy + Copény 61, = Cgpn
G335 = Ciy338) + Cynaz€ny Gy =013=0 (6.5)

Z zaleznosci (6.2) 1 (6.5) wynika, Zze o4, = 65, (x,,x,) 1 wOwczas wa-
runki réwnowagi wewngtrznej (2.23) upraszczajg si¢ do postaci:

0c 0c 0c 0c
1, %n 12, 9Oxn

+X,=0 (6.6)

ox,  Ox, Ox,  Ox,

6.2. Plaski stan naprezenia
Dla ptaskiego stanu naprezenia w plaszczyznie x, —x, sktadowe stanu na-
prezenia wyrazajg si¢ zaleznosciami:
Oy =0 (X,X,) Oy =0,(X,X;)
Oy =01,(X,X;) O3 =0,3=013=0 (6.7)

Prawo Hooke’a dla materiatu ortotropowego w plaskim stanie napr¢zenia
mozna, zgodnie z (6.7), zapisac:

O Cllll C1122 Cll33 0

0 0 |le,

O Ciz Coyp Coy 0 0 0 ||&x
Gy =0 _ Chss Coz Caggz 0 0 0 |]es (6.8)

G, =0 0 0 0 Cyy O 0 |l&y

G,;=0 0 0 0 0 Gy 0 |leg

Oz L 0 0 0 0 0 Ciupllen
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Z powyzszego wynika, ze:

611 =Ciiepy + Climen + €3

G = Ci1n€yy + Coon€yy +CrnpsEas

61, =Cppgyy

€33 = ~(Cii33811 + Cs€nn)/ Cgyy

€,;=6,;=0 (6.9)
Roéwnania rownowagi wewngetrznej (2.23) majg postaé:

0oy, N 0G,, £ X, =0
ox,  Ox, 6.10)

czyli posta¢ identyczng jak dla ptaskiego stanu odksztalcenia (6.6).

6.3. Reguly transformacyjne

W celu uproszczenia zapisu zaleznos$ci prezentowanych w rozdziatach od 2
do 6.2 wprowadzono jednoindeksowe oznaczenia dla sktadowych stanu napre-
zenia i odksztalcenia oraz dwuindeksowe dla wspotczynnikéw sprezystosci
[1-5,15-19,27,37]. Przyjeto nastepujace reguly notacyjne:

e jednoindeksowa notacja:

0, =6y € =g
0, =0y € =8Ep
03 =033 €3 = &3 6.11)
O4 =0y €4 =285 =73
Os5 =03 &5 =283 =73
O¢ =012 g6 =28, =Y
e dwuindeksowe notacje:
Ciikl Cpq
iy |11,22,33,23,31,12| 7 |1,2,3,4,5,6 (6.12)
Kl |11,22,33,23,31,12|49 [1,2,3,4,5,6
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Wprowadzajac reguty transformacyjne (6.11) i (6.12) do réwnania (4.1)
mozemy prawo Hooke’a zapisa¢ w postaci:

O C, C, C; Cy Cs5 Cglle
P Gy Gy Gy Gy Gy Cy |8,
{G-}Z Gs( _ Gy Gy Gy Gy G Gy e :[C“]{SA} (6.13)
: Gy Cy Cp Ci Cy Cus Culley Y
Os Csi G, Cs3 Gy G5 Cig |85
0s) [Ca Co Cgi Cos Cos Co]lEs

gdzie stuszny jest warunek symetrii wspotczynnikéw macierzy:
C;=C; (6.14)
Ze wzgledu na wprowadzenie innej od (3.8) jednoindeksowej notacji
(6.11), w ktorej:

€4 =28y =Y €s =283 =7Y)3 €6 =28, =7, (6.15)

to tylko niektore wspotczynniki macierzy (6.13) Cij dla i,j=1,2,6 w poréwna-
niu z czteroindeksowymi wspotezynnikami macierzy Cy, (4.1) wyrazajg sig
zalezno$ciami:

Cuy=Crp3/2  Ci5=Cy5/2 Cy=Cpyn/2

Cys =Ch331 /2 Cis =Cr12 /2 Cs6=C5y1,/2 (6.16)

Dla pozostatych przypadkow nie podanych w (6.16) wspdtczynniki macie-
rzy sztywnosci sg identyczne z (4.1).
Relacje odksztatcenia i naprezenia, odwrotng do (6.13), mozna okresli¢ na-

stepujaco:
e l=le, ] e =ls,Jo) 6.17)

gdzie: Sl.j s wspotczynnikami macierzy podatnosci. Zgodnie z (6.14) i (6.17)
stuszna jest tez relacja symetrii:
S. =S (6.18)

g Jt

oraz zaleznos$¢
[S,j]: [Cz‘j ]71 (6.19)

Uwzgledniajac reguly transformacyjne (6.11) i (6.12) macierz sztywnosci
Cl.j dla r6znych rodzajow materiatow (patrz rozdzial 4) mozna zapisa¢ w nastg-

pujacej postaci:
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Materiat ortotropowy

¢, C, C5; O 0 0
C, Cp C,y 0 0 0
[Cii ]: Ci; Cy G O 0 0 (6.20)
‘ 0 0 ¢, O 0
0 0 0 Cyx O
| 0 0 0 0 Cg |

Materiat poprzecznie izotropowy, gdy ptaszczyzng izotropii jest ptasz-

CZyzna X, — X,
¢, ¢, C, 0 0 0
C, Cp Cyu 0 0 0
c, C,; C 0 0 0
[Ci']: 12 23 22 (6.21)
/ 0 0 0 (C,,—-Cy)/2 0 0
0 0 0 0 Ce O
| 0 0 0 0 0 Cg
e Materiat izotropowy
c, C, C, 0 0 0
¢, C, C, 0 0 0
c, C, C 0 0 0
c,]= 2 T (6.22)
/ 0 0 0 (C,-Cp)/2 0 0
0 0 0 0 (C,,—C,)/2 0
| O 0 0 0 0 (€, —Cpy)/2]

6.4. Prawo Hooke’a, czyli rownania fizyczne dla materialu
dwuwymiarowego

W przypadku ciata ortotropowego dla plaskiego stanu naprezenia w plasz-
czyznie X, —X, bardzo czgsto oprocz wprowadzenia regul transformacyjnych
(6.11) 1 (6.12) uwzglednia si¢ dodatkowo zapis, ze:

T, =0, Oraz 7vy,, =2&, =¢&; (6.23)

W tym przypadku uogolnione prawo Hooke’a redukuje si¢ do postaci:
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€ =810, +8,0, + 81671,
€, =8,,0, +8,0, + 85T, (6.24)
Y12 = 86101 + 56205 +S66T12
z dodatkowym warunkiem:
€3 =830, +5,;6, +S3T1» (6.25)
badZ w postaci odwrotnej do (6.24):
o, =Cpg + (8, +CieYyp + €158
Gy =8 +Cp&y + Cye¥yp + 038y (6.26)
Ty = Ci68; + Cye8y + Coe¥ 1y + Ci€5
z dodatkowym warunkiem:
03 = (518 + C38, + Ci683 + Cy71, =0 (6.27)

Wyznaczajac z zaleznosci (6.27) sktadowa odksztatcenia &; i po wstawie-
niu do (6.26) otrzymano:

1
g3 =———(Cj3&; + Cy38, + Cygyy,) (6.28)
Gy

o, =018+ 018, + O 1a
0, =058 + 008 + O (6.29)
Ty = 06181 + G528y + OgsV12

gdzie wprowadzono zredukowane sztywnosci Q; :

C*: C,,C
QM:CM——B QIZ:Q21 :Cl2_ 13 23
Cy; Gy
C C,sC
sz = sz _C_B Q16 = Q61 = Cl6 ——8 (6.30)
33 33
C;? C,.C
Ogs = Ces -8 Q2 =Qq =Ces - 28
Cs; Cy;
lub zapisujac w skroconej formie:
_ Ci3cj3 dla i= .
- ai=1,2,6; j=1,2,6. (6.31)

/N C
33
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X5 L A
e e
e 4
e e
4
(o] ’
192 /7
</ N //
L ’'t, /-
e — — 4
,
- Ko, .
cTTTTT LT T T T T T ’ -
4
P , X,

X

Rys. 6.1. Plaski stan naprezenia w plaszczyznie x, —x,

6.4.1. Material ortotropowy

Dla ptaskiego stanu napr¢zenia w materiale ortotropowym o gtéwnych kie-
runkach ortotropii pokrywajacych si¢ z osiami kartezjanskiego uktadu wspot-
rzednych x, —x, (rys. 6.1) prawo Hooke’a redukuje si¢ do postaci:

E v, E
5, = 1 g, + 1272
1=vvy 1=vvy
v, E E
G, =272 ooy 2
1=V, 1=V,

T, =GaYin

2

&, (6.32)

lub w postaci odwrotne;j:

1 Vis
€ =760, -"70;
L, E,
1
€ =2-0; —%01 (6.33)
2 2
1
Y12 G_le
12
gdzie:
Vio _Va

T2 Y21 6.34
P (634)
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W zapisie macierzowym powyzsze zaleznosci mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

S € O, O, 0 |lg

G, :[Qij € 1=|0n On 0 [ =

T2 Y12 0 0 O V12

€ S Sy S 0 |0

€ :[Sij G, =S Spn 0 fo,r=[——"
Y12 T2 0 0 Se (T2

6.4.2. Material izotropowy

E, v E,
l=v,vy 1=vvy
v B, E,
I=vvy 1=vvy
0 0
i Vo 0
E, E,
\% 1
12 - 0 62
E, E,
1 (T2
0 0 —
Gy, |

0

(6.36)

Dla materiatu izotropowego zwiazki (6.32)-(6.36) maja odpowiednio postac:

o, = E g + vE €
SR TRV TS :
o, = vE g + E €
SR TERVE RS THVE
E
T = =
12 =Gy, 2(1+V)Y12
lub w postaci:

& —ia —LO'
TR T g

1 14
82 ZEdz—EUI

1 2(1+v)
7/1225712: E 712

Powyzsze zalezno$ci w zapisie macierzowym mozna zapisac:

(6.37)

(6.38)
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| E  VE 0 |
S| € Oy On 0 |lg 1=v? 1-y? €
vE E
G, Z[Qy €& r=10n 0On 0 & -2 1-v2 )
T2 Y12 0 0 O V12 0 E Y12
L 2(1+v) |
(6.39)
o K -
€ c, Sy S 0 |{o E E c,
€ :[S;‘/ =S, S»n 0 [Ko, —% % o,
Y12 T2 0 0 Se T2 0 0 2(1+v) |12
L E |
(6.40)

6.5. Przykladowe hipotezy wytrzymalosciowe dla materialow
izotropowych

6.5.1. Hipoteza najwi¢kszego naprezenia stycznego (t,... )

Wedtug hipotezy najwickszego naprezenia stycznego (czyli tnagcego) dla pla-
skiego stanu naprezenia opisanego przez skltadowe o,,0,,7,, W zaleznosci od
wartosci naprezen sktadowych, znane z wytrzymatosci materialow kota Mohra,
moga przyjac potozenie jak na rys. 6.2, przy czym zgodnie z (2.28) 7,, =7, .

Rys. 6.2. Kolo Mohra dla ptaskiego stanu naprezenia
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W pierwszym przypadku (rys. 6.2a) ekstremalne napr¢zenia gtowne obli-

czamy z zaleznoSci:
2
+ O,+0 6,—C
Gl = 1 2 + 1 2 +T122 >O
2 2

2
oy =271% _\/("1 ;sz +14 >0 (6.41)

2
G, =0

za$ zgodnie z (5.3) naprezenia zredukowane:

2
—o =011 +\/[Ul_02j +72 (6.42)

* *
0, — 03

Gred =

2

W drugim przypadku (rys.6.2b) odpowiednio:

2
* c,+0O O, —O
o = 12 2+\/( 12 2) +1, >0

0'; =0 (6.43)
2
G;ZG]+02— %1~% +17, <0
2 2
. * ® 2 2
Orea = ‘01 - 03‘ = \/(0'1 —0,)" +4r, (6.44)

Dla tego ostatniego przypadku mozna wykazac, ze
1, > 0,0, (6.45)
Jesli spetniony jest warunek (6.45), to wedtug hipotezy t,,,, napre¢zenia zredu-

kowane wyznaczamy ze wzoru (6.44), jesli nie jest spetniony, to ze wzoru (6.42).

6.5.2. Hipoteza Hubera

Warunek wytrzymatosciowy wg hipotezy Hubera (5.7) dla plaskiego stanu
napre¢zenia ma postac:

Croq = \/612 + G§ -0,0, + 317]22 (6.46)

W praktyce inzynierskiej czesto wystepuje nastepujacy stan napr¢zenia
c,#0, 1,#0, o, =0 1 wowczas napr¢zenia zredukowane mozna wyznaczy¢

z zaleznosci:
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Gt = \/012 + 31122 (6.47)

Praktyczne stosowanie wzoru (6.46) jest znacznie tatwiejsze niz odpowied-
niego wzoru wynikajacego z hipotezy 7, -

6.6. Kryteria zniszczenia dla materialow ortotropowych dla plaskiego
stanu napre¢zenia

W przypadkach, gdy mamy do czynienia z materiatami izotropowymi moze-
my korzysta¢ z ogodlnie znanych hipotez wytrzymatosciowych takich jak np. hipo-
teza Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH) lub hipoteza Coulomba - maksymalnych
napr¢zen tngcych. Natomiast dla materiatow ortotropowych konieczne jest zasto-
sowanie innych, odpowiednich dla takich materiatéw hipotez wytgzeniowych.
Podstawowa hipoteza zaproponowang dla materiatdw ortotropowych jest hipoteza
Hilla. Jest ona podstawa rozwoju dalszych kryteriow zniszczenia dla materiatow
ortotropowych, w tym kompozytowych. We wszystkich kryteriach dla materiatlow
ortotropowych, materiat traktowany jest makroskopowo jako jednorodny.

Obecnie najczgsciej stosuje si¢ nastepujace trzy rodzaje kryteridw znisz-
czenia kompozytu uwzgledniajace rozne wlasciwosci wytrzymato$ciowe:

e  kryterium maksymalnych naprezen;
e kryterium maksymalnych odksztalcen;
e kryteria interakcyjne napr¢zen niszczacych.

Powyzsze kryteria sg takze najczgséciej wykorzystywane w przepisach nor-
matywnych. Pierwsze i ostatnie z wyzej wymienionych kryteriow wymaga prze-
transformowania sktadowych stanu naprezenia na naprezenia (G,,0,, T, ) ZWi3-
zane z glownymi kierunkami ortotropii materiatu. Natomiast w przypadku kryte-
rium maksymalnych odksztatlcen nalezy dokona¢ analogicznej transformacji
odksztalcen wzglednych.

6.6.1. Kryterium maksymalnych napre¢zen

W hipotezie maksymalnych naprezen, maksymalne naprezenia w gldwnych
kierunkach ortotropii materiatu (1-2) musza by¢ mniejsze od odpowiednich wy-
trzymatosci:

-C <o,<T;,, -C,<0,<T,, -S8S<1,<8 (6.48)
gdzie:
C,,T, —wytrzymato$¢ odpowiednio, na $ciskanie i rozcigganie w kierunku 1.;
C,,T, — wytrzymalo$¢ odpowiednio, na $ciskanie i rozciagganie w kierunku 2.

(prostopadtym do kierunku 1.);
S — wytrzymatos$¢ na Scinanie w plaszczyznie (1-2).
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Jesli spelnione sa wszystkie szes¢ nierownosci (6.48), to zakladamy, ze mate-
riat nie ulegnie zniszczeniu. Jesli natomiast cho¢ jedna z tych nierdwnos$ci nie jest
spelniona, to material ulega zniszczeniu przez mechanizm zniszczenia zwigzany
odpowiednio z Cy, Ty, C,, T, S.

6.6.2. Kryterium maksymalnych odksztalcen

W hipotezie maksymalnych odksztalcen, maksymalne odksztatcenia
wzgledne w gtownych kierunkach materiatu (/-2) muszg by¢ mniejsze od do-
puszczalnych odksztatcen wzglednych:

-C,<¢g<T,, —-C,<g,<T,, =8, ,<vy,=2,<S, (6.49)
gdzie:
C,,T,, —dopuszczalne odksztalcenia wzgledne, odpowiednio, na S$ciskanie

i rozcigganie w kierunku /.;
C,,,T,, —dopuszczalne odksztalcenia wzglgdne, odpowiednio, na $ciskanie
i rozcigganie w kierunku 2. (prostopadtym do kierunku 1.);
S, — dopuszczalny kat odksztatcenia postaciowego na Scinanie w plasz-
czyznie (1-2).
W powyzszych wzorach, zgodnie z (6.49), przyje¢to oznaczenia:

Co=C/E, T, =T/E,
C£2 :CZ/EZ’ T;:Z :TZ/EZa (650)

S.=S/G,

Jesli spetione sa wszystkie nierownosci (6.49), to material nie ulegnie
zniszczeniu. W przeciwnym przypadku material ulega zniszczeniu.

Oba omoéwione powyzej kryteria okreslajg rdézne wartos$ci obcigzen nisz-
czacych konstrukcje z uwagi na wystepujace we wzorach liczby Poissona.

6.6.3. Kryteria interakcji naprezen niszczacych
Kryterium Hilla

Definiujac napre¢zenie efektywne (zredukowane) c.i (2.48) dla plaskiego
stanu napr¢zenia w sposob podobny do kryterium Hubera-Misesa-Hencky’ego
sformutowanego dla materiatéw izotropowych, kryterium Hilla mozna zapisac
W postaci:

2 _ 2 2 2 2
Ored = 0o = @10} +a,0; —a,0,0, +3a;7), (6.51)
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gdzie: 6,,6,,1,, sa sktadowymi napr¢zenia w gtownych kierunkach ortotropii,
a, + a; nazywane sg parametrami anizotropii, Ges 0znacza naprezenie efektyw-
ne, zas G, naprezenia zredukowane.

Latwo zauwazy¢, ze kryterium Hilla sprowadza si¢ do kryterium Hube-
ra-Misesa dla materialow izotropowych, gdy parametry a, +a, sa rowne 1:

2
red

ol =0l +0;—0,0,+3c) (6.52)

Parametry anizotropii w réwnaniu (6.51) moga by¢ okreslone na podstawie
czterech niezaleznych prob wytrzymatosciowych, w ktorych wyznaczono odpo-
wiednio nastepujace granice plastycznosci: dla prob rozciggania w gltéwnych
kierunkach ortotropii - o,,, 0,,, dla proby czystego $cinania - 7,,, i dodatkowo
dla proby rozciggania w kierunku nachylonym pod katem 0 = 45° do kierunkow
1-2 - oy, . I tak dla proby rozciagania w kierunku 1. mamy:

a, =05 l(0y9)° (6.53)

gdzie: o, =0,, za§ o, oznacza granicg plastycznosci przy jednokierunkowym

rozcigganiu w kierunku odniesienia, a o, jest granica plastycznosci w kierunku 1.

Jesli przyjmiemy kierunek 1. jako kierunek odniesienia, wowczas a, =1.
Postepujac podobnie dla pozostatych prob, wyznaczamy:

2 2 2 2 2 2
Ay =004/ 05 ay =014 1(371), Ago = Oreq/ Ogo> (6.54)

0 r
gdy: 0 =45 wowczas a,, =a, +a, +3a, —4a,,.
Poniewaz dla wigkszo$ci materialdw znane s3 jedynie wartosci - o, 0y,

T, W praktycznych zastosowaniach dla wspotczynnika a,, przyjmuje si¢

uproszczone zaleznosci np.:

2
o

a, =—— (6.55)
010020

Kryteria interakcyjne dla materiatow o roznych witasciwosciach na roz-
cigganie i Sciskanie

W kryterium Hilla przyjmuje si¢ jednakowe wytrzymatosci na rozciaganie
i Sciskanie w gléwnych kierunkach ortotropii 1—2. Omoéwione pierwsze dwa
kryteria nie uwzglgdniaja oddziatywania pomigdzy formami zniszczenia. Kryte-
ria zniszczenia, w ktoérych uwzgledniono réznice pomigdzy zachowaniem sie
materiatow podczas rozciggania i Sciskania mozna zapisa¢ w najbardziej znanej
1 najczesciej stosowanej postaci:

f =ko, +k202+k11612 +k22cr§ —k,0,0, +3k331122 =1 (6.56)
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gdzie:
1 1 1 1 1
kl:F_C > kllzTC > k2=T__C_,
1 1 1“1 2 2
1 1
ky = , =— 6.57
2 7,C, 3T 3q2 (6.57)

Wartosci wspolczynnika k,, moga by¢ okreslane w r6zny sposob:
e kryterium Tsai-Wu [33,34]:

[ 1
k= |——— 6.58
L NTenc (6.58)

kryterium Hoffmana [14]:

ky, = 7C, (6.59)
e kryterium Wilczynskiego [37]:
= —T1T2 +2C1C2 (6.60)
e kryterium Cui, Wisnoma i Jonesa [6]:
k, =0 (6.61)
e kryterium Pucka [29]:
k, =0 orazponadto o,<1;; -o,2C( (6.62)

W przypadku jednakowej wytrzymatosci na rozcigganie i $ciskanie (tzn.
T,=C, 1 T, =C, zgodnie z (6.57) k, =k, =0) oraz uwzgledniajac (6.59) dla

k,, =1/(T,C,) otrzymano ostatecznie zalezno$¢:
[ =k\O} +ky03 — k610, + 3k, =1 (6.63)

identyczng z kryterium Tsai-Hilla [1,13].

Stosowalno$¢ kryterium Tsai-Hilla moze by¢ rozszerzona poprzez przyjecie
w rownaniu (6.63) nastepujacej modyfikacji zapisu wspotczynnikow [1,13]:

1 1 1 1
=— ky=—, kny=—r 6.64

22 X22 12 Xlz 33 3S2 ( )
gdzie litera X zastepowana jest przez T lub C w zaleznosci od znaku napre-
zen, odpowiednio, rozciggajacych lub sciskajacych.
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6.7. Przyklady zastosowan kryteriow zniszczenia dla pla-
skiego stanu napre¢zenia

W przypadku materiatléw ortotropowych, gdy kierunki sktadowych stanu
naprezenia nie pokrywaja si¢ z gtdwnymi kierunkami ortotropii, nalezy dokonac
transformacji tych napr¢zen do glownych kierunkow ortotropii.

Rozpatrzmy przypadek materiatu ortotropowego, w ktorym skladowe pta-
skiego stanu napre¢zenia G,,G,,T,, (rys. 6.3) tworza zorientowany kat ¢ z kie-

runkami gléwnymi ortotropii x ., x,. (poréwnaj rys. 2.10).

Rys. 6.3. Sktadowe stanu naprezenia w uktadzie obroconym

Jesli uklad osi wspohrzegdnych x, —x, zastapimy odpowiednio przez x —y
oraz skladowe stanu naprezenia o©,,,0,,,6,, oOznaczymy odpowiednio:
x.. odpo-

Xy T
wiednio przez 1-2 oraz sktadowe stanu naprezenia dla glownych kierunkow

ortotropii zgodnie z (2.36) o, =0 0, =0,.,. 17} =0, topo transforma-

G, =0y, G, =0y, T,, =0,, za$ gléwne kierunki ortotropii x

.
cji otrzymamy, zgodnie z (2.32), zaleznosci:

G, =0, cos’ ¢p+o, sin? @+ 27, sinpcoso
G, =0, sin’ @+ c, cos” @ — 21, sin@cose (6.65)
T, =—(0,—0,)sin@cosQ+1,, (cos® @ —sin® @)

Podstawiajac zwiazki (6.65) do (6.48) otrzymano zwiazki okreslajace kryte-
rium maksymalnych napr¢zen dla skladowych stanu napr¢zenia o,,0,,1,,

w obroconym ukladzie osi wspotrzednych:
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2 - 2 .
—C <o,cos" 9+0,8in" @+21,, sinpcosp <7

.2 2 .
-C,<o,sin" ¢+0,co8” 9—21,, sin@cosp <7,

(6.66)
-§<—(o,—0c,)sinpcos+ rxy(cos2 p—sin’@)< S

Wykorzystujac zaleznosci (6.33) wyrazono odksztalcenia poprzez sktadowe
naprezenia:

o, Vv o, VvV
_ 0 12 _ 0 21
& =———"0,=——-—-0,
E, E E, E,
o, V o, V
gy =-">2—-2log, =215 (6.67)
E, E, E, E
T
_ _ T
2=y, = G
12

Wprowadzajac (6.65) do (6.67) oraz uwzgledniajac (6.50), kryterium mak-
symalnych odksztalcen (6.49) dla rozwazanego przypadku mozna zapisac
W postaci:

2 .2 ~

-C <o, co8" @+0,sin" ¢+27,, sinpcosy +
.2 2 .

—vp(o,sin“ p+o,cos” 9—27, sinpcosg) <T,
-2 2 .

-C, <o, sin"p+0,cos” ¢—27  sinpcosp+

-v,, (0, cos’ @+ o, sin’ @ + 2z, singpcosp) <T,

-§<—(o,—-0,)sinpcosp+7,, (cos’ p—sin? @) < S (6.68)
Za$ podstawiajac (6.65) do (6.56) mozna otrzymac¢ kryteria interakcyjne dla
sktadowych 6,6 ,,7,.

Powyzsze zalezno$ci moga ulec znacznym uproszczeniom, w przypadku,

gdy tylko jedna ze sktadowych stanu napr¢zenia jest rozna od zera (tzw. jedno-
kierunkowy stan napre¢zenia). Zatozono, ze:

6,20  o,=1,=0 (6.69)
Po podstawieniu (6.69) do (6.66) otrzymano nastegpujgce zaleznosci okresla-

jace maksymalng warto$¢ naprezenia 6 dla kryterium maksymalnych naprezen:
o, <T /cos’ @
o, <T,/sin’ ¢

(6.70)
o, <S/(singpcos)

za$ (6.69) do (6.68) otrzymano dla kryterium maksymalnych odksztatcen zwiaz-
ki na maksymalng warto$¢ naprezenia o, :
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4 G
G, < c.>—
x 2 2 x 2 -2
cos” @—v,sin” @ Cos” @—Vv,sin” @
T C
0, <—— - > 0,2——— - > (6.71)
sin” @—v,, cos” @ sin” @—v,, cos” ¢

GX < L
sin Ccos @
W przypadku jednakowych wytrzymatosci na rozcigganie i §ciskanie w kie-
runkach 1-2 (tzn. 7, =C,, T, =C,) mozna wykorzysta¢ kryterium Tsai-Hilla
(6.63), ktore prowadzi do zwigzku:

4 - 4
cos (p+(L2—L)cosz(psin2(p+Sln (P:L

6.72
LS R ;o (672

Przedstawione hipotezy pokazuja podstawowe rdznice pomigdzy nimi.
W celu ich uwidocznienia rozpatrzono dwa przyktady.

Przyklad 6.1

Laminat jest zbudowany z jednokierunkowego materialu kompozytowego
(szkto-epoksyd) o nastepujacych statych inzynierskich: E1=46 GPa, E,=10GPa,
G=4,6GPa, V12:0,31 (V21: Ez V12/E1), C1:910MP3, T1:1400MP3, C2=110MPa,
T,=35MPa, S=70MPa. Dla laminatu obcigzonego napr¢zeniami: 6;=10-0, oraz
6, wyznaczy¢ warto$ci napr¢zen o, i o, dla poszczegdlnych kryteriow.

')

G,

O, GIZIOGZ >1

G,

Rys. 6.4. Obcigzenie laminatu naprezeniami glownymi 6, i 6,

Rozwigzanie

Naprezenia 6, i 6, s3 naprezeniami glownymi (bo 1,,=0) o kierunkach po-
krywajacych si¢ z gtownymi kierunkami ortotropii. Z tych wzgledow nie trzeba
dokona¢ transformacji sktadowych stanu napre¢zenia zgodnie z (6.65). W tym
przypadku kat ¢=0. Naprezenia 6, i 6, s3 naprezeniami rozciagajacymi.



6. Plaskie zagadnienia w wytrzymatosci materiatow 77

Tablica 6.1. Wartosci naprezen o, i 6, dla roznych kryteriow zniszczenia

Nazwa krytriow ¢6,=100, G,

Lp zZniszczenia [MPa] [MPa]

Uwagi

1 Maksymalnych aktywne
naprezen 350,0 35,0 ograniczenie
(6.48) T,

2 Maksymalnych aktywne
odksztalcen 107,3 10,73 ograniczenie
(649) ngz T2/82

3 kryterium Tsai-Hill
(6.64) 340,5 34,05

4 kryterium Tsai-Wu

(6.58) 419,6 41,96

5 kryterium Hoffmana

(6.59) 360,3 36,23

6 | kryterium Wilczynskiego

(6.60) 278,3 27,83

7 | kryterium Cui, Wisnoma
i Jonesa
(6.61); 359,7 35,97
kryterium Pucka
(6.62)

Warto$ci naprezen o; i 6, otrzymane przy wykorzystaniu kryterium mak-
symalnych naprezen i odksztalcen réznig si¢ okoto 3 razy. W omoéwionych
przypadkach zatozono liniowa sprezysto$¢ az do zniszczenia materiatu. W za-
stosowaniach praktycznych zalezno$ci pomiedzy granicznymi (niszczacymi)
naprezeniami i odksztatceniami sg bardziej ztozone.

Przyklad 6.2

Dla laminatu obcigzonego w ptaskim stanie napre¢zenia nastgpujacymi na-
prezeniami: Gy, Gy, Txy (Tys. 6.5) zalozono nastepujace relacje pomigdzy napreze-
niami: 6,=20, 6,=-36, T=40, gdzie 6>0. Widkna kompozytu utozone sa pod
katem @=60". Przyjeto nastepujace stale materiatowe: FE,=43,9 GPa,
E,=15,4GPa, G=4,34GPa, v|,=0,3 (vo1= E; vio/E), C;=1458MPa, T1=1428MPa,
C,=199MPa, T,=67MPa, S=94MPa. Wyznaczy¢ maksymalne warto$ci napr¢ze-
nia o wykorzystujac rézne kryteria.

Rozwigzanie

Kierunki sktadowych stanu naprgzenia nie pokrywaja si¢ z kierunkami
gtownymi ortotropii (ulozenia widkien wzmacniajacych). Z powyzszych wzgle-
doéw nalezy dokonaé transformacji sktadowych stanu napr¢zenia do kierunkoéw
glownych zgodnie z (6.65) dla kata ¢=60°. Zaleznosci (6.66) umozliwiaja bez-
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posrednie wykorzystanie kryterium maksymalnych naprezen, za$ (6.8) odpo-
wiednio kryterium maksymalnych odksztatcen. Dla pozostatych kryteriow war-
tosci sktadowych naprezen o, 6,, 11 W kierunkach gltéwnych ortotropii sa pod-
stawiane do odpowiednich kryteriow. Wyniki obliczen zestawiono w tabeli 6.2.

ﬂy

A
2 T (¢

Xy y
\4—

Rys. 6.5. Obciqgzenie laminatu naprezeniami glownymi o, 0,, T,

Tablica 6.2. Wartosci naprezenia o dla roznych kryteriow zniszczenia

Nazwa Kryteriow c .
Lp Zniszczenia [MPa] Uwagi
1 Maksymalnych naprezen 2 aktywne ograni-
(6.48) 56 czenie S
2 Maksymalnych odksztatcen aktywne ograni-
(6.49) 22,56 czenie S,= S/Gh»
3 kryterium Tsai-Hill
(6.64) 16,64
4 kryterium Tsai-Wu
(6.58) 25,79
5 kryterium Hoffmana
(6.59) 25,95
6 kryterium Wilczynskiego
(6.60) 26,28
7 kryterium Cui, Wisnoma i Jonesa
(6.61);
kryterium Pucka 25,96
(6.62)

Dla analizowanego przypadku warto$ci napr¢zenia ¢ wyznaczone dla réznych
kryteriow réznig si¢ niewiele dla wszystkich przypadkéw z wyjatkiem kryterium
Tsai-Hilla dla ktorego otrzymano najnizszg warto$c.




7. PODSTAWOWE ROWNANIA
CIENKOSCIENNYCH
PROSTOKATNYCH PLYT
KOMPOZYTOWYCH

7.1. Podstawowe zalozenia

W klasycznej teorii cienkich plyt przyjmuje si¢ nastgpujace podstawowe za-
lozenia [1,28,30,31,38]:

grubos¢ plyty jest stata;

grubos¢ plyty jest mata (wielokrotnie mniejsza) w poréwnaniu z jej dtu-
goscig i szerokos$cia;

naprezenia w plaszczyznie plyty (ptaszczyzna x-y) sa dominujace. Wte-
dy naprezenia normalne ¢, w kierunku prostopadlym do ptyty przyjmuje
si¢ rOwne zero, natomiast napre¢zenia styczne w plaszczyznach prosto-
padlych do powierzchni plyty ty,, Ty, przyjmuje si¢ jako male wielkoSci
w pordéwnaniu ze skladowymi napre¢zenia oy, Gy, Ty, dzialajacymi
w plaszczyznie ptyty. Oznacza to, ze zaklada si¢ plaski stan naprezenia
w plycie;

plyta jest wykonana z materialu liniowo sprezystego czyli podlegajace-
mu prawu Hooke’a;

obowiazuje hipoteza Kirchhoffa-Love’a zaktadajaca, ze punkty ptyty le-
zace przed obcigzeniem na normalnej do powierzchni §rodkowej x-y po
wyboczeniu pozostaja rowniez na normalnej do ugictej powierzchni
srodkowej. Ponadto w hipotezie tej pomija si¢ nastgpujace sktadowe
stanu odksztatcenia vy, Yy, 1 €,

przemieszczenia powierzchni srodkowej ptyty nie zaleza od wspotrzednej z;
odksztalcenia g, €, Yxy 53 nieskonczenie mate;

Ponadto, przyjeto nastepujace zatozenia klasycznej teorii plyt wielowar-
stwowych [1-5,15-19,21,24,27]:
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e kazda warstwa jest ortotropowa i ma stata grubos¢;

e kazda z warstw indywidualnych ptyty jest wykonana z materiatu liniowo

sprezystego (podlegajagcemu prawu Hooke’a);

e pomija si¢ napr¢zenia pomiedzy warstwami w plycie wielowarstwowej;

e plyta wiclowarstwowa odksztalca si¢ jako monolit spelniajac tym sa-

mym zatozenia Kirchhoffa-Love’a.

Nalezy zauwazy¢, ze nie poczyniono explicite zadnych zatozen dotycza-
cych widkien i matrycy (osrodka macierzystego) tworzacych warstwe indywidu-
alng (laming¢). Kompozyt warstwowy (laminat) tworza cienkie warstwy indywi-
dualne, w ktorych widkna sg utozone w réznych kierunkach dajac odpowiednio,
w wybranych kierunkach, pozadane wlasciwosci. Kazda warstwa indywidualna
1 kompozyt traktowane sg jako continuum materialowe. Zatozenie to implikuje
automatycznie opis na poziomie makro-mechaniki. Przyjmuje si¢, ze sktadniki
warstwy indywidualnej (tzn. matryca i wtokna) sa jednorodne, izotropowe, li-
niowo sprezyste 1 sg ze sobg doskonale potaczone. Zatem ograniczenia dotycza
jedynie, w skali makro, rozmytej czyli zhomogenizowanej warstwy - materiatu
ortotropowego, co jest istotg klasycznej teorii ptyt kompozytowych.

7.2. Stan odksztalcenia

Dla ptyty prostokatnej wprowadzono prawoskretny kartezjanski uktad osi
wspotrzednych x=x,, y=x,, z=x,, przy czym osie x,y wyznaczaja po-
wierzchni¢ $rodkowa ptyty potowigca grubos$¢ plyty w przypadku plyt wielo-
warstwowych. Nie nalezy utozsamiac, ze §rodki cigzkosci przekrojow poprzecz-
nego plyty pokrywa si¢ z powierzchnia srodkowsa.

Przemieszczenia powierzchni Srodkowej ptyty w kierunkach x,y,z ozna-
czono odpowiednio u =u,,v=u,,w =u,. Skladowe przemieszczenia dowolnego
punktu powierzchni $rodkowej sa funkcjami wspotrzednych x,y, czyli
u=u(x,y), v=v(x,y) 1 w=w(x,y). Natomiast przemieszczenia dowolnego
punktu o wspotrzednej z w uktadzie podstawowym (przed odksztatceniem)
oznaczono u_,v,,w, (rys.7.1).

Pod wptywem dziatajgcego obcigzenia zewngtrznego dowolny punkt plyty
K o wspolrzednych x,y,z doznaje zmiany potozenia do punktu K', ktory
zgodnie z rys. 7.1, okreslony jest przez sktadowe u_,v_, w, w nastgpujacy sposob:

u,(x,,z) =u(x,y)—zé—w (7.1)
Ox

Znak minus przy drugim skladniku w powyzszym wzorze wynika ze
wzgledu na kierunek przemieszczenia przeciwny do dodatniego zwrotu osi x .
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ptaszczyzna
srodkowa
n
=| \ N\ O x_
Y | iz
L =K
n ow
. Ox
= e
- Jor
- Kb~ _\‘_\’I ow
powierzchnia AN TTeedox
oy  Stodkowa h

K'L'=z —
0

Rys. 7.1. Odksztatcenia plyty

Analogicznie mozna zapisa¢ dla sktadowej przemieszczenia w kierunku

0siy:

v, (o 2) = v, y) -2 2 (72)
Oy

za$ skladowa przemieszczenia w,_ (tzw. ugigcie plyty) odniesiona jest do po-
wierzchni §rodkowej ptyty:

w_(x,¥,2) =w(x,y) (7.3)
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W zaleznos$ciach (7.1) 1 (7.2) wielkosci Z—W i g_w opisuja obroty od prostej
x 4
normalnej 77 do ptaszczyzny srodkowej przed dzialaniem obcigzenia zewngtrz-
nego do prostej normalnej 7’ do powierzchni srodkowej po odksztatceniu.

W przypadku, gdy stan odksztatlcenia w dowolnym punkcie z dostateczna
doktadnos$cia moze by¢ opisany poprzez mate (czasami tez nazywane nieskon-
czenie mate) odksztalcenia, zgodnie z (3.6), to po uwzglednieniu zalezno$ci
(7.1)-(7.3) rownania kinematyczne majg postac:

8_6u2_6_u_
Toox oOx

o*w _ Ou

ox?  ox *

z

2
e, = OW (7.4)
dy &y oy
Ou, Ov, Ou Ov o*w  ou v

. f=—t—-2z =—+—+zK,
Y 9y ox Oy Ox oxoy Oy Ox i

Vi =28
gdzie wprowadzono, analogicznie do znanych z wytrzymato$ci materiatow wzo-
row na krzywizne belek, oznaczenia na krzywizny:

o Owo _ Pw 0w
! o g dy? ¥ Ox0y

(7.5)

Jak tatwo zauwazy¢ na podstawie zalezno$ci (7.4) stan odksztalcenia
w cienkiej ptycie opisany jest przez skladowe przemieszczenia powierzchni
srodkowej u,v,w 1 ich pochodne. Z tych wzgledéw klasyczna teoria cienkich

plyt jest czasami nazywana teorig trzy parametrowa.

7.3. Mikromechaniczne wlasciwosci warstwy — moduly
efektywne

Warstwe indywidualng (laming), podstawowy element sktadowy laminatu,
tworza witdkna wzdhuzne rozmieszczone w matrycy (o$rodku macierzystym). Mi-
kromechaniczna analiza warstwy umozliwia okreslenie przewidywanych wiasciwo-
$ci sprezystych warstwy na podstawie znanych wlasciwosci jej sktadnikow, czyli
zastgpienie ciafa niejednorodnego ciatem jednorodnym z usrednionymi wiasciwo-
sciami materialowymi tak opisanego materiatu. Jedng z najczesciej wykorzystywa-
nych teorii do opisu makroskopowych wiasciwosci mechanicznych warstwy jest
teoria mieszanin bazujaca na homogenizacji (czyli rozmyciu) materialdw warstwy.

Istnieje duza réznorodno$¢ postgpowania i sposobu wyprowadzenia roéwnan
pozwalajacych homogenizowaé materialy kompozytowe. W zwigzku z powyzszym
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ograniczono si¢ jedynie do zasygnalizowania problemu i pokazania réznorodnosci
przyblizen dla kompozytow wtdknistych o jednokierunkowym utozeniu witokien.

Zatozono, ze usrednione efektywne wlasciwosci laminy mozna uzyskac po-
przez analiz¢ struktury materiatowej i geometrycznej pojedynczej typowej ko-
morki nazywanej reprezentatywng komorka mikro periodycznosci. Kazda war-
stwa wykonana jest z dwoch materiatdéw sktadowych o znanych wtasciwos$ciach
mechanicznych.

W wigkszo$ci wzorow wyroznia si¢ wielkos$¢, ktéra méwi o objetosciowej
zawartosci poszczegolnych sktadnikow komorki. Przyjmujac, ze sktada si¢ ona
z dwu komponentdw mozna zapisa¢ nastepujaca zaleznosé:

V=V, +V,, (7.6)

gdzie: V - objetoscig komorki periodycznosci, V, - objetos¢ matrycy (indeks m —
matrix, ang.), Vy - objetosSciowa zawarto$¢ wiokien (indeks f— fibre, ang.).

Poniewaz wzmocnienie komorki stanowia wiokna to przyjmuje sie, ze
wielkoscig okreSlajagcg ilo$¢ poszczegdlnych komponentéw bedzie stopien
wzmocnienia f (objetoSciowa zawarto$¢ wiokien - fibre volume fraction, ang.),
ktorg okresla sie jako:

f=-L (7.7)

Rys. 7.2. Model kompozytu warstwowego

Najprostsze rownania okres§lajace efektywne wlasciwosci warstwy dla
komponentoéw izotropowych oparte sa na modelach Voighta dla kierunku wito-
kien
i Reussa dla kierunku prostopadtego do kierunku widkien (rys. 7.2). W modelu
Voighta zaktada si¢, ze odksztalcenia matrycy i wtokien sg stale w kierunku
wzdhuznym, za§ w modelu Reussa stato$¢ napr¢zen poprzecznych. Stosujac po-
wyzsze zalozenia wyprowadzono zalezno$ci okre$lajace moduly efektywne
[1-4,15,16,18,38]:
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E =/, +(1-[)E,,

1 1 1

—=f—+0-f)—,

5 g

1 1 1

—=f—+1-f)—, 7.8
G fo ( f)Gm (7.8)
vip = fv,+(1=f)v,,

Vo =Ew, 1 E|.

W powyzszych zalezno$ciach wprowadzono nastepujace oznaczenia:
E;, E; - moduly sprezystosci Younga, odpowiednio, w pierwszym (1.)
i drugim (2.) kierunku (rys. 7.2);
- liczby Poissona, dla ktorych odksztalcenia poprzeczne sg w kie-
runku j, za$ naprezenie w kierunku i;
G = G, - modul odksztalcenia postaciowego (Kirchhoffa) w plaszczyznie
1-2.
Ponadto ze wzgledu na zatozenie izotropowosci sktadnikow warstwy (tzn.
matrycy i wtokien):
E,, E; -moduly sprezystosci Younga, odpowiednio, dla matrycy i wiokien;
Vi, vy -liczby Poissona, odpowiednio, dla matrycy i wlokien;
G, Gr-modut odksztatcenia postaciowego (Kirchhoffa), odpowiednio, dla
matrycy i wiokien.
Mozna zalozy¢ takze inny model kompozytu przedstawiony na rys. 7.3.

Vij

2‘

Rys. 7.3. Komorka periodycznosci o wymiarach jednostkowych obcigzona
w kierunku 1

Rozpatrzono komoérke periodycznosci (rys. 7.3) o wymiarach jednostko-
wych sktadajaca si¢ z matrycy i wltokna wzmacniajacego o tak dobranych polach
przekroju, aby objetosciowa ilo§¢ witokna wynosita f, natomiast objetosciowa
ilo$¢ matrycy, zgodnie z (7.6) i (7.7), (I-f).
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W tym przypadku zastepcze moduly efektywne wyrazaja si¢ wzorami
[21,37]:
E =E,(-f)+E,f

Vo =vf\/7+vm(l—\/7)

E,-E Em(l_ﬁ)JrEf\/?
"B T BT

G FbP)0 b7l 7)
" G, f+Gf(1‘\/7)

(7.9)

G=

7.4. Makroskopowe wlasciwosci mechaniczne warstwy

Znajomos¢ efektywnych wiasciwosci sprezystych kazdej warstwy pozwala
zamodelowac jg jako material ortotropowy o gléwnych kierunkach ortotropii
réwnoleglych i prostopadtych do wiokien (rys. 7.4).

Zalezno$¢ pomiedzy sktadowymi stanu naprezenia i sktadowymi stanu od-
ksztatcenia w ptaskim stanie naprezenia dla materialu ortotropowego o glow-
nych kierunkach materialowych w lokalnym uktadzie wspotrzednych (osie /-2),
przedstawionych na rys. 7.4, ma zgodnie z oznaczeniami (6.11) oraz zalezno-
$ciami (6.32) lub (6.35) nastepujaca postac:

G O, O, O € €
6, =0y On 0 g, r=[0he, (7.10)
T2 0 0 O (V12 Y12

gdzie O; mozna wyrazi¢ za pomocg tzw. statych inzynierskich (6.35):

E
Ql] :—1’
1=vp,vy
v, E V. E
Q12=Q21:1 . =1 = 5
—Vi2Va —ViVa (7.11)
E
sz 2—2’
1=v,vy
Os =G =G,

W powyzszych zaleznosciach wprowadzono nastgpujace oznaczenia:
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E;, E; - moduly sprezystosci Younga, odpowiednio, w pierwszym (1.)

i drugim (2.) kierunku;
vy - liczby Poissona, dla ktorych odksztalcenia poprzeczne sa w kie-
runku j, za$ naprezenie w kierunku i;
G - modut odksztalcenia postaciowego (Kirchhoffa) w ptaszczyznie
1-2.;
i gdzie zgodnie z (6.34)
Ly = Eyv, (7.12)

W przypadku materialu izotropowego elementy macierzy Q; mozna wyra-
zi¢ zwigzkami:

E
O =0n ZW’
VE
Op,=0=—>> (7.13)
1-v
E
O =G = .
2(1+v)
ﬂy
o, 1
) TA AAAAAAA
\ N < .
AN Ty >
i 0 > x,
- Xy Ll »>
Gxi ‘ny L g
< v _ O
< T =

lVVVVVVVll
()

y
Rys. 7.4. Definicja globalnego i lokalnego uktadu wspotrzednych

Gloéwne kierunki ortotropii zwigzane z lokalnym ukladem wspotrzednych
(1-2) najczgsciej nie pokrywaja sie z ,naturalnym” uktadem wspotrzednych
wyznaczonym przez geometri¢ ptyty, czyli z globalnym uktadem wspotrzednych
(x-y). Rozpatrzmy plyte ortotropowa obcigzong w jej plaszczyznie i tworzaca
zorientowany kat 0 z gtownymi osiami ortotropii (/-2) (rys. 7.4). Konieczne
jest okreslenie wzorow transformacyjnych dla napr¢zen i odksztatcen wynikaja-
cych z elementarnej mechaniki materiatéw (ktdre w graficznej formie sa dobrze
znanym kotem Mohra). Dla dwuwymiarowego przypadku, pokazanego na rys.
7.4, sktadowe stanu naprezenia z lokalnego uktadu (7/-2) transformujg si¢ do
uktadu globalnego wspotrzednych (x-y), zgodnie z (2.29), wedlug zaleznosci:
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2 2
c, m n —2mn ||o, (o
_| 2 2 _[+H
G, r=|n m 2mn o, —[T] o, (7.14)
2_ 2
T mn —mn m-—n" |1, Tis

Xy

i analogicznie sktadowe stanu odksztatcenia zgodnie z (3.9):

gx 81
e, =[], (7.15)
0,5yxy 0,57,
gdzie:
Vo =28, 1 V=28, (7.16)

Gorny wskaznik —1 w zalezno$ciach (7.14) i (7.15) oznacza macierz od-
wrotng macierzy [T]:

m? n? 2mn

[T]z n* m’  —2mn (7.17)

—mn mn 7’1’12—1’12

gdzie: m = cosé, n = sind, a G jest katem od osi x do osi / (patrz rys. 7.4). Ma-
cierz [T]" mozna takze zapisaé przez zamiane @ na (-6) w macierzy [T].

Odksztatcenia transformujg si¢ identycznie jak naprezenia, jesli w sktadowych
stanu odksztalcenia wykorzystac¢ sktadowa odksztalcenia postaciowego (7.16).

Plyty kompozytowe sktadajg si¢ z kilku Iub kilkunastu warstw indywidual-
nych réznie zorientowanych w globalnym uktadzie wspotrzednych zwigzanym
z ptyta-laminatem (x,y,z). OS$ z jest prostopadta do globalnego i lokalnego ukta-
dow wspotrzednych pokazanych na rys. 7.4.

Zalezno$¢ pomiedzy naprezeniami i odksztatceniami, tzw. zwiazki konsty-
tutywne, dla globalnego uktadu maja postac:

Oy - gll glz gm €y
{G}z Oy = [Q] {g}: gzl gzz g26 BRI E (7.18)
Ty O O Qe Y

za$ zalezno$ci wigzace ze sobg macierze sztywnosci w globalnym i lokalnym
uktadzie mozna zapisac:

o]=[rT"[o] Ir}” (7.19)

gdzie gorny indeks T oznacza macierz transponowang.
W globalnym uktadzie wspotrzednych elementy macierzy sztywnosci Qz’j

(7.18) przyjmuja postac:
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0, =0ym* +2(0, +204)m*n’ +0pn*,

Oip =01 =(Q11 + 0 405 )m’n’ + Qpp (m* +n"),

Oy, = 0yn* +2(0), + 204 )m°n* + 0,om*,

O = 061 = (Q11 = Q12 =204 )m’n+ (0, — Oy +204¢)mn’,
Os5 = 0gr = (01, = 015 = 2046 )mn’ + (01, = Oy + 2045 )m°n,
O = (01 + 0 —20), =204 )m’°n* + Qg (m* +n*).

Wystepujace w rownaniach (7.20) zaleznosci trygonometryczne mozna za-
pisa¢ takze w nastepujacej postaci:

(7.20)

m* =cos* 0= (3+4cos20+cos40)/8,
m’n=cos’0 sinO = (2sin20+sin40)/8,
m*n® =cos® 0 sin? 0 =(1—cos40)/8, (7.21)
mn® =cos® sin’ 0= (2sin 20 —sin40)/8,
n* =sin*0=(3-4co0s20+cos40)/8.
Macieiz sztywnosci (7.19) ma w ogdlnym przypadku wszystkie niezerowe
sktadowe Q) , w przeciwienstwie do macierzy sztywnosci zapisanej w glownych

kierunkach ortotropii Q;. Ptyta warstwowa wydaje si¢ by¢ materiatem anizotro-
powym. Jednak macierz sztywnosci (7.18) zalezy od czterech niezaleznych sta-
tych materiatowych w kazdej warstwie ortotropowe;.

Macierz sztywnosci (7.20) mozna zapisa¢ w prostszej formie:

0, =U,+U, cos20+U, cos40

0, =0,, =U, —U, cos40

0, =U,-U, cos26+U, cos40

06 = 0 =—0.5U, sin 20— U, sin 40
Oy = O, =—0.5U, sin 20+ U, sin 40

Q¢ =Us —U; cos40

(7.22)

gdzie:
Uy =G0 +30x +20,, +404)/8,
U, =(0), - 05)/2,
Us =(0 + Oy —20;, —404)/8, (7.23)
Uy =0 + 0y, + 60, —404)/8,
Us =(0 + 0y — 20, +404)/8.
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Bezposrednio z (7.22) wynikajg ponizsze zaleznosci:
O+ 0y +20,, =0y, + 0y, +20;,,
Oss — 012 = Og6 — Q-

Analiza zaleznosci (7.22) i (7.24) prowadzi do stwierdzenia, ze dla szcze-
goblnego kata 0,

(7.24)

Qll B Q22 (725)
2 (O + 0y =20, —40)

zeruja si¢ nastepujace sktadniki macierzy sztywnosci (7.18):
O=0 1 0, =0. (7.26)

cos 20, = &

7.5. Makroskopowe wlasciwosci mechaniczne kompozytow
wielowarstwowych

Cienkoscienne konstrukcje kompozytowe takie jak belki, ptyty i powtoki znaj-
duja coraz szersze zastosowanie we wspolczesnych konstrukcjach inzynierskich.
W materiatach kompozytowych stosuje si¢ wiele warstw zorientowanych pod roz-
nymi katami 6, tak aby poprawi¢ charakterystyke rozpatrywanej konstrukcji.

Przedstawione powyzej zwiazki fizyczne dotyczyly jedynie pojedynczej
warstwy laminatu (tzw. laminy). Stanowi to punkt wyjscia do makroskopowego
opisu wlasciwosci mechanicznych laminatu sktadajacego si¢ z wielu warstw.

Rozpatrzono kompozyt wielowarstwowy (tzw. laminat) sktadajacy sie¢
z p-warstw pokazanych na rys. 7.5. Kazda z warstw moze mie¢ r6zng orientacje
wlokien 8 w globalnym uktadzie x — y oraz r6zna grubos¢.

Rozpatrzmy k-ta warstwe laminatu. Zwiazki fizyczne dla gléwnych kierun-
kéw materiatlowych (tzn. w lokalnym uktadzie wspotrzednych) &-tej ortotropo-
wej warstwy w plaskim stanie napr¢zenia maja postac¢ analogiczng do zaleznosci
(7.10), za$ w globalnym uktadzie wspotrzednych wyrazaja si¢ wzorami (7.18).

VY

L {1 \

< AV @) \

llj-\ Ne l\]\ N'\' ) ) )

< powierzchnia $rodkowa

o -l Ly ARE T 2T - -
(N‘“l SYEEIIS X

) (k) (] NSRS
(N i

numer warstwy

z

Y
Rys. 7.5. Geometria k-tej warstwy laminatu
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Zalezno$¢ (7.18) dla k-tej warstwy mozna zapisaé jako:

{o}, = [Q]k {e}s (7.27)

Wykorzystujac klasyczng teori¢ cienkich ptyt, odksztalcenia k-tej warstwy
moga by¢ wyrazone poprzez odksztatcenia 1 krzywizny powierzchni srodkowe;j
laminatu dla z = 0, zgodnie z (7.4), w postaci:

Sg

b b
€, €y x €y K,
_ _ b g | _ )b _
{eby =98, ¢ =18, (H9&) ¢ =18, (T AYK, —{8 }+z{1<}, (7.28)
b g b
ny k ny ’ny k ny ny

gdzie: & s3 wzglednymi odksztalceniami blonowymi powierzchni $rodkowe;,
za$ K reprezentuje zmian¢ krzywizn zginania i skr¢cania powierzchni srodkowe;.
Uwzgledniajac powyzsze w (7.27) naprezenia w k-tej warstwie wynosza

S — b

Gy On On O &x Ky

o,¢r =0y On O 31; +zZ9K, rr. (7.29)
Ty, O Yo |, v, Ky,

Poniewaz (Q/. )r mogg by¢ rézne dla kazdej warstwy laminatu, to podczas

gdy odksztalcenia laminatu po grubosci zmieniajg si¢ liniowo, naprezenia moga
nie by¢ ciagle. Typowe rozklady naprgzen i odksztatcen po grubosci laminatu
przedstawiono na rys. 7.6.

rozktad odksztatcen rozktad naprgzen
w warstwie laminatu w warstwie laminatu
b b o
€ g o o’

/ /

Rys. 7.6. Przykiadowa zmiana odksztalcen i naprezen po grubosci laminatu

Obcigzenia przytozone do konstrukcji wykonanej z materiatu kompozyto-
wego wywoluja w niej zmienne naprezenia i odksztatcenia opisane w globalnym
uktadzie wspolrzednych. Kryteria zniszczenia kompozytu dotycza naprezen lub
odksztatcen w kazdej warstwie indywidualnej w lokalnym uktadzie wspotrzed-
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nych (bardziej szczegdlowe omoOwienie kryteridow zniszczenia przedstawiono
w podrozdziale 6.6). Zaleznosci transformacyjne umozliwiaja przejscie od jed-
nego uktadu wspotrzednych do drugiego.

Aby wyznaczy¢ wypadkowe sily i momenty przekrojowe dziatajace
w kompozycie, nalezy naprgzenia w k-tej warstwie scatkowaé po grubosci tej
warstwy, a nastgpnie zsumowac po wszystkich p warstwach laminatu, czyli:

Nx h/2 Gx p Zy Gx
N, t={N}= [{o, =) [{o,{d: (7.30)
ny e Y )k = K Txy k
MX h/2 Gx P z; Gx
M, p={M}= [{o, t zd==) [{o, | zd (7.31)
My —h/2 Ty k=1 2, T
X R )k

gdzie z; 1 z;; sg zdefiniowane na rys. 7.5. NaleZy zauwazyc¢, ze z,= -h/2.
Wobec zaleznosci (2.28), czyli T, dla ptyt prostokatnych mamy

N,=N,, M =M,

yx 2

J"f’

Podstaw1a]qc zaleznos’é (7.29) do (7.30) i (7.31) oraz zakltadajac, ze wspot-
czynniki macierzy sztywnos$ci kazdej warstwy sg stale dla danej warstwy, osta-
tecznie otrzymano roéwnania konstytutywne dla laminatu w postaci:

R ) o

gdzie:
p QE—
Ay =0 (2 —2,) (7.33)
k=1
1 & — 5
B; 5 Z(Q )iz =z y) (7.34)
k=1
1 & — 3
Dy = g Z(Q )k(zk Ziy) (7.35)
k=1
_Kll K12 K13 K14 K15 K]ﬁ_
Ky, Ky Ky Ky Ky Ky
[k]= Ky Ky Ky Ky Ky Ky :{[A] [3]}
Ky Ky K3 Ky Kis Ky [B] [D]
Ksi K5y Ks3 Ky Kss K
Kq Ko Kg Koo Kgs  Kgg |
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All A12 A16 Bll B12 B16
A21 A22 A26 B21 BZZ BZ()
|:[A] [B]:| _ A61 A62 A66 B61 B62 B66 (7 36)
[B] [D] - Bll BlZ Blﬁ Dll D12 Dl6 .
BZI BZZ B26 D21 D22 D26
_Bél B()Z B66 D()l D62 D66_
oraz ponadto 4; = 4;;, B; = B;, Dy = D;; 1 Kj; = K.

W macierzy [K] (7.32) lub (7.36), podmacierz [A4], okreslona zalezno$cia
(7.33), zwigzana z odpowiedzia w plaszczyznie kompozytu jest nazywana
sztywnoscig rozciggania (wzdhuzng lub tarczows). Podmacierz [D], wyrazona
rownaniem (7.35), odpowiadajaca zginaniu laminatu z ptaszczyzny srodkowe;j
nosi nazwe sztywnosci gigtnej. Podmacierz [B], opisana wzorem (7.34), spowo-
dowana jest istnieniem sprz¢zenia pomiedzy sitami {N} i momentami {M}
(7.32) lub pomiedzy odksztalceniami {e°} i krzywiznami {k}, nosi nazwe
sztywnosci sprzezenia (lub interakcji).

+B]1Kx+ BIZK\*—’_ BléKry
A 7 \]
I N ] n IS
A\ n 2\ n 5
N B, VR N B, N N B
A nA A "
N
f“: AN N A
M= B, e B+ B, yh+
x llgx 12%y 164 xy
= ™ Is “A
N m AN Vi s ~
o) n Is /. s )
N D 7 g D [/ ] D [
/2 S s v 0
a) " e %

+D 1 le+ D 1 ZK,v+ D 1 6Kx.v

Rys. 7.7. Wphw poszczegolnych elementow macierzy sztywnosci
i odpowiadajgcych im odksztalcen na wewnetrzne sily
przekrojowe plyty kompozytowej.
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Na rys. 7.7 przedstawiono efekty wptywu sktadowych stanu odksztalcenia
ptyty kompozytowej, z wyrdznieniem poszczegdlnych sktadnikéw opisujacych
odksztatcenia i odpowiednich elementéw macierzy [K], na wewngtrzne sity
przekrojowe N, i M, plyty kompozytowej.

I tak na przyklad, sita rozciggajaca Ny zgodnie z (7.32) jest efektem: wydtuze-
nia w kierunku x (element macierzy sztywnosci 4,;), zwg¢zenia w kierunku y (4,),
$cinania w plaszczyznie x-y (4;6), zginania w kierunku x (Bj), zginania w kierunku
v (B1n) 1 efektu gietno-skretnego (Bys). Natomiast moment zginajacy M,: wydhuzenia
w kierunku x (B1;), zwezenia w kierunku y (Biy), Scinania w plaszczyznie x-y (Bie),
zginania w kierunku x (Dy;) i w kierunku y (Dy,) oraz efektu gi¢tno-skrgtnego (D).

Zalezno$¢ odwrotng do (7.32) mozna zapisac:

(i ter (o) -t

gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenie:

[k]=[x]" (7.38)

7.6. Oznaczenia konfiguracji laminatow

Asymetryczny laminat jest najbardziej ogdélnym przypadkiem kompozytu.
W celu identyfikacji utozenia wiokien pod katem 6 w poszczegoélnych war-
stwach kompozytu wprowadza si¢ nastepujace oznaczenia konfiguracji tych
warstw. Przy czym grubos$ci warstw moga by¢ rozne.

Oznaczenia konfiguracji podajemy zgodnie ze zwrotem osi z poczynajac od
zy=-h/2 do z, = +h/2, czyli od dotu laminatu (rys. 7.5). Indeks literowy: T ozna-
cza pelng (totalng) informacj¢ o orientacji wszystkich warstw laminatu, zas S
oznacza symetryczne ulozenie warstw.

Ponadto wprowadza si¢ takze dolny indeks liczbowy oznaczajacy liczbe
identycznych kolejnych warstw. Przyktadowe oznaczenie [03/90,/45]r — 3 war-
stwy o orientacji 0°, 2 o orientacji 90° i 1 o kacie 45°.

Kompozyty symetryczne majg symetryczne katowe ulozenie wzgledem
powierzchni $rodkowej. Stad w przypadku laminatu symetrycznego nastgpujace
oznaczenia sg identyczne: [03/90,/45/-455/-455/45/90,/0;]r lub [03/90,/45/-
456/45/90,/05]1 Iub [03/90,/45/-455]s .

7.7. Szczegolne przypadki laminatow

Ponizej omoéwiono szczegolne przypadki ulozenia laminatow, dla ktorych
sztywnosci przyjmuja prostsza posta¢ w stosunku do ogoélnej postaci (7.36).

Zatozone zwiazki konstytutywne (7.32) sg bardzo ogolne i pozwalajg anali-
zowac¢ zachowanie si¢ dowolnego laminatu. Zaleznosci (7.32) ulegaja znaczne-
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mu uproszczeniu dla szczegdlnych przypadkéw konfiguracji warstw. W przy-
padku kompozytow symetrycznych, w ktorych zarowno wlasciwosci materiato-
we, jak i geometryczne sg symetryczne wzgledem powierzchni Srodkowej (tzn.
dwie warstwy poszczegélnych par sa jednakowej grubosci, orientacji i maja
takie same wlasciwo$ci materiatlowe) wzory (7.32) znacznie si¢ upraszczaja.

W tym przypadku macierze sztywnosci (Q; A poszczegdlnych warstw i ich

grubosci sa symetryczne wzgledem powierzchni §rodkowej, a zatem na podsta-
wie zaleznosci (7.34) wszystkie sztywnosci B;; = 0.

W przypadku laminatu symetrycznego o ulozeniu widkien okreslonym zalez-
noscia (7.26) katem 0, nastepujace elementy macierzy sztywnosci sa rowne zero:

Bij = Ajg = Ag) = Ay = Ay = Dyg = Dg; = Dyg = D, =0 (7.39)

W laminatach regularnych przyjmuje si¢ jednakowa grubos¢ wszystkich
warstw.

7.7.1. Regularne laminaty symetryczne

Eliminacja wszystkich sztywnoS$ci sprzezenia B; ma istotne znaczenie ze
wzgledow praktycznych oraz umozliwia tatwiejsza analizg teoretyczng. Lamina-
ty symetryczne nie maja tendencji do skrecenia wywotanego skurczem chtodze-
nia w czasie klejenia poszczegolnych warstw. Z powyzszych wzgledéw, w prak-
tyce inzynierskiej kompozyty symetryczne znajdujg szersze zastosowanie niz
niesymetryczne.

Rys. 7.8. Regularnie symetryczny trojwarstwowy laminat typu krzyzowego
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Specjalnym przypadkiem kompozytu symetrycznego jest regularnie syme-
tryczny laminat typu krzyzowego (cross-ply, ang.) pokazany na rys. 7.8. Laminat
zbudowany jest z warstw o kierunkach orientacji obrdéconych o 0° lub 90°
w stosunku do osi laminatu (np. [0/90/0]r), w ktorych wszystkie warstwy maja
takie same wlasciwosci materialowe i maja taka samag grubos¢. Dla takiego
kompozytu znikajg sztywnosci (7.39) (tzn. B = Aj4 = Ays = Djs = Dy =0).

Laminat taki nazywamy quasi-ortotropowym materiatem.

Rys. 7.9. Regularnie symetryczny trojwarstwowy laminat typu kqtowego

Powszechnym rodzajem kompozytu jest regularny symetryczny laminat ty-
pu kqgtowego (angle-ply, ang.) pokazany na rys. 7.9. Sgsiadujace warstwy takie-
go kompozytu maja przeciwne znaki orientacji katowej zawarte pomigdzy lokal-
nymi uktadami wspoétrzednych, a globalnym uktadem wspoétrzednych (osiami
laminatu). Na przyktad [+6/-0/+0]r. W przypadku symetrii liczba warstw
w takim kompozycie musi by¢ nieparzysta. Dla wielowarstwowych symetrycz-
nych laminatéw typu katowego wartosci sztywnosci A4, Azs, Dis 1 Dos mogg byc
catkiem mate w poréwnaniu z pozostalymi, odpowiednio, sztywnos$ciami 4;; i D;

poniewaz (616)+6 = _(616)—9 i (azs)w = _(626)—9 . Moga by¢ pominigte
w analizie, gdy sztywnosci A1¢, A2s, D16 1 Das sa doktadnie rowne zero.

7.7.2. Regularne laminaty antysymetryczne

Czgsto w kompozytach symetrycznych wazne jest pomini¢cie sprze¢zenia
pomigdzy stanem blonowym i zgigciowym. Jednak w wielu zastosowaniach
kompozytow warstwowych znajduja uznanie projektantoéw i uzytkownikow la-
minaty antysymetryczne, ktore zapewniajg wigksza sztywno$¢ $cinania niz la-
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minaty symetryczne. Laminaty antysymetryczne muszg mie¢ parzysta liczbg
warstw, np. [+0/ -6/ +6/ -0].

Regularne antysymetryczne laminaty typu krzyzowego (cross-ply, ang.),
zbudowane z parzystej liczby warstw majacych jednakowa grubos¢ i takie same
wlasciwos$ci materialowe a warstwy sg obrocone o 0° lub 90° w stosunku do osi
laminatu, pokazano na rys. 7.10. Takie laminaty majg sztywno$ci 46, 426, D1,
Dy, Bz, Bis, Bag 1 Bes rOWNe zero. Istnieje sprzgzenie pomiedzy stanem blono-
wym i zgigciowym poprzez By = -By# 0. W przypadku, gdy przy ustalonej gru-
bosci plyty rosnie liczba warstw tzn. p — o, to B, > 0.

Regularne antysymetryczne laminaty typu kqtowego (angle-ply, ang.) o pa-
rzystej liczbie warstw majg przeciwne znaki katowej orientacji sasiadujgcych
warstw, na przyktad [+6/-0]t (rys. 7.11). W takim laminacie A\ = Az = B11 =
By = By, = Bss = D1g = Dag = 0, CZYll tylko Big =0 i By #0.

3

Rys. 7.10. Regularnie antysymetryczny dwuwarstwowy laminat typu krzyzowego

x
#

¥

Rys. 7.11. Regularnie antysymetryczny dwuwarstwowy laminat typu kqtowego
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Tablica 7.1. Macierz sztywnosci dla regularnie symetrycznych i antysymetrycz-

nych laminatow

regularnie symetryczny laminat typu
krzyvzowego (cross-ply, ang.)

(4, 4, 0 0 0 0]

A4, 4, 0 0 0 0

0 0 4, 0 0 0
[K]=

0 0 0 D, D, 0

0 0 0 D, D, 0

|0 0 0 0 0 D

regularnie antysymetryczny laminat typu

krzyzowego (cross-ply, ang.)

4, Ay 0 By 0
A, Ay 0 0 11
0 0 4, O 0
By, 0 0 D, D,

S O o o O

regularnie symetryczny laminat typu kg-

regularnie antysymetryczny laminat typu

towego (angle-ply, ang.)

kagtowego (angle-ply, ang.)

4y 4, 45 O 0 0| 4, 4, 0 0 B
Ay, Ay Ay O 0 0 4, 4, 0 0 By
[K]= A Ay Ay O 0 0 [K]= 0 0 A4 By By 0
0 0 Dy Dy, Dy 0 0 Bs Dy Dy 0
0 0 Dy, Dy, Dy 0 0 By D, Dy, O
1 0 0 0 Dy Dy D | B By O 0 0 Dg
laminat izotropowy regularnie antysymetryczny laminat typu
krzyzowego
aproksymacja rozwigzania dla p — o
A, 4, 0 0 0 0 (4, 4, 0 0 0 0
4y 4, 0 0 0 0 A, 4, 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
[K]= 66 (K] = 0 0 4, O 0 0
0 0 0 D, D, 0 0 0 0 D, D, 0
0 0 0 Dy, Dy O 0 0 0 D, D, 0
L0 0 0 0 0 D 0 0 0 0 0 D
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W ortotropowych ptytach i wielowarstwowych regularnych kompozytach
symetrycznych nie ma sprz¢zenia pomi¢dzy wypadkowymi sitami i momentami

przekrojowymi:
b1 w5}

7.8. Kryterium zniszczenia pierwszej warstwy

W teorii cienko$ciennych konstrukeji kompozytowych zaktada si¢ ptaski stan
naprezenia. Natomiast dla materialow kompozytowych o wlasciwosciach anizo-
tropowych, czesto modelowanych jako ortotropowe konieczne jest zastosowanie
innych, odpowiednich dla takich materialéw hipotez wytezeniowych (szczegoto-
we omowienie w podrozdziale 6.6). We wszystkich kryteriach material warstwy
indywidualnej (laminy) traktowany jest makroskopowo jako jednorodny i nie
bierze si¢ pod uwage mechanizmow zniszczenia w skali mikroskopowe;j.

Materialy kompozytowe charakteryzuja si¢ réznymi wilasciwosciami wy-
trzymalosciowymi w glownych kierunkach materiatowych (ortotropii) na rozcia-
ganie i na $ciskanie oraz na $cinanie. Kryteria zniszczenia formulowane sa dla
k-tej warstwy indywidualnej w lokalnym uktadzie wspétrzednych 1-2 (rys. 7.5).

Zastosowanie kryterium maksymalnych naprezen lub kryterium interakcyj-
nego wymusza przetransformowanie sktadowych stanu napr¢zenia z globalnego
x—y do lokalnego ukladu wspolrzgdnych (6.65), czyli na napr¢zenia

(0,,0,,T),) zwiazane z gldownymi osiami materiatu danej warstwy. Natomiast

w przypadku kryterium maksymalnych odksztatcen nalezy dokona¢ analogicznej
transformacji odksztalcen wzglednych (6.68).

W omoéwionych powyzej trzech kryteriach przyjmuje si¢, ze gdy chocby
jedna z warstw ulegnie zniszczeniu, to caly kompozyt ulega zniszczeniu. Dlate-
go tez kryteria te czgsto nosza wspolng nazwe kryterium zniszczenia pierwszej
warstwy z wszystkich warstw. W omawianych kryteriach nie uwzglednia si¢
zjawiska delaminacji kompozytu.

7.9. Rozniczkowe rownania r6wnowagi cienkich prostokat-
nych plyt kompozytowych

W celu sformutowania rownan rownowagi plyty, rozpatrzono nieskoncze-
nie maty prostopadloscienny element plytowy o wysokoSci ~ i o wymiarach
podstawy dx i dy odpowiednio w kierunkach osi x, y. Na rys. 7.12 przedsta-
wiono uktad wewnetrznych sit dziatajacych na poszczegolnych §cianach prosto-
padto$cianu. Zaktadamy, ze obcigzenie dzialajagce prostopadle do powierzchni
srodkowej ptyty w kierunku osi z jest ciggle i dziata na powierzchni o wspot-
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rzednej z =—-h/2 . Obciazenie na jednostke powierzchni bedace intensywnoscia
obcigzenia zewngtrznego (np. ci$nienie) ma warto$¢ g(x,y). Na powierzchniach

zewngetrznych ptyty obowiazujg warunki brzegowe:

dlaz=-h/2 o,=—q(x,y) 1.,=0 1_=0 (7.41)

dla z=h/2 c.=0 t.=0 =t_=0

z Xz yz

Jak stad wida¢, wewnatrz ptyty napr¢zenia G, zmieniaja si¢ od —q(x,y)
do zera. Zatem bezwzglgdna warto$¢ maksymalna o, nie przekracza wartosci ¢
1 jest mata w poréwnaniu ze skltadowymi stanu napre¢zenia 6,,6,,T,, =7T,,.
Z tych wzgledéw w teorii cienkich plyt pomija si¢ napr¢zenia G, (czyli przyj-

muje si¢ 6, = 0) oraz wplyw tych napre¢zen na odksztatcenia.

z
Y q i ~
Ty G,
O {
N T
TyX Xz
i —
%
Ny 7
S| o, Yo,

Rys. 7.12. Naprezenia sktadowe w plaszczyznie plyty

Na rys. 7.12 przedstawiono réwniez napr¢zenia styczne T, 1 t,,. Napreze-

Xz
nia te przyjmujg mate warto$ci w poréwnaniu do pozostalych rozpatrywanych

skfadowych stanu naprezenia 6,,6,,7,,. Musimy je jednak uwzgledni¢, aby

element prostopadloscienny znajdowat si¢ w rownowadze.
Podobnie jak w wytrzymalosci materiatow zalozono, ze naprezenia T,

1 1, majg rozklad paraboliczny wzdluz grubosci plyty. Zgodnie z warunkami
brzegowymi (7.41) naprgzenia styczne sg rowne zero na powierzchniach
z=%h/2 i osiggaja wartoSci maksymalne na powierzchni srodkowej ptyty (tzn.
obowiazuje wzor Zurawskiego [9,28,30,38]).

W teorii ptyt przyjmuje sie, ze sity wewnetrzne sg wypadkowymi naprezen
na catej grubosci plyty odniesionymi do jednostki dlugosci przekroju poprzecz-
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nego. Sktadowe sit poprzecznych sg wypadkowymi nastepujacych sktadowych
stanu naprezenia:

hi/2 hl2
Q.dy=dy J.rxzdz O, dx =dx J.tyzdz (7.42)
~h/2 ~h/2

W rownaniach (7.42) wprowadzono wymiar dtugosci przekroju w odpo-
wiednim kierunku, aby rownania te miaty wymiar sit.

dx
NXV
N, dy N, +dN,

- >

N\ y + de

¥y _ o

/ M X +dM X

N, +dN;

M + dM" ny + dM\‘y

M, +dM, 7
— Y0+do,

-~
A rer

Rys. 7.13. Sily wewnetrzne w plaszczyznie srodkowej plyty

Obcigzenie zewnetrzne moze powodowaé zmiang sktadowych sit wewnetrz-
nych na odpowiednich $ciankach rozpatrywanego prostopadtoscianu hdxdy .
Przechodzac od przekroju x=const do przekroju x+dx=const oraz od
y=const do y+dy=const skladowe sil wewngtrznych ulegaja niewielkim
zmianom jako funkcje potozenia. Przyrosty sktadowych sit wewnetrznych zredu-

kowane do powierzchni srodkowej (rys. 7.13) rozwijamy w szereg Taylora i ogra-
niczajac si¢ jedynie do cztonoéw liniowych otrzymano nastepujace zaleznoSci:
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N.+dN_ =N+ N, dx
Ox

N +dN =N N, d
ot = +—=dy
) y y ay

oN,
ny +dey = ny +Fdx

X

oN,,
Nyx+dNyx =Ny +8—dy

v
MY+dMY:Mx+adex
’ ’ ox
oM ,
M,+dM, =M, + s dy
oM ,
M, +dM =M, + = dx (7.43)

oM
Myx+dMyx ZMyX-F?dy

0. +d0, =0, + % i
: ox
60

0,+d0, =0, + 6yy dy

Utézmy warunek réwnowagi momentow wzgledem osi przechodzacej przez
srodek cigzkosci rozpatrywanego elementu i rownoleglej do osi y (rys. 7.13):

(M, +dM )dy—M dy+(M, +dM  )dx+
dx
2

Po wprowadzeniu do powyzszego rownania zaleznosci (7.43) 1 po podzie-
leniu przez pole powierzchni dxdy mamy nastgpujace rOwnanie:

(7.44)

dx
- Myxdx -0, + dQX)dy7 -Q0.dy—=0

oM
oM, +—=-0. —l%dx =0 (7.45)
Ox oy 2 Ox

Ostatni sktadnik w powyzszej zaleznosci jest wielkoscia o rzad mniejszg od
pozostatych, zatem po jego pominigciu ostatecznie otrzymano:
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aA4x4_aAIW
ox oy

Analogicznie uktadajgc rownanie momentow wzgledem osi przechodzacej
przez $rodek cigzkosci elementu i rownolegtej do osi x uzyskano rownanie:

oM, oM,
ayy ' L _0,=0 (7.47)
X

Zaleznosci (7.46) 1 (7.47) pozwalaja wyrazi¢ sity poprzeczne Q. ,Q, po-

~-0.=0 (7.46)

przez pochodne czastkowe momentow wewnetrznych. Zapisujac rownanie row-
nowagi sit dziatajacych na element hdxdy w kierunku osi z otrzymano:

(O, +d0)dy—0.dy+(0Q, +d0,)dx—Q dx+qdxdy =0 (7.48)
Wstawiajac do ostatniego rownania zaleznos$ci (7.46) i (7.47) mamy zwig-
zek pomiegdzy intensywnoscig obcigzenia zewnetrznego ¢, a pochodnymi mo-
mentow wewnetrznych:
M, M, M,

+2 + +g=0 7.49
ox® Ox0y oy® 1 (7.49)

gdzie uwzgledniono zaleznos¢ M, =M .
Zapiszmy sumy rzutdéw sit dziatajacych na element dxdy , odpowiednio, w

kierunkach osi x 1 y:

(N, +dN,)dy—N,dy+(N,, +dN, )dx— N dx=0 (7.50)

(N, +dN,)dx~N dx+(N,, +dN,,)dy—N,dy=0

Po uwzglednieniu w powyzszych zalezno$ciach (7.43) otrzymano nastepu-
jace rownania:
ON, ON ON, ©ON

+— ¥ _9 +—2=0 (7.51)
ox Oy oy ox

gdzie wykorzystano zalezno$¢ N, =N .
Ostatecznie zgodnie z (7.49) i (7.51) uktad rézniczkowych réwnan rowno-
wagi ma postac:

ON ON, ON
ON +—>=0 L+ —2 =0 (7.52)
Ox oy oy ox
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2 o°’M, O’M
8]\f”+2 = +———+¢g=0
Ox Ox0y oy

W ogdlnym przypadku powyzszy uktad réwnan jest sprzezony poprzez
zwiazki (7.32). A zatem skladowe sit wewnetrznych w plaszczyznie plyty
N,,N,,N,, sa sprzgzone z momentami wewnetrznymi M, M ,M . Reakcja
w powierzchni srodkowej moze by¢ wywotana, na przyktad, efektem sprz¢zenia
B, (7.34) dla niesymetrycznych ptyt kompozytowych.

Uwzgledniajac zwigzki konstytutywne (7.32) oraz zwiazki fizyczne (7.4)
w rownaniach réwnowagi otrzymano uklad rézniczkowych réownan dla prosto-
katnych ptyt kompozytowych o dowolnej budowie warstw sktadowych:

1%Zz+24m§;+4%§?+46gZ+Q%+A%%§;+A%Z;—BHZ:
~3B,, %—(Bn +2B,,) a?:WZ ~ B, ‘2;” =0
Am%%4{42+&0§§§+A%%%+A%23HQA%;2;+@2gj—162;
—(B,, + 23“)%_33% ai;;vz —B,, ‘Z;V =0
Dy, (;C—:H 4D, %+ 2Dy, + 2D“)a§—awy2+ 4D, ai;; +D,, g;:”
_BII%_?’BM%_(BIZ +2366)%— 262%;—316273‘;+
—(B,, +2Bﬁé)%—3 26%—322273?—q =0

(7.53)

Jest to uktad trzech sprz¢zonych rownan rézniczkowych wzgledem prze-
mieszczen u,v,w.

W przypadku plyty o budowie symetrycznej wzglgdem powierzchni $rod-
kowej mamy B; =0 (patrz p. 7.7). W takim przypadku dwa pierwsze rOwnania
rownowagi, czyli sit dziatajacych w powierzchni $rodkowej sa niezalezne od
trzeciego z rownan rownowagi (7.52) lub (7.53). W przypadku takich ptyt na
0got mozna poming¢ wptyw sit N ,N , N, czyli zalozy¢

N,=N,=N, =0 (7.54)
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Tablica 7.2. Plyta kompozytowa o budowie symetrycznej

Wielowarstwowa plyta o budowie symetrycznej

1. Przypadek og6lny tzn. B; =01 D; #0 dlai;=1,2,6

o*w otw o*w otw o*w
Dy —; +4D,, 3 +2(D12+D66)ﬁ+4D26 3+D22 2 -q=0
ox Ox” 0Oy ox~0y Ox0Oy oy
2. Plyta quasi-ortotropowa tzn. B; =0 1 Dz =D, =0
o*w o*w o*w
Dy, —+2(Dy, + D +D -q=0
o (Dy, 56) 8x28y2 22 6y4 q
3. Plyta izotropowa tzn. D, = D,, = D, + D¢,
4 4 4
D, 2 vap, 2 i, OV 40
ox Ox~0y Oy
4. Warunki brzegowe:
X = const y = const
I VTS WO
Ox oy oy ox
brzeg
przegubowo w=M, =0 w=M,6 =0
podparty
brzeg ow _ow 0
utwierdzony WEa T 0 w= e
5. Momenty wewnetrzne i sity poprzeczne
Przypadek ogblny
0w 5 oy
T2 M
axz — X + Xy
M, Dy, Dy, Dy 2w Q. Ox oy
M, +=|Dy Dy Dy 3~ o 0 oM, oM,
D D D = +
Mxy 16 26 66 , 2w y oy Ox
Ox0y
Quasi-ortotropia
62
o oM_ oM,
M| [p, Dy 07 & O, =—+—=
x 1 12 2w ox oy
M, =Dy Dy 0 _8)/2 oM, oM,
= +
Mxy 0 0 D66 aZW Qy 5y ax
-2
Ox0Oy
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W ogélnym przypadku symetrii ptyt (np. regularnie symetryczny laminat
typu katowego) mamy wowczas jedno roOwnanie rownowagi:

0w 0w 0w otw otw
T +4D, ax3ay +2(Dy, +D66)W+4D D,, " —-q=0

D +
26 6)68)/3 ay

(7.55)
za§ w przypadku quasi-ortotropowe]j plyty (np. regularnie symetryczny laminat
typu krzyzowego):

otw o*w o*w
Dy, —+2(D, +D +D
11 o (Dy, 66)8x26y2 22 6y4

—g=0 (7.56)

W tablicy 7.2 przedstawiono rownania rownowagi, warunki brzegowe i sity
wewngtrzne dla plyt wykonanych z laminatow symetrycznych.

7.10. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe pozwalaja poda¢ rozwigzanie uktadu rézniczkowych
rownan rownowagi plyty w sposéb jednoznaczny. W ogoélnym przypadku na
jednostke dtugosci boku ptyty (porownaj rys. 7.14) moze by¢ zadane obciazenie
W postaci wektorow:

e sily normalne;j,

e ity tnacej,

e momentu zginajacego,
e momentu skrecajacego,
e sily poprzecznej.

Ostatnie trzy warunki zwigzane sg z roOwnaniem rownowagi momentow
(7.49) lub (7.52). Rozwigzanie tego réwnania dopuszcza mozliwo$¢ spehnienia
tylko dwoch warunkéw brzegowych na dwoch rownolegltych do siebie krawe-
dziach plyty w kierunku osi x lub y ze wzgledu na drugi rzad réwnania r6z-
niczkowego o pochodnych czastkowych wzgledem x i y. Na krawedzi plyty
wystepuja trzy wielkosci — moment zginajacy, moment skrecajacy, sila po-
przeczna. Wynika to z uproszczen klasycznej teorii cienkich ptyt tj. nie

uwzglednieniu wptywu naprezen tnaeych t, 1, na stan odksztalcenia.

Aby otrzymac tylko dwa warunki brzegowe momenty skrecajace zastgpio-
no rownowaznym pod wzgledem statycznym uktadem par sit poprzecznych.
Rozwazmy moment skrecajacy M, na poszezegédlnych odcinkach dy

krawedzi ptyty x=const (rys. 7.14). Przyrost momentu skregcajacego na kaz-

oM
dym odcinku dy zastgpiony parg sit jest rowny 5 L dy .
Y
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Odpowiada on kolejnym odcinkom dy brzegu x=const. Jesli funkcje
wzrostu momentu skrecajacego podzielimy przez dy w celu otrzymania sity na
jednostke dlugoscei, to otrzymujemy sile poprzeczng oM, /dy. W ten sposob
moment skrgcajacy M, zastgpiono pionowg zastgpcza sila poprzeczng o inten-
sywnosci OM /0y . Zastepcza sile poprzeczng Kirchhoffa zdefiniowano jako
sumg sit poprzecznych O, (rys. 7.13)i 6M /0y (rys. 7.14), czyli:

oM

Ve=0,+ ayxy (7.57)
za$ zgodnie z (7.46)
oM
Vx:aja”x 2= (7.58)
x g
oM.,
Mty—‘r _Ud A\ A
8y xy
I Nyt k&
) S [
oM., —1 (M, z
v+ Mo —T ¥ Y
ary Ly dyldy| y

Rys. 7.14. Rozkiad momentu skrgcajqcego M, na brzegu x = const

Zastepcza sita poprzeczna jest statycznie rOwnowazna rzeczywistemu ukta-
dowi sit i zgodnie z zasadg de Saint-Venanta dotyczy jedynie waskiej strefy
brzegowej na odleglosci roéwnej rzgdowi grubosci ptyty. Sita ¥, (7.58) musi by¢
rowna reakcji podporowej na podpartych brzegach plyty lub réwna zero dla
brzegu swobodnego.

Analogicznie wyznacza si¢ zastepcza sile poprzeczng Kirchhoffa na brzegu
y =const:

v =0 +6Myx_8My+26Myx (7.59)
y =y - :
ox Oy ox

Takie podejscie pozwala sformulowac nastgpujace warunki brzegowe na
poszczegdlnych brzegach ptyty:

e x =const
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e y=const

M. =0 lub o _
Oox
oM
V.= oM, +2—2 =0
’ Ox )y
N, = lub
N, = lub u
M,=0 lub ow
oy
oM oM
V, =—=>42—2
Yo oy Ox

e naroze plyty prostokatnej tzn. x = const i y = const

M, =0

lub w=0

(7.60)
lub w=0
(7.61)
lub w=0
(7.62)

Pod wzglgdem formalizmu matematycznego mozna, na przyktad, sformu-
lowaé dwa nastgpujace warunki dla x=const: M, =0 i w=0, za$ bledne sa,

na przyktad, nastgpujace warunki: M, =01 ow/ox=0.

Podobnie jak dla belek w wytrzymatosci materiatow, w teorii cienkich ptyt
wyrozniamy trzy podstawowe warunki brzegowe, czyli trzy sposoby podparcia
kazdego z brzegow ptyty, ktore podano w Tablicy 7.3.

Tablica 7.3. Podstawowe warunki brzegowe dla plyt kompozytowych

Podstawowe warunki brzegowe

X =const y =const
b Nx:ny:Mx: Ny:ny:My:
rzeg
swobodny = oM., +2 GMxy =0 = aMy +2 aMy" =0
ox Oy oy Ox
brzeg
przegubowo N, =N, =w=M_=0 N,=N,=w=M, =0
podparty
l?rzeg u:v:w:a—wzo u:v:w:a—wzo
utwierdzony ox oy
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X

dx

Rys. 7.15. Sita skupiona w narozu piyty

Nalezy jeszcze okresli¢ sity w narozu ptyty. W takim przypadku na zbiega-
jacych si¢ krawedziach plyty wystepuje niecigglos¢ dziatajacych momentow
skrecajacych (rys. 7.15). JeSli momenty skrecajace M, 1 M, , ktorych zwroty

yx
w sgsiedztwie naroza sg przeciwne, zastagpimy parami sil, to w narozu powstaja
zastepcze sily skupione. W narozu dziata sita skupiona:

R=M,+M, (7.63)

Dla ptyty prostokatnej, czyli gdy naroze tworzy kat prosty i brzegi sa pro-
stoliniowe, to wobec rownosci t,, =1, 1 M, =M  otrzymujemy
R=2M, (7.64)
Reakcja R moze by¢ dodatnia lub ujemna. Jesli sita ma warto$¢ dodatnia,
to dazy do podniesienia si¢ naroza plyty i nalezy wtedy naroze zakotwiczyc¢.
Jesli brzegi ptyty przylegajace do naroza sg utwierdzone, to muszg wzdhuz nich
znika¢ momenty skrecajace, wobec tego w narozu nie wystepuje zadna reakcja.
W narozu swobodnym znika moment zginajacy i zastgpcza sita poprzeczna Kir-
chhoffa wzdhuz swobodnego brzegu, a zatem powinien by¢ spelniony warunek
R=2M_ =0.
Xy

7.11. Element belkowy

Przedstawione dla ptyt kompozytowych zalezno$ci znacznie upraszczajg si¢
dla elementu belkowego jednowymiarowego w kierunku x, przy czym kierunek
ten nie musi pokrywac si¢ z kierunkiem utozenia witdkien, czyli gtéwnym kie-
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runkiem ortotropii. Réwnania teorii cienkich plyt upraszczajg si¢ znacznie
w tym przypadku. Podstawowe zalezno$ci przedstawiono w Tablicy 7.4. Nalezy
zwroci¢ uwagg, ze sity wewnetrzne N,, M,, O, w teorii plyt sa odniesione do
szerokosci ptyty. Analogicznie sztywno$¢ A, By, Dii. W przypadku belki

o szerokos$ci b 1 grubo$ci & wewngtrzne sity oraz sztywno$¢ mozna wyrazi¢ na-
stepujaco:

]vx = Nxb M’C :be QX :Q)Cb

le =A,b By, =Byb Dy, =Dyb (7.65)
W przypadku belki obcigzonej tylko sita osiowa N [N] z tablicy 7.4 widaé, ze:

N, =Nb=[4," +B,x.]-b#0

M, =M b=[B,&’ +D,x,]-b=0 (7.66)
Z (7.66) wynika:
K, ==k
Dll
_ B2
N_.=N_b=bsg| 4, ——L [N] (7.67)
Dll

za$ w przypadku czystego zginania belki momentem gnacym M [Nm] czyli
dla przypadku: M, #0 i N, =0 mamy:

N, =Nb=[4,e +B,x.]-b=0
M_ =M b=[B,&’+D,x.]b#0 (7.68)

stad wynikaja zaleznoSci:

2
M,=Mb=bx, [DN -~ %J [Nm] (7.69)

X
11
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Tablica 7.4. Belka kompozytowa

Wielowarstwowa belka

Odksztalcenia du d>w
1 eryWiZna &, =——TtzK,, K,=— P
belki dx dx
Naprezenia o, =06, =0 (8 +2k,)
isily N._=4,¢"+B M_=B, e’ +D «k
wewnetrzne x T AnEx T Bk, x = bpé DK,
Rownania dM dN ., d> M,
rownowagi 0, = o PP 0, P q

Przypadek sprzezenia obcigzenia poprzecznego ¢ i obcigzenia w powierzchni
srodkowej N, :

d*M 2
. :q+Nxd ZV
x dx

Warunki brzegowe dla x = const :
e brzeg swobodny: N, =M =0, =0
e brzeg przegubowo podparty: N, =w=M_ =0
dw

e Dbrzeg utwierdzony: u =w=——=0
dx




8. STATECZNOSC
CIENKOSCIENNYCH
PLYT PROSTOKATNYCH

8.1. Statyczna statecznos¢ konstrukcji cienkosciennych

Stateczno$¢ réwnowagi sprezystego uktadu odksztalcalnego mozna najo-
golniej zdefiniowaé¢ w sensie dynamicznym jako szczegdlny przypadek statecz-
nosci ruchu ciata. Klasyczna definicja statecznosci stanu rownowagi $cisle zwig-
zana jest z definicjg Lapunowa. Wedlug tej definicji ruch ukladu jest stateczny
wtedy 1 tylko wtedy, jesli niewielkie zaklocenie potozenia i predkosci poczatko-
wej powoduje niewielkie zaktocenie polozenia i predkosci w dowolnej chwili
czasut[9,19,22,30,38].

Stad bezposrednio wynika definicja statycznego kryterium statecznos$ci.
Mozna je sformulowacé nastgpujaco: Konfiguracja stanu rownowagi uktadu jest
stateczna wtedy i tylko wtedy, jesli uktad powrdci do swojej wyjsciowej konfi-
guracji po malym chwilowym zakloceniu. Zakldcenie to moze by¢ wywotane
przez przytozenie do uktadu niewielkich sit w krotkim okresie czasu ¢, a nastep-
nie usuniecie tych sit.

0 A ®
(a) (b) (©)

(d)

Rys. 8.1. llustracja stanow rownowagi



112 Podstawy wytrzymatosci i statecznosci ptytowych konstrukcji kompozytowych

W przypadku, gdy konfiguracja stanu réwnowagi ukladu nie jest stateczna
méwimy o utracie statecznosci przez wyboczenie (tzw. dywergencj¢), co ozna-
cza mozliwos$¢ istnienia rOwnowagi w potozeniu sasiednim.

Powyzsza definicje mozna zilustrowaé na przykladzie ruchu sztywnej kulki
po nieodksztalcalnej powierzchni (rys. 8.1).

W przypadku ,,a” rownowaga kulki jest stateczna, bo po matym zakléceniu
rownowagi kulka wraca do potozenia na dnie. W przypadku ,,b” rownowaga jest
niestateczna, albowiem po malym zaktoceniu kulka nie wréci do swojego potoze-
nia poczatkowego. W przypadku ,,c” po matym zakloceniu kulka toczy si¢ po
plaszczyznie poziomej i zajmuje nowe polozenie rownowagi r6zne od potozenia
poczatkowego. Zatem polozenie jest niestateczne. Jednak ze wzgledu na to, ze oba
te potozenia kulki moga by¢ dowolnie blisko siebie méwimy o neutralnym stanie
rownowagi. W przypadku ,.d” rownowaga w kierunku s jest stateczna, za$ w kie-
runku ¢ — niestateczna. Przypadek ten jest niestateczny, poniewaz stateczno$¢ row-
nowagi musi zachodzi¢ dla dowolnie matych zaklécen we wszystkich kierunkach.

W przypadku uktadu odksztatcalnego rodzaj rownowagi zalezy najczesciej od
wartosci sit obcigzajacych. Gdy warto$¢ parametru obcigzenia jest rOwna obciazeniu
krytycznemu (czasami nazywana takze bifurkacyjnemu), to niewielkie zaktocenie
potozenia rownowagi powoduje przejscie uktadu do nowego sasiedniego potozenia
rownowagi. Najczgsciej podstawowa posta¢ rownowagi przestaje by¢ stateczna,
natomiast nowa posta¢ rownowagi moze by¢ stateczna lub niestateczna.

W analizie stateczno$ci rownowagi uktadow odksztatcalnych nalezy
uwzgledni¢ wplyw zmian geometrii na rozklad sit wewnetrznych, czyli poming¢
zasade zesztywnienia. Jest to §cisle zwigzane z badaniem jednorodno$ci rozwia-
zan uktadu [19,22,30,38].

Statecznos$¢ uktadéw odksztatcalnych o n stopniach swobody mozna teore-
tycznie opisa¢ liniowym uktadem » rownan roézniczkowych. Wowczas zagad-
nienie jest problemem wartosci wlasnych i pozwala jednoznacznie wyznaczy¢
warto$ci wlasne, czyli wartoéci krytyczne parametru obcigzenia oraz wektory
wlasne. Uniemozliwia okreslenie przemieszczen, ktore okreslone sg jedynie
z doktadnoscia do state;.

W zagadnieniach technicznych najmniejsza warto$¢ wiasna okresla wazna
teoretyczng warto$¢ obcigzenia krytycznego.

Zjawisko utraty stateczno$ci mozna tez nazwacé wyboczeniem bifurkacyjnym
w sensie matematycznym.

Otrzymane w badaniach do$wiadczalnych wartosci obcigzen powodujacych
wyboczenie konstrukcji sg czesto nizsze od wartosci obciazen teoretycznych dla
uktadéw idealnych. Te rozbieznosci sg typowe dla konstrukcji z niedoktadnosciami
(tzw. imperfekcjami) jak np.: wstgpna krzywizna, plyta niecatkowicie ptaska, napre-
zenia wstgpne, odchylenia we wlasciwosciach materialowych i wymiarach geome-
trycznych elementéw konstrukcji, niedoktadno$¢ w sposobie obcigzenia itd.

Aby oceni¢ wptyw niedokladnosci na stan réwnowagi w teorii uktadoéw
idealnych, w ktérych nastgpuje wyboczenie typu bifurkacyjnego, nalezy
uwzgledni¢ ustalone odpowiednio typy niedoktadnosci (np. przepisami norma-
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tywnymi) [19,21]. Takze to podejscie mozna zakwalifikowaé jako wyboczenie
uktadow rzeczywistych w sensie matematycznym.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze niestateczno$¢ jest jedna z gtéwnych cech kon-
strukcji o skrajnej geometrii.

Szereg zjawisk pokrewnych nazywanych wyboczeniem w sensie technicz-
nym nie jest przedmiotem rozwazan w tym skrypcie.

Okreslenie wszystkich mozliwych postaci wyboczenia, pokrytycznych $cie-
zek rownowagi jest mozliwe dzigki wykorzystaniu metody elementéw skonczo-
nych MES.

8.2. Jednoczesne zginanie i Sciskanie plyt prostokatnych

W rozdziale 7 zatozono, ze sity wewngetrzne w powierzchni Srodkowej plyty
N,, N, 1 N,, sa male i mozna pomina¢ ich wplyw na ugigcie plyty (tzn. sily te sa

mate w poréwnaniu z naprezeniami krytycznymi powodujgcymi wyboczenie plyty).

dx X

I N,
]vyx

ON,
N N+ dx
d * Ox
4 i oN,
N, N+ == dn
ON, >
N+ 5 = dy
Y N+ = d
vV y

Rys. 8.2. Sily wewnetrzne w powierzchni srodkowej plyty
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by
- ow
Y x@x
ow  ow .
oy Ox0y
£y a N,
v A s
—+ dy
Ox Ox0y

x

N,
N + —=dy
oy

Rys. 8.3. Kqgty w ugietym elemencie plytowym

Jesli sity przekrojowe w powierzchni $rodkowej nie sa mate, to musimy
uwzglednié, ze pod dziataniem obcigzenia zewngetrznego ptyta moze by¢é w row-
nowadze w postaci ugigtej.

W celu wyprowadzenia odpowiednich rézniczkowych rownan rownowagi
cienkich ptyt prostokatnych przy uwzglednieniu sit w powierzchni $rodkowe;j
nalezy dodatkowo, w porownaniu do rozwazan w podrozdziale 7.9, uwzglednic
ugiecie nieskonczenie matego prostopadiosciennego elementu ptytowego o gru-
bosci /1 1 o wymiarach podstawy dx i dy odpowiednio w kierunkach x i y. Na rys.
8.2 przedstawiono ugigty element ptytowy z zaznaczeniem wewnetrznych sit
N,, N,,anarys.83sit N,,.

Biorac pod uwage ugigcie plyty przy zapisywaniu roOwnania rownowagi
wszystkich sit dziatajgcych na element sdxdy w kierunku osi z i po uwzglednie-
niu (7.48) otrzymano:

(0, + Q" dx)d %, -
y-Q.dy+(Q, + & dy)dx —Q dx + qdxdy +

8 ow 0w ow
+ (N, + "dd—+—d Nd—+
(N, e )y ( P x) - A
ON 2
+(N, + aw a Nydx@+ (8.1)
Oy oy
ON 6w o*w 6w
+(N_, + ”yd d dx)=N . dy—+
(N, o )J’( . )— 6y

a 2
+(N,, + ayx d )a’x(a—w+§a

dy)-N, dx;ﬂzO
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Po zredukowaniu, pomini¢ciu wielkosci o rzad mniejszych od pozostatych 1
po podzieleniu przez pole powierzchni ptyty dxdy mamy nastgpujace roéznicz-
kowe réwnanie rownowagi:

P 2 2 2 2
a&+&+q+(N)r 0 ZV+Ny 0 v2v+ny 0w +N, Ow
Ox oy ox oy O0yox Ox0y
N_ ON,, ON, ON
+[8 X a—W+ 2 ]% =
ox oy " Ox Ox oy "oy

)+
(8.2)
0

Pozostate rownania rownowagi, czyli sumy rzutéw sit na 0§ x i y (7.50) oraz
sumy momentow wzgledem osi przechodzacej przez srodek cigzkosci elementu
prostopadtosciennego i rownoleglych, odpowiednio, do osi y (7.46) i osi x (7.47)
sg identyczne.

Uwzgledniajac rownania (7.51) oraz zaleznosci N,, =N, w (8.2) fatwo

zauwazy¢, ze czlony w nawiasach kwadratowych sg rowne zero i wowczas row-
nanie (8.2) przyjmuje postac:
00, 00, o’w o’w o’w

+ +qg+N,—-+2N_——+N
Ox oy E ox’ Toxoy U ox?

=0 (8.3)

za$ po uwzglednieniu zaleznos$ci (7.46) i (7.47) mamy ostatecznie:

ZM 82Mx 82M 2 2 2
0 42 St —— =g+ Nxa_v2v+2ny8_w+Ny8;v (8.4)
ox Ox0Oy Oy Ox0Oy Ox

Poréwnujac zaleznosci (8.4) i (7.49) stwierdzono, ze wyrazenie w nawiasie
kwadratowym w (8.4) mozna nazwa¢ efektywnym obcigzeniem poprzecznym.

Podsumowujac, w przypadku sprzezenia obcigzenia w powierzchni $rod-
kowej i obciazenia poprzecznego g rownania rownowagi dla odksztalconego
elementu ptytowego majg postac:

ON
N S
ox oy
ON, ON
5 2 +a—xy=0 (8.5)
y X
2 O*M O*M 2 2 2
8]\/2[er2 2+ zy:q+Nxa—v2V+2nya—w+Nya—v;
ox oxoy oy ox Ox0y ox

W przypadku plyty wykonanej z laminatu o budowie symetrycznej dwa
pierwsze rownania rownowagi (8.5) sa niezalezne od trzeciego rownania (8.5)
1 rbwnanie rOwnowagi ugietej ptyty mozna zapisac:
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Tablica 8.1. Odksztatcona plyta kompozytowa o budowie symetrycznej

Wielowarstwowa plyta o budowie symetrycznej

1. Przypadek og6lny tzn. B; =0 i D; #0 dlaij=1,2,6

4 4 4 4 4
Dy Y 14D 2 12Dy + D)2+ 4D, LY D, O
ox Ox” 0Oy ox~0oy Oxoy oy
2 2 2
_q_NXaZV_ZNXy(aW_ yaV;:
ox Ox0y ox
2. Plyta quasi-ortotropowa tzn. B; =0 i Djg =D, =0
o*w o*w o*w o*w o*w o*w
Dy, —+2(D,+D +D -qg-N,—- ——N,—-=0
N P R LT .
3. Plyta izotropowa tzn. D, = D,, = D,, + 2D
4 4 4 2 2 2
Dy sop, 2 v p YN D oy Ty TV
ox Ox~0y Oy ox Ox0Oy Ox
4. Warunki brzegowe:
Xx = const y = const
brzeg oM oM oM oM
M, =—>+2—"=0 M, =—>+2——"=0
swobodny T o oy 'y o
brzeg
przegubowo w=M, =0 w=M,=0
podparty
brzeg utwier- _ow 0 e ow o
dzony W oy
5. Momenty wewngtrzne i sity poprzeczne
Przypadek ogdlny Quasi-ortotropia
3 o*w B o*w
2 2
M., Dy, Dy, D g)zc M, Dy, D, 0 g)zcw
w
M, 1=|Dy Dy Dy _8)/2 M, =D, Dy 0 _8)/2
Mxy D16 D26 D66 a2w MW 0 D66 62W
-2 -
Ox0y Ox0y
oM~ OM . oM & oM.
0 =T rr 0=+
Ox oy oy ox
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otw otw otw otw otw
D, 244D~ +2D,, + Dy )—————+4D, ——+ D,
N 16 o dy (D, 66)6x26y2 26 3 22 "
g N azw_zN OZW_N azw_o
7= ox? ' Oxoy 7 on?
(8.6)
za$§ w przypadku quasi-ortotropowe;j ptyty:
4 4 4
Dlla_zv+2(Dl2 + D) 82 W2 + 1Dy 0 zv
ox Ox~0y oy (8.7)
2 2 2 .
_q_Nxa_vzv_zNwa_W_Nya_Zv:o
ox ~ Ox0y ox

W przypadku plyty ortotropowej rownanie rownowagi (8.7) pozwala wyzna-
czy¢ obcigzenie krytyczne (czyli bifurkacyjne) dla $ciskanej lub $cinanej plyty.

W Tablicy 8.1 podano rownania rownowagi, warunki brzegowe i sily we-
wnetrzne dla odksztatconej ptyty wykonanej z laminatu symetrycznego.

Dla elementu belkowego jednowymiarowego w kierunku x rownanie row-
nowagi, na podstawie (8.5), ma posta¢ (patrz Tablica 7.4):

O*M o%w
e g+N, o (8.8)

8.3. Obciazenie krytyczne Sciskanej ortotropowej plyty pro-
stokatnej

Zjawisku utraty statecznosci ptyt towarzyszy przej$cie z podstawowej po-
staci rownowagi odpowiadajacej idealnie ptaskiej ptycie do nowej postaci, ktorej
odpowiada ugigta plyta. W chwili utraty statecznos$ci, czyli dla obcigzenia kry-
tycznego, ptyta moze mie¢ teoretycznie jedng z dwoch tych postaci. W analizie
statecznosci badamy nowa sasiednig posta¢ rownowagi, a zatem ugieta ptyte.

Rozpatrzmy szczeg6lny przypadek plyty ortotropowej o gtownych kierun-
kach ortotropii rownolegtych do jej krawedzi, czyli w kierunkach x i y (rys. 8.4).
Zaktadamy, ze plyta jest przegubowo podparta na wszystkich brzegach i obcig-
zona rownomiernie roztozonymi naprezeniami $ciskajagcymi p, w kierunku osi x.

Nalezy wyznaczy¢ obcigzenie krytyczne (bifurkacyjne) p,. idealnej plyty,
przy ktorym ptaska posta¢ rownowagi przestaje by¢ jedyng mozliwa i stateczng
postacig rownowagi (tzn. plyta traci statecznosc).

Wymiary ptyty prostokatnej oznaczono odpowiednio (rys. 8.4): ¢ - dlugosé
plyty w kierunku $ciskania, b — szerokos¢ plyty, & — grubos¢ ptyty.
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0
0
=

Y

Rys. 8.4. Sciskana ortotropowa plyta prostokgtna

Do chwili utraty statecznos$ci stan naprezenia w plycie jest jednorodny (tzn.
rownomierne $ciskanie) i mozna go opisac¢ nastepujaco:

N,=-p.h N,=N, =qg=0 (8.9)

W powyzszej zaleznosci przyjeto znak minus, bo ptyta obcigzona jest na-
prezeniami $ciskajgcymi. Nalezy wyznaczy¢ rozwigzanie rownania (8.7) rozne
od zera (co odpowiada przypadkowi ugietej ptyty) i spetniajace warunki przegu-
bowego podparcia wszystkich krawedzi (tablica 8.1), tzn.:

o*w o*w

dla x=0 1dla x=/ w=01M_ =—(D,—+D,——)=0
X ( 11 axz IZayz)

2 2
dla y=0idla y=b  w=0iM, =—(Dzza—vf+Dlza—”;)=o (8.10)
oy ox

W chwili utraty statecznos$ci plyta ugina si¢ w ten sposob, ze w kierunkach
osi x 1y tworzy si¢ odpowiednio m i n potfal. Zatem ugigcie plyty aproksymo-
wano funkcja:

WX, P) = fn sin%sin% dla  mn=123.. (8.11)
gdzie f, = jest amplituda funkcji ugigcia.

Zatozona funkcja (8.11) spelnia wszystkie zalozone warunki brzegowe
(8.10). W celu rozwigzania rownania (8.7) podstawiono funkcj¢ ugiecia plyty
(8.11) i otrzymano:

m mn n m
Sun T DL () + 2Dy + Do) )’ + Dy () = pohn® ()1 =0 (8.12)
! 12 b 1
Poniewaz interesuje nas rozwigzanie nietrywialne rownania (8.12), czyli

rozne od zera, to nalezy przyjac, ze wyrazenie w nawiasie klamrowym jest row-
ne zero, czyli:
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2 [D,.D D 2(D,, +D D
b= T 121 22 [ 11 (ﬂ)z n ( 2t 66) n®+ 22 n4(i)2] (8.13)
hb D,, Dy, D,, n
gdzie: A=/0/b. ®.14)

Amplituda ugigcia f,, jest nieokreslona. Zaleznos¢ (8.13) okresla wszyst-
kie wartosci p, dla m,n=1,2,3.. odpowiadajace zatozonemu ugigciu ptyty.
Obciazenie krytyczne jest najmniejszg wartoscig obcigzenia. Otrzymamy je
dla n=1, czemu odpowiada jedna pétfala wyboczenia plyty w kierunku Oy.
Obcigzenie krytyczne dla m-tej postaci okre$lone jest wzorem:

», _ 72'2—\[D11D22 [ Dll (ﬂ)2 + 2(D12 +D66) + Dzz (1)2] (815)
o hb? VDzz A \/D11D22 Dy m

Minimalna warto$¢ obcigzenia ze wzgledu na m prawej strony zaleznosci
(8.15) jest poszukiwanym obcigzeniem krytycznym (bifurkacyjnym):

2 [D..D
AP gy, By Dy 16

pkr = rnn:npkr,m =
1122

przy zatozeniu, ze wyrazenie:

D22

w=24 (8.17)

11
jest liczba catkowita. W przypadku, gdy A =/¢/b>1 1 wyrazenie (8.17) y nie
jest liczbg catkowitg obcigzenie krytyczne jest nieco wigksze. Istotne rdznice
pojawiajg si¢ dla 4 <1.
Na podstawie zaleznosci (8.15) mozna przes§ledzi¢ zalezno$¢ obcigzenia
krytycznego p,. w funkcji wspotczynnika y (8.17) dla kolejnych m=1,2,3... .

Jesli w = m(m+1) (8.18)

to dla jednej i tej samej wartosci obcigzenia krytycznego mozliwe sa dwie rdézne
ugiete postacie wyboczenia:
e dla m potfal w kierunku $ciskania:
y

” sin%sinj (8.19)

o dla (m+1) potfal:

Sy sin@sin% (8.20)



120 Podstawy wytrzymatosci i statecznosci ptytowych konstrukcji kompozytowych

Z zalezno$ci (8.17) 1 (8.18) mozna wyznaczy¢ liczbe potfal m odpowiadaja-
cg danej wartosci v :

o jesli 0<2<141 420 to m=1
D22
- D D
o jesli1.41 s =L <1<245 4 =11, to m=2
D22 D22

itd.
Jesli ptyta ortotropowa ma znaczg szeroko$¢ (tzn. b>>/() czyli dla
w=A44%D,, /D, <<1 1 m=1, to we wzorze (8.15) mozna pomina¢ dwa ostat-

nie sktadniki w nawiasie kwadratowym w poréwnaniu z pierwszym sktadnikiem

1 wtedy:
2
_ 7 DyDy, |Dy éz_ﬂan 821
Piry = ) =—73 (8.21)
D,, /¢ ht

hb*

Wzor ten jest identyczny ze wzorem Eulera dla preta o dtugosci ¢ i prze-
gubowo podpartego na obu obcigzonych koncach. Dla stosunku A =/¢/b<<1
usztywnienie plyty wynikajace z podparcia krotszych bokow ptyty staje si¢ po-
mijalnie male.

W przypadku plyty izotropowej (tzn. D,, =D,, = D,, + D) obcigzenie
krytyczne, zgodnie z (8.16), wynosi:

7Z'2D”
hb?

Mozna rozpatrywac takze wiele innych typow obcigzen plyty oraz réznych
warunkoéw brzegowych ptyt wykonanych z réznych materialow, w tym izotro-
powych [19,28,30,38].

P =4 (8.22)

Przyklad 8.1

Prostokatna plyta swobodnie podparta na calym obwodzie o wymiarach
(rys. 8.4): £=1000 mm, =100 mm, #=1 mm poddana jest $ciskaniu w kierunku
osi x. Wyznaczy¢ wartosci obcigzen krytycznych dla ptyty wykonanej z materia-
hu ortotropowego o glownych kierunkach ortotropii pokrywajacej si¢ z krawe-
dziami ptyty. Rozpatrzy¢ 13 wariantéw statych materialowych podanych w Ta-
blicy 8.2 [19].

Rozwigzanie

W celu wyznaczenia bezwymiarowego obcigzenia krytycznego dla m-tej
postaci wyboczenia rownanie (8.15) podzielono przez modul Younga w kierun-
ku $ciskania £, i otrzymano rownanie:
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2
Pirm _ 7 \/DnDzz D, ( )+ 2(D12 +D66) 22( 7 (8.23)
E, hb*E, D, Dy m

Dla kazdego z wariantow przyjetych stalych materiatowych w Tablicy 8.2
1 wymiarow geometrycznych wyznaczano wartosci p,, , / E; dla liczby m potfal
zmieniajacych si¢ w przedziale 1<m <30. Najmniejszg wartos¢ bezwymiaro-

wego obcigzenia krytycznego p,‘:;”,ln / E, i odpowiadajaca jej liczbe potfal m po-
dano w tablicy 8.2. W tablicy podano takze warto$§¢ bezwymiarowego obcigze-

nia krytycznego p,,/E, (8.16) oraz warto$¢ parametru i (8.17).

Tablica 8.2. Wartosci obcigzen krytycznych dla sciskanych plyt prostokqtnych
o nastepujgcych wymiarach ¢ =1000 mm, b=100 mm, h=1 mm
i swobodnie podpartych na calym obwodzie wykonanych z materia-
tow ortotropowych o nastepujgcych statych materiatowych

E G min Pl

Lp E_? E Via Vo Pg_rl,mlo3 m %103 v

1 13.736 | 0.406 | 0.0218 0.3 0.797 19 0.797 19.25
2 7.604 0.409 | 0.0394 0.3 0.644 17 0.643 16.60
3 3.299 0.400 | 0.0909 0.3 0.497 13 0.489 13.47
4 1.974 0.393 | 0.1519 0.3 0.423 12 0.423 11.85
5 1.420 0.401 | 0.2112 0.3 0.393 11 0.393 10.91
6 1.196 0.388 | 0.2507 0.3 0.376 10 0.375 10.45
7 1.000 0.384 0.3 0.3 0.361 10 0.361 10.00
8 0.835 0.324 0.3 0.2507 0314 10 0314 9.56
9 0.704 0.282 0.3 0.2112 0.277 9 0.277 9.16
10 0.506 0.199 0.3 0.1519 0.215 8 0.214 8.43
11 0.303 0.121 0.3 0.0909 0.149 7 0.148 7.41
12 0.131 | 0.0538 0.3 0.0394 0.0846 6 0.0846 6.02
13| 0.0728 | 0.0296 0.3 0.0218 0.0581 5 0.0580 5.19

Z pordwnania warto$ci p,‘:,“m /E, 1 p, /E, wida¢, ze przyjecie zalozenia,
ze | jest liczbg catkowita jest w pelni uzasadnione dla ¢ > b, poniewaz obie
warto$ci obcigzen krytycznych réznig si¢ nieznacznie dla danego wariantu sta-
lych materiatlowych.

Wariant 7 odpowiada materialowi izotropowemu E,/E,=1 i na dlugosci
plyty tworzy si¢ dziesi¢¢ polfal, czyli m=10. Dla E,/E =13.736 liczba potfal
wyboczenia ulega dwukrotnemu powigkszeniu w stosunku do materiatu izotro-
powego i odpowiednio dwukrotnemu zmniejszeniu dla £, / E,=0.0728.
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