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Streszczenie: W pracy zaprezentowano badania dynamiki ruchu wybranych
uktadow wahadel podwdjnych dokonane poprzez komputerowq symulacje
ruchu ich wirtualnych modeli. Dla charakterystycznych ukiadow wahadet
pokazano mozliwosci symulacyjne, jakie ma wykorzystywany do tego celu,
program Working Model® firmy Design Simulation Technologies.
Pokazano takze jego mozliwosci obliczeniowe i prezentacji wynikow.

ANALYSIS OF THE DYNAMICS
OF THE CHOSEN FEW DOUBLE PENDULUM SYSTEMS

Abstract: In this paper the virtual simulation for analysis of dynamics
of non-linear double pendulum systems using Working Model®
software is presented. Working Model is an engineering simulation
software . Virtual mechanical components are combine with objects in
a 2D working space. After the software is run, the program can
simulate the interaction of the model's parts and it can also graph the
movement and force on any element in the project. It is useful for
simulations of dynamics systems. Virtual simulations are the most
efficient methods in analyzing the dynamics of the systems. In this
paper some results from numerical simulations for chosen non-linear
dynamics of double pendulums are shown as diagrams.

1. WPROWADZENIE

Badania dynamiki wahadla fizycznego i ukladow wahadet sa ciagle przedmiotem analizy
bardzo wielu badaczy. Pierwszy opis takich uktadéw przedstawit w 1673 r. Christiaan
Huygens, opisujac w dziele Horologium Oscillatorium sive de motu pendulorum,
synchronizacj¢ dwoch wahadet. Zjawisko to wuczeni probuja ciagle powtarzaé
i analizowa¢ [9-11]. Od czasow Huygensa pojawily si¢ dziesiatki prac zajmujacych si¢
ruchem zarowno pojedynczego wahadta, jak i uktadow wahadet. Aktualno$¢ problematyki
uwypukla fakt pojawiajacych sie ciggle nowych publikacji, zwtaszcza dla duzych wahan
uktadéw wahadet wielokrotnych (w szczegdlnosci podwojnych i potrdjnych), wahadet
odwroconych oraz uktadow wahadet torsyjnych [4-9]. Analizowane sa W nich systemy
dynamiczne z wahadlami majacymi narzucone dodatkowe wigzy, jak np.: dodatkowe wigzy
sprezyste [5] lub wiezy tarcia oraz ograniczenia ruchu np. przez uwzglednienie uderzenia
ramion wahadet o przeszkody, jak pokazano na rysunku 1. Dynamika takich wahadet moze
by¢ badana wytacznie metodami stosowanymi w analizie uktadow nieliniowych, uktadow
z bifurkacjami, a zwlaszcza ukladéw chaotycznych [1, 3, 16]. Wymaga to zaangazowania
bardzo rozbudowanego aparatu matematycznego [2] lub tez wykorzystywania wyspecjalizo-
wanych programéw do symulacji ruchu modeli wirtualnych w procesach komputerowych
[12-16].

509



MECHANIK 7/2011

»XV Migdzynarodowa Szkota Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji”

b)

Rys.1. Fazy ruchu wahadta podwojnego z dodatkowymi
wiezami:
a) z ramieniem uderzajacym o przeszkodg;
b) z ramieniem tracym o ptaszczyzne

Wyniki analiz ukladow dynamicznych z wahadlami sg wykorzystywane w robotyce,
biomechanice, ortopedii oraz w analizie dynamiki konstrukcji rozmaitych wysiggnikow
wielocztonowych.

W dalszej czgsci pracy przedstawiono sposob wykorzystania obiektowego programu Working
Model® firmy Design Simulation Technologies, Inc. do opisania dynamiki wybranych, silnie
nieliniowych uktadow mechaniki klasycznej oraz do modelowania i zasymulowania ruchu
tych uktadow [15,18]. W bogatym wachlarzu oprogramowania znajdujacego si¢ w dyspozycji
badaczy i inzynierow, program Working Model® jest jednym z latwiejszych w obstudze
I interpretacji otrzymywanych wynikow [12-14]. Mozliwosci symulacyjne wirtualnego
srodowiska, stwarzanego przez Working Model®, zaprezentowano dla wybranych
przyktadow, rozwigzanych wczesniej innymi metodami. Rozwigzania weryfikowano za
pomoca pakietu obliczeniowego Mathematica® firmy Wolfram Research. Program
Mathematica®, istniejacy na rynku od ponad 20 lat, jest programem powszechnie znanym
i nie wymaga szerszej rekomendaciji.

2. WAHADLO PODWOJNE GRAWITACYJNE

Na rysunku 2 przedstawiono ogolny, podstawowy model grawitacyjnego wahadta
podwojnego. Wahadto sktada si¢ z dwodch sztywnych cial polaczonych przegubem O°,
stanowigcych ramiona wahadta, odpowiednio Qi i Q. Jedno z ramion jest przymocowane
do przegubu statego O. (Jezeli przegub staty wahadta podwojnego O, podczas jego ruchu,
znajduje si¢ ciggle ponizej Srodkow ciezkoSci obu ramion, wowczas wahadlo to jest
wahadlem inwersyjnym).

Na rysunku pokazano podstawowe wymiary ramion wahadta. W celu analizy dynamiki
uktadu wprowadzono dwie wspotrzedne uogdlnione w postaci katow ¢ i w, odmierzanych
od linii sit grawitacyjnych. Przyj¢to, ze momenty bezwtadnosci ramion, obliczone wzgledem
osi prostopadtych do ptaszczyzny wahan i przechodzacych przez $rodki mas ramion wynosza
odpowiednio: J; dla ramienia Q1 i J, dla ramienia Q..Wymiary e; i e, okreslaja odleglosci
srodkow mas m; i m, ramion od odpowiednich przegubow, jak pokazano na rysunku 2. Oba
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obrotowy, a rami¢ Q; porusza si¢ ruchem ptaskim.

myg

Analizy dynamiki ruchu wahadta podwoéjnego mozna dokonaé, wykorzystujac réownania
Lagrange’a [3, 17]. W tym celu niezbgdne jest okreSlenie energii kinetycznej T i potencjalnej V

m; —masa ramienia Q;

J1 — moment bezwladnosci ramien
osi przechodzqcej jego przez Srodei
rownolegtej do osi obrotu;

m, —masa ramienia Q;

J, — moment bezwladnosci ramienia Q, wzgledem
osi przechodzqgcej jego przez srodek masy,
rownolegtej do osi obrotu.

myg
Rys. 2. Podwojne wahadto grawitacyjne

calego wahadla podwojnego. Obie energie opisane s3 nast¢pujacymi wyrazeniami:

T=2

10, 9> +m el p” +J, > +m, ey’ +
2 +mz'(ll2 -9’ +2le, '(b-l/'/‘COS(l//—(D))

V =-mge, -cosp—m,g-(l,-cosp+e,-cosy)

Formy obu wyznaczonych energii wskazuja, ze wyprowadzone na ich podstawie rézniczkowe
réwnania ruchu beda silnie nieliniowe a ich rozwigzanie analityczne mozliwe bedzie jedynie
dla pewnych szczegélnych przypadkoéw ruchu lub szczegdlnego doboru danych [2, 3, 16]

— np. bardzo matych wahan wokot potozenia rownowagi statycznej [1, 17].

Na rysunku 3 pokazano dwie charakterystyczne postacie ruchu ramion wahadta podwojnego:

wychylenia w fazie i wychylenia w przeciwfazie.
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Y

Rys. 3. Dwie postacie drgan gidéwnych wahadta podwojnego:
a) w fazie; b) w przeciwfazie

Dla analizy dowolnego przypadku ruchu wahadta podwojnego, opisujace ten ruch nieliniowe
rOwnania rozniczkowe nalezy rozwigza¢ numerycznie z wykorzystaniem metod
komputerowych, np. programu Mathematica [12, 13].

W zwigzku z tym zadanie wygenerowania réwnan ruchu na podstawie zdefiniowanych
energii T 1V nalezy pozostawi¢ programowi komputerowemu, ktory poradzi sobie z tym
zagadnieniem szybko i bezbte¢dnie, i — co warte podkreslenia — dziatania te zostang wykonane
w postaci symbolicznej.

Otrzymane w ten sposob rozwigzania réwnan roézniczkowych mozna przedstawi¢ w postaci
stosownych wykresow.

Na rysunku 4 przedstawiono przebiegi wspotrzednych uogodlnionych ¢(z) i w(t) oraz ich
trajektorie fazowe wyliczone przez program Mathematica 8 dla wahadla zbudowanego
z dwoch jednakowych cienkich pretow.

wspotrzedna ¢(?) )
------ wspotrzedna w(?) trajektorie fazowe: (@) i 407

Rys. 4. Wykresy przemieszczen katowych ramion wahadta ich trajektorie fazowe

Wykorzystanie wytacznie programu typu Mathematica do analizy dynamiki ruchu wahadta
ma pewna ulomnos¢. Pozwala mianowicie opisa¢ ruch dla jednego, konkretnego, zadanego
a priori zestawu danych fizycznych uktadu dynamicznego oraz dla konkretnych warunkéw
poczatkowych, od ktorych dynamika uktadéw nieliniowych jest silnie uzalezniona [2, 14, 16].
Powyzsze niedogodno$ci mozna wyeliminowac, stosujgc W analizie symulacje ruchu modelu
wirtualnego uktadu dynamicznego, w tym przypadku wirtualnego modelu wahadta [12-14].
Najwigkszymi zaletami symulacji sa mozliwosci:

— bardzo szybkich zmian cech mechanicznych modelu wirtualnego;

— bardzo szybkich zmian geometrii modelu (wymiarow);

— natychmiastowej obserwacji wptywu wszelkich zmian na dynamik¢ ruchu modelu.
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2.1. Wybrane wyniki analizy symulacyjnej dynamiki ruchu wahadla podwdjnego

Do symulacyjnej analizy dynamiki ruchu grawitacyjnego wahadla podwojnego wykorzystano
program komputerowy Working Model® firmy Design Simulation Technologies [13, 14].
Ponizej przedstawiono niektore wyniki symulacji komputerowych uzyskane dla rozmaitych
modeli wirtualnych wahadta podwojnego, przy czym ograniczono si¢ do pokazania wylgcznie
trajektorii fazowych wspoétrzednych uogolnionych ¢ 1 w jako najbardziej reprezentatywnych
1 rownoczesnie charakterystycznych wizualizacji ruchu ramion.
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Rys. 5. Wptyw zmiany geometrii na trajektorie fazowe wspotrzednych uogélnionych
(zamiana ramion miejscami — pozostate parametry i warunki poczgtkowe takie same)

0(0)=20°|

| (0) = 34° | w(0) = 57° | w(0) = 86°

Rys. 6. Trajektorie fazowe ruchu dolnego ramienia wahadta dla r6znych warto$ci jego kata
polozenia poczatkowego y(0); wartos¢ poczatkowa kata ¢(0) = 20°

513



MECHANIK 7/2011

»XV Migdzynarodowa Szkota Komputerowego Wspomagania Projektowania, Wytwarzania i Eksploatacji”

rld | b SO S YR TP A S Runb Sopll Reset

] Fle Edt World View Object Define Measure Script Window Help
b&

N e S AN ) = 120°
UMl ) fed ] w(0)=30°

Rys. 7. Fazy ruchu ramion wahadta dla niewielkich i duzych wartosci poczatkowych katow
wychylenia. Wahadto na prawym rysunku wykonuje ruch chaotyczny

3. WAHADLO PODWOJNE SPRZEZONE WIEZAMI SPREZYSTYMI

Na rysunku 8 przedstawiono ogdlny, podstawowy model wahadta podwojnego, sprzezonego
wiezami sprezystymi. W rzeczywistosci sg to dwa obracajace si¢ w tej samej ptaszczyznie
ciala, tworzace wahadta fizyczne, polaczone sprezystym tacznikiem (sprezyna). Zastosowano
taki sam sposob wymiarowania, jak dla wahadta podwojnego grawitacyjnego.

X
I
e
e1 o) 4 o Q2
maog ] N <
1
I d
| a_:':;r-/

mig

Rys. 8. Wahadlo podwojne sprzezone z wigzami sprezystymi
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Na rysunku 8 pokazano podstawowe wymiary ramion wahadta. W celu analizy dynamiki
uktadu wprowadzono dwie wspotrzedne uogolnione w postaci katow ¢ i y, odmierzanych od
linii sit grawitacyjnych. Przyjeto, jak poprzednio, ze momenty bezwladnosci ramion
obliczone wzglgdem osi prostopadtych do ptaszczyzny wahan i przechodzacych przez $rodki
mas ramion wynosza odpowiednio: J; dla ramienia Qi i J, dla ramienia Q.. Wymiary e;
i 2 okreslaja odleglosci sSrodkow mas mj i m, ramion od odpowiednich przegubow.

Wahadto podwaojne tego typu, z identycznymi ramionami i poziomq sprezyng, znane byto juz
W XVIII stuleciu pod nazwg wahadta sympatycznego (z fr. pendule sympathique). Szwajcarski
zegarmistrz Abraham Louis Breguet (1747-1823) uzywal wahadla sympatycznego do
synchronizacji zegarow.

Na rysunku 9 pokazano dwie postacie synchronizacji wahadel sympatycznych: w fazie
i przeciwfazie. (Warto zauwazy<¢, ze przy wahadtach wahajgcych sie w fazie, sprezyna moze
pozostawac nienapieta).

Rys. 9. Synchronizacja wahadet sympatycznych dwie postacie drgan gtéwnych:

a) w fazie; b) w przeciwfazie

Wyrazenia opisujace energi¢ kinetyczng T i potencjalng V potrzebne do utozenia réwnan
Lagrange’a maja postac (2):

T :%(Jl-gb2+ml-ef @R+ 3,y my el )

)
V =—m,ge cosp—m,ge, -cosz//+%c-(d —d,)
gdzie: d i d, oznaczaja odpowiednio:
d — dtugos¢ sprezyny w dowolnej chwili czasu (ruchu);
do — dtugos¢ sprezyny w chwili poczatkowe;.
d =/(b—Lsing+1,siny)? +(I,cos p+1, cosy )
©)

d, =+/(b—Lsing, +1,siny, ) +(l,cos g, +1,cosy, f

Formy obu wyznaczonych energii wskazuja, ze wyprowadzone na ich podstawie rézniczkowe
réwnania ruchu, analogicznie jak dla wahadla podwojnego grawitacyjnego, beda silnie
nieliniowe, a ich rozwigzanie analityczne mozliwe bgdzie jedynie dla pewnych szczegdlnych
przypadkéw ruchu lub danych, np. dla bardzo matych wahan lub gdy wahadta sa cienkimi,
jednorodnymi pretami.
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3.1. Wybrane wyniki analizy symulacyjnej dynamiki ruchu wahadla sprzezonego

Ponizej przedstawiono niektore wyniki symulacji komputerowych dla wybranych wirtualnych
modeli podwdjnych wahadet sprz¢zonych.

Na rysunku 10 pokazano wptyw oddziatywania sprezyny w zaleznosci od sposobu sprzezenia
wahadel.
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Rys. 10. Przemieszczenia wahadet sprzezonych:
a) ruch w fazie (wspotbiezny) z jednakowymi amplitudami;
b) ruch quasiwspotbiezny, sprezyna jako ciato nie porusza si¢ ruchem postepowym;
¢) ruch w przeciwfazie (antywspotbiezny) z jednakowymi amplitudami

Sprzezenie wigzami sprezystymi (polaczenie sprgzyng) dwoch wahadet w sposob dowolny
skutkuje tym, ze wahadla nie beda mogly nigdy praktycznie uzyska¢ stanu trwatlej
synchronizacji ruchu. Przy duzych warto$ciach poczatkowych katow ¢ 1 w ruch obu
wahadet stanie si¢ chaotyczny.

Na rysunku 11 pokazano ruch majacy cechy pseudosynchronizacji — synchronizacji rzekomej.
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Rys. 11. Wahadlo sprzezone, o ramionach réznigcych si¢ dwukrotnie masg i dtugo$cia

4. WAHADLEA PODWOJNE ZX.OZONE

Na rysunku 12 przedstawiono wirtualny model wahadla ztozonego, bedacego potaczeniem
wahadla podwdjnego grawitacyjnego 1 wahadta sprz¢zonego wigzami sprezystymi. Ruch tego
uktadu jest dodatkowo ograniczony poprzez wprowadzenie wigzoéw jednostronnych

z uderzeniem.

‘I"q Working Model - [wah_zlozone]
] File Edt World Yew Object Define

e
JD FH 2B S ‘?HFOA@BQ”RUHD S(upll Reset

meruchom ’ostOJa

wbody(@lwi m  u|bady(@lh m

A J— 4] «

klbod15l m  y|body15l m  spll5900  m

Rys. 12. Model wirtualny wahadta podwojnego z wigzami sprezystymi i uderzeniami
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Gorne ramiona Q1 1 Qp wahadel stanowig jednakowe ciata koliste, obracajace si¢
odpowiednio dookota przegubow O; i O,. Ramiona Qi i Q2 wahadet sa kwadratami,
mogacymi obracac si¢ dookota jednego z naroznikéw, jak pokazano na rysunku 12. Przeguby
taczace kota z kwadratami dodatkowo polaczone sg elastycznym ciegnem (sprezyng liniowg).

Na rysunku 13 przedstawiono jeden z wynikéw badan symulacyjnych modelu wirtualnego
z rysunku 12. Pokazano trajektorie fazowe wspolrzednych uogdlnionych @1, w1, @2, w2,
okreslajacych ruch poszczegdlnych ciat  (ramion wahadet) analizowanego uktadu
dynamicznego uderzeniami.

E> trajektoria 311 E:> trajektornia Q21
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1 &) 1 #2(92)
1.04 ' 1.04
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Rys. 13. Trajektorie fazowe wspotrzednych uogdlnionych dla ramion wahadet z rysunku 12

5. PODSUMOWANIE

Analiza dynamiki uktadow wahadel nalezy do grupy zagadnien charakteryzujacych sie
Znaczng praco- 1 czasochlonnoscia ze wzgledu na ich silng nieliniowos$¢, prowadzaca
niejednokrotnie do rozwiagzan w sferze chaosu. Bez wzgledu na to, jaka metode zastosuje si¢
do rozwigzywania problemu, konieczna jest weryfikacja poprawnosci otrzymanych wynikow.
Zaprezentowany W niniejszej pracy sposob wykorzystania do tego celu programu
komputerowego Working Model® i stworzenie rzeczywistosci wirtualnej, w  ktorej
prowadzono badania symulacyjne, w sposob zdecydowany ulatwit i przys$pieszyl analizg
dynamiki opisywanych wyzej uktadow. Gtéwna zaleta programu Working Model® jest
szybko$¢ konstruowania i modyfikacji modeli wirtualnych bez konieczno$ci szczegdtowego
podawania kazdorazowo wielu danych, takich jak np.: momenty bezwtadno$ci, polozenia
srodkéw mas itp. Parametry te s3 generowane automatycznie.
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Koncowy wniosek, jaki nasuwa si¢ w wyniku przeprowadzonych badan symulacji dynamiki

ruchu wybranych uktadow wahadet podwojnych jest taki, iz mozna sformutowac nast¢pujacy,

ogo6lny algorytm postgpowania podczas takich badan:

e za pomoca programu Working Model® przeprowadzi¢ badania i symulacje wstepne

e po dokonaniu symulacji wirtualnych dokona¢ weryfikacji obliczen i analiz za pomoca
innego narzedzia, np. programu Mathematica®.

Taki sposob postepowania pozwala na rozwigzywanie nie tylko matych wahan, dos¢
doktadnie opisywanych w literaturze §wiatowej, ale takze na analize¢ uktadow dynamicznych,
w ktorych pojawiajg si¢ bifurkacje i chaos. Zastosowane oprogramowanie i wykorzystanie
wirtualnej rzeczywisto$ci sg dobrym narzedziem dla inzynierow, badaczy i studentow.

Nie wolno jednakze zapomina¢, ze poleganie wylacznie na rzeczywisto$ci wirtualnej moze
w szczeg6lnych przypadkach prowadzi¢ do wygenerowania zupetnie nowej jakosci istniejacej
wylacznie wirtualnie i nie majacej zadnego zwigzku ze $wiatem rzeczywistym.

(Wszystkie rysunki zawierajgce wykresy i modele wirtualne podnosnikow sq oryginalnymi
kopiami obrazow ekranowych otrzymywanych przez autora podczas symulacji)
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