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Ponizej znajduje sie¢ omoéwienie celu naukowego wyzej wymienionych prac i osiggnietych
wynikéw. W calym autoreferacie powyzsze prace sa cytowane jako [H1| - [H7], moje pozostale
prace - jako [P1] - [P25] (spis na str. 19), a prace innych autoréw - jako [1] - [115] (spis na
koncu autoreferatu). Dokonatem transliteracji rosyjskich nazwisk i tytutéw pisanych cyrylica.

1. WSTEP

Precyzyjne pojecie mierzalnosci pojawilo sie¢ w matematyce stosunkowo niedawno. Pod

koniec XIX wieku ukazaly sie prace C. Jordana i G. Peano dotyczace skonczenie addytywnej
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miary nazywanej wspétczeénie miara Jordana. W roku 1905 G. Vitali udowodnit, ze nie istnieje
niezerowa miara (przeliczalnie addytywna) okreslona dla wszystkich podzbioréw prostej, ktéra
jest niezmiennicza na przesuniecia i skonczona na zbiorach ograniczonych ([102]). Oznacza to,
ze dla kazdej "sensownej" miary na prostej, istnieje zbiér, ktérego nie potrafi ona zmierzy¢ -
zbiér niemierzalny. Zbiory niemierzalne maja czesto patologiczne wlasnosci. Z tego powodu
wiele rozwazan ograniczamy do zbioréw mierzalnych.

Struktury mierzalne pojawity sie w zwiazku z problemami dotyczacymi teorii miary. Wspél-
czesne badania nad nimi wykraczajg jednak poza klasyczng teorie miary. Korzystajg one z
narzedzi teorii mnogosci, topologii, a takze algebry. Te trzy kierunki badan - teoriomno-
gosciowy, topologiczny i algebraiczny - wystepuja w pracach skladajgcych sie na osiggniecie.
Interesujgce wyniki dostajemy czesto dzigki polaczeniu tych metod.

Szczegdlne miejsce w badaniu struktur mierzalnych zajmuje kwestia zwiazku miedzy zbio-
rami miary zero, a zbiorami pierwszej kategorii, lub ogdlniej, miedzy mierzalnoscia w sen-
sie Lebesgue’a, a wilasnoscia Baire’a. W. Sierpinski udowodnil, ze przy zalozeniu hipotezy
continuum, istnieje taka wzajemnie jednoznaczna funkcja f z prostej na prosta, ktéra przepro-
wadza rodzing zbioréw miary zero na rodzing zbioréw pierwszej kategorii ([89]). P. Erdos
wykazal, ze mozna dodatkowo zazadaé, by f = f~! ([34]). Przeglad podobiefstw i réznic
miedzy miarg Lebesgue’a, a kategoriag Baire’a zawiera ksiazka J. C. Oxtoby’ego [76]. Zagad-
nienia te sa nadal badane przez matematykéw (poréwnaj [22, rozdzial 7]).

Prace [H2] i [H4] wpisuja si¢ w opisany wyzej nurt badan. Zostaly one zainspirowane
wynikami zawartymi w artykule M. Elekesa i A. Mathé [33] oraz postawionymi tam prob-
lemami. Praca [33] dotyczyla istnienia monotonicznego operatora borelowskiej otoczki na
rodzinie zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a i na rodzinie zbioréw miary zero. W [H2]
rozszerzamy te wyniki na abstrakcyjne o-ciala i o-idealy oraz stosujemy otrzymane twierdzenia
do o-ciala zbioréw majgcych wlasnos$¢ Baire’a i o-idealu zbioréw pierwszej kategorii na proste;j.
W [H4] badamy istnienie niezmienniczych na przesuniecia operatoréw borelowskiej otoczki dla
o-idealu zbioréw miary zero oraz o-ideatu zbioréw pierwszej kategorii. W rozwazaniach istotna
role graja wlasnoSci algebraiczne prostej - istnienie podgrupy nalezacej do jednego ideatu, a nie
nalezacej do drugiego. W obu pracach, istnienie operatoréw otoczki jest, na ogét, uzaleznione
od dodatkowych zalozen teoriomnogo$ciowych.

Badania dotyczace borelowskich otoczek byly kontynuowane przez A. Rostanowskiego i S.
Shelaha w [86] i [87]. Pokazali oni (w ZFC), ze istnieje podgrupa prostej, ktéra jest miary
zero i drugiej kategorii, i w konsekwencji nie istnieje niezmienniczy na przesunigcia operator
borelowskiej otoczki na ideale zbioréw miary zero.

W roku 1920 H. Steinhaus udowodnil, ze dla dowolnego podzbioru prostej miary dodatniej,
jego rézmica algebraiczna A — A jest otoczeniem zera ([93]). Naturalne uogdlnienienie tego
twierdzenia polega na zastapieniu miary Lebesgue’a na prostej miarg Haara w lokalnie zwartej
grupie topologicznej, a z drugiej strony, zastapieniu zbioru A — A zbiorem A— B ([94], [17]). Z
kolei, zastepujac zbiory mierzalne i zbiory miary zero, zbiorami o wlasnosci Baire’a i zbiorami
pierwsze]j kategorii, dostajemy twierdzenie Piccard i jego uogdélnienia ([79], [66], [78], [32],
[106]). Lemat Smitala ([56], [55]) méwi, ze jezeli A jest zbiorem miary dodatniej na prostej,
natomiast D jest zbiorem gestym, to zbiér A+ D jest pelnej miary Lebesgue’a. W pracy [14]
zostaly zdefiniowane wtasnoéci Steinhausa i Smitala dla pary zlozonej z ciala S oraz idealu
7 podzbioréw grupy topologicznej. Byly tez badane zwigzki miedzy réznymi wersjami tych
wlasnoéci, zwigzanych z réznymi uogélnieniami twierdzenia Steinhausa i lematu Smitala.!

Ipara (S,7) ma wlasnosé Steinhausa (whasnoéé Smitala), jezeli zachodzi dla niej teza odpowiedniej wersji
twierdzenia Steinhausa (lematu Smitala).
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W pracy [H7] definiujemy i badamy wlasnoéci Steinhausa i Smitala dla o-skoficzonych
miar borelowskich w lokalnie zwartej polskiej grupie abelowej X. Jako wnioski dostajemy
twierdzenia charakteryzujace o-skonczone miary borelowskie na X. Bardziej szczegétowo
zajmujemy sie, okreslonymi na [0,1] miarami probabilistycznymi, generowanymi przez
miary Bernoulliego. Gléwne twierdzenie jest po$wiecone no$nikom tych miar. Jego dowdd
jest oparty na twierdzeniu z [H6], dotyczacym algebraicznych sum i réznic podzbioréw grupy
reszt modulo 2. Wyniki te, zaréwno dla przedziatu [0, 1], jak i w przypadku dyskretnym,
dostajemy badajac gesto$¢ jedynek w rozwinieciach dwéjkowych liczb z rozwazanych zbioréw.

Tematyka zwiazana z twierdzeniem Steinhausa pojawia sie w wielu pracach. Ws§réd naj-
nowszych wynikéw warto wymieni¢ obszerne artkuty N. H. Binghama i A. J. Ostaszewskiego
[19], [20], [75]. Nalezy tez wspomnie¢ o wykorzystaniu twierdzenia Steinhausa i lematu Smitala
w badaniach dotyczacych réwnan i nieréwnosci funkcyjnych (patrz [55]).

Moéwimy, ze x jest punktem gestosci zbioru mierzalnego A (na prostej), jezeli srednia miara
w dazy do 1, gdy h dazy do 0. Prawie kazdy punkt zbioru mierzalnego jest jego
punktem gestoSci. Ten dost zaskakujacy fakt nosi nazwe twierdzenia Lebesgue’a o punktach
gestosci. Twierdzenie to jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowa-
niu calki, ktére zostalo udowodnione przez H. Lebesgue’a w roku 1904 ([59]). Oznaczmy przez
®, (A) zbiér punktéw gestosci zbioru A. Rodzina 7; ztozona z takich zbioréw mierzalnych
A, ze A C ®4(A), jest topologia nazywang topologia gestoéci. Zostala ona po raz pierwszy
zdefiniowana w pracy O. Haupta i Ch. Pauca [45]. Zainteresowanie topologia gestosci i jej
badanie datuje si¢ jednak dopiero od prac C. Goffmana, C. J. Neugebauera i T. Nishiury [40]
oraz C. Goffmana i D. Watermana [41]. Pojecia punktu gestosci i topologii gestosci sa $cisle
zwigzane z aproksymatywna ciggloscia, grajacg wazna role w wielu zagadnieniach analizy
rzeczywistej. Pojecia te doczekaly sie licznych uogélnien. Mozna tu wymienié¢ topologie zdefi-
niowane w pracach [72], [73], [P1], [P3], [111], [82], [110], [42], [44] i [65]. Osobny rodzaj uogdl-
nien punktu gestosci i topologii gestosci stanowia ich kategoryjne odpowiedniki, czyli takie,
w ktorych zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a i zbiory miary zero sg zastegpowane zbiorami
o wlasnosci Baire’a i zbiorami pierwszej kategorii. Badania dotyczace topologii gestosci i jej
uogdlnien, szczegdlnie zwigzanych z kategorig Baire’a, sa od wielu lat prowadzone w o§rodku
16dzkim przez W. Wilczynskiego i wspélpracownikéw. Zostaly one zapoczatkowane artykutami
[107] i [80]. Daleko idacym uogélnieniem topologii gestoSci jest abstrakcyjna topologia ges-
toéci rozwazana w ksiazce [61] i pracach [112], [47], [48]. Dobre wprowadzenie w t¢ tematyke
stanowi rozdzial W. Wilczynskiego [109] z monografii Handbook of Measure Theory [77].

Zastepujac, w definicji punktu gestosci, warunek w W —0
i A[z—h,z]\A)

T

— 1 przez

— 0, dostajemy definicje punktu f-gestosci (f jest ustalona "sensowna" funkcja).
Postepujac tak jak w przypadku topologii gestosci, definiujemy topologie f-gestoéci 7;. Po-
jecia punktu f-gestodci i topologii f-gestoSci zostaly wprowadzone w [P13]. Uogélniaja one
punkt i topologie gestosci, a takze 1)-gestosé i (s)-gestosé.?
bylto po$wieconych badaniu topologii f-gestosci. Uzyskane wyniki pokazywaly, ze topologie
f-gestosci istotnie zawarte w topologii gestosci, majg wlasnosci takie jak topologie 1-gestoSci.

Kilka prac z mojego dorobku

Rodzilo to przypuszczenie, ze rodziny te sa réwne. W pracy [H1] pokazujemy, ze istnieje
topologia f-gesto$ci mniejsza niz 7y, ktéra nie jest topologia -gestosci. W pracy [H3] zaj-
mujemy sie problemem, ktére topologie f-gestoSci sg niezmiennicze ze wzgledu na mnozenie
przez liczby rézne od zera. Pokazujemy, ze zasadnicza role gra tu warunek Ag, analogiczny
do warunku wykorzystywanego w teorii przestrzeni Orlicza. Z uzyskanych twierdzen tatwo
wynika, Ze istnieje topologia f-gesto$ci zawierajaca 7y, ktora nie jest topologia (s)-gestosci.

2Deﬁnicje tych poje¢ pojawia sie w rozdziale 4.
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7 twierdzenia Lebesgue’a o punktach gestosci wynika, ze dla dowolnego zbioru mierzalnego
A, prawie kazdy punkt prostej jest punktem gestoSci zbioru A lub jego dopehienia. Z drugiej
strony, dla kazdego nietrywialnego zbioru mierzalnego?, istnieje punkt, ktéry nie jest punktem
gestoSci tego zbioru, ani jego dopelienia. Nazywamy go punktem wyjatkowym. Pierwsze
wyniki dotyczace punktéw wyjatkowych pochodza z pracy V. 1. Kol'jady [53]. W [95] A. Szenes
zainteresowal sie tym "jak bardzo wyjatkowe" sa punkty nietrywialnego zbioru mierzalnego.

w sg nazywane gestoScia dolng i gérng zbioru A w

Granice dolna i gérna ilorazu
punkcie z. A. Szenes pytal, jaki jest kres gérny ¢ takich liczb 4, ze dla kazdego nietrywialnego
zbioru mierzalnego A, istnieje punkt, w ktérym gestoéé dolna i gesto$é gérna zbioru A naleza
do przedziatu [6,1 — 0]. W swojej pracy wskazal metode szacowania d¢, polegajaca na badaniu
skonczonych sum przedzialéw otwartych, zwanych konfiguracjami, a takze oszacowal dy; z géry
i z dohu. Szacowania te zostaly poprawione w [28], a problem rozwiazal O. Kurka w [58].

W cytowanych pracach liczba dy byla traktowana jako uniwersalna stala zwiazana z ope-
ratorem gestoéci 4. Punktem wyjscia pracy [H5] jest spostrzezenie, ze stala ta jest raczej
zwigzana z bazg rézniczkowania, przy pomocy ktérej definiujemy operator gesto$ci. Stala
04 dostajemy korzystajac z bazy rézniczkowania, ktéra sklada sie ze wszystkich przedzia-
6w o srodku w z dla x € R. W pracy [H5] badamy, analogicznie zdefiniowana, staly dp
dla dwéch rodzajow baz rézniczkowania B. Dla bazy rézniczkowania zlozonej z przedziatléw
niesymetrycznych wzgledem x (o ustalonej proporcji) dostajemy kilka prostych oszacowan.
Ciekawsze wyniki dotyczg baz rézniczkowania zlozonych z przedzialéw o érodku w z, ktérych
promienie sa wyrazami ustalonego, nierosnacego i zbieznego do zera ciagu (s). W tym przy-
padku udalo si¢ uzyska¢, do§¢ trudny w dowodzie, odpowiednik twierdzenia Szenesa. Przy
szacowaniu §z, mozemy wiec ograniczy¢ rozwazania do badania konfiguracji. Stosujac to
twierdzenie, uzyskaliémy (w przygotowanej do druku pracy [P25]) oszacowanie stalej iz dla
baz rézniczkowania generowanych przez ciagi.

Literatura nawigzujaca do twierdzenia Lebesgue’a o punktach gestosci jest bardzo obszer-
na i daleko wykracza poza cytowane wyzej prace. W ostatnim czasie pojawily sie artykuly
proponujace inne podejécie do tego tematu - przenoszace rozwazania na grunt deskryptywnej
teorii mnogosci ([1], [2], [3], [69]). Uogdlnienia rozwazane w tych pracach dotycza zaréwno
pojecia punktu gestosci jak i pojecia punktu wyjatkowego.

Prace wchodzace w sklad osiggniecia maja do$¢ szeroka tematyke. Centralnym punktem
tego cyklu sa prace [H2] i [H4] dotyczace mierzalnych otoczek. Spotykaja sie tu tematy
poruszane w pozostalych pracach. Mononicznymi operatorami mierzalnej otoczki dla ciata
zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a i ciala zbioréw o wlasnosci Baire’a sa operatory
domknigcia w topologii gestosci i jej kategoryjnym odpowiedniku (nie sa to jednak operatory
borelowskiej otoczki). Z kolei, kluczowym punktem dowodu nieistnienia operatora przesuwal-
nej otoczki, jest spostrzezenie, ze rozwazana para (cialo, ideal) ma wlasnos¢ Steinhausa.

W kolejnych rozdziatach oméwie méj dorobek naukowy. Twierdzenia z prac, ktérych jestem
autorem lub wspdétautorem sa numerowane w kazdym rozdziale osobno. Szczegdlnie istotne
twierdzenia z prac innych autoréw sa oznaczone symbolem 4. Dotyczy to réwniez twierdzen
z [H4] udowodnionych przez wspétautoréw tej pracy.

W calym autoreferacie bedziemy stosowaé ponizsze oznaczenia.

Rodzing wszystkich podzbioréw zbioru X oznaczamy P (X), jego moc |X|; dopelnienie
zbioru A C X oznaczamy A°, a jego funkcje charakterystyczna (indykator) x 4. Zbiér liczb
rzeczywistych oznaczamy przez R, a zbiér liczb naturalnych {1,2,3...} przez N. Jezeli
A,BCRiz€eR,toprzyjmujemy A+ B:={a+b:ac Abe B}, A+z:={a+z:a€ A}

37biér nie jest ani miary zero, ani miary peinej.
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oraz A := {za:a € A}. Analogiczne oznaczenia (dla dodawania) stosujemy w grupie ad-
dytywnej. Miare Lebesgue’a na prostej oznaczamy przez A, rodzine zbioréw mierzalnych
w sensie Lebesgue’a przez L, a rodzing zbioréw miary zero przez N. Topologie naturalng na
prostej oznaczamy 7p,¢. Jezeli X jest przestrzenia topologiczna, to rodziny zbioréw otwartych,
domknietych, borelowskich, o wiasnosci Baire’a i pierwszej kategorii oznaczamy: Gx, Fx, Bx,
Bax i Mx (opuszczamy indeks, jesli przestrzen jest ustalona). Niech X bedzie zbiorem nie-
pustym, S - o-cialem podzbioréw X oraz Z C S - o-idealem. Jezeli A, B € Soraz AAB €T,
to piszemy A ~7 B (A ~ B, je§li Z = N). Funkcje ® : S — P (X) nazywamy operatorem
dolnej gestosci w (X, S,T), jezeli dla dowolnych A, B € S zachodza warunki:
() e@)=0i(X)=X,
(2)P(ANB)=d(A) NP (B),
(3) jezeli A ~1 B, to ®(A) = ®(B),
(4) A~z @ (A).

Z (4) wynika, ze ® (A) €e Sdla A € S.

2. OTOCZKI MIERZALNE

Omoéwimy wyniki zawarte w pracy [H2] napisanej wspélnie z Markiem Balcerzakiem i pracy
[H4] napisanej wspdélnie z Andrzejem Rostanowskim i Saharonem Shelahem.

Niech X bedzie zbiorem niepustym, S - o-cialem podzbioréw X oraz 7 C S - o-idealem.
Moéwimy, ze zbiér H jest otoczkq zbioru A wzgledem (X, S,7), jezeli A C H, H € S oraz H \
G € 7 dla dowolnego zbioru G, takiego ze A C GiG € S. Niech A C P (X)iH C S. Funkcje
¢ : A — H nazywamy operatorem H-otoczki na A, jezeli p (A) jest otoczka A dla wszystkich
A € A. Jezeli dodatkowo ¢ (A) C ¢(B), gdy A C B, to operator H-otoczki nazywamy
monotonicznym. Jezeli rodzina H jest zawarta w rodzinie zbioréw borelowskich w przestrzeni
topologicznej X (H C Bx), to operator H-otoczki nazywamy operatorem borelowskiej otoczki.

Istnieje, oczywiscie, operator Gs-otoczki na L (wzgledem (R, L, N)) oraz operator F,-
otoczki na Ba (wzgledem (R, Ba, M)). W pracy [33] M. Elekes i A. Mdthé badali istnienie
monotonicznych operatoréw Gs-otoczki (B-otoczki) na £ i na N.* Pytali tez o odpowiedniki
udowodnionych twierdzen dla przestrzeni (R, Ba, M). W [H2] odpowiadamy na to pytanie.
Czes$¢ wynikéw z [33] przenosimy na abstrakcyjne przestrzenie (X, S,Z) i stosujemy do badania
istnienia monotonicznych operatoréw borelowskiej otoczki na M, N @ M i M @ N.

Niech 7 bedzie wlasciwym idealem podzbioréw X. Rodzing D C 7 nazywamy bazg 7, jezeli
dla dowolnego A € T istnieje B € D, taki ze A C B. Rozwazamy nastepujace wspotczynniki
kardynalne ideatu Z (poréwnaj [22] i [16]):

add (7) := min{m L FC, Uf¢1},
cof (Z) := min {|F| : F jest baza I},
cov (Z) ::min{|.7:| : F CI, U.’F:X},
non(Z):=min{|A|: AC X, A¢T}.
Dla o-ideatéw Z, J C P (R) definiujemy ich produkt Fubiniego, przyjmujac:
I®J:={ACR’:3pep, (ACBi{zecR:B(x)¢J}cl)},

gdzie B (z) = {y € R: (z,y) € B} jest cigciem zbioru B elementem z. Jezeli S jest o-cialem,
za$ I jest o-idealem podzbioréw X, to rodzina

S =SAT:={AANI:AcS €T}

AWyniki w [33] sa sformulowane dla przedziatlu [0, 1], ale przenosza sie na R.
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jest najmniejszym o-cialem zawierajagcym S UZ. Mamy oczywiScie L = By = BAN i Ba =
By = B A M. W pracy [H2] rozwazamy o-ideaty NV @ M i M @ N oraz odpowiadajace im
o-ciata Byga 1 Bmen (poréwnaj [67] i [10]).

Twierdzenie 2.1 ([H2, Fact 1.3]). (1) Istnieje monotoniczny operator Ba-otoczki na P (R)
(wzgledem (R, Ba, M)).
(2) Zatozmy, 2e T=N Q@M lubZ = M QN. Istnieje monotoniczny operator Br-otoczki
na P (R?) (wzgledem (R?, Br,T)).

W [33] zostal udowodniony analogiczny wynik dla (R, £, N'). Monotonicznym operatorem
L-otoczki na P (R) jest operator domknigcia w topologii gestosci 7;. Dla (RQ, Byom, N ® /\/l)
i (RZ, Baon, M QN ) odpowiednimi operatorami sg operatory domknigcia w uogdlnionych
topologiach gestosci rozwazanych w [11]. Dla (R, Ba, M) monotonicznym operatorem Ba-
otoczki na P (R) jest ¢ (A) := AU D (A), gdzie

D(A)={z€eR:Veso AN(z—c,2+¢) ¢ M}

(poréwnaj [57, §10]). Latwo sprawdzi¢, ze ¢ (A) jest operatorem domknigcia w topologii
T :={U\ M : U € Tpar, M € M}, nazywanej topologiag Hashimoto dla kategorii ([44]).

W [33] zostalo udowodnione, ze istnieje model ZFC, w ktérym nie ma monotonicznego
operatora borelowskiej otoczki na N. W podobny sposéb dostajemy negatywne wyniki dla

MNOIMiMeN.

Twierdzenie 2.2 ([H2, Theorem 2.2]). W modelu ZFC otrzymanym przez dodanie wy liczb
losowych do modelu spetniajgcego hipoteze continuum CH nie istnieje monotoniczny operator
borelowskiej otoczki na M.

Whiosek 2.3 ([H2, Corollary 2.3]). Rozwaimy model ZFC otrzymany przez dodanie wa liczb
losowych lub wa liczb Cohena do modelu spetniajacego hipoteze continuum CH. W modelu tym
nie istnieje monotoniczny operator borelowskiej otoczki na N ® M ani monotoniczny operator
borelowskiej otoczki na M @ N .

Pozytywny wynik dotyczacy istnienia monotonicznych operatoréw borelowskiej otoczki na
o-idealach takze opiera si¢ na pomystach z [33].

Twierdzenie 2.4 ([H2, Proposition 2.4]). Jezeli Z jest takim ideatem, ze cof (Z) = add (Z)
oraz ‘H jest bazg I, to istnieje monotoniczny operator H-otoczki na 7.

Jezeli A, B sa rodzinami zbioréw, to przyjmujemy AU B := {AUB: A€ A, B € B}.

Whniosek 2.5 ([H2, Corollary 2.5, 2.6]). (1) Jezeli cof (M) = add (M), to istnieje mono-
toniczny operator Fq-otoczki na M.
(2) Zatozmy, 2¢ T = N @M lubZ = M QN oraz cof (I) = add(Z). Istnieje wtedy

monotoniczny operator (Fy U Gs)-otoczki na Z.

Jezeli 7 ma baze zlozong ze zbioréw borelowskich, to réwnosé cof (Z) = add (Z) wynika z
hipotezy continuum. W [33] zostalo pokazane, ze nie istnieje silnie monotoniczny operator
borelowskiej otoczki na N (¢ (A) G ¢ (B), gdy A S B). Analiza dowodu wskazuje, ze jest to
réwniez prawda dla dowolnego ideatu zawierajacego zbiér mocy continuum, w szczegdlnosci
dla M, N MiM®eaN ([H2, str. 189]).

Gléwny wynik pracy [H2] dotyczy monotonicznych operatoréw otoczki na o-ciatach. Przez
H., Hs i Hs oznaczamy rodzine wszystkich dopelnien, przeliczalnych sum i przeliczalnych
przekrojéw zbioréow z H.
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Twierdzenie 2.6 ([H2, Theorem 2.10]). Niech H bedzie skohczenie addytywng i przeliczalnie
multiplikatywna rodzing podzbioréw X, takq ze ) € H, |H| < Xy i H. C Hy oraz niech T bedzie
o-ideatem podzbioréw X, takim 2e S := H AT jest o-cialem. Jezeli T ma baze zawartg w 'H,
to istnieje monotoniczny operator Hes,-otoczki na S.

Dla Z = N i H = Gs; wynika stad [33, Theorem 3.4 (Remark 3.9)]. Korzystajac z
twierdzenia 2.6 (lub powtarzajac dowéd w celu uzyskania lepszej klasy borelowskiej), dosta-
jemy twierdzenia o istnieniu monotonicznego operatora borelowskiej otoczki na Ba, Bagm
i Bmen (przy zalozeniu hipotezy continuum). Z twierdzenia 2.1 wynika, ze jest to réwnowazne
istnieniu takiego operatora, odpowiednio, na P (R) i P (RQ).

Twierdzenie 2.7 ([H2, Theorem 2.13]). (CH) Istnieje monotoniczny operator Gs,-otoczki na
Ba i na P (R).

Twierdzenie 2.8 ([H2, Theorem 2.12]). (CH) JezeliZ = N QM lubZ = M RN, to istnieje
momnotoniczny operator Gs,55-0toczki na Bz i na P (RQ).

7 powyzszych twierdzen wnioskujemy istnienie monotonicznych operatoréw borelowskiej
otoczki dla przekrojéw rozwazanych o-cial i o-idealow.

Whniosek 2.9 ([H2, str. 192]). (CH)

(1) Istnieje monotoniczny operator Fyss-otoczki na P (R) wzgledem (R, LN Ba, N N M).
(2) Istnieje monotoniczny operator Gsqs,-o0toczki na P (Rz)

wzgledem (RQ,BN@@M N Bpon, N @ MNM ®N).

W [H2] uogdlniamy réwniez twierdzenia dotyczace monotonicznych operatoréw otoczki na
tancuchach zbioréw. Dowody nasladuja te z [33]. Niech S bedzie o-cialem, aZ C S - o-idealem
podzbioréw X. Mowimy, ze przestrzen (X,S,Z) spelia warunek przeliczalnego tancucha
(cce), jezeli kazda rozlaczna podrodzina rodziny S\ Z jest przeliczalna.

Twierdzenie 2.10 ([H2, Theorem 2.14]). Zatézmy, ze przestrzen (X,S,T) spetnia cce, rodzina
H C S jest skohczenie addytywna, przeliczalnie multiplikatywna @ kazdy zbior z S ma H-
otoczke. Jezeli istnieje monotoniczny operator H-otoczki na I, to dla dowolnego tancucha
C C S istnieje monotoniczny operator H-otoczki na C.

Whiosek 2.11 ([H2, Corollary 2.15]). Zatézmy, e T € {M,N @ M, M @ N'}. Jezeli istnieje
monotoniczny operator Fy5-otoczki na I, to dla dowolnego tancucha C C P (R) (C C P (R?))
istnieje monotoniczny operator Fys-otoczki na C. W szczegdlnosci, jezeli cof (7) = add (Z), to
istnieje monotoniczny operator Fys-otoczki na C.

Niech 7 bedzie liczba porzadkowa. Indeksowana rodzine zbioréw {C, : o < n} nazywamy
wstepujgea, jezeli Cp, C Cp, gdy o < B < 1.

Twierdzenie 2.12 ([H2, Theorem 2.17]). Zaléimy, ze S jest o-ciatem, T C S - o-idealem,
n < add (Z)* oraz rodzina C = {C,:a <n} C S jest wstepujgca. Jezeli rodzina H C S
jest skonczenie addytywna, skoniczenie multiplikatywna oraz kazdy zbior w S ma H-otoczke, to
istnieje monotoniczny operator H-otoczki na C.

Whiosek 2.13 ([H2, Corollary 2.18, 2.19]). (1) Zatézmy, e n < add (M)". Dia dowol-
nej wstepujacej rodziny C = {Cq:a<n} C P (R) istnieje monotoniczny operator
Fy-otoczki na C.

(2) Zatozmy, 26 T € (N @M, MN} oraz n < add (Z)". Dla dowolnej wstepujagcej
rodzinyC = {Cy: < n} CP (Rz) istnieje monotoniczny operator (Fgs N Gs, )-otoczki
na C.
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Omoéwimy teraz wyniki z [H4]. Druga cze$¢ pracy dotyczy monotonicznych operatoréw
borelowskiej otoczki wzgledem (X, Ba, M), gdzie X jest przestrzenia polska. Jest ona dzielem
wspoétautoréw: A. Rostanowskiego i S. Shelaha. Wspomne krétko o wynikach, ktére bezposred-
nio nawiazuja do [H2]. Gléwne twierdzenie w tej czeSci pracy jest nastepujace:

¢ Niech X bedzie przestrzenia polska. Istnieje monotoniczny operator borelowskiej otoczki
na M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje monotoniczny operator borelowskiej otoczki na Ba.?

Twierdzenie to daje cze$ciowa odpowiedz na pytanie [H2, Question 2.23]. Mozna tez doklad-
niej okresli¢ zwigzek miedzy monotonicznymi operatorami borelowskiej otoczki na M i na Ba.

¢ Niech X bedzie przestrzenia polskg oraz 2 < £ < w. Jezeli istnieje monotoniczny operator
Eg—otoczki (Hg—otoczki) na M, to istnieje monotoniczny operator Hg 4 1-otoczki (Hg—otoczki)
na Ba.

¢ Niech X = R. Jezeli cof (M) = add (M), to istnieje monotoniczny operator Fys-otoczki
na Ba.

Rodzing A C P (R™) nazywamy niezmienniczq na przesunigcia, jezeli A+x € Adla Ae A
ix e R". Zalézmy, ze T jest niezmienniczym na przesuniecia o-idealem w R". Mdéwimy,
ze operator borelowskiej otoczki ¢ : T — B N T jest miezmienniczy na przesuniecia, jezeli
p(A+z)=p(A)+zdlaAdeZ, zecR"

W [33] autorzy pytali, czy istnieje monotoniczny i niezmienniczy na przesuniecia operator
borelowskiej otoczki na N'. W pierwszej czeSci pracy [H4] pokazujemy, ze z pewnych zalozen
teoriomnogo$ciowych (np. aksjomatu Martina MA) wynika, ze nie istnieja niezmiennicze na
przesunigcia operatory borelowskiej otoczki na A i na M (nawet bez zakladania monoto-
nicznoéci). Zasadnicza role w naszych rozwazaniach gra ponizsze twierdzenie. Jest ono kon-
sekwencja tego, ze pary (£, N) i (Ba, M) maja wlasnos¢ Steinhausa, tj. dla dowolnych zbioréw
Ae L\N, B¢ N (odpowiednio, A € Ba\ M, B ¢ M) zbiér A+ B ma punkt wewnetrzny.

Twierdzenie 2.14 ([H4, Theorem 2.2)). (1) Jezeli w R™ istnieje podgrupa G € N\ M,
to nie istnieje niezmienniczy na przesuniecia operator borelowskiej otoczki na N .
(2) Jezeli wR™ istnieje podgrupa G € M\N, to nie istnieje niezmienniczy na przesuniecia
operator borelowskiej otoczki na M.

Kolejne twierdzenia pokazuja, ze przy pewnych zalozeniach teoriomnogosciowych, przestrzen
linowa R™ (nad ciatem Q liczb wymiernych) posiada podprzestrzen nalezaca do N\ M (M\N).
Pierwsze, w prywatnej rozmowie, zasugerowal Sz. Glab.

Twierdzenie 2.15 ([H4, Theorem 2.3]). (1) Jezeli non (N') > non (M), to istnieje pod-
przestrzeh liniowa przestrzeni R™ nalezqca do N\ M.
(2) Jezeli non (M) > non (N), to istnieje podprzestrzen liniowa przestrzeni R™ nalezqca

do M\ N.

Istnieje model ZFC, w ktérym zachodzi nieréwno$¢ non (N) > non (M) oraz model, w
ktérym zachodzi nieréwnoéé non (M) > non (N) ([16]).

Niech Z bedzie idealem w R"™ oraz k bedzie liczbg kardynalng. Moéwimy, ze zbiér A C R™
jest zbiorem k-Luzina wzgledem Z, jezeli |A| > k oraz |[ANB| < k dla B € T ([22], [25]).
Jezeli ideat 7 jest niezmienniczy na przesuniecia, to przyjmujemy:

cov* (Z) :=min{|A|: ACR" Adper (A+B=R")}.

W twierdzeniu jest jeszcze trzeci warunek réwnowazny, ktéry pomineliSmy.
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J. Smital udowodnit, ze przy zalozeniu hipotezy continuum, istnieje podprzestrzen liniowa
przestrzeni R™, ktéra jest zbiorem Luzina, tj. zbiorem N;-Luzina wzgledem M ([92, Lemma
1]). Modyfikujac dowod tego twierdzenia mozna, przy stabszych zalozeniach, wskazaé pod-
przestrzenie przestrzeni R™ nalezace do N\ M i M \ N. Drugi podpunkt twierdzenia by}
sformulowany jako ¢wiczenie (bez dowodu) w [22, Exercise 8.7(b)].

Twierdzenie 2.16 ([H4, Theorem 2.5]). Niech {Z,J} = {N, M}.

(1) Jezeli cov* (Z) > cof (Z), to istnieje podprzestrzen liniowa H przestrzeni R™, taka ze
HeJ\T.

(2) Jezeli cov (I) = cof () = k, to istnieje podprzestrzen liniowa H przestrzeni R™, ktéra
jest zbiorem k-Luzina wzgledem 1.

Poniewaz cov* (N) < non (M) < cof (N), wigc dla Z = N, zalozenie twierdzenia 2.16(1)
ma w istocie postac cov* (N') = cof (V). W twierdzeniu 2.16(2) mamy x = cov (Z) < non (J),
i z [22, Theorem 8.28] wnioskujemy, ze H € J \ Z. Zauwazmy tez, ze jezeli T € {N, M},
to z aksjomatu Martina dostajemy add (Z) = cov (Z) = cov* (Z) = non (Z) = cof () = 2%°.
Wynika stad:

Twierdzenie 2.17 ([H4, Corollary 2.7]). (1) Jezeli zachodzi MA lub non (N') > non (M)
lub cov* (M) > cof (M), to nie istnieje niezmienniczy na przesuniecia operator borelo-

wskiej otoczki na N
(2) Jezeli zachodzi MA lub non (M) > non (N) lub cov* (N) = cof (N), to nie istnieje

niezmienniczy na przesuniecia operator borelowskiej otoczki na M.

W pracach [H2] i [H4] sformulowali$my kilka probleméw. Niektore z nich zostaly rozwigzane.
A. Rostanowski i S. Shelah pokazali, ze niesprzeczne z ZFC jest nieistnienie monotonicznego
operatora otoczki na NN M ([86]). Ci sami autorzy udowodnili (w ZFC) istnienie podgrupy
grupy (R, +) nalezacej do N\ M oraz niesprzeczno$é¢ tego ze kazda podgrupa pierwszej kate-
gorii jest miary zero ([87]). Z pierwszego faktu wynika, ze nie istnieje niezmienniczy na
przesuniecia operator borelowskiej otoczki na N.

3. WLASNOSCI STEINHAUSA I SMITALA DLA MIAR

Omoéwimy wyniki zawarte w pracy [H7| napisanej wspélnie z Arturem Bartoszewiczem
i Malgorzata Filipczak oraz pracy [H6] napisanej wspdélnie z Malgorzata Filipczak.

Ustalmy liczbe p € (0, 1) i rozwazmy przestrzen probabilistyczng (€2, F, P,), gdzie €2 := {0, 1},
F =P (Q) oraz P, ({1}) = p. Niech i, bedzie przeliczalnym produktem miar P,. Miary i,
sg nazywane miarami Bernoulliego. Przez i, oznaczamy miare borelowsksa na [0,1] gene-

In

rowang przez zmienng losows F : {0,1}" 3 (Tn)pen F Domet 52

pip (B) = T, (F~'(B)). Przyjmijmy

tj. miare okre§long wzorem

A, = {:EE [0,1): lim w:p},
n—oo

gdzie 0, x1x92x3 ... 0znacza rozwinigcie dwéjkowe liczby = zawierajace nieskoniczenie wiele zer.

Wiadomo, ze p, sg ciaglymi miarami probabilistycznymi, dodatnimi na niepustych przedzia-
tach otwartych oraz p11 /9 = A. Z Mocnego Prawa Wielkich Liczb tatwo wynika, ze p, (4p) =1
([18]). Miary p,, i p,, sa wiec wzajemnie osobliwe, gdy p1 # p2. Poniewaz i1/, jest miarg
Lebesgue’a, wiec Ajjp N (A +1) #0i AN (t—Ayye) #0dlate[0,1). W konsekwencji
[0, 1) C A1/2 - A1/2 oraz [0, 1) C A1/2 + A1/2.

W [13] T. Banakh pytal, czy istnieje zwarty zbiér A C R, taki ze A — A jest otoczeniem
zera, natomiast A+ A (A+ A+ ...+ A) ma puste wnetrze. Podobne pytanie zadane przez
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R. Gera bylo rozwazane w [27].° Praca [H7] nawiazuje do tych probleméw. Jej pierwsza czeéé
jest po$wiecona badaniu zbioréw A, — A, i A, + A, (4, + Ay + A,) dlap # 1.

Rozwazmy grupe topologiczna ([0,1),®), gdzie @ oznacza dodawanie modulo 1. Dla
dowolnej liczby x = 0, z1zox3 ... (rozwiniecie dwéjkowe z nieskoficzong liczba zer) oznaczmy
J(2)i={neN:z, =1}, j(@)=|J(2)|, & [n:=0z1.. .2, d():=limsup, ilain)

d(x) :=liminf, w id(z):=lim, j(znrn) . Oczywiscie, A, = {x € [0,1) : d(z) = p}.

(1) d(z@y) <d(z)+d(y). ~ ~
(2) Jezeli J (x) jest nieskonczony, tod(1—z)=1—d(x) id(l —x)=1—d(z).

Wiasnoéé 3.1 ([H7, Proposition 2|). Niech z,y € [0,1). Wtedy
d(x

7 powyzszej wlasno$ci tatwo dostajemy nastepne dwa twierdzenia. Symbol © oznacza odej-
mowanie modulo 1.

Twierdzenie 3.2 ([H7, Theorem 1]). Jezelip < & lubp > 3, to int(4, ® Ay) = 0. Jezeli
p < % lub p > %, to int(Ap, & A, & Ap) = 0.

Twierdzenie 3.3 ([H7, Theorem 5]). Jezeli p € [0,1) U (3,1], to int (4, © 4,) = 0.
Gléwnym wynikiem dotyczacym zbioréw A, jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 ([H7, Theorem 4]). Jezelip € [1,2], to Ay© A, =[0,1).

Whiosek 3.5 ([H7, Corollary 1]). Jezelip € [1,3], to A, — Ay = (—1,1).

Dowdd twierdzenia 3.4 opiera si¢ na twierdzeniu z pracy [H6] dotyczacym dzialai na
skoficzonych ciggach binarnych. Przyjmijmy X, := {0,1}" dla m € N. Utozsamiajac ciag
(w1, .., Tm) € Xy 2 liczby 2™ ey + ... 4 22,1 + 24, ze zbioru Zom = {0,1,...,2™ — 1},
mozemy zdefiniowaé dodawanie w X,,,, jako dodawanie modulo 2" w Zgm. Tak jak poprzednio,
J (x) oznacza polozenie jedynek, a j (z) - liczbe jedynek w ciagu x.

Twierdzenie 3.6 ([H6, Theorem 1]). Zaldzmy, e m,n € N oraz tm < n < 3m. Dla

dowolnego ciggu © € X \ {(1,0,...,0)} istnieje ciag a € X, taki ze j(a) = j(x +a) =n.

Innymi stowy, jezeli im <n< %m, to dowolny ciag binarny dtugosci m, oprécez (1,0, ... ,0),
mozna przedstawié¢ jako réznice ciagéw majacych dokladnie n jedynek. Ciag (1,0,...,0) jest,
oczywiscie, réznicg ciggu o n + 1 jedynkach i ciggu o n jedynkach.

Przedstawimy idee dowodu twierdzenia 3.4. 7Z wlasnosci 3.1 wynika, ze dowéd wystarczy

przeprowadzi¢ dla p € H, %] Bierzemy dowolng liczbe = € [0,1). Dzielimy jej rozwinigcie
binarne na, zaczynajace sie od 0, skoficzone ciagi x!, 22, 23, ... o dlugoéciach dazacych do oco.

Korzystajac z twierdzenia 3.6, przedstawiamy ciagi z* jako réznice b — a’ ciagéw o gestosci
jedynek bliskiej p. Sklejamy ciagi a; oraz ciagi b;, dostajac rozwiniecia dwéjkowe liczb a i b,
takich ze x = b — a oraz d (a) = d (b) = p.

Twierdzenie 3.6 jest gléwnym wynikiem pracy [H6]. Przedstawimy szkic dowodu. Latwo
sprawdzamy, ze wystarczy udowodni¢ twierdzenie w przypadku, gdy im <n < %m oraz
r € X0 = {x € X, : #1 = 0}. Szukajac ciagu a, takiego ze j (a) = j (z + a) = n, korzystamy
z dwéch lematéw.

Lemat 3.7 ([H6, Lemma 2]). Zaldtmy, 2e n < %m oraz v € X9 . Jezeli istnieje cigg b € X9,
taki ze j (b) < n oraz j (z +b) < n, to istnieje ciqg a € X9, dla ktdrego j (a) = j (z +a) = n.

6pozytywna odpowied na te pytania wynika z prac [43] 1 [26]. Pokazane tam jest, ze istnieje zbiér zwarty
A C[0,1], taki ze A— A D [—3, %], natomiast k-suma A+ A+ ...+ A jest miary zero dla dowolnej liczby k.
Wynik ten jest wnioskiem z rozwazan dotyczacych réznic i k-sum podzbioréw grup Z, reszt modulo q.
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Kolejny lemat pozwala sprowadzi¢ szukanie ciaggu a do badania polozenia jedynek i zer
w ciagu x. Termin przedzial oznacza przedzial w zbiorze liczb naturalnych. Dla U C N
oznaczamy jy (z) :={n €U :xz, =1} izy (z):={ne€ U :z, =0}

Lemat 3.8 ([H6, Lemma 3]). Zalozmy, e n < im, z € X0, oraz j (z) =n+k, k € N. Jezeli
istnieje przedzial U C [2,m], taki ze

jgu() >k+1lizy(z)<n-—1
lub istniejq roztqczne przedzialy U,V C [2,m], takie Ze
Jju (@) +jv(x) >k+2izy(x)+ z2v(z) <n-—2,
to istnieje cigg a € X9, taki ze j(a) = j (xr + a) = n.

Zasadnicza czest dowodu twierdzenia 3.6 wyglada nastepujaco. Zakladamy, ze x € X§* oraz

lm<n< %m Zauwazamy, ze wystarczy przeprowadzi¢ dowdd dla m = 4n — 1. Rozwazamy

Srzypadki w zaleznosci od liczby j (z) jedynek w ciagu x. Jezeli j (x) < nlub j(z) > 3n—1, to
ciag a wskazujemy bezposrednio. Jezeli n 4+ 1 < j (z) < 2n — 2, to definiujemy podprzedzialy
L=_2n+k+1, M =[n+k+2,3n—k—1]1 R = [3n — k,4n — 1] przedzialu [2,4n — 1].
Rozwazamy liczbe jedynek i liczbe zer, jakie ciagg x ma na pozycjach z tych przedzialéw.
Rozpatrujac szereg podprzypadkéw, znajdujemy przedzial U lub przedzialy U,V spehiajace
zalozenia lematu 3.8. Jezeli 2n—1 < j (z) < 3n—2, to postepujemy podobnie, jedynie zamiast
trzech podprzedzialéw rozwazamy dwa: L = [2,2n] 1 R = [2n+ 1,4n — 1].

7 twierdzenia 3.6 wynika, ze jezeli m > 7 oraz A jest zbiorem tych liczb z Zaom, ktére na
ostatnich siedmiu pozycjach w rozwinieciu dwéjkowym maja co najwyzej dwie jedynki, to
A—A=7Zgmi A+ A+ A+# Zom ([H6, Proposition 1]).”

Dla p € (0,1) mamy u, (A4p) = 1. Z drugiej strony, A4, © A, = [0,1), gdy p € [i, %] oraz
int (A, A,) =0, gdy p ¢ E, %] Pojawia si¢ pytanie: czy dla p € [i, 3) U (3, %] istnieje
zbiér B, taki ze p, (B) = 1iint (B © B) = (07 Druga czg¢é¢ pracy [H7] daje odpowiedZ na to
pytanie w ogdlniejszej sytuacji.

Niech A bedzie cialem, a 7T C A - idealem podzbioréw abelowej grupy topologicznej X.
W pracy [14] byly badane rézne rodzaje whasnoéci Steinhausa i wlasno§ci Smitala dla pary
(A, 7).8 Méwimy, ze para (A,Z) ma klasyczng wlasnosé Steinhausa, jezeli int (A — A) # ()
dla dowolnego zbioru A € A\ Z; wlasnosé Steinhausa, jezeli int (A — B) # () dla dowolnych
zbioréw A € A\ T oraz B ¢ T; wlasnosé Smitala, jezeli (A + D) € T dla dowolnego zbioru
A € A\ T i dowolnego zbioru gestego D. W [14] zostalo pokazane, ze (A,Z) ma wlasnosé
Steinhausa wtedy i tylko wtedy, gdy ma wlasno$é Smitala; natomiast para (£ N Ba, N’ N M)
ma klasyczng wlasno$é Steinhausa, ale nie ma wlasnosci Smitala. Badajac analogiczne pojecia
dla miar borelowskich w grupach topologicznych dostajemy odmienne wyniki.

Niech (X, +) bedzie lokalnie zwarta polska grupa abelowa, Ax - miara Haara w X oraz y -
o-skonczong miara borelowska. Nosnikiem miary p nazywamy dowolny zbiér miary p-pelne;j.
Méwimy, ze miara yu:

— ma klasyczng wlasnosé Steinhausa, jezeli int (A — A) # () dla dowolnego zbioru A, takiego
ze 1w (A) >0,

— ma wlasnosé Smitala, jezeli dla dowolnego zbioru A, takiego ze p (A) > 0 i dowolnego zbioru
gestego D, zbiér A + D zawiera zbidr pelnej miary,

— jest catkowicie bez wlasnosci Steinhausa, jezeli istnieje noénik A, taki ze int (A — A) = 0,

W pracy [50] zostalo udowodnione, ze dla ¢ = 29, 31, 33 oraz ¢ > 35 istnieje zbiér A C Zg, takize A—A = Zg,
natomiast A+ A+ A # Z,. R. Augustyniak, w napisanej pod moja opieka pracy magisterskiej [7], pokazal, ze
warunek zachodzi dla ¢ = 24 oraz ¢ > 28.

Sw [14] nie byla zakladana przemienno$¢ grupy.
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— jest catkowicie bez wlasnosci Smitala, jezeli istnieje noénik A oraz zbidr gesty D, taki ze
p(A+D)=0.

Twierdzenie 3.9 ([H7, Theorem 7). Jezeli y1 jest osobliwa wzgledem Ax oraz B jest nosnikiem
w, takim ze \x (B) = 0, to istnieje nosnik T miary Ax, taki 2e p (B+1t) =0dlat € T. W
szczegdlnosci, p jest catkowicie bez wlasnosci Smitala.

Whniosek 3.10 ([H7, Corollary 2]). Dla dowolnej liczby p # % istnieje zbior gesty D, taki ze
ty (Ap @ D) = 0.

Twierdzenie 3.11 ([H7, Theorem 8]). Jezeli u jest osobliwa wzgledem Ax, to istnieje nosnik
B miary u, taki ze int (B — B) =0 (u jest catkowicie bez wlasnosci Steinhausa).

Whniosek 3.12 ([H7, Corollary 2]). Dla dowolnej liczby p # % istnieje nosnik B miary ju,,
taki ze int (B© B) = 0.

Dowolna o-skoficzona miara borelowska na X jest suma miary absolutnie ciagtej i miary
osobliwej wzgledem miary Haara Ax. Poniewaz Ax ma wlasno$¢ Steinhausa i ma wlasnosé
Smitala, wiec z ostatnich twierdzen dostajemy charakteryzacje o-skonczonych miar borelow-
skich na X.

Twierdzenie 3.13 ([H7, Theorem 9]). Zaléimy, 2e X jest lokalnie zwartq polskaq grupq abe-
lowa, za§ p jest o-skoniczong miarg borelowskq na X. Nastepujoce warunki sq rownowazne:

(1) p jest osobliwa wzgledem A\x,
(2) p jest catkowicie bez wltasnosci Steinhausa,
(3) w jest catkowicie bez wlasnosci Smitala.

Twierdzenie 3.14 ([H7, Theorem 10]). Zaléimy, ze X jest lokalnie zwartq polskq grupg
abelowq, zas | jest o-skonczong miarg borelowskq na X . Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(1) p jest absolutnie ciggta wzgledem Ax,
(2) p ma klasycznag wtasnosé Steinhausa,
(3) u ma wlasnosé Smitala.

Tematyka podobna do rozwazanej w [H7] byla badana w [90], [83] i [68]. Kontynuacja [HT]
jest praca [P23], gdzie rozwazamy wlasnoSci Steinhausa i Smitala dla zbioréw. Do twierdzenia
Steinhausa nawigzuja tez wymienione we wstepie artykuly [19], [20] i [75].

4. ALGEBRAICZNE WLASNOS$CI TOPOLOGII f-GESTOSCI I WARUNEK Ag

Omoéwimy wyniki zawarte w pracy [H3] napisanej wspélnie z Malgorzata Filipczak oraz w
pracy [H1].
Niech A C R bedzie zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a oraz x € R. Jezeli istnieje

granica d (A, x) := limp_o+ M, to nazywamy ja gestoscig zbioru A w punkcie x.
Moéwimy, ze x jest punktem gestosci zbioru A, jezeli d (A, x) = 1. Zbiér wszystkich punktéw

gestosci zbioru A oznaczamy @4 (A).

¢ D, jest operatorem dolnej gestosci w (R, L,N), a rodzina Ty := {Ae€ L: AC P;(A)}
jest topologig oraz Tnat & Ty = {®q (A)\ N : A€ L,N € N'}.

Dowdéd twierdzenia mozna znalezé w [109]. Warunek (4) definicji operatora dolnej gestosci,
czyli A ~ ®4(A) dla A € L, to twierdzenie Lebesgue’a o punktach gestosci. Topologie Ty

nazywamy topologiq gestosci. Latwo sprawdzié, ze x jest punktem gestodci zbioru A wtedy
. A A A _l7 1
i tylko wtedy, gdy lim, M =1.

n
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Oznaczmy przez S rodzine wszystkich zbieznych do 0 nierosnacych ciagéw liczb dodatnich.
Ustalmy ciag (s) € S. Méwimy, ze z jest punktem (s)-gestosci zbioru mierzalnego A, jezeli

lim AAN[z = sp,z+ su))

n—00 25n

=1.

Zbiér wszystkich punktéw (s)-gestosci zbioru A oznaczamy @, (A). Funkcja @, jest opera-
torem dolnej gestosci, a rodzina 7i,) = {A €L:ACD (A)} jest topologia, nazywang
topologiq (s)-gestosci. Oczywiscie, Ty C T dla (s) € S. Réwnose Ty = T, zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy lim sup,,_, 5’;:1 > (0. Pojecia punktu i topologii (s)-gestosci zostaty
wprowadzone przez M. Filipczak i J. Hejduka w [36].” Byly badane w [P12], [37] i [60].
Rozwiazujac problem S. Ulama z Ksiegi Szkockiej, S. J. Taylor udowodnil, ze dla dowolnego
zbioru A € L istnieje ciagla i niemalejaca funkcja v : (0, 00) — (0, 00), taka ze limy_,g4 ¢ (¢) =

0 oraz limy,—,o+ %ﬂw = 0 dla prawie wszystkich z € A. Jednocze$nie pokazal, ze nie

da sie znalezé funkcji, ktéra jest dobra dla wszystkich zbioréw mierzalnych ([98]):

¢ Dla dowolnej liczby o € (0,1) oraz ciagtej i niemalejacej funkeji ¢ : (0,00) — (0,00
speiajacej warunek lim; o4 ¥ () = 0, istnieje zbiér doskonaly A C [0, 1], taki ze A (A) = «

oraz limsupy, g, %W = oo dla kazdego x € A.

Powyzsze twierdzenia sa nazywane twierdzeniami Taylora.'”

Niech C bedzie rodzing ciagtych i niemalejacych funkcji ¢ : (0,00) — (0,00), takich ze
lim; 04+ % (t) = 0. Ustalmy funkcje ¢ € C. Méwimy, ze x jest punktem -gestosci zbioru
mierzalnego A, jezeli

A([z —h,z+ h]\ A)

I = 0.
hoos 2k -1 (2h) 0

Przez ®, (A) oznaczamy zbiér wszystkich punktow v-gestosci zbioru A oraz przyjmujemy
Ty ={AeL:AC Py, (A)}. Funkcja &y spelnia warunki (1) - (3) definicji operatora dol-
nej gestoéci. Z twierdzenia Taylora wynika, ze nie spelia warunku (4), czyli odpowiednika
twierdzenia Lebesgue’a o punktach gestosci. Rodzina 7y jest topologig, nazywang topologiq
-gestosci. Oczywiste sg inkluzje Thae C Ty C 7y dla 9p € C. Topologie 1-gestosci réznig sie w
istotny sposéb od topologii gesto$ci 7;. Przykladowo, 7y, nie jest topologia Baire’a ([103]) i nie
jest regularna ([35]).!! Pojecia punktu v-gestoéci i topologii 1-gestosci zostaly wprowadzone
przez M. Terepete i E. Wagner-Bojakowska w [99]. Byty badane w [35], [39], [103], [104] i [105].
Szczegdlnym przypadkiem topologii 1-gestosci jest topologia supergestosci rozwazana w [61].
Niech A bedzie rodzing funkeji f : (0, 00) — (0, 00), takich ze

(A1) limg oy f(2) =0,

(A2) liminf, o 2 < oo,

A3 jest niemalejaca.

( j ja

Ustalmy funkcje f € A. Moéwimy, ze = jest punktem prawostronnej f-gestosci zbioru

mierzalnego A, jezeli
lim A([z,z+ h]\ A)

h—0+ f(h) =0

'w [36] autorzy uzywali ciagéw niemalejacych dazacych do oo oraz i zamiast s,.

1OOryginaulne sformulowania twierdzen Taylora sa troche inne. S. J. Taylor rozwazal "niesymetryczna" wersje
badanej gestoéci, tj. granice limrsa x(1)—o+ % = 0 i analogiczng granice gérna.

11Topologia gestodci jest catkowicie regularna.
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Analogicznie definiujemy punkt lewostronnej f-gestosci. Jezeli x jest punktem prawostronnej
i lewostronnej f-gestoéci zbioru A € L, to nazywamy go punktem f-gestosci tego zbioru.'?
Zbiér wszystkich punktéw f-gestoSci (prawostronnej f-gestoSci, lewostronnej f-gestosci) zbioru
A oznaczamy przez Oy (A) (<I>}' (A), @, (A)). Przyjmujemy tez

Tp={AcL:ACPr(A)}.

Rodzina 7 jest topologia zawierajacg topologie naturalng. Nazywamy jg topologiq f-gestosci.
Zdefiniowane powyzej pojecia pochodzg z pracy [P13].13

Pojecie punktu f-gestoSci rozszerza pojecia punktu gestosci i punktu -gestoéci. Okazalo
sie, ze uogélnia ono réwniez pojecie punktu (s)-gestosci ([P16]). Szukanie uogdélnienia dla
kilku rodzajéw punktéw gestosci, nie nazbyt jednak abstrakcyjnego, bylo jedng z motywacji
zdefiniowania f-gesto$ci. Inna motywacja byla nadzieja uzyskania prostszych dowodéw w
rozwazaniach dotyczacych 1-gestosci.

Bedziemy czesto poréwnywaé operatory gestosci oraz topologie gestosci generowane przez
rézne funkcje. Poniewaz 7y, C 7y, wtedy i tylko wtedy, gdy @ (A) C ®p, (A) dla A € L
([P16]), wiec mozna poréwnywac tylko operatory lub tylko topologie.

Oczywistym warunkiem dostatecznym inkluzji 7y, C 7y, jest limsup, .o, j:lgg < 0o. Nie
jest to jednak warunek konieczny ([P13]). W [H3, Theorem 1] pokazalidmy, ze staje si¢ on
warunkiem koniecznym, jesli jedng z poréwnywanych topologii jest topologia gestosci 7.

Twierdzenie 4.1 ([H3, Corollary 1]). Niech f € A.

1) Ty = 14 wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < liminf, oy f(@) < limsup,_, @) - .
f z =0+ g
2) Ty G Ty wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = liminf, o1 = fz) < limsup,_, 1@ .
[ Z z—0+ g
(3) Ty G Ty wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < liminf, o4 5 1) < limsup,_,q sz) = 00.
4) Topologie Tr i Ty sq niepordwnywalne w sensie mkluzjz wtedy 1 tylko wtedy, gdy
f
0 = liminf, o4 % < lim SUp, 0.4 @ = 00,

Bezposérednio z definicji wynika, ze topologie f-gestoSci sa niezmiennicze ze wzgledu na
izometrie, tzn. zbiory A+ x 1 —A naleza do 7y dla dowolnych A € T¢, x € R. W [P13] zostalo
pokazane, ze topologie 7; s niezmiennicze ze wzgledu na mnozenie przez liczby o > 1,
natomiast dla kazdej liczby a € (0,1) istnieje taka funkcja f € A, ze topologia T¢ nie jest
niezmiennicza ze wzgledu na mnozenie przez . W pracy [H3] badamy, dla jakich funkcji f,
odpowiadajgce im topologie 7y sg niezmiennicze ze wzgledu na mnozenie przez liczby rézne od
zera. Pokazujemy, ze istotna role odgrywa spelnianie przez funkcje f warunku Ay, podobnego
do rozwazanego w teorii przestrzeni Orlicza warunku (Ag) (poréwnaj [74], [64], [85]). Warunek
As, dla funkcji generujacych topologie 1-gestosci, zdefiniowaly M. Filipczak i M. Terepeta
([39]). Definicja przenosi sie bez zmian na funkcje z rodziny A.

Méwimy, ze funkcja f € A spelnia warunek Ay (f € Ag), jezeli limsup, . % < 00.

Wiasnosé 4.2 ([H3, Proposition 3]). Zatézmy, ze f € A. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

()fGAQ:

(2) dla dowolnej liczby B > 0, limsup,_,q, #(fz)

o(z)
(3) istnieje liczba B > 1, taka ze limsup, o, G

< 00,

z)

w@ < OO
12Deﬁniuj@c punkty f-gestoéci uzyliémy termonologii takiej jak przy definiowaniu punktéw -gestosci. Po-
jecia te bedziemy rozréznia¢ oznaczajac funkcje generujace f-gestosé literami alfabetu lacinskiego, a funkcje
generujace 1-gestos¢ - literami alfabetu greckiego.
I3W pracy tej definicja rodziny A byla troche inna. Oprécz warunkéw (A1) - (A3) byl tez warunck (A4)
moéwiacy, ze funkcje z A sg ciagle. W [P16] zostalo pokazane, ze dla dowolnej funkeji f speliajacej (A1) - (A3)
istnieje funkcja g spelniajaca (Al) - (A4), taka ze &y = ®,. Pozwolilo to zrezygnowaé z wymagania cigglodci.
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7 powyzszej wlasnosci dostajemy:

Twierdzenie 4.3 ([H3, Theorem 4]). Jezeli f spetnia Ao, to topologia Ty jest niezmiennicza
ze wzgledu na mnozenie przez liczby réine od zera.

Roézne funkcje z rodziny A moga generowaé te sama topologie f-gestosci. Moze sie zdarzyé,
ze topologia jest generowana zaréwno przez funkcje speliajaca As, jak i funkcje, ktéra tego
warunku nie spelnia. W pracy [H3] badamy, kiedy mozna odwréci¢ implikacje z ostatniego
twierdzenia, a dokladniej, dla jakich topologii f-gestoéci, z niezmienniczosci ze wzgledu na
mnozenie przez liczby rézne od zera wynika, ze topologia jest generowana wylacznie przez
funkcje speliajgce warunek As.

Twierdzenie 4.4 ([H3, Theorem 5]). Zalézmy, ze Ty C 1y. Topologia Ty jest niezmiennicza
ze wzgledu ma mnozenie przez liczby réine od zera wtedy i tylko wtedy, gdy f € As.

Dowéd twierdzenia opiera si¢ na lemacie, w ktérym dla funkcji f, takiej ze 7y C 7g

i limsup, .o, ff(g;;) = oo konstruujemy zbiér F, dla ktérego 0 € @y (aZEC) \ ¢ (E°)

([H3, Lemma 2]). W [39] bylo udowodnione analogiczne twierdzenie dla topologii ¥-gestosci.

Twierdzenie 4.5 ([H3, Theorem 6]). Jezeli T € Ty, to istnieje taka funkcja g ¢ Ao, ze
-1,

Powyzsze twierdzenia mozna podsumowaé nastepujaco. Dla dowolnej topologii f-gestoSci

T, rGwnowazne sg warunki:

-7 C 1,

- T jest niezmiennicza ze wzgledu na mnozenie przez liczby rézne od zera wtedy i tylko wtedy,
gdy jest generowana wylacznie przez funkcje speliajace Ag. '

Pojawia sie pytanie: czy topologia f-gestosci, ktéra nie jest zawarta w topologii gestosci,
moze by¢ generowana przez funkcje spehiajaca Ay (a wiec by¢ niezmiennicza ze wzgledu na
mnozenie przez liczby rézne od zera)? Odpowiedz wynika z kolejnego twierdzenia, opisujacego
sposéb konstruowanie funkcji spelniajacych warunek As.

Twierdzenie 4.6 ([H3, Lemma 1]). Jezeli (an),q jest malejacym ciggiem zbieznym do zera

i by = /Ay - Gn_1, to funkcje

£ dla € [an, by = dla x € [byn, bon—1]
f (l‘) = an—1 dla z € [bnyan—l] i g(x) = [7) dla x ¢ [b2n+17b2n]
ap dla = > ag ag dla > b

sq ciggte, nalezq do A oraz spelniajg warunek As.

Przyjmujac w powyzszym twierdzeniu a,, = %, dostajemy funkcje f i g speliajace warunek
Ay i takie ze Ty G Ty, za$ T i Ty sa nieporéwnywalne w sensie inkluzji ([H3, Example 1]).
Kazda topologia (s)-gestosci jest topologia f-gestosci, tzn. dla dowolnego (s) € S istnieje taka
funkcja f € A, ze Ty = Ty ([P16]). Z drugiej strony, 7y C T, dla (s) € S oraz T, nie
jest niezmiennicza ze wzgledu na mnozenie przez liczby rézne od zera, gdy 7(y # Tq ([36]).
Dla funkcji f z ostatniego twierdzenia (przy a, = %) mamy wiec 7y ; Ty 1Ty # T dla
(s) € S ([H3, Example 2]). Przyklad takiej funkcji byl wcze$niej podany w [P16]. Byt on
jednak bardziej skomplikowany, a dowéd poprawnoéci byt dtugi i techniczny.

W [H3] badamy tez kiedy mozna odwrécic implikacje: limsup,_,q, % <oo=Tp CTy,.
7 twierdzenia 4.1 wynika, ze jeSli jedng z topologii jest topologia gestoSci, to implikacja odwro-
tna jest prawdziwa. Nie wystarczy natomiast zalozy¢, ze f1, fo € Ag ([H3, Example 3]).

Ly [H3] wniosek ten zostal sformulowany niepoprawnie.
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Twierdzenie 4.7 ([H3, Theorem 7]). Jezeli fi € Ay, Ty, C 1q oraz Ty, C Ty,, to

limsup, o, ggg < 0.

Pojecie punktu f-gestosci uogdélnia pojecia: punktu gestoSci, punktu -gestosci oraz punktu
(s)-gestosci. Rodzina wszystkich topologii f-gesto$ci rozpada sie na cztery podrodziny (twier-
dzenie 4.1). Pierwsza z nich to jednoelementowa rodzina ztozona z topologii gestosci 73, kolejne
skladaja sie, odpowiednio, z topologii f-gestoéci istotnie zawartych w 7y (7 ;Cé 74), topologii
f-gestosci istotnie zawierajacych 7y (74 ; 7;) oraz topologii gestoéci nieporéwnywalnych z
7. Topologie istotnie zawarte w 73 majg wlasnoéci podobne do wlasno$ci topolgii 1)-gestosci,
za$ topologie istotnie zawierajace 7; - whasnoéci podobne do wlasnoéci topologii (s)-gestosci
(réznych od 7;). Naturalne sa pytania: czy kazda topologia f-gestosci zawierajaca 7 jest
topologia (s)-gestosci oraz czy kazda topologia f-gestosci istotnie zawarta w 73 jest topologia
-gestoéci? Negatywna odpowiedZ na pierwsze pytanie zostata sformutowana w [P16]. Prost-
szy przyklad dostaliémy w twierdzeniu 4.6. Praca [H1| zawiera negatywna odpowiedz na drugie
pytanie.

Pierwszym problemem pojawiajacym sie gdy chcemy poréwnaé f-gestoSt i 1-gestos$c jest
rézny charakter obu definicji. Punkty f-gestosci zdefiniowaliSmy uzywajac gestosci jedno-
stronnych, natomiast definicja punktu -gestoSci ma postaté "symetryczna". W zwiazku z
tym w [H1] definiujemy symetryczna wersje f-gestosci. Zatézmy, ze f € A. Méwimy, ze x jest
punktem symetrycznej f-gestosci zbioru mierzalnego A, jezeli

lim Az —h,z+h]\ A)

h—0-+ f(2h) =0

Zbidr wszystkich punktéw symetrycznej f-gestoSci zbioru A oznaczamy przez iy (A). Wprost
z definicji mamy ®% = ®-, gdzie f* (x) = f (2z) ([H1, Proposition 1.1]). Stad

{Tj: fe Ay ={Tp: fe A} ={T} : f € A},

gdzie Tfs oznacza topologi¢ generowany przez % ([H1, Corollary 1.1]).

Przypomnijmy, ze C oznacza rodzine ciagltych i niemalejacych funkeji ¢ : (0,00) — (0, 00),
takich ze lim;_o4 % (t) = 0. Dla dowolnej funkcji ¢ € C mamy wigc @, = @jcw, gdzie fy (z) =
xv (x). Korzystajac z twierdzenia 4.1 dostajemy:

{Ty 9 eC} C {Tf:feA, Igrg+Jt£UHC):0, f—ci@g}a} C
C {'Z}:fGA, Ozliivrg(i)riffix)glig%&pff)<oo}:{Tf:f€.A, T G Ta}.
Twierdzenie 4.8 ([H1, Theorem 1.3]).
{7, veC} & {Tf:fe.A, xl_i)%ﬂrfix)zo’ f- ciqgia}.

Z twierdzenia wynika, ze w definicji ¥-gestoSci, monotoniczno$é funkeji ¢ nie moze by¢ zasta-
piona stabszym zatozeniem monotonicznoSci funkcji z1) (). Twierdzenia dotyczace topologii
f-gestoéci, takich ze T ; 74, wzmocniajg wiec analogiczne wyniki dla ¢-gestoéci. Natomiast
ich dowody sa prostsze.

Twierdzenie 4.9 ([H1, Theorem 1.4]). Jezeli ¢ € C, f € A oraz limsup, o, @ > 0, to
Ty £ Ty
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5. PUNKTY WYJATKOWE

Omoéwimy wyniki zawarte w pracy [H5] napisanej wspélnie z Malgorzata Filipczak, Grazyna
Horbaczewska i Wiadystawem Wilczynskim.

Jezeli A(A) > 01 A(A€) > 0, to A nazywamy nietrywialnym zbiorem mierzalnym. Rodzine
wszystkich takich zbioréw oznaczamy L*. Moéwimy, ze x € R jest punktem wyjgtkowym
zbioru A € L, jezeli x nie jest punktem gestosci zbioru A ani jego dopelienia. Z twierdzenia
Lebesgue’a o punktach gestosci wynika, ze zbiér punktéw wyjatkowych zbioru mierzalnego
ma miare zero. Latwo jednak sprawdzi¢, ze kazdy nietrywialny zbiér mierzalny posiada punkt
wyjatkowy.

Gestose dolng i gestosé gorng zbioru mierzalnego A w punkcie z definiujemy przyjmujac:
AMAN[xz—h,z+h]) = AMAN[x—h,z+ h))

d(A,x) = I}ZH_l)gl'_f 57 , d(Ax):= h}?l?)lip 57

Niech ¢ € (0, %] Mowimy, ze punkt x € R jest §-wyjgtkowy dla zbioru mierzalnego A, jezeli
§<d(Ax)<d(Ax)<1-04.
Rozwazmy warunek H (0) oraz stala o4 :

H (0) : Vaer+ A posiada punkt §-wyjatkowy,
dn =sup{0:H(6)} =inf{d: -H()}.

V. I. Kol'jada udowodnil, ze ; < dp < @ ~ 0,2808 ([53]). A. Szenes ([95]) oraz M.
Csornyei, J. GrahliT. C. O’Neil ([28]) poprawili te szacowania. Wreszcie, O. Kurka udowodnit,
7e 0y jest rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu 823 + 822 +x — 1, czyli 53 ~ 0, 2685 ([58]).

W cytowanych pracach liczba dy; byla traktowana jako uniwersalna stata zwiazana z opera-
torem gesto$ci ®4. Praca [H5] wychodzi od spostrzezenia, ze stala dy jest zwigzana raczej z
baza rézniczkowania, przy pomocy ktorej definiujemy ®,4. Definicja d3; wykorzystuje gestosé
dolna i gestos¢ gérng. Zmieniajac baze rézniczkowania, mozemy zmieni¢ punkty gestosci dolnej
i punkty gestosci gérnej zbioru, nie zmieniajac jego punktéow gestosci.

Bazq rézniczkowania na prostej nazywamy rodzine B = {B* : x € R}, gdzie B* jest rodzing
przedzialéw zawierajacych x, kres dolny dlugoéci ktérych jest réwny 0 (poréwnaj [21]). Niech
F bedzie funkcjg przedziatu oraz € R. Liczbe g nazywamy granicqg F w punkcie x ze wzgledu
na baze réiniczkowania B, jezeli

Ves0 3550 Viess (A1) <d=|F (1) —g| <e).

Piszemy wtedy lim F (I) = g. Analogicznie definiujemy granice dolng i granice gérna

IeB® I=x
wzgledem bazy rézniczkowania. Liczby
... ANAND . — . AANI)
dp(A,z) = 1 f ————— i dg(A,z) =1 _—
ds (do)= Bl =gy 1 dsde) = Base N

nazywamy gestos¢ dolng i gestosé gorng zbioru A w punkcie z wzgledem B. Jezeli dg (A, x) =
dp (A, x), to wspdlng wartoéé oznaczamy dg (A, z) i nazywamy gestosciq zbioru A w punkcie
x wzgledem bazy B. Bazy rézmiczkowania B i By nazywamy réwnowainymi (B =~ Bz) jezeli
{z:dp, (A,z) =1} = {z :dp, (A,z) =1} dla A € L. Niech § € (0, 3] oraz B bedzie baza
rézniczkowania. Méwimy, ze punkt x € R jest d-B-wyjgtkowy dla zbioru mierzalnego A, jezeli

§ <dp(A,x)<dg(Az)<1-24.
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Warunek Hp (8) oraz staly 65 definiujemy, przyjmujac:'®
Hp () : Vaerr A posiada punkt §-B-wyjatkowy,
dp:=sup{d:Hg(d)} =inf{d: ~Hp(d)}.
Przyjmujac B, = {{(x — h,x + h) : h > 0} : € R} dostajemy dp, = dp. Z drugiej strony, dla
B={{(x—h,x+k):hk>0}:2cR} mamy B = B,, ale 65 = 0 ([H5, str. 372]). Bazy
rézniczkowania generujace ten sam operator gestoséci daja wiec rézne state 3.
W pracy [H5] badamy stala dg dla dwéch rodzajéw baz rézniczkowania:
B, :={{(x —h,z+rh): h>0}:2 R} dlar >0,
By = {{(z =sp,x+s,):neN}:zeR} dla (s) €S.
Dla niesymetrycznych baz B, zachodzi:

Twierdzenie 5.1 ([H5, Proposition 1]). Jezeli r > 1, to 16

r+1)2 +1) < 0B, < r+1

Jezeli r = 1, to By = B,. Dostajemy wiec nieréwnoé¢ ; < g, < 3, znang z pracy [53].
Poniewaz lim,_,» 05, = 0, wigc stale dp, przyjmuja nieskoniczenie wiele wartosci dla r > 1.
Przyjmujac B;. = {{(x —rh,z 4+ h):h >0} : x € R} dostajemy 0z = dp,. Jedli natomiast
B! = {B,(x) UB] (z): z € R}, to

przyjmujg postac

< ogr < % Dla r € (0,1) powyzsze wzory

17 +1) 2(r+1) < (53// < ([H5 str. 374])

Dla symetrycznych baz generowanych przez ciagi mamy 53<S> 2 d%.'" Nie wiemy, czy
istnieje ciag (s) € S, taki ze o, > on.
Wiasnosé 5.2 ([H5, Corollary 3]). Jezeli limy, .o 4 =1, to 0By = On-
Wtasnosé 5.3 ([H5, Proposition 4]). Zatézmy, ze 6 € (0,4], A€ L*, z € R oraz (s),(t) €S
sq ciggami, takimi ze limy, oo i—z = 1. Punkt z jest §-Bs-wyjatkowy dla A wtedy i tylko
wtedy, gdy x jest 6-Byy-wyjatkowy dla A.

1
2(r +1)
< 6B, =dp. < +1 oraz

Zatem 5B<s> = 53(t>, gdy lim, ‘:—Z =1 ([H5, Corollary 5]).
Wiasno$¢ 5.4 ([H5, Proposition 6]). Jezeli (s) € S i a > 1, to dp,, =03,

Zasadniczg role w badaniu warunku H (0) peli twierdzenie Szenesa ([95, Proposition 1.3]).
Pozwala ono rozwazaé¢ zbiory otwarte zwane konfiguracjami zamiast nietrywialnych zbioréw
mierzalnych. Pomyst ten udato sie tez zastosowaé¢ przy badaniu warunku Hs,,, (6).

Konfiguracjg nazywamy zbidér postaci:

k
C: UCLHZ?

gdzie 0 < a1 < b1 < ... < ap < bg. Punkty a;, bi oraz 0 nazywamy wierzchotkami konfigu-
racji. Zbiér wszystkich wierzchotkéw konfiguracji C' oznaczamy v (C'). W sformutowaniach
nastepnych twierdzen, litera C' oznacza konfiguracje.

¢ (Twierdzenie Szenesa) H (8) < Vo Jpewcy Viso Menlv=rutr]) 5,1—6).18
€v(C) 2r

Gléwnym wynikiem w [H5] jest odpowiednik twierdzenia Szenesa dla Hp, (6).1

I5W [H5] uzywane jest oznaczenie dx, zamiast 6.

16\ [H5] uzywane jest oznaczenie 3, zamiast 05,

ITW [H5] uzywane jest oznaczenie O,y zamiast o5, .

18y [95] twierdzenie ma postaé: "dx = k", gdzie dx oznacza kres gérny liczb § speliajacych prawa strong
réwnowaznosci.

Bw [H5] twierdzenie ma postaé: "o1,, = Ok, ", gdzie dk ,, oznacza kres gérny liczb J speliajacych

prawg strone réwnowaznoS$ci, natomiast 6H<3> jest, stosowanym w [H5], oznaczeniem stalej 63<3>
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Twierdzenie 5.5 ([H5, Theorem 7]). Dla dowolnego ciggu (s) € S mamy:

AMCN[v—sp,v+ s,])
2sy,

HB(S> (5) < Veso VCC(foo,E) Elvev(C) Vnen S [(5, 1- 5] .

Dowdd implikacji "<=" jest wzorowany na dowodzie twierdzenia Szenesa. Dowdd implikacji
"=" jest znacznie bardziej skomplikowany i wykorzystuje inne metody.

W pracy [H5] nie zostalty podane przyktady zastosowania twierdzenia 5.5. Przyklady takie
mozna znalez¢ w przygotowanej do druku pracy [P25] (napisanej wspoélnie z G. Horbaczewska).
, < 33_37\2/% ~ 0,28060 dla dowolnego (s) € S. Pokazujemy tez, ze
istnieje ciag (s) € S, dla ktérego baza B, nie jest réwnowazna B,, ale 5B<s> =B, = On.

Punkty wyjatkowe, z punktu widzenia deskryptywnej teorii mnogosci, sa badane w [3].

Dowodzimy tam, ze 5B<S

V. Pozostale osiggnigecia naukowo-badawcze.

Na pozostaly dorobek naukowy skladaja sie nastepujace publikacje:

[P1] M. Filipczak, T. Filipczak, On some topology related to metric density, Radovi Matematicki 4 (1988),
299-307.

[P2] T. Filipczak, A note on the recurrence theorem, Acta Univ. Lodz. Folia Math. 3 (1989), 39-40.

[P3] T. Filipczak, On some abstract density topologies, Real Anal. Exchange 14 (1988-89), 140-166.

[P4] T. Filipczak, Intersection conditions for some density and I-density local systems, Real Anal. Exchange
15 (1989-90), 170-192.

[P5] T. Filipczak, A note on topologies related to (x®)-porosity, Real Anal. Exchange 16 (1990-91), 284-291.

[P6] T. Filipczak, Topologies related to (z®)-porosity, Acta Univ. Lodz. Folia Math. 5 (1992), 15-29.

[P7] T. Filipczak, A note on the system of complements of sets sparse at a point, Acta Univ. Lodz. Folia Math.
5 (1992), 9-14.

[P8] T. Filipczak, Monotonicity theorems for some local systems, Real Anal. Exchange 19 (1993-94), 114-120.

[P9] T. Filipczak, A relationship between intersection conditions and porosity conditions for local systems,
Math. Slovaca 44 (1994), 95-98.

[P10] T. Filipczak, Monotonicity theorems for the I-prozimal local system, Demonstratio Math. 27 (1994),
517-520.

[P11] M. Filipczak, T. Filipczak, Monotonicity theorems for *-strong porosity topology, Atti Semin. Mat. Fis.
Univ. Modena 50 (2002), 187-194.

[P12] M. Filipczak, T. Filipczak, J. Hejduk, On the comparison of the density type topologies, Atti Semin. Mat.
Fis. Univ. Modena Reggio Emilia 52 (2004), 37-46.

[P13] M. Filipczak, T. Filipczak, A generalization of the density topology, Tatra Mt. Math. Publ. 34 (2006),
37-47.

[P14] M. Filipczak, T. Filipczak, Remarks on f-density and -density, Tatra Mt. Math. Publ. 34 (2006),
141-149.

[P15] T. Filipczak, On sparse sets and density points defined by families of sequences, Bull. Inst. Math. Acad.
Sinica, New Series 3 (2008), 339-346.

[P16] M. Filipczak, T. Filipczak, Density topologies generated by functions and by sequences, Tatra Mt. Math.
Publ. 40 (2008), 103-115.

[P17] M. Filipczak, T. Filipczak, On f-density topologies, Topology Appl. 155 (2008), 1980-1989.

[P18] M. Filipczak, T. Filipczak, On the comparison of the density type topologies generated by sequences and
by functions, Comment. Math. 49, (2009), 161-170.

[P19] M. Filipczak, T. Filipczak, On homeomorphisms of density type topologies generated by functions, Tatra
Mt. Math. Publ. 46 (2010), 7-13.

[P20] M. Filipczak, T. Filipczak, On the comparison of density type topologies generated by functions, Real
Anal. Exchange 36 (2011), 341-352.

[P21] T. Filipczak, Density type topologies generated by functions. f-density as a generalization of (s)-density
and -density, rozdzial w: Traditional and present-day topics in real analysis, L6dz University Press 2013,
389-409.

[P22] M. Filipczak, T. Filipczak, Density type topologies generated by functions. Properties of f-density,
rozdzial w: Traditional and present-day topics in real analysis, L6dz University Press 2013, 411-430.
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[P23] M. Filipczak, T. Filipczak, R. Knapik, Sets with Steinhaus and Smital properties, J. Math. Anal. Appl.
472 (2019), 1167-1174.
[P24] M. Balcerzak, T. Filipczak, P. Nowakowski, Families of symmetric Cantor sets from the category and
measure viewpoints, Georgian Math. J., przyjeta do druku.
[P25] T. Filipczak, G. Horbaczewska, Ezceptional points for densities generated by sequences, wystana do re-
cenzji.
Praca [P2] zostala przyjeta do druku przed uzyskaniem stopnia doktora.
Ponizej przedstawie oméwienie wynikéw uzyskanych w wyzej wymienionych pracach.

6. Pozostale wyniki

Praca [P2] zawiera drobny wynik zwiazany z twierdzeniem rekurencyjnym udowodnionym
w [96]. Tematyka prac [P1] i [P3] - [P22] koncentruje sie wokél zagadnien zwiazanych z
punktami gestosci i topologia gestosci oraz uogdlnieniami tych poje¢ i ich zastosowaniami.
Badane sg tez uogdlnionienia cigglosci, granic i pochodnych oparte na réznych rodzajach
porowatoSci, a takze wplyw warunkéw przecigcia i warunkéw zwigzanych z porowatoS$cig na
wlasnoSci uogélnionych granic i pochodnych. W pracach [P23] - [P25] rozwazane sa inne
zagadnienia. Praca [P23], nawiazujaca do [H7], dotyczy wlasnoéci Steinhausa i wlasnoSci
Smitala dla zbioréw. W pracy [P24] badane sa miarowe i topologiczne wlasnoéci podrodzin
rodziny symetrycznych (centralnych) zbioréw Cantora. W przygotowanej do druku pracy
[P25], wykorzystujac wyniki z [H5], badamy punkty wyjatkowe wzgledem baz rézniczkowania
generowanych przez jeden ciag.

e Praca [P1] (napisana wspélnie z Malgorzata Filipczak).

W pracy sa badane wlasnosci topologii:
Top :={Pq(U)\ N :U € Tpat, N € N'}.
Jest tez ona poréwnywana z topologia gestosci 7y = {®g(A)\N:Ae L, N e N} oraz

a.e.-topologiq Tg.., r-topologiq T, i topologiq Hashimoto dla miary ’Z'/\*/.QO Topologie te sa
zdefiniowane nastepujgco:

Toe. ={A€Ty: A=UUN,U € Tya, N € N},
Z:Z{UUt:Utezmgmfg},
t

Ty ={U\N :U € Tpat, N e N},

gdzie Gs 1 F, to odpowiednie rodziny w topologii naturalnej. Topologie 7,. i 7, zostaly
zdefiniowane przez R. O’Malleya w [72] i byly tez badane w [73] i [71]. Topologia 7} pochodzi
z pracy H. Hashimoto [44], gdzie jest nazywana *topologia. Topologie tego rodzaju byly
wczeSniej badane przez N. F. G. Martina w [65].

Ponizsze twierdzenie opisuje inkluzje miedzy wymienionymi topologiami. Strzatka oznacza
wlasciwe zawieranie. Je$li topologii nie da si¢ polaczy¢ strzatkami, to sg nieporéwnywalne w
sensie inkluzji. Zawierania Ty & 7, 1 7, G 7y byly udowodnione w [72].

Twierdzenie 6.1 ([P1]).
Tpe. —>7,

N A

%p_) Td

T

20w [P1] topologia 7 jest oznaczona Tas.
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Twierdzenie 6.2 ([P1, Theorem 2]). 7,, ={U\ N :U € T, N € N'}.

Whniosek 6.3 ([P1]). (1) Niech (Y, O) bedzie reqularng przestrzeniq topologiczng. Funkcja
f:R =Y jest T, -ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy jest T,p,-ciagla.
(2) Funkcja f : R — R jest Top-ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy jest aproksymatywnie ciagta
1 prawie wszedzie ciggta.
(3) Topologia T,, nie jest reqularna.
(4) Funkcja f : R — R jest Top,-rézniczkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest Ty -rézniczko-
walna. Ponadto 1,,-pochodna i 1, ..-pochodna sq réwne.

e Praca [P3].

W pracy [P3] definiujemy pojecie zbioru I-rzadkiego w punkcie. Jest ono oparte na pojeciu
punktu [-rozrzedzenia ([107]) oraz pojeciu zbioru rzadkiego w punkcie wprowadzonym przez
D. N. Sarkhela i A. K. De w [88]. Przy pomocy zbioréw rzadkich oraz I-rzadkich definiujemy
operatory dolnej gestosci oraz odpowiadajace im topologie. Badamy podstawowe wlasnosci
tych topologii oraz wlasnoéci okreslonych na nich funkeji ciaglych.

W. Wilezynski ([107]) zdefiniowal pojecia punktu /-gestoSci oraz topologii I-gestosci, ktére
mozna traktowac jako odpowiedniki punktu gestosci i topologii gestosci dla kategorii Baire’a.
Wiasnosci topologii I-gestosci oraz zwigzane z nig zagadnienia byly badane w wielu artykutach,
m.in. w [107], [80], [81], [9], [62], [63], [108], [112] i [115].

Moéwimy, ze © € R jest punktem I-gestosci zbioru A € Ba, jezeli dla dowolnego rozbieznego
do oo ciggu liczb dodatnich (t,),,cy istnieje podciag (tn, )y, taki ze

X(tn, (A=a))n[=1,1] — X[-1.2] MoP-¥.
(tj. zbieznoéé zachodzi poza zbiorem pierwszej kategorii). Zbiér wszystkich punktéw I-gestosci
zbioru A oznaczamy ®j (A). Funkcja @ jest operatorem dolnej gestosci w (R, Ba, M), nato-
miast rodzina 7; := {A € Ba: A C ®;(A)} jest topologia na prostej zawierajaca topologie
naturalng ([107], [80]). Topologie 7; nazywamy topologiq I-gestosci. Zastepujac przedzial
[—1, 1] przedzialami [0,1] i [-1,0], dostajemy definicje punktu prawostronnej i lewostronnej
1-gestosci oraz funkcji ¢>}' 197,

Zdefiniowali$my wezesniej gestosé d (A, x) oraz gestoéé gérna d (A, x) i gestosé dolng d (A, )
zbioru A € L w punkcie z € R. Analogicznie definiujemy gestoéci prawostronne i lewostronne,
tj. przyjmujemy dt (A,z) = limj o4 w, d (A,z) = limsup,_ o, w,
dt (A, ) :=liminf,_ o4 w ete.

W [88] zostalo wprowadzone pojecie zbioru rzadkiego. Korzystajac z niego, autorzy zdefinio-
wali pojecia proksymalnej granicy, ciaglosci i pochodnej, uogélniajace aproksymatywna granice,
ciagloée i pochodna. Pozwolito to zdefiniowat calke typu Perrona, a takze uzyska¢ interesujace
twierdzenie o monotoniczno$ci. Punktem wyjScia rozwazan byto ponizsze twierdzenie.

¢ Niech A € L i x € R. Nastepujace warunki sg réwnowazne:

(1) Vper (a* (B,z)<1=d (AUB,z) < 1) ,

(2) VBEL: (d+ (B,$> =0 :>d+ (AUBPT) = 0) ;

(3) Vaer ((T (B,z) < 1Adt (B,z) = o) = (3* (AUB,z) <1Adt (AUB,z) = o)) .
Jezeli zbiér A € L spetnia warunki powyzszego twierdzenia, to nazywamy go prawostronnie

rzadkim w punkcie z.2! Analogicznie definiujemy zbiér lewostronnie rzadki. Méwimy, ze zbior
jest rzadki w punkcie, jezeli jest w tym punkcie prawostronnie i lewostronnie rzadki.

2w [88] autorzy rozwazali dowolne podzbiory prostej, a twierdzenie zawieralo jeszcze jeden warunek, ktory
byl oryginalng definicjg zbioru prawostronnie rzadkiego.
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Jezeli d (A,z) = 0, to A jest prawostronnie rzadki w x. Latwo sprawdzi¢, ze jesli A jest
prawostronnie rzadki w z, to dr (A,x) < 1id"(A,z) = 0 oraz ze suma dwéch zbioréw
prawostronie rzadkich w z jest zbiorem prawostronnie rzadkim w z ([88]).

Niech A € Ba i x € R. Méwimy, ze x jest prawostronnym punktem gérnej I-gestosci zbioru
A, jezeli istnieje rozbiezny do oo ciag (tn),,cy liczb dodatnich, taki ze

Xty (A=2))n(0,1] — X[0.1] M-p.w.

Zbidér wszystkich takich punktéw oznaczamy 6? (A). Jezeli x jest prawostronnym punktem
gérnej I-gestoSci zbioru A¢, to méwimy, ze x jest prawostronnym punktem dolnego I-rozrze-
dzenia zbioru A. Zatem @] (A) := 5? (A€) jest zbiorem wszystkich prawostronnych punktéw
dolnego I-rozrzedzenia zbioru A.?2 Analogiczne definicje i oznaczenia stosujemy w przypadku
lewostronnym.

Twierdzenie 6.4 ([P3, Proposition 2|). Niech A € Ba i x € R. Nastepujace warunki sq
rownowazne:

(1) Voesa (v¢ 8 (B) =2 ¢ B; (AUB)),
(2) Vpepa (v € ®f (B) =z € & (AU B)),
(3) Vhesa ((xgaj(B)me@j(B)):(waj(AuB)Axeg(AuB))).

Jesli zbior A € Ba spelia warunki powyzszego twierdzenia, to nazywamy go prawostronnie
I-rzadkim w punkcie z. Analogicznie definiujemy zbiér lewostronnie I-rzadki. Méwimy, ze
zbidr jest I-rzadki w punkcie, jezeli jest w tym punkcie prawostronnie i lewostronnie I-rzadki.

Wiasnosé 6.5 ([P3, Propositon 2, Example 3]). (1) Jezeli x jest punktem prawostronnego
I-rozrzedzenia zbioru A (tzn. x € ®F (A)), to A jest prawostronnie I-rzadki w x.
(2) Jezeli A jest prawostronnie I-rzadki w x, to z € ®F (A) \5? (A).
(3) Jezeli A i B sq prawostronie I-rzadkie w x, to AU B jest prawostronnie I-rzadki w x.
(4) Istnieje taki zbior domkniety A, %e dr (A4,0) <1,d"(A,0)=0,0€ @ (A) \6; (A),
ale A nie jest ani prawostronnie rzadki w 0, ani prawostronnie I-rzadki w 0.

Przyjmijmy:

P} (A) :={z € R: A° jest prawostronnie rzadki w 2} dla A€ L,

(iR or (A) == {z € R: A% jest prawostronnie I-rzadki w z} dla A € Ba .

Analogicznie definiujemy @, (A) i @, (A) oraz przyjmujemy:23

I-pr
Py (A) =05 (A NP, (A), Ty :={Pp(A)\N:AcL NeN},

Q7o (A) := @T_pr (A)ne;  (A), Trp={Prn(A)\M: A€ Ba,M e M}.

Latwo sprawdzi¢, ze Ty ={A € L AC Pp (A)}iTrpe={A € Ba: AC P (A)}.

Twierdzenie 6.6 ([P3, Proposition 6, Theorem 5]). (1) @pr jest operatorem dolnej ges-
tosci w (R, L,N), a Ty jest topologia, takg ze Ty G Ty
(2) ®r.pr jest operatorem dolnej gestosci w (R, Ba, M), a Tr.pr jest topologia, taka Zze
T G T

22W [P3] byly uzywane oznaczenia: df (A,z) = 1, gdy = € (3 (A); df (A,x) < 1, gdy = ¢ o (A);
dry (A,z) =0, gdy = € @] (A) oraz dr+ (A,z) > 0, gdy = ¢ &7 (A).
23w [P3] zamiast Ppr, ®r-pr, Tpr 1 77 pr byly uzywane oznaczenia ®*, ®7, T i T7.



23

W pracy [P3] opisane sy wlasno$ci topologii 7p; i 77.pr. Wynikajg one z ogélnych twierdzen
dotyczacych topologii tego typu (poréwnaj [61]) lub ich dowody sa takie jak dowody dla
topologii gestoSci lub topologii I-gestoSci. Podamy dwa twierdzenia dotyczace aksjomatéw
oddzielania dla 7y 1 77. pr-

Twierdzenie 6.7 ([P3, Theorem 12, Theorem 13]). Przestrzen (R, 7py) jest catkowicie regu-
larna, ale nie jest normalna.

Twierdzenie 6.8 ([P3, Theorem 14]). Przestrzen (R, 7. pr) nie jest regularna.

Niech 7 bedzie topologia w R zawierajaca topologie naturalng oraz f : R — R. Mdéwimy,
ze funkcja f jest T-ciggla, jezeli jest ciagla jako funkcja z (R, 7) w (R, Zpat), natomiast f jest
obcigciowo T-ciggla, jezeli dowolny punkt z ma 7-otoczenie U, takie ze funkcja obcigta fr
jest ciagta w z jako funkcja z (R, Tpat) W (R, Tnat). Latwo sprawdzi¢, ze funkcja obcieciowo
T-ciggla jest 7-ciggla. Dla 7 = 7; definicje te sa réwnowazne i oznaczaja aproksymatywna
ciaglos¢. Dla 7 = 77 definicje nie sa réwnowazne ([81]).

Twierdzenie 6.9 ([P3, Theorem 15]). (1) Tpe-ciaglose i obcigciowa Typ-ciaglosé nie sq
rownowazne.
(2) T1.pe-ciagtost i obcieciowa Tr.pp-ciaglost nie sq réwnowazne.

Funkcje 7;-ciagle sg nazywane I-aproksymatywnie ciggtymi, funkcje 7p,-ciagle - proksymal-
nie ciggtymi, a Tr,-ciagle - I-proksymalnie ciaglymi. 7 twierdzenia 6.6 wynika, ze funkcja
aproksymatywnie ciggta jest proksymalnie ciaggla, a funkcja I-aproksymatywnie ciggla jest
I-proksymalnie ciagla.

Twierdzenie 6.10 ([P3, Theorem 10]). Istnieje funkcja f : R — R, ktdra jest proksymalnie
ciagta oraz I-proksymalnie ciqgla, ale nie jest ani aproksymatywnie ciggta, ani I-aproksy-
matywnie ciggla.

Opierajac sie na wynikach z [88] i [91] latwo pokazujemy, ze kazda funkcja proksymalnie
ciagla jest pierwszej klasy Baire’a i ma wlasno$¢ Darboux ([P3, Theorem 9]).

e Prace [P4] - [P11].

Podstawa rozwazan w ksiazce B. S. Thomsona [101] jest pojecie lokalnego systemu. Pojecie
to pozwolilo ujednolici¢ badanie uogélnionych granic, cigglto$ci i pochodnych. Wiele dowodéw
w [101] opiera si¢ na spostrzezeniu, ze rozwazany lokalny system spelia pewien "warunek prze-
cigcia" lub pewien "warunek porowatosci". Omawiane prace wykorzystuja te idee. W [P4] i
[P7] badamy warunki przeciecia dla lokalnych systeméw zwiazanych z topologiami Ty, 77 pr
oraz 7;. Prace [P5] i [P6] dotycza topologii zdefiniowanych przy pomocy réznych rodzajéw
porowatoéci. W [P9] omawiamy zwiazek miedzy warunkami przeciecia, a warunkami porowa-
toéci dla lokalnych systeméw. Prace [P8], [P10] i [P11] sa po$wigcone twierdzeniom o monoton-
icznoSci. Badamy, przy jakich warunkach spelianych przez lokalny system, odpowiednie
twierdzenia zachodza. Formulujemy tez twierdzenia dla systemu [I-proksymalnego oraz sys-
temu *-silnej porowatosci.

Lokalnym systemem nazywamy rodzine S = {S (z) : x € R}, gdzie S (x) jest niepusta rodzi-
na podzbioréw prostej, taka ze: (i) {z} ¢ S(x); (ii) jezeli S € S(z), to z € S; (iii) jezeli
SeS(x)is DS, toS €S(x); (iv) jezeli S € S(x)1d>0,to SN (z—d,2+9) € S(x).

Niech S bedzie lokalnym systemem. Moéwimy, ze funkcja f : R — R jest (S)-ciggla w
punkcie xg, jezeli {z: |f (z) — f(x0)| <e} € S(z) dlae > 0.
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e Prace [P4] i [P7].

Mowimy, ze lokalny system S spetnia warunek przeciecia typu S;NS, # 0, jezeli dla dowolne;j
rodziny zbioréw {S, :x € R}, gdzie S, € S(z), istnieje funkcja § : R — R*, dla ktérej
SyNSy #0,gdy 0 <y—2 <min{d(z),d(y)}. Podobnie definiujemy warunki przeciecia
innych typéw. W [101] B. S. Thomson rozwazal warunki przecigcia typu S; NS, # 0, S, NS, N
[z,y] # 0, SzNSyN(z,y) # 0 oraz parametryczne S;NSyN(z + a1 (y — ),z + a2 (y —x)) # 0
dla ustalonych —oco < a1 < ag < 00.

Jezeli lokalny system spelia odpowiedni warunek przeciecia, to funkcje (S)-ciagte oraz (S)-

pochodne maja "dobre" wlasnosci. Jednym z najwazniejszych twierdzen tego rodzaju jest
[101, Theorem 33.1]:

¢ Jezeli lokalny system S spelnia warunek przeciecia typu S, NS, # 0, to dowolna funkcja
(S)-ciagla jest pierwszej klasy Baire’a.

Wybierajac promien § dla kazdego zbioru S osobno, dostajemy silniejsza wersje warunku
przecigcia. Méwimy, ze lokalny system S spelnia silny warunek przecigcia typu Sy NSy # 0,
jezeli dla dowolnych = € R, S, € S (z) istnieje liczba dodatnia § (z, S ), taka ze S;NS, # 0, gdy
Sy €8(x),SyeS(y)id<y—z<min{d(z,S;),0(y,Sy)}. Analogicznie definiujemy silne
warunki przeciecia innych typéw. Silny warunek przeciecia jest $ciéle zwigzany z warunkiem
istotnego promienia ([61], [112]) oraz warunkiem O’Malleya ([100]).

Zdefiniujmy lokalne systemy, przyjmujac:

s+( )-: {A'meA/\EIECAEeg (d+(E z) >0A8+(E,x):1)},

;S+ —{A I'GA/\HEcAEeBaxe@+(E)},
St (@)= {A v € AAIpcapesa @ € D) pr(E)},

Spr (2) = S5, (z) NS, (2), S1(w) := 8] (2) NSy (2) i Sppe (2) = S7, (2) N ST, (2).
Opierajac sie na wynikach z [91], dostajemy:
Twierdzenie 6.11 ([P4, Theorem 1]). Lokalny system S spetnia silny warunek przeciecia
typu Sz NSy # 0.
Poniewaz S, (z) C S (z) dla z € R, wiec réwniez S,
typu S; NSy 7é (. W [PT7] udowodniliémy troche wigcej: S . spelnia silny warunek przecigcia
typu Sz NSy N (y,y+ (y —x)¥) # 0 dla o > 0.

Z [63, Theorem 2] wynika, ze lokalny system S; spelnia silny warunek przecigcia typu
Sz NSy N (z,y) # 0. W [P4] udowodnili$my wigcej.

Twierdzenie 6.12 ([P4, Theorem 5]). Dla dowolnych liczb 0 < oy < ag < 1, lokalny system
St spetnia silny warunek przeciecia typu Sy NSy N(x + a1 (y —z),z+ a2 (y —z)) # 0.

spelnia silny warunek przeciecia

Twierdzenie 6.13 ([P4, Theorem 6]). Dla dowolnych liczb 0 < a; < ag < 00, lokalny system
ST spetnia silny warunek przeciecia typu Sy N Sy N (y+ o1 (y — ),y + a2 (y — x)) # 0.

Podobne twierdzenie uzyskat L. Zajicek w [112]. W metrycznej przestrzeni Baire’a zdefinio-
watl topologie *-porowatoSci, podobna do topologii I-gestosci. Udowodnil, ze lokalny system
zwiazany z tg topologia spelnia warunek istotnego promienia, analogiczny do silnego warunku
przecigcia typu Sy NSy # 0.

Twierdzenie 6.14 ([P4, Theorem 7]). Lokalny system S
typu Sy NSy # 0.

Ipr spetnia silny warunek przeciecia

Twierdzenie 6.15 ([P4, Theorem 7 - Corollary]). Jezeli funkcja jest prawostronnie I-proksy-
malnie ciggla (1j. S}F_pr—ciqgia), to jest pierwszej klasy Baire’a.
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W [80] zostalo pokazane, ze dowolna funkcja [-aproksymatywnie ciagta jest pierwszej klasy
Baire’a. Poprzednie twierdzenie jest istotnym wzmocnieniem tego wyniku.

Twierdzenie 6.16 ([P4, Theorem 2, Theorem 8]). Niech o > 0. Lokalne systemy Spr © S1_pr
nie spetniajq warunku przeciecia typu Sy N Sy Nz —a(y — ),z +a(y —z)] # 0.

e Prace [P5] i [P6].

W [112] L. Zajicek badal topologie zdefiniowane za pomoca operatora dolnej gestosci. Nazy-
wal je abstrakcyjnymi topologiami gestosci lub kategoryjnymi topologiami gestosci, gdy opera-
tor dolnej gestoSci byt okreslony w (X, Bax, Mx). Gléwna czesé rozwazan poswiecil katego-
ryjnym topologiom gestoSci zdefiniowanym przy uzyciu porowatoSci.

Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczna, A C X, z € X i r > 0. Przyjmijmy:

v (2,7, A) :=sup{e > 0:3yex B(y,e) C B(z,1)\ A}.

2

Jezeli limsup, #’m > 0, to zbiér A nazywamy porowatym w punkcie z, jezeli natomiast

limsup, oy M > %, to A nazywamy silnie porowatym w z. Méwimy, ze A jest porowaty
(silnie porowaty), jezeli jest porowaty (silnie porowaty) w kazdym swoim punkcie. Pojecie
zbioru porowatego wprowadzil E. P. Dolzenko w [31]. Obszerny przeglad zagadnien zwigzanych
z porowatoécia mozna znalez¢ w artykule L. Zajicka [113].24

Moéwimy, ze zbior A C X jest superporowaty w z, jezeli A U B jest porowaty w z dla
dowolnego zbioru B porowatego w z. Podobnie definiujemy zbiér super silnie porowaty w z.
Przyjmijmy:

px :={U C X : V,cy U° jest superporowaty w z},
px ={U\N:Ue€epx,NeN}.

W [112] jest pokazane, ze px jest topologia w X zawierajaca topologie przestrzeni metrycznej,
a p% jest kategoryjna topologia gestoéci, gdy (X, p) jest przestrzenia Baire’a. Topologie px
nazywamy topologiq porowatosci, a p% topologia *-porowatosci. Jezeli (X, p) jest prosty z
metryks euklidesows, to p% = 77. Zatem topologie I-gestosci mozna zdefiniowat uzywajac
pojet topologicznych oraz porowatoSci, cho¢ oryginalna definicja wykorzystuje strukture al-
gebraiczng prostej (poréwnaj [115]). Jezeli w defincjach px i p% zastapimy superporowato$é
przez super silng porowatos¢, to dostaniemy definicje topologii silnej porowatoSci s x i topologii
*-silnej porowatoéci 5% . Byly one badane w [52] i [P11].

Prace [P5] i [P6] dotycza uogélnien topologii porowatoSci i topologii *-porowatoSci.

Niech (X,p) bedzie przestrzenia metrycznag, A C X, z € X oraz a € (0,1). Jezeli

limsup,._,q M > 0, to zbiér A nazywamy (z%)-porowatym w punkcie z, jezeli natomiast
lim sup, oy M = 00, to A nazywamy (z®)-silnie porowatym w z. Dodatkowo przyjmu-

jemy, ze A jest (ml)—pomwaty w z gdy jest porowaty w z oraz jest (xl)-silm'e porowaty w z
gdy jest silnie porowaty w z. Méwimy, ze zbiér A jest (z%)-superporowaty w z (a € (0,1]),
jezeli AUB jest (z®)-porowaty w z dla dowolnego (z%)-porowatego w z zbioru B. Analogicznie
definiujemy zbiér (x®)-super silnie porowaty w z. Przyjmijmy:

To :={U C X : Ve U° jest (z%)-superporowaty w z},
To :={U C X : V,ey U jest (xz)-super silnie porowaty w z},
TP ={U\N:UeT,,NeN}, 75 :={U\N:U€r1,NeN}.
2 Je8li w definicji porowatos$ci uzyjemy granicy dolnej zamiast granicy gérnej, to dostaniemy definicje dolnej

porowato$ci. W zwiazku z tym termin "porowaty" bywa zastepowany terminem "gérnie porowaty" (poréwnaj
[114]).
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Wtedy 71 = px, T)F = p%, 71 = sx i 7 = s%. Tak jak w [112] wnioskujemy, ze 7, i 7o sa
topologiami w X.

Twierdzenie 6.17 ([P5, Proposition 5, Remark 1]). Jezeli (X, p) jest przestrzeniq Baire’a
i€ (0,1], to T i 1% sq kategoryjnymi topologiami gestosci.

Gléwnym wynikiem pracy [P5] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.18 ([P5, Theorem 1]). Dla dowolnej liczby o € (0, 1], topologie To, @ To sa

catkowicie reqularne.”

W pracy [P6] poréwnujemy (w sensie zawierania) topologie 7, i 7, oraz 7. i 7}, (na prostej).
Stosujemy inne oznaczenia i nieco inne (ale réwnowazne) definicje.?®

Twierdzenie 6.19 ([P6, Theorem 2, Theorem 3]). Zalézmy, ze (X, p) jest prosta z metrykq
euklidesowq.
(1) Zadna topologia z rodziny {7, : a € (0,1]} U {7, : a € (0,1]} nie jest zawarta w >adnej
innej topologii z tej rodziny.
(2) Zadna topologia z rodziny {7, : a € (0,1]}U{7% : a € (0,1]} nie jest zawarta w zadnej
innej topologii z tej rodziny.

Topologia I-gestosci Tr = pp = 77" jest jedng z rozwazanych kategoryjnych topologii ges-
toSci. Dostalidémy wiec continuum nieporéwnywalnych (w sensie inkluzji) topologii "podob-
nych" do topologii I-gestosci.

e Praca [P9].

W monografii [101] B. S. Thomson badat lokalne systemy korzystajac z warunkéw przeciecia
i warunkéw porowatoSci. Praca [P9] podaje zwiazek miedzy warunkami tego typu, a doklad-
niej pokazuje (przy naturalnych zalozeniach), ze jeli lokalny system spelnia parametryczny
warunek przeciecia, to mozna oszacowac z géry porowato$¢ zbioréw do niego nalezgcych.
Niech A C R, z,a,b € R, a < b. Przyjmijmy:

At = AN[0,00), A” :=AN(~00,0],
Yo (A, a,b) :=sup{e>0:3yer (y,y+¢)C (a,b)\ A},

A
p* (A,2) = limsup 70 T2 R)
h—0+ h
Az —h
p (A, z) = limsup M
h—0+ h

Liczby p* (A,z) i p~ (A, ) sa nazywane prawostronng i lewostronng porowatosciq zbioru A
w punkcie x. Latwo sprawdzi¢, ze A jest porowaty w x wtedy i tylko wtedy, gdy p™ (4,z) > 0
lub p~ (A, z) > 0.
Twierdzenie 6.20 ([P9]). Zaldzmy, ze o > —% oraz S jest lokalnym systemem, takim Zze:

(1) S(x)={z+S5:5€8(0)} dlax €R.

(2) Jezeli S € S(0), to STU(=ST) € S(0)i S~ U(=S") e S(0).

(3) S spetnia parametryczny warunek przeciecia typu

S:NSyNz—aly—2z),y+aly—z) #0.
Wtedy dla dowolnego x € R i dowolnego S € S (x) zachodzq nierdwnosci:

1 1
7_‘_& 7_|_a
p(7)_1 lp<7x>_1

25 Analogiczny wynik by} niezaleznie udowodniony w [52].
26D1a o S (07 1) topologie 7, sa oznaczane T, o, natomiast topologia 71 jest oznaczana 77 ;.
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Jezeli lokalny system jest filtrujacy (tzn. S1 N S2 € S (z), gdy S1,S2 € S (x)), to warunek
(2) mozna zastapi¢ warunkiem "jedli S € S (0), to =S € S (0)".
e Prace [P8], [P10] oraz [P11] (napisana wspélnie z Malgorzata Filipczak).

W [101] B. S. Thomson pokazal, ze wiele twierdzenn o monotonicznoéci dla uogélnionych
pochodnych i uogélnionych granic, zachodzi przy zatozeniu, ze lokalny system spelnia okreSlony
warunek przeciecia. Z drugiej strony, D. N. Sarkhel i A. K. De udowodnili interesujace twier-
dzenie o monotonicznosci, korzystajac z wlasnosci innego typu ([88]). W pracy [P8] definiujemy
wlasnos¢ lokalnych systeméw odpowiadajaca warunkowi rozwazanemu przez D. N. Sarkhela
i A. K. De. Nazywamy ja wlasno$cia (SD). Dowodzimy, ze dla lokalnego systemu majacego
wlasnos¢ (SD), zachodza twierdzenia o monotonicznoSci bedace odpowiednikami twierdzen z
[101] i [88]. Pokazujemy wreszcie, ze wlasnoé¢ (SD) wynika z warunku przeciecia, ale nie jest
mu réwnowazna. W pracy [P10] dowodzimy, ze system I-proksymalny Si.,, ma wilasnoéé
(SD), a w pracy [P11], ze wlasno$¢ te ma system s* otoczen w topologii *-silnej porowatosci
na prostej. W konsekwencji, zachodza dla nich odpowiednie twierdzenia o monotoniczno$ci.

Niech S bedzie lokalnym systemem, f: R — R i xg € R. Liczby

(S)-liminf f () i= sup {¢ : {zo} U f 1 (t,00) € S (20)},

(S)-limsup f (z) :=inf {¢: {zo} U fl(~o0,t) €S (z0)},

(S)-Df (x) := (S)-liminf f(2) = f(20)

T—T0 T — xg
nazywamy (S)-granicq dolna, (S)-granicqg gérng i (S)-pochodng dolng funkcji f w punkcie xo.
W pracy [88] zostalo udowodnione nastepujace twierdzenie:

¢ Niech A C [a,b] i B = [a,b] \ A. Jezeli (i) a € 4, (ii) &/ (A,2) > 0dlaz € A\ {b} oraz
(iii) d; (B,z) >0dlaz € B, to B = 0.

W twierdzeniu tym d;L (A, z) oznacza prawostronng dolna gestoS¢ wewnetrzng zbioru A
w punkcie z (w definicji d* (A, x), miare zastepujemy miara wewnetrzna).

Lokalny system S = {S (z): z € R} nazywamy obustronnym, jezeli x jest obustronnym
punktem skupienia kazdego zbioru z S (z). Dla obustronnego lokalnego systemu S definiujemy
lokalne systemy S i 8~ przyjmujac:

ST (z):={ACR:AU(~0c0,7) €S (7)},
S (x)={ACR:AU(z,00) € S(z)}.
Moéwimy, ze lokalny system S ma wlasnosé (SD), jezeli jest obustronny i dla dowolnego prze-
dzialu domknigtego [a, b] i zbioréw A C [a,b], B = [a,b] \ A, z warunkéw
(1) a € A,
(2) Ac ST (z)dlaxz e A\ {b},
(3) BeS (z)dlaze B,
wynika, ze B = ().
Twierdzenie 6.21 ([P8, Theorem 2|). Niech S bedzie lokalnym systemem majacym wlasnosé
(SD) oraz f: R — R. Jezeli
(1) (87)-limsup, ., f (y) < f(x) dla kazdego x,
(2) (S+)—Qf > 0 prawie wszedzie,
(3) (S+) -Df > —o0 wszedzie oprdcz przeliczalnej liczby punktow, w ktdrych spetniona jest
nieréwnosé f (x) < (S1)-liminfy ., f (y),

to f jest niemalejgca.
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Whniosek 6.22 ([P8, Corollary 3]). Jezeli lokalny system S ma wltasnosé (SD) oraz
(1) (S7)-lim sup, ., f (y) < f (z) dla kazdego ,
(2) (ST)-Df > 0 prawie wszedzie,
(3) (ST)-Df > —oc wszedzie,

to f jest niemalejgca.

Whiosek 6.23 ([P8, Corollary 4]). Jezeli lokalny system S ma wtasnosé (SD) oraz
(1) (87)-limsup, ., f(y) < f(z) < (SF)-liminf, .. f (y) dla kazdego x,
(2) (S+)—Qf > 0 prawie wszedzie,
(3) (S+)—Qf > —oo niemal wszedzie (poza zbiorem przeliczalnym),

to f jest niemalejgca.

Whniosek 6.24 ([P8, Corollary 5]). Jezeli lokalny system S ma wtasnosé (SD) oraz (S)-
Df (x) > 0 dla wszystkich z, to f jest niemalejaca.

Powyzsze twierdzenia sg uogélnieniami klasycznych twierdzenh o monotonicznosci dotycza-
cych zwyktych granic i pochodnych oraz aproksymatywnych granic i pochodnych (patrz [101,
§55]). Nastepne twierdzenie jest wzmocnieniem [88, Theorem 4.3].

Twierdzenie 6.25 ([P8, Theorem 6]). Niech S bedzie lokalnym systemem majgeym wlasnosé
(SD) oraz f: R — R. Jezeli

(1) (87)-limsup, ., f (y) < f(z) < (SF)-liminf, . f (y) dla kazdego z,

(2) f(E) ma puste wnetrze, gdzie E = {z: (ST)-Df (z) <0OA(S7)-Df (z) <0},

to f jest niemalejgca.

Twierdzenie 6.26 ([P8, Theorem 7]). Jezeli lokalny system S jest obustronny i spelnia
warunek przeciecia typu Sy NSy N[z, y] # 0, to S ma wlasnosé (SD).

W [P8] zostalo pokazane, ze istnieje obustronny lokalny system, ktéry ma wilasnoéé (SD),
ale nie spelnia warunku przeciecia z ostatniego twierdzenia.

W pracach [P10] i [P11] dowodzimy, ze dwa spo$réd badanych we wcze$niejszych pracach
lokalnych systeméw maja wlasnoéé (SD). W [P10] badamy system I-proksymalny S;_p,. Praca
[P11] dotyczy lokalnego systemu s*, takiego ze s* (z) = {U CR:z €ints; U}, gdzie ints: U
oznacza wnetrze zbioru U w topologii *-silnej porowatosci sp. Topologia sg, jest blisko zwigzana
z topologig I-gestoéci 7r = pp. Powstaje ona przez zastgpienie porowatosci silng porowatoscig
w definicji p. Topologie s% (w przestrzeniach metrycznych) byly badane w [52].

Twierdzenie 6.27 ([P10, Theorem 1]). Lokalny system S.pr ma wlasnosé (SD).
Twierdzenie 6.28 ([P11, Theorem 2, Proposition 8|). Lokalny system s* ma wtasnosé (SD).

Wynika stad, ze dla lokalnych systeméw Sy, i s* zachodzg twierdzenia 6.21 i 6.25 oraz
wnioski 6.22, 6.23 1 6.24. Poniewaz S;(x) C S () dla x € R, wiec réwniez lokalny system
S ma wlasnos¢ (SD). Zatem odpowiednie twierdzenia o monotonicznosci zachodza dla granic
i pochodnych I-aproksymatywnych.

e Prace [P12] (napisana wspélnie z Malgorzata Filipczak i Jackiem Hejdukiem) i [P15].

Praca [P12] dotyczy poréwnywania topologii (s)-gestosci. W [P15] badamy operator zdefi-
niowany przez rodzing ciagéw, bedacy uogélnieniem operatorow @) i Pp;.

Przypomnijmy, ze S oznacza rodzing nierosngcych ciggéw zbieznych do 0.27 Dla (s) € S

mamy Ty C 7Ty, przy czym réwnost zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liminf, oo Szzl >0
([36]). Oznaczmy Sy := {3 € S : liminf,_ o 87;:1 = 0},

2Tw [P12] zamiast ciagéw nierosnacych zbieznych do 0 uzywane sa ciagi niemalejace rozbiezne do co.
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Twierdzenie 6.29 ([P12, Theorem 5, 4, 6]). (1) Yines ses Ty G Tisys
(2) Yweso Iisyeso Lisy & Loy
(3) Jis)meso (Tis) € Ty i Ty & Tis)-

Kolejnym wynikiem jest charakteryzacja zawierania 7, C 7. Jest ona uzywana w [P16]
i [P18] do pokazania, ze pewne topologie nie sa topologiami (s)-gestosci. Ustalmy (s), (t) € S.
Niech (kp),,cy bedzie ciagiem indekséw, takim ze ¢, € [sk,+1,5k,) dlan € N.
Twierdzenie 6.30 ([P12, Theorem 7]). Niech (s), (t) € S. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) Tty € Ty
(2) Dla dowolnego rosngcego ciggu (n;);cy liczb naturalnych
Sk,

.. ; .. tn,
liminf — < oo lub liminf —=— = 1.
1—00 n; 1—00 Sk, +1

¢ 1

Oznaczmy przez C (T<S>) rodzing funkcji ciagtych z (R, ’T<S>) w (R, That)-

Twierdzenie 6.31 ([P12, Theorem 12]). Niech (s),(t) € S. C (T(5)) = C (Tyy) wtedy i tylko
wtedy, gdy Tig = Tiyy -

Zatézmy, ze zbiér C C S spelnia warunek inf {sy : (s) € C} = 0. Moéwimy, ze z € R jest
punktem C-gestosci zbioru A € L, jezeli
MNAN (2 — sy, 7+ 8,))

>1—c.
2s,

Veso 3(s>ec VneN

Zbiér wszystkich punktéw C-gestoSci zbioru A oznaczamy ®¢ (A). Analogicznie definiujemy
@ (A) i@, (A). Operator ®¢ spemia warunki (1), (3), (4) definicji operatora dolnej gestosci
i warunek ®¢ (A) C ®¢(B) dla A C B. Nie musi jednak spelia¢ warunku ®¢ (AN B) =
Oc (A) NP (B). Przyjmijmy:

Co:=8S\8 = {s € S : liminf St > 0} oraz Cy) = {(Sns Sn+1, Snt2,...) :m € N}.

n—oo Sy,

Twierdzenie 6.32 ([P15, Theorem 1, Corollary 1]). (I%'O = o/
Wiasno$¢ 6.33 ([P15, Propositin 4]). ®¢ , = @, dla (s) € S.

Pojecie punktu C-gestoSci uogélnia wiec dwa rodzaje punktéw gestosei: (s)-gestosé i proksy-
malng gestost. Z kolejnego twierdzenia wynika, ze pojecia te sg istotnie rézne.
Twierdzenie 6.34 ([P15, Theorem 2]). &, # @, dia (s) € S.

e Prace [P13], [P14] i [P16] - [P20] (wszystkie napisane z Malgorzata Filipczak).

Prace dotycza operatoréw f-gestosci i topologii f-gestosci zdefiniowanych w rozdziale 4.

Twierdzenie 6.35 ([P13]). Dla dowolnej funkcji f € A, @5 spetnia warunki (1) - (3) definicji
operatora dolnej gestosci. Ponadto A\ (®f(A)\ A) =01i Py (A) € Fys dla A e L.

Z twierdzenia Taylora (str. 13) wynika, ze jezeli f (z) = 2% (), gdzie ¥ € C, to @ nie jest
operatorem dolnej gestosci.

Twierdzenie 6.36 ([P13]). 7y jest topologiq i Tnay G T G Ty dla f € A .

Jezeli ® spelia warunki (1) - (3) definicji operatora dolnej gestosci i A (® (A4) \ A) = 0 dla
A € L, to ¢ jest nazywany operatorem prawie dolnej gestosci. Niektére wlasnoSci topologii
generowanych przez operatory prawie dolnej gestosci sa takie jak wlasnosci topologii gestosci
([P21, Theorem 23.4], [48]). Dla dowolnej funkcji f € A topologia 7 nie jest ani normalna,
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ani o$rodkowa, ani Lindelofa, ani nie spelia pierwszego aksjomatu przeliczalnoéci. Jedynymi
zbiorami zwartymi w 7y sg zbiory skofczone. Zbiory miary zero sg domkniete, nigdziegeste
i dyskretne. Rodzina zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a pokrywa sie z rodzina zbioréw
borelowskich w 7;. Mamy tez:

Twierdzenie 6.37 ([P19]). Niech f € A. Zbior jest spdjny w Ty wtedy i tylko wtedy, gdy jest
spdjny w topologii naturalne;.

Oznaczmy przez A. rodzing wszystkich funkcji ciagltych nalezacych do A oraz przez A;
rodzine funkcji nalezacych do A, dla ktérych istnieja malejace i zbiezne do zera ciagi (ay),
(), takie ze f () = a, dla x € (Ty11, Ty

Twierdzenie 6.38 ([P16]). {®;: fe A} ={Ps: fe A} ={Ps: f e A}

W pracy [P13], f-gestos¢ zdefiniowlismy dla funkcji z A.. Powyzsze twierdzenie pozwolilo
zrezygnowaé z zalozenia ciggloSci w tej definicji.

W twierdzeniu 4.1, rodzina wszystkich topologii f-gestoSci zostala podzielona na cztery
podrodziny. Na ogét wystarczy rozwazat dwie podrodziny. Przyjmijmy:

Ap = {fEAzliminff(x):O}, Ap = {fEA:liminff(x) >0}.
z—0+ x z—0+ X

Topologie f-gestosci generowane przez funkcje z Ay zawieraja topologie gestosci 74, a topologie
generowane przez funkcje z Ag sg istotnie zawarte lub nieporéwnywalne z 7.

Twierdzenie 6.39 ([P14]). Jezeli f € Ay, to @5 jest operatorem dolnej gestosci.

WrtasnoSci topologii f-gestosci dla f € A; wynikaja z ogdlnych twierdzen dotyczacych
topologii generowanych przez operator dolnej gestosci ([P21, Theorem 23.6], [48]). W szczegdl-
nosci, 7y jest topologia Baire’a; zbiory pierwszej kategorii w 7; sg miary zero (a wiec nigdzie-
geste w 7¢); rodzina zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a pokrywa sie z rodzing zbioréw o
wlasnosci Baire’a w Ty. Mamy tez Ty = {®f (A)\N: A€ LN e N}, &; (Ps (A)) = Ds (A)
iintTfANANCITfAdlaAEE.

Twierdzenie 6.40 ([P17]). Jezeli f € Ay, to Ty jest calkowicie regularna.
W [P16] zostalo pokazane, ze {7, : (s) € S} C {Tj: f € A1} oraz zostal skonstruowany

przyklad pokazujacy, ze réwno$¢ nie zachodzi. Korzystajac z tego przyktadu, mozna udowod-
ni¢ wiecej.

Twierdzenie 6.41 ([P18]). Jezeli (s), (t) € S oraz Ty G Ty, to istnieje taka funkcja f € Ay,
26728> CI]}C,T@) l']—f%’]—(@ dla <a> €S.

Jezeli f € Ap, to wlasnoéci operatoréw i topologii f-gestoéci sa podobne do wlasnosci
operatoréw i topologii ¥-gestosci. Zachodzi odpowiednik twierdzenia Taylora.

Twierdzenie 6.42 ([P14]). Dla dowolnej funkcji f € Agy istnieje nigdziegesty i domkniety
zbior F C [0,1], taki z2e A(F) > 04 FN®y(F)=0.

Twierdzenie 6.43 ([P14]). Jezeli f € Ay, to przestrzen (R, Ty) jest pierwszej kategorii.
Twierdzenie 6.44 ([P17]). Jezeli f € Ao, to topologia Ty nie jest reqularna.

Tematem pracy [P20] jest poréwnywanie topologii f-gestosci. Niektére pomysty pochodza

z prac o ¥-gestoSci. Dowody sa jednak prostsze, mimo ze dotycza ogdlniejszej sytuacji.
Z definicji punktu f-gestosci natychmiast wynika, ze Ty, C 7y, gdy limsup, o, % <

([P13]). W [P16] zostalo pokazane, ze odwrotna implikacja nie zachodzi.
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Twierdzenie 6.45 ([P20]). Jezeli f1, fo € A ilimg_,o+ }28 =0, to Ty, G Tp,.

Gléwnym wynikiem pracy jest twierdzenie charakteryzujace zawieranie topologii f-gestosci,
podobne do twierdzenia dla -gestosci ze [104]. Dla fi, fo € Ain € N przyjmujemy:

e lme M O2) A1) < 52 (1))
nfifa - m_>0+p fl (:C) .

Twierdzenie 6.46 ([P20]). Ty, C Ty, wtedy i tylko wtedy, gdy lim, .o eng, f, = 0.

Twierdzenie to jest wykorzystywane w pracach [H1] i [H3]. Mozna z niego réwniez wywnios-
kowa¢ twierdzenie 6.30.
W pracy [P19] badamy homeomorfizmy miedzy topologiami f-gestoSci.

Twierdzenie 6.47 ([P19]). Jezeli fi,fo € Aih: (R, T;) — (R, T3,) jest homeomorfizmem,
to:
(1) h i h=! sq ciggle (w 2wyklym sensie), monotoniczne i spetniajq warunek (N) Luzina,
(2) zbiory A := {x : istnieje pochodna h' (x)}

!/
i B:= {x : istnieje pochodna (hil) (h (x))} sq petnej miary,
(3) jezeli W () =1 dlax € AN B, to Ty, = Ty,.
Dla funkcji z A, nieporéwnywalne topologie f-gestodci nie moga by¢ homeomorficzne.

Twierdzenie 6.48 ([P19]). Zatozmy, ze fi1, fo € A1. Jezeli przestrzenie topologiczne (R, Ty,)
i (R,7y,) sa homeomorficzne, to Ty, C Ty, lub Ty, C Ty, .

Twierdzenie 6.49 ([P19]). Topologia gestosci Ty nie jest homeomorficzna z Zadng inng
topologia f-gestosci.

Topologie f-gestosci byly tez badane w [38]. W [46] J. Hejduk rozwazal uogélnienie, w

ktérym uzywat funkcji speliajacych jedynie warunek (A2) z definicji.
e Prace [P21] i [P22] (napisana wspdélnie z Malgorzata Filipczak).

Sa to prace przegladowe dotyczace topologii f-gestosci i ich zwiazkéw z topologiami
(s)-gestodci 1 1-gestoscei. Zawieraja wyniki z opublikowanych wezeéniej prac. Cze$é twierdzen
jest podana z dowodami. Praca [P21] opisuje dodatkowo wlasnosci topologii generowanych
przez operatory dolnej gestosci i operatory niemal dolnej gestosci w (R, £, ') (przy zalozeniu,
ze Tnat C 73). Dowody tych wlasno$ci opieraja sie gléwnie na literaturze dotyczacej punktéw
gestoéci. Topologie generowane przez operatory dolnej gestoSci i niemal dolnej gestosci byly
tez badane w [48].

e Praca [P23] (napisana wspdélnie z Malgorzata Filipczak i Rafalem Knapikiem).

W pracy opisujemy zbiory majace wlasno$¢ Steinhausa i zbiory majace wlasnos¢ Smitala w
grupach topologicznych. Rozwazamy tez wlasno$¢ Smitala wzgledem réznych ideatéw.

W pracy [14] byly badane wlasnoéci Steinhausa i Smitala dla ciala i idealu podzbioréw
grupy topologicznej. W [H7] rozwazane byly wlasnosci tego typu w lokalnie zwartej polskiej
grupie abelowej (patrz rozdzial 3). Praca [P23] dotyczy "lokalnej" wersji tych wlasnoSci, tj.
badamy zbiory majace wiasnoé¢ Steinhausa i zbiory majace wlasno$¢ Smitala.

Niech (X, +) bedzie lokalnie zwarta grupa abelowa oraz Ax uzupelniona miara Haara w X.
Méwimy, ze zbiér A C X ma:

— wlasnosé Steinhausa (A € SP), jezeli int (A — A) # 0,

— wlasnosé Smitala (A € SmP), jezeli Ax ((A+ D)) = 0 dla dowolnego zbioru gestego D,
— rozszerzong wtasnosé Smitala (A € ESmP), jezeli dla dowolnego zbioru gestego D, zbiér
(A + D) nie zawiera zbioru o dodatniej mierze Haara.
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Mamy oczywiscie SmP C ESmP. Jezeli grupa X jest dyskretna, to SP = SmP =
ESmP =P (X)\ {0}.

Wiasnoéé 6.50 ([P23, Proposition 3, 4]). Niech X bedzie lokalnie zwartq grupaq abelowg.
Wtedy

(1) ESMP C P (X)\ Nay-

(2) Jezeli X jest osrodkowa, to ESmP =P (X)\ Ny, i SmP C SP.

(3) Jezeli X jest o-zwarta i nie jest dyskretna, to SmP G SP.

Przykladem zbioru nalezacego do SP\SmP jest klasyczny zbiér Cantora. Z lematu Smitala
wynika, ze L\ N C SmP, czyli zbiory mierzalne bez wlasno$ci Smitala (lub Steinhausa) sa
miary zero. Rezygnacja z mierzalnosci zmienia diametralnie sytuacje.

Twierdzenie 6.51 ([P23, Theorem 2]). (1) Istniejg zbiory A € SP\ SmP i B ¢ SP,
takie 26 AU B =R.
(2) Istniejq zbiory A, B € SP\ SmP, takie 2¢ AU B = R.
(3) Istniejq zbiory A, B ¢ SP, takie 2e AU B = R.

Zatem, na prostej, rodziny SP i ESmP sa nieporéwnywalne w sensie inkluzji oraz SmP ;
ESmP ([P23, Corollary 2]). Poprzednie twierdzenie pokazuje, ze zbiory "duze" moga nie mieé¢
wlasnosci Smitala. Z nastepnego wynika, ze wlasno$¢ te moga mie¢ zbiory "mate". Symbol
A« oznacza miare wewnetrzng Lebesgue’a.

Twierdzenie 6.52 ([P23, Theorem 3]). Istnieje zbior A C R, taki z2e \x (A) = 0 i A ma
wlasnos¢ Smitala.

W drugiej czeéci pracy uogdlniamy wiasno§¢é Smitala, zastepujac ideal zbioréw miary zero
innym idealem. Niech 7 bedzie wiaSciwym idealem podzbioréw abelowej grupy topologi-
cznej X. Mowimy, ze zbior A C X ma wlasnosé Smitala wzgledem T (A € SmPr), jezeli
(A+ D) € 7 dla dowolnego zbioru gestego D.

Jezeli grupa topologiczna X jest osrodkowa, a ideal 7 jest niezmienniczy na przesuniecia, to
INSmPr = 0 oraz SmPz C SP ([P23, Proposition 5]). Oznaczmy przez Fin (Count) ideal
zbioréw skonczonych (przeliczalnych).

Twierdzenie 6.53 ([P23, Theorem 4, Corollary 4]). W grupie (R,+) zachodzq inkluzje
(1) SmP{@} ; SmPrin ; SMPeount ; SmP.
(2) LN SmP{g} ; LNSMPrin ; L N SEMPcount ; LNASmP.

Dla zbioréw pierwszej kategorii dostajemy wyniki podobne jak dla zbioréw miary zero.

Twierdzenie 6.54 ([P23, Theorem 6]). Zalézmy, ze X jest abelowq grupg topologiczng. Wtedy
(1) Ba\ M C SmP.
(2) Jezeli X jest osrodkowaq przestrzeniq Baire’a, to M NSmPy =0 i SmPpr C SP.
(3) Jezeli X jest lokalnie zwarta, o-zwarta i nie jest dyskretna, to rodzina SmPpy jest
niepordwnywalna (w sensie inkluzji) 2 SmP oraz SmPap & SP.

Twierdzenie 6.55 ([P23, Theorem 7]). W grupie (R, +):
(1) Istniejq zbiory A, B € SP \ SmPup, takie 2e AU B =R.
(2) Istniejq takie zbiory A ¢ SP i B € SP\SmPpnm, 2¢e AUB =R.

Oznaczmy przez Mic ideat zbioréw mikroskopijnych na prostej (patrz [P24] ponizej).

Twierdzenie 6.56 ([P23, Proposition 7]). W grupie (R, +):
(1) SmPCount ; Smp/\/lw ; SmPp.
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(2) Rodzina SmPagic jest niepordwnywalna z SmPay.
(3) Rodzina SmP ;. jest nieporéwnywalna z SmPaap -

e Praca [P24] (napisana wspdélnie z Markiem Balcerzakiem i Piotrem Nowakowskim).

Uzywajac narzedzi miarowych i topologicznych, badamy jak duze sa pewne podrodziny
rodziny symetrycznych (centralnych) zbioréw Cantora.

Ustalmy ciag a = (an),,cy liczb z przedziatu (0,1). Przyjmijmy I = [0, 1] i odejmijmy od I
koncentryczny z nim przedzial otwarty P dlugoéci a; |I| = a;. Lewa skladowa réznicy I\ P
oznaczmy Iy, a prawg I;. Indukcyjnie, dla i € N, s € {0,1}i odejmujemy od przedzialu I
koncentryczny z nim przedzial otwarty Py dlugoSci a;y1|Is|. Lewa sktadowa réznicy I \ P
oznaczamy I, a prawa I;. W n-tym kroku otrzymujemy 2™ przedzialéw bazowych I,
s € {0,1}", dlugosci

dn=dn(a) = 5-(1—a1)...(1 —an).
Zbioér
o
- U -
n=1se{0,1}"
nazywamy symetrycznym (lub centralnym) zbiorem Cantora. Rodzing wszystkich symetrycz-
nych zbioréw Cantora oznaczamy CS.

Rozwazmy X := (0, 1)N z topologia produktowa i z miarg probabilistyczna p bedaca pro-
duktem miar Lebesgue’a na (0,1). Funkcja X > a — C(a) € CS jest bijekcja z X na CS.
Utozsamiajac zbiér A C CS ze zbiorem A* := {a € X : C (a) € A} mozemy bada¢ jego miare
i kategorie Baire’a.

Méwimy, ze zbiér A C R jest mikroskopijny, jezeli dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taki
cigg przedzialéw (J,), oy Pokrywajacy A, ze A (J,) < " dla n € N. Definicje t¢ wprowadzit
J. Appell w [5]. Wlasnosci zbioréw mikroskopijnych byly badane m.in. w [6] i [49]. Rodzina
zbioréw mikroskopijnych jest o-idealem. Oznaczamy jg Mic.

W [P24] badamy przekroje rodziny CS z rodzinami: Mic - zbioréw mikroskopijnych,
Ho - zbioréw wymiaru Hausdorffa zero, Por - zbioréw porowatych 87707’ - zbioréw silnie
porowatych i N - zbior6w miary zero. Przekroje te oznaczamy Mzc Ho, 7707“ SPor i N.
Wiadomo, ze Mic G Ho G N i SPor G Por G N ([6], [49], [101] i [113]).

Niech f: N — [1, oo) Przmeljrny

M (f) = {C(a) €CS : Vesg Tnen dn < ef(")},

Wiasnosé 6.57 ([P24]). Niech f : N — [1,00) i C(a) € CS. Nastepujgce warunki sq
réownowazne:

(1) C(a) € M(f),

(2) Ves0 Vimen Fnom dn < e/,

(3) liminf, (dn)l/f(") =0,

(4) g,

liminf,, oo =75 I

8

Mamy oczywiscie M (g) C M (f), gdy limsup,,_, g(% <

Twierdzenie 6.58 ([P24]). Niech f: N — [1,00). Wtedy:
(1) M(f) c M (n) albo M (f)=CS.
(2) Zbior M (f)* jest rezydualny i typu Gs w X .
(3) p(M(n)") =0.

Twierdzenie 6.59 ([P24]). M (2") G Mic MNpei,2) M (")
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Twierdzenie 6.60 ([P24]). ., M (p") G M (n) = Ho.

W dowodzie ostatniego twierdzenia byt uzyty wzér na wymiar Hausdorffa symetrycznego

zbioru Cantora: dimyg C (a) = liminf, —nlﬁldi ([51]). Przy badaniu porowatych i super-

porowatych zbioréw z CS wykorzystujemy twierdzenie méwiace, ze zbiér C (a) jest porowaty
(silnie porowaty) wtedy i tylko wtedy, gdy limsup,, ,., an > 0 (limsup,,_,., an, = 1) ([101]).

Wiasno$¢ 6.61 ([P24]). Ho C SPor.

Twierdzenie 6.62 ([P24]). (1) SPor G Por G N.
(2) p (§P0r*> =1.
(3) Zbiory SPor* i N* sq typu Gs, a zbidr Por* jest typu Gso w X.

Prace [P24] mozna podsumowaé nastepujaco:
- M (2™) ;M\ic;ﬁo ;gPor;ﬁorgjv,
— M (2™)* jest rezydualny, u (7-76) =0ip <§P0r*) =1.

Zbiér Cantora i jego uogdlnienia naleza do najpopularniejszych zbioréw badanych przez
matematykow, a literatura im poSwigcona jest bardzo obszerna. W [P24] korzystaliSmy z
artykulow [51] i [24]. Bardzo interesujacym kierunkiem w studiach nad zbiorami Cantora jest
badanie ich algebraicznych sum, réznic, a takze iloczynéw. Nastepuje tu potgczenie tematyki
dotyczacej zbioréw Cantora, zbioréw podsum szeregéw oraz twierdzenia Steinhausa ([23], [4],
[84] i [15]). Tematyka ta wiaze si¢ tez z zastosowaniem zbioréw Cantora w teorii ukladéw
dynamicznych, krystalografii i fizyce (poréwnaj [70], [54], [97]).

e Praca [P25] (napisana wspdlnie z Grazyna Horbaczewska) - wystana do recenzji.

Wiyniki z tej pracy zostaly krétko oméwione na konicu rozdziatu 5.
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