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Poni·zej znajduje si¾e omówienie celu naukowego wy·zej wymienionych prac i osi ¾agni¾etych
wyników. W ca÷ym autoreferacie powy·zsze prace s ¾a cytowane jako [H1] - [H7], moje pozosta÷e
prace - jako [P1] - [P25] (spis na str. 19), a prace innych autorów - jako [1] - [115] (spis na
końcu autoreferatu). Dokona÷em transliteracji rosyjskich nazwisk i tytu÷ów pisanych cyrylic ¾a.

1. Wst ¾Ep

Precyzyjne poj¾ecie mierzalnósci pojawi÷o si¾e w matematyce stosunkowo niedawno. Pod
koniec XIX wieku ukaza÷y si¾e prace C. Jordana i G. Peano dotycz ¾ace skończenie addytywnej
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miary nazywanej wspó÷czésnie miar ¾a Jordana. W roku 1905 G. Vitali udowodni÷, ·ze nie istnieje
niezerowa miara (przeliczalnie addytywna) okréslona dla wszystkich podzbiorów prostej, która
jest niezmiennicza na przesuni¾ecia i skończona na zbiorach ograniczonych ([102]). Oznacza to,
·ze dla ka·zdej "sensownej" miary na prostej, istnieje zbiór, którego nie potra� ona zmierzýc -
zbiór niemierzalny. Zbiory niemierzalne maj ¾a cz¾esto patologiczne w÷asnósci. Z tego powodu
wiele rozwa·zań ograniczamy do zbiorów mierzalnych.
Struktury mierzalne pojawi÷y si¾e w zwi ¾azku z problemami dotycz ¾acymi teorii miary. Wspó÷-

czesne badania nad nimi wykraczaj ¾a jednak poza klasyczn ¾a teori¾e miary. Korzystaj ¾a one z
narz¾edzi teorii mnogósci, topologii, a tak·ze algebry. Te trzy kierunki badań - teoriomno-
gósciowy, topologiczny i algebraiczny - wyst¾epuj ¾a w pracach sk÷adaj ¾acych si¾e na osi ¾agni ¾ecie.
Interesuj ¾ace wyniki dostajemy cz¾esto dzi¾eki po÷¾aczeniu tych metod.
Szczególne miejsce w badaniu struktur mierzalnych zajmuje kwestia zwi ¾azku mi¾edzy zbio-

rami miary zero, a zbiorami pierwszej kategorii, lub ogólniej, mi¾edzy mierzalnósci ¾a w sen-
sie Lebesgue�a, a w÷asnósci ¾a Baire�a. W. Sierpiński udowodni÷, ·ze przy za÷o·zeniu hipotezy
continuum, istnieje taka wzajemnie jednoznaczna funkcja f z prostej na prost ¾a, która przepro-
wadza rodzin¾e zbiorów miary zero na rodzin¾e zbiorów pierwszej kategorii ([89]). P. Erdös
wykaza÷, ·ze mo·zna dodatkowo za·z ¾adác, by f = f�1 ([34]). Przegl ¾ad podobieństw i ró·znic
mi¾edzy miar ¾a Lebesgue�a, a kategori ¾a Baire�a zawiera ksi ¾a·zka J. C. Oxtoby�ego [76]. Zagad-
nienia te s ¾a nadal badane przez matematyków (porównaj [22, rozdzia÷7]).
Prace [H2] i [H4] wpisuj ¾a si¾e w opisany wy·zej nurt badań. Zosta÷y one zainspirowane

wynikami zawartymi w artykule M. Elekesa i A. Máthé [33] oraz postawionymi tam prob-
lemami. Praca [33] dotyczy÷a istnienia monotonicznego operatora borelowskiej otoczki na
rodzinie zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue�a i na rodzinie zbiorów miary zero. W [H2]
rozszerzamy te wyniki na abstrakcyjne �-cia÷a i �-idea÷y oraz stosujemy otrzymane twierdzenia
do �-cia÷a zbiorów maj ¾acych w÷asnóśc Baire�a i �-idea÷u zbiorów pierwszej kategorii na prostej.
W [H4] badamy istnienie niezmienniczych na przesuni¾ecia operatorów borelowskiej otoczki dla
�-idea÷u zbiorów miary zero oraz �-idea÷u zbiorów pierwszej kategorii. W rozwa·zaniach istotn ¾a
rol¾e graj ¾a w÷asnósci algebraiczne prostej - istnienie podgrupy nale·z ¾acej do jednego idea÷u, a nie
nale·z ¾acej do drugiego. W obu pracach, istnienie operatorów otoczki jest, na ogó÷, uzale·znione
od dodatkowych za÷o·zeń teoriomnogósciowych.
Badania dotycz ¾ace borelowskich otoczek by÷y kontynuowane przez A. Ros÷anowskiego i S.

Shelaha w [86] i [87]. Pokazali oni (w ZFC), ·ze istnieje podgrupa prostej, która jest miary
zero i drugiej kategorii, i w konsekwencji nie istnieje niezmienniczy na przesuni¾ecia operator
borelowskiej otoczki na ideale zbiorów miary zero.
W roku 1920 H. Steinhaus udowodni÷, ·ze dla dowolnego podzbioru prostej miary dodatniej,

jego ró·znica algebraiczna A � A jest otoczeniem zera ([93]). Naturalne uogólnienienie tego
twierdzenia polega na zast ¾apieniu miary Lebesgue�a na prostej miar ¾a Haara w lokalnie zwartej
grupie topologicznej, a z drugiej strony, zast ¾apieniu zbioru A�A zbiorem A�B ([94], [17]). Z
kolei, zast¾epuj ¾ac zbiory mierzalne i zbiory miary zero, zbiorami o w÷asnósci Baire�a i zbiorami
pierwszej kategorii, dostajemy twierdzenie Piccard i jego uogólnienia ([79], [66], [78], [32],
[106]). Lemat Smitala ([56], [55]) mówi, ·ze je·zeli A jest zbiorem miary dodatniej na prostej,
natomiast D jest zbiorem g¾estym, to zbiór A+D jest pe÷nej miary Lebesgue�a. W pracy [14]
zosta÷y zde�niowane w÷asnósci Steinhausa i Smitala dla pary z÷o·zonej z cia÷a S oraz idea÷u
I podzbiorów grupy topologicznej. By÷y te·z badane zwi ¾azki mi¾edzy ró·znymi wersjami tych
w÷asnósci, zwi ¾azanych z ró·znymi uogólnieniami twierdzenia Steinhausa i lematu Smitala.1

1Para (S; I) ma w÷asnóśc Steinhausa (w÷asnóśc Smitala), je·zeli zachodzi dla niej teza odpowiedniej wersji
twierdzenia Steinhausa (lematu Smitala).



3

W pracy [H7] de�niujemy i badamy w÷asnósci Steinhausa i Smitala dla �-skończonych
miar borelowskich w lokalnie zwartej polskiej grupie abelowej X. Jako wnioski dostajemy
twierdzenia charakteryzuj ¾ace �-skończone miary borelowskie na X. Bardziej szczegó÷owo
zajmujemy si¾e, okréslonymi na [0; 1] miarami probabilistycznymi, generowanymi przez
miary Bernoulliego. G÷ówne twierdzenie jest póswi¾econe nósnikom tych miar. Jego dowód
jest oparty na twierdzeniu z [H6], dotycz ¾acym algebraicznych sum i ró·znic podzbiorów grupy
reszt modulo 2m. Wyniki te, zarówno dla przedzia÷u [0; 1], jak i w przypadku dyskretnym,
dostajemy badaj ¾ac g¾estóśc jedynek w rozwini¾eciach dwójkowych liczb z rozwa·zanych zbiorów.
Tematyka zwi ¾azana z twierdzeniem Steinhausa pojawia si¾e w wielu pracach. Wśród naj-

nowszych wyników warto wymieníc obszerne artku÷y N. H. Binghama i A. J. Ostaszewskiego
[19], [20], [75]. Nale·zy te·z wspomniéc o wykorzystaniu twierdzenia Steinhausa i lematu Smitala
w badaniach dotycz ¾acych równań i nierównósci funkcyjnych (patrz [55]).
Mówimy, ·ze x jest punktem g¾estósci zbioru mierzalnego A (na prostej), je·zeli średnia miara

�(A\[x�h;x+h])
2h d ¾a·zy do 1, gdy h d ¾a·zy do 0. Prawie ka·zdy punkt zbioru mierzalnego jest jego

punktem g¾estósci. Ten dóśc zaskakuj ¾acy fakt nosi nazw¾e twierdzenia Lebesgue�a o punktach
g¾estósci. Twierdzenie to jest szczególnym przypadkiem twierdzenia Lebesgue�a o ró·zniczkowa-
niu ca÷ki, które zosta÷o udowodnione przez H. Lebesgue�a w roku 1904 ([59]). Oznaczmy przez
�d (A) zbiór punktów g¾estósci zbioru A. Rodzina Td z÷o·zona z takich zbiorów mierzalnych
A, ·ze A � �d (A), jest topologi ¾a nazywan ¾a topologi ¾a g¾estósci. Zosta÷a ona po raz pierwszy
zde�niowana w pracy O. Haupta i Ch. Pauca [45]. Zainteresowanie topologi ¾a g¾estósci i jej
badanie datuje si¾e jednak dopiero od prac C. Go¤mana, C. J. Neugebauera i T. Nishiury [40]
oraz C. Go¤mana i D. Watermana [41]. Poj¾ecia punktu g¾estósci i topologii g¾estósci s ¾a ścísle
zwi ¾azane z aproksymatywn ¾a ci ¾ag÷ósci ¾a, graj ¾ac ¾a wa·zn ¾a rol¾e w wielu zagadnieniach analizy
rzeczywistej. Poj¾ecia te doczeka÷y si¾e licznych uogólnień. Mo·zna tu wymieníc topologie zde�-
niowane w pracach [72], [73], [P1], [P3], [111], [82], [110], [42], [44] i [65]. Osobny rodzaj uogól-
nień punktu g¾estósci i topologii g¾estósci stanowi ¾a ich kategoryjne odpowiedniki, czyli takie,
w których zbiory mierzalne w sensie Lebesgue�a i zbiory miary zero s ¾a zast¾epowane zbiorami
o w÷asnósci Baire�a i zbiorami pierwszej kategorii. Badania dotycz ¾ace topologii g¾estósci i jej
uogólnień, szczególnie zwi ¾azanych z kategori ¾a Baire�a, s ¾a od wielu lat prowadzone w ósrodku
÷ódzkim przez W. Wilczyńskiego i wspó÷pracowników. Zosta÷y one zapocz ¾atkowane artyku÷ami
[107] i [80]. Daleko id ¾acym uogólnieniem topologii g¾estósci jest abstrakcyjna topologia g¾es-
tósci rozwa·zana w ksi ¾a·zce [61] i pracach [112], [47], [48]. Dobre wprowadzenie w t¾e tematyk¾e
stanowi rozdzia÷W. Wilczyńskiego [109] z monogra�i Handbook of Measure Theory [77].
Zast¾epuj ¾ac, w de�nicji punktu g¾estósci, warunek �(A\[x�h;x+h])

2h ! 1 przez �([x;x+h]nA)
f(h) ! 0

i �([x�h;x]nA)f(h) ! 0, dostajemy de�nicj¾e punktu f -g¾estósci (f jest ustalon ¾a "sensown ¾a" funkcj ¾a).
Post¾epuj ¾ac tak jak w przypadku topologii g¾estósci, de�niujemy topologi¾e f -g¾estósci Tf . Po-
j¾ecia punktu f -g¾estósci i topologii f -g¾estósci zosta÷y wprowadzone w [P13]. Uogólniaj ¾a one
punkt i topologi¾e g¾estósci, a tak·ze  -g¾estóśc i hsi-g¾estóśc.2 Kilka prac z mojego dorobku
by÷o póswi¾econych badaniu topologii f -g¾estósci. Uzyskane wyniki pokazywa÷y, ·ze topologie
f -g¾estósci istotnie zawarte w topologii g¾estósci, maj ¾a w÷asnósci takie jak topologie  -g¾estósci.
Rodzi÷o to przypuszczenie, ·ze rodziny te s ¾a równe. W pracy [H1] pokazujemy, ·ze istnieje
topologia f -g¾estósci mniejsza ni·z Td, która nie jest topologi ¾a  -g¾estósci. W pracy [H3] zaj-
mujemy si¾e problemem, które topologie f -g¾estósci s ¾a niezmiennicze ze wzgl¾edu na mno·zenie
przez liczby ró·zne od zera. Pokazujemy, ·ze zasadnicz ¾a rol¾e gra tu warunek �2, analogiczny
do warunku wykorzystywanego w teorii przestrzeni Orlicza. Z uzyskanych twierdzeń ÷atwo
wynika, ·ze istnieje topologia f -g¾estósci zawieraj ¾aca Td, która nie jest topologi ¾a hsi-g¾estósci.

2De�nicje tych poj¾éc pojawi ¾a si¾e w rozdziale 4.
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Z twierdzenia Lebesgue�a o punktach g¾estósci wynika, ·ze dla dowolnego zbioru mierzalnego
A, prawie ka·zdy punkt prostej jest punktem g¾estósci zbioru A lub jego dope÷nienia. Z drugiej
strony, dla ka·zdego nietrywialnego zbioru mierzalnego3, istnieje punkt, który nie jest punktem
g¾estósci tego zbioru, ani jego dope÷nienia. Nazywamy go punktem wyj ¾atkowym. Pierwsze
wyniki dotycz ¾ace punktów wyj ¾atkowych pochodz ¾a z pracy V. I. Koĺ jady [53]. W [95] A. Szenes
zainteresowa÷si¾e tym "jak bardzo wyj ¾atkowe" s ¾a punkty nietrywialnego zbioru mierzalnego.
Granice dolna i górna ilorazu �(A\[x�h;x+h])

2h s ¾a nazywane g¾estósci ¾a doln ¾a i górn ¾a zbioru A w
punkcie x. A. Szenes pyta÷, jaki jest kres górny �H takich liczb �, ·ze dla ka·zdego nietrywialnego
zbioru mierzalnego A, istnieje punkt, w którym g¾estóśc dolna i g¾estóśc górna zbioru A nale·z ¾a
do przedzia÷u [�; 1� �]. W swojej pracy wskaza÷metod¾e szacowania �H, polegaj ¾ac ¾a na badaniu
skończonych sum przedzia÷ów otwartych, zwanych kon�guracjami, a tak·ze oszacowa÷�H z góry
i z do÷u. Szacowania te zosta÷y poprawione w [28], a problem rozwi ¾aza÷O. Kurka w [58].
W cytowanych pracach liczba �H by÷a traktowana jako uniwersalna sta÷a zwi ¾azana z ope-

ratorem g¾estósci �d. Punktem wyj́scia pracy [H5] jest spostrze·zenie, ·ze sta÷a ta jest raczej
zwi ¾azana z baz ¾a ró·zniczkowania, przy pomocy której de�niujemy operator g¾estósci. Sta÷¾a
�H dostajemy korzystaj ¾ac z bazy ró·zniczkowania, która sk÷ada si¾e ze wszystkich przedzia-
÷ów o środku w x dla x 2 R. W pracy [H5] badamy, analogicznie zde�niowan ¾a, sta÷¾a �B
dla dwóch rodzajów baz ró·zniczkowania B. Dla bazy ró·zniczkowania z÷o·zonej z przedzia÷ów
niesymetrycznych wzgl¾edem x (o ustalonej proporcji) dostajemy kilka prostych oszacowań.
Ciekawsze wyniki dotycz ¾a baz ró·zniczkowania z÷o·zonych z przedzia÷ów o środku w x, których
promienie s ¾a wyrazami ustalonego, nierosn ¾acego i zbie·znego do zera ci ¾agu hsi. W tym przy-
padku uda÷o si¾e uzyskác, dóśc trudny w dowodzie, odpowiednik twierdzenia Szenesa. Przy
szacowaniu �B, mo·zemy wi¾ec ograniczýc rozwa·zania do badania kon�guracji. Stosuj ¾ac to
twierdzenie, uzyskalísmy (w przygotowanej do druku pracy [P25]) oszacowanie sta÷ej �B dla
baz ró·zniczkowania generowanych przez ci ¾agi.
Literatura nawi ¾azuj ¾aca do twierdzenia Lebesgue�a o punktach g¾estósci jest bardzo obszer-

na i daleko wykracza poza cytowane wy·zej prace. W ostatnim czasie pojawi÷y si¾e artyku÷y
proponuj ¾ace inne podej́scie do tego tematu - przenosz ¾ace rozwa·zania na grunt deskryptywnej
teorii mnogósci ([1], [2], [3], [69]). Uogólnienia rozwa·zane w tych pracach dotycz ¾a zarówno
poj¾ecia punktu g¾estósci jak i poj¾ecia punktu wyj ¾atkowego.
Prace wchodz ¾ace w sk÷ad osi ¾agni ¾ecia maj ¾a dóśc szerok ¾a tematyk¾e. Centralnym punktem

tego cyklu s ¾a prace [H2] i [H4] dotycz ¾ace mierzalnych otoczek. Spotykaj ¾a si¾e tu tematy
poruszane w pozosta÷ych pracach. Mononicznymi operatorami mierzalnej otoczki dla cia÷a
zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue�a i cia÷a zbiorów o w÷asnósci Baire�a s ¾a operatory
domkni¾ecia w topologii g¾estósci i jej kategoryjnym odpowiedniku (nie s ¾a to jednak operatory
borelowskiej otoczki). Z kolei, kluczowym punktem dowodu nieistnienia operatora przesuwal-
nej otoczki, jest spostrze·zenie, ·ze rozwa·zana para (cia÷o, idea÷) ma w÷asnóśc Steinhausa.
W kolejnych rozdzia÷ach omówi¾e mój dorobek naukowy. Twierdzenia z prac, których jestem

autorem lub wspó÷autorem s ¾a numerowane w ka·zdym rozdziale osobno. Szczególnie istotne
twierdzenia z prac innych autorów s ¾a oznaczone symbolem �. Dotyczy to równie·z twierdzeń
z [H4] udowodnionych przez wspó÷autorów tej pracy.
W ca÷ym autoreferacie b ¾edziemy stosowác poni·zsze oznaczenia.
Rodzin¾e wszystkich podzbiorów zbioru X oznaczamy P (X), jego moc jXj; dope÷nienie

zbioru A � X oznaczamy Ac, a jego funkcj¾e charakterystyczn ¾a (indykator) �A. Zbiór liczb
rzeczywistych oznaczamy przez R, a zbiór liczb naturalnych f1; 2; 3 : : :g przez N. Je·zeli
A;B � R i x 2 R, to przyjmujemy A+B := fa+ b : a 2 A; b 2 Bg, A+ x := fa+ x : a 2 Ag

3Zbiór nie jest ani miary zero, ani miary pe÷nej.
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oraz xA := fxa : a 2 Ag. Analogiczne oznaczenia (dla dodawania) stosujemy w grupie ad-
dytywnej. Miar¾e Lebesgue�a na prostej oznaczamy przez �, rodzin¾e zbiorów mierzalnych
w sensie Lebesgue�a przez L, a rodzin¾e zbiorów miary zero przez N . Topologi¾e naturaln ¾a na
prostej oznaczamy Tnat. Je·zeli X jest przestrzeni ¾a topologiczn ¾a, to rodziny zbiorów otwartych,
domkni¾etych, borelowskich, o w÷asnósci Baire�a i pierwszej kategorii oznaczamy: GX , FX , BX ,
BaX iMX (opuszczamy indeks, jésli przestrzeń jest ustalona). Niech X b¾edzie zbiorem nie-
pustym, S - �-cia÷em podzbiorów X oraz I � S - �-idea÷em. Je·zeli A;B 2 S oraz A4B 2 I,
to piszemy A �I B (A � B, jésli I = N ). Funkcj¾e � : S ! P (X) nazywamy operatorem
dolnej g ¾estósci w (X;S; I), je·zeli dla dowolnych A;B 2 S zachodz ¾a warunki:
(1) � (;) = ; i � (X) = X,
(2) � (A \B) = � (A) \ � (B),
(3) je·zeli A �I B, to � (A) = � (B),
(4) A �I � (A).
Z (4) wynika, ·ze � (A) 2 S dla A 2 S.

2. Otoczki mierzalne

Omówimy wyniki zawarte w pracy [H2] napisanej wspólnie z Markiem Balcerzakiem i pracy
[H4] napisanej wspólnie z Andrzejem Ros÷anowskim i Saharonem Shelahem.
Niech X b¾edzie zbiorem niepustym, S - �-cia÷em podzbiorów X oraz I � S - �-idea÷em.

Mówimy, ·ze zbiór H jest otoczk ¾a zbioru A wzgl¾edem (X;S; I), je·zeli A � H, H 2 S oraz H n
G 2 I dla dowolnego zbioru G, takiego ·ze A � G i G 2 S. Niech A � P (X) i H � S. Funkcj¾e
' : A ! H nazywamy operatorem H-otoczki na A, je·zeli ' (A) jest otoczk ¾a A dla wszystkich
A 2 A. Je·zeli dodatkowo ' (A) � ' (B), gdy A � B, to operator H-otoczki nazywamy
monotonicznym. Je·zeli rodzina H jest zawarta w rodzinie zbiorów borelowskich w przestrzeni
topologicznej X (H � BX), to operator H-otoczki nazywamy operatorem borelowskiej otoczki.
Istnieje, oczywíscie, operator G�-otoczki na L (wzgl¾edem (R;L;N )) oraz operator F�-

otoczki na Ba (wzgl¾edem (R;Ba;M)). W pracy [33] M. Elekes i A. Máthé badali istnienie
monotonicznych operatorów G�-otoczki (B-otoczki) na L i na N .4 Pytali te·z o odpowiedniki
udowodnionych twierdzeń dla przestrzeni (R;Ba;M). W [H2] odpowiadamy na to pytanie.
Cz¾éśc wyników z [33] przenosimy na abstrakcyjne przestrzenie (X;S; I) i stosujemy do badania
istnienia monotonicznych operatorów borelowskiej otoczki naM, N 
M iM
N .
Niech I b¾edzie w÷ásciwym idea÷em podzbiorów X. Rodzin¾e D � I nazywamy baz ¾a I, je·zeli

dla dowolnego A 2 I istnieje B 2 D, taki ·ze A � B. Rozwa·zamy nast¾epuj ¾ace wspó÷czynniki
kardynalne idea÷u I (porównaj [22] i [16]):

add (I) := min
n
jFj : F � I;

[
F =2 I

o
;

cof (I) := min fjFj : F jest baz ¾a Ig ;

cov (I) := min
n
jFj : F � I;

[
F = X

o
;

non (I) := min fjAj : A � X; A =2 Ig :

Dla �-idea÷ów I;J � P (R) de�niujemy ich produkt Fubiniego, przyjmuj ¾ac:

I 
 J :=
�
A � R2 : 9B2BR2 (A � B i fx 2 R : B (x) =2 Jg 2 I)

	
;

gdzie B (x) = fy 2 R : (x; y) 2 Bg jest ci¾eciem zbioru B elementem x. Je·zeli S jest �-cia÷em,
zás I jest �-idea÷em podzbiorów X, to rodzina

SI := S 4 I := fA4 I : A 2 S; I 2 Ig

4Wyniki w [33] s ¾a sformu÷owane dla przedzia÷u [0; 1], ale przenosz ¾a si¾e na R.
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jest najmniejszym �-cia÷em zawieraj ¾acym S [ I. Mamy oczywíscie L = BN = B 4N i Ba =
BM = B 4M. W pracy [H2] rozwa·zamy �-idea÷y N 
M iM
N oraz odpowiadaj ¾ace im
�-cia÷a BN
M i BM
N (porównaj [67] i [10]).

Twierdzenie 2.1 ([H2, Fact 1.3]). (1) Istnieje monotoniczny operator Ba-otoczki na P (R)
(wzgl ¾edem (R;Ba;M)).

(2) Za÷ó·zmy, ·ze I = N 
M lub I =M
N . Istnieje monotoniczny operator BI-otoczki
na P

�
R2
�
(wzgl ¾edem

�
R2;BI ; I

�
).

W [33] zosta÷udowodniony analogiczny wynik dla (R;L;N ). Monotonicznym operatorem
L-otoczki na P (R) jest operator domkni¾ecia w topologii g¾estósci Td. Dla

�
R2;BN
M;N 
M

�
i
�
R2;BM
N ;M
N

�
odpowiednimi operatorami s ¾a operatory domkni¾ecia w uogólnionych

topologiach g¾estósci rozwa·zanych w [11]. Dla (R;Ba;M) monotonicznym operatorem Ba-
otoczki na P (R) jest ' (A) := A [D (A), gdzie

D (A) := fx 2 R : 8">0 A \ (x� "; x+ ") =2Mg

(porównaj [57, §10]). ×atwo sprawdzíc, ·ze ' (A) jest operatorem domkni¾ecia w topologii
T �M := fU nM : U 2 Tnat;M 2Mg, nazywanej topologi ¾a Hashimoto dla kategorii ([44]).
W [33] zosta÷o udowodnione, ·ze istnieje model ZFC, w którym nie ma monotonicznego

operatora borelowskiej otoczki na N . W podobny sposób dostajemy negatywne wyniki dla
M, N 
M iM
N .

Twierdzenie 2.2 ([H2, Theorem 2.2]). W modelu ZFC otrzymanym przez dodanie !2 liczb
losowych do modelu spe÷niaj ¾acego hipotez ¾e continuum CH nie istnieje monotoniczny operator
borelowskiej otoczki naM.

Wniosek 2.3 ([H2, Corollary 2.3]). Rozwa·zmy model ZFC otrzymany przez dodanie !2 liczb
losowych lub !2 liczb Cohena do modelu spe÷niaj ¾acego hipotez ¾e continuum CH. W modelu tym
nie istnieje monotoniczny operator borelowskiej otoczki na N 
M ani monotoniczny operator
borelowskiej otoczki naM
N .

Pozytywny wynik dotycz ¾acy istnienia monotonicznych operatorów borelowskiej otoczki na
�-idea÷ach tak·ze opiera si¾e na pomys÷ach z [33].

Twierdzenie 2.4 ([H2, Proposition 2.4]). Je·zeli I jest takim idea÷em, ·ze cof (I) = add (I)
oraz H jest baz ¾a I, to istnieje monotoniczny operator H-otoczki na I.

Je·zeli A, B s ¾a rodzinami zbiorów, to przyjmujemy A t B := fA [B : A 2 A; B 2 Bg.

Wniosek 2.5 ([H2, Corollary 2.5, 2.6]). (1) Je·zeli cof (M) = add (M), to istnieje mono-
toniczny operator F�-otoczki naM.

(2) Za÷ó·zmy, ·ze I = N 
M lub I = M 
 N oraz cof (I) = add (I). Istnieje wtedy
monotoniczny operator (F� t G�)-otoczki na I.

Je·zeli I ma baz¾e z÷o·zon ¾a ze zbiorów borelowskich, to równóśc cof (I) = add (I) wynika z
hipotezy continuum. W [33] zosta÷o pokazane, ·ze nie istnieje silnie monotoniczny operator
borelowskiej otoczki na N (' (A) $ ' (B), gdy A $ B). Analiza dowodu wskazuje, ·ze jest to
równie·z prawda dla dowolnego idea÷u zawieraj ¾acego zbiór mocy continuum, w szczególnósci
dlaM, N 
M iM
N ([H2, str. 189]).
G÷ówny wynik pracy [H2] dotyczy monotonicznych operatorów otoczki na �-cia÷ach. Przez

Hc, H� i H� oznaczamy rodzin¾e wszystkich dope÷nień, przeliczalnych sum i przeliczalnych
przekrojów zbiorów z H.
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Twierdzenie 2.6 ([H2, Theorem 2.10]). Niech H b ¾edzie skónczenie addytywn ¾a i przeliczalnie
multiplikatywn ¾a rodzin ¾a podzbiorów X, tak ¾a ·ze ; 2 H, jHj � @1 i Hc � H� oraz niech I b ¾edzie
�-idea÷em podzbiorów X, takim ·ze S := H4 I jest �-cia÷em. Je·zeli I ma baz ¾e zawart ¾a w H,
to istnieje monotoniczny operator Hc��-otoczki na S.

Dla I = N i H = G� wynika st ¾ad [33, Theorem 3.4 (Remark 3.9)]. Korzystaj ¾ac z
twierdzenia 2.6 (lub powtarzaj ¾ac dowód w celu uzyskania lepszej klasy borelowskiej), dosta-
jemy twierdzenia o istnieniu monotonicznego operatora borelowskiej otoczki na Ba, BN
M
i BM
N (przy za÷o·zeniu hipotezy continuum). Z twierdzenia 2.1 wynika, ·ze jest to równowa·zne
istnieniu takiego operatora, odpowiednio, na P (R) i P

�
R2
�
.

Twierdzenie 2.7 ([H2, Theorem 2.13]). (CH) Istnieje monotoniczny operator G��-otoczki na
Ba i na P (R).

Twierdzenie 2.8 ([H2, Theorem 2.12]). (CH) Je·zeli I = N 
M lub I =M
N , to istnieje
monotoniczny operator G����-otoczki na BI i na P

�
R2
�
.

Z powy·zszych twierdzeń wnioskujemy istnienie monotonicznych operatorów borelowskiej
otoczki dla przekrojów rozwa·zanych �-cia÷i �-idea÷ów.

Wniosek 2.9 ([H2, str. 192]). (CH)
(1) Istnieje monotoniczny operator F���-otoczki na P (R) wzgl ¾edem (R;L \ Ba;N \M).
(2) Istnieje monotoniczny operator G����-otoczki na P

�
R2
�

wzgl ¾edem
�
R2;BN
M \ BM
N ;N 
M\M
N

�
.

W [H2] uogólniamy równie·z twierdzenia dotycz ¾ace monotonicznych operatorów otoczki na
÷ańcuchach zbiorów. Dowody násladuj ¾a te z [33]. Niech S b¾edzie �-cia÷em, a I � S - �-idea÷em
podzbiorów X. Mówimy, ·ze przestrzeń (X;S; I) spe÷nia warunek przeliczalnego ÷áncucha
(ccc), je·zeli ka·zda roz÷¾aczna podrodzina rodziny S n I jest przeliczalna.

Twierdzenie 2.10 ([H2, Theorem 2.14]). Za÷ó·zmy, ·ze przestrzén (X;S; I) spe÷nia ccc, rodzina
H � S jest skónczenie addytywna, przeliczalnie multiplikatywna i ka·zdy zbiór z S ma H-
otoczk ¾e. Je·zeli istnieje monotoniczny operator H-otoczki na I, to dla dowolnego ÷áncucha
C � S istnieje monotoniczny operator H-otoczki na C.

Wniosek 2.11 ([H2, Corollary 2.15]). Za÷ó·zmy, ·ze I 2 fM;N 
M;M
Ng. Je·zeli istnieje
monotoniczny operator F��-otoczki na I, to dla dowolnego ÷áncucha C � P (R) (C � P

�
R2
�
)

istnieje monotoniczny operator F��-otoczki na C. W szczególnósci, je·zeli cof (I) = add (I), to
istnieje monotoniczny operator F��-otoczki na C.

Niech � b¾edzie liczb ¾a porz ¾adkow ¾a. Indeksowan ¾a rodzin¾e zbiorów fCa : � < �g nazywamy
wst ¾epuj ¾ac ¾a, je·zeli C� � C�, gdy � < � < �.

Twierdzenie 2.12 ([H2, Theorem 2.17]). Za÷ó·zmy, ·ze S jest �-cia÷em, I � S - �-idea÷em,
� < add (I)+ oraz rodzina C = fCa : � < �g � S jest wst ¾epuj ¾aca. Je·zeli rodzina H � S
jest skónczenie addytywna, skónczenie multiplikatywna oraz ka·zdy zbiór w S ma H-otoczk ¾e, to
istnieje monotoniczny operator H-otoczki na C.

Wniosek 2.13 ([H2, Corollary 2.18, 2.19]). (1) Za÷ó·zmy, ·ze � < add (M)+. Dla dowol-
nej wst ¾epuj ¾acej rodziny C = fCa : � < �g � P (R) istnieje monotoniczny operator
F�-otoczki na C.

(2) Za÷ó·zmy, ·ze I 2 fN 
M;M
Ng oraz � < add (I)+. Dla dowolnej wst ¾epuj ¾acej
rodziny C = fCa : � < �g � P

�
R2
�
istnieje monotoniczny operator (F�� \ G��)-otoczki

na C.
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Omówimy teraz wyniki z [H4]. Druga cz¾éśc pracy dotyczy monotonicznych operatorów
borelowskiej otoczki wzgl¾edem (X;Ba;M), gdzie X jest przestrzeni ¾a polsk ¾a. Jest ona dzie÷em
wspó÷autorów: A. Ros÷anowskiego i S. Shelaha. Wspomn¾e krótko o wynikach, które bezpósred-
nio nawi ¾azuj ¾a do [H2]. G÷ówne twierdzenie w tej cz¾ésci pracy jest nast¾epuj ¾ace:

� Niech X b¾edzie przestrzeni ¾a polsk ¾a. Istnieje monotoniczny operator borelowskiej otoczki
naM wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje monotoniczny operator borelowskiej otoczki na Ba.5

Twierdzenie to daje cz¾ésciow ¾a odpowied́z na pytanie [H2, Question 2.23]. Mo·zna te·z dok÷ad-
niej okréslíc zwi ¾azek mi¾edzy monotonicznymi operatorami borelowskiej otoczki naM i na Ba.

� Niech X b¾edzie przestrzeni ¾a polsk ¾a oraz 2 � � < !. Je·zeli istnieje monotoniczny operator
�0�-otoczki (�

0
�-otoczki) na M, to istnieje monotoniczny operator �0�+1-otoczki (�

0
�-otoczki)

na Ba.

� Niech X = R. Je·zeli cof (M) = add (M), to istnieje monotoniczny operator F��-otoczki
na Ba.

Rodzin¾e A � P (Rn) nazywamy niezmiennicz ¾a na przesuni ¾ecia, je·zeli A+ x 2 A dla A 2 A
i x 2 Rn. Za÷ó·zmy, ·ze I jest niezmienniczym na przesuni¾ecia �-idea÷em w Rn. Mówimy,
·ze operator borelowskiej otoczki ' : I ! B \ I jest niezmienniczy na przesuni ¾ecia, je·zeli
' (A+ x) = ' (A) + x dla A 2 I, x 2 Rn.
W [33] autorzy pytali, czy istnieje monotoniczny i niezmienniczy na przesuni¾ecia operator

borelowskiej otoczki na N . W pierwszej cz¾ésci pracy [H4] pokazujemy, ·ze z pewnych za÷o·zeń
teoriomnogósciowych (np. aksjomatu Martina MA) wynika, ·ze nie istniej ¾a niezmiennicze na
przesuni¾ecia operatory borelowskiej otoczki na N i na M (nawet bez zak÷adania monoto-
nicznósci). Zasadnicz ¾a rol¾e w naszych rozwa·zaniach gra poni·zsze twierdzenie. Jest ono kon-
sekwencj ¾a tego, ·ze pary (L;N ) i (Ba;M)maj ¾a w÷asnóśc Steinhausa, tj. dla dowolnych zbiorów
A 2 L n N , B =2 N (odpowiednio, A 2 Ba nM, B =2M) zbiór A+B ma punkt wewn¾etrzny.

Twierdzenie 2.14 ([H4, Theorem 2.2]). (1) Je·zeli w Rn istnieje podgrupa G 2 N nM,
to nie istnieje niezmienniczy na przesuni ¾ecia operator borelowskiej otoczki na N .

(2) Je·zeli w Rn istnieje podgrupa G 2MnN , to nie istnieje niezmienniczy na przesuni ¾ecia
operator borelowskiej otoczki naM.

Kolejne twierdzenia pokazuj ¾a, ·ze przy pewnych za÷o·zeniach teoriomnogósciowych, przestrzeń
linowa Rn (nad cia÷em Q liczb wymiernych) posiada podprzestrzeń nale·z ¾ac ¾a doNnM (MnN ).
Pierwsze, w prywatnej rozmowie, zasugerowa÷Sz. G÷¾ab.

Twierdzenie 2.15 ([H4, Theorem 2.3]). (1) Je·zeli non (N ) > non (M), to istnieje pod-
przestrzén liniowa przestrzeni Rn nale·z ¾aca do N nM.

(2) Je·zeli non (M) > non (N ), to istnieje podprzestrzén liniowa przestrzeni Rn nale·z ¾aca
doMnN .

Istnieje model ZFC, w którym zachodzi nierównóśc non (N ) > non (M) oraz model, w
którym zachodzi nierównóśc non (M) > non (N ) ([16]).
Niech I b¾edzie idea÷em w Rn oraz � b¾edzie liczb ¾a kardynaln ¾a. Mówimy, ·ze zbiór A � Rn

jest zbiorem �-×uzina wzgl¾edem I, je·zeli jAj � � oraz jA \Bj < � dla B 2 I ([22], [25]).
Je·zeli idea÷I jest niezmienniczy na przesuni¾ecia, to przyjmujemy:

cov� (I) := min fjAj : A � Rn ^ 9B2I (A+B = Rn)g :

5W twierdzeniu jest jeszcze trzeci warunek równowa·zny, który pomin¾elísmy.
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J. Smítal udowodni÷, ·ze przy za÷o·zeniu hipotezy continuum, istnieje podprzestrzeń liniowa
przestrzeni Rn, która jest zbiorem ×uzina, tj. zbiorem @1-×uzina wzgl¾edem M ([92, Lemma
1]). Mody�kuj ¾ac dowód tego twierdzenia mo·zna, przy s÷abszych za÷o·zeniach, wskazác pod-
przestrzenie przestrzeni Rn nale·z ¾ace do N nM i M n N . Drugi podpunkt twierdzenia by÷
sformu÷owany jako ćwiczenie (bez dowodu) w [22, Exercise 8.7(b)].

Twierdzenie 2.16 ([H4, Theorem 2.5]). Niech fI;J g = fN ;Mg.
(1) Je·zeli cov� (I) � cof (I), to istnieje podprzestrzén liniowa H przestrzeni Rn, taka ·ze

H 2 J n I.
(2) Je·zeli cov (I) = cof (I) = �, to istnieje podprzestrzén liniowa H przestrzeni Rn, która

jest zbiorem �-×uzina wzgl ¾edem I.

Poniewa·z cov� (N ) � non (M) � cof (N ), wi¾ec dla I = N , za÷o·zenie twierdzenia 2.16(1)
ma w istocie postác cov� (N ) = cof (N ). W twierdzeniu 2.16(2) mamy � = cov (I) � non (J ),
i z [22, Theorem 8.28] wnioskujemy, ·ze H 2 J n I. Zauwa·zmy te·z, ·ze je·zeli I 2 fN ;Mg,
to z aksjomatu Martina dostajemy add (I) = cov (I) = cov� (I) = non (I) = cof (I) = 2@0 .
Wynika st ¾ad:

Twierdzenie 2.17 ([H4, Corollary 2.7]). (1) Je·zeli zachodzi MA lub non (N ) > non (M)

lub cov� (M) � cof (M), to nie istnieje niezmienniczy na przesuni ¾ecia operator borelo-
wskiej otoczki na N .

(2) Je·zeli zachodzi MA lub non (M) > non (N ) lub cov� (N ) = cof (N ), to nie istnieje
niezmienniczy na przesuni ¾ecia operator borelowskiej otoczki naM.

Wpracach [H2] i [H4] sformu÷owalísmy kilka problemów. Niektóre z nich zosta÷y rozwi ¾azane.
A. Ros÷anowski i S. Shelah pokazali, ·ze niesprzeczne z ZFC jest nieistnienie monotonicznego
operatora otoczki na N \M ([86]). Ci sami autorzy udowodnili (w ZFC) istnienie podgrupy
grupy (R;+) nale·z ¾acej do N nM oraz niesprzecznóśc tego ·ze ka·zda podgrupa pierwszej kate-
gorii jest miary zero ([87]). Z pierwszego faktu wynika, ·ze nie istnieje niezmienniczy na
przesuni¾ecia operator borelowskiej otoczki na N .

3. W÷asnoŚci Steinhausa i Smitala dla miar

Omówimy wyniki zawarte w pracy [H7] napisanej wspólnie z Arturem Bartoszewiczem
i Ma÷gorzat ¾a Filipczak oraz pracy [H6] napisanej wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak.
Ustalmy liczb ¾e p 2 (0; 1) i rozwa·zmy przestrzeń probabilistyczn ¾a (
;F ; Pp), gdzie 
 := f0; 1g ,

F := P (
) oraz Pp (f1g) = p. Niech b�p b¾edzie przeliczalnym produktem miar Pp. Miary b�p
s ¾a nazywane miarami Bernoulliego. Przez �p oznaczamy miar¾e borelowsk ¾a na [0; 1] gene-

rowan ¾a przez zmienn ¾a losow ¾a F : f0; 1gN 3 (xn)n2N 7!
P1

n=1
xn
2n , tj. miar¾e okréslon ¾a wzorem

�p (B) = b�p �F�1 (B)�. Przyjmijmy
Ap :=

�
x 2 [0; 1) : lim

n!1
x1 + : : :+ xn

n
= p

�
;

gdzie 0; x1x2x3 : : : oznacza rozwini¾ecie dwójkowe liczby x zawieraj ¾ace nieskończenie wiele zer.
Wiadomo, ·ze �p s ¾a ci ¾ag÷ymi miarami probabilistycznymi, dodatnimi na niepustych przedzia-

÷ach otwartych oraz �1=2 = �. Z Mocnego Prawa Wielkich Liczb ÷atwo wynika, ·ze �p (Ap) = 1
([18]). Miary �p1 i �p2 s ¾a wi¾ec wzajemnie osobliwe, gdy p1 6= p2. Poniewa·z �1=2 jest miar ¾a
Lebesgue�a, wi¾ec A1=2 \

�
A1=2 + t

�
6= ; i A1=2 \

�
t�A1=2

�
6= ; dla t 2 [0; 1). W konsekwencji

[0; 1) � A1=2 �A1=2 oraz [0; 1) � A1=2 +A1=2.
W [13] T. Banakh pyta÷, czy istnieje zwarty zbiór A � R, taki ·ze A � A jest otoczeniem

zera, natomiast A + A (A + A + : : : + A) ma puste wn¾etrze. Podobne pytanie zadane przez
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R. Gera by÷o rozwa·zane w [27].6 Praca [H7] nawi ¾azuje do tych problemów. Jej pierwsza cz¾éśc
jest póswi¾econa badaniu zbiorów Ap �Ap i Ap +Ap (Ap +Ap +Ap) dla p 6= 1

2 .
Rozwa·zmy grup¾e topologiczn ¾a ([0; 1) ;�), gdzie � oznacza dodawanie modulo 1. Dla

dowolnej liczby x = 0; x1x2x3 : : : (rozwini¾ecie dwójkowe z nieskończon ¾a liczb ¾a zer) oznaczmy
J (x) := fn 2 N : xn = 1g , j (x) := jJ (x)j , x � n := 0; x1 : : : xn , d (x) := lim supn!1 j(x�n)

n ,

d (x) := lim infn!1
j(x�n)
n i d (x) := limn!1

j(x�n)
n . Oczywíscie, Ap = fx 2 [0; 1) : d (x) = pg.

W÷asnóśc 3.1 ([H7, Proposition 2]). Niech x; y 2 [0; 1). Wtedy
(1) d (x� y) � d (x) + d (y).
(2) Je·zeli J (x) jest nieskónczony, to d (1� x) = 1� d (x) i d (1� x) = 1� d (x).

Z powy·zszej w÷asnósci ÷atwo dostajemy nast¾epne dwa twierdzenia. Symbol 	 oznacza odej-
mowanie modulo 1.

Twierdzenie 3.2 ([H7, Theorem 1]). Je·zeli p < 1
2 lub p >

1
2 , to int(Ap �Ap) = ;. Je·zeli

p < 1
3 lub p >

2
3 , to int(Ap �Ap �Ap) = ;.

Twierdzenie 3.3 ([H7, Theorem 5]). Je·zeli p 2
�
0; 14

�
[
�
3
4 ; 1
�
, to int (Ap 	Ap) = ;.

G÷ównym wynikiem dotycz ¾acym zbiorów Ap jest poni·zsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.4 ([H7, Theorem 4]). Je·zeli p 2
�
1
4 ;
3
4

�
, to Ap 	Ap = [0; 1).

Wniosek 3.5 ([H7, Corollary 1]). Je·zeli p 2
�
1
4 ;
3
4

�
, to Ap �Ap = (�1; 1).

Dowód twierdzenia 3.4 opiera si¾e na twierdzeniu z pracy [H6] dotycz ¾acym dzia÷ań na
skończonych ci ¾agach binarnych. Przyjmijmy Xm := f0; 1gm dla m 2 N. Uto·zsamiaj ¾ac ci ¾ag
(x1; : : : ; xm) 2 Xm z liczb ¾a 2m�1x1 + : : : + 21xm�1 + xm ze zbioru Z2m = f0; 1; : : : ; 2m � 1g,
mo·zemy zde�niowác dodawanie wXm, jako dodawanie modulo 2m w Z2m . Tak jak poprzednio,
J (x) oznacza po÷o·zenie jedynek, a j (x) - liczb ¾e jedynek w ci ¾agu x.

Twierdzenie 3.6 ([H6, Theorem 1]). Za÷ó·zmy, ·ze m;n 2 N oraz 1
4m < n < 3

4m. Dla
dowolnego ci ¾agu x 2 Xm n f(1; 0; : : : ; 0)g istnieje ci ¾ag a 2 Xm, taki ·ze j (a) = j (x+ a) = n.

Innymi s÷owy, je·zeli 14m < n < 3
4m, to dowolny ci ¾ag binarny d÷ugósci m, oprócz (1; 0; : : : ; 0),

mo·zna przedstawíc jako ró·znic¾e ci ¾agów maj ¾acych dok÷adnie n jedynek. Ci ¾ag (1; 0; : : : ; 0) jest,
oczywíscie, ró·znic ¾a ci ¾agu o n+ 1 jedynkach i ci ¾agu o n jedynkach.
Przedstawimy ide¾e dowodu twierdzenia 3.4. Z w÷asnósci 3.1 wynika, ·ze dowód wystarczy

przeprowadzíc dla p 2
�
1
4 ;
1
2

�
. Bierzemy dowoln ¾a liczb ¾e x 2 [0; 1). Dzielimy jej rozwini¾ecie

binarne na, zaczynaj ¾ace si¾e od 0, skończone ci ¾agi x1; x2; x3; : : : o d÷ugósciach d ¾a·z ¾acych do 1.
Korzystaj ¾ac z twierdzenia 3.6, przedstawiamy ci ¾agi xi jako ró·znice bi � ai ci ¾agów o g¾estósci
jedynek bliskiej p. Sklejamy ci ¾agi ai oraz ci ¾agi bi, dostaj ¾ac rozwini¾ecia dwójkowe liczb a i b,
takich ·ze x = b� a oraz d (a) = d (b) = p.
Twierdzenie 3.6 jest g÷ównym wynikiem pracy [H6]. Przedstawimy szkic dowodu. ×atwo

sprawdzamy, ·ze wystarczy udowodníc twierdzenie w przypadku, gdy 1
4m < n � 1

2m oraz
x 2 X0

m := fx 2 Xm : x1 = 0g. Szukaj ¾ac ci ¾agu a, takiego ·ze j (a) = j (x+ a) = n, korzystamy
z dwóch lematów.

Lemat 3.7 ([H6, Lemma 2]). Za÷ó·zmy, ·ze n � 1
2m oraz x 2 X0

m. Je·zeli istnieje ci ¾ag b 2 X0
m,

taki ·ze j (b) � n oraz j (x+ b) � n, to istnieje ci ¾ag a 2 X0
m, dla którego j (a) = j (x+ a) = n.

6Pozytywna odpowiedź na te pytania wynika z prac [43] i [26]. Pokazane tam jest, ·ze istnieje zbiór zwarty
A � [0; 1], taki ·ze A� A �

�
� 1
2
; 1
2

�
, natomiast k-suma A+ A+ : : :+ A jest miary zero dla dowolnej liczby k.

Wynik ten jest wnioskiem z rozwa·zań dotycz ¾acych ró·znic i k-sum podzbiorów grup Zq reszt modulo q.
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Kolejny lemat pozwala sprowadzíc szukanie ci ¾agu a do badania po÷o·zenia jedynek i zer
w ci ¾agu x. Termin przedzia÷oznacza przedzia÷w zbiorze liczb naturalnych. Dla U � N
oznaczamy jU (x) := jfn 2 U : xn = 1gj i zU (x) := jfn 2 U : xn = 0gj.

Lemat 3.8 ([H6, Lemma 3]). Za÷ó·zmy, ·ze n � 1
2m, x 2 X

0
m oraz j (x) = n+ k; k 2 N. Je·zeli

istnieje przedzia÷U � [2;m], taki ·ze
jU (x) � k + 1 i zU (x) � n� 1

lub istniej ¾a roz÷¾aczne przedzia÷y U; V � [2;m], takie ·ze
jU (x) + jV (x) � k + 2 i zU (x) + zV (x) � n� 2,

to istnieje ci ¾ag a 2 X0
m, taki ·ze j (a) = j (x+ a) = n.

Zasadnicza cz¾éśc dowodu twierdzenia 3.6 wygl ¾ada nast¾epuj ¾aco. Zak÷adamy, ·ze x 2 Xm
0 oraz

1
4m < n � 1

2m. Zauwa·zamy, ·ze wystarczy przeprowadzíc dowód dla m = 4n� 1. Rozwa·zamy
przypadki w zale·znósci od liczby j (x) jedynek w ci ¾agu x. Je·zeli j (x) � n lub j (x) � 3n�1, to
ci ¾ag a wskazujemy bezpósrednio. Je·zeli n+ 1 � j (x) � 2n� 2, to de�niujemy podprzedzia÷y
L = [2; n+ k + 1], M = [n+ k + 2; 3n� k � 1] i R = [3n� k; 4n� 1] przedzia÷u [2; 4n� 1].
Rozwa·zamy liczb ¾e jedynek i liczb ¾e zer, jakie ci ¾ag x ma na pozycjach z tych przedzia÷ów.
Rozpatruj ¾ac szereg podprzypadków, znajdujemy przedzia÷U lub przedzia÷y U; V spe÷niaj ¾ace
za÷o·zenia lematu 3.8. Je·zeli 2n�1 � j (x) � 3n�2, to post¾epujemy podobnie, jedynie zamiast
trzech podprzedzia÷ów rozwa·zamy dwa: L = [2; 2n] i R = [2n+ 1; 4n� 1].
Z twierdzenia 3.6 wynika, ·ze je·zeli m � 7 oraz A jest zbiorem tych liczb z Z2m , które na

ostatnich siedmiu pozycjach w rozwini¾eciu dwójkowym maj ¾a co najwy·zej dwie jedynki, to
A�A = Z2m i A+A+A 6= Z2m ([H6, Proposition 1]).7
Dla p 2 (0; 1) mamy �p (Ap) = 1. Z drugiej strony, Ap 	 Ap = [0; 1), gdy p 2

�
1
4 ;
3
4

�
oraz

int (Ap 	Ap) = ;, gdy p =2
�
1
4 ;
3
4

�
. Pojawia si¾e pytanie: czy dla p 2

�
1
4 ;
1
2

�
[
�
1
2 ;
3
4

�
istnieje

zbiór B, taki ·ze �p (B) = 1 i int (B 	B) = ;? Druga cz¾éśc pracy [H7] daje odpowied́z na to
pytanie w ogólniejszej sytuacji.
Niech A b¾edzie cia÷em, a I � A - idea÷em podzbiorów abelowej grupy topologicznej X.

W pracy [14] by÷y badane ró·zne rodzaje w÷asnósci Steinhausa i w÷asnósci Smitala dla pary
(A; I).8 Mówimy, ·ze para (A; I) ma klasyczn ¾a w÷asnóśc Steinhausa, je·zeli int (A�A) 6= ;
dla dowolnego zbioru A 2 A n I; w÷asnóśc Steinhausa, je·zeli int (A�B) 6= ; dla dowolnych
zbiorów A 2 A n I oraz B =2 I; w÷asnóśc Smitala, je·zeli (A+D)c 2 I dla dowolnego zbioru
A 2 A n I i dowolnego zbioru g¾estego D. W [14] zosta÷o pokazane, ·ze (A; I) ma w÷asnóśc
Steinhausa wtedy i tylko wtedy, gdy ma w÷asnóśc Smitala; natomiast para (L \ Ba;N \M)

ma klasyczn ¾a w÷asnóśc Steinhausa, ale nie ma w÷asnósci Smitala. Badaj ¾ac analogiczne poj¾ecia
dla miar borelowskich w grupach topologicznych dostajemy odmienne wyniki.
Niech (X;+) b¾edzie lokalnie zwart ¾a polsk ¾a grup ¾a abelow ¾a, �X - miar ¾a Haara w X oraz � -

�-skończon ¾a miar ¾a borelowsk ¾a. Nósnikiem miary � nazywamy dowolny zbiór miary �-pe÷nej.
Mówimy, ·ze miara �:
� ma klasyczn ¾a w÷asnóśc Steinhausa, je·zeli int (A�A) 6= ; dla dowolnego zbioru A, takiego
·ze � (A) > 0,
� ma w÷asnóśc Smitala, je·zeli dla dowolnego zbioru A, takiego ·ze � (A) > 0 i dowolnego zbioru
g¾estego D, zbiór A+D zawiera zbiór pe÷nej miary,
� jest ca÷kowicie bez w÷asnósci Steinhausa, je·zeli istnieje nósnik A, taki ·ze int (A�A) = ;,
7W pracy [50] zosta÷o udowodnione, ·ze dla q = 29; 31; 33 oraz q � 35 istnieje zbiór A � Zq, taki ·ze A�A = Zq,

natomiast A+A+A 6= Zq. R. Augustyniak, w napisanej pod moj ¾a opiek ¾a pracy magisterskiej [7], pokaza÷, ·ze
warunek zachodzi dla q = 24 oraz q � 28.

8W [14] nie by÷a zak÷adana przemiennóśc grupy.
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� jest ca÷kowicie bez w÷asnósci Smitala, je·zeli istnieje nósnik A oraz zbiór g¾esty D, taki ·ze
� (A+D) = 0.

Twierdzenie 3.9 ([H7, Theorem 7]). Je·zeli � jest osobliwa wzgl ¾edem �X oraz B jest nósnikiem
�, takim ·ze �X (B) = 0, to istnieje nósnik T miary �X , taki ·ze � (B + t) = 0 dla t 2 T . W
szczególnósci, � jest ca÷kowicie bez w÷asnósci Smitala.

Wniosek 3.10 ([H7, Corollary 2]). Dla dowolnej liczby p 6= 1
2 istnieje zbiór g ¾esty D, taki ·ze

�p (Ap �D) = 0.

Twierdzenie 3.11 ([H7, Theorem 8]). Je·zeli � jest osobliwa wzgl ¾edem �X , to istnieje nósnik
B miary �, taki ·ze int (B �B) = ; (� jest ca÷kowicie bez w÷asnósci Steinhausa).

Wniosek 3.12 ([H7, Corollary 2]). Dla dowolnej liczby p 6= 1
2 istnieje nósnik B miary �p,

taki ·ze int (B 	B) = ;.

Dowolna �-skończona miara borelowska na X jest sum ¾a miary absolutnie ci ¾ag÷ej i miary
osobliwej wzgl¾edem miary Haara �X . Poniewa·z �X ma w÷asnóśc Steinhausa i ma w÷asnóśc
Smitala, wi¾ec z ostatnich twierdzeń dostajemy charakteryzacj¾e �-skończonych miar borelow-
skich na X.

Twierdzenie 3.13 ([H7, Theorem 9]). Za÷ó·zmy, ·ze X jest lokalnie zwart ¾a polsk ¾a grup ¾a abe-
low ¾a, zás � jest �-skónczon ¾a miar ¾a borelowsk ¾a na X. Nast ¾epuj ¾ace warunki s ¾a równowa·zne:

(1) � jest osobliwa wzgl ¾edem �X ,
(2) � jest ca÷kowicie bez w÷asnósci Steinhausa,
(3) � jest ca÷kowicie bez w÷asnósci Smitala.

Twierdzenie 3.14 ([H7, Theorem 10]). Za÷ó·zmy, ·ze X jest lokalnie zwart ¾a polsk ¾a grup ¾a
abelow ¾a, zás � jest �-skónczon ¾a miar ¾a borelowsk ¾a na X. Nast ¾epuj ¾ace warunki s ¾a równowa·zne:

(1) � jest absolutnie ci ¾ag÷a wzgl ¾edem �X ,
(2) � ma klasyczn ¾a w÷asnóśc Steinhausa,
(3) � ma w÷asnóśc Smitala.

Tematyka podobna do rozwa·zanej w [H7] by÷a badana w [90], [83] i [68]. Kontynuacj ¾a [H7]
jest praca [P23], gdzie rozwa·zamy w÷asnósci Steinhausa i Smitala dla zbiorów. Do twierdzenia
Steinhausa nawi ¾azuj ¾a te·z wymienione we wst¾epie artyku÷y [19], [20] i [75].

4. Algebraiczne w÷asnoŚci topologii f-g ¾EstoŚci i warunek �2

Omówimy wyniki zawarte w pracy [H3] napisanej wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak oraz w
pracy [H1].
Niech A � R b¾edzie zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue�a oraz x 2 R. Je·zeli istnieje

granica d (A; x) := limh!0+
�(A\[x�h;x+h])

2h , to nazywamy j ¾a g ¾estósci ¾a zbioru A w punkcie x.
Mówimy, ·ze x jest punktem g ¾estósci zbioru A, je·zeli d (A; x) = 1. Zbiór wszystkich punktów
g¾estósci zbioru A oznaczamy �d (A).

� �d jest operatorem dolnej g¾estósci w (R;L;N ), a rodzina Td := fA 2 L : A � �d (A)g
jest topologi ¾a oraz Tnat $ Td = f�d (A) nN : A 2 L; N 2 Ng.

Dowód twierdzenia mo·zna znaléźc w [109]. Warunek (4) de�nicji operatora dolnej g¾estósci,
czyli A � �d (A) dla A 2 L, to twierdzenie Lebesgue�a o punktach g ¾estósci. Topologi¾e Td
nazywamy topologi ¾a g ¾estósci. ×atwo sprawdzíc, ·ze x jest punktem g¾estósci zbioru A wtedy

i tylko wtedy, gdy limn!1
�(A\[x� 1

n
;x+ 1

n ])
2
n

= 1.
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Oznaczmy przez S rodzin¾e wszystkich zbie·znych do 0 nierosn ¾acych ci ¾agów liczb dodatnich.
Ustalmy ci ¾ag hsi 2 S. Mówimy, ·ze x jest punktem hsi-g ¾estósci zbioru mierzalnego A, je·zeli

lim
n!1

� (A \ [x� sn; x+ sn])
2sn

= 1.

Zbiór wszystkich punktów hsi-g¾estósci zbioru A oznaczamy �hsi (A). Funkcja �hsi jest opera-
torem dolnej g¾estósci, a rodzina Thsi :=

�
A 2 L : A � �hsi (A)

	
jest topologi ¾a, nazywan ¾a

topologi ¾a hsi-g ¾estósci. Oczywíscie, Td � Thsi dla hsi 2 S. Równóśc Td = Thsi zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy lim supn!1

sn+1
sn

> 0. Poj¾ecia punktu i topologii hsi-g¾estósci zosta÷y
wprowadzone przez M. Filipczak i J. Hejduka w [36].9 By÷y badane w [P12], [37] i [60].
Rozwi ¾azuj ¾ac problem S. Ulama z Ksi¾egi Szkockiej, S. J. Taylor udowodni÷, ·ze dla dowolnego

zbioru A 2 L istnieje ci ¾ag÷a i niemalej ¾aca funkcja  : (0;1)! (0;1), taka ·ze limt!0+  (t) =

0 oraz limh!0+
�([x�h;x+h]nA)

2h� (2h) = 0 dla prawie wszystkich x 2 A. Jednoczésnie pokaza÷, ·ze nie
da si¾e znaléźc funkcji, która jest dobra dla wszystkich zbiorów mierzalnych ([98]):

� Dla dowolnej liczby � 2 (0; 1) oraz ci ¾ag÷ej i niemalej ¾acej funkcji  : (0;1) ! (0;1)
spe÷niaj ¾acej warunek limt!0+  (t) = 0, istnieje zbiór doskona÷y A � [0; 1], taki ·ze � (A) = �

oraz lim suph!0+
�([x�h;x+h]nA)

2h� (2h) =1 dla ka·zdego x 2 A.

Powy·zsze twierdzenia s ¾a nazywane twierdzeniami Taylora.10

Niech C b¾edzie rodzin ¾a ci ¾ag÷ych i niemalej ¾acych funkcji  : (0;1) ! (0;1), takich ·ze
limt!0+  (t) = 0. Ustalmy funkcj¾e  2 C. Mówimy, ·ze x jest punktem  -g ¾estósci zbioru
mierzalnego A, je·zeli

lim
h!0+

� ([x� h; x+ h] nA)
2h �  (2h) = 0:

Przez � (A) oznaczamy zbiór wszystkich punktów  -g¾estósci zbioru A oraz przyjmujemy
T := fA 2 L : A � � (A)g. Funkcja � spe÷nia warunki (1) - (3) de�nicji operatora dol-
nej g¾estósci. Z twierdzenia Taylora wynika, ·ze nie spe÷nia warunku (4), czyli odpowiednika
twierdzenia Lebesgue�a o punktach g¾estósci. Rodzina T jest topologi ¾a, nazywan ¾a topologi ¾a
 -g ¾estósci. Oczywiste s ¾a inkluzje Tnat � T � Td dla  2 C. Topologie  -g¾estósci ró·zni ¾a si¾e w
istotny sposób od topologii g¾estósci Td. Przyk÷adowo, T nie jest topologi ¾a Baire�a ([103]) i nie
jest regularna ([35]).11 Poj¾ecia punktu  -g¾estósci i topologii  -g¾estósci zosta÷y wprowadzone
przez M. Terepet¾e i E. Wagner-Bojakowsk ¾a w [99]. By÷y badane w [35], [39], [103], [104] i [105].
Szczególnym przypadkiem topologii  -g¾estósci jest topologia superg¾estósci rozwa·zana w [61].
Niech A b¾edzie rodzin ¾a funkcji f : (0;1)! (0;1), takich ·ze

(A1) limx!0+ f (x) = 0,
(A2) lim infx!0+

f(x)
x <1,

(A3) f jest niemalej ¾aca.

Ustalmy funkcj¾e f 2 A. Mówimy, ·ze x jest punktem prawostronnej f-g ¾estósci zbioru
mierzalnego A, je·zeli

lim
h!0+

� ([x; x+ h] nA)
f (h)

= 0:

9W [36] autorzy u·zywali ci ¾agów niemalej ¾acych d ¾a·z ¾acych do 1 oraz 1
sn
zamiast sn.

10Oryginalne sformu÷owania twierdzeń Taylora s ¾a troch¾e inne. S. J. Taylor rozwa·za÷"niesymetryczn ¾a" wersj¾e
badanej g¾estósci, tj. granic¾e limI3x;�(I)!0+

�(InA)
�(I)� (�(I)) = 0 i analogiczn ¾a granic¾e górn ¾a.

11Topologia g¾estósci jest ca÷kowicie regularna.
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Analogicznie de�niujemy punkt lewostronnej f-g ¾estósci. Je·zeli x jest punktem prawostronnej
i lewostronnej f -g¾estósci zbioru A 2 L, to nazywamy go punktem f-g ¾estósci tego zbioru.12

Zbiór wszystkich punktów f -g¾estósci (prawostronnej f -g¾estósci, lewostronnej f -g¾estósci) zbioru
A oznaczamy przez �f (A) (�

+
f (A), �

�
f (A)). Przyjmujemy te·z

Tf := fA 2 L : A � �f (A)g :
Rodzina Tf jest topologi ¾a zawieraj ¾ac ¾a topologi¾e naturaln ¾a. Nazywamy j ¾a topologi ¾a f-g ¾estósci.
Zde�niowane powy·zej poj¾ecia pochodz ¾a z pracy [P13].13

Poj¾ecie punktu f -g¾estósci rozszerza poj¾ecia punktu g¾estósci i punktu  -g¾estósci. Okaza÷o
si¾e, ·ze uogólnia ono równie·z poj¾ecie punktu hsi-g¾estósci ([P16]). Szukanie uogólnienia dla
kilku rodzajów punktów g¾estósci, nie nazbyt jednak abstrakcyjnego, by÷o jedn ¾a z motywacji
zde�niowania f -g¾estósci. Inn ¾a motywacj ¾a by÷a nadzieja uzyskania prostszych dowodów w
rozwa·zaniach dotycz ¾acych  -g¾estósci.
B¾edziemy cz¾esto porównywác operatory g¾estósci oraz topologie g¾estósci generowane przez

ró·zne funkcje. Poniewa·z Tf1 � Tf2 wtedy i tylko wtedy, gdy �f1 (A) � �f2 (A) dla A 2 L
([P16]), wi¾ec mo·zna porównywác tylko operatory lub tylko topologie.
Oczywistym warunkiem dostatecznym inkluzji Tf1 � Tf2 jest lim supx!0+

f1(x)
f2(x)

< 1. Nie
jest to jednak warunek konieczny ([P13]). W [H3, Theorem 1] pokazalísmy, ·ze staje si¾e on
warunkiem koniecznym, jésli jedn ¾a z porównywanych topologii jest topologia g¾estósci Td.

Twierdzenie 4.1 ([H3, Corollary 1]). Niech f 2 A.
(1) Tf = Td wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < lim infx!0+ f(x)

x � lim supx!0+
f(x)
x <1.

(2) Tf $ Td wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = lim infx!0+ f(x)
x � lim supx!0+

f(x)
x <1.

(3) Td $ Tf wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < lim infx!0+ f(x)
x < lim supx!0+

f(x)
x =1.

(4) Topologie Tf i Td s ¾a nieporównywalne w sensie inkluzji wtedy i tylko wtedy, gdy
0 = lim infx!0+

f(x)
x < lim supx!0+

f(x)
x =1.

Bezpósrednio z de�nicji wynika, ·ze topologie f -g¾estósci s ¾a niezmiennicze ze wzgl¾edu na
izometrie, tzn. zbiory A+x i �A nale·z ¾a do Tf dla dowolnych A 2 Tf , x 2 R. W [P13] zosta÷o
pokazane, ·ze topologie Tf s ¾a niezmiennicze ze wzgl¾edu na mno·zenie przez liczby � � 1,
natomiast dla ka·zdej liczby � 2 (0; 1) istnieje taka funkcja f 2 A, ·ze topologia Tf nie jest
niezmiennicza ze wzgl¾edu na mno·zenie przez �. W pracy [H3] badamy, dla jakich funkcji f ,
odpowiadaj ¾ace im topologie Tf s ¾a niezmiennicze ze wzgl¾edu na mno·zenie przez liczby ró·zne od
zera. Pokazujemy, ·ze istotn ¾a rol¾e odgrywa spe÷nianie przez funkcj¾e f warunku �2, podobnego
do rozwa·zanego w teorii przestrzeni Orlicza warunku (�2) (porównaj [74], [64], [85]). Warunek
�2, dla funkcji generuj ¾acych topologie  -g¾estósci, zde�niowa÷y M. Filipczak i M. Terepeta
([39]). De�nicja przenosi si¾e bez zmian na funkcje z rodziny A.
Mówimy, ·ze funkcja f 2 A spe÷nia warunek �2 (f 2 �2), je·zeli lim supx!0+

f(2x)
f(x) <1.

W÷asnóśc 4.2 ([H3, Proposition 3]). Za÷ó·zmy, ·ze f 2 A. Nast ¾epuj ¾ace warunki s ¾a równowa·zne:
(1) f 2 �2,
(2) dla dowolnej liczby � > 0, lim supx!0+

'(�x)
'(x) <1,

(3) istnieje liczba � > 1, taka ·ze lim supx!0+
'(�x)
'(x) <1.

12De�niuj ¾ac punkty f -g¾estósci u·zylísmy termonologii takiej jak przy de�niowaniu punktów  -g¾estósci. Po-
j ¾ecia te b ¾edziemy rozró·zniać oznaczaj ¾ac funkcje generuj ¾ace f -g¾estóśc literami alfabetu ÷acińskiego, a funkcje
generuj ¾ace  -g¾estóśc - literami alfabetu greckiego.
13W pracy tej de�nicja rodziny A by÷a troch¾e inna. Oprócz warunków (A1) - (A3) by÷te·z warunek (A4)

mówi ¾acy, ·ze funkcje z A s ¾a ci ¾ag÷e. W [P16] zosta÷o pokazane, ·ze dla dowolnej funkcji f spe÷niaj ¾acej (A1) - (A3)
istnieje funkcja g spe÷niaj ¾aca (A1) - (A4), taka ·ze �f = �g. Pozwoli÷o to zrezygnować z wymagania ci ¾ag÷ósci.
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Z powy·zszej w÷asnósci dostajemy:

Twierdzenie 4.3 ([H3, Theorem 4]). Je·zeli f spe÷nia �2, to topologia Tf jest niezmiennicza
ze wzgl ¾edu na mno·zenie przez liczby ró·zne od zera.

Ró·zne funkcje z rodziny A mog ¾a generowác t¾e sam ¾a topologi¾e f -g¾estósci. Mo·ze si¾e zdarzýc,
·ze topologia jest generowana zarówno przez funkcj¾e spe÷niaj ¾ac ¾a �2, jak i funkcj¾e, która tego
warunku nie spe÷nia. W pracy [H3] badamy, kiedy mo·zna odwrócíc implikacj¾e z ostatniego
twierdzenia, a dok÷adniej, dla jakich topologii f -g¾estósci, z niezmienniczósci ze wzgl¾edu na
mno·zenie przez liczby ró·zne od zera wynika, ·ze topologia jest generowana wy÷¾acznie przez
funkcje spe÷niaj ¾ace warunek �2.

Twierdzenie 4.4 ([H3, Theorem 5]). Za÷ó·zmy, ·ze Tf � Td. Topologia Tf jest niezmiennicza
ze wzgl ¾edu na mno·zenie przez liczby ró·zne od zera wtedy i tylko wtedy, gdy f 2 �2.

Dowód twierdzenia opiera si¾e na lemacie, w którym dla funkcji f , takiej ·ze Tf � Td
i lim supx!0+

f(�x)
f(x) = 1 konstruujemy zbiór E, dla którego 0 2 �f

�
�2Ec

�
n �f (�Ec)

([H3, Lemma 2]). W [39] by÷o udowodnione analogiczne twierdzenie dla topologii  -g¾estósci.

Twierdzenie 4.5 ([H3, Theorem 6]). Je·zeli Tf " Td, to istnieje taka funkcja g =2 �2, ·ze
Tf = Tg.

Powy·zsze twierdzenia mo·zna podsumowác nast¾epuj ¾aco. Dla dowolnej topologii f -g¾estósci
� , równowa·zne s ¾a warunki:
- � � Td,
- � jest niezmiennicza ze wzgl¾edu na mno·zenie przez liczby ró·zne od zera wtedy i tylko wtedy,
gdy jest generowana wy÷¾acznie przez funkcje spe÷niaj ¾ace �2.14

Pojawia si¾e pytanie: czy topologia f -g¾estósci, która nie jest zawarta w topologii g¾estósci,
mo·ze býc generowana przez funkcj¾e spe÷niaj ¾ac ¾a �2 (a wi¾ec býc niezmiennicza ze wzgl¾edu na
mno·zenie przez liczby ró·zne od zera)? Odpowied́z wynika z kolejnego twierdzenia, opisuj ¾acego
sposób konstruowanie funkcji spe÷niaj ¾acych warunek �2.

Twierdzenie 4.6 ([H3, Lemma 1]). Je·zeli (an)n�0 jest malej ¾acym ci ¾agiem zbie·znym do zera
i bn :=

p
an � an�1, to funkcje

f (x) :=

8><>:
x2

an
dla x 2 [an; bn]

an�1 dla x 2 [bn; an�1]
a0 dla x � a0

i g (x) :=

8><>:
x2

a2n�1
dla x 2 [b2n; b2n�1]

a2n dla x 2 [b2n+1; b2n]
a0 dla x � b1

s ¾a ci ¾ag÷e, nale·z ¾a do A oraz spe÷niaj ¾a warunek �2.

Przyjmuj ¾ac w powy·zszym twierdzeniu an = 1
n! , dostajemy funkcje f i g spe÷niaj ¾ace warunek

�2 i takie ·ze Td $ Tf , zás Td i Tg s ¾a nieporównywalne w sensie inkluzji ([H3, Example 1]).
Ka·zda topologia hsi-g¾estósci jest topologi ¾a f -g¾estósci, tzn. dla dowolnego hsi 2 S istnieje taka
funkcja f 2 A, ·ze Thsi = Tf ([P16]). Z drugiej strony, Td � Thsi dla hsi 2 S oraz Thsi nie
jest niezmiennicza ze wzgl¾edu na mno·zenie przez liczby ró·zne od zera, gdy Thsi 6= Td ([36]).
Dla funkcji f z ostatniego twierdzenia (przy an = 1

n!) mamy wi¾ec Td $ Tf i Tf 6= Thsi dla
hsi 2 S ([H3, Example 2]). Przyk÷ad takiej funkcji by÷wczésniej podany w [P16]. By÷on
jednak bardziej skomplikowany, a dowód poprawnósci by÷d÷ugi i techniczny.
W [H3] badamy te·z kiedy mo·zna odwrócíc implikacj¾e: lim supx!0+

f1(x)
f2(x)

<1) Tf1 � Tf2 .
Z twierdzenia 4.1 wynika, ·ze jésli jedn ¾a z topologii jest topologia g¾estósci, to implikacja odwro-
tna jest prawdziwa. Nie wystarczy natomiast za÷o·zýc, ·ze f1; f2 2 �2 ([H3, Example 3]).

14W [H3] wniosek ten zosta÷sformu÷owany niepoprawnie.
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Twierdzenie 4.7 ([H3, Theorem 7]). Je·zeli f1 2 �2, Tf1 � Td oraz Tf1 � Tf2, to
lim supx!0+

f1(x)
f2(x)

<1.

Poj¾ecie punktu f -g¾estósci uogólnia poj¾ecia: punktu g¾estósci, punktu  -g¾estósci oraz punktu
hsi-g¾estósci. Rodzina wszystkich topologii f -g¾estósci rozpada si¾e na cztery podrodziny (twier-
dzenie 4.1). Pierwsza z nich to jednoelementowa rodzina z÷o·zona z topologii g¾estósci Td, kolejne
sk÷adaj ¾a si¾e, odpowiednio, z topologii f -g¾estósci istotnie zawartych w Td (Tf $ Td), topologii
f -g¾estósci istotnie zawieraj ¾acych Td (Td $ Tf ) oraz topologii g¾estósci nieporównywalnych z
Td. Topologie istotnie zawarte w Td maj ¾a w÷asnósci podobne do w÷asnósci topolgii  -g¾estósci,
zás topologie istotnie zawieraj ¾ace Td - w÷asnósci podobne do w÷asnósci topologii hsi-g¾estósci
(ró·znych od Td). Naturalne s ¾a pytania: czy ka·zda topologia f -g¾estósci zawieraj ¾aca Td jest
topologi ¾a hsi-g¾estósci oraz czy ka·zda topologia f -g¾estósci istotnie zawarta w Td jest topologi ¾a
 -g¾estósci? Negatywna odpowied́z na pierwsze pytanie zosta÷a sformu÷owana w [P16]. Prost-
szy przyk÷ad dostalísmy w twierdzeniu 4.6. Praca [H1] zawiera negatywn ¾a odpowied́z na drugie
pytanie.
Pierwszym problemem pojawiaj ¾acym si¾e gdy chcemy porównác f -g¾estóśc i  -g¾estóśc jest

ró·zny charakter obu de�nicji. Punkty f -g¾estósci zde�niowalísmy u·zywaj ¾ac g¾estósci jedno-
stronnych, natomiast de�nicja punktu  -g¾estósci ma postác "symetryczn ¾a". W zwi ¾azku z
tym w [H1] de�niujemy symetryczn ¾a wersj¾e f -g¾estósci. Za÷ó·zmy, ·ze f 2 A. Mówimy, ·ze x jest
punktem symetrycznej f-g ¾estósci zbioru mierzalnego A, je·zeli

lim
h!0+

� ([x� h; x+ h] nA)
f (2h)

= 0:

Zbiór wszystkich punktów symetrycznej f -g¾estósci zbioru A oznaczamy przez �sf (A). Wprost
z de�nicji mamy �sf = �f� , gdzie f

� (x) = f (2x) ([H1, Proposition 1.1]). St ¾ad

fTf : f 2 Ag = fTf� : f 2 Ag =
�
T sf : f 2 A

	
,

gdzie T sf oznacza topologi¾e generowan ¾a przez �sf ([H1, Corollary 1.1]).
Przypomnijmy, ·ze C oznacza rodzin¾e ci ¾ag÷ych i niemalej ¾acych funkcji  : (0;1) ! (0;1),

takich ·ze limt!0+  (t) = 0. Dla dowolnej funkcji  2 C mamy wi¾ec � = �sf , gdzie f (x) =
x (x). Korzystaj ¾ac z twierdzenia 4.1 dostajemy:

fT :  2 Cg �
�
Tf : f 2 A; lim

x!0+

f (x)

x
= 0; f - ci ¾ag÷a

�
�

�
�
Tf : f 2 A; 0 = lim inf

x!0+

f (x)

x
� lim sup

x!0+

f (x)

x
<1

�
= fTf : f 2 A; Tf $ Tdg :

Twierdzenie 4.8 ([H1, Theorem 1.3]).

fT :  2 Cg $
�
Tf : f 2 A; lim

x!0+

f (x)

x
= 0; f - ci ¾ag÷a

�
:

Z twierdzenia wynika, ·ze w de�nicji  -g¾estósci, monotonicznóśc funkcji  nie mo·ze býc zast ¾a-
piona s÷abszym za÷o·zeniem monotonicznósci funkcji x (x). Twierdzenia dotycz ¾ace topologii
f -g¾estósci, takich ·ze Tf $ Td, wzmocniaj ¾a wi¾ec analogiczne wyniki dla  -g¾estósci. Natomiast
ich dowody s ¾a prostsze.

Twierdzenie 4.9 ([H1, Theorem 1.4]). Je·zeli  2 C, f 2 A oraz lim supx!0+
f(x)
x > 0, to

Tf " T .
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5. Punkty wyj ¾Atkowe

Omówimy wyniki zawarte w pracy [H5] napisanej wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak, Gra·zyn ¾a
Horbaczewsk ¾a i W÷adys÷awem Wilczyńskim.
Je·zeli � (A) > 0 i � (Ac) > 0, to A nazywamy nietrywialnym zbiorem mierzalnym. Rodzin¾e

wszystkich takich zbiorów oznaczamy L�. Mówimy, ·ze x 2 R jest punktem wyj ¾atkowym
zbioru A 2 L, je·zeli x nie jest punktem g¾estósci zbioru A ani jego dope÷nienia. Z twierdzenia
Lebesgue�a o punktach g¾estósci wynika, ·ze zbiór punktów wyj ¾atkowych zbioru mierzalnego
ma miar¾e zero. ×atwo jednak sprawdzíc, ·ze ka·zdy nietrywialny zbiór mierzalny posiada punkt
wyj ¾atkowy.
G ¾estóśc doln ¾a i g ¾estóśc górn ¾a zbioru mierzalnego A w punkcie x de�niujemy przyjmuj ¾ac:

d (A; x) := lim inf
h!0+

� (A \ [x� h; x+ h])
2h

; d (A; x) := lim sup
h!0+

� (A \ [x� h; x+ h])
2h

:

Niech � 2
�
0; 12

�
. Mówimy, ·ze punkt x 2 R jest �-wyj ¾atkowy dla zbioru mierzalnego A, je·zeli

� � d (A; x) � d (A; x) � 1� �:

Rozwa·zmy warunek H (�) oraz sta÷¾a �H :

H (�) : 8A2L� A posiada punkt �-wyj ¾atkowy,
�H := sup f� : H (�)g = inf f� : :H (�)g :

V. I. Koĺ jada udowodni÷, ·ze 1
4 � �H �

p
17�3
4 � 0; 2808 ([53]). A. Szenes ([95]) oraz M.

Csörnyei, J. Grahl i T. C. O�Neil ([28]) poprawili te szacowania. Wreszcie, O. Kurka udowodni÷,
·ze �H jest rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu 8x3+8x2+x�1, czyli �H � 0; 2685 ([58]).
W cytowanych pracach liczba �H by÷a traktowana jako uniwersalna sta÷a zwi ¾azana z opera-

torem g¾estósci �d. Praca [H5] wychodzi od spostrze·zenia, ·ze sta÷a �H jest zwi ¾azana raczej z
baz ¾a ró·zniczkowania, przy pomocy której de�niujemy �d. De�nicja �H wykorzystuje g¾estóśc
doln ¾a i g¾estóśc górn ¾a. Zmieniaj ¾ac baz¾e ró·zniczkowania, mo·zemy zmieníc punkty g¾estósci dolnej
i punkty g¾estósci górnej zbioru, nie zmieniaj ¾ac jego punktów g¾estósci.
Baz ¾a ró·zniczkowania na prostej nazywamy rodzin¾e B = fBx : x 2 Rg, gdzie Bx jest rodzin ¾a

przedzia÷ów zawieraj ¾acych x, kres dolny d÷ugósci których jest równy 0 (porównaj [21]). Niech
F b¾edzie funkcj ¾a przedzia÷u oraz x 2 R. Liczb¾e g nazywamy granic ¾a F w punkcie x ze wzgl ¾edu
na baz ¾e ró·zniczkowania B, je·zeli

8">0 9�>0 8I2Bx (� (I) < � ) jF (I)� gj < ") .

Piszemy wtedy lim
I2Bx;I)x

F (I) = g. Analogicznie de�niujemy granic¾e doln ¾a i granic¾e górn ¾a

wzgl¾edem bazy ró·zniczkowania. Liczby

dB (A; x) := lim inf
I2Bx;I)x

� (A \ I)
� (I)

i dB (A; x) := lim sup
I2Bx;I)x

� (A \ I)
� (I)

nazywamy g ¾estóśc doln ¾a i g ¾estóśc górn ¾a zbioru A w punkcie x wzgl ¾edem B. Je·zeli dB (A; x) =
dB (A; x), to wspóln ¾a wartóśc oznaczamy dB (A; x) i nazywamy g ¾estósci ¾a zbioru A w punkcie
x wzgl ¾edem bazy B. Bazy ró·zniczkowania B1 i B2 nazywamy równowa·znymi (B1 � B2) je·zeli
fx : dB1 (A; x) = 1g = fx : dB1 (A; x) = 1g dla A 2 L. Niech � 2

�
0; 12

�
oraz B b¾edzie baz ¾a

ró·zniczkowania. Mówimy, ·ze punkt x 2 R jest �-B-wyj ¾atkowy dla zbioru mierzalnego A, je·zeli

� � dB (A; x) � dB (A; x) � 1� �:
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Warunek HB (�) oraz sta÷¾a �B de�niujemy, przyjmuj ¾ac:15

HB (�) : 8A2L� A posiada punkt �-B-wyj ¾atkowy,
�B := sup f� : HB (�)g = inf f� : :HB (�)g :

Przyjmuj ¾ac Bo = ff(x� h; x+ h) : h > 0g : x 2 Rg dostajemy �Bo = �H. Z drugiej strony, dlabB = ff(x� h; x+ k) : h; k > 0g : x 2 Rg mamy bB � Bo, ale � bB = 0 ([H5, str. 372]). Bazy
ró·zniczkowania generuj ¾ace ten sam operator g¾estósci daj ¾a wi¾ec ró·zne sta÷e �B.
W pracy [H5] badamy sta÷¾a �B dla dwóch rodzajów baz ró·zniczkowania:

Br := ff(x� h; x+ rh) : h > 0g : x 2 Rg dla r > 0;
Bhsi := ff(x� sn; x+ sn) : n 2 Ng : x 2 Rg dla hsi 2 S:

Dla niesymetrycznych baz Br zachodzi:
Twierdzenie 5.1 ([H5, Proposition 1]). Je·zeli r � 1, to r

(r+1)2
� �Br � 1

r+1 .
16

Je·zeli r = 1, to B1 = Bo. Dostajemy wi¾ec nierównóśc 1
4 � �B1 � 1

2 , znan ¾a z pracy [53].
Poniewa·z limr!1 �Br = 0, wi¾ec sta÷e �Br przyjmuj ¾a nieskończenie wiele wartósci dla r � 1.
Przyjmuj ¾ac B0r = ff(x� rh; x+ h) : h > 0g : x 2 Rg dostajemy �B0r = �Br . Jésli natomiast
B00r = fBr (x) [ B0r (x) : x 2 Rg, to 1

2(r+1) � �B00r � 1
r+1 . Dla r 2 (0; 1) powy·zsze wzory

przyjmuj ¾a postác r
(r+1)2

� �Br = �B0r �
r
r+1 oraz

1
2(r+1) � �B00r �

r
r+1 ([H5, str. 374]).

Dla symetrycznych baz generowanych przez ci ¾agi mamy �Bhsi � �H.17 Nie wiemy, czy
istnieje ci ¾ag hsi 2 S, taki ·ze �Bhsi > �H.

W÷asnóśc 5.2 ([H5, Corollary 3]). Je·zeli limn!1
sn+1
sn

= 1, to �Bhsi = �H.

W÷asnóśc 5.3 ([H5, Proposition 4]). Za÷ó·zmy, ·ze � 2
�
0; 12

�
, A 2 L�, x 2 R oraz hsi ; hti 2 S

s ¾a ci ¾agami, takimi ·ze limn!1
sn
tn
= 1. Punkt x jest �-Bhsi-wyj ¾atkowy dla A wtedy i tylko

wtedy, gdy x jest �-Bhti-wyj ¾atkowy dla A.

Zatem �Bhsi = �Bhti , gdy limn!1
sn
tn
= 1 ([H5, Corollary 5]).

W÷asnóśc 5.4 ([H5, Proposition 6]). Je·zeli hsi 2 S i � > 1, to �Bhsi = �B��hsi.

Zasadnicz ¾a rol¾e w badaniu warunku H (�) pe÷ni twierdzenie Szenesa ([95, Proposition 1.3]).
Pozwala ono rozwa·zác zbiory otwarte zwane kon�guracjami zamiast nietrywialnych zbiorów
mierzalnych. Pomys÷ten uda÷o si¾e te·z zastosowác przy badaniu warunku HBhsi (�).
Kon�guracj ¾a nazywamy zbiór postaci:

C := (�1; 0) [
k[
i=1

(ai; bi) ,

gdzie 0 < a1 < b1 < : : : < ak < bk. Punkty ai, bi oraz 0 nazywamy wierzcho÷kami kon�gu-
racji. Zbiór wszystkich wierzcho÷ków kon�guracji C oznaczamy v (C). W sformu÷owaniach
nast¾epnych twierdzeń, litera C oznacza kon�guracj¾e.

� (Twierdzenie Szenesa) H (�), 8C 9v2v(C) 8r>0 �(C\[v�r;v+r])
2r 2 [�; 1� �].18

G÷ównym wynikiem w [H5] jest odpowiednik twierdzenia Szenesa dla HBhsi (�).19

15W [H5] u·zywane jest oznaczenie �HB zamiast �B.
16W [H5] u·zywane jest oznaczenie �Hr zamiast �Br .
17W [H5] u·zywane jest oznaczenie �Hhsi zamiast �Bhsi :
18W [95] twierdzenie ma postać: "�H = �K", gdzie �K oznacza kres górny liczb � spe÷niaj ¾acych praw ¾a stron¾e

równowa·znósci.
19W [H5] twierdzenie ma postać: "�Hhsi = �Khsi", gdzie �Khsi oznacza kres górny liczb � spe÷niaj ¾acych

praw ¾a stron¾e równowa·znósci, natomiast �Hhsi jest, stosowanym w [H5], oznaczeniem sta÷ej �Bhsi .
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Twierdzenie 5.5 ([H5, Theorem 7]). Dla dowolnego ci ¾agu hsi 2 S mamy:

HBhsi (�), 8">0 8C�(�1;") 9v2v(C) 8n2N
� (C \ [v � sn; v + sn])

2sn
2 [�; 1� �] :

Dowód implikacji "(" jest wzorowany na dowodzie twierdzenia Szenesa. Dowód implikacji
")" jest znacznie bardziej skomplikowany i wykorzystuje inne metody.
W pracy [H5] nie zosta÷y podane przyk÷ady zastosowania twierdzenia 5.5. Przyk÷ady takie

mo·zna znaléźc w przygotowanej do druku pracy [P25] (napisanej wspólnie z G. Horbaczewsk ¾a).
Dowodzimy tam, ·ze �Bhsi �

33�
p
577

32 � 0; 28060 dla dowolnego hsi 2 S. Pokazujemy te·z, ·ze
istnieje ci ¾ag hsi 2 S, dla którego baza Bhsi nie jest równowa·zna Bo, ale �Bhsi = �Bo = �H.
Punkty wyj ¾atkowe, z punktu widzenia deskryptywnej teorii mnogósci, s ¾a badane w [3].

V. Pozosta÷e osi ¾agni ¾ecia naukowo-badawcze.

Na pozosta÷y dorobek naukowy sk÷adaj ¾a si¾e nast¾epuj ¾ace publikacje:

[P1] M. Filipczak, T. Filipczak, On some topology related to metric density, Radovi Matematicki 4 (1988),
299�307.

[P2] T. Filipczak, A note on the recurrence theorem, Acta Univ. Lodz. Folia Math. 3 (1989), 39�40.
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15 (1989-90), 170�192.
[P5] T. Filipczak, A note on topologies related to (x�)-porosity, Real Anal. Exchange 16 (1990-91), 284�291.
[P6] T. Filipczak, Topologies related to (x�)-porosity, Acta Univ. Lodz. Folia Math. 5 (1992), 15�29.
[P7] T. Filipczak, A note on the system of complements of sets sparse at a point, Acta Univ. Lodz. Folia Math.

5 (1992), 9�14.
[P8] T. Filipczak, Monotonicity theorems for some local systems, Real Anal. Exchange 19 (1993-94), 114�120.
[P9] T. Filipczak, A relationship between intersection conditions and porosity conditions for local systems,

Math. Slovaca 44 (1994), 95�98.
[P10] T. Filipczak, Monotonicity theorems for the I-proximal local system, Demonstratio Math. 27 (1994),

517�520.
[P11] M. Filipczak, T. Filipczak, Monotonicity theorems for *-strong porosity topology, Atti Semin. Mat. Fis.

Univ. Modena 50 (2002), 187�194.
[P12] M. Filipczak, T. Filipczak, J. Hejduk, On the comparison of the density type topologies, Atti Semin. Mat.

Fis. Univ. Modena Reggio Emilia 52 (2004), 37�46.
[P13] M. Filipczak, T. Filipczak, A generalization of the density topology, Tatra Mt. Math. Publ. 34 (2006),

37�47.
[P14] M. Filipczak, T. Filipczak, Remarks on f -density and  -density, Tatra Mt. Math. Publ. 34 (2006),

141�149.
[P15] T. Filipczak, On sparse sets and density points de�ned by families of sequences, Bull. Inst. Math. Acad.

Sinica, New Series 3 (2008), 339�346.
[P16] M. Filipczak, T. Filipczak, Density topologies generated by functions and by sequences, Tatra Mt. Math.

Publ. 40 (2008), 103�115.
[P17] M. Filipczak, T. Filipczak, On f -density topologies, Topology Appl. 155 (2008), 1980�1989.
[P18] M. Filipczak, T. Filipczak, On the comparison of the density type topologies generated by sequences and

by functions, Comment. Math. 49, (2009), 161�170.
[P19] M. Filipczak, T. Filipczak, On homeomorphisms of density type topologies generated by functions, Tatra

Mt. Math. Publ. 46 (2010), 7�13.
[P20] M. Filipczak, T. Filipczak, On the comparison of density type topologies generated by functions, Real

Anal. Exchange 36 (2011), 341�352.
[P21] T. Filipczak, Density type topologies generated by functions. f -density as a generalization of hsi-density

and  -density, rozdzia÷w: Traditional and present-day topics in real analysis, ×ódź University Press 2013,
389�409.

[P22] M. Filipczak, T. Filipczak, Density type topologies generated by functions. Properties of f -density,
rozdzia÷w: Traditional and present-day topics in real analysis, ×ódź University Press 2013, 411�430.
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[P23] M. Filipczak, T. Filipczak, R. Knapik, Sets with Steinhaus and Smital properties, J. Math. Anal. Appl.
472 (2019), 1167�1174.

[P24] M. Balcerzak, T. Filipczak, P. Nowakowski, Families of symmetric Cantor sets from the category and
measure viewpoints, Georgian Math. J., przyj¾eta do druku.

[P25] T. Filipczak, G. Horbaczewska, Exceptional points for densities generated by sequences, wys÷ana do re-
cenzji.

Praca [P2] zosta÷a przyj¾eta do druku przed uzyskaniem stopnia doktora.
Poni·zej przedstawi¾e omówienie wyników uzyskanych w wy·zej wymienionych pracach.

6. Pozosta÷e wyniki

Praca [P2] zawiera drobny wynik zwi ¾azany z twierdzeniem rekurencyjnym udowodnionym
w [96]. Tematyka prac [P1] i [P3] - [P22] koncentruje si¾e wokó÷zagadnień zwi ¾azanych z
punktami g¾estósci i topologi ¾a g¾estósci oraz uogólnieniami tych poj¾éc i ich zastosowaniami.
Badane s ¾a te·z uogólnionienia ci ¾ag÷ósci, granic i pochodnych oparte na ró·znych rodzajach
porowatósci, a tak·ze wp÷yw warunków przeci¾ecia i warunków zwi ¾azanych z porowatósci ¾a na
w÷asnósci uogólnionych granic i pochodnych. W pracach [P23] - [P25] rozwa·zane s ¾a inne
zagadnienia. Praca [P23], nawi ¾azuj ¾aca do [H7], dotyczy w÷asnósci Steinhausa i w÷asnósci
Smitala dla zbiorów. W pracy [P24] badane s ¾a miarowe i topologiczne w÷asnósci podrodzin
rodziny symetrycznych (centralnych) zbiorów Cantora. W przygotowanej do druku pracy
[P25], wykorzystuj ¾ac wyniki z [H5], badamy punkty wyj ¾atkowe wzgl¾edem baz ró·zniczkowania
generowanych przez jeden ci ¾ag.

� Praca [P1] (napisana wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak).
W pracy s ¾a badane w÷asnósci topologii:

Top := f�d (U) nN : U 2 Tnat; N 2 Ng :

Jest te·z ona porównywana z topologi ¾a g¾estósci Td = f�d (A) nN : A 2 L; N 2 Ng oraz
a:e:-topologi ¾a Ta:e:, r-topologi ¾a Tr i topologi ¾a Hashimoto dla miary T �N .20 Topologie te s ¾a
zde�niowane nast¾epuj ¾aco:

Ta:e: := fA 2 Td : A = U [N;U 2 Tnat; N 2 Ng ;

Tr :=
([

t

Ut : Ut 2 Td \ G� \ F�

)
;

T �N := fU nN : U 2 Tnat; N 2 Ng ;

gdzie G� i F� to odpowiednie rodziny w topologii naturalnej. Topologie Ta:e: i Tr zosta÷y
zde�niowane przez R. O�Malleya w [72] i by÷y te·z badane w [73] i [71]. Topologia T �N pochodzi
z pracy H. Hashimoto [44], gdzie jest nazywana �topologi ¾a. Topologie tego rodzaju by÷y
wczésniej badane przez N. F. G. Martina w [65].
Poni·zsze twierdzenie opisuje inkluzje mi¾edzy wymienionymi topologiami. Strza÷ka oznacza

w÷ásciwe zawieranie. Jésli topologii nie da si¾e po÷¾aczýc strza÷kami, to s ¾a nieporównywalne w
sensie inkluzji. Zawierania Ta:e: $ Tr i Tr $ Td by÷y udowodnione w [72].

Twierdzenie 6.1 ([P1]).

20W [P1] topologia T �
N jest oznaczona TM .
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Twierdzenie 6.2 ([P1, Theorem 2]). Top = fU nN : U 2 Ta:e:; N 2 Ng.

Wniosek 6.3 ([P1]). (1) Niech (Y;O) b ¾edzie regularn ¾a przestrzeni ¾a topologiczn ¾a. Funkcja
f : R! Y jest Ta:e:-ci ¾ag÷a wtedy i tylko wtedy, gdy jest Top-ci ¾ag÷a.

(2) Funkcja f : R! R jest Top-ci ¾ag÷a wtedy i tylko wtedy, gdy jest aproksymatywnie ci ¾ag÷a
i prawie wsz ¾edzie ci ¾ag÷a.

(3) Topologia Top nie jest regularna.
(4) Funkcja f : R! R jest Top-ró·zniczkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest Ta:e:-ró·zniczko-

walna. Ponadto Top-pochodna i Ta:e:-pochodna s ¾a równe.

� Praca [P3].
W pracy [P3] de�niujemy poj¾ecie zbioru I-rzadkiego w punkcie. Jest ono oparte na poj¾eciu

punktu I-rozrzedzenia ([107]) oraz poj¾eciu zbioru rzadkiego w punkcie wprowadzonym przez
D. N. Sarkhela i A. K. De w [88]. Przy pomocy zbiorów rzadkich oraz I-rzadkich de�niujemy
operatory dolnej g¾estósci oraz odpowiadaj ¾ace im topologie. Badamy podstawowe w÷asnósci
tych topologii oraz w÷asnósci okréslonych na nich funkcji ci ¾ag÷ych.
W. Wilczyński ([107]) zde�niowa÷poj¾ecia punktu I-g¾estósci oraz topologii I-g¾estósci, które

mo·zna traktowác jako odpowiedniki punktu g¾estósci i topologii g¾estósci dla kategorii Baire�a.
W÷asnósci topologii I-g¾estósci oraz zwi ¾azane z ni ¾a zagadnienia by÷y badane w wielu artyku÷ach,
m.in. w [107], [80], [81], [9], [62], [63], [108], [112] i [115].
Mówimy, ·ze x 2 R jest punktem I-g ¾estósci zbioru A 2 Ba, je·zeli dla dowolnego rozbie·znego

do 1 ci ¾agu liczb dodatnich (tn)n2N istnieje podci ¾ag (tnk)k2N, taki ·ze

�(tnk �(A�x))\[�1;1] �!k!1
�[�1;1] M-p.w.

(tj. zbie·znóśc zachodzi poza zbiorem pierwszej kategorii). Zbiór wszystkich punktów I-g¾estósci
zbioru A oznaczamy �I (A). Funkcja �I jest operatorem dolnej g¾estósci w (R;Ba;M), nato-
miast rodzina TI := fA 2 Ba : A � �I (A)g jest topologi ¾a na prostej zawieraj ¾ac ¾a topologi¾e
naturaln ¾a ([107], [80]). Topologi¾e TI nazywamy topologi ¾a I-g ¾estósci. Zast¾epuj ¾ac przedzia÷
[�1; 1] przedzia÷ami [0; 1] i [�1; 0], dostajemy de�nicje punktu prawostronnej i lewostronnej
I-g ¾estósci oraz funkcji �+I i �

�
I .

Zde�niowalísmy wczésniej g¾estóśc d (A; x) oraz g¾estóśc górn ¾a d (A; x) i g¾estóśc doln ¾a d (A; x)
zbioru A 2 L w punkcie x 2 R. Analogicznie de�niujemy g¾estósci prawostronne i lewostronne,
tj. przyjmujemy d+ (A; x) := limh!0+

�(A\[x;x+h])
h , d

+
(A; x) := lim suph!0+

�(A\[x;x+h])
h ,

d+ (A; x) := lim infh!0+
�(A\[x;x+h])

h etc.
W [88] zosta÷o wprowadzone poj¾ecie zbioru rzadkiego. Korzystaj ¾ac z niego, autorzy zde�nio-

wali poj¾ecia proksymalnej granicy, ci ¾ag÷ósci i pochodnej, uogólniaj ¾ace aproksymatywn ¾a granic¾e,
ci ¾ag÷óśc i pochodn ¾a. Pozwoli÷o to zde�niowác ca÷k¾e typu Perrona, a tak·ze uzyskác interesuj ¾ace
twierdzenie o monotonicznósci. Punktem wyj́scia rozwa·zań by÷o poni·zsze twierdzenie.

� Niech A 2 L i x 2 R. Nast¾epuj ¾ace warunki s ¾a równowa·zne:
(1) 8B2L

�
d
+
(B; x) < 1) d

+
(A [B; x) < 1

�
;

(2) 8B2L
�
d+ (B; x) = 0) d+ (A [B; x) = 0

�
;

(3) 8B2L
��
d
+
(B; x) < 1 ^ d+ (B; x) = 0

�
)
�
d
+
(A [B; x) < 1 ^ d+ (A [B; x) = 0

��
:

Je·zeli zbiór A 2 L spe÷nia warunki powy·zszego twierdzenia, to nazywamy go prawostronnie
rzadkim w punkcie x.21 Analogicznie de�niujemy zbiór lewostronnie rzadki. Mówimy, ·ze zbiór
jest rzadki w punkcie, je·zeli jest w tym punkcie prawostronnie i lewostronnie rzadki.

21W [88] autorzy rozwa·zali dowolne podzbiory prostej, a twierdzenie zawiera÷o jeszcze jeden warunek, który
by÷oryginaln ¾a de�nicj ¾a zbioru prawostronnie rzadkiego.
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Je·zeli d+ (A; x) = 0, to A jest prawostronnie rzadki w x. ×atwo sprawdzíc, ·ze jésli A jest
prawostronnie rzadki w x, to d

+
(A; x) < 1 i d+ (A; x) = 0 oraz ·ze suma dwóch zbiorów

prawostronie rzadkich w x jest zbiorem prawostronnie rzadkim w x ([88]).
Niech A 2 Ba i x 2 R. Mówimy, ·ze x jest prawostronnym punktem górnej I-g ¾estósci zbioru

A, je·zeli istnieje rozbie·zny do 1 ci ¾ag (tn)n2N liczb dodatnich, taki ·ze

�(tnk �(A�x))\[0;1] �!k!1
�[0;1] M-p.w.

Zbiór wszystkich takich punktów oznaczamy �
+
I (A). Je·zeli x jest prawostronnym punktem

górnej I-g¾estósci zbioru Ac, to mówimy, ·ze x jest prawostronnym punktem dolnego I-rozrze-
dzenia zbioru A. Zatem �+I (A) := �

+
I (A

c) jest zbiorem wszystkich prawostronnych punktów
dolnego I-rozrzedzenia zbioru A.22 Analogiczne de�nicje i oznaczenia stosujemy w przypadku
lewostronnym.

Twierdzenie 6.4 ([P3, Proposition 2]). Niech A 2 Ba i x 2 R. Nast ¾epuj ¾ace warunki s ¾a
równowa·zne:

(1) 8B2Ba
�
x =2 �+I (B)) x =2 �+I (A [B)

�
;

(2) 8B2Ba
�
x 2 �+I (B)) x 2 �+I (A [B)

�
;

(3) 8B2Ba
��
x =2 �+I (B) ^ x 2 �+I (B)

�
)
�
x =2 �+I (A [B) ^ x 2 �+I (A [B)

��
:

Jésli zbiór A 2 Ba spe÷nia warunki powy·zszego twierdzenia, to nazywamy go prawostronnie
I-rzadkim w punkcie x. Analogicznie de�niujemy zbiór lewostronnie I-rzadki. Mówimy, ·ze
zbiór jest I-rzadki w punkcie, je·zeli jest w tym punkcie prawostronnie i lewostronnie I-rzadki.

W÷asnóśc 6.5 ([P3, Propositon 2, Example 3]). (1) Je·zeli x jest punktem prawostronnego
I-rozrzedzenia zbioru A (tzn. x 2 �+I (Ac)), to A jest prawostronnie I-rzadki w x.

(2) Je·zeli A jest prawostronnie I-rzadki w x, to x 2 �+I (A) n �
+
I (A).

(3) Je·zeli A i B s ¾a prawostronie I-rzadkie w x, to A[B jest prawostronnie I-rzadki w x.
(4) Istnieje taki zbiór domkni ¾ety A, ·ze d

+
(A; 0) < 1, d+ (A; 0) = 0, 0 2 �+I (A) n �

+
I (A),

ale A nie jest ani prawostronnie rzadki w 0, ani prawostronnie I-rzadki w 0.

Przyjmijmy:

�+pr (A) := fx 2 R : Ac jest prawostronnie rzadki w xg dla A 2 L ;
�+I- pr (A) := fx 2 R : A

c jest prawostronnie I-rzadki w xg dla A 2 Ba :

Analogicznie de�niujemy ��pr (A) i �
�
I- pr (A) oraz przyjmujemy:
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�pr (A) := �
+
pr (A) \ ��pr (A) ; Tpr := f�pr (A) nN : A 2 L; N 2 Ng ;

�I- pr (A) := �
+
I- pr (A) \ �

�
I- pr (A) ; TI- pr := f�I- pr (A) nM : A 2 Ba;M 2Mg :

×atwo sprawdzíc, ·ze Tpr = fA 2 L : A � �pr (A)g i TI- pr = fA 2 Ba : A � �I- pr (A)g.

Twierdzenie 6.6 ([P3, Proposition 6, Theorem 5]). (1) �pr jest operatorem dolnej g ¾es-
tósci w (R;L;N ), a Tpr jest topologi ¾a, tak ¾a ·ze Td $ Tpr.

(2) �I- pr jest operatorem dolnej g ¾estósci w (R;Ba;M), a TI- pr jest topologi ¾a, tak ¾a ·ze
TI $ TI- pr.

22W [P3] by÷y u·zywane oznaczenia: d+I (A; x) = 1, gdy x 2 �
+
I (A); d

+
I (A; x) < 1, gdy x =2 �

+
I (A);

dI+ (A; x) = 0, gdy x 2 �+I (A) oraz dI+ (A; x) > 0, gdy x =2 �
+
I (A).

23W [P3] zamiast �pr, �I- pr, Tpr i TI- pr by÷y u·zywane oznaczenia ��, ��I , T � i T �I .



23

W pracy [P3] opisane s ¾a w÷asnósci topologii Tpr i TI- pr. Wynikaj ¾a one z ogólnych twierdzeń
dotycz ¾acych topologii tego typu (porównaj [61]) lub ich dowody s ¾a takie jak dowody dla
topologii g¾estósci lub topologii I-g¾estósci. Podamy dwa twierdzenia dotycz ¾ace aksjomatów
oddzielania dla Tpr i TI- pr.

Twierdzenie 6.7 ([P3, Theorem 12, Theorem 13]). Przestrzén (R; Tpr) jest ca÷kowicie regu-
larna, ale nie jest normalna.

Twierdzenie 6.8 ([P3, Theorem 14]). Przestrzén (R; TI- pr) nie jest regularna.

Niech � b¾edzie topologi ¾a w R zawieraj ¾ac ¾a topologi¾e naturaln ¾a oraz f : R ! R. Mówimy,
·ze funkcja f jest � -ci ¾ag÷a, je·zeli jest ci ¾ag÷a jako funkcja z (R; �) w (R; Tnat), natomiast f jest
obci ¾eciowo � -ci ¾ag÷a, je·zeli dowolny punkt x ma � -otoczenie U , takie ·ze funkcja obci¾eta fjU
jest ci ¾ag÷a w x jako funkcja z (R; Tnat) w (R; Tnat). ×atwo sprawdzíc, ·ze funkcja obci¾eciowo
� -ci ¾ag÷a jest � -ci ¾ag÷a. Dla � = Td de�nicje te s ¾a równowa·zne i oznaczaj ¾a aproksymatywn ¾a
ci ¾ag÷óśc. Dla � = TI de�nicje nie s ¾a równowa·zne ([81]).

Twierdzenie 6.9 ([P3, Theorem 15]). (1) Tpr-ci ¾ag÷óśc i obci ¾eciowa Tpr-ci ¾ag÷óśc nie s ¾a
równowa·zne.

(2) TI- pr-ci ¾ag÷óśc i obci ¾eciowa TI- pr-ci ¾ag÷óśc nie s ¾a równowa·zne.

Funkcje TI -ci ¾ag÷e s ¾a nazywane I-aproksymatywnie ci ¾ag÷ymi, funkcje Tpr-ci ¾ag÷e - proksymal-
nie ci ¾ag÷ymi, a TI- pr-ci ¾ag÷e - I-proksymalnie ci ¾ag÷ymi. Z twierdzenia 6.6 wynika, ·ze funkcja
aproksymatywnie ci ¾ag÷a jest proksymalnie ci ¾ag÷a, a funkcja I-aproksymatywnie ci ¾ag÷a jest
I-proksymalnie ci ¾ag÷a:

Twierdzenie 6.10 ([P3, Theorem 10]). Istnieje funkcja f : R ! R, która jest proksymalnie
ci ¾ag÷a oraz I-proksymalnie ci ¾ag÷a, ale nie jest ani aproksymatywnie ci ¾ag÷a, ani I-aproksy-
matywnie ci ¾ag÷a.

Opieraj ¾ac si¾e na wynikach z [88] i [91] ÷atwo pokazujemy, ·ze ka·zda funkcja proksymalnie
ci ¾ag÷a jest pierwszej klasy Baire�a i ma w÷asnóśc Darboux ([P3, Theorem 9]).

� Prace [P4] - [P11].

Podstaw ¾a rozwa·zań w ksi ¾a·zce B. S. Thomsona [101] jest poj¾ecie lokalnego systemu. Poj¾ecie
to pozwoli÷o ujednolicíc badanie uogólnionych granic, ci ¾ag÷ósci i pochodnych. Wiele dowodów
w [101] opiera si¾e na spostrze·zeniu, ·ze rozwa·zany lokalny system spe÷nia pewien "warunek prze-
ci¾ecia" lub pewien "warunek porowatósci". Omawiane prace wykorzystuj ¾a te idee. W [P4] i
[P7] badamy warunki przeci¾ecia dla lokalnych systemów zwi ¾azanych z topologiami Tpr, TI- pr
oraz TI . Prace [P5] i [P6] dotycz ¾a topologii zde�niowanych przy pomocy ró·znych rodzajów
porowatósci. W [P9] omawiamy zwi ¾azek mi¾edzy warunkami przeci¾ecia, a warunkami porowa-
tósci dla lokalnych systemów. Prace [P8], [P10] i [P11] s ¾a póswi¾econe twierdzeniom o monoton-
icznósci. Badamy, przy jakich warunkach spe÷nianych przez lokalny system, odpowiednie
twierdzenia zachodz ¾a. Formu÷ujemy te·z twierdzenia dla systemu I-proksymalnego oraz sys-
temu �-silnej porowatósci.
Lokalnym systemem nazywamy rodzin¾e S = fS (x) : x 2 Rg, gdzie S (x) jest niepust ¾a rodzi-

n ¾a podzbiorów prostej, tak ¾a ·ze: (i) fxg =2 S (x); (ii) je·zeli S 2 S (x), to x 2 S; (iii) je·zeli
S 2 S (x) i S0 � S, to S0 2 S (x); (iv) je·zeli S 2 S (x) i � > 0, to S \ (x� �; x+ �) 2 S (x).
Niech S b¾edzie lokalnym systemem. Mówimy, ·ze funkcja f : R ! R jest (S)-ci ¾ag÷a w

punkcie x0, je·zeli fx : jf (x)� f (x0)j < "g 2 S (x) dla " > 0.
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� Prace [P4] i [P7].
Mówimy, ·ze lokalny system S spe÷nia warunek przeci ¾ecia typu Sx\Sy 6= ;, je·zeli dla dowolnej

rodziny zbiorów fSx : x 2 Rg, gdzie Sx 2 S (x), istnieje funkcja � : R ! R+, dla której
Sx \ Sy 6= ;, gdy 0 < y � x < min f� (x) ; � (y)g. Podobnie de�niujemy warunki przeci¾ecia
innych typów. W [101] B. S. Thomson rozwa·za÷warunki przeci¾ecia typu Sx\Sy 6= ;, Sx\Sy\
[x; y] 6= ;, Sx\Sy\(x; y) 6= ; oraz parametryczne Sx\Sy\(x+ �1 (y � x) ; x+ �2 (y � x)) 6= ;
dla ustalonych �1 � �1 < �2 � 1.
Je·zeli lokalny system spe÷nia odpowiedni warunek przeci¾ecia, to funkcje (S)-ci ¾ag÷e oraz (S)-

pochodne maj ¾a "dobre" w÷asnósci. Jednym z najwa·zniejszych twierdzeń tego rodzaju jest
[101, Theorem 33.1]:

� Je·zeli lokalny system S spe÷nia warunek przeci¾ecia typu Sx \ Sy 6= ;, to dowolna funkcja
(S)-ci ¾ag÷a jest pierwszej klasy Baire�a.

Wybieraj ¾ac promień � dla ka·zdego zbioru S osobno, dostajemy silniejsz ¾a wersj¾e warunku
przeci¾ecia. Mówimy, ·ze lokalny system S spe÷nia silny warunek przeci ¾ecia typu Sx \ Sy 6= ;,
je·zeli dla dowolnych x 2 R, Sx 2 S (x) istnieje liczba dodatnia � (x; Sx), taka ·ze Sx\Sy 6= ;, gdy
Sx 2 S (x), Sy 2 S (y) i 0 < y � x < min f� (x; Sx) ; � (y; Sy)g. Analogicznie de�niujemy silne
warunki przeci¾ecia innych typów. Silny warunek przeci¾ecia jest ścísle zwi ¾azany z warunkiem
istotnego promienia ([61], [112]) oraz warunkiem O�Malleya ([100]).
Zde�niujmy lokalne systemy, przyjmuj ¾ac:

S+o (x) :=
n
A : x 2 A ^ 9E�A;E2L

�
d+ (E; x) > 0 ^ d+ (E; x) = 1

�o
,

S+pr (x) :=
�
A : x 2 A ^ 9E�A;E2L x 2 �+pr (E)

	
,

S+I (x) :=
�
A : x 2 A ^ 9E�A;E2Ba x 2 �+I (E)

	
,

S+I- pr (x) :=
n
A : x 2 A ^ 9E�A;E2Ba x 2 �+I- pr (E)

o
,

Spr (x) := S
+
pr (x)\ S�pr (x), SI (x) := S+I (x) \ S

�
I (x) i SI- pr (x) := S

+
I- pr (x) \ S

�
I- pr (x).

Opieraj ¾ac si¾e na wynikach z [91], dostajemy:

Twierdzenie 6.11 ([P4, Theorem 1]). Lokalny system S+o spe÷nia silny warunek przeci ¾ecia
typu Sx \ Sy 6= ;.
Poniewa·z S+pr (x) � S+o (x) dla x 2 R, wi¾ec równie·z S+pr spe÷nia silny warunek przeci¾ecia

typu Sx \ Sy 6= ;. W [P7] udowodnilísmy troch¾e wi¾ecej: S+pr spe÷nia silny warunek przeci¾ecia
typu Sx \ Sy \ (y; y + (y � x)�) 6= ; dla � > 0.
Z [63, Theorem 2] wynika, ·ze lokalny system SI spe÷nia silny warunek przeci¾ecia typu

Sx \ Sy \ (x; y) 6= ;. W [P4] udowodnilísmy wi¾ecej.

Twierdzenie 6.12 ([P4, Theorem 5]). Dla dowolnych liczb 0 � �1 < �2 � 1, lokalny system
SI spe÷nia silny warunek przeci ¾ecia typu Sx \ Sy \ (x+ �1 (y � x) ; x+ �2 (y � x)) 6= ;.
Twierdzenie 6.13 ([P4, Theorem 6]). Dla dowolnych liczb 0 � �1 < �2 <1, lokalny system
S+I spe÷nia silny warunek przeci ¾ecia typu Sx \ Sy \ (y + �1 (y � x) ; y + �2 (y � x)) 6= ;.
Podobne twierdzenie uzyska÷L. Zajíµcek w [112]. W metrycznej przestrzeni Baire�a zde�nio-

wa÷topologi¾e �-porowatósci, podobn ¾a do topologii I-g¾estósci. Udowodni÷, ·ze lokalny system
zwi ¾azany z t ¾a topologi ¾a spe÷nia warunek istotnego promienia, analogiczny do silnego warunku
przeci¾ecia typu Sx \ Sy 6= ;.
Twierdzenie 6.14 ([P4, Theorem 7]). Lokalny system S+I- pr spe÷nia silny warunek przeci ¾ecia
typu Sx \ Sy 6= ;.
Twierdzenie 6.15 ([P4, Theorem 7 - Corollary]). Je·zeli funkcja jest prawostronnie I-proksy-
malnie ci ¾ag÷a (tj. S+I- pr-ci ¾ag÷a), to jest pierwszej klasy Baire�a.
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W [80] zosta÷o pokazane, ·ze dowolna funkcja I-aproksymatywnie ci ¾ag÷a jest pierwszej klasy
Baire�a. Poprzednie twierdzenie jest istotnym wzmocnieniem tego wyniku.

Twierdzenie 6.16 ([P4, Theorem 2, Theorem 8]). Niech � � 0. Lokalne systemy Spr i SI- pr
nie spe÷niaj ¾a warunku przeci ¾ecia typu Sx \ Sy \ [x� � (y � x) ; x+ � (y � x)] 6= ;.

� Prace [P5] i [P6].
W [112] L. Zajíµcek bada÷topologie zde�niowane za pomoc ¾a operatora dolnej g¾estósci. Nazy-

wa÷je abstrakcyjnymi topologiami g ¾estósci lub kategoryjnymi topologiami g ¾estósci, gdy opera-
tor dolnej g¾estósci by÷okréslony w (X;BaX ;MX). G÷ówn ¾a cz¾éśc rozwa·zań póswi¾eci÷katego-
ryjnym topologiom g¾estósci zde�niowanym przy u·zyciu porowatósci.
Niech (X; �) b¾edzie przestrzeni ¾a metryczn ¾a, A � X, z 2 X i r > 0. Przyjmijmy:

 (z; r; A) := sup f" > 0 : 9y2X B (y; ") � B (z; r) nAg :

Je·zeli lim supr!0+
(z;r;A)

r > 0, to zbiór A nazywamy porowatym w punkcie z, je·zeli natomiast

lim supr!0+
(z;r;A)

r � 1
2 , to A nazywamy silnie porowatym w z. Mówimy, ·ze A jest porowaty

(silnie porowaty), je·zeli jest porowaty (silnie porowaty) w ka·zdym swoim punkcie. Poj¾ecie
zbioru porowatego wprowadzi÷E. P. Dolµzenko w [31]. Obszerny przegl ¾ad zagadnień zwi ¾azanych
z porowatósci ¾a mo·zna znaléźc w artykule L. Zajíµcka [113].24

Mówimy, ·ze zbiór A � X jest superporowaty w z, je·zeli A [ B jest porowaty w z dla
dowolnego zbioru B porowatego w z. Podobnie de�niujemy zbiór super silnie porowaty w z.
Przyjmijmy:

pX := fU � X : 8z2U U c jest superporowaty w zg ;
p�X := fU nN : U 2 pX ; N 2 Ng :

W [112] jest pokazane, ·ze pX jest topologi ¾a w X zawieraj ¾ac ¾a topologi¾e przestrzeni metrycznej,
a p�X jest kategoryjn ¾a topologi ¾a g¾estósci, gdy (X; �) jest przestrzeni ¾a Baire�a. Topologi¾e pX
nazywamy topologi ¾a porowatósci, a p�X topologi ¾a �-porowatósci. Je·zeli (X; �) jest prost ¾a z
metryk ¾a euklidesow ¾a, to p�X = TI . Zatem topologi¾e I-g¾estósci mo·zna zde�niowác u·zywaj ¾ac
poj¾éc topologicznych oraz porowatósci, choć oryginalna de�nicja wykorzystuje struktur¾e al-
gebraiczn ¾a prostej (porównaj [115]). Je·zeli w de�ncjach pX i p�X zast ¾apimy superporowatóśc
przez super siln ¾a porowatóśc, to dostaniemy de�nicje topologii silnej porowatósci sX i topologii
�-silnej porowatósci s�X . By÷y one badane w [52] i [P11].
Prace [P5] i [P6] dotycz ¾a uogólnień topologii porowatósci i topologii �-porowatósci.
Niech (X; �) b¾edzie przestrzeni ¾a metryczn ¾a, A � X, z 2 X oraz � 2 (0; 1). Je·zeli

lim supr!0+
(z;r;A)�

r > 0, to zbiór A nazywamy (x�)-porowatym w punkcie z, je·zeli natomiast

lim supr!0+
(z;r;A)�

r =1, to A nazywamy (x�)-silnie porowatym w z. Dodatkowo przyjmu-
jemy, ·ze A jest

�
x1
�
-porowaty w z gdy jest porowaty w z oraz jest

�
x1
�
-silnie porowaty w z

gdy jest silnie porowaty w z. Mówimy, ·ze zbiór A jest (x�)-superporowaty w z (� 2 (0; 1]),
je·zeli A[B jest (x�)-porowaty w z dla dowolnego (x�)-porowatego w z zbioru B. Analogicznie
de�niujemy zbiór (x�)-super silnie porowaty w z. Przyjmijmy:

T� := fU � X : 8z2U U c jest (x�) -superporowaty w zg ;
�� := fU � X : 8z2U U c jest (x�) -super silnie porowaty w zg ;
T �� := fU nN : U 2 T�; N 2 Ng ; ��� := fU nN : U 2 ��; N 2 Ng :

24Jésli w de�nicji porowatósci u·zyjemy granicy dolnej zamiast granicy górnej, to dostaniemy de�nicj¾e dolnej
porowatósci. W zwi ¾azku z tym termin "porowaty" bywa zast¾epowany terminem "górnie porowaty" (porównaj
[114]).
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Wtedy T1 = pX , T �1 = p�X , �1 = sX i ��1 = s�X . Tak jak w [112] wnioskujemy, ·ze T� i �� s ¾a
topologiami w X.

Twierdzenie 6.17 ([P5, Proposition 5, Remark 1]). Je·zeli (X; �) jest przestrzeni ¾a Baire�a
i � 2 (0; 1], to T �� i ��� s ¾a kategoryjnymi topologiami g ¾estósci.
G÷ównym wynikiem pracy [P5] jest nastepuj ¾ace twierdzenie.

Twierdzenie 6.18 ([P5, Theorem 1]). Dla dowolnej liczby � 2 (0; 1], topologie T� i �� s ¾a
ca÷kowicie regularne.25

W pracy [P6] porównujemy (w sensie zawierania) topologie T� i �� oraz T �� i ��� (na prostej).
Stosujemy inne oznaczenia i nieco inne (ale równowa·zne) de�nicje.26

Twierdzenie 6.19 ([P6, Theorem 2, Theorem 3]). Za÷ó·zmy, ·ze (X; �) jest prost ¾a z metryk ¾a
euklidesow ¾a.

(1) ·Zadna topologia z rodziny fTa : � 2 (0; 1]g [ f�a : � 2 (0; 1]g nie jest zawarta w ·zadnej
innej topologii z tej rodziny.

(2) ·Zadna topologia z rodziny fT �a : � 2 (0; 1]g[f��a : � 2 (0; 1]g nie jest zawarta w ·zadnej
innej topologii z tej rodziny.

Topologia I-g¾estósci TI = p�R = T �1 jest jedn ¾a z rozwa·zanych kategoryjnych topologii g¾es-
tósci. Dostalísmy wi¾ec continuum nieporównywalnych (w sensie inkluzji) topologii "podob-
nych" do topologii I-g¾estósci.

� Praca [P9].
W monogra�i [101] B. S. Thomson bada÷lokalne systemy korzystaj ¾ac z warunków przeci¾ecia

i warunków porowatósci. Praca [P9] podaje zwi ¾azek mi¾edzy warunkami tego typu, a dok÷ad-
niej pokazuje (przy naturalnych za÷o·zeniach), ·ze jésli lokalny system spe÷nia parametryczny
warunek przeci¾ecia, to mo·zna oszacowác z góry porowatóśc zbiorów do niego nale·z ¾acych.
Niech A � R, x; a; b 2 R, a < b. Przyjmijmy:

A+ := A \ [0;1) ; A� := A \ (�1; 0] ;
0 (A; a; b) := sup f" > 0 : 9y2R (y; y + ") � (a; b) nAg ;

p+ (A; x) := lim sup
h!0+

0 (A; x; x+ h)

h
;

p� (A; x) := lim sup
h!0+

0 (A; x� h; x)
h

:

Liczby p+ (A; x) i p� (A; x) s ¾a nazywane prawostronn ¾a i lewostronn ¾a porowatósci ¾a zbioru A

w punkcie x. ×atwo sprawdzíc, ·ze A jest porowaty w x wtedy i tylko wtedy, gdy p+ (A; x) > 0
lub p� (A; x) > 0.

Twierdzenie 6.20 ([P9]). Za÷ó·zmy, ·ze � > �1
2 oraz S jest lokalnym systemem, takim ·ze:

(1) S (x) = fx+ S : S 2 S (0)g dla x 2 R.
(2) Je·zeli S 2 S (0), to S+ [ (�S+) 2 S (0) i S� [ (�S�) 2 S (0).
(3) S spe÷nia parametryczny warunek przeci ¾ecia typu

Sx \ Sy \ [x� � (y � x) ; y + � (y � x)] 6= ;:
Wtedy dla dowolnego x 2 R i dowolnego S 2 S (x) zachodz ¾a nierównósci:

p+ (S; x) �
1
2 + �

1 + �
i p� (S; x) �

1
2 + �

1 + �
:

25Analogiczny wynik by÷niezale·znie udowodniony w [52].
26Dla � 2 (0; 1) topologie �� s ¾a oznaczane T�;1, natomiast topologia �1 jest oznaczana T1;1.
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Je·zeli lokalny system jest �ltruj ¾acy (tzn. S1 \ S2 2 S (x), gdy S1; S2 2 S (x)), to warunek
(2) mo·zna zast ¾apíc warunkiem "jésli S 2 S (0), to �S 2 S (0)".

� Prace [P8], [P10] oraz [P11] (napisana wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak).
W [101] B. S. Thomson pokaza÷, ·ze wiele twierdzeń o monotonicznósci dla uogólnionych

pochodnych i uogólnionych granic, zachodzi przy za÷o·zeniu, ·ze lokalny system spe÷nia okréslony
warunek przeci¾ecia. Z drugiej strony, D. N. Sarkhel i A. K. De udowodnili interesuj ¾ace twier-
dzenie o monotonicznósci, korzystaj ¾ac z w÷asnósci innego typu ([88]). W pracy [P8] de�niujemy
w÷asnóśc lokalnych systemów odpowiadaj ¾ac ¾a warunkowi rozwa·zanemu przez D. N. Sarkhela
i A. K. De. Nazywamy j ¾a w÷asnósci ¾a (SD). Dowodzimy, ·ze dla lokalnego systemu maj ¾acego
w÷asnóśc (SD), zachodz ¾a twierdzenia o monotonicznósci b ¾ed ¾ace odpowiednikami twierdzeń z
[101] i [88]. Pokazujemy wreszcie, ·ze w÷asnóśc (SD) wynika z warunku przeci¾ecia, ale nie jest
mu równowa·zna. W pracy [P10] dowodzimy, ·ze system I-proksymalny SI- pr ma w÷asnóśc
(SD), a w pracy [P11], ·ze w÷asnóśc t¾e ma system s� otoczeń w topologii �-silnej porowatósci
na prostej. W konsekwencji, zachodz ¾a dla nich odpowiednie twierdzenia o monotonicznósci.
Niech S b¾edzie lokalnym systemem, f : R! R i x0 2 R. Liczby

(S) - lim inf
x!x0

f (x) := sup
�
t : fx0g [ f�1 (t;1) 2 S (x0)

	
;

(S) - lim sup
x!x0

f (x) := inf
�
t : fx0g [ f�1 (�1; t) 2 S (x0)

	
;

(S) -Df (x) := (S) - lim inf
x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

nazywamy (S)-granic ¾a doln ¾a, (S)-granic ¾a górn ¾a i (S)-pochodn ¾a doln ¾a funkcji f w punkcie x0.
W pracy [88] zosta÷o udowodnione nast¾epuj ¾ace twierdzenie:

� Niech A � [a; b] i B = [a; b] n A. Je·zeli (i) a 2 A, (ii) d+i (A; x) > 0 dla x 2 A n fbg oraz
(iii) d�i (B; x) > 0 dla x 2 B, to B = ;.

W twierdzeniu tym d+i (A; x) oznacza prawostronn ¾a doln ¾a g¾estóśc wewn¾etrzn ¾a zbioru A

w punkcie x (w de�nicji d+ (A; x), miar¾e zast¾epujemy miar ¾a wewn¾etrzn ¾a).
Lokalny system S = fS (x) : x 2 Rg nazywamy obustronnym, je·zeli x jest obustronnym

punktem skupienia ka·zdego zbioru z S (x). Dla obustronnego lokalnego systemu S de�niujemy
lokalne systemy S+ i S� przyjmuj ¾ac:

S+ (x) := fA � R : A [ (�1; x) 2 S (x)g ;
S� (x) := fA � R : A [ (x;1) 2 S (x)g :

Mówimy, ·ze lokalny system S ma w÷asnóśc (SD), je·zeli jest obustronny i dla dowolnego prze-
dzia÷u domkni¾etego [a; b] i zbiorów A � [a; b], B = [a; b] nA, z warunków

(1) a 2 A,
(2) A 2 S+ (x) dla x 2 A n fbg,
(3) B 2 S� (x) dla x 2 B,
wynika, ·ze B = ;.

Twierdzenie 6.21 ([P8, Theorem 2]). Niech S b ¾edzie lokalnym systemem maj ¾acym w÷asnóśc
(SD) oraz f : R! R. Je·zeli

(1)
�
S�
�
-lim supy!x f (y) � f (x) dla ka·zdego x,

(2)
�
S+
�
-Df � 0 prawie wsz ¾edzie,

(3)
�
S+
�
-Df > �1 wsz ¾edzie oprócz przeliczalnej liczby punktów, w których spe÷niona jest

nierównóśc f (x) �
�
S+
�
-lim infy!x f (y),

to f jest niemalej ¾aca.
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Wniosek 6.22 ([P8, Corollary 3]). Je·zeli lokalny system S ma w÷asnóśc (SD) oraz

(1)
�
S�
�
-lim supy!x f (y) � f (x) dla ka·zdego x,

(2)
�
S+
�
-Df � 0 prawie wsz ¾edzie,

(3)
�
S+
�
-Df > �1 wsz ¾edzie,

to f jest niemalej ¾aca.

Wniosek 6.23 ([P8, Corollary 4]). Je·zeli lokalny system S ma w÷asnóśc (SD) oraz

(1)
�
S�
�
-lim supy!x f (y) � f (x) �

�
S+
�
-lim infy!x f (y) dla ka·zdego x,

(2)
�
S+
�
-Df � 0 prawie wsz ¾edzie,

(3)
�
S+
�
-Df > �1 niemal wsz ¾edzie (poza zbiorem przeliczalnym),

to f jest niemalej ¾aca.

Wniosek 6.24 ([P8, Corollary 5]). Je·zeli lokalny system S ma w÷asnóśc (SD) oraz (S)-
Df (x) � 0 dla wszystkich x, to f jest niemalej ¾aca.
Powy·zsze twierdzenia s ¾a uogólnieniami klasycznych twierdzeń o monotonicznósci dotycz ¾a-

cych zwyk÷ych granic i pochodnych oraz aproksymatywnych granic i pochodnych (patrz [101,
§55]). Nast¾epne twierdzenie jest wzmocnieniem [88, Theorem 4.3].

Twierdzenie 6.25 ([P8, Theorem 6]). Niech S b ¾edzie lokalnym systemem maj ¾acym w÷asnóśc
(SD) oraz f : R! R. Je·zeli

(1)
�
S�
�
-lim supy!x f (y) � f (x) �

�
S+
�
-lim infy!x f (y) dla ka·zdego x,

(2) f (E) ma puste wn ¾etrze, gdzie E :=
�
x :
�
S+
�
-Df (x) � 0 ^

�
S�
�
-Df (x) � 0

	
,

to f jest niemalej ¾aca.

Twierdzenie 6.26 ([P8, Theorem 7]). Je·zeli lokalny system S jest obustronny i spe÷nia
warunek przeci ¾ecia typu Sx \ Sy \ [x; y] 6= ;, to S ma w÷asnóśc (SD).
W [P8] zosta÷o pokazane, ·ze istnieje obustronny lokalny system, który ma w÷asnóśc (SD),

ale nie spe÷nia warunku przeci¾ecia z ostatniego twierdzenia.
W pracach [P10] i [P11] dowodzimy, ·ze dwa spósród badanych we wczésniejszych pracach

lokalnych systemów maj ¾a w÷asnóśc (SD). W [P10] badamy system I-proksymalny SI- pr. Praca

[P11] dotyczy lokalnego systemu s�, takiego ·ze s� (x) =
n
U � R : x 2 ints�R U

o
, gdzie ints�R U

oznacza wn¾etrze zbioru U w topologii �-silnej porowatósci s�R. Topologia s
�
R jest blisko zwi ¾azana

z topologi ¾a I-g¾estósci TI = p�R. Powstaje ona przez zast ¾apienie porowatósci siln ¾a porowatósci ¾a
w de�nicji p�R. Topologie s

�
X (w przestrzeniach metrycznych) by÷y badane w [52].

Twierdzenie 6.27 ([P10, Theorem 1]). Lokalny system SI- pr ma w÷asnóśc (SD).

Twierdzenie 6.28 ([P11, Theorem 2, Proposition 8]). Lokalny system s� ma w÷asnóśc (SD).

Wynika st ¾ad, ·ze dla lokalnych systemów SI- pr i s� zachodz ¾a twierdzenia 6.21 i 6.25 oraz
wnioski 6.22, 6.23 i 6.24. Poniewa·z SI (x) � SI- pr (x) dla x 2 R, wi¾ec równie·z lokalny system
SI ma w÷asnóśc (SD). Zatem odpowiednie twierdzenia o monotonicznósci zachodz ¾a dla granic
i pochodnych I-aproksymatywnych.

� Prace [P12] (napisana wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak i Jackiem Hejdukiem) i [P15].

Praca [P12] dotyczy porównywania topologii hsi-g¾estósci. W [P15] badamy operator zde�-
niowany przez rodzin¾e ci ¾agów, b¾ed ¾acy uogólnieniem operatorów �hsi i �pr.
Przypomnijmy, ·ze S oznacza rodzin¾e nierosn ¾acych ci ¾agów zbie·znych do 0.27 Dla hsi 2 S

mamy Td � Thsi, przy czym równóśc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy lim infn!1
sn+1
sn

> 0

([36]). Oznaczmy S0 :=
n
s 2 S : lim infn!1 sn+1

sn
= 0

o
.

27W [P12] zamiast ci ¾agów nierosn ¾acych zbie·znych do 0 u·zywane s ¾a ci ¾agi niemalej ¾ace rozbie·zne do 1.
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Twierdzenie 6.29 ([P12, Theorem 5, 4, 6]). (1) 8hti2S 9hsi2S Thti $ Thsi,
(2) 8hti2S0 9hsi2S0 Thsi $ Thti,
(3) 9hsi;hti2S0 (Thsi " Thti i Thti " Thsi).

Kolejnym wynikiem jest charakteryzacja zawierania Thsi � Thti. Jest ona u·zywana w [P16]
i [P18] do pokazania, ·ze pewne topologie nie s ¾a topologiami hsi-g¾estósci. Ustalmy hsi ; hti 2 S.
Niech (kn)n2N b¾edzie ci ¾agiem indeksów, takim ·ze tn 2 [skn+1; skn) dla n 2 N.

Twierdzenie 6.30 ([P12, Theorem 7]). Niech hsi ; hti 2 S. Nast ¾epuj ¾ace warunki s ¾a równowa·zne:
(1) Thsi � Thti.
(2) Dla dowolnego rosn ¾acego ci ¾agu (ni)i2N liczb naturalnych

lim inf
i!1

skni
tni

<1 lub lim inf
i!1

tni
skni+1

= 1:

Oznaczmy przez C
�
Thsi

�
rodzin¾e funkcji ci ¾ag÷ych z

�
R; Thsi

�
w (R; Tnat).

Twierdzenie 6.31 ([P12, Theorem 12]). Niech hsi ; hti 2 S. C
�
Thsi

�
= C

�
Thti
�
wtedy i tylko

wtedy, gdy Thsi = Thti.

Za÷ó·zmy, ·ze zbiór C � S spe÷nia warunek inf fs1 : hsi 2 Cg = 0. Mówimy, ·ze x 2 R jest
punktem C-g ¾estósci zbioru A 2 L, je·zeli

8">0 9hsi2C 8n2N
� (A \ (x� sn; x+ sn))

2sn
> 1� ".

Zbiór wszystkich punktów C-g¾estósci zbioru A oznaczamy �C (A). Analogicznie de�niujemy
�+C (A) i �

�
C (A). Operator �C spe÷nia warunki (1), (3), (4) de�nicji operatora dolnej g¾estósci

i warunek �C (A) � �C (B) dla A � B. Nie musi jednak spe÷niác warunku �C (A \B) =
�C (A) \ �C (B). Przyjmijmy:

C0 := S n S0 =
�
s 2 S : lim inf

n!1
sn+1
sn

> 0

�
oraz Chsi = f(sn; sn+1; sn+2; : : :) : n 2 Ng .

Twierdzenie 6.32 ([P15, Theorem 1, Corollary 1]). �+C0 = �
+
pr.

W÷asnóśc 6.33 ([P15, Propositin 4]). �Chsi = �hsi dla hsi 2 S.

Poj¾ecie punktu C-g¾estósci uogólnia wi¾ec dwa rodzaje punktów g¾estósci: hsi-g¾estóśc i proksy-
maln ¾a g¾estóśc. Z kolejnego twierdzenia wynika, ·ze poj¾ecia te s ¾a istotnie ró·zne.

Twierdzenie 6.34 ([P15, Theorem 2]). �pr 6= �hsi dla hsi 2 S.

� Prace [P13], [P14] i [P16] - [P20] (wszystkie napisane z Ma÷gorzat ¾a Filipczak).
Prace dotycz ¾a operatorów f -g¾estósci i topologii f -g¾estósci zde�niowanych w rozdziale 4.

Twierdzenie 6.35 ([P13]). Dla dowolnej funkcji f 2 A, �f spe÷nia warunki (1) - (3) de�nicji
operatora dolnej g ¾estósci. Ponadto � (�f (A) nA) = 0 i �f (A) 2 F�� dla A 2 L.

Z twierdzenia Taylora (str. 13) wynika, ·ze je·zeli f (x) = x (x), gdzie  2 C, to �f nie jest
operatorem dolnej g¾estósci.

Twierdzenie 6.36 ([P13]). Tf jest topologi ¾a i Tnat $ T �N $ Tf dla f 2 A .

Je·zeli � spe÷nia warunki (1) - (3) de�nicji operatora dolnej g¾estósci i � (� (A) nA) = 0 dla
A 2 L, to � jest nazywany operatorem prawie dolnej g ¾estósci. Niektóre w÷asnósci topologii
generowanych przez operatory prawie dolnej g¾estósci s ¾a takie jak w÷asnósci topologii g¾estósci
([P21, Theorem 23.4], [48]). Dla dowolnej funkcji f 2 A topologia Tf nie jest ani normalna,
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ani ósrodkowa, ani Lindelöfa, ani nie spe÷nia pierwszego aksjomatu przeliczalnósci. Jedynymi
zbiorami zwartymi w Tf s ¾a zbiory skończone. Zbiory miary zero s ¾a domkni¾ete, nigdzieg¾este
i dyskretne. Rodzina zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue�a pokrywa si¾e z rodzin ¾a zbiorów
borelowskich w Tf . Mamy te·z:

Twierdzenie 6.37 ([P19]). Niech f 2 A. Zbiór jest spójny w Tf wtedy i tylko wtedy, gdy jest
spójny w topologii naturalnej.

Oznaczmy przez Ac rodzin¾e wszystkich funkcji ci ¾ag÷ych nale·z ¾acych do A oraz przez As
rodzin¾e funkcji nale·z ¾acych do A, dla których istniej ¾a malej ¾ace i zbie·zne do zera ci ¾agi (an),
(xn), takie ·ze f (x) = an dla x 2 (xn+1; xn].

Twierdzenie 6.38 ([P16]). f�f : f 2 Ag = f�f : f 2 Acg = f�f : f 2 Asg.

W pracy [P13], f -g¾estóśc zde�niowlísmy dla funkcji z Ac. Powy·zsze twierdzenie pozwoli÷o
zrezygnowác z za÷o·zenia ci ¾ag÷ósci w tej de�nicji.
W twierdzeniu 4.1, rodzina wszystkich topologii f -g¾estósci zosta÷a podzielona na cztery

podrodziny. Na ogó÷wystarczy rozwa·zác dwie podrodziny. Przyjmijmy:

A0 :=
�
f 2 A : lim inf

x!0+

f (x)

x
= 0

�
; A1 :=

�
f 2 A : lim inf

x!0+

f (x)

x
> 0

�
:

Topologie f -g¾estósci generowane przez funkcje z A1 zawieraj ¾a topologi¾e g¾estósci Td, a topologie
generowane przez funkcje z A0 s ¾a istotnie zawarte lub nieporównywalne z Td.

Twierdzenie 6.39 ([P14]). Je·zeli f 2 A1, to �f jest operatorem dolnej g ¾estósci.

W÷asnósci topologii f -g¾estósci dla f 2 A1 wynikaj ¾a z ogólnych twierdzeń dotycz ¾acych
topologii generowanych przez operator dolnej g¾estósci ([P21, Theorem 23.6], [48]). W szczegól-
nósci, Tf jest topologi ¾a Baire�a; zbiory pierwszej kategorii w Tf s ¾a miary zero (a wi¾ec nigdzie-
g¾este w Tf ); rodzina zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue�a pokrywa si¾e z rodzin ¾a zbiorów o
w÷asnósci Baire�a w Tf . Mamy te·z Tf = f�f (A) nN : A 2 L; N 2 Ng, �f (�f (A)) = �f (A)
i intTf A � A � clTf A dla A 2 L.

Twierdzenie 6.40 ([P17]). Je·zeli f 2 A1, to Tf jest ca÷kowicie regularna.

W [P16] zosta÷o pokazane, ·ze
�
Thsi : hsi 2 S

	
� fTf : f 2 A1g oraz zosta÷skonstruowany

przyk÷ad pokazuj ¾acy, ·ze równóśc nie zachodzi. Korzystaj ¾ac z tego przyk÷adu, mo·zna udowod-
níc wi¾ecej.

Twierdzenie 6.41 ([P18]). Je·zeli hsi ; hti 2 S oraz Thsi $ Thti, to istnieje taka funkcja f 2 A1,
·ze Thsi � Tf � Thti i Tf 6= Thai dla hai 2 S.

Je·zeli f 2 A0, to w÷asnósci operatorów i topologii f -g¾estósci s ¾a podobne do w÷asnósci
operatorów i topologii  -g¾estósci. Zachodzi odpowiednik twierdzenia Taylora.

Twierdzenie 6.42 ([P14]). Dla dowolnej funkcji f 2 A0 istnieje nigdzieg ¾esty i domkni ¾ety
zbiór F � [0; 1], taki ·ze � (F ) > 0 i F \ �f (F ) = ;.

Twierdzenie 6.43 ([P14]). Je·zeli f 2 A0, to przestrzén (R; Tf ) jest pierwszej kategorii.

Twierdzenie 6.44 ([P17]). Je·zeli f 2 A0, to topologia Tf nie jest regularna.

Tematem pracy [P20] jest porównywanie topologii f -g¾estósci. Niektóre pomys÷y pochodz ¾a
z prac o  -g¾estósci. Dowody s ¾a jednak prostsze, mimo ·ze dotycz ¾a ogólniejszej sytuacji.
Z de�nicji punktu f -g¾estósci natychmiast wynika, ·ze Tf1 � Tf2 gdy lim supx!0+

f1(x)
f2(x)

<1
([P13]). W [P16] zosta÷o pokazane, ·ze odwrotna implikacja nie zachodzi.
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Twierdzenie 6.45 ([P20]). Je·zeli f1; f2 2 A i limx!0+
f1(x)
f2(x)

= 0, to Tf1 $ Tf2.

G÷ównym wynikiem pracy jest twierdzenie charakteryzuj ¾ace zawieranie topologii f -g¾estósci,
podobne do twierdzenia dla  -g¾estósci ze [104]. Dla f1; f2 2 A i n 2 N przyjmujemy:

"nf1f2 := lim sup
x!0+

�
��
t 2 (0; x) : f1 (t) < 1

nf2 (t)
	�

f1 (x)
:

Twierdzenie 6.46 ([P20]). Tf2 � Tf1 wtedy i tylko wtedy, gdy limn!1 "nf1f2 = 0.

Twierdzenie to jest wykorzystywane w pracach [H1] i [H3]. Mo·zna z niego równie·z wywnios-
kowác twierdzenie 6.30.
W pracy [P19] badamy homeomor�zmy mi¾edzy topologiami f -g¾estósci.

Twierdzenie 6.47 ([P19]). Je·zeli f1; f2 2 A i h : (R; Tf1)! (R; Tf2) jest homeomor�zmem,
to:

(1) h i h�1 s ¾a ci ¾ag÷e (w zwyk÷ym sensie), monotoniczne i spe÷niaj ¾a warunek (N) ×uzina,
(2) zbiory A := fx : istnieje pochodna h0 (x)g

i B :=
�
x : istnieje pochodna

�
h
�1
�0
(h (x))

�
s ¾a pe÷nej miary,

(3) je·zeli h0 (x) = 1 dla x 2 A \B, to Tf1 = Tf2.

Dla funkcji z A1, nieporównywalne topologie f -g¾estósci nie mog ¾a býc homeomor�czne.

Twierdzenie 6.48 ([P19]). Za÷ó·zmy, ·ze f1; f2 2 A1. Je·zeli przestrzenie topologiczne (R; Tf1)
i (R; Tf2) s ¾a homeomor�czne, to Tf1 � Tf2 lub Tf2 � Tf1.

Twierdzenie 6.49 ([P19]). Topologia g ¾estósci Td nie jest homeomor�czna z ·zadn ¾a inn ¾a
topologi ¾a f-g ¾estósci.

Topologie f -g¾estósci by÷y te·z badane w [38]. W [46] J. Hejduk rozwa·za÷uogólnienie, w
którym u·zywa÷funkcji spe÷niaj ¾acych jedynie warunek (A2) z de�nicji.

� Prace [P21] i [P22] (napisana wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak).
S ¾a to prace przegl ¾adowe dotycz ¾ace topologii f -g¾estósci i ich zwi ¾azków z topologiami

hsi-g¾estósci i  -g¾estósci. Zawieraj ¾a wyniki z opublikowanych wczésniej prac. Cz¾éśc twierdzeń
jest podana z dowodami. Praca [P21] opisuje dodatkowo w÷asnósci topologii generowanych
przez operatory dolnej g¾estósci i operatory niemal dolnej g¾estósci w (R;L;N ) (przy za÷o·zeniu,
·ze Tnat � T�). Dowody tych w÷asnósci opieraj ¾a si¾e g÷ównie na literaturze dotycz ¾acej punktów
g¾estósci. Topologie generowane przez operatory dolnej g¾estósci i niemal dolnej g¾estósci by÷y
te·z badane w [48].

� Praca [P23] (napisana wspólnie z Ma÷gorzat ¾a Filipczak i Rafa÷em Knapikiem).

W pracy opisujemy zbiory maj ¾ace w÷asnóśc Steinhausa i zbiory maj ¾ace w÷asnóśc Smitala w
grupach topologicznych. Rozwa·zamy te·z w÷asnóśc Smitala wzgl¾edem ró·znych idea÷ów.
W pracy [14] by÷y badane w÷asnósci Steinhausa i Smitala dla cia÷a i idea÷u podzbiorów

grupy topologicznej. W [H7] rozwa·zane by÷y w÷asnósci tego typu w lokalnie zwartej polskiej
grupie abelowej (patrz rozdzia÷3). Praca [P23] dotyczy "lokalnej" wersji tych w÷asnósci, tj.
badamy zbiory maj ¾ace w÷asnóśc Steinhausa i zbiory maj ¾ace w÷asnóśc Smitala.
Niech (X;+) b¾edzie lokalnie zwart ¾a grup ¾a abelow ¾a oraz �X uzupe÷nion ¾a miar ¾a Haara w X.

Mówimy, ·ze zbiór A � X ma:
� w÷asnóśc Steinhausa (A 2 SP), je·zeli int (A�A) 6= ;,
� w÷asnóśc Smitala (A 2 SmP), je·zeli �X ((A+D)c) = 0 dla dowolnego zbioru g¾estego D,
� rozszerzon ¾a w÷asnóśc Smitala (A 2 ESmP), je·zeli dla dowolnego zbioru g¾estego D, zbiór
(A+D)c nie zawiera zbioru o dodatniej mierze Haara.
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Mamy oczywíscie SmP � ESmP. Je·zeli grupa X jest dyskretna, to SP = SmP =

ESmP = P (X) n f;g.

W÷asnóśc 6.50 ([P23, Proposition 3, 4]). Niech X b ¾edzie lokalnie zwart ¾a grup ¾a abelow ¾a.
Wtedy

(1) ESmP � P (X) n N�X .
(2) Je·zeli X jest ósrodkowa, to ESmP = P (X) n N�X i SmP � SP.
(3) Je·zeli X jest �-zwarta i nie jest dyskretna, to SmP $ SP.

Przyk÷adem zbioru nale·z ¾acego do SPnSmP jest klasyczny zbiór Cantora. Z lematu Smitala
wynika, ·ze L n N � SmP, czyli zbiory mierzalne bez w÷asnósci Smitala (lub Steinhausa) s ¾a
miary zero. Rezygnacja z mierzalnósci zmienia diametralnie sytuacj¾e.

Twierdzenie 6.51 ([P23, Theorem 2]). (1) Istniej ¾a zbiory A 2 SP n SmP i B =2 SP,
takie ·ze A [B = R.

(2) Istniej ¾a zbiory A;B 2 SP n SmP, takie ·ze A [B = R.
(3) Istniej ¾a zbiory A;B =2 SP, takie ·ze A [B = R.

Zatem, na prostej, rodziny SP i ESmP s ¾a nieporównywalne w sensie inkluzji oraz SmP $
ESmP ([P23, Corollary 2]). Poprzednie twierdzenie pokazuje, ·ze zbiory "du·ze" mog ¾a nie miéc
w÷asnósci Smitala. Z nast¾epnego wynika, ·ze w÷asnóśc t¾e mog ¾a miéc zbiory "ma÷e". Symbol
�� oznacza miar¾e wewn¾etrzn ¾a Lebesgue�a.

Twierdzenie 6.52 ([P23, Theorem 3]). Istnieje zbiór A � R, taki ·ze �� (A) = 0 i A ma
w÷asnóśc Smitala.

W drugiej cz¾ésci pracy uogólniamy w÷asnóśc Smitala, zast¾epuj ¾ac idea÷zbiorów miary zero
innym idea÷em. Niech I b¾edzie w÷ásciwym idea÷em podzbiorów abelowej grupy topologi-
cznej X. Mówimy, ·ze zbiór A � X ma w÷asnóśc Smitala wzgl ¾edem I (A 2 SmPI), je·zeli
(A+D)c 2 I dla dowolnego zbioru g¾estego D.
Je·zeli grupa topologiczna X jest ósrodkowa, a idea÷I jest niezmienniczy na przesuni¾ecia, to

I \ SmPI = ; oraz SmPI � SP ([P23, Proposition 5]). Oznaczmy przez Fin (Count) idea÷
zbiorów skończonych (przeliczalnych).

Twierdzenie 6.53 ([P23, Theorem 4, Corollary 4]). W grupie (R;+) zachodz ¾a inkluzje
(1) SmPf;g $ SmPFin $ SmPCount $ SmP.
(2) L \ SmPf?g $ L \ SmPFin $ L \ SmPCount $ L \ SmP.

Dla zbiorów pierwszej kategorii dostajemy wyniki podobne jak dla zbiorów miary zero.

Twierdzenie 6.54 ([P23, Theorem 6]). Za÷ó·zmy, ·ze X jest abelow ¾a grup ¾a topologiczn ¾a. Wtedy

(1) Ba nM � SmPM.
(2) Je·zeli X jest ósrodkow ¾a przestrzeni ¾a Baire�a, toM\SmPM = ; i SmPM � SP.
(3) Je·zeli X jest lokalnie zwarta, �-zwarta i nie jest dyskretna, to rodzina SmPM jest

nieporównywalna (w sensie inkluzji) z SmP oraz SmPM $ SP.

Twierdzenie 6.55 ([P23, Theorem 7]). W grupie (R;+):
(1) Istniej ¾a zbiory A;B 2 SP n SmPM, takie ·ze A [B = R.
(2) Istniej ¾a takie zbiory A =2 SP i B 2 SP n SmPM, ·ze A [B = R.

Oznaczmy przezMic idea÷zbiorów mikroskopijnych na prostej (patrz [P24] poni·zej).

Twierdzenie 6.56 ([P23, Proposition 7]). W grupie (R;+):
(1) SmPCount $ SmPMic $ SmP.
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(2) Rodzina SmPMic jest nieporównywalna z SmPM.
(3) Rodzina SmPMic jest nieporównywalna z SmPM\N .

� Praca [P24] (napisana wspólnie z Markiem Balcerzakiem i Piotrem Nowakowskim).

U·zywaj ¾ac narz¾edzi miarowych i topologicznych, badamy jak du·ze s ¾a pewne podrodziny
rodziny symetrycznych (centralnych) zbiorów Cantora.
Ustalmy ci ¾ag a = (an)n2N liczb z przedzia÷u (0; 1). Przyjmijmy I = [0; 1] i odejmijmy od I

koncentryczny z nim przedzia÷otwarty P d÷ugósci a1 jIj = a1. Lew ¾a sk÷adow ¾a ró·znicy I n P
oznaczmy I0, a praw ¾a I1. Indukcyjnie, dla i 2 N, s 2 f0; 1gi odejmujemy od przedzia÷u Is
koncentryczny z nim przedzia÷otwarty Ps d÷ugósci ai+1 jIsj. Lew ¾a sk÷adow ¾a ró·znicy Is n Ps
oznaczamy Is0, a praw ¾a Is1. W n-tym kroku otrzymujemy 2n przedzia÷ów bazowych Is,
s 2 f0; 1gn, d÷ugósci

dn := dn (a) =
1

2n
(1� a1) : : : (1� an) :

Zbiór

C (a) :=
1\
n=1

[
s2f0;1gn

Is

nazywamy symetrycznym (lub centralnym) zbiorem Cantora. Rodzin¾e wszystkich symetrycz-
nych zbiorów Cantora oznaczamy CS.
Rozwa·zmy X := (0; 1)N z topologi ¾a produktow ¾a i z miar ¾a probabilistyczn ¾a � b¾ed ¾ac ¾a pro-

duktem miar Lebesgue�a na (0; 1). Funkcja X 3 a 7! C (a) 2 CS jest bijekcj ¾a z X na CS.
Uto·zsamiaj ¾ac zbiór A � CS ze zbiorem A� := fa 2 X : C (a) 2 Ag mo·zemy badác jego miar¾e
i kategori¾e Baire�a.
Mówimy, ·ze zbiór A � R jest mikroskopijny , je·zeli dla dowolnej liczby " > 0 istnieje taki

ci ¾ag przedzia÷ów (Jn)n2N pokrywaj ¾acy A, ·ze � (Jn) < "n dla n 2 N. De�nicj¾e t¾e wprowadzi÷
J. Appell w [5]. W÷asnósci zbiorów mikroskopijnych by÷y badane m.in. w [6] i [49]. Rodzina
zbiorów mikroskopijnych jest �-idea÷em. Oznaczamy j ¾aMic.
W [P24] badamy przekroje rodziny CS z rodzinami: Mic - zbiorów mikroskopijnych,

H0 - zbiorów wymiaru Hausdor¤a zero, Por - zbiorów porowatych, SPor - zbiorów silnie
porowatych i N - zbiorów miary zero. Przekroje te oznaczamy cMic, bH0, bPor, bSPor i bN .
Wiadomo, ·zeMic $ H0 $ N i SPor $ Por $ N ([6], [49], [101] i [113]).
Niech f : N! [1;1). Przyjmijmy

M (f) :=
n
C (a) 2 CS : 8">0 9n2N dn < "f(n)

o
:

W÷asnóśc 6.57 ([P24]). Niech f : N ! [1;1) i C (a) 2 CS. Nast ¾epuj ¾ace warunki s ¾a
równowa·zne:

(1) C (a) 2M (f),
(2) 8">0 8m2N 9n�m dn < "f(n),
(3) lim infn!1 (dn)

1=f(n) = 0,
(4) lim infn!1

f(n)
� ln dn = 0.

Mamy oczywíscieM (g) �M (f), gdy lim supn!1
f(n)
g(n) <1.

Twierdzenie 6.58 ([P24]). Niech f : N! [1;1). Wtedy:
(1) M (f) �M (n) alboM (f) = CS.
(2) ZbiórM (f)� jest rezydualny i typu G� w X .
(3) � (M (n)�) = 0.

Twierdzenie 6.59 ([P24]). M (2n) $ cMic �
T
p2(1;2)M (pn).
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Twierdzenie 6.60 ([P24]).
S
p>1M (pn) $M (n) = bH0.

W dowodzie ostatniego twierdzenia by÷u·zyty wzór na wymiar Hausdor¤a symetrycznego
zbioru Cantora: dimH C (a) = lim infn!1

n ln 2
� ln dn ([51]). Przy badaniu porowatych i super-

porowatych zbiorów z CS wykorzystujemy twierdzenie mówi ¾ace, ·ze zbiór C (a) jest porowaty
(silnie porowaty) wtedy i tylko wtedy, gdy lim supn!1 an > 0 (lim supn!1 an = 1) ([101]).

W÷asnóśc 6.61 ([P24]). bH0 � bSPor.
Twierdzenie 6.62 ([P24]). (1) bSPor $ bPor $ bN .

(2) �
� bSPor�� = 1.

(3) Zbiory bSPor� i bN � s ¾a typu G�, a zbiór bPor� jest typu G�� w X.

Prac¾e [P24] mo·zna podsumowác nast¾epuj ¾aco:

�M (2n) $ cMic $ bH0 $ bSPor $ bPor $ bN ,
�M (2n)� jest rezydualny, �

� bH�0� = 0 i �� bSPor�� = 1.
Zbiór Cantora i jego uogólnienia nale·z ¾a do najpopularniejszych zbiorów badanych przez

matematyków, a literatura im póswi¾econa jest bardzo obszerna. W [P24] korzystalísmy z
artyku÷ów [51] i [24]. Bardzo interesuj ¾acym kierunkiem w studiach nad zbiorami Cantora jest
badanie ich algebraicznych sum, ró·znic, a tak·ze iloczynów. Nast¾epuje tu po÷¾aczenie tematyki
dotycz ¾acej zbiorów Cantora, zbiorów podsum szeregów oraz twierdzenia Steinhausa ([23], [4],
[84] i [15]). Tematyka ta wi ¾a·ze si¾e te·z z zastosowaniem zbiorów Cantora w teorii uk÷adów
dynamicznych, krystalogra�i i �zyce (porównaj [70], [54], [97]).

� Praca [P25] (napisana wspólnie z Gra·zyn ¾a Horbaczewsk ¾a) - wys÷ana do recenzji.
Wyniki z tej pracy zosta÷y krótko omówione na końcu rozdzia÷u 5.
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[37] M. Filipczak, J. Hejduk, W. Wilczyński, On homeomorphisms of the density type topologies, Annales

Societatis Mathematicae Polonae 45 (2005), 151�159.
[38] M. Filipczak, E. Wagner-Bojakowska, The interior operation in f -density topology, Tatra Mt. Math. Publ.

35 (2007), 51�64.
[39] M. Filipczak, M. Terepeta, On �2-condition in density-type topologies, Demonstratio Math. 44 (2011),

423�432.
[40] C. Go¤man, C.J. Neugebauer, T. Nishiura, The density topology and approximate continuity, Duke Math.

J. 28 (1961), 497�505.
[41] C. Go¤man, D. Waterman, Approximately continuous transformations, Proc. Amer. Math. Soc. 12 (1961),

116�121.
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[81] W. Poreda, E. Wagner-Bojakowska, W. Wilczyński, Remarks on I-density and I-approximately continuous

functions, Comment. Math. Univ. Carolin. 26 (1985), 553�563.
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