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Je�eli rozwa�ymy przekroje walca otrzymane z przeci�cia płaszczy-
znami prostopadłymi do jego osi obrotu, to w rzucie �rodkowym otrzymamy 
układ sto�kowych (elips) b�d�cych obrazami okr�gów. Sformułowane wła-
sno�ci umo�liwiaj� okre�lanie długo�ci osi krótkich tych elips ze wzgl�du 
na ich poło�enie w stosunku do punktu głównego rzutu. W pracy wskazano 
pewne proporcje dotycz�ce osi tych sto�kowych w perspektywie pionowej 
walca  w przypadku, gdy o� obrotu walca jest równoległa do rzutni i ma 
punkt wspólny z promieniem głównym widzenia. 

1. Wprowadzenie 
 

Teoria odwzorowa� brył obrotowych w perspektywie jest jedn� z cz��ciej 
wykorzystywanych i kluczowych dla wizualizacji obiektów trójwymiarowych.  
Z punktu widzenia teorii rzutu �rodkowego w pracy rozwa�amy jedynie 
przypadek, w którym o� obrotu walca jest równoległa do rzutni (warunek 1)  
i przecinana jest promieniem głównym widzenia (warunek 2). Sytuacja taka, 
szczególna z punktu widzenia geometrii wykre�lnej, jest cz�sto wykorzystywana 
np. w rysunku architektonicznym, poniewa� jest najbli�sza perspektywie 
psychologicznej, która jest zło�eniem wielu widoków, z których ka�dy ma 
własny punkt główny tła. W przypadku brył obrotowych, w perspektywie 
psychologicznej, ich widok jest zawsze symetryczny – o� obrotu bryły jest osi� 
symetrii widoku. Tak dzieje si� zarówno w przypadku brył o osi prostopadłej, jak 
i nieprostopadłej do głównego promienia widzenia. 



K. Ułamek, W. Pawłowski 

 

140

 Przytoczone i udowodnione poni�ej własno�ci mog� by� wykorzystane do 
usprawnienia rysowania obrazu walca obrotowego w perspektywie pionowej, 
spełniaj�cego warunki 1 i 2. Sformułujemy teraz dwa zadania.   

Zadanie 1. W perspektywie pionowej mamy dane:  
punkt główny S tła τ i jedn� elips�, b�d�c� odwzorowaniem przekroju walca 
płaszczyzn� prostopadł� do jego osi obrotu. Szukamy innych elips b�d�cych 
obrazami okr�gów, odpowiadaj�cych przekrojom walca obrotowego innymi 
płaszczyznami prostopadłymi do jego osi obrotu.  

Zadanie 2. W perspektywie pionowej mamy dane:  
dwie elipsy, b�d�ce obrazami przekrojów walca płaszczyznami prostopadłymi do 
jego osi obrotu, a o punkcie głównym S wiemy dodatkowo, �e nie le�y pomi�dzy 
�rodkami tych elips. Szukamy elips b�d�cych obrazami innych okr�gów 
nale��cych do tego walca, odpowiadaj�cych przekrojom walca obrotowego 
płaszczyznami prostopadłymi do jego osi obrotu oraz poło�enia punktu 
głównego S. 
 

 
Rys. 1. Własno�ci proporcji osi krótkich elips w rysunku perspektywicznym walca 

Fig. 1. The ratios properties of the minor axes of elipses in a perspective  
drawing of a cylinder 
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2. Pierwsza własno�� dotycz�ca proporcji osi elips  
w rysunku perspektywicznym walca 

 
Je�eli rzutujemy w rzucie �rodkowym na płaszczyzn� walec o osi 

równoległej do rzutni i na tej rzutni punkt główny S nale�y do obrazu tej osi, to 
obrazem przekroju walca płaszczyzn� prostopadł� do jego osi obrotu jest 
ka�dorazowo elipsa, której długo�� krótkiej osi jest wprost proporcjonalna do 
odległo�ci punktu S od tego ko�ca krótkiej osi, który jest bli�szy punktowi S.  

Według oznacze� z rysunku 1 mamy: 

|A3B3| / |SA3| = |D3F3| / |SD3|.                                  (1) 

Uzasadnienie  

 

Zauwa�my podobie�stwo trójk�tów (rys. 1): 

�A1B1A3'  ~  �S1S'A3', 

�D1F1D3'  ~  �S1S'D3'. 

Z wła�ciwo�ci trójk�tów podobnych wynika, �e: 

|A3'B1| / |S'A3'| = |A1B1| / |S1S'|, 

|D3'F1| / |S'D3'| = |A1B1| / |S1S'|. 

Z czego bezpo�rednio mo�na wywnioskowa�, �e: 

|A3'B1| / |S'A3'| = |D3'F1| / |S'D3'|, 

ale 

|A3'B1| = |A3B3|,     |S'A3'| = |SA3|, 

|D3'F1| = |A1B1|,     |S'D3'| = |A1B1|. 

Po zamianie otrzymamy proporcj� (1): 

|A3B3| / |SA3| = |D3F3| / |SD3|. 

Gdy b�dziemy porównywa� ka�dorazowo długo�� krótkiej osi elipsy  
i odległo�� punktu S od punktu  B3 - ko�ca osi krótkiej, który jest dalej poło�ony 
od punktu S ni� A3 i zastosujemy znan� własno�� proporcji (a/b = c/d �  
(a + c)/(b + d) = c/d), otrzymamy proporcj�  

|A3B3| / |SB3| = |D3F3| / |SF3|.                                  (2) 
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Rys. 2. Przykład zastosowania drugiej własno�ci osi elips w rysunku odr�cznym walca 

(rysował K. Ułamek) 

Fig. 2.  Example of application of the second  property during free-hand drawing  
of cylinder (by K. Ułamek) 

Podobnie, gdy b�dziemy porównywa� długo�� osi krótkiej z odległo�ci� 
punktu S od �rodka elipsy i skorzystamy z cytowanej wy�ej znanej własno�ci 
proporcji, otrzymamy proporcj�   

|A3B3| / |SK3| = |D3F3| / |SL3|.                                 (3) 

Proporcje (1), (2), (3) s� wi�c równowa�ne. 

 



O proporcjach elips b�d�cych obrazami przekrojów walca w perspektywie pionowej 

 

143 

3. Druga własno�� dotycz�ca proporcji osi elips  
w rysunku perspektywicznym walca 

 
Załó�my, �e w perspektywie pionowej na płaszczyzn� rysujemy walec o osi 

równoległej do rzutni i na tej rzutni punkt główny tła S nale�y do rzutu tej osi, ale 
nie znamy jego poło�enia. Załó�my dalej, �e mamy dwie elipsy b�d�ce obrazami 
w perspektywie pionowej przekrojów walca płaszczyznami prostopadłymi do 
jego osi obrotu. O punkcie głównym S wiemy dodatkowo, �e nie le�y pomi�dzy 
�rodkami danych elips. Mo�emy dla dowolnego punktu (np. jako �rodka elipsy) 
le��cego na osi pomi�dzy �rodkami elips danych narysowa� kolejn� elips� 
b�d�c� zobrazowaniem kolejnego, prostopadłego do osi, przekroju walca poprzez 
okre�lenie poło�enia krótkiej osi tej elipsy. Jest to mo�liwe, gdy� długo�� 
powy�szej osi jest równa sumie długo�ci krótkiej osi mniejszej elipsy i takiej 
cz��ci ró�nicy pomi�dzy długo�ci� krótkiej osi elipsy wi�kszej i mniejszej, jaka 
wynika ze stosunku odległo�ci �rodka szukanej elipsy wzgl�dem �rodka elipsy 
mniejszej do odległo�ci wzajemnej �rodków elips mniejszej i wi�kszej.  

W naszym przypadku (rys. 2) mo�emy zapisa�: 

|CD| = |AB| + [( |PR| - |AB| ) ( |S1S2| / |S1S7| )].                    (4) 

Uzasadnienie  

 

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku 2. 

Załó�my, �e mamy dany walec z wrysowanymi dwiema elipsami: e1 (do 
niej nale�� punkty A, B, �rodek S1) i e7 (do niej nale�� punkty P, R, �rodek S7). 
Szukamy na przykład długo�ci osi krótkiej elipsy e2 o �rodku w S2 le��cym 
pomi�dzy S1 i S7. Nie znamy natomiast poło�enia punktu S, ale wiemy, �e punkt 
ten, le��c na osi, nie le�y pomi�dzy punktami S1 i S7.  Niech x b�dzie 
odległo�ci� �rodka S1 elipsy e1 od punktu S (odcinek ten ma swój pocz�tek w 
�rodku tej elipsy z dwóch danych, która ma mniejsz� o� krótk�), czyli x = |S1S|, 
a y b�dzie długo�ci� osi krótkiej szukanej elipsy e2, tzn. y = |CD|. To dwie 
niewiadome. Oznaczmy dodatkowo długo�� krótkiej osi elipsy e1 jako a  
(a = |AB|), długo�� osi krótkiej elipsy e7 jako p (p = |PR|) oraz odległo�� od S1 
do S2 jako s (s = |S1S2|), za� odległo�� S1 od S7 jako c (c = |S1S7|). Te warto�ci 
mamy dane. Wykorzystuj�c proporcj� (3), mo�emy stworzy� układ równa�: 

a/x = p/(x + c)     oraz     a/x = y/(x + s) 

Z pierwszego równania po przekształceniach otrzymujemy: 

x = c a / ( p – a ), 

za� z drugiego po przekształceniu i podstawieniu x mamy: 
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y = a + [ ( p – a ) s / c ]                                          (5) 

i po podstawieniu odpowiednich odległo�ci punktów za zmienne wyst�puj�ce  
w (5) otrzymujemy ostatecznie nierówno�� (4).  

4. Zako�czenie 
 
Przedstawione w tej pracy własno�ci osi elips maj� swoj� genez�  

w dydaktyce rysunku odr�cznego architektonicznego i tam z cał� pewno�ci� 
znajduj� swoje naturalne zastosowanie. Przykładem tego jest rysunek 2, na 
którym, w perspektywie pionowej, ukazany jest zestaw brył geometrycznych,  
w tym zmodyfikowany walec. Ze wzgl�dów kompozycyjnych w granicach 
arkusza rysunkowego nie znajdował si� punkt główny rzutu. Wykorzystanie 
omówionych w pracy proporcji znacznie ułatwiło konstruowanie perspektywy 
walca i jego pochodnych. 
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THE PROPORTION PROPERTIES OF ELLIPSES' AXES  
IN THE PERSPECTIVE DRAWING OF A CYLINDER  

Summary 

This article concerns one of the most common drawing problems; the 
problem of drawing a cylinder and its derivatives. How can we configure the 
proportions of upper and lower ellipse properly, if we can place the horizon in 
the picture and we assume that we know the location and proportions of one of 
them? How to find additional ellipses if cylinder cross-section with their planes 
parallel to the base? Answers to those questions can be found in form of a 
formula (1), (2),(3), (4). 
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