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W pracy podano wyniki analizy stateczno$ci globalnej plyt tréjwarstwowych w
ksztatcie trapezu réwnoramiennego swobodnie podpartych na calym obwodzie,
poddanych osiowemu $ciskaniu. Oméwiono szczegdlny wplyw materiatu rdzenia
- jego modulu odksztalcenia postaciowego — na wybér modelu piyty dla
rozwigzania zagadnienia stateczno$ci oraz na poziom obcigzenia krytycznego
ptyty. Zamieszczono i omdéwiono wyniki rozwiazania analitycznego i rozwiazania
numerycznego metoda elementéw skonczonych.

1. WPROWADZENIE

W ostatmich latach obserwujemy szybko rosnacy obszar stosowania kompozytow
laminowanych w konstrukcjach inzynierskich. Wprowadzane sa réznego rodzaju
polaczenia materialowe optymalizujace cechy wytrzymalosciowe i lekko$é elementéow
sktadowych. Pewna grupe kompozytéw laminowanych stanowia plyty tréjwarstwowe
(sandwich). Dwie zewngtrzne warstwy nazywane okladzinami traktowane jako cienkie
plyty, oddzielone sa przez wzglgdnie gruba srodkowa warstwe pelniacg role rdzenia.
Zazwyczaj okladziny wykonane sa z materialow o wysokiej wytrzymalosdci (np. stal,
aluminium, kompozyty wzmocnione widknami), natomiast stosowane warstwy rdzenia
odznaczaja si¢ wigksza roznorodnoscia co do formy i ksztaltu. Ograniczajac uwage do
cienkich plyt warstwowych, z uwagi na parametry materialowe rdzeni i ich udzial w
przenoszonych przez plyte obciazeniach, rozréznia sig¢ rdzenie migkkie 1 twarde.
Podczas pracy konstrukcji trojwarstwowych typowym obcigzeniem jest Sciskanie
mogace doprowadzi¢ do wyboczenia. Przedstawiona analiza dotyczy przypadku
wyboczenie globalnego plyty.

W literaturze zdecydowana wigkszo$¢ prac skoncentrowana jest na analizie
stateczno$ci laminowanych plyt prostokatnych [3], [6], [7]. Znakomicie mniej
publikacji dotyczy plyt o ksztalcie trapezu [1], [2]. W przypadku tréjwarstwowych plyt
trapezowych na poziom obciaZzenia krytycznego oprécz warunkéw brzegowych,
parametrow geometrycznych takich jak proporcje wymiaréw liniowych i proporcje
grubosci warstw oraz wlasnoéci materialow warstw, ma wplyw dodatkowy czynnik
majacy - kat nachylenia bocznych krawgdzi trapezu. Przedmiotem pracy sa ptyty (rys.
1), dla ktérych kat ten zmienial sie w przedziale 0-15°. Badano wpltyw tego parametru
jak i modutu odksztalcenia postaciowego rdzenia (G,, Gy, odpowiednio) na statecznosé
plyt tréjwarstwowych w ksztalcie trapezu rOwnoramiennego [S].
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2. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Przedmiotem analizy byly cienkie plyty tréjwarstwowe w ksztalcie trapezu
rownoramiennego o symetrycznej budowie wzgledem warstwy srodkowej. Przyjeto, ze
warstwy zewngtrzne (okladziny) wykonane sg z jednakowego, izotropowego materiatu
zas rdzen moze by¢ wykonany z piankowego tworzywa sztucznego (poliuretan) o stalej
badz zmiennej charakterystyce materialowej, albo z materialu charakteryzujacego sie
0golna ortotropia.

x
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Rys. 1. Trojwarstwowa plyta trapezowa o symetrycznej budowie poddana osiowemu
$ciskaniu

W przypadku plyt tréjwarstwowych, dla ktdrych konstrukcja rdzenia (np. rdzenie
ulowe, strukturalne) badz jego wlasnosci materialowe (tworzywa piankowe) spelniaja
nizej podane zalezno$ci, analiz¢ statecznosci przeprowadzono na podstawie teorii
pierwszego rzedu Reissnera-Mindlina [7]. Teoria ta dotyczy tak zwanych rdzeni
migkkich 1 nazywana bywa hipoteza linii lamanej. Przyjmuje sig wowczas, ze
obciazenie normalne w plaszczyznie rownoleglej do powierzchni plyty przenosza
jedynie okladziny, za$ rdzen uczestniczy tylko w przeniesieniu poprzecznego $cinania.
W praktyce ma to miejsce, gdy Eh/E¢ <0,1 - stosunek moduh: sprezystoéci Fr okladzin
do modulu sprezysto$ci E; rdzenia jest duzy, za$ stosunek grubosci ¢ okladziny do
grubos$ci 24 rdzenia jest maly. Wlasciwos$ci rdzenia definiuje wspdlczynnik podatnosci

k okreslony zaleznoscia:
‘ n*E .th 0
- il~v2 i?,bz ’

ktory w prezentowanej pracy nie jest wielkoscig stalg lecz moze by¢ funkcjg dwdch
wspolrzednych x oraz y, tj. k = k(x,y), w szczegélnosci tylko jednej wspolirzednej, tj.
k= k(x) albo k = k(y). Wspélczynnik ten nie zalezy natomiast od wspétrzednej z. Jak
wynika z postaci wzoru (1), definiujacego wspoiczynnik £, zmiennos$¢ tego
wspdlczynnika moze powodowaé zaréwno zmieniajaca sig¢ wartos¢ Eg - sztywnosci
okladziny, G; modulu Kirchhoffa materialu rdzenia, jak réwniez zmienna geometria
plyty, w tym grubo$¢ rdzenia. Praktycznie najbardziej interesujacy jest przypadek, gdy
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plyta charakteryzuje si¢ zmienna wartoscia G, modulu sprezystosci postaciowe;

materiatu rdzenia. Wynika to z mozliwosci racjonalnego modelowania zmian wlasnosci

mechanicznych rdzenia plyty, w szczegdlnosci jego modutu sprezystosci postaciowe;j

G,, bedacego w przypadku tworzyw porowatych funkcjq gestoéci tworzywa [6]. W

analizie przyjgto, ze w Srodkowej czg$ci rdzenia utworzone zostaje pasmo o

zwigkszonej g-razy w stosunku do pozostalej czesci sztywnodci«>gestosci, usytuowane

symetrycznie wzgledem osi symetrii trapezu. Rozwazono trzy warianty ksztattu

srodkowego pasma rdzenia, a mianowicie:

~ w ksztalcie trapezu o bocznych krawedziach, zbiegajacych sie w wierzchotku O
klina (rys. 2a),

~ w ksztalcie trapezu o bocznych krawedziach, réwnoleglych do odpowiednich
krawedzi plyty trapezowej (rys. 2b),

—  w ksztalcie prostokata (rys. 2¢).
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Rys. 2. Ksztalt pasma wzmocnienia w trdjwarstwowej plycie trapezowej

We wszystkich wariantach szerokosé pasma srodkowego, przy dhuzszej podstawie
trapezu wynosita b, = pb. Wartos¢ p moze zmienia¢ sig, w ogélnym przypadku, w
przedziale <0,1>. Aby pasmo to rozciagato si¢ migdzy podstawami trapezu na calej jego
wysokosci, w wariancie (b) przedzial ten ograniczono od dohlu, za§ w wariancie (c) od
gory. Wartosci graniczne przedziatlu okreslonoéci parametru p zaleza od ksztaltu danej
piyty.

W przypadku plyt trojwarstwowych, dla ktérych stale materialowe okladzin i
rdzenia (moduly Younga) sa tego samego rzedu, méwimy o plycie z rdzeniem twardym.
Zalozenie powyzsze implikuje przyjecie dla calego przekroju poprzecznego plyty
hipotezy Kirchhoffa-Love'a, nazywanej hipoteza prostej normalnej [3], [7]. W plycie z
rdzeniem twardym wszystkie warstwy uczestnicza Ww przeniesieniu obcigzen
normalnych w plaszczyznie rownoleglej do powierzchni piyty. Analizowano rdzenie
charakteryzujace sie ogdlng ortotropia materialowa.

Zagadnienie statecznosci obydwu wymienionych wyzej rodzajow plyt
tréjwarstwowych rozwigzano analitycznie z zastosowaniem metody ortogonalizacyjnej
Galerkina w polaczeniu z zaproponowang metoda transformacji ukladu wspotrzednych.
Dodatkowo, metoda wartosci wlasnych okreslono wielko$¢ obciazenn krytycznych
(punkty bifurkacji) analizowanych plyt z =zastosowaniem metody elementow
skonczonych w komercyjnym programie ANSYS.
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3. PRZYKEADOWE WYNIKI OBLICZEN
Zagadnienie zostalo rozwiazane dla plyt swobodnie podpartych na catym

obwodzie. W rozwiazaniu analitycznym obliczano wartosci krytyczne wspélczynnika
obciazenia ¢ okreslonego zalezno$ciami:

Ph(1 -v?) Pb

= b o=
) ; 2 7Z'2E213

(a) 2)

Wyrazenie (2.a) dotyczy plyty z migkkim rdzeniem, natomiast (2.b) plyty z twardym
rdzeniem. W wyrazeniu tym E, jest modulem Younga materialu rdzenia w jednym z
kierunkéw ortotropii. P jest warto$cia sity sciskajacej plyte.

Rysunek 3 pokazuje charakterystyczne krzywe wyboczenia, bedace przykladowymi
wynikami obliczenn wspotczynnika obciazenia krytycznego trapezowych plyt
trojwarstwowych z migkkim rdzeniem o stalej charakterystyce (¢=1 i p=0). Jak wynika
z definicji (1), przy ustalonych wartosciach wymiaréw plyty i niezmiennym materiale
okladzin, wspoélczynnik k charakteryzuje wplyw modulu G, materialu rdzenia na
obcigzenie krytyczne. Krotkie plyty o wartosci ilorazu a/b<1,5 i kacie nachylenia
bocznych krawegdzi a<5° wybaczaja si¢ podobnie do plyt prostokatnych, tj. mniejszym
wartosciom modulu G, (wigksze warto$ci wspolczynnika k) odpowiada obnizenie
wartosci obciazenia krytycznego oraz zanika zaleznos¢ tego obciazenia od liczby péifal
powierzchni wyboczenia. Zréznicowane natomiast jest zachowanie sztywniejszych plyt
trapezowych, tj. charakteryzujacych si¢ wspolczynnikiem podatnosci & mniejszym od
0.2-0.3, w stosunku do plyt podatnych, dla ktérych wspotczynnik £>0.3.
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Rys. 3.  Warto$é obciazenia krytycznego w funkcji wspoélczynnika k podatnosci piyty,
plyta trapezowa o kacie o= 7,5° rdzen o stalej sztywnosci

W przypadku pierwszej grupy plyt ze wzrostem wartosci kata o nachylenia ramion
trapezu oraz wzrostem liczby potfal powierzchni wyboczenia w kierunku $ciskania,

286



rosng wartosci wspélczynnika ¢,. Wzrostowi wartosci kata o oraz wspélczynnika &
podatnosci ptyty towarzyszy skrocenie dlugoéci polfali wyboczenia w kierunku
Sciskania. Skrécenie dhugoéci pétfali wyboczenia ma miejsce réwniez dla ptyt mniej
sztywnych, gdy k>0.3, ale przy mniejszym gradiencie zmian dhugosci pétfali (rys. 3).
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Rys. 4. Wartos¢ obciazenia krytycznego dla réznych warto$ci wspétczynnika
wzmocnienia q, plyta trapezowa z rdzeniem o zmiennej charakterystyce wg
warlantu 1 (rys 2a), kacie nachylenia o= 5°, wspotczynniku podatnosci k =
0.2 oraz warto$ci ilorazu a/b = 1.0

Odwroceniu ulega natomiast tendencja zmian wspolczynnika ¢y, a mianowicie
wzrostowi wartosci wspolczynnika &k oraz dlugosci plyty, towarzyszy obnizenie
wartosci wspolczynnika ¢,. Dla a/b bliskiego pewnej wielkosci granicznej zwiazanej
ze zblizaniem sie ksztaltu plyty do ksztaltu tréjkata, wystepuje ponowny wzrost
wartosci obcigzenia krytycznego (rys. 3).

Wplyw wzmocnienia rdzenia pasmem o ksztalcie pokazanym na rysunku 2
prezentuje przykladowo rysunek 4. Warto$¢ wspélczynnika wzmocnienia g zmieniano
w granicach od 1 do 30, prowadzac obliczenia dla kazdego z trzech przyjetych
wariantow ksztaltu srodkowego pasma rdzenia (rys. 2). Wplyw samego ksztaltu tego
pasma na skuteczno$¢ wzmocnienia jest niewielki. Przyrost szerokosci pasma
srodkowego szczegolnie efektywnie wplywa na wzrost obciazenia krytycznego do
szerokosci wzglednej p=0,6+0,8, zas powyzej tego zakresu mozliwe jest nawet lekkie
obnizenie wartosci obciazenia krytycznego, szczegdlnie dla plyt trapezowych o
podatnych rdzeniach i kacie o nachylenia bocznych krawedzi wiekszym od 10°.

Z kolei krzywe na rysunkach 5 i1 6 pokazuja obliczone wartosci krytyczne
wspotczynnika obciazenia (2.b) uzyskane dla trapezowej plyty trojwarstwowej z
twardym rdzeniem ortotropowym. Wykresy majq charakter bezwymiarowy, a w
legendzie wykresu podano sposob zastosowanej normalizacji statych materialowych, w
tym i modulu G,, rdzenia. Szczegélnie cickawym wydaje si¢ rysunek 6 pokazujacy
wplyw kata laminacji na obciazenie krytyczne przy ustalonych pozostatych parametrach
plyty tréjwarstwowej, co w przypadku prostokatnych plyt wielowarstwowych
analizowal Loughlan [4]. Ekstremum obciazenia krytycznego dla plyt krétszych (a/b<1)
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wystepuje dla katéw  mniejszych od 45°, a dla plyt diuzszych (a/b>1) dla katow 8
wigkszych od kata 45°. Proporcje miedzy grubosciami warstw plyty okreslonymi
wartoscig ilorazu A/t, nie maja wplywu na zmiang tej wlasciwosci. Przy zblizaniu sie
ksztaltu plyty do ksztaltu tréjkata widoczny jest wzrost wartoéci obciaZenia
krytycznego, zwlaszcza dla plyt trapezowych o katach nachylenia krawedzi o>10°.

a=5 0=0°
EI/E2=9.4 ElI,E2=]4 G]Z/E2=O'5 v._=03

12

:

0,1 0,5 1,0 L3 2,0 25 3,0

alb

wsp. obciazenia krytycznego ¢, _* 10°

Rys. 5. Wykres zaleznosct ¢y, = ¢ (a/b) dla kolejnych wartosci ilorazu h/t, ptyta
trapezowa z twardym rdzeniem ortotropowym, kat nachylenia or= 5°

W obliczeniach prowadzonych metodg elementow skonczonych w pakiecie
ANSYS, pierwotnie plyty tréjwarstwowe z migkkim rdzeniem modelowano
wielowarstwowymi elementami powlokowymi. Mimo, iz elementy te mialy opcje
wsandwich logic” [8], przewidziana do analizy plyt tego typu, to w dalszej analizie
wlasciwszym okazalo si¢ modelowanie rdzenia elementami brylowymi, zas$ oktadzin
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Rys. 6. Wykres zaleznoéci ¢y, = ¢y(a/b) dla wartosci ilorazu h/t= 8, kata o = 5°, dla
kilku wartoéci kata laminacji 8
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elementami powlokowymi. Podejscie takie pozwalalo na szerszy zakres zmian
parametrOw materialowych plyty , zwlaszcza rdzenia, a tym lepsze spehienie zalozen
hipotezy linii tamanej [5]. Plyty z rdzeniem twardym modelowane byly
wielowarstwowymi elementami powlokowymi z mozliwoécia zmiany kata laminacji
warstwy rdzenia.

Przyjmujac konkretne stale materialowe okladzin i rdzenia, jednakowe dla
rozwigzania zrealizowanego na podstawie hipotezy linii lamanej oraz rozwiazania
bazujacego na hipotezie prostej normalnej, przy ustalonej geometrii plyty,
przeprowadzono obliczenia sily krytycznej w funkcji modulu  odksztalcenia
postaciowego — odpowiednio G; dla rdzenia migkkiego oraz G,, dla twardego rdzenia
ortotropowego. Wyniki tych obliczen obrazuje wykres na rysunku 7. Z przebiegu
krzywych (linie 1 i 2) okreslajacych wielkosé¢ obcigzenia krytycznego, widoczne sa
granice stosowania konkretnej hipotezy, a takze obszar wspdlny, w ktorym obserwuje
si¢ zbiezno$¢ obydwu rozwiazarn.

1

oN] [ ; i =
L a=5 (=03mm h=24mm a/b =1
| ,
50 - :
Nkr : ;
25 - :
—=— ] - hipoteza linii tamanej
~—+—— 2 - hipoteza prostej normalnej
10 T
10 100 1000 10000 [MPa]
G,G
r Xy
Rys. 7. Warto$¢ sily krytycznej dla troywarstwowej plyty trapezowej obliczona przy
zastosowaniu hipotezy linii lamanej — linia 1 oraz hipotezy prostej normalnej —
linia 2.

4. UWAGI KONCOWE

W pracy zaprezentowano wplyw moduhlu odksztalcenia postaciowego materialu rdzenia
na wielko§¢ obciazenia krytycznego tréjwarstwowych plyt o ksztalcie trapezu
rownoramiennego poddanych jednokierunkowemu $ciskaniu. Zagadnienie statecznoS$ci
plyt z rdzeniem migkkim rozwiazano w oparciu o teori¢ Reissnera-Mindlina, zas w
przypadku plyt z rdzeniem twardym wykorzystano zalozenia teorii cienkich plyt
laminowanych i hipotezg Kirchhoffa-Love’a. Wyniki numeryczne uzyskano stosujac
metode ortogonalizacyjna Galerkina w polaczeniu z metoda transformacji ukladu
wspotrzednych. Przeprowadzono weryfikacje rozwiazania analitycznego metoda
elementow skonczonych.

Modelowanie wlasno$ci mechanicznych rdzenia plyt tréjwarstwowych przez
zmiane jego gestosci w przypadku rdzeni piankowych, a tym samym zmiang jego
modulu odksztalcenia postaciowego, ma istotny wplyw na poziom obciaZenia
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krytycznego oraz posta¢ wyboczenia. W przypadku rdzeni twardych analogiczny
wplyw na stateczno$¢ plyty tréjwarstwowej uzyskuje si¢ - przy ustalonej wartosci
moduhlu Kirchhoffa - przez zmiang ulozenia kierunkéw ortotropii wzgledem krawedzi
plyty oraz zmiang wzglednej proporcji grubosci warstw.

Kryterium decydujacym o wyborze metody obliczania plyty wielowarstwowej, jest
wzajemna proporcja wlasnosci materialowych okladzin oraz rdzenia. Dla szczeg6lnych
wilasnosci materialowych warstw skladowych plyty, istnieje obszar, w ktérym wyniki
analizy na podstawie hipotezy ,linii famane;j” i hipotezy ,,prostej normalne;j” sa zbiezne.
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THE INFLUENCE OF A SHEAR MODULUS OF ELASTICITY
ON THE SANDWICH PLATE BUCKLING

This work gives the solution for the stability of a simple supported axially
loaded trapezoidal sandwich plate. The characteristic influence of a shear
modulus of elasticity of the core, as well as the model selection on the
buckling load was studied. The results for analytical and FEM solutions
are given.
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