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1. Wstep

Badanie ugi¢¢ elementow wspornikowych wykonanych z réznych materialow
byto dotychczas przedmiotem wielu analiz. Przyktady belki wspornikowej poddane;
pionowej sile skupionej dziatajacej na swobodnym koficu mozna znalezé m. in.
w pracy [1], a takze w wielu innych podrecznikach z zakresu fizyki i mechaniki.
Jednak w wyzej wymienionym podreczniku dyskusja dotyczy tylko elementow
poddanych niewielkim ugigciom. Gdy ugiecia sg duze, 1 zalozenie matego kata
przestaje by¢ aktualne, problem staje si¢ bardziej skomplikowany, a rozwigzanie
analityczne staje si¢ niemozliwe do uzyskania.

Lee [2] badat duze ugigcie liniowej sprezystej belki wspornikowej o zmiennym
przekroju pod obcigzeniem za pomocg metody Runge-Kutta-Falsi. Baker [3] uzyskat
duze profile ugigcia liniowych sprezystych belek wspornikowych przy dowolnych
rozkladach obcigzen za pomocg wazonego rozwigzania resztkowego rownania
momentu zginajacego Bernoulliego-Eulera. Dado i AL-Sadder [4] przedstawili nowa
technike analizy duzych ugi¢¢ niepryzmatycznych belek wspornikowych w oparciu
o zintegrowany biad najmniejszych kwadratow nieliniowego rdéwnania
rézniczkowego, w ktorym kat obrotu jest reprezentowany poprzez wielomian.
Shvartsman [5] zbadal duze ugigcia belki wspornikowej poddanej obcigzeniu
$ledzacemu, redukujac dwupunktowy nieliniowy problem brzegowy do zagadnienia
poczatkowego poprzez zamiang zmiennych, a nastgpnie rozwigzujac go bez iteracji.
Badane byly rowniez belki wspornikowe wykonane z materialow nieliniowych.
Lewis 1 Monasa [6] zbadali numerycznie duze ugig¢cia belek wspornikowych
wykonanych z materiatdow nieliniowych poddanych pionowemu skupionemu
obcigzeniu na swobodnym koncu, stosujac metod¢ Runge-Kutty czwartego rzgdu.
Lee [7] zbadal duze ugigcie belek wspornikowych wykonanych z nieliniowego
sprezystego materialu, poddanych obcigzeniu zlozonemu, stosujagc metode
Runge-Kutt’a piatego rzedu wg Butchera.

Antman [8] badal duze wyboczenia nieliniowo-sprezystych belek poddanych
zginaniu, skrecaniu, rozcigganiu i $cinaniu. Seames i Conway [9] przedstawili
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numeryczng metod¢ obliczania duzych ugie¢ belek wspornikowych poddanych
rownomiernemu obcigzeniu. W tej metodzie numerycznej zatozono, ze sprezysta o$
belki moze by¢ aproksymowana przez pewng liczbe tukow okregu, stycznych do
siebie. Do okreslenia promienia kazdego tuku kotowego wykorzystano réwnanie
Bernoulliego-Eulera. Frisch-Fay [10] podal rozwigzanie dla duzego ugiecia belki
wspornikowej za pomocg catek eliptycznych. Bisshopp i Drucker [11] rozwiazali
problem duzego ugiecia belki wspornikowej poddanej pojedynczemu obcigzeniu
skupionemu, dziatajacemu pionowo w dot na swobodny koniec belki, wykorzystujac
rowniez calki eliptyczne. Prace [10] i [11] opieraja si¢ na podstawowym twierdzeniu
Bernoulliego-Eulera, ktore stwierdza, ze krzywizna jest proporcjonalna do momentu
zginajacego.

W niniejszym opracowaniu przeanalizowano duze ugigcia struktury tekstylnej
0 zmiennej sztywnosci na zginanie poddanej stalemu obcigzeniu skupionemu,
przylozonemu na swobodnym koncu. Zagadnienie rozwigzano numerycznie
z wykorzystaniem metody Eulera oraz metody strzatu (ang. shooting method) do
rozwigzania brzegowego. Wykorzystano oprogramowanie Mathematica w celu
znalezienia ksztattu ugigtej struktury. Charakterystycznym dla tej pracy jest to, Ze ta
analiza obejmuje obcigzenie struktury stala, skupiong silg przytozona na swobodnym
koncu pod okreslonym katem oraz ci¢zarem wlasnym badanego obiektu, nie
ograniczajac w ten sposob analizy tylko do sity skupionej, dziatajacej pionowo do
dotu. Ze wzgledu na wystepowanie W analizie zalezno$ci nieliniowych, doktadne
rozwigzanie analityczne nie istnieje. Konieczne zatem byto opracowanie programu
komputerowego, wykorzystujacego metod¢ numeryczng Eulera w celu rozwigzania
ksztaltu ugigtej struktury i przeprowadzenie serii eksperymentéw numerycznych.
Uzyskane wyniki zostaly nastgpnie zweryfikowane przy uzyciu oprogramowania
wykorzystujacego metode elementéw skonczonych (MES).

2. Numeryczne rozwigzanie problemu

2.1. Model numeryczny badanego obiektu

W pracy zatozono, ze podczas przebiegu zginania ptaski pas tkaniny bedzie
reprezentowany poprzez jego przekroj podtuzny. Plaski wyrob tekstylny o okreslonej
dhugosci L i szerokosci b poddany zostat zginaniu. Warunki zginania sa takie same
w calym wyrobie. W ten sposob problem przestrzenny zredukowano do
odpowiedniego problemu ptaskiego. Zamiast badania paska tkaniny, analiza
numeryczna dotyczy¢ bedzie ugieé cigzkiej elastyki o zadanej sztywnosci zginania
B i odpowiednim cig¢zarze liniowym (@, jak pokazano na rysunku 1. Kazdy punkt
o wspoétrzednej tukowej s, mierzonej wzdtuz elastyki, zdefiniowany jest poprzez
wspotrzedne kartezjanskie X(S), y(S). Wspotrzedne X i y sg funkcjami zmienne;j S.
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Rys.1. Model plaskiego wyrobu tekstylnego aproksymowanego elastyka
Zrédlo: opracowanie wlasne

Ponadto zatozono, ze elastyka jest nierozciagliwa. Nalezy zauwazy¢, ze zalozenie
nierozciggliwosci jest w pewnym stopniu ograniczajace. Jednak takie zatozenie
czgsto pojawia si¢ w analizie duzych ugieé. Oprocz cigzaru liniowego elastyka
obcigzona jest sitg skupiong. Nastepnie zatozono, ze obowigzuje twierdzenie
Bernoulliego-Eulera, ktore stwierdza, ze krzywizna elastyki jest proporcjonalna do
momentu zginajacego.

N
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Rys.2. Model plaskiego wyrobu tekstylnego aproksymowanego elastyka

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rys.2a pokazuje badany obiekt o dlugosci L obcigzony sila skupiong P
przytozong na swobodnym koncu. Na tym rysunku dx i dy oznaczaja odpowiednio
przemieszczenia poziome i pionowe swobodnego konca, a ¢o maksymalny kat
nachylenia elastyki. Kat przylozenia sity skupionej reprezentowany jest przez a.
Wspotrzedna tukowa s mierzona jest od utwierdzonego konca O do punktu A.

Rys.2b przedstawia obiekt uwolniony z wigzoéw i uwzglednia sily dziatajace na
ugicty obiekt. W opisie przyjeta, ze X(S) i y(S) beda reprezentowane jako x i y. Na
utwierdzonym koncu, oznaczonym jako O, Mo jest momentem reakcji, a Ry i Ry sa
sitami reakcji. Sit¢ P roztozono na sktadowa 0 pozioma i pionowa (P, Py).
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Nalezy zauwazyC, ze wspolrzedna $rodka ciezkosci x ugigtej krzywej o dugosci

L
L wynosi X; = (J; xds) - L™ . Momentem reakcji Mo wynosi

Mo = Psina(L - ) + Poosady +qL- ([ xds)-L™. (1)

Warunki rownowagi sg nastepujace

R,=Pcosa, R, =Psina+qL,

_ L )
Mg =Psina(L —ox) + Pc05055y+qj0 xds .

Roéwnanie Bernoulliego-Eulera dla jednorodnego przekroju prostokatnej belki
ma posta¢ El -(de/ds) =M (x,y), gdzie M(x,y) jest momentem zginajacym w
funkcji x iy, ¢ reprezentuje kat nachylenia stycznej do elastyki, E to sprezystosci, a |
jest momentem bezwladnosci przekroju elastiki wokot osi zginania. Oznaczmy
sztywnos¢ zginania jako B.

Bd—(p: M(X,Y). €))
ds

B=B(s) to zmienna sztywno$¢ zginania jako funkcja zmiennej S. Nalezy znalez¢
moment M jako funkcje X i y, aby uzyska¢ moment w dowolnym punkcie na dhugosci
elastyki. Mozna to zrobi¢, analizujac przekroj w dowolnym punkcie A na osi elastyki.

Mixy)

Rys.3. Elastyka uwolniona z wi¢zow

Zrédlo: opracowanie wlasne.
Rys.3 pokazuje wycinek elastyki wraz z dzialajagcymi na nig sitami reakcji

i momentami. Dlugo$¢ tuku elastyki, mierzona mi¢dzy utwierdzonym koncem O
i punktem A, jest reprezentowana przez s.
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W punkcie A M(x,y) to moment zginajacy jako funkcja X iy, natomiast V i H
reprezentujg sity wewnetrzne. Wspohrzgdna srodka cigzkosci X ugigtej krzywej

S
o dhugosci s wynosi X, = [IO x(r)d7]-s™. Po zsumowaniu momentéw wzgledem

punktu A otrzymujemy

Mo —R.y—R X+ qs{x—['[oS x(r)dz]-s"}-M(x,y)=0. (4)
Wykorzystujgc rownania (2) i (3) otrzymujemy
892 _ psin a(L—x—x)+ Pcosa(dy —y)—qlx +
ds (5)
L S
+ q_[o xds + gsx — qjo X(z)dz .

Rozniczkujac rownanie (5) wzglgdem S i uwzgledniajac, ze L, ox 1 Jdy sg statymi,
otrzymujemy nastepujaca zaleznosé

dBdp _d% . dx dy  dx
———+B =-Psina ——Pcos L—+ x+—s X. 6
ds ds ds? ds ds 4 ds i 1= ©

dF(S) _t(s)

(podstawowe twierdzenie rachunku catkowego). Wykorzystujac trygonometrlq
mozna ustali¢ nast¢pujace zaleznosci

W réwnaniu (6) wykorzystano to, ze jezeli F(s):jsf(t)dt, to

dx dy .
— =C0Sp, —=SIngQ. 7
s [ ds [ (7)

Ostatecznie otrzymujemy

2
BC;TZP —Psinacosgp—Pcosasing— qLcos<o+qscos<o—(;—BZ—(: (8)

Rownanie (8) jest nieliniowym rownaniem rézniczkowym opisujgcym krzywa
ugigcia elastyki obcigzonej silg skupiong i cigzarem wlasnym, jak pokazano na rys. 2.
Poniewaz doktadne rozwigzanie analityczne nie istnieje, opracowane zosStanie
rozwigzanie numeryczne zadanego problemu.



90 P. Szablewski

2.2. Numeryczne rozwigzanie problemu

Metoda Eulera nieliniowe réwnanie roézniczkowe rzedu drugiego (8) mozna
zredukowa¢ do dwoch rownan rézniczkowych nieliniowych pierwszego rzedu.
Krzywizng elastyki, oznaczong jako x, mozna zapisa¢ jako

d
x(s) = d_f . 9)

Podstawiajac rownanie (9) do réwnania (8) otrzymujemy

dr _ —EsinaCOS(o—ECOSaSin @—q—LCOS¢+Esc05¢—Mm (10)

ds B B B B B

Aby rozwigzaé ten problem numerycznie, zastosowany zostanie uklad czterech
rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu z czterema niewiadomymi.
Uktad réwnan jest nastepujacy

9 _.

ds

dx

—=C0S¢Q,

ds (11)
dy .

—Z =singp,

ds ¢

d—K——Esinacos —Ecosasin —%cos +gscos —dB—/dSK

ds B ¢ B ¢ B ¢ B ¢

Z uwagi na fakt, ze mamy do czynienia z typowym zagadnieniem brzegowym
(nie wszystkie warto$ci poczatkowe badanych zmiennych sg znane), w celu uzyskania
prawidtowej krzywizny na utwierdzonym koncu zostanie wykorzystana metoda
strzatu (ang. shooting method).

W celu rozwigzania problemu, wykorzystano program Mathematica
z odpowiednig funkcjg do rozwigzania zagadnienia brzegowego z wykorzystaniem
metody strzatu. Na utwierdzonym koncu znane sg X=0, y=0 i ¢=0. Krzywizna « jest
nieznana. Na wolnym koncu krzywizna x jest znana (x=0), a X, ¥ i ¢ sg nieznane. Idea
metody strzatu jest zastosowanie metody Newtona-Raphsona do znalezienia takiej
poczatkowej warto$ci krzywizny, aby na swobodnym koncu krzywizna miata warto$¢
x=0.
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3. Wyniki i dyskusja

3.1. Modelowanie zmiennej sztywnosci zginania

Do analizy numerycznej przyjeto nastepujace dane opisujace badany obiekt.
Dhugo$¢ obiektu L=0,3m. Wymiary przekroju w punkcie utwierdzenia i na
swobodnym koncu: szeroko$¢ b=0,02m, wysokos¢ he=0,005m. Moment

bezwtadnosci przekroju: I, = (bh?)/12. Modut Younga E=2-10°N/m? Cigzar

liniowy g=1N/m. Waznym elementem analizy jest uwzglgdnienie zmiennej
sztywno$ci zginania B badanej struktury tekstylnej na calej jej dlugosci, co czgsto
wystepuje w elementach kompozytowych. Funkcj¢ zmiennej sztywno$ci zginania
zatozono z gory. Przyjeto rozklad sztywnosci zginania wedtug wiclomianu drugiego
stopnia. Funkcje B(S) zatozono nastepujaco:

B(s) :%[L2+4Ls(§—1)—432(§—1)]. (12)

Funkcja B(s) jest paraboliczna. Zgodnie z réwnaniem (12) w punkcie
utwierdzenia i w punkcie swobodnym sztywno$¢ zginania ma maksymalng warto$¢
Bo=E-lo. W $rodkowym punkcie elastyki sztywno$¢ zginania ma warto$¢ minimalng
&Bo, gdzie &<1. Dla powyzszych danych i &=0,1 mamy, ze Bo=0,0416667Nm? i wtedy

B(s) = 0,462963- (0,09 -1,08-5+3,6-5%), [Nm?]. (13)

Wykres B(s) przedstawiono na rys.4.

A B(s) [Nm’]

0.04
0.03F
0.02F

0.01F

s [m]

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 s

Rys.4. Wykres zmian sztywnosci zginania wzdtuz badanego obiektu

Zrodto: opracowanie wiasne.
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W odniesieniu do dtugosci gigcia (zgodnie z testem Peirce'a) mamy:
— maksymalna dtugos$¢ gigcia dla Bo: Dimax=0,346681 m,

~  minimalna dtugos¢ gigcia dla &Bo: Dmin=0,160915 m, gdzie D =3/B/q

Waznym elementem przeprowadzonej analizy bylo potwierdzenie poprawnos$ci
uzyskanych wynikow. W celu weryfikacji zostal utworzony model obiektu do analizy
MES za pomocg oprogramowania SolidWorks. Zmienng sztywno$¢ zginania
uzyskano poprzez zmiang wysokos$¢ przekroju h(s) wzdtuz dtugosci obiektu jak nizej.

h(s) =3

12B(s) =3\/1280[L2 +4Ls(é-1) - 452 (£ -1)] 1)

Eb EbL?

A h(s) [m]

s [m]

Rys.5. Wykres zmian wysoko$ci przekroju wzdtuz badanego obiektu

Zrodio: opracowanie wlasne.

Rys.6 pokazuje badang strukture tekstylng modelowang w programie
SolidWorks.

Rys.6. Badana struktura tekstylna modelowana w programie SolidWorks:
(a) stata sztywnos¢ zginania, (b) zmienna sztywno$¢ zginania

Zrodto: opracowanie wiasne.
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3.2. Wyniki obliczen

Obliczenia przeprowadzono najpierw dla obcigzenia tylko ci¢zarem wlasnym q
(P=0), a nastepnie razem z sita dziatajaca na swobodny koniec obiektu (P#£0). Wyniki
obliczen dla opisanego modelu analitycznego przedstawiono na rys.7. Wartosc¢ sity
skupionej P przytozonej do swobodnego konca przyjeto jako P=0,4N. Staly kat, pod
ktorym przytozono site skupiona wynosit a=m/2.

x [m] x [m]

o

P-0N P—04N

24 [m] (a) ¥ [m] b) a= 72

Rys.7. Wyniki obliczen dla modelu analitycznego:
(a) obcigzenie tylko cigzarem wtasnym (P=0N),
(b) obciazenie ciezarem wlasnym i sitg skupiona (P=0,4N),
(1) stata sztywno$¢ zginania By, (2) zmienna sztywnos¢ zginania B(S)

Zrodio: opracowanie wlasne.

Whyniki dla modelu MES przedstawiono na rys.8. Obliczenia przeprowadzono
dla tych samych danych, co dla modelu analitycznego. W celu utrzymania tych
samych warunkéw obcigzenia, model MES musi by¢ poddany oddziatywaniu
pionowej sity powierzchniowej o wartosci: Q=g/b=50Nm2.

x [m] x [m]

\ 0]
(2)

(N

P=0N ’ P=04N
= 12
(a) - (b) @ 77
vy [m] vy [m]

Rys.8. Wyniki obliczen dla modelu MES:
(a) obcigzenie tylko cigzarem wtasnym (P=0N),
(b) obcigzenie cigzarem whasnym i sita skupiong (P=0,4N),
(1) stata sztywno$¢ zginania By, (2) zmienna sztywnos¢ zginania B(S)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Na podstawie analizy wykresow (rys.8 i 9) mozna stwierdzi¢, ze ksztalty ugictej
struktury zaré6wno dla modelu analitycznego, jak i modelu MES sa identyczne.
Potwierdza to rowniez analiza warto$ci przemieszczen swobodnego konca dla obu
modeli. Warto$ci przemieszczen poziomych i pionowych ox i Jdy przedstawiono
w tabeli 1.

Tabela 1. Wartosci przemieszczen poziomych i pionowych swobodnego kofica dla modelu
analitycznego i modelu MES dla wybranych warunkéw obcigzenia

Btad wzgledny
Model Model mo%l:;rgzvll;);%ﬂego
analityczny MES do modelu MES
e[%]
ox 1115 1,113 0,180
[mm]
Stal P=0ON
tata oy
Sztywnosé [mm] 24,174 24,148 0,108
zginania
ox 20,088 20,269 0,893
Bo=const. p=04N | [mm]
o=nl2 5
ol 98,906 99,286 0,383
[mm]
ox 11,210 11,430 1,925
[mm]
- P=O0N
mienna Sy
sztywnos¢ [mm] 69,778 69,910 0,189
zginania
ox
93,081 94,900 1,917
B(s) p=04n | [mm]
o=nl2 5
ol 180,205 180,100 0,058
[mm]

Zrodlo: opracowanie wiasne.

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono model analityczny do analizy duzych ugi¢é plaskiej
struktury tekstylnej obcigzonej cigzarem wilasnym 1 sitg skupiona, przylozong na
swobodnym koncu. Dla takiego obiektu dokladne rozwigzanie analityczne na
wspotrzedne X iy nie istnieje. Przeprowadzono zatem analiz¢ numeryczng w oparciu
0 zbudowany model obliczeniowy. W tym celu opracowano dedykowany program
komputerowy, pracujagcy w $rodowisku Mathematica. Program ten w oparciu
o metod¢ Eulera, wspierang metodg strzatu (ang. shooting method) i metoda
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Newtona-Raphsona, wykorzystano do znalezienia ugigtego ksztattu badanego
obiektu, dla zadanej geometrii, materialu i warunkow obcigzenia.

Nastepnie przeprowadzono analize deformacji obiektu metoda elementow
skonczonych (MES). Analiza MES byla rodzajem eksperymentu i zostata
wykorzystana do weryfikacji wynikéw uzyskanych na podstawie modelu
analitycznego. Analiza ksztatltOw ugietego obiektu, przedstawionych na rysunkach 7
i 8, wykazata wysoka zgodno$¢ przedstawionego modelu analitycznego z modelem
MES. Dodatkowo wskazuje na to analiza wynikow przedstawionych w tabeli 1.
Przedstawiony w pracy przypadek zginania ptaskiej struktury tekstylnej zostat
pomyslnie rozwigzany z wykorzystaniem metod numerycznych. Praca niniejsza moze
by¢ punktem wyjscia do tak zwanej analizy odwrotnej, w ktorej ustala si¢ sztywno$¢
zginania obiektu w celu uzyskania okreslonego ksztattu dla zadanych warunkéw
obcigzenia.
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