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Wstep

Przedkladany Czytelnikowi podrecznik w  jakiej§ mierze stanowi
odzwierciedlenie wykltadow z przedmiotu analiza matematyczna 2 dla
studentéw pierwszego stopnia matematyki stosowanej. Notatki do wykladow
istnialy juz wcze$niej w roznej postaci i postanowilem je polaczy¢ w pewnag
calos¢. Mam $wiadomos¢, iz wprowadzane przeze mnie podejécie nie jest
w zadnej mierze nowatorskie, ale tak zredagowany podrecznik moze by¢

przydatny dla studentéw Politechniki Lodzkiej.

Wymagamy od Czytelnika wiadomosci zwartych w kursie analiza
matematyczna 1 oraz elementéw logiki matematycznej. Czytelnik zechce
skorzystac z zalaczonego spisu bibliograficznego, na ktoérym sie wzorowatem
piszac ten tekst, rowniez po to, by uzupelnié¢ pominiete dowody niektérych

twierdzen.

Zapis stowny rozni sie znacznie od zywej mowy. Piszac staralem sie
zachowa¢ pewne intuicyjne podejscie wykladu, ale jednoczesnie musiatem
pamietac¢ o konieczno$ci zachowania matematycznego formalizmu. Poniewaz
podrecznik jest zapisem wykladu, stad nie wszystie twierdzenia, jak juz
wspomniano, s3 dowodzone. Zamiescitem tylko te dowody, ktére udawato
mi sie prezentowaé w sali wykladowej w czasie jednosemestralnego wyktadu
wspomaganego ¢wiczeniami. Pandemia Covid-19 skionita mnie do spisania
swoich notatek w taki sposob, aby studenci stuchajac wyktadu on-line mieli

jego, mam nadzieje, jak najlepszy zapis.



Wstep

Podrecznik powstal w oparciu o zrdédla bibliograficzne, z ktorych czerpatem
z r6zng intensywnoscia, korzystajac zaréwno z idei, naprowadzen jak i z pojec,
twierdzen i dowodéw. Na koniec przedkladam Czytelnikowi liste pozycji
bibliograficznych, z ktoérych korzystalem. Zaré6wno uklad tekstu, jak i
propozycje prezentacji pochodza z wykladow Profesora Bogdana
Przeradzkiego prowadzonych na Politechnice Lodzkiej. Zostaly jednak one
odpowiednio zmodyfikowane na miare uaktualniania kolejnych programoéw

nauczania na PL.

Chcialbym podziekowac¢ recenzentom: Prof. Wlodzimierzowi Fechnerowi
i Drowi Witoldowi Majdakowi za cenne uwagi, ktére pozwolily mi ulepszy¢
ostateczng wersje tekstu. W skladaniu tekstu do druku otrzymatem, jak zwykle,

wsparcie od Michala Beldzinskiego.



ROZDZIAL 1

Calka niewlasciwa pierwszego

rodzaju

Przypomnijmy, iz pojecie catki Riemanna jest definiowane dla funkcji
ograniczonych i okreslonych na przedzialach domknietych i ograniczonych.
Zajmiemy si¢ przeniesieniem pojecia calkowalnosci w sensie Riemanna na

przypadek przedziatéw nieograniczonych typu:
[a, +00), (—00,b], (—00, +00),

jak i funkcji nieograniczonych na zbiorach ograniczonych. Rozwazanie
dziedziny nieograniczonej prowadzi do definicji catki niewlasciwej I rodzaju,
z kolei rozwazanie funkcji nieograniczonej na zbiorze ograniczonym prowadzi

do calki II rodzaju.

1.1. Wprowadzenie i definicja

Dla ustalenia uwagi zajmiemy sie przypadkiem [a, +00) dla pewnego a € R,

a pdzniej sprowadzimy do niego pozostate przypadki.

Definicja 1.1. Niech dana bedzie taka funkcja f : [a,+00) — R, ze dla

dowolnego ¢ > a jest ona catkowalna od a do ¢, lub - innymi stowy -

—9_



Wprowadzenie i definicja

jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a, c|. Funkcje f nazywamy

lokalnie catkowalng na [a, +00) i piszemy f € R, ([a, +00)).

Funkcja f € R ([a,+00)) jest calkowalna w sensie Riemanna na
dowolnym domknietym przedziale zawartym w [a, +00). Kazda funkcja ciagla
na [a, +00) (ogdlniej — majaca skoniczong ilos¢ punktéw niecigglosci), a takze

kazda funkcja monotoniczna na [a, +00) jest lokalnie calkowalna na [a, +00).

Przyklad 1.1. Nieciaglosci, o ktérych mowa w definicji, to nieciaglosci
usuwalne lub typu skokowego. Ponadto lokalna catkowalnos¢ funkceji zalezy

w sposéb istotny od dziedziny, na ktorej jest rozwazana. Stad funkcja

1

e $<0,
F@)={ 0, z=0
Z%, x>0,

nie jest lokalnie calkowalna na [—1,400) ze wzgledu na to, iz jest
nieograniczona w otoczeniu 0 bedacym nieciggloscig nieusuwalng. Niemniej

jednak funkcja f jest lokalnie catkowalna na [1, +00).

Przyklad 1.2. 1. Przypominajac zwigzek catki Riemanna z polem pod
wykresem funkcji dla funkcji nieujemnej i catkowalnej w sensie
Riemanna, mozemy zauwazy¢, co nastepuje. Wezmy funkcje

f(x)= % na [1,+00)

i znajdzmy pole pod wykresem tej funkeji obcietej do przedziatu [1, ¢] dla
¢ > 1. Otrzymujemy

c1 ¢ 1
/ 2al:z:—/ r 2dr = — =
1 X 1 x

Stad widzimy, iz pole pod wykresem rozwazanej funkecji ro$nie do 1 wraz

Tr=c 1

=1--.
C

r=1

ze wzrostem c. (Pozostaje zatem skoriczone).



Catka niewlasciwa pierwszego rodzaju

2. Biorac na [1,4o00) funkcje f(z) = % i powtarzajac powyzsze

rozumowanie dostajemy
‘1
/ —dr =Inz[,_] =lnc
1 T

Tym razem pole roénie nieograniczenie przy wzroscie c.

Definicja 1.2. Dla funkcji f € Ry ([a, +00)) definiujemy funkcje gornej

granicy calkowania F' : [a, +00) — R nastepujacym wzorem:

F(c):/acf(:x)dx.

Zauwazmy, ze definicja funkcji F' jest dobrze postawiona, tzn. F'(c) € R
dla dowolnego ¢ > a (co wynika z lokalnej catkowalnosci funkcji f). Ponadto
funkcja F' (jako funkcja goérnej granicy catkowania z funkcji catkowalnej
w sensie Riemanna) jest ciaggla. Przy tym jednak (biorac dla ustalenia uwagi

a = 0) zachodzg ponizsze wlasnosci.

« Granica wlasciwa (tj. skonczona) funkcji F; przy ¢ — +0o moze istniec,
jak np. dla f; (x) = H% Istotnie, wtedy F} (x) = arctga — arctg 0 =

arctgx — 5 przy T — +00.

1
1
1+x2

0.8 1
0.6
04
0.2

‘ xr

15 20



Wprowadzenie i definicja

+ Nie musi istnie¢ wlasciwa (tj. skonczona) granica funkcji F» przy ¢ —
+00, jak np. dla fo (z) = 23 + 2. Istotnie F, (z) = 1zt + %xﬁ — +00

przy x — +o0.

108

7.%3_{_1,5

+ Nie musi istnie¢ granica funkcji F3 przy ¢ — +o0, jak np. dla
f3(x) = cosx. Wowczas F3 (z) = sinx i, jak wiemy, funkcja sinus nie

posiada granicy w nieskonczono$ci.

— 12 —



Catka niewlasciwa pierwszego rodzaju

1
() ——cos(x)
0.5
é 4 6 } 110 1}2 1}

—0.5 |

-1
Powyzsze obserwacje prowadzg do zasadnicznego pytania, wokoét ktorego
koncentruja sie nasze rozwazania:
Kiedy granica lim F (c) jest skoriczona?
c—-+00

Definicja 1.3. Niech f € R, ([a, +00)). Kladziemy (formalnie)

/joof(m)dx: lim /acf(a:)dx: lim F(c).

c—+00 c——+00

/a+oof($) dx

nazywamy calkg niewlasciwg funkcji f na [a, +00).

Symbol

(i) Jesli istnieje granica wlasciwa

lim /Cf (z)dz, (1.1)

c—+00

to méwimy, ze catka niewlasciwa jest zbiezna.

(ii) Jesli istnieje granica niewlasciwa (1.1) (réwna +oo badZz —o0), to

méwimy, ze catka niewlasciwa jest rozbiezna.



Wprowadzenie i definicja

(iii) Jesli nie istnieje granica (1.1) ani w sensie wlasciwym, ani w sensie

niewlasciwym, to méwimy, ze catka niewlasciwa jest nieokreslona.

Podane wyzej przyklady ilustruja trzy mozliwe przypadki zbieznosci/braku
zbieznosci wystepujace w tej definicji.  Analiza funkcji f(x) = cosz
sugeruje proste kryterium nieujemnosci funkcji podcatkowej, pozwalajace
wykluczy¢ przypadek catki nieokreslonej. Ma to oczywisty zwiazek z tym,
ze funkcje monotoniczne posiadaja w kazdym punkcie wlasciwym granice
jednostronne wiasciwe. Z kolei w punkcie niewlasciwym (przypomnijmy, Ze
punktami niewla$ciwymi nazywamy +oo badZz —oo) granica ta moze réwniez
by¢ niewlasciwa. Jest ona jednak skonczona, gdy funkcja jest dodatkowo
ograniczona z gory (o ile funkcja jest okreslona na przedziale ograniczonym
z dotu).

Stwierdzenie 1.1. Niech f € R, ([a,+00)) bedzie taka, ze f (x) > 0 dla
x > a. Wtedy funkcja F' : [a, +00) — R dana wzorem

F(c)—/acf(x)d:r

Jjest niemalejgca.

Dowod. Wezmy dowolne ¢ > ¢1 > a. Wtedy oczywiscie fccf f(z)dz > 0.

Ze znanych wiasnosci catki Riemanna mamy
c2 c1 c2
F () :/ f () da :/ f(x)da:—I—/ f (z) da
a . a c1
:F(cl)—i—/ f(z)dz > F (c1). i
c1

Uwaga 1.1. Skoro funkcja monotoniczna posiada granice (wlasciwg lub nie)

w 400, to calki z funkcji nieujemnych moga by¢ albo zbiezne albo rozbiezne.

Uwaga 1.2. Zalozenie o funkcji f w powyzszym stwierdzeniu mozemy zastapi¢

nastepujacym: istnieje a1 > a takie, ze f (z) > 0 dlax > a;. Wtedy rowniez
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funkcja F' jest niemalejaca na przedziale [a;, +00). Na ogél nie bedziemy
takich zalozen robi¢, niemniej jednak warto o nich pamieta¢ w konkretnych

zastosowaniach.

Cwiczenie 1.1. Zaproponowa¢ i uzasadni¢ warunki na to, aby funkcja F byta

nierosngca.

Nastepujace twierdzenie pozwala w latwy sposdob podaé metode
znajdowania catki niewlasciwej przy pomocy catki nieoznaczonej. Jest
ono intuicyjnie oczywiste i opiera si¢ na stosowanych przez nas technikach

rachunkowych.

Twierdzenie 1.1 (Analogon twierdzenia Newtona-Leibniza). Zatozmy, ze
funkcja f € Rioe ([a, +00)) posiada funkcje pierwotng na [a, +00), tzn. istnieje
funkcja F : [a,4+00) — R taka, ze

F'(z) = f(x) dlaz € [a,+00),

przy czym pochodng w xg = a rozumiemy jako pochodng prawostronng.
Wowczas catka f(joo f () dx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy
L= xll)r_ir_looF () < +o0. (1.2)

Zachodzi rowniez wzor
—+o00
/ f(z)de =L—F (a).

Dowédd. Wezmy dowolne A > a. Wtedy korzystajac z twierdzenia

Newtona-Leibniza dla calki Riemanna otrzymujemy

A
/ (@) dz = F (A) — F (a). (1.3)
Przy zalozeniu, ze calka fa+°° f (x) dx jest zbiezna, to istnieje granica

A
AE\Too/a f(x)dx:AETmF(A)—F(a):L—F(a).
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Podobnie, jesli istnieje granica (1.2), to z relacji wniokujemy, ze catka
f;oo f (z) dx jest zbiezna. i

Uwaga 1.3. Zauwazmy, ze jesli dodatkowo zalozymy, ze f € Ry ([a, +00))
jest ciagla, to funkcja F' dana wzorem F' (c) = [ f (x) d jest rozniczkowalna

oraz wtedy

dla z > a.

Uwaga 1.4. Powyzsze twierdzenie jest uzsadnieniem teoretycznym przyjetej
przez nas techniki obliczania calki niewlasciwej, polegajacej na znalezieniu

calki nieoznaczonej, a nastepnie przejéciu do granicy.

Przyklad 1.3. Zbadamy zbieznosé catki

[
1x°
dla réznych a > 0. Dla dowolnego ¢ > 1 mamy
C gl ¢ cl—a
/dx: —a |, dlaa #1 _ > dlac # 1
1ot Inzl{, dlaa=1 Ine, dlaa=1

Stad dla o = 1 badana calka jest rozbiezna, gdyz Inc — +oo przy ¢ — +o0.
Zkoleidla o € (0,1)

i catka jest zbiezna. Podsumowujac

/C dr { jest rozbiezna dla a € (0, 1],
1

% jest zbiezna dla o > 1.
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Przyklad 1.4. Rozwazmy dla dowolnych o > 0 oraz 3 € R catke

400
/ e “gin (Bz) d.
0
Funkcja f : [0, +00) — R dana wzorem
f(z) =e *sin(Bz) dlazx € [0, +00)

jest ciggla, skad wiemy od razu, iz jej funkcje pierwotng F' : [0,+0c0) — R

mozna znalez¢ szukajac funkeji gérnej granicy catkowania. Mamy

e—CEOL

ol =-arp

(B cos (Bx) + asin (Bz))
dla z € [0, +00). Widzimy, ze

|8 cos (Bz) + asin (Bx)] < a+|B] dlaz € [0,400)

oraz
lim e %% =0.
T—+400
Zatem
lim F (x) =0.
T—r—+00

Zatem calka jest zbiezna. Do zastosowania twierdzenia Newtona-Leibniza do

oceny zbiezno$ci nie jest konieczne znajdowanie wartosci funkeji ' dla zg = 0.

1.2. Zwiazek z szeregami

Calki niewlasciwe I rodzaju majg sporo wspodlnego z szeregami liczbowymi.

W ponizszej tabeli zbieramy pewne poréwnania:

—17 —



Zwiazek z szeregami

szereg liczbowy: "1 a,, calka niewlasciwa: fa+°° f(z)dx
ciag wyrazoéw ogélnych: {a,},-, | funkcja podcatkowa: f

suma cze$ciowa: Zgzl an, catka Riemanna: faA f(z)dx

suma szeregu: > '3 ay, to: catka niewlasciwa: fa+oo f (z) dz to:
limpy 100 27]1\[:1 an lima 100 faA f(z)dx

reszta szeregu: y 2 1 Gp calka: f:{oo f(z)dzx

Powyzsze poréwnanie sugeruje nastepujace wyniki (ktérych dowodéw
zamieszcza¢ nie potrzeba, gdyz postepuje sie jak w przypadku szeregdw).
Zainteresowanego Czytelnika zachecamy do samodzielnego przeprowadzenia

stosownych dowodéw. Zaktadamy, ze dla funkcji f, g € Ryoc ([a, +00)) calki

/a+oof(:p) dzx, /:mg(x) dx

sa zbiezne. Zachodza wowczas ponizsze rezultaty.

(i) Dla dowolnego ¢ > a zachodzi réwnosé

“+oo

+Oof(x)ala::/Cj'"(:z:)dx—i— f(x)dx.

a

(ii) Dla dowolnych o, 5 € R zachodzi réwnosé

/(foo(af(x)%—ﬂg(a:))dxza/:oof(x)d:wrﬁ/;oog(x)dx.

(iii)
AEI-Eoo . f(z)dx =0.
Ponadto, prawdziwe jest nastepujace kryterium:
Twierdzenie 1.2 (Ogélne kryterium Cauchy’ego zbieznosci). Zalézmy, ze
f € Rie([a,+0)). Na to, aby catka fa+°°f (x) dx byla zbiezna, potrzeba
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i wystarcza, aby dla dowolnego € > 0 dalo si¢ dobra¢ takq liczbe Ay € [a, +00),

ze dla wszystkich A1, As € (Ag, +00) zachodzi nierownosé
[F (A1) — F (A2)] <e.

Dowéd. Zbieznos¢ catki fa+oo f (z)dzx jest rownowazna istnieniu granicy
wlasciwej lime— o F'(¢) = limgy 1o [ f (2) da, co z kolei na podstawie
kryterium Cauchy’ego istnienia granicy wtasciwej w punkcie niewlasciwym

implikuje teze. i

Z powyzszego kryterium wynika, ze (o ile catka f;_oo f (z) dz jest zbiezna)
dla dostatecznie duzych A;, A, catka fff f (z) dz co do wartoéci bezwzglednej

jest dowolnie mata.

Przyklad 1.5. Powyzsze kryterium Cauchy’ego pozwala w latwy sposéb

stwierdzi¢ brak zbieznosci (bez rozrdznienia na rozbieznos¢ i nieokreslonosc)

catki
+oo
/ sin xdzx.
0

1.3. Kryterium poréwnawcze (niero0wnosciowe i graniczne)
Twierdzenie 1.3 (Kryterium poréwnawcze). Zalézmy, ze funkcje

fag € §Rloc ([CL, +OO))

sq takie, ze
0< f(x)<g(x) dlax > a.

Wtedy:

(i) jezeli catka fjoof(x) dx jest rozbiezna, to catka f;oog(m) dx jest

rowniez rozbiezna;
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(ii) jezeli catka f;oo g (x) dx jest zbiezna, to catka fa+oo f (z) dx jest rowniez

zbiezna.

Uwaga 1.5. Zbiezno$¢ catki f:oo f (z)dz nie implikuje zbiezno$ci catki
fa+oo g (x) dx. Skoro z < 22 dla x > 1, to rébwniez

1

2

SldlaxZL
T T

Catka f1+oo x%da? jest zbiezna, ale catka f1+°o %dw nie jest zbiezna. Podobnie

rozbiezno$¢ catki fa+°°g($) dr nie pociagga za soba rozbieznosci catki

fa+oo f(z)dz.

Dowdd. Przez G : [a, +00) — R rozumiemy funkcje dang wzorem

G(c)—/cg(x)dxdlacza.

Skoro g (z) > f(z) > 0dlax > a, to korzystajac z wlasnosci catki Riemanna
otrzymujemy

F(z) <G(x) dlaz > a.

Zaldzmy teraz, ze catka fjoo g (x)dx jest zbiezna. Oznacza to, ze istnieje
granica

lim G(x)=L>0.

T—+00
Granica jest nieujemna, gdyz funkcja G jest monotoniczna i nieujemna.

Istotnie, widzimy, ze

lim G(x)= sup G(x).

r—+00 z€[a,400)

Stad réwniez
F(z)<Ldlaz > a.

Skoro F jest niemalejaca, to istnieje granica

lim F(x)=L; <L.

r—r-+00
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Zatézmy teraz, ze calka fa+oo f (z) dz jest rozbiezna. Oznacza to, ze

lim F(x) = 4o0.

T—>+00

Korzystajac z definicji granicy niewlasciwej widzimy, ze dla dowolnego M > 0

istnieje takie r > a, ze dla wszystkich x > r zachodzi F' (x) > M. Skoro
G(z) > F(x)> M,

to mamy stad
lim G (z) = 4oc.

r——+00

W konsekwencji catka f:oo g (x) dz jest rowniez rozbiezna. |

Przyklad 1.6. Rozwazmy catki

T arctg x T arctg x
dx oraz 5 —d.
1 Z 1 Zr

Latwo stwierdzi¢, iz dla z € [1, +00) zachodza nieréwnosci
™

<arctgx < 5

N

Skoro calka 1+oo %‘”” jest rozbiezna, to stad wnioskujemy, ze pierwsza z calek

jest rozbiezna na podstawie nierdwnosci

arctg x >

1
. %-;dlax€[1,+oo).

Druga z calek jest zbiezna, gdyz calka [ 1+°O ;l—g jest zbiezna oraz

1
— dlaz € [1,+00).

arctgx _w
2 x

<
2

Twierdzenie 1.4 (Kryterium poréwnawcze w wersji granicznej). Zatézmy,

ze funkcje f, g € Rioe ([a, +00)) sq takie, ze
f(x)>0,9(x)>0dlax > a



Kryterium poréwnawcze (nierobwnosciowe i graniczne)

oraz ze istnieje granica wlasciwa lub niewtasciwa

. f(x
L g (2)

~—

=: K € [0,400) U {+00}.

Jezeli K < 400, to zbiezno$¢ catki fa+oog () dz implikuje zbieznosé catki
fa+oo f (z) dz. Natomiast dla K > 0 (w tym rowniez dla K = +00) rozbieznosé
catki f;roo f (z) dz implikuje rozbieznosé catki fljoo g (z) dx.

Uwaga 1.6. Dla K € (0,+00) obie calki sg albo jednoczesnie zbiezne, albo

jednoczesnie rozbiezne. Zatem uwagi wymagaja przypadki ,graniczne”.

Fragment dowodu. Zalézmy, ze K > 0 oraz calka f;oo f(z)dz jest
rozbiezna. Postugujac sie definicja granicy wlasciwej w punkcie niewltasciwym
wiemy, ze dla dowolnego £ > 0 istnieje takie R > a, ze dla x > R zachodzi

nier6wnos¢

FERUES

Zatem, skoro obie funkcje sa nieujemne, to dla x > R zachodzi

fx) < (K+e)g(x).

Poniewaz calka f;oo f(z)dz jest rozbiezna, to rozbiezna (na podstawie
kryterium poréwnawczego, twierdzenie jest catka (K +¢) fa+°° g (x)dx.
Dokoniczenie dowodu dla pozostalych przypadkéw zostawiamy jako tatwe

¢wiczenie Czytelnikowi. i
Uwaga 1.7. Zalozenie, ze
f(x)>0,g(x)>0dlax>a

mozna zastapi¢ zalozeniem, ze nierdéwnosci f (z) > 0, g (z) > 0 zachodza dla

dostatecznie duzych z, por. z uwaga[1.2}
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Przyklad 1.7. Rozwazmy catke

+oo
/ (m — 2arctgz) dz. (1.4)
1

Kladziemy
1
f(z)=m—2arctgz oraz g () = —.
x

Zauwazmy, ze na podstawie reguty de ’'Hospitala mamy

. m — 2arctgx . 222
lim —————— = lim — =2
T—+00 < z—+oo 1 +x

Stad i z rozbieznosci catki [ 4 calka 4} jest rozbiezna.

1 T

Przyklad 1.8. Badajac zbieznos¢ catki

T 2+ cosx
1 xr° +sinx

przy pomocy twierdzenia poréwnujemy ja ze zbiezna calka | 1+°° i%. W ten

wlasnie spos6b dowodzimy jej zbieznosc.

1.4. Zbieznos¢ bezwzgledna catki

Dla catki Riemanna wiemy, ze je$li funkcja f jest calkowalna od a do
b (calkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a,b]), to calkowalna jest
réwniez funkcja |f| na tym samym przedziale. Przypominamy jednakze, ze
catkowalno$¢ funkeji | f| nie implikuje calkowalnosci funkeji f, co wiadomo

badajac zachowanie funkcji

1 dla z wymiernych,
flz) =
—1 dla pozostatych

na odcinku [0, 1]. W przypadku catki niewlasciwej (ze wzgledu na zalozenie

lokalnej catkowalnosci funkcji) sytuacja nie jest analogiczna. W tym przypadku
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rowniez daja sie zauwazy¢ analogie z szeregami liczbowymi. Postugujac sie

kryterium Leibniza wiemy, ze szereg

00 1"
Z(n)

n=1

jest zbiezny, podczas gdy szereg

+oo n +o0

(-1) 1
2=
n=1 n=1

juz zbiezny nie jest. Z drugiej strony oba szeregi

+o0 n +oo n
(=1 (=1
S o 3L
n=1 n=1
sa zbiezne.  Stad tez wyrdznimy pojecie zbieznosci bezwzglednej dla

catki niewlasciwej. Podkreslamy, ze poréwnanie zbieznosci i zbieznosci
bezwzglednej nie jest ani tak bezposrednie, ani tak latwe jak w przypadku

szeregow.

Definicja 1.4. Zalézmy, ze f € Ry ([a,+00)). Mowimy, ze catka
f;roo f(z)dr jest zbiezna bezwzglednie, jezeli zbiezna jest calka

J NS (@) d.

Czasem tez bedziemy moéwi¢ o calkowalnosci bezwzglednej jako

synonimie zbieznos$ci bezwzglednej.

Uwaga 1.8. Dla funkgcji, ktére nie zmieniaja znaku na przedziale [a, +00) -
przynajmniej dla dostatecznie duzych x - zbieznos¢ calki jest rownowazna

zbieznosci bezwzgledne;j.
Definicja 1.5. Niech dana bedzie funkcja f : R — R. Kladziemy

f(z), jezeli f(x)>0,

fy (@) = max{f (z),0} = { 0 dla pozostatych x
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—f(x), Jezeli f () <0,

f- () =max{—f(x),0} = { 0, dla pozostatych z.

Uwaga 1.9. Latwo jest uzasadni¢ nastepujace relacje dla x € R:
fo(@) 20, f(2)>0;

fle)=fr (@) = f- (), |f ()] = f+ (@) + f- (2);
fi(2) = If(x)!;f(w)’ fo(z) = !f(x)lz—f(l’);
fr (@) < [f(@)], f-(2) <[f (@)].

Uwaga 1.10. Latwo stwierdzi¢, ze jezeli f € Ry, ([a, +00)), to rowniez

’f” f+7 f— S §Rloc([a’v—i_oo)) .

Mozna zatem méwic¢ jednoczesnie méwi¢ o catkowalno$ci wymienionych tu

funkciji.

Twierdzenie 1.5. Zatézmy, ze f € Ry ([a, +00)) oraz ze catka fa+oo f(z)dx

jest zbiezna bezwzglednie. Wtedy catka f(joo f () dx jest zbiezna oraz zachodzi

[ @< [T @)

Dowéd. Rozumowanie przeprowadzimy przy wykorzystaniu czesci dodatniej

nierownosé

oraz czesci ujemnej funkcji f. Otéz skoro

0< fr(2) <I[f(2)], 0< f- () <|f ()]

dla x > a oraz skoro catka f;roo |f ()| dz jest zbiezna, to (na podstawie
kryterium poréwnawczego) zbiezne sg rowniez catki
+o0

+oo
f+ (z)dx oraz/ f- (z)dzx.

a
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Skoro
fx) = fy ()= f-(2) daz>a,
to ze zbieznosci powyzszych calek wynika zbieznos¢ catki f;oo f(z)dx.

Ponadto dla A > a mamy

[ rwal< [Cir@ia

Przechodzac z A do granicy w +oo i korzystajac z cigglosci funkcji modut

[ rwad < [Tii@an

Twierdzenie zostalo zatem udowodnione. |

widzimy, ze

Uwaga 1.11. Z twierdzenia [1.5|tatwo wynika, Ze catka zbiezna bezwzglednie
jest roznicg dwoch catek — calki z czesci dodatniej i catki z czesci ujemnej funkcji
podcatkowej. W przypadku calki, ktora zbiezna bezwzglednie nie jest (ale jest
zbiezna) obie te calki (tj. z czeéci dodatniej i z czeéci ujemnej) nie s3 jednoczesnie
zbiezne. Gdyby bowiem chociaz jedna z nich byla zbiezna, to od razu bylaby
zbiezna druga. Warto tutaj przypomnie¢, iz analogiczne relacje mialy miejsce

w przypadku szeregdw zbieznych jedynie warunkowo.

Twierdzenie mozna réwniez udowodni¢ przy pomocy kryterium

Cauchy’ego. Pokazemy to ponizej.

Dowdd. Poniewaz catka fa+°° |f (z)| dz jest zbiezna, to dla dowolnego € > 0

dobieramy takie Ag, ze dla wszystkich A; > Ag, A2 > Ag (ustaliwszy, ze

Ay > Ay) zachodzi
Aq Ao Ao Az
/a If(:v)ldﬂc—/a f (@) da /A f (@) da =/Al f (@) d.

>

Skoro
Al A2

f(z)dzx
Ay

Az
(z)dx — f(z)dzx

a a

Az
g/ I (@) dz <,

Ay
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to od razu dostajemy teze. i

Uwaga 1.12. Calki zbiezne bezwzglednie nazywa sig czasem niewlaSciwie
zachowujgcymi sie catkami niewlasciwymi. Czytelnik poznawszy, w miare
studiowania matematyki, zagadnienia zwigzane z catkowalnoscig w sensie
Lebesgue’a, zechce dokonaé poréwnania catki zbieznej bezwzglednie
z funkcjq catkowalng w sensie Lebesgue’a na [a, +00). Calki zbiezne, ale
niebedqce zbieznymi bezwzglednie, nazywa si¢ czasami catkami niewtasciwymi

zachowujgcymi sie wiasciwie.

W celu badania zbieznosci bezwzglednej catki postugujemy sie kryterium
poréwnawczym badz — w szczegdlnych przypadkach — definicjg. W przypadku
badania zbiezno$ci bezwzglednej warto pamieta¢ o nastepujacym prostym

kryterium:

Twierdzenie 1.6. Zatézmy, ze f € R ([a, +00)) oraz ze g : [a,+o0) — R
jest funkcjq ograniczong, tzn. istnieje taka stata M > 0, ze

lg ()] < M dlax € [a,+00).

Jezeli catka f;oo f (z) dz jest zbiezna bezwzglednie, to zbiezna bezwzglednie jest

rowniez catka

+oo
| r@g@a
Dowdd. Zauwazmy, ze dla = € [a, +00) zachodzi
[f (@) g (@)] < M|[f (z)].

Stad i z bezwzglednej zbieznosci catki fjoo f (z)dz otrzymujemy teze na
podstawie kryterium poréwnawczego (twierdzenie . i

Przyklad 1.9. Badajac zbieznosc¢ catki

T cosax
R dx
0 k +x

—27 —
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dla dowolnego k£ € N i dowolnego a € R widzimy, ze
lcosazx| <1
dla wszystkich z oraz ze catka
oo dy
/0 k2 + a2
jest zbiezna. Zastosowanie twierdzenia dowodzi zbieznosci bezwzglednej
catki
e cosax
54z,
0 ]’C + x

a zatem i jej zbieznoéci. Zauwazmy, ze do badanej calki nie mozna
wprost stosowaé kryterium poréwnawczego, gdyz funkcja podcatkowa zmienia

znak. Z kolei bezposrednie zastosowanie kryterium poréwnawczego pozwala
T arctg
5 —dx
1 X

W przypadku badania zbieznosci warunkowej calek postuzymy sie

stwierdzié, ze catka

jest zbiezna bezwzglednie.

kryterium Dirichleta. ~Warto to twierdzenie skonfrontowaé¢ z kryterium
Leibniza, méwigcym, iz szereg

“+oo

Z (=1)"ay

n=1
jest zbiezny (warunkowo), o ile ciag {a,, }, - ; ma wyrazy dodatnie, jest malejacy
oraz

lim a, = 0.
n—-4o0o

Zauwazmy przy tym, ze dla dowolnego N € N zachodzi nieréwnosé
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Twierdzenie 1.7 (Kryterium Dirichleta). Zalézmy, ze f € Ry ([a, +00))
oraz ze g : [a, +00) — R jest funkcjq malejgcq i takq, ze

Jezeli istnieje taka stata K > 0, ze dla dowolnego A > a zachodzi nieréwnosé

/aAf(x)dx

[ i@

<K,

to catka

Jjest zbiezna.

Uwaga 1.13. Stala K nie zalezy od A. Poszukujac oszacowania

/aAf(x)dx

raczej nie warto korzysta¢ z mozliwosci wejscia z modutem pod znak calki.

<K

Wowczas takiego oszacowania najczesciej nie udaje sie znalez¢é. Oszacowanie
nie musi by¢ dokladne i stalej nie trzeba dobiera¢ bardzo precyzyjnie -
wystarczy znalez¢é dowolna pasujaca stala K > 0. Zauwazmy réwniez, ze

funkcja g, jako malejaca o granicy réwnej 0 w 400, ma wartoséci dodatnie.

Przyklad 1.10. WeZmy pod uwage catke
+00 o3
/ sIng ,
1 X
1

f(z) =sinz oraz g (x) = =

Potézmy

Zauwazmy, ze spelnione sg zalozenia kryterium Dirichleta (twierdzenie [1.7).

Istotnie, g jest malejaca,
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oraz dla dowolnego A > 1 widzimy, ze

A
/ sin xdx
1

Stad widzimy, ze catka
+00 i
(/ ST (1.5)
1

xT

< lcos A —cosl| < 2.

jest zbiezna. Pokazemy, ze calka nie jest zbiezna bezwzglednie, tzn. nie jest

/+Oo
1

Przypuscmy przeciwnie, tzn. ze calka (1.6) jest zbiezna. Skoro dla z > 1

zbiezna catka
sin

dx. (1.6)

X

zachodzi

sin®z < [sin x|,

to zbiezna bylaby rowniez catka
+00 (in2
sin” x
/ dx.
1 X

1
x = 5(1 — €08 2x)

Skoro

sin®

to w oczywisty sposob zbiezna jest rowniez catka

T 1 — cos?2
/ cos 2x d.
1 X

Postepujac analogicznie jak przy badaniu zbieznosci calki (1.5), wnioskujemy,

—+o00
cos 2x
dzx
1 X

jest zbiezna na podstawie kryterium Dirichleta. Korzystajac z relacji

/+°°1—cos2a:dx:2/+°° Siandw
1 1

x x

ze calka
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oraz (wykazanej powyzej) zbieznosci catki

T cos 2
dx,
1 X

a takze zalozonej zbieznosci catki

+00 (3102
SN~ xr
dx
1 X

[s
1 X

jest zbiezna, co jest niemozliwe, gdyz

widzimy, ze catka

oo d Ad
/ e, '~ lim (InA—Inl) = +o0.
1 x A—+oco J1 T A—+o0

Stad przypuszczenie, ze zbiezna jest catka (1.6), okazalo si¢ falszywe. Zatem
catka (1.5) nie jest zbiezna bezwzglednie (czyli jest wlasciwie zachowujacy sie

catka niewlasciwg).

Uwaga 1.14. W podobny sposéb pokazujemy zbieznos¢ catki

T cosz
dzx,
1 X

T gin z T cos x
dx, dx
1 x 1 x®

dla dowolnego « € (0, 1]. Latwo wida¢, iz catki

T gin ¢ T cos
—dr, —dz
1 x 1 x

dla dowolnego o > 1 sa juz zbiezne bezwzglednie, a zatem zbiezne.

badZ ogdlniej catek
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1.5. Podstawowe twierdzenia — analogie z catka Riemanna

Twierdzenie 1.8 (Calkowanie przez czesci). Zatozmy, ze funkcje f,g
[a,+00) — R sq klasy C* (tzn. posiadajq ciggle pochodne pierwszego rzedu,
przy czym wxg = a mamy pochodng prawostronng). Zatoézmy, ze istnieje granica
wiasciwa

Jim f(A)g(4) =L (17)

oraz, ze przynajmniej jedna z catek

—+00 “+oo

f' (@) g (x)da, f@)d () dx

a a

Jjest zbiezna. Wowczas obie calki sq zbiezne oraz zachodzi rownosé

400 —+oo
/ f(x)g(x)der =L - f(a)g(a)— / f(z)d (x)dr. (1.8)
Dowéd. Z zalozen twierdzenia wynika, ze

fo 9, f, 6 € Rioe ([a, +00)) .

Stad na przedziale [a, A], dla dowolnego A > a, mozemy korzystaé

z catkowania przez czesci dla catki Riemanna, otrzymujac
A A
[ r@e@ds =g -1@g - [ F@)g @ de 19)
a a
Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze catka
“+oo
[ r@d @
a
jest zbiezna. Stad, dzieki istnieniu granicy w (1.7), wnioskujemy z (1.9), ze catka
+oo
[ @@
a

jest rowniez zbiezna. Przechodzac w (1.9) do granicy przy A — 400
otrzymujemy relacje 4} i
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Uwaga 1.15. W twierdzeniu [1.8] wystarczy zalozy¢, ze funkcje f, g posiadajg

pochodne lokalnie catkowalne na [a, +00). Wtedy

fy 9 € Rioe ([a, +00))

jako funkcje ciagle. Latwe sformutowanie i dowod twierdzenia rozszerzajacego

w opisany sposob twierdzenie [1.8| pozostawiamy Czytelnikowi.

Przyklad 1.11. Aby zbadac¢ zbiezno$¢ catki

T ging
dzx,
1 T

mozemy zastosowaé twierdzenie (o catkowaniu przez czesci dla catki

pierwszego rodzaju) zamiast korzysta¢ z kryterium Dirichleta (twierdzenie[1.7).

Potézmy
f(z) = —cosz.
Wtedy
' (z) =sinz
oraz . .
— / —_
g(z)=— g (@)= ——

dlaz € [1,+00). Funkcje f i g s rozniczkowalne w sposob ciagly na przedziale
[1,400). Calka
400
/ cos2 o
1 xT

jest zbiezna bezwzglednie, gdyz funkcja kosinus jest ograniczona, a catka

T dx
1 x?

jest zbiezna bezwzglednie. Skoro

lim f(z)g(z)= lim =0,

Tr—+0c0o Tr—+0c0 X
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to na podstawie twierdzenia o catlkowaniu przez czesci (twierdzenie [1.8) mamy

COs T

3 dx.

T si +o00
/1 Slzxdﬂc:wgrfoof(x)g(x)—f(1)g(1)_/1
/+°° sinmdx
1 x

Uwaga 1.16. W dalszych rozwazaniach bedziemy czasem pisac

X

Stad widzimy od razu, iz catka

jest zbiezna.

lim f(z)g(z) = f(x)g ()"

T——+00

rozumiejgc to jako pewne naduzycie oznaczen. Podobnie bedziemy pisaé

f@)g(@)|;> = lim f(z)g(x)~f(a)g(a).

r—r-+00

Przyklad 1.12 (Wzory redukcyjne). Calkowanie przez czeéci dla catek
niewlasciwych prowadzi do uzyskania wzoréw redukcyjnych, ktére mozna

w dalszym ciggu z powodzeniem wykorzystywac. Dla n € N rozwazmy catke
+oo
I, = / e Tx"dx.
0

Skoro obie funkcje podcatkowe sa klasy C° (R) (rézniczkowalne w sposob
ciagly dowolnie wiele razy na R) oraz (na podstawie reguly de I’'Hospitala) dla

dowolnegon € N

n n—1
T n nx

. _ . € . .
lim e *z"= lim — = lim =..= lim — =0,
T——400 z—+oo et z—+oo et x——+oo e¥

to mozemy stosowal calkowanie przez czeSci przy zalozeniu jego
wykonalno$ci, tzn. przy zalozeniu zbieznosci odpowiednich catek. Zastosujemy
tutaj nastepujaca technike: bedziemy catkowac przez czesci tak dlugo,

az sprowadzimy obliczenia do catki, ktoérej istnienie potrafimy uzasadnié,
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a wowczas wykorzystujac metode analizy starozytnych (czyli powtarzajac
rozumowania w odwrotnej kolejnosci) uzyskamy poprawne uzasadnienie

przeprowadzonego rozumowania. Mamy zatem
+0o0 oo
I, =— e_xx”|0 + n/ e 2" Yy = nl,_;.
0
Stad, stosujac calkowanie przez czeséci n-razy, otrzymujemy
I, =nl

Powyzszy wzor mozna wykazaé formalnie postugujac si¢ rowniez indukcja

matematyczna.

Twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie podamy przy okazji analizy
catki drugiego rodzaju, gdyz moze sie okazad, iz catke pierwszego rodzaju (po
przedziale nieograniczonym) sprowadzi si¢ do catki drugiego rodzaju (z funkcji

nieograniczonej) i na odwro6t.

1.6. Kryterium calkowe Maclaurina

Zajelismy sie wczesniej analogiami zbieznosci catki niewlasciwej i zbieznosci

szeregu liczbowego. Latwo sformulowac kryterium wigzace oba zagadnienia.

Twierdzenie 1.9. Zalézmy, ze funkcja f € Rioc ([a, +00)) jest nierosngca

/:mf(x) dz

jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg

i nieujemna. Wtedy catka

+oo
> fla+n).
n=1
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Dowéd. Dla prostoty dowodu przyjmiemy (bez zmniejszania ogélnosci), ze
a = 0. Pozwoli nam to unikna¢ niezrecznych oznaczen, ale jednoczesnie
nie strywializuje naszych rozwazan. Warto jednak w ramach ¢wiczenia
przeprowadzi¢ dowod dla dowolnego a. Ustalmy n € Niwezmy z € [n — 1, n].

Poniewaz funkcja f jest nierosnaca, to otrzymujemy

fn) < fx)<f(n—1).

Zatem dla dowolnegon € N

= [ tmdns [" f@de< [ pn-nde= -,

Stad dla dowolnego N € N zachodzi

N
> 7w Znif dfv—/f

Z powyzszego, jesli calka jest zbiezna, to wtedy
N +o0
lim / f(x)d:r:/ f(z)dx € R.
N—+oo 0 0

Stad

+oo
Ngrfoozf <[ r@a

a zatem szereg

+0o0
> fn) (1.10)
n=1

jest zbiezny (jako szereg o wyrazach dodatnich o ograniczonym ciggu sum
czesciowych). Jezeli teraz szereg (1.10) jest zbiezny, to zbiezna jest i catka

—+00

f(z)dx (1.11)

0



Catka niewlasciwa pierwszego rodzaju

(jako calka z funkcji nieujemnej, dla ktorej wyrazenie

/ONf(x)d:r

jest ograniczone ze wzgledu na N).
Rozwazmy przypadek rozbieznosci catki (1.11). Wtedy szereg (1.10) jest
rozbiezny, gdyz

Podobnie, jesli szereg (1.10) jest rozbiezny, to

N—+o0

a zatem rozbiezna jest catka 1) i

N
lim / f(z)dr = 400,
0

Z powyzszego twierdzenia wynika (przy spelnieniu jego zalozen), ze jesli
dodatkowo f posiada funkcje pierwotna (najczesciej stosowanym warunkiem
wystarczajacym na to, by zalozenie takie byto sprawdzalne, jest jej ciaglosc), to
zbiezno$é/rozbieznos¢ szeregu jest zwigzana z istnieniem/nieistnieniem granicy
wlasciwej funkcji pierwotnej w nieskoriczonosci. Kryterium Maclaurina jest
raczej stosowane do badania zbieznosci szeregéw poprzez badanie zbieznosci

calki, niz do badania zbieznoSci calek.

Whnoisek 1.1. Zatézmy, ze f € Ry, ([1,+00)) jest nierosngca i nieujemna oraz

posiada funkcje pierwotng F' : [1, +00) — R. Wtedy:

—+00

21 f (n) jest rozbiezny;

(i) jezeligranicalim,_, o, F' () = +00, to szereg
(ii) jezelilim,_, oo F (2) jest skoriczona, to szereg >+ f (n) jest zbiezny.

Uwaga 1.17. Podkre$lmy, ze granica lim,_,  , F' (x) moze by¢ albo wilaéciwa,
albo réwna +00, co wynika z tego, ze F' jest funkcjg niemalejaca jako pierwotna

funkcji nieujemne;j.
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Uwaga 1.18. Zauwazmy, ze we wniosku przyjelismy, iz funkcja jest
okreslona na przedziale [1, +00), a nie na przedziale [a, +00). Je$lia > 1, to na
przedziale [1, a) ktadziemy f () = 0. Je$li a < 1, z kolei przedefiniowujemy
f na [a,1) w ten sam sposéb. Zmienia to oczywiscie by¢ moze warto$¢ catki
(sumy szeregu), ale nie wplywa na jej (jego) zbieznosé. Nie bedziemy zatem
takiej procedury w konkretnych zastosowaniach powtarzaé, pamietajac jednak
o niej. Podane przez nas kryterium dotyczy jedynie kwestii zbieznosci, a nie

sposobu obliczania sum szeregow.

Przykltad 1.13. (i) Niech o > 0. Rozwazmy szereg

“+00

1
>

n:2n1 n

Skoro funkcja f : [2,400) — R dana wzorem

1

xIn'to 2

fx) =

jest ciggla, to posiada funkcje pierwotng F' : [2, +00) — R. Jest ona dana

wzorem .
F = — .
(z) oln’ z
Skoro
lim F(x)=0,
r——+00

to rozpatrywany szereg jest zbiezny.

(ii) Rozwazmy szereg
+oo 1

Z:gnlnnln(lnn)'

Funkcja f : [3, +00) — R dana wzorem

1
zlnzln(Inx)

fla) =
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jest ciagla i stad posiada funkcje pierwotng F' : [3,+00) — R dana
wzorem

F(z)=In(In(Inx)).

Skoro
lim F(x) = 4oo0,

T—r+00

to badany szereg jest rozbiezny.

1.7. Uwagi o catkach na przedzialach (—oo, +00) oraz (—oo, ]

Rozumowanie dotyczace calek z funkcji f € Ry ([a, +00)) mozna latwo
przenie$¢ na przypadek calek z funkcji f € . ((—00,b]) definiujac
uprzednio klase funkcji lokalnie catkowalnych na (—oo, b] poprzez analogie do
klasy R;oc ([a, +00)) i nastepnie wprowadzi¢ odpowiednia definicje zbieznosci,
rozbieznosci i nieokre$lonosci. Przypadek catek okreslonych na przedziatach
(—00, +00) wymaga réwniez nieznacznej modyfikacji. Miejmy na uwadze, iz
przedzial (—oo, +00) dzielimy dowolnym punktem a, np. a = 0 i nastepnie do
kazdego z przedzialow (—oo, a], [a,+00) stosujemy wcze$niej wprowadzone
kryteria i techniki badania zbieznosci. Przy tym ani zbiezno$¢, ani rozbieznos¢
nie zaleza od wyboru punktu a. Zatem dla funkcji f € Ry (—00, +00)
kiadziemy formalnie (dla dowolnie wybranego a € R)

/%of(x)dx: lim /aAf(x)dH " (@) da

lim
PN A—+o0 B——oco Jp
i méwimy, ze catka [T f (z) dz jest:

[e.e]

(i) zbiezna, jezeli obie catki f(;roo f(x)dx, [*_ f(x)dx s zbieine,

(ii) rozbiezna, jezeli istnieja obie granice (w tym co najmniej jedna w sensie
niewlasciwym) i wykonalne sg na nich dziatania (tzn. +00 + oo = +00,

—00 — 00 = —00, +00 + & = 00, —00 + a = —oo dla pewnego o € R)



Uwagi o catkach na przedzialach (—oo, +00) oraz (—oo, b

(iii) nieokreslona, jesli ktoras z powyzszych granic nie istnieje, badz obie

istnieja w sensie niewlasciwym i sa rowne +o00, —oo odpowiednio.
Prostym przykladem jest zbiezna catka

/+°O dx _/+°° dzx +/0 dz
oo 1422y 1422 oo 1+ 22

I A dx FINT /0 dx T n T
= lim —_— im — ==+ — =T
A=too Jo 1422 Bo-cofp 1+22 2 2

Nalezy mie¢ na uwadze, ze dla dowolnego a

+Oof( = lim / f(x)dz+ lim af(a:)dw,

A—+o0 B——c Jp

ale nie jest prawda, ze

[rei= i [ s

Istotnie, wiemy iz catki
+o0 0
/ sin xdz, / sin xdx
0 —00

sa rozbiezne, ale korzystajac z nieparzystosci funkcji sinus i postepujac jak
powyzej mamy

AETOO 1 sinxdx = EI_EOO 0=0.
Prowadzi to do pojecia tzw. wartosci gtéwnej calki, ktérym nie bedziemy sie

jednak tutaj zajmowali.



ROZDZIAL 2

Calka niewlasciwa drugiego rodzaju

W przypadku calki drugiego rodzaju mamy do czynienia z funkcjami
nieograniczonymi w otoczeniu jednego z krancéw przedzialu okreslonosci.
Nieograniczono$¢ funkcji f w otoczeniu (prawo- lub lewostronnym) punktu

a € R oznacza, iz

lim f(z)=+oolub lim f(z)= +oc.

T—a~ z—at

Taki punkt nazywamy osobliwym badz méwimy, iz funkcja f ma osobliwos¢

w punkcie a.

2.1. Definicja i podstawowe pojecia

Definicja 2.1. Niech dana bedzie taka funkcja f : (a,b] — R ktora dla
dowolnego ¢ € (a,b) jest catlkowalna od ¢ do b, lub innymi slowy jest
calkowalna w sensie Riemanna na przedziale [c,b]. Taka funkcje nazywamy

lokalnie catkowalng na (a, b] i piszemy, ze f € Ry ((a, b]).

Uwaga 2.1. Mozna zauwazy¢, ze symbolem loc oznaczamy w ogdlnosci
calkowalno$¢ na podzbiorach domknietych i ograniczonych dziedziny w R

(czyli innymi stowy na podzbiorach zwartych).



Definicja i podstawowe pojecia

Definicja 2.2. Dla funkcji f € Ry ((a,b]) wprowadzamy funkcje dolnej

granicy calkowania nastepujaco: definiujemy F' : (a,b] — R wzorem

F(c):/cbf(m)da:.

Zauwazmy, ze podobnie jak poprzednio definicja F' jest dobrze postawiona, tzn.
F (¢) € R dla dowolnego ¢ o tej wlasnosci, ze a < ¢ < b (co jest konsekwencja
lokalnej catkowalnosci funkcji f). W latwy sposéb funkcje dolnej granicy

catkowania mozna przeksztalci¢ w funkcje gornej granicy catkowania, ktadac

F(c):—/bcf(x)dx.

Stad funkcja F' (rozumiana jako funkcja gérnej granicy catkowania dana
jak wyzej) jest ciggla. Przy tym podobnie, jak poprzednio zachodza ponizsze
wlasnosci. (Zachecamy Czytelnika do wykonania odpowiednich przeliczen,

znéw dla ustalenia uwagia = 0, b = 1):

« Granica wlasciwa F przy ¢ — 07 istnieje, jak np. dla f (z) = ﬁ
Istotnie, wtedy F' () = 2 — 2\/x — 2 przy x — 0.

« Nie musi istnie¢ wlaéciwa (tj. skoniczona) granica funkeji F' przy ¢ — 07,
jak np. dla f (z) = 1.Istotnie, wtedy F'(z) = Inl —Inz = —Inz —
+oo przy z — 0.

Definicja 2.3. Niech f € R, ((a, b]). Ktadziemy (formalnie)

bf(a:)dx: lim bf(x)dx: lim F (c).
[ rea=tm [

c—a
Symbol f; f (z) dz nazywamy calkg niewlasciwa funkeji f na (a, b].

(i) Jesli istnieje granica wlasciwa lim,_,,+ fcb f () dz, to méwimy, ze catka

niewlasciwa jest zbiezna.
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(i) Jiesli stnieje granica niewlasciwa lim, ,,+ [ cb f () dx (réwna +o0 badz

—00), to mowimy, ze caltka niewlasciwa jest rozbiezna.

N TATs s s L b . . -
(iii) Jesli nie istnieje granica lim, ,,+ [ f (x)dz ani w sensie wlasciwym,
ani w sensie niewlasciwym, to moéwimy, ze catka niewlasciwa jest

nieokre$lona.

Uwaga 2.2. Jezeli f € Ry ((a, b]) oraz jezeli istnieje granica lim,_,,— f (z) =
A, to kladziemy f (a) = A i stad funkcja jest okre$lona na [a, b], a zatem calka

niewlasciwa fab f (z) dx sprowadzi sie do calki Riemanna.

Uwaga 2.3. W sposob bezposredni definiujemy teraz catke z funkcji f €
Rioc ([a, b)), kladac formalnie

b c
/ f(z)dzr = lim f(z)dz = lim F(c),

c—=b~ Jq c—b~
gdzie
F(c) :/ f(x)dzdlacéea,b).

W przykladach bedziemy korzystali z obu mozliwosci zdefiniowania calki. Jesli
punkt osobliwy znajduje sie we wnetrzu przedziatu, to rozbijamy przedziat na
dwa przedziaty i okreslamy dwie rozne calki tak, jak to czynilismy w przypadku
catkowania na przedziale (—oo, +00) z zachowaniem tej samej ostrozno$ci.
Podobnie postepujemy w przypadku calek na przedziatach nieograniczonych,

w ktorych funkcje podcatkowe posiadaja osobliwosci.

Podamy teraz kryteria dotyczace catkowalnoéci niewlasciwej drugiego
rodzaju. Dowody tatwo przenosza sie z przypadku calek pierwszego rodzaju
i zostawiamy je Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Istotnie, wystarczy w wiekszosci
przypadkéw dokonaé zamiany przedzialu nieograniczonego na ograniczony
i skorzysta¢ potem z podanej wyzej definicji catki drugiego rodzaju. Zwracamy

jednak uwage na pewne roéznice w wypowiedzi twierdzen. Widac je ponize;j.



Podstawowe twierdzenia i kryteria, przyklady

Stwierdzenie 2.1.

(i) Niech funkcja f € Rjoc ((a,b]) bedzie taka, ze f (x) > 0 dlax € (a,b].
Wtedy funkcja F' : (a,b] — R dana wzorem

F(c):/cbf(x)d:c

jest nierosngca.

(ii) Niech f € Rioc ([a, b)) bedzie taka, ze f () > 0 dlax € [a,b). Wtedy
funkcja F : [a,b) — R dana wzorem

F(c)—/acf(x)dm

Jjest niemalejgca.

Uwaga 2.4. W obu przypadkach opisanych powyzej granice istnieja (by¢ moze
w sensie niewlasciwym) ze wzgledu na monotonicznosc¢ funkeji F'. Stad stosuja
sie wszystkie opisane przez nas uprzednio rozumowania. Podkre$lamy, ze
techniki zwigzane z badaniem zbieznosci catki drugiego rodzaju sa trudniejsze

niz w przypadku calek pierwszego rodzaju.

2.2. Podstawowe twierdzenia i kryteria, przyklady

Sformutujemy analogon twierdzenia Newtona-Leibniza umozliwiajacy badanie

zbieznosci calek poprzez ich bezposrednie wyznaczanie.

Twierdzenie 2.1 (Analogon twierdzenia Newtona-Leibniza). Zatozmy, ze
funkcja f € Rioe ((a,b]) posiada funkcje pierwotng F' : (a,b] — R. Wowczas
catka ff f (z) dx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy

L= lim F(z)€R.

z—a™t
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Ponadto zachodzi wowczas wzér

b
/ f(z)dz = F (b) — L.

Oczywiscie jezeli funkcja f jest ciagla na (a,b], to posiada funkcje
pierwotna. Jest to najczesciej spotykana sytuacja. Dowdd twierdzenia
przebiega poprzez zastosowanie klasycznego twierdzenia na przedziale [c, b] dla

c € (a,b) i przejécie do granicy ¢ — a™.
Przyklad 2.1. Niech a < b, @ > 0 oraz niech

f(x)zmdlaxe [a,b).

Wowezas f € Rjoc ([a, b)). Rozwazymy zbiezno$¢ catki

dla réznych a > 0. Dla dowolnego ¢ € (a, b) mamy

(b—a)'—> €

/C dx B —3 dla o # 1,
o (b—2)" —ln(b-2)° dao=1,
_f et gaa g,
In §=¢ dlac = 1.

Woweczas dla o # 1 zachodzi

/b dz i b—c)' "= (b—a)™
a (

b—1x)" b a—1

9 daa<
400, dlaa >1

Dla o = 1 mamy

/bda:_ lim lnb_a—+oo
o (b—x)* S

— ) c—b- —c
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Podsumowujac

/b de | jestzbiezna  dlaa € (0,1),
a (b - m)a a

jest rozbiezna dla o > 1.

Twierdzenie 2.2. Zakladamy, ze dla funkcji f, g € Rioc ((a,b]) catki

/abf(x)dx, /abg(x)d:v

sq zbiezne. Wowczas zachodzq ponizsze wlasnosci.

(i) Dla dowolnego c € (a,b) zachodzi rowno$é

/abf(x)dx—/:f(:c)dx+/cbf(at)d:c.

(Tutaj catka fac f (z) dz jest niewlasciwa, natomiast fcb f (z) dz jest catkq

Riemanna).

(ii) Dla dowolnych a, 8 € R zachodzi réwnosé
[ @r@ssp@ia=a [ t@as [owa
(iii)
d—at

d
lim / f(z)dx = 0.

Twierdzenie 2.3 (Kryterium poréwnawcze). Zatozmy, ze funkcje f,g €
Rioc ((a,b]) sq takie, ze

0< f(x)<g(x) dlax € (a,b].
Wtedy:

(i) jezeli catka fab f () dx jest rozbiezna, to catka fab g (x)dz jest rowniez

rozbiezna;
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(ii) jezeli calka fabg(:c) dx jest zbiezna, to catka f:f(a:) dx jest rowniez

zbiezna.

Uwaga 2.5. Podobnie jak w przypadku calki pierwszego rodzaju

wprowadzamy kryterium poréwnawcze w wersji graniczne;j.

Przyklad 2.2. Rozwazmy catke

3
/ [ (2.1)
1

3—=x

Widzimy, ze funkcja f () = N/g%i jest ciagla na [1, 3), skad wiemy, iz jest
lokalnie catkowalna. Funkcja ma osobliwos¢ dla x = 3. Skoro 7 — z < 4 dla

x € [1, 3) oraz skoro calka (jak to juz ustalilismy w przykladzie

/ 3 dx
1 V3—=x
jest zbiezna, to na podstawie kryterium poréwnawczego catka (2.1) jest zbiezna.

Przyklad 2.3. Badajac zbieznos¢ catki
w/2
/ ﬁdm
o sinz

znajdujemy

1
nm<\/E ):lim R

a—0+ \sinz ~ \/z a—0+ sinx

skad od razu wynika, ze calka jest zbiezna.

Uwaga 2.6. Jezeli f € Rjoc ((a, b]), to réwniez

’f|a er) f, € §Rloc ((a,b]) .

Wynika to od razu z wtasnosci catki Riemanna.

Definicja 2.4. Zaldézmy, ze f € Rio ((a,b]). Moéwimy, ze catka f(f f(z)dx
jest zbiezna bezwzglednie (catkowalna bezwzglednie), jezeli zbiezna jest catka

J2If ()] da.

— 47 —



Caltkowanie przez podstawienie

Uwaga 2.7. Dla funkcji, ktore nie zmieniajg znaku na (a,b|, przynajmniej
w pewnym prawostronnym sasiedztwie punktu a, catkowalnos¢ bezwzgledna
jest rownowazna catkowalno$ci w sensie niewlasciwym. Relacje miedzy oboma
typami catkowalnosci sg takie, jak opisaliSmy w przypadku catek pierwszego

rodzaju.

Twierdzenie 2.4. Zalozmy, ze f € Ry ((a,b]) oraz ze catka ff f(z)dx
jest zbiezna bezwzglednie (tzn. zbiezna jest catka f; |f (z)| dz). Wtedy catka

fab f (x) dx jest zbiezna oraz zachodzi relacja

/abf(w)dm S/ab\f@:)!dw-

Dowdd. Napodstawie kryterium poréwnawczego w oczywisty sposob zbiezne

sg catki

b b
/ fr (x)dx oraz/ f- (x) dx.
Skoro
f(x) = fy (@) — f- () na (a,b],

to od razu mozemy stwierdzic¢, ze catka f; f (x) dx jest zbiezna. Korzystajac

/be(:n)dzn

i przechodzac do granicy ¢ — a* mamy

[ @< [ ir@ia I

2.3. Catkowanie przez podstawienie

z relacji

<[Vl

Podajac ponizej twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie rozwazymy
funkcje klasy Rjoc ([a,b)), gdzie b € (a,+00) U {+00}. Nie bedziemy tej

konwencji przypominali w dalszym ciagu.
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Twierdzenie 2.5. Zalézmy, ze funkcja f : [a,b) — R jest ciggla oraz ze funkcja
¢ : [a,8) — [a,b) jest klasy C' i rosngca. Niech ponadto ¢ (o) = a oraz
lim;_, - ¢ (t) = b. Wowczas zachodzi rownosé
b B
[ r@de= [ reund o

przy zalozeniu, ze ktorakolwiek z wystepujqcej w niej catek jest zbiezna.

Dowéd. Ztwierdzenia o funkcji odwrotnej wiemy, iz istnieje funkcja odwrotna
do ¢, a mianowicie
o' fab) = [0 B).
Funkcja ¢! jest ciagla i rosnaca, przy czym
Tim o7 (z) = 8.

Wezmy dowolne zg € [a,b). Niech

lo = 80_1 (.1‘0) € [Oé,ﬁ) :

/jo f(2) dz

podstawienia * = @ (t) i korzystajac z twierdzenia o podstawieniu

Dokonujac w calce Riemanna

otrzymujemy
x0 to
[ r@a= [T rem)e ma
Zalézmy dla ustalenia uwagi, iz zbiezna jest catka
B /
| 1w o

Gdy tg — [~, widzimy, ze x — b~. Stad zbiezna jest catka

/abf(:v)dx

i zachodzi rowno$¢ z tezy twierdzenia. i
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Przyklad 2.4. Obliczymy catke

+o0o 1
/ ne dz.
0 1+£L'2

Wykazemy najpierw, ze jest ona zbiezna. Zbadamy dwie catki

1 +o0o
1 1
/ ﬁda: oraz / ﬁd:ﬁ.
0 1 + .’172 1 1 + 562

Pierwsza z calek poréwnujemy przy pomocy kryterium pordéwnawczego

4z dla o € (0, 1), obliczajac granice

xa

. Inx 1
lim =,
—0+ \ 1+ 22 x

Druga z calek poréwnujemy z catkg fol g—ﬁ dla a € (1, 2), badajac granice

. Inz 1
Ilm (——|: [ — ).
z—+oo \ 1 + 22 T

w wersji granicznej ze zbiezng catkg fo

Stad
/+°° Inz d _/1 Inz /+°° Inx
o 1422 v 0 1+:1c2 1+x2
Dokonajmy w drugiej z calek podstawienia ¢ (t) = 7. W tym przypadku
a=1, b=+400
oraz
a=1,=0.

Do wykonaniu oczywistych obliczen otrzymujemy

too ] 0 Int 1
/ ne dx:/ ndt:—/ L
1 1+fL’2 1 1+t2 0 1+$2

400 1
[
0 1+.%'

Stad



ROZDZIAL 3

Ciagi funkcyjne

W tym rozdziale zajmiemy sie badaniem zbieznosci (oraz wlasnosci granicy)
ciaggow i szeregow funkcyjnych. Z pojeciem ciggu zetkneliSmy sie juz wezesniej,
a pojecie granicy dla ciaggéw liczbowych, jak i poszukiwanie granic, sa nam

dobrze znane.

Niech A C R bedzie ustalonym zbiorem. Najczesciej w dalszym ciagu
A=la,b]lub A=la,+00),lubA=R.

Definicja 3.1. Rozwazmy rodzine funkcji f,, : A — R dlan € N. Rodzine

{fn},2| nazywamy ciagiem funkcyjnym.

Wezmy rodzine funkcji

fn(x) =2"

okre$long na [—1,1] i zobrazowana (dla kilku poczatkowych wartosci n,
a nastepnie, poczawszy od fao (z) = 2?0 dla n = 20,30, ...) na ponizszym

wykresie.
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1+
f(x) — 2?
. $3
0.5 — !
7:520
7.%30
1 Lo 40
0.5 1
—05 |
—1

Z rysunku mozemy zaobserwowa¢, iz wykresy ciggu funkcji rozwazane
jedynie na przedziale [0,1] zaczynaja wzrasta¢ do$¢ gwaltownie w coraz
mniejszym sgsiedztwie 1. Bedzie to miato dla nas dos¢ istotne konsekwencje,

gdy juz wprowadzimy pojecie zbieznoéci ciggu funkcyjnego.

Nieco inaczej zachowuje si¢ rodzina funkcji

fu (z) = sin (:c + i)

okreslona tym razem na R. Mamy nastepujaca ilustracje graficzna:



Ciagi funkcyjne

——sin(z +1)
—sin (x + %)
—sin (x + %)
—sin (z + )
9 4 51n(z—|—g)

Widzimy, iz wykresy dla rosngcego n (co jest zobrazowane powyzej)
przesuwaja sie w kierunku wykresu funkcji sinus.

W przypadku ciagdéw funkcyjnych obserwujemy dwie rézne sytuacje:

« dla ustalonego n € N element rodziny jest funkcja f,,, stad mozna mowic

o jej ciaglosci, rézniczkowalnosci jak i innych wlasnosciach;

+ dla ustalonego © € A otrzymujemy ciag liczbowy {f, (z)} 2 ,, dla

n=1’

ktorego mozemy pytac o granice, monotonicznosc¢, ograniczonosé.

Sytuacja komplikuje si¢ w przypadku jednoczesnej zmiennosci n i z, czyli
przy badaniu zachowania sie ciggu funkcyjnego. Zaczniemy od omoéwienia

zbiezno$ci punktowe;j takiego ciggu, czyli najbardziej naturalnej.

3.1. Zbieznos¢ punktowa

Przy kazdym ustalonym z € A analizujemy zbiezno$¢ ciggu liczbowego
{fn(x)}>2 . Sprowadza si¢ wiec to zagadnienie do badania granicy ciagu

liczbowego z parametrem.
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Definicja 3.2. Niech A C R oraz niech f,, : A — R dlan € N. Mowimy, ze
ciag funkeyjny {f,}, -, jest zbiezny punktowo w punkcie zo € A, jezeli ciag
liczbowy { f,, (o)}, posiada granice oznaczana f (zo). Zbior Ay skladajacy
si¢ ze wszystkich punktéw z¢ € A, dla ktorych ciag liczbowy { f,, (z0)},—,

o

posiada granice, nosi nazwe obszaru zbieznosci punktowej ciagu {fn}, ;.

Okreslamy w ten sposdb odwzorowanie f : Ay — R dane wzorem f (z) =
lim, 400 fn (z) dla z € Ag. Piszemy f, — f i moéwimy, ze f, zbiega
punktowo do f w Ay.

Uwaga 3.1. Skorzystawszy z definicji zbieznosci punktowej ciagu { f, }o.; dla

x € Ap widzimy, ze

v€>0vm€A03N::N(€,x)Vn2N |fn (:L‘) —f ($)| <é&. (3.1)

Zauwazmy, ze indeks N zalezy od pary (g, x). O ile dla przypadku granicy ciagu

indeks zalezal od €, tym razem dodatkowo zalezy réwniez od z.

Uwaga 3.2. Z jednoznacznoéci granicy (ciagu liczbowego) wynika, iz funkcja

f jest zdefiniowana jednoznacznie.

Przyklad 3.1. Wezmy rodzine funkcji {f,} -, taka, ze f,, () = 2" dlax €
[—1,1]. Widzimy, ze dla 9 = —1 ciag {f5 (z0)},- nie posiada granicy. Dla
zo € (—1,1) ciag {fn (x0)},—, jest zbiezny do 0, a dla 29 = 1 otrzymujemy
fn (z0) = 1. Stad obszarem zbieznosci punktowej ciagu { f,, },—; jest przedziat
(—1,1] oraz

flx) =

0 dlax e (-1,1),
1 dlaz=1.

Dziedzing funkeji f jest przedzial (—1, 1], natomiast elementy ciagu { f, }, =,
sa okreSlone na [—1, 1]. Funkcja f jest nieciagla mimo, ze wszystkie elementy
ciagu { fn},; sa funkcjami ciagtymi. Moéwi to nam od razu o tym, ze zbiezno$¢
punktowa nie zachowuje w granicy funkcyjnej natury elementoéw ciggu.

Zatem nie bedzie ona wygodnym narzedziem w dalszej analizie badanego
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przez nas zagadnienia. Zawezenie obszaru zbieznosci do pewnego podzbioru
dziedziny, na ktorej elementy ciagu {f,},—, sa okre$lone, nie jest niczym
zaskakujacym. Wszak wspomnieliSmy, iz badamy granice ciggu liczbowego
zaleznie od parametru. Przeanalizujemy, jak wyglada znajdowanie liczby
N (e,z) w definicji zbieznoéci jednostajnej wyrazonej za pomoca warunku
(3.1). Przypadek x = 1 jest oczywisty. Wowczas [1" —1] = O dlan € N.
Wezmy teraz dowolne € € (0, 1) oraz dowolne x € (—1,1). Przypominamy, iz

w definicji granicy wystarczy si¢ ograniczy¢ do matych e. Mamy wtedy
lz|" < e

skad po skorzystaniu z monotonicznosci i wlasnosci funkeji logarytm
otrzymujemy

nln|z| <lne

i skoro In |z| < 0 oraz Ine < 0, to otrzymujemy

Ine
In|z|

nie mozemy dobra¢ wspdlnej liczby N (g, z) dla wszystkich z z tego podzbioru

Przy ustalonym ¢ widzimy, ze dla x — 1 zachodzi — +00. Oznacza to, iz

obszaru zbieznosci, na ktérym zachowana jest ciagltosc¢ granicy. Bedziemy do
tego zagadnienia jeszcze wracali w miare wprowadzania kolejnych narzedzi

teoretycznych stuzacych analizie ciggdw funkcyjnych.

Przyklad 3.2. Biorac rodzine funkcji
) 1
fn(x)251n<x+> , fn: R—=R
n
widzimy, ze dla dowolnego x € R mamy (korzystajac z ciaglosci funkeji sinus)

. . 1 .
lim sin (m + — | =sinz.
n—-4o00 n



Zbieznos¢ punktowa

o0

Obszarem zbieznosci jest tym razem R oraz granica punktowa ciagu {fn},

jest funkcja ciagla, okresowa i ograniczong. Pokazemy jak tym razem znalezé
liczbe N (e,z). Znajdziemy najpierw oszacowanie warto$ci bezwzglednej
roznicy |sinx — siny| dla dowolnych z,y € R. Korzystajac z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci $redniej istnieje § € (x,y), przy czym przedzial

rozumiemy nastepujaco
(,y) ={ A+ (1 -XNy:Ae(0,1)},
takie, ze
sinz —siny = cosf - (z —vy).
Przypominamy, ze 6 zalezy od x i y. Skoro |cos | < 1, to mamy stad

|sinz —siny| = |cosf - (x —y)| < |z —y]|.

Wezmy teraz dowolne ¢ € (0,1) oraz dowolne x € R. Korzystajac

z powyzszych oszacowan mamy

1
sin (ac + ) —sinx
n

. .y | L. . 1
Stad biorac nieréwno$¢ - < ¢, widzimy, ze n > . Zatem N (¢,7) =

<

SRS

m |

Widzimy, ze tym razem liczb¢ N mozna tak dobra¢, aby nie zalezata od z,

a jedynie od €.

Uwaga 3.3. W powyzszym przykladzie mozna réwniez postuzy¢ sie

tozsamos$ciami trygonometrycznymi, aby zauwazy¢, ze

1
sin <x + > —sinx
n

Duzo trudniej tym razem wyznaczy¢ liczbe N (g) . Trzeba by potem uzasadnic,

1
= 2sin —.
2n

iz dla dostatecznie duzych n € N mamy

. 1
sin — < —.
n-n
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Relacje te uzyskujemy zauwazajac, ze

. sinx
lim =1,
z—0 X

skad dla € = 1 istnieje § > 0O taka, ze dla 0 < x < § mamy

sin x

—1'§1.
T

Stad uzyskujemy sinx < 2z dla0 < z < 4.

Zastanowimy sie dalej, jaki wplyw na wlasnosci funkcji granicznej ma

wlasnie taka mozliwo$¢ wyboru liczby N.

Uwaga 3.4. Procz zbieznosci punktowej dla ciagu funkcyjnego rozwazac
bedziemy tzw. zbieznosc¢ jednostajna. Roznice miedzy tymi pojeciami najlepiej
obrazuja powyzej oméwione przyklady. Przymiotnik punktowy oznacza tu, iz
liczbe N (e, x) dobieramy by¢ moze na inny sposéb dla kazdego . Przymiotnik
jednostajny z kolei sugeruje, iz dobor tej liczby dla = z obszaru zbieznosci, badz
najczesciej jego pewnego podzbioru, nie zalezy od x lub inaczej méwiac jest

taki sam dla tych elementéw x (co oddaje sens stowa jednostajny).

Powyzsza uwaga naprowadza nas na nowa definicje, w ktorej w stosunku

do (3.1) dokonujemy przestawienia kwantyfikatorow.

3.2. Zbieznos¢ jednostajna

Definicja 3.3. Niech A C R oraz niech f,,, f : A - Rdlan € N. Ciagg
funkcyjny { f, }- | zbiega jednostajnie do funkeji f na zbiorze Ay C A, jezeli

Ves0IN=N(e) Vaedo V>N | fn (2) — f(2)] <e. (3.2)
Piszemy wowczas, ze f, = f na Ap.

— 57 —
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Mamy oczywista relacje wynikajaca bezposrednio z przestawienia

kwantyfikatoréw szczegélnego z ogélnym:
Jezeli f,, = f na Ay, to f,, — f na Ay.
Oznaczenie. Niech f : A — R. Przyjmijmy, ze
[flloo.a = sup[f (2)]. (3.3)
z€A

Zatozymy, ze || f||,, 4 < +o0. Latwo sprawdzi¢, ze || f||,, 4 = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy f (z) = 0 dla dowolnego x € A. Dla dowolnego A € R zachodzi

A lloo,a = 1A Nl a -
Ponadto dla dowolnych funkcji f, g : A — R takich, ze

[ lloo,as Nlgllos.a < 400

mamy

1+ 9lloe,a < W fllcon +119llc,a -

Uwaga 3.5. Przestrzen funkcji cigglych na odcinku [a, b] , czyli zbidr
Cla,b] :=={f :[a,b] = R: fjest ciaglana [a,b]}

jest przestrzenig wektorows. Funkcja ||-|| dana wzorem (3.3) jest na C [a, b]
dobrze okreslona, co jest konsekwencja z twierdzenia Weierstrassa o kresach

funkcji ciagltej na odcinku domknietym i ograniczonym.

Uwaga 3.6. Zauwazmy, ze relacje mozemy roéwnowaznie zapisaé jako
Vex03N:=N () Vn>NVaea | fn (2) — f(2)] <e.

Stad wynika, ze
Ve>0IN=N(e) Vn>NVzea | fn (2) — f(2)| < e
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Przypominajac wlasnos$é supermum zbioru widzimy, ze nieré6wnosé

Vacalfn(x) = f(2)] <€

jest rownowazna temu, ze

sup | fn () = f (2)] < e

T€EA

A przypominajac definicje granicy ciggu widzimy finalnie, ze (3.2) oznacza, iz

lim_sup |/, (2) - f (2)| = 0.

n—-+o0o €A

Zatem relacja f, =% f na A, czyli zbiezno§¢ jednostajna ciagu { f,},—; do

funkcji f na A, jest rOwnowazna zadaniu, aby

im [fo— Sl =0

W kontekscie powyzej wprowadzonej definicji otrzymaliSmy dwa rézne
typy zbieznoéci: punktowy oraz jednostajny. Zapis obu definicji (3.1),
od razu sugeruje, iz zbieznos¢ jednostajna pociaga za soba zbieznosc¢
punktowsa. Powstaje pytanie, czy ciag moze mie¢ dwie rdzne granice: punktowa

i jednostajna.

Stwierdzenie 3.1. Niech A C R oraz niech f,,, f,g: A — Rdlan € N. Jezeli
fon—goraz f, = fnaA tof(z)=g(x)dlax e A.

Dowéd. Na podstawie uwagi od razu otrzymujemy, iz f, — f na A.

Z jednoznacznosci granicy punktowej mamy teze. i

Powyzsze stwierdzenie daje nam wskazowke do tego, w jaki sposob
wyznacza¢ granice jednostajng ciggu funkcyjnego. Znajdujemy granice
punktows i sprawdzamy (na razie z definicji), czy jest ona granicg jednostajna.
Zilustrujemy to na kolejnym przykladzie, w ktorym ciagi funkcji nieréznigcych

sie od siebie istotnie beds zachowywaly sie w granicy zupelnie inaczej.
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Przyklad ten poprzedzimy prostym kryterium poré6wnawczym pozwalajacym
bada¢ zbieznos$¢ jednostajng. Kluczem do zrozumienia sensu stosowania tego
kryterium jest to, ze nie nalezy szuka¢ supremum wartosci bezwzglednej

réznicy | f, — f], ale jedynie supremum pewnego jej ograniczenia gornego.

Twierdzenie 3.1 (Kryterium porownawcze zbieznosci jednostajnej). Niech A C
R oraz niech f,,, f : A — R dlan € N. Zatozmy, ze {a, },- | jest takim ciggiem

liczbowym, ze limy,_ o0 an, = 0 oraz ze
|fn(x) — f(2)] <apdlax e A,neN. (3.4)

Woéwezas fp, = f na A.
Dowéd. Rozumowanie przebiega w sposob elementarny. Skoro limy, oo an, = 0,

to
Ve0IN:=N(e)Vn>N an < €. (3.5)

Z widzimy, ze
sup | fn (z) — f (2)] < an.

€A
Stad iz dostajemy
dimfa— flloc,a = 0. i

3.3. Przyklady

Niech A = [0,1]. Rozwazymy na A dwa ciagi funkcyjne g,,, fn, : A — R dla

n € N dane wzorami

. nx _ x
14 n222 oraz gn () = 14+ n2x2’

W przypadku ciagéw funkcyjnych {fn}-2,, {gn},—; latwo stwierdzi¢, iz

obszarem ich zbieznoéci punktowej jest A oraz granice punktowe f (z) =
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g (x) = 0dlax € A. Warto przeanalizowa¢ charakter zbiezno$ci na ponizszym

wykresie.

Widzimy z wykresu, ze charakter zbiezno$ci punktowej jest zalezny od
podzbioru A oraz zauwazamy przesuwajace sie w kierunku 0 ,,garby” wykreséw
funkgcji. Ich obnizanie sie jest spowodowane btedami obliczenn numerycznych

(juz dla n = 150), gdyz f, (1) =L dlan € N.

n

Inaczej wizualizujg sie wykresy elementéw drugiego z ciagéw funkcyjnych.
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0.5
— X

f(z) fn(x) 1222
—  filz)
0.4 | — fo(x)
—  fs5(z)
0.3 | —  fio(z)
—  fs0(®)
09| —  fiso(2)
0.1}

02 04 06 08 1

Zachowali$my w powyzszym rysunku te samg kolejno$c¢ szkicowanych
wykresow (i te sama kolorystyke). Roznica widoczna jest od razu — w drugim
przypadku mamy do czynienia z garbem ttumionym do zera. Poddamy ja teraz
dokladniejszej analizie poszukujac liczby N (x,€) oraz sprawdzajac mozliwoéé

zastosowania wprowadzonego powyzej kryterium zbieznosci (twierdzenie[3.1).

Zajmijmy sie najpierw ciagiem

xT

9 (%) = Tz

Skoro 1 + n?z? > 2zn dla dowolnych n € N oraz = € A, to oczywicie

Stad

i skoro lim,, o« a,, = 0, to widzimy, iz ciag {gn },. | jest zbiezny jednostajnie

na A. Poszukiwanie liczby N (¢) réwniez warto przeprowadzi¢ wykorzystujac
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otrzymane ograniczenie gorne. Stad widzimy, ze

1
— =N
n > 5 ()

Stosowanie metod rachunku rézniczkowego do oszacowania z géry wyrazenia

X

14+ n2x2 na A

nie jest zatem, jak widzimy, zawsze niezbedne.

Zajmijmy sie teraz ciagiem

ne
14 n222’

Wiemy juz, ze f,, (1) = 3, co sugeruje, iz nie znajdziemy liczby NV (¢) dobranej

dla wszystkich = € A przy ustalonym ¢ > 0. Widzimy, ze
ne < 1 < (3.6)
——— < —<c¢ :
14+ n222 ~ nx
. 1 . , . 1 _ 1
zachodzi dla n > _-. W polaczeniu z réwnoscig fp (5) = 3
stwierdzamy zbiezno$¢ jedynie punktowsg na A. Chcemy tutaj podkreslié,
iz samo oszacowanie (3.6) nie wystarcza do stwierdzenia braku zbieznosci
jednostajnej. Jest to jedno z wielu mozliwych oszacowan i dopiero w polaczeniu
z wiedza o przesuwajacym sie ,stalym garbie wykresu” pozwala nam na

konkluzje o braku zbieznosci jednostajne;.

Z oszacowaniem (3.6) jest zwigzana nastepujaca interesujaca obserwacja.
Oto6z na dowolnym przedziale [a, 1], gdzie a € (0, 1) jest ustalone, ciag { fr },o;

jest zbiezny jednostajnie. Istotnie, wtedy dla x € [a, 1] mamy

1 1

r-n a-n

IN

Stad oraz z oszacowania (3.6) dostajemy

nx < 1 < 1
— < — </ =:q,.
1+n222 " nx ~a-n "
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Skoro lim,,_, » a, = 0, to mamy od razu uzasadnienie zbieznosci jednostajne;j.
Zauwazmy przy okazji, iz na przedziale (0, 1] z usunietym punktem, wokot
ktérego powstawalo zachowanie sie ciggu prowadzace do braku zbieznosci
jednostajnej, otrzymujemy réwniez zbieznos¢ jedynie punktows. Uzasadniamy
to jak powyzej.

Uwaga 3.7. Bardzo tatwo wykazaé (Czytelnik zechce to ¢wiczenie wykonac), iz
jezeli f, = fna Ajoraz f,, = fna Ao, gdzie A1 1Ay sarozlaczneoraz f : A;U
Ay — R, to rébwniez f,, = f na A; U As. Stad od razu wynika, ze uzupelnienie
obszaru zbiezno$ci jednostajnej o skoriczona liczbe zbioréw jednopunktowych

nie zaburzy tej zbiezno$ci.

3.4. Fundamentalne twierdzenia dotyczace ciaggéw funkcyjnych

Zanim przejdziemy do fundamentalnych twiedzen, pozostaje nam omoéwic

pojecie zbieznosci niemal jednostajne;.

Definicja 3.4. Niech dane bedg funkcje f,,f : A — R, n € N. Méwimy,
ze ciag funkeyjny { f, } 2, jest zbiezny niemal jednostajnie do funkeji f na A,

jezeli f, =% f na kazdym domknietym i ograniczonym podzbiorze zbioru A.

Od razu widzimy, ze jezeli f,, = fna A, tociag { fn}, - jest zbiezny niemal
jednostajnie do funkeji f na A. Podobnie, jezeli {f,},~, jest zbiezny niemal

jednostajnie do funkcji f na A, to ciag f, — f na A.

Przyklad 3.3. Ciag
nx
@) = 132

jest zbiezny niemal jednostajnie na (0, 1], ale nie na [0, 1]. Podobnie ciag
fn(x) =2"
jest zbiezny niemal jednostajnie na [0, 1).



Ciagi funkcyjne

Postawimy teraz trzy podstawowe pytania dotyczace zachowania sie
granicy ciggu funkcyjnego. Zakltadamy wykonalnosé¢ dziatan, o ktérych mowa
ponizej, bez precyzowania odpowiednich zalozen. Niech {f,},~, bedzie

ciagiem funkcyjnym, f,,, f : A — R i zakltadamy, ze
f(x)= nEToo fn(z) dlaz € A.
(i) Niech xg bedzie punktem skupienia zbioru A. Czy ma miejsce relacja

o ,
i Jm fo@) =l lim o (@)

(ii) Niech teraz A bedzie przedzialem oraz xg € A. Czy zachodzi zawsze

(i doteo)) = s oo

(ili) Wreszcie niech A = [a, b]. Czy zachodzi réwnos¢

Jim /fn d:n—/ lim  f, (x) da?

n——+oo a M —+00

Podamy teraz przyklady, ktoére mowia nam, ze trzeba zachowaé niezwykla

ostroznos$¢ przy wszelkich przejsciach granicznych.

Przyklad 3.4. Niech

Widzimy, ze dla ustalonego n € N

lim s,,=1
m—-+00

oraz dla ustalonego m € N

lim s, ., =0,
n—-4o0o

skad wynika, ze

lim lim s,, # lim  lim s, ;.
n—r-+00 Mm—r—+00 m——+00 n—-+00
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Przyklad 3.5. Niech teraz f,, : R — R bedzie dane wzorem

Widzimy (przez bezposredni rachunek), ze

dlan € N.

sinnx

lim
n—-+oo n

=0dlaz € R,

skad wynika, ze f, — fo, gdzie fo () = 0 dla x € R. Ponadto, skoro

i 1
ST o 2 dlaz € R,

v | T /n

to otrzymujemy f,, =2 fo. Zauwazmy, ze f} (z) =0dlaz € R, ale

fl(x) =+/ncosnrdlar € R, n € N,

n

Skoro f;, (0) = y/ndlan € N, to widzimy, ze cigg funkcyjny {f},},° | nie jest

zbiezny.

Wi .ﬁ
A

' I " | iﬁw“
[ .\ I \‘

Przyklad 3.6. Wezmy f, (z) = n?z (1 —2%)" na [0,1] dlan € N. Latwo
sprawdzamy, ze f, — fo, gdzie fo (z) = 0 dla = € [0, 1], ale zbiezno$¢ ta nie
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jest jednostajna. Wtedy

1
/ fo(x)dx =0,
0

ale
/Olfn(x)dx = 2nn—2k2 — +oodlan — +oo.

e fal) = (1 — 22"
— fi(z)
— fa()
— f3(z)

24 - f4('77)

1 |1

1 1 1 ; x
0.2 0.4 0.6 0.8 1

W dowodzeniu kolejnych twierdzen przydatny bedzie warunek Cauchy’ego
zbieznosci jednostajnej. Jest to narzedzie bardziej teoretyczne niz praktyczne,
chociaz w zasadzie stosowaliSmy je juz z powodzeniem nie wypowiadajac go

formalnie.

Twierdzenie 3.2 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej). Niech dane
bedq funkcje f,, f : A — R, n € N, gdzie lim,,_, 1~ fn () = f (). Wowczas
fn = f na A wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujqcy jednostajny warunek

zbieznosci:
v5>OEIN::N(e)vaceAvm,nzN |fn (l‘) - fm (l‘)| <e. (3-7)
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Dowéd. Zatdézmy, ze f,, =% f na A. Wtedy dla dowolnego € > 0 istnieje takie

N (e),zedlax € A, m,n > N (¢) zachodza nieréwnosci
Fn (@) = f (@)] < 5 oraz | fin () = f ()] < 5.
Stad widzimy, ze
Fa (@) = i @)] = [(Fa (@) = ] (@)) = (i (@) = f @))] <
o (@) = @)+ |fin (@) = ] (@)] <.

Zalozmy teraz, ze zachodzi (3.7). Zatem dla dowolnego € > 0 istnieje takie

N (e),zedlaxz € A, m,n > N (e) zachodzi nieréwnosé

[fn () = fm (2)] < e

Ustalmy powyzej n oraz przejdzmy do nieskonczonosci z m. Wowcezas dla
dowolnego ¢ > 0 istnieje N (¢) takie, ze dla x € A, n > N (&) zachodzi
nier6wnos¢

o (@) = f (@) <,
co oznacza, ze f, = f na A. |
Twierdzenie 3.3 (O zamianie granic przy zbieznosci jednostajnej). Zatozmy, ze

dane sq funkcje f,,, f : A — R, n € N, takie, ze f,, = f na A. Niech xo bedzie

punktem skupienia zbioru A. Potézmy

lim f, (z) =:a,
T—TQ

dlan € N. Wowczas cigg {an },. | jest zbiezny oraz

li = 1li :
nb e O = 5, S ()

Inaczej mowigc

ngrfoo J}llgclo fn (.T}) - l‘lig?lo "ETOO fn (1') '
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Uwaga 3.8. Zauwazmy, ze w twierdzeniu [3.3| nie zktadamy istnienia granicy
wlasciwej

225y fn (7] =

dlan € N.

Dowad. Skoro f, = f na A, to dla dowolnego € > 0 widzimy, Ze istnieje takie
N¢, ze dla kazdego x € A oraz dla wszystkich m,n > N, mamy

|[fn (2) = fm (2)] <&

Przechodzac z x do granicy w x¢ widzimy, ze dla m,n > N,
lan — am| < e.

W konsekwencji ciag {a, },. ; spelnia warunek Cauchy’ego, czyli jest zbiezny

do pewnego ap € R. Mamy zatem dla kazdego x € A

‘f(x) - aO‘ - ’(f (33) - fn (x)) + (fn (l‘) - an) + (an - aO)‘

(3.8)
< ’f ('r) - fn ((L‘)‘ + ’fn (‘T) - an| + ‘an - aO’ :

Wezmy dowolne ¢ > 0 i dobierzmy N, w taki sposéb, aby (na podstawie
zbieznosci a,, — ag) dla dowolnych n > N, zachodzila nierdwnosé

€
lan, — ag| < 3

oraz aby (na podstawie zbieznosci jednostajnej) dla dowolnychn > N,z € A
zachodzita nierownos¢
€
@)~ f)] < 5.
Ustalmy pewien indeks n > V.. Dla tak dobranego n skorzystamy z definicji
granicy

2235, I (@) = an
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znajdujac dla § takie sasiedztwo V7, punktu xg, ze dla x € V;,, N A zachodzi

€
[fn (@) = an] < 2.
3

Stad, skorzystawszy z (3.8), dla wszystkich x € V;, N A zachodzi szacowanie

e € €
|f(:c)—a0|<§+§+§—5.

Skoro € > 0 byl dowolny, to widzimy, ze

xhﬁngo f(z) = ap.

Zatem teza twierdzenia jest udowodniona. i

Powyzsze twierdzenie od razu dostarcza nam informacji o ciagglosci granicy

jednostajnie zbieznego ciggu funkcji cigglych.

Wnoisek 3.1. Zaldzmy, ze dane sq funkcje fn, f : A = R, n € N, takie, ze
fn = f na A. Zatézmy, ze funkcje f, sq ciggte na A. Wtedy réwniez funkcja f
jest ciggla na A.

Dowdd. Funkcja f jest ciagla na A, jesli jest ciagla w kazdym punkcie tego
zbioru. Jezeli g € A nie jest punktem skupienia zbioru A, to funkcja f jest
ciagla wprost z definicji (gdyz x¢ jest wowczas punktem izolowanym, a kazda
funkcja jest ciagta w punktach izolowanych). Zalézmy teraz, ze zop € A jest
punktem skupienia zbioru A. Wtedy na podstawie cigglosci

lim f, (z) = fn(x0) = ap.

T—T0
Ciaglos¢ funkgcji f jest wynika z twierdzenia i

Uwaga 3.9. Warto podkresli¢, iz wniosek dostarcza latwego kryterium
pozwalajacego badac zbiezno$¢ niejednostajng. Otoz jezeli wszystkie elementy

ciggu sa funkcjami cigglymi, a jego granica jest nieciagla, to zbieznos¢ nie moze
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by¢ jednostajna. Tak jest w przypadku ciagu o wyrazach f, (z) = 2" na
[0,1]. Nalezy jednak podkresli¢, iz wszystkie elementy ciagu i granica moga
by¢ funkcjami cigglymi, ale zbiezno§é moze by¢ nadal niejednostajna. Ma to

miejsce w przypadku ciagu o wyrazach f, (z) = 2" na [0,1).
Uwaga 3.10. Wniosek[3.1]pozwala nam rowniez na pewna ciekawa obserwacje.
Ot6z wiemy, ze dla ciagu liczbowego {ay }, - ; relacja

lim |a, —ag| =0
n—+o00

mowi nam, Ze ciag ten jest zbiezny do liczby ag.

Zbiezno$¢ jednostajng we wniosku (3.1l mozna zastapi¢ zbieznoscia niemal

jednostajng z zachowaniem tezy.

Whnoisek 3.2. Zalozmy, ze funkcje fr, f : A — R, n € N, cigg { fn},, jest
zbiezny niemal jednostajnie do funkcji f na zbiorze A oraz, ze funkcje f,, sq ciggle

na A. Wtedy rowniez f jest ciggla na A.

Przyklad 3.7. Zwr6¢émy jeszcze uwage na nastepujacy ciag:

fo () = |i—| dla x wymiernych,
" 0  dla pozostatych,

ktéry jest ciggiem funkcji nieciaglych (poza x¢ = 0) jednostajnie zbieznym do
funkcji stale réwnej 0, a wiec ciaglej. Stad widzimy, iz zbieznosci jednostajnej

nie nalezy bezposrednio wigzaé z ciggloscia.

Wiemy, ze istnieja ciagi funkcji ciaglych zbiezne punktowo do funkcji
nieciagtej. Okazuje sie, ze jezeli granica takiego ciagu okres$lonego na zbiorze
domknietym i ograniczonym jest juz ciagla oraz ciag dla ustalonego x jest
nierosnacy, to zbiezno$¢ musi by¢ jednostajna. Mamy bowiem nastepujacy

rezultat:

Twierdzenie 3.4. Zalozmy, ze:
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(i) fn, f:]a,b] = Rdlan € N sq ciggle;

(ii) fn — [ nala,bl;

(iii) dla dowolnego x € [a,b] ciag {fn (z)},— jest nierosnqcy, tzn. f, (x) >
fr+1 (z) dlan € N.

Woéwczas fr, = f naa,b].
Uwaga 3.11. W powyzszym twierdzeniu domknieto$¢ zbioru [a,b] jest

niezbedna. Zdefiniujemy ciag { f,, },. ; nastepujaco:

1

—, 0<x <1
nr+ 1

fn () =

Widzimy, ze dla dowolnego x ciag { f, (x)},- jest malejacy oraz

lim f,(z)=0.

n—-+0o

Zbieznos¢ { f, }.—; do 0 na (0, 1) nie jest jednostajna.

n=1

Zbiezno$¢ jednostajna zezwala na zachowanie ciaglosci w granicy.
Podobnie zezwala na przejicie do granicy pod znakiem caltki. Mamy bowiem

nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.5. Zatozmy, ze fp, f : [a,b] — R dlan € N sq catkowalne na
[a, b] oraz ze
fn = f nala,b].

Wowczas zachodzq rownosci

lim /b fn () de = /b nll)l}_loo fn(z)de = /b f(z)dz. (3.9)

n—-+o0o

Dowoéd. Ustalmy € > 0. Skoro f, =% f na [a, b], to istnieje takie N = N (¢),
ze dlan > N (e) zachodzi

|fn () — f(2)| <edlazx € [a,b].
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Stad dlan > N (&) mamy

/fn diL‘—/f ) dx

Zatem dla dowolnego € > 0 istnieje takie N = N () (dobrane do € (b — a)), ze

dlan > N (e) zachodzi nier6wnosé¢

/abfn(m)dx—/abf(m)dx
S [ war= [ r@a

Skoro limy, 40 fr (z) = f (z) dla z € [a, ], to stad wynika (3 i

Sg(b_a’)a

CO 0znacza, ze

NajczeSciej uzywanym warunkiem wystarczajacym catkowalnoéci jest
cigglosc¢ funkcji. Zatem powyzszy rezultat stosuje sie dla jednostajnie zbieznych
ciggdw funkcji ciggltych. Wtedy funkcja f jest od razu catkowalna (jako ciagta).
Dodatkowo mozna wykazac, ze granica jednostajna ciagu funkcji catkowalnych
w sensie Riemanna jest calkowalna w sensie Riemanna.

Powstaje naturalne pytanie, czy powyzszy wynik mozna przenie$¢ na
przypadek calki niewlasciwej (np. pierwszego rodzaju). Trzeba tutaj pamietac
o subtelnych zwigzkach catkowalnoéci oraz catkowalnosci bezwzglednej.

Powtarzajac dowdd twierdzenia [3.5| otrzymujemy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 3.6. Zaltézmy, ze f, fn, € Rjoc ([a, +00)) dlan € N oraz ze calki
+o0 +o0

fn (z) dz, f(z)dx

a a
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sq zbiezne bezwzglednie dlan € N. Niech f, =% f na [a, +00). Wowczas

lim o fn (z)de = /+OO lim f, (z)dx = /+00 f(z)dx.

n——+oo a

Pozostaje nam podac twierdzenie pozwalajace rozniczkowac ciag funkcyjny

wyraz po wyrazie.
Twierdzenie 3.7. Niech f,, f, g : [a,b] — R dlan € N. Zalézmy, ze f, €
C* ([a, b]) oraz ze

fo =9, fa— fnalab].

Woéwczas
f'(z)=g(x) dlaz € [a,b],
czyli
!
. o . /
<n£1>1_~1£100 fn (x)) = nll)glw fr (z) dlaz € [a,b]. (3.10)

Dowod. Skoro f] dlan € N jest funkcja ciagla, to na podstawie twierdzenia

Newtona-Leibniza dla dowolnie ustalonego = € [a, b] zachodzi

e = uta) = [ " p @t (3.11)

Na podstawie zbieznosci jednostajnej f/, = g na [a, b] mamy

lim /axfr/b(t)dt:/ax lim f;(t)dt:/axg(t)dt,

n—-+4o00 n—-4o0o

zatem przechodzac w (3.11) do granicy z n do nieskoniczonosci otrzymujemy

Skoro ¢ (jako granica jednostajna ciggu funkcji ciaglych) jest funkcja ciagla,
to widzimy, ze f jest funkcja rézniczkowalng oraz f’ (z) = g (x). Majac na
uwadze definicje funkcji f i g dostajemy od razu z dowolnosci x. i
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Uwaga 3.12. Wystarczy w powyzszym twierdzeniu zatozy¢, iz pochodne f/, dla
n € N oraz funkcja g sa catkowalne. Ponadto, wystarczy zalozy¢, iz f,, zbiega
do f przynajmniej w jednym punkcie. Trzeba jednak wtedy w inny sposéb

przeprowadzi¢ dowad.

Uwaga 3.13. Zwrd¢my uwage na to, iz zbieznos¢ f,, do f (nawet jednostajna)
nie gwarantuje, ze formuta (3.10) jest prawdziwa przy zbieznosci f,, do g jedynie
punktowej. Istotnie, dla n € N zdefinujmy funkcje f,, : R — R wzorem

B x
C14n-22

fn (2)

Niech f(z) = 0 dla x € R. Postepujac jak w podrozdziale mozemy
wywnioskowad, ze f,, = f na R. Widzimy, ze
, 1 — na?

x
o ()= ——=dlazeR neN.
fn (@) (na? 4+ 1)?

Stad od razu wynika, ze ciag { f}, } -, zbiega punktowo do

1 dlaz =0,
g(x) =
0 dlax #0.

Wzor (3.10) zachodzi zatem jedynie dla = # 0.

3.5. Twierdzenie Arzeli-Ascolego

Wiemy, ze ciag ograniczony liczb rzeczywistych posiada podciag zbiezny.
Interesuje nas, czy podobny rezultat zachodzi w przypadku ciagéw
funkcyjnych, czyli czy ciag funkcyjny ograniczony posiada podciag zbiezny
jednostajnie.  Zbiezno$¢ punktowa bylaby latwiejsza do uzyskania. Jak
pamietamy, nie jest ona warunkiem wystarczajacym do zastosowania zadnego

z podstawowych twierdzen o ciggach.
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Definicja 3.5. Rozwazmy rodzine funkeji f,, : [a,b] — R dlan € N. Ciag

funkcji { f,}, -, nazywamy jednostajnie ograniczonym, jezeli

IM>0Vze(a b Vnen | fn ()] < M.

Przyklad 3.8. Niech [a, b] = [0, 1] oraz

.CC2

fn (z) = m

Woéwczas

fn — Ona [0,1]

oraz dla dowolnych z € [0, 1], n € N otrzymujemy

22
| fn (2)] = m <1

Ciag { fn},- | nie zawiera ani jednego podciggu zbieznego jednostajnie, gdyz

n

1
fn <> =1dlan € N.

Podobne zjawisko braku zbieznosci jednostajnej mieliSmy juz okazje
analizowa¢ dla ciggéw jednostajnie ograniczonych (wtedy ich tak nie

nazywali$my) w podrozdziale

Z powyzszego przykladu widzimy, ze zalozenie o jednostajnej
ograniczonos$ci nie wystarcza do wyboru podciaggu zbieznego jednostajnie

z danego ciaggu funkcyjnego.

Definicja 3.6. Mowimy, ze funkcja f : [a,b] — R jest jednostajnie ciagla na

[a, b], jezeli

Vex035:=5()>0 e yelab) |12 — Yl <6 = [f(z) — f(y)| <e.
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Kazda funkcja f : [a,b] — R ciagla na [a, b] jest tam jednostajnie ciggla.
Oznacza to, iz w pewnym sensie taka funkcja jest w taki sam sposéb ciagla
w kazdym punkcie. Musimy zatem dodatkowo zagwarantowac, iz elementy
ciagu jednostajnie ograniczonego sa funkcjami ciaglymi w taki sam sposob.

Stad propnujemy nastepujaca definicje:

Definicja 3.7 (Jednakowa jednostajna ciggtosé). Mowimy, ze rodzina R ktorej
elementami sg funkcje okre$lone na [a, b] o warto$ciach w R jest jednakowo

jednostajnie ciagla, jezeli

V€>036::5(6)>0Vf6§)?vx,y6[a,b} |ZL‘ - y| <6 = |f (.1‘) —f (y)‘ <e. (312
Przyklad 3.9. Rodzina funkcji z poprzedniego przykladu nie stanowi rodziny
jednakowo jednostajnie ciaglej, co jest konsekwencja tego, ze

fn <1> =1, f,(0)=0dlan € N.

n

Stad dla e = % nie znajdziemy takiej liczby § > 0, ze zachodzi dla kazdej
funkcji f,.

Przyklad 3.10. Kazda skoniczona rodzina funkcji ciaglych na [a, b] jest rodzing
funkcji jednakowo jednostajnie ciggtych. Istotnie, niech ® = { fn}f:p przy
czym fn, @ [a,b] - Rdlan = 1,2,..., N sa ciagle. WezZmy dowolne ¢ > 0.
Wtedy istnieja takie liczby 6,, > O dlan = 1,2, ..., N, ze dla dowolnych x,y €

[a, b] zachodzi implikacja
’x _y’ < 0p = ‘fn (37) - fn (y)| <e.
Biorac

6 = min 6,
1<n<N

widzimy, ze 6 > 0 oraz ze

Ves035:=5(e) >0V feRVayelap) [T — ¥l <0 = [f(z) — f(y)| <e.
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Przyklad 3.11. Niech R oznacza ciag funkcji f,, : [a,b] — R, gdzie n € N,
spelniajacych na [a, b] warunek Lipschitza z ta sama stalg L > 0, tzn.

VnEvi,yE[a,b] ‘fn ($) - fn (y)| <L ’39 - y’ :

Woéwcezas R jest rodzing jednakowo jednostajnie ciggla. Istotnie, wezmy
dowolny € > 0 i potézmy 6 = 7. Wtedy dla dowolnych |z — y| < ¢ oraz

dowolnego n € N mamy

!fn(w)—fn(y)\SL!w—y!<L%:a

Taka rodzing jest np. ciag funkcji

fo(z) =sinnzdlax € R, n € N.
Twierdzenie 3.8. Zalozmy, ze cigg funkcji cigglych { f}.—, przy czym fy :
[a,b] — R, jest jednostajnie zbiezny na |a, b] do pewnej funkcji fo : [a,b] — R.
Wtedy rodzina R = { f},—, jest jednakowo jednostajnie ciggta.
Dowdd. Skoro f,, = fo, to korzystajac z definicji oraz jednostajnego warunku

Cauchy’ego (twierdzenie 3.2) dla dowolnego & > 0 istnieje takie N := N (¢) €
N, ze dla n > N zachodzi

Jo @)~ fo@)| < 5 dlaw € [a b
oraz dlam > n > N mamy

fa (@) = fn ()] < S dla € [a,b].
Ustalmy dowolnie n > N. Wtedy dla z € [a, b] mamy

€
@)~ i @] < 5. 319
Funkcje f, dlan = 1,2,..,N sg na podstawie przykiadu jednakowo
jednostajnie ciggle. Wiemy, ze wtedy istnieje liczba § > 0 taka, ze dla z,y €
[a, 0]

2=yl <6 = Ifa(@) = fa )] < 5. (5.14)
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Wezmy terazn > N oraz z,y € [a, b] takie, ze |z — y| < 6. Wtedy z (3.13) oraz
(3.14) mamy

[fn (@) = fu )] < |fn () = v (@) + [N (@) = fv )] + | fn () = [ ()]
e

Podsumowujac
VE>035::5(6)>OV7’LENVZ‘,yE[a,b] |$ - y| <0 = ’fn (:U) —/n (y)| <e. I

Przejdziemy teraz do omoéwienia twierdzen pozwalajacych na wybodr
podciagow z ciggébw ograniczonych punktowo, a nastepnie podciagéw
zbieznych jednostajnie z rodzin funkcji jednostajnie ograniczonych

i jednakowo jednostajnie ciaglych.

Twierdzenie 3.9. Dany jest zbior przeliczalny A oraz cigg funkcyjny { fn}, -,
fn:A— Rdlan € N taki, ze

VaecaTmVnen | fn ()] < M.

Wtedy istniejq podciqg { fn, } 1y ciggu { fn},— oraz funkcja fy : A — R takie,

ze

lilf frp () = fo(z) dlax € A.

Dowéd. Zastosujemy przekatniowg metode wyboru. Zbidor A ustawiamy
w ciag {zy, },- . Poniewaz ciag liczbowy { f,, (x1)}, jest ograniczony, to ma
podciag zbiezny oznaczany { fix},- . Ciag {fi,x},.,; wybieramy w ten sam
sposob z ciagu { f1 1 (z2)},- ;. Kontynuujac te procedure otrzymujemy rodzine
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ciagow S1, S, ... zapisana w postaci ,macierzy nieskonczonej”:

[ S1: fir fi2 fis fia fis
Szt fo1 fo2 fo3 fou fos
S3: f31 fz2 [f33 fzs4 [f35

Sn fn,l fn,2 fn,3 fn,4 fn,5

Elementy tej rodziny maja nastepujace wlasnosci:
a) ciag {Sn },, jest podciagiem ciggu {Sp—1} o;
b) { fu,k (1)} e jest zbiezny (rozwazamy granice przy k — 4-00);

c) zachowana jest kolejno$¢ wystepowania funkcji w kolejno po sobie
nastepujacych ciggach.

Rozwazmy teraz ciag

St fir fo2 f33 faa

Ciag S jest, zgodnie z przeprowadzong konstrukcja, podciagiem ciagu { Sy, } .-,
dla dowolnego n > 1, poza by¢ moze poczatkowymi n — 1 wyrazami. Zatem

dla dowolnego z; € A

Bm  fnn (zi) = fo(zi),

n—-+0o0o
czyli funkcje fy definiujemy punktowo jako granice kolejno wybieranych

podciagéw zbieznych. i
Bez dowodu podajemy na koniec nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.10 (Arzeli-Ascolego). Niech f, : [a,b] — R bedzie
ciggiem funkcji jednakowo jednostajnie ciggtych oraz jednostajnie ograniczonym.
Wowczas istniejq podcigg { fn, }req ciagu {fn},—, oraz funkcja fo : [a,b] — R
takie, ze

fnk = fO na [a’ab] .
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Uwaga 3.14. Jezeli kazdy podciag {fn, }re; ciagu {fn}heq W powyzszym

twierdzeniu jest zbiezny do tej samej funkcji fp, to réwniez

fn = fona [a,b].

Dodatkowo warunek jednostajnej ograniczonosci mozna w tej sytuacji zastapic

warunkiem punktowej ograniczonosci ciagu { f },— ;.

Whnoisek 3.3. Niech® oznacza cigg funkcji{ fn} _,, przy czym fy, : [a,b] = R,

n=1’

spelniajgcych na [a,b] warunek Lipschitza z tq samgq stalg L > 0 i takich, ze
fn (0) = 0 dla kazdegon € N. Wowczas R jest jednakowo jednostajnie ciggta.

Dowdd. Poniewaz dla dowolnych = € [a, b] oraz n € N zachodzi

[ (@) = [fn () = fn (0)] < L 2| < Lmax{al, [b]},

to rodzina R jest jednostajnie ograniczona. Stad na podstawie twierdzenia[3.10]

rodzina R zawiera podciag jednostajnie zbiezny. i
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Szeregi funkcyjne

4.1. Wprowadzenie
Niech A C R bedzie ustalonym zbiorem. Rozwazmy rodzine funkcji

fn:A—Rdlan € N.

Definiujemy cigg funkcyjny {S, } -, sum czesciowych S,, : A —» Rdlan € N

nastepujaco:
Sp(x)=fi(z)+ fa(x)+ ...+ fo(z) daz € A

Mowimy, ze szereg funkcyjny Z:{g fn jest zbiezny punktowo (odpowiednio:
jednostajnie) na A do funkcji S : A — R zwanej suma tego szeregu, jezeli
ciag sum czesSciowych jest zbiezny punktowo (odpowiednio: jednostajnie) do

S. Piszemy wowczas odpowiednio

+00 +oo
an—>50raz an:?SnaA.

n=1 n=1

Funkcje S definiujemy zatem w sposdb nastepujacy dlax € A :



Wprowadzenie

Podobnie jak w przypadku ciggéw funkcyjnych méwimy o obszarze zbieznosci
punktowej i jednostajnej szeregu funkcyjnego. Podsumowujac, méwimy, ze

szereg Z:{i‘i fn zbiega na A do funkcji S:

(i) punktowo na A, jezeli
v5>0v:z:€AEIN::N(E,ac)anN [Sn (z) — S (z)] <&
piszemy wtedy
+oo
> fo— Snad;
n=1
(ii) jednostajnie na A, jezeli

VE>OE|N::N(E)V$EAVHZN |Sn (:B) -5 (ZC)‘ <ég
piszemy wtedy

+o00
Z fn = SnaA;
n=1
(iti) bezwzglednie na A, jezeli dla kazdego = € A szereg > .15 | f, (2)] jest

zbiezny.

Uwaga 4.1. Jak widzimy z powyzszych definicji, zaréwno zbieznoé¢ punktowa,
jak i jednostajna szeregu funkcyjnego, sprowadza sie do odpowiedniej
zbieznosSci ciggu sum cze$ciowych rozpatrywanego szeregu funkcyjnego.
Stad fatwo stwierdzi¢, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym
zbieznosci jednostajnej jest spelnienie nastepujacego (jednostajnego) warunku

Cauchy’ego:
va>0HN::N(E)vaceAvanZN ’Sﬂ (l’) — Sm (.%')‘ <Eé.

Uwaga 4.2. Zauwazmy, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,
aby
fon= fnaA,
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jest
fn—f = 0na A.
Stad mamy bezposredniag obserwacje dotyczaca zbieznosci jednostajnej

szeregow:
+o0o
Y fo=Snad
n=1

wtedy i tylko wtedy, gdy
S, — S = 0naA.

Zauwazmy, ze {S,, — S}~ jest ciagiem reszt szeregu funkcyjnego zg‘i fn-
Warto pamietaé o tej obserwacji, gdyz (jak wiemy z teorii szeregéw liczbowych)

w niektorych przypadkach reszty szeregdéw daja sie tatwo szacowac.

Czesto w zapisie bedziemy stosowali konwencje 0° = 1.

4.2. Kryterium Weierstrassa

Warunkiem wystarczajacym moéwiacym o zbieznosci jednostajnej szeregu
funkcyjnego jest podane ponizej kryterium Weierstrassa. Wykorzystamy

w nim warunek Cauchy’ego, mowiacy o tym, ze szereg liczbowy
+o0
D
n=1
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego ciag sum czesciowych {s,, } >~ |, gdzie
Sp=a1+as+..+a,dlan €N,
spelnia zaleznosc¢

VE>03N::N(5)Vm>n2N |3n - 3m| <e€

lub réwnowaznie (po rozpisaniu réznicy w module)
v5>OE|N::N(s)vm>n2N |an+1 + ...+ a’m’ <E.
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Twierdzenie 4.1 (Kryterium Weierstrassa). Niech A C R bedzie ustalonym
zbiorem. Rozwazmy rodzing funkcji f, : A — Rdlan € N. Zalézmy, ze

{an}le jest takim ciggiem liczbowym, ze
|frn ()] < a, dlax € A.

Jezeli szereg liczbowy Z:g an jest zbiezny, to szereg funkcyjny Z:g fn jest
zbiezny jednostajnie i bezwzglednie na A (do swojej sumy S).

Dowdd. Skoro szereg Z:{g an, jest zbiezny, to spelnia warunek Cauchy’ego.

Wezmy dowolne € > 0 i dobierzmy N (g) w taki sposéb, ze dlam > n > N (¢)
Ap+1 + ... +am < €.

Skoro
’fn (.’E)| S QA dlaa: € A7

to mamy dla tych samych n, m oraz x € A
|Sn () — S ()] = |frr1 () + oo + frn (@) < @pg1 + oo +amy, <. (4.1)

Stad wnioskujemy, ze ciag sum czeSciowych szeregu Z:g fn speknia
jednostajny warunek Cauchy’ego, czyli jest zbiezny jednostajnie. Widzimy
zatem, ze szereg Z:{i’i fn jest zbiezny jednostajnie na A.  Zbieznos¢

bezwzgledna wynika z oszacowania (dla dowolnie ustalonego x € A). |

Stosowanie podanego wyzej kryterium Weierstrassa jest zblizone do
stosowania znanych nam kryteriow poréwnawczych. Nalezy wyznaczyé
majorante, ktorej zbieznos¢ badamy przy pomocy znanych kryteriow dla

szeregow liczbowych.

Przyklad 4.1. Rozwazmy szereg

Jff sin (n4a:)
n=1 n\/ﬁ
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na R. Widzimy, ze dla dowolnego z € R mamy
sin (n4x)

ny/n

1
< .
~ nyn

Skoro szereg

+00 1

jest zbiezny, to z kryterium Weierstrassa (twierdzenie wnioskujemy, ze

szereg
i:'o sin (n4:z:)
— ny/n
jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie na R, a zatem réwniez punktowo.

Powyzszy przyklad sugeruje nastepujacy prosty i przydatny wniosek
dotyczacy badania zbieznosci jednostajnej. Otdz przemnozenie wyrazoéw
szeregu przez funkcje ograniczong nie wplywa na jego zbieznos¢ jednostajna.
Zbieznos¢ jednostajna szeregéw, podobnie jak w przypadku ciggoéw, nie musi

sie wigzaé z ciggloscig wyrazoéw ciggu.

Przyklad 4.2. Niech ¢ : R — R bedzie ustalong funkcja. Rozwazmy szereg
+o0o
1
P — (1.2
2 2
= n? 4 ¢* (x)
dla x € R. Skoro dla dowolnego x € R zachodzi

1 1
< ———F—< —
“n2+9?(z) T n?

oraz skoro szereg
—+00

>

n2

n=1 n

jest zbiezny, to na podstawie kryterium Weierstrassa (twierdzenie zbiezny
jednostajnie i bezwzglednie jest szereg (4.2). Suma szeregu (4.2) nie musi by¢

funkcja ciggla, gdy funkcja ¢ nie jest ciggla (¢ moze by¢ np. funkcja Dirichleta).
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Kryterium Weierstrassa (twierdzenie dostarcza jedynie warunku
wystarczajacego zbieznosci jednostajnej. Zwro¢my uwage na ponizszy
przykiad, w ktérym mimo braku zbieznej majoratny w postaci szeregu
liczbowego dany szereg funkcyjny jest zbiezny jednostajnie. Warto
przypomnie¢ sposéb szacownia reszty r, = s — s, dlan € N (tutaj s
jest sumg szeregu liczbowego, a s, jego sumg cze$ciowa) w przypadku

stosowania kryterium Leibniza do badania zbiezno$ci szeregu

“+o00

Z (_l)n—‘rl Cns

n=1

gdzie {c,},-, jest malejacym i zbieznym do O ciagiem liczb rzeczywistych

dodatnich. Wowczas

|rn’ <cps
dlan € N.
Przyklad 4.3. Rozwazmy szereg
+oo n+1
-1
y S (43)
n=1

okreslony dla x € R. Niemniej jednak z uwagi poczynionej przed przykladem

wiemy, ze reszta szeregu (4.3) R,, szacuje si¢ nastepujacodlax € R :

1 1
R < < .
B @ < a7 S i

Z powyzszego oszacowania ciag reszt R, : R — R jest zbiezny jednostajnie.
Zatem szereg (4.3) rowniez zbiega jednostajnie na R. Zauwazmy, iz szereg
wartosci bezwglednych nie jest zbiezny nawet punktowo, co (dla kazdego

ustalonego = € R) wynika z rozbieznosci szeregu

3 .
n:lx +n
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Przyklad 4.4. Szereg
+o0o (_1)n+1 .’B2

2 T

n=1

(4.4)

jest zbiezny punktowo i bezwzglednie dla z € R. Istotnie, dla dowolnego N &€

N i dowolnie ustalonego x # 0 mamy

22 N 1— 1

1 2\ NV
_ 22 — 2 (1+a?)
(1 L 2\ 2\ 1
n:l 1+:U n:1(1+x) 1_1+m2

(g2 o
= ( +1)<1 (x2+1)N>'

Stad przy N — +o00 otrzymujemy

N
Z —>ac +1,

skad wynika zbiezno$¢ punktowa i bezwzgledna na R. W przypadku badania

M =
|

zbiezno$ci jednostajnej szeregu (4.4) widzimy, ze dla z € R\ {0} reszta
oszacowana jest nastepujaco:

22 z2 22 1

Ry (2)] < = SoE T
!n($)|_(1+x2)" 1+nz?2+..+22" ~ nax? n

Powyzsze oszacowanie jest oczywiscie prawdziwe dla = 0. Stad, rozumujac
jak w poprzednim przykladzie, uzyskujemy zbieznosé jednostajna szeregu (4.4)
na R.

Podobnie jak w przypadku badania zbieznosci calek, do badania zbieznosci
jednostajnej szeregéw mozna wykorzystaé kryterium Dirichleta, ktoére

podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 4.2 (Kryterium Dirichleta). Niech A C R i niech
frnsgn: A—Rdlan € N.
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Zatozmy, ze sumy czeSciowe szeregu funkcyjnego Zj{g fn sq wspélnie
ograniczone, to znaczy, ze istnieje taka stata M > 0, ze dla dowolnego N € N

oraz dowolnego x € A zachodzi nierdwnosc

N
n=1

Zalézmy, ze g, = 0 na A oraz ze dla kazdego x € A cigg {gn (x)},—, jest

< M.

monotoniczny. Wowczas szereg
+oo
> fugn
n=1

jest zbiezny jednostajnie na A.

Przyklad 4.5. Kryterium Dirichleta mozna w latwy sposob zastosowac do

badnia zbieznosci jednostajnej szeregu
+oo
E an Sinne
n=1
™

w przedziale [Z, 7], jezeli {a,};-, jest malejacym ciagiem liczb dodatnich

zbieznym do zera. Istotnie, dla ustalonego N € N i dowolnego x € [%, 77]
mamy
N 1 1
cos 5 —cos (N + 5) x
E sinnx| = 2 - 1( 2) < 2V/2.
sin 5z
n=1 2

Do badania zbieznosci jednostajnej szeregéw funkcyjnych przydatne bedzie
takze inne kryterium, ktore podamy ponizej. Skorzystamy z niego w dalszych

rozwazaniach.

Twierdzenie 4.3 (Kryterium Abela). Niech A C R i niech dane bedq funkcje f,,,
gn : A —= Rdlan € N. Zalézmy, ze szereg Z:g gn, jest zbiezny jednostajnie
na A oraz kazdego v € A ciqg {fn (x)},-, jest monotoniczny i funkcje fr, sq
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jednostajnie ograniczone, tj. istnieje taka stata M > 0, ze dla dowolnego N € N

oraz dowolnego x € A zachodzi

|fn (2)] < M.

Wbéwczas szereg
+o0
§ Ingn
n=1

jest zbiezny jednostajnie na A.

4.3. Twierdzenia o zamianie sumy i granicy

Wzorujac sie na wynikach uzyskanych dla ciagéw funkcyjnych, tatwo podac
twierdzenia dotyczace cigglosci sumy (wniosek [3.1), jej rézniczkowalnosci
(zamiany kolejnosci sumowania i rézniczkowania, twierdzenie oraz
zamiany calki i znaku sumy (twierdzenie [3.5). Nie bedziemy ich dowodzic.
Odpowiednie dowody sa powtérzeniem tych, ktoére podalismy dla ciggow.

Niech A C R bedzie ustalonym zbiorem. Rozwazmy rodzine funkcji
fniA—>RdlaneN

oraz ciag funkcyjny {S,},~, sum czeSciowych S, : A — Rdlan € N. Przez

S : A — R oznaczamy sume szeregu > S f,.

Twierdzenie 4.4. Zalozmy, ze dane sq funkcje f,, S : A — R dlan € N takie,
ze funkcje f,, sq ciggte na A oraz S, = S. Wtedy rowniez funkcja S jest rowniez
ciggta na A, czyli dla dowolnego x¢ € A bedgcego punktem skupienia zbioru A

zachodzi

+oo

§(ao) = Jim S (@) Jggton )= 2 i, (e
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Podobnie jak w przypadku ciagéw funkcyjnych wystarczy zatozy¢, iz

Sy, zbiega do S niemal jednostajnie na A.

Przyklad 4.6. Rozwazmy szereg Y 1% 2" funkcji f,, () = 2™ okreslonych
i ciagltych na (—1,1). Szereg ten jest zbiezny niemal jednostajnie na (—1,1).

Istotnie, ustalmy a € (0, 1) . Wowczas mamy dla x € [—a,a] orazn € N
|z" < a™.

Skoro

+oo
1
Z a" = 1 ’
n=0 a
to z kryterium Weierstrassa (twierdzenie |4.1) wnioskujemy, ze szereg >/ %9 2™

jest zbiezny jednostajnie na [—a, a]. Z dowolnosci a € (0, 1) jest on zbiezny

niemal jednostajnie na (—1, 1) oraz

400

D
1—=z

n=0

Szereg > %% 2™ nie jest zbiezny jednostajnie na (—1, 1). Wiemy, ze

1—2x

o0 1
Z:p” = dlaz € (—-1,1)
n=0

Sumy cze$ciowe tego szeregu sa postaci

al 11—z
— n o __
SN(x)—Zx =1
n=1
dla N € N. Stad i z postaci sumy dostajemy, ze reszta szeregu :L:% ™ jest
nastepujaca
=N
R =
N (@) 11—z
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dla N € N. Skoro

1
lim Ry (z) = - oraz lim Ry (z) = +oo,
z——17t 2 z—1-

to widzimy, ze chociazby dla ¢ = } nie znajdziemy takiej liczby N (¢), ze

|IRy ()] < edlaxz € (—1,1). W konsekwencji ciag reszt nie jest zbiezny
jednostajnie na (—1, 1), a zatem i szereg Z:i% x™ nie jest zbiezny jednostajnie
na (—1,1).

Twierdzenie 4.5. Zalozmy, ze dane sq funkcje f,, S : [a,b] — R, n € N,

catkowalne na [a, b] oraz S,, =% S na [a, b]. Wowczas zachodzi rownosé

I b b +oo
> [ n@ir= [ S

Twierdzenie 4.6. Zalézmy, ze dane sq funkcje f,, S, g : [a,b] — R, n € N.
Zalézmy, ze f, € C* ([a, b)) oraz, ze szereg > T f! jest zbiezny jednostajnie do

g nala,b], aszereg >t f, jest zbiezny punktowo do S na [a,b]. Wowczas
S'(z) =g (x) dlax € [a,b],

czyli szereg mozna rozniczkowaé wyraz po wyrazie:

+o0 / +o0
(Z fn <x>) =3 fi(2) dlaz € [a,b)].

Przyklad 4.7. Wrécimy do przypadku szeregu z przyktadu Szereg jego
pochodnych

+00
E nxn—l
n=1
ma réwniez obszar zbiezno$ci niemal jednostajnej w przedziale (—1,1).

Ustalmy a € (0,1) . Wowczas dla z € [—a, a] zachodzi nierdéwnosé
|z"| < na™L.



Przyklad funkcji nigdzie nie rézniczkowalnej

Szereg liczbowy
+o00
5 ot
n=1
jest zbiezny na podstawie kryterium d’Alemberta, gdyz

1 n
lim (n+1)a® =ac(0,1).
n—+oco nan! ’

Stad na podstawie kryterium Weierstrassa (twierdzenie 4.1)) szereg pochodnych
+00
> nar
n=1

jest zbiezny niemal jednostajnie na (—1,1). Zatem szereg Y 2 2" mozemy

rozniczkowac wyraz po wyrazie otrzymujac tozsamosé

> () - (25) -2

prawdziwg dla wszystkich « € (—1,1).

Przyklad 4.8. Szereg > '™ ¢ mozna catkowaé wyraz po wyrazie na [0, ] dla

ustalonego = € (0, 1) otrzymujac tozsamos$¢

/O;tdt Z/tdt — 2"t

prawdziwg dla dowolnego = € (0,1). Mozna uzasadni¢, iz jest ona rowniez
prawdziwa dla z € (—1,0). Zauwazmy, ze dla 2 = —1 mamy szereg
+oo 1

nzln—i-l( )

zbiezny na podstawie kryterium Leibniza. Stad widzimy, iz obszary zbieznosci

punktowej szeregu i szeregu pochodnych nie musza sie¢ pokrywac.
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4.4. Przyklad funkcji nigdzie nie ré6zniczkowalnej

W wiekszos$ci zastosowann mamy do czynienia z funkcjami ciaglymi, a czesto
nawet klasy C°°.  Przykladem funkcji nigdzie nie ciaglej jest dobrze
nam znana funkcja Dirichleta. Aby skonstruowac¢ funkcje ciagly nigdzie
nier6zniczkowalng, taki prosty zabieg nie wystarcza. Tutaj przydaje sie
wprowadzona przez nas wczesniej teoria dotyczaca szeregdw funkcyjnych.
Podany nizej dowdd jest w istocie szkicem. Pomijamy wiele istotnych
szczegOtow oddajac jedynie gtéwne idee.

Twierdzenie 4.7. Istnieje funkcja f : R — R nie rézniczkowalna w zadnym

punkcie.
Dowdd. Zdefiniujmy funkcje
px)=|z|dla —1<z<1
i rozszerzmy definicje ¢ na calg prosta w taki sposéb, aby
¢ (x +2) = ¢(z) dla dowolnego z € R

Wtedy ¢ jest ciggla oraz okresowa o okresie 2. Ponadto dla dowolnych ¢, s € R

mamy
o (1) =@ (s)] <[t —s.
Ktadziemy

@) = io (i)ngo (4"2) dlaz € R.

n=0

Skoro |¢ (z)] < 1 dlax € R oraz skoro szereg > >0 (2)" jest zbiezny,
to na podstawie Kryterium Weierstrassa (twierdzenie [4.1) wnosimy, iz szereg
+o0o

—0 (%)n ¢ (4™x) jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie na R. Korzystajac

z twierdzenia [4.5| wiemy, ze f jest funkcja ciagla na R. Uzasadnienie faktu, ze

funkcja f jest nierézniczkowalna jest tu pominiete. i
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Wz6ér Taylora

Rozpoczniemy od oméwienia symboliki Landaua, a nastepnie przejdziemy
do przypomnienia wzoru Taylora przydatnego w dalszych rozwazaniach
dotyczacych szeregéw potegowych i funkeji analitycznych. Rozdzial ten
ma na celu przypomnienie Czytelnikowi poje¢ i twierdzen niezbednych do

zrozumienia teorii szeregéw potegowych.

5.1. Symbole Landaua

Celem tego podrozdzialu jest zebranie niektérych przydatnych wlasnosci
tzw. symboliki Landaua zwigzanej z obliczaniem granic. Przez ¢ oznaczac
bedziemy punkt wlasciwy lub niewlasciwy. Piszac x — ¢ w przypadku, gdy
¢ jest punktem wlasciwym, bedziemy mieli na mysli zar6wno granice, jak
i ktorag$ z granic jednostronnych. Zakladamy, ze funkcje f,g sa okreslone
w pewnym otoczeniu C' punktu ¢ (byé moze prawostronnym, lewostronnym
albo odpowiednim podprzedziale nieograniczonym). Zakladamy, Ze istnieje

(wlasciwa lub nie) granica
L f@)
z—c g ()

Definicja 5.1. Jezeli | € R, to méwimy, ze wzrost f jest kontrolowany przez

wzrost g 1 piszemy

f=0(g) przy x — c.
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Uwaga 5.1. Dokladniej méwiac:
(i) jezelil € R, [ # 0, to piszemy f =< g przy x — ¢;
(ii) jezelil =1, to piszemy f ~ g przy © — ¢;
(iii) jezelil = 0, to piszemy f = o (g).
Uwaga 5.2. Jezeli lim,_,. % = Fo0, to lim,_.. % =0.
Symbole =<, ~, 0, O nosza nazwe symboli Landaua.
Przyklad 5.1.
(i) sinz ~ z przy x — 0, gdyz
sin

lim =1;
z—=0 X

(i) sinx = o (z) przy x — +o00, gdyz

sinx
lim = 0;
r—+oo I

(ili) sinx = o (tgx) przy x — %i, gdyz

. sin x .
lim = lim cosz = 0;
x%%i tgx =5

(iv) cosx < (22 — m) przy + — 3, gdyz na podstawie reguly de 'Hospitala

. CoS T 1
lim —— = ——;
z—>g (2(L‘—7T) 2

(v) 2™ =o(z™) przy x — 0, gdzie m,n € N, m < n;
(vi) 2" = o (z™) przy x — +o0, gdzie m,n € N, m > n.

Wiasnosci symobli Landaua przy x — ¢ sg nastepujace:
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@) f<g=f=0(9),
i) f~9g=f=0I(g),
(iii) f=o0(9) = f=0(g),
(iv) frg=[=g

Wszystkie powyzsze relacje sa tatwe do bezposredniego wykazania. Dla

przykladu uzasadnimy, ze dla x — c zachodzi

f<g=f~l-y,

gdzie lim,_,. % = [. Istotnie, wowczas
lim 2 _
a—elg (x)

Latwo sprawdzic¢, ze dla x — ¢

f~g=f=g+o0(9).

Kladziemy h = f — g. Wtedy f = g + h oraz widzimy, ze skoro f ~ g dla

iy M) (100 1) o

v=e g (x) g (x)
Podobnie widzimy, ze dla A # 0 mamy przy z — ¢

T — ¢, to

o(A-f)=Xo(f).

Dodatkowo symbole Landaua podlegaja dzialaniom algebraicznym

w nastepujacy sposob:
(i) o(z"™) £o(z") =o0(2™) przy x — 0;
(i) o(z™) £o(z™) = o(xP) przy x — 0, tutaj m,n € N, p = min {m,n};
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(iii) p(x)o(z") = o(z™) przy x — 0, o ile funkcja ¢ jest okreslona

i ograniczona w pewnym otoczeniu 0;
(iv) ™o (z") = o (") przy x — 0, m,n € N;
W) o(z™)o(z") = o(z"™) przy x — 0, m,n € N.
Zauwazmy, ze f = o (1) przy x — ¢ oznacza
lim f (z) = 0.

Przyklad 5.2. Zapiszemy przy uzyciu symboli Landaua kilka znanych granic.

Zastosujemy dwie konwencje zapisu. Przy x — 0 mamy

(i) | sinz ~x sinz =z + o(z)

(ii) | 1 —cosx ~ %xQ 1—cosz = %x2+0($2)

() | In(1+z)~=x In(l+x)=z+o0(x)

(iv) | e* =1~z e =1+x+o0(x)

™| Q+2)*—1l~ar;a>0 | 1+2)*=14az+o0(x);a>0

5.2. Wzor Taylora z reszta Lagrange’a i Peano

Zalézmy, ze P jest pewnym przedzialem w R, ograniczonym badz
nieograniczonym, oraz dana jest funkcja f : P — R. Jezeli w pewnym
punkcie ¢y € P funkcja f ma pochodna, to dla takich h, ze g + h € P,
przy zapisie definicji pochodnej z zastosowaniem symoli Landaua zachodzi

nastepujaca réwnos¢:
f(xo+h)=f(x0)+ f (wo) h+0(h). (5.1)

Jezeli P = [a,b] i funkcja f jest rozniczkowalna na P, to zgodnie ze wzorem

Lagrange’a dla dowolnych xg, 2o + A € P mamy
f(xo+h) = f(xo) + f (x0 +0h) h (5.2)
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dla pewnego 6 € (0, 1) zaleznego od x( oraz h, przy czym 0 := 0 (xq, h).

Uogolnienie powyzszych dwodch zaleznosci na przypadek funkcji

roézniczkowalnych n-razy jest celem tego podrozdziatu.

Zalézmy, ze funkcja f : R — R jest n-krotnie rézniczkowalna przynajmniej

w zg € R. Kladziemy wtedy dla dowolnego z € R
NLONE™
R, (z,z0) = f (x) _ZT (m—xo)k.
k=0

Wyrazenie R, (x, z() nosi nazwe reszty. Zauwazmy, ze definicja jest poprawna,
ale nie méwi niczego o wartosci (ani zbieznosci) reszty. Dla n = 1,2 postaci

reszty sa nastepujace:

Ry (z,20) = f () = f (z0) = ' (z0) (z — 20) ,

Ro (2,20) = () — f (20) — 1 (wo) (& — a0) — L2

2

(z — x0)?.

Widzimy, ze w wyrazeniach (5.1), (5.2) mamy do czynienia z r6znym typem
reszty. Stad tez w zaleznosci od rodzaju reszty bedziemy mie¢ wzoér Taylora,

odpowiednio, z reszta Peano, lub z reszta Lagrange’a.

Twierdzenie 5.1 (Wzor Taylora z resztq Peano). Zatézmy, ze P jest pewnym

przedziatem, xo € P orazn € N. Zalézmy ponadto, ze
(i) funkcja f : P — R jest (n — 1)-krotnie rozniczkowalna na P;

(ii) istnieje pochodna n—tego rzedu funkcji f przynajmniej w punkcie xq (tzn.

funkcja f(”_l) jest rozniczkowalna przynajmniej w xg).

Wowczas dla dowolnego h € R takiego, ze xg + h € P, zachodzi

f(x0+h)zznzmhk+o(h”).

k!
k=0
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Definicja 5.2. Zalézmy, ze P jest pewnym przedzialem w R, f : P — R jest

funkcja n-krotnie rézniczkowalng w pewnym punkcie x¢g € P. Wyrazenie
n
f®) ()
7, (n) = 3o Ll
k=0

okreslone dla dowolnego h € R nazywamy wielomianem Taylora rzedu n dla

funkcji f w punkcie zg.
Definicja 5.3. Jeéli z9 = 0, to wzoér Taylora nosi nazwe wzoru Maclaurina.

Twierdzenie 5.2 (Wzér Taylora z resztq Lagrange’a). Zatézmy, ze P jest

pewnym przedziatem, xo,x € P,n € N. Zalézmy ponadto, ze
(i) funkcja f : P — R jest n-krotnie rézniczkowalna w sposob ciggly na P;

(ii) istnieje pochodna (n + 1) —tego rzedu funkcji f przynajmniej w pewnym

otoczeniu punktu xo (by¢ moze poza punktem x).

Wowczas istnieje taki punkt T € (xo,x), ze zachodzi

Uwaga 5.3. Aby zastosowaé powyzsze twierdzenia, najczesciej w praktyce
sprawdzamy, ze funkcja jest n— badz (n + 1)-krotnie rézniczkowalna w sposob
ciagly. Widzimy, Ze postaci reszty w obu twierdzeniach r6znia sie. Wz6r Taylora
z resztg Lagrange’a jest wygodny w stosowaniu, gdy pochodne sa wspdlnie
ograniczone. Warto go uzywac¢ do obliczen przyblizonych. Wzér z reszta
Peano z kolei jest wygodny do znajdowania wielomianéw przyblizajacych dang

funkcje (przynajmniej lokalnie).

Uwaga 5.4. Latwo sprawdzi¢, ze wzér Maclaurina funkcji parzystej zawiera
jedynie parzyste potegi zmiennej niezaleznej, a wzo6r Maclaurina funkcji

nieparzystej zawiera jedynie potegi nieparzyste.
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Wz6r Taylora jest lokalnie jednoznaczny w nastepujacym sensie:

Twierdzenie 5.3. Zalézimy, ze funkcja f : (a,b) — R jest n-krotnie

rézniczkowalna. Jezeli istnieje wielomian P,, stopnia co najwyzej n i taki, ze
flz) = Po(2)+o((z—20)") (5.3)

dla x z pewnego sgsiedztwa punktu x, to P, jest wielomianem Taylora rzedu n

dla funkcji f w punkcie xg.

Dowdd. Wzor (5.3) mozemy zapisaé jako

Bo(z) = f(2) + ¢ (),

gdzie ¢ () = o ((z — z0)") przy © — x¢. Z drugiej strony
T (x) = f () + ¢ (2),
gdzie ¢ (z) = o ((z — x0)") przy * — x¢. Stad i z wlasnosci symboli Landaua
P (2) = T () = o (& — 20)")

przy x — x¢. Skoro réznica P, — T}, jest wielomianem stopnia co najwyzej n,
to mozemy ja zapisa¢ nastepujaco:

n

Py (z) =T (2) =Y e (z—20)"

k=0
Przypuscémy, ze nie wszystkie wspotczynniki ¢, dla k = 0,1, ..., m sa rowne 0.
Niech m oznacza najmniejszy niezerowy wspotczynnik taki, ze m < n. Wtedy

n

Py (z) =Ty (z) = Y cp(z—m0)".

k=m
Stad dla z # xg mamy
P'ﬂ (x)_TTL (1’) . k—m
L) = Inl®) ok S (e — @)™ (5.4
w0 2
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Skoro
Py () = T (z) = o ((x — m0)")

przy x — xg oraz m < n, to
Py (x) = Tn () = o (& = z0)™)

przy x — xo. Zatem przechodzac w (5.4) do granicy przy  — xo widzimy, ze

¢m = 0, co jest niemozliwe. Jesli m = n, to mamy
P, (z) =T, () = ¢y (x — x0)"

przy x — xo i sprzecznos¢ otrzymujemy jak wyzej. i

5.3. Przyklady rozwinieé
Przyklad 5.3. WeZmy funkcje f : R — R dang wzorem
f(zx)=¢€" xR

Wtedy (™ (z) = e dla dowolnych z € R oraz n € Ny := N U {0}. Stad

£ (0) = 1 dlan € Ny i wzor Maclaurina z reszta Peano ma dla dowolnego

x € R postac
T __ n
=> ol
k=0
Z kolei wzor Maclaurina z reszta Lagrange’a ma dla dowolnego x € R postac
nok T
xr __ l; e n+1
=2 CESI

gdzie T € (0, z). Kladac = = 1, otrzymujemy

"1 er
e_kzok;!*(nﬂ)!‘
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Oznaczmy

Poniewaz 1 < e” < e, to mamy nastepujace oszacowanie bledu

1 e
<e— < .
mtr)! S )

Przy pomocy rozwiniecia z reszta Peano mozemy dokona¢ pewnej wizualizacji

zagadnienia przyblizania funkcji za pomoca wzoru Taylora:

f(z) fal@) =005

(

(
100 | —  f3(z

(

(

50 f

—_ &
—— .

Przyklad 5.4. WeZzmy funkcje f : (0, +00) — R dang wzorem

f(z) =Inz.
Wtedy, przy pomocy indukcji matematycznej, dostajemy
f (z) = (=" (n = Dl
dla dowolnych x € (0, +00) oraz n € N. Stad
FO (1) = (=)™ (n = 1)!
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dlan € Niwzdr Taylora w g = 1 z resztag Peano ma nastepujaca postaé¢ dla

dowolnego x > 0 :

2 3 "
e e

Dokonujac zamiany = na x+ 1 widzimy, ze mamy rozwiniecie funkejiln (z + 1)

+o(x—1)").

dlaz > —1:
2,3

| NNV=oz— —+ — + ... -1
n(z+1)==x 2+3+ +(-1)

Wykres funkeji f (x) = In (1 + z) i kolejnych przyblizen Taylora oddaje dobrze

n
n+1£+0(xn)‘
n

sens tego, ze wzor Taylora stosuje si¢ do obliczen lokalnych (w otoczeniu

punktu wokot ktérego sie go wyznacza), a nie globalnych (czyli na calej

dziedzinie):
4 | @) () =3, (1)
— fi(z)
— fa(x)
2 — fs(x)
‘ r — fa(z)
1 05 1 15 N2 | lf Eég
_2 1
_4 1

W podobny sposéb mozemy uzyskiwaé¢ rozwiniecia innych znanych
funkcji. Podsumujemy je nastepujaco, nie precyzujac szczegdtéw rachunkowych.
Czytelnik zechce sprawdzi¢ podane formuly. Podane ponizej rozwiniecia

Maclaurina sg prawdziwe w odpowiednich dziedzinach rozwijanych funkcji.
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e =14+z+% 4L 4.+ fo(a");
In(z+1) :x—g—i—%—i—..ﬂ—(—l ”Hxn—&—o(x”)‘

: .z x® n g?ntl 2n+2 .
sine =r— %+ &5+ (-1 (2n+1),+0( )

)

)
cos T :1—%?4-%1—1- (=D 2n,+0(2"+1);
0 =l-a+22 -2+ .+ (-1)"2" +o(a");
Vitr =1+31z— 2%+ 2+ 0(23).

Pozostaje nam jeszcze do oméwienia po krétce rozwiniecie funkceji
fla)=Q0+a)"

dla dowolnego o« € R. W dziedzinie funkecji f (i jej kolejnych pochodnych)

obliczamy
fl@)=al+z)*,
@) =ala—1)1+2)"7?,
" @) =a(@—1)(a—2)(1+z)*7".

Z tatwego do uzasadnienia (poprzez indukcje matematyczna) wzoru dlan € N

fM @) =al@=1)- - (a=n+1)(1+2)*"
widzimy, ze

FO=1f"0)=a(@=1)-...-(a—n+1).

Przyjmujac dla o € R oraz n € N oznaczenia

<g> . (2) _ a(a—l)-..ﬁi(a—n—i-l)

otrzymujemy nastepujace rozwiniecie Maclaurina:

(1+2)" = Zn: <Z> 2 + o0 (z"). (5.5)

k=0
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Jawna postaé powyzszego wzoru jest nastepujgca:
-1
1+z2)*=1+ar+ 05(062)932 +...+ (a):p” +o(z").
n

Podstawiajac o = % oraz n = 3, latwo dostajemy

1 1 1
v1+x—1+2x—§x2+16x3+0(x3).

5.4. Przyklady zastosowan do innych rozwinie¢é¢ i obliczen

W tym podrozdziale podamy przyklady rozwinie¢ funkceji innych niz opisane

powyzej oraz pewne zastosowania uzyskanych rozwinieé.

Przyklad 5.5. Wiemy, ze dla dowolnego = € R zachodzi

2 x3 1.4 x2n+2

x
T _1q o o s 2n+2Y
tot ottt +(2n+2)!+0(:€ )

Stad, podstawiajac —x w miejsce x, otrzymujemy od razu

2 x3 JI4 x2n+2

T=1- — - — [ S n+2)
R RTINS +(2n+2)!+0(x )
Zatem
) 1, oy x> b x2ntl ot
smhx—§(6 —e ) w+§+f—i—.,.+m+o(m )
oraz
1, ey v R 22n o1
cosha:—g(e +e )_1+§+1+"'+(2n)!+0(:€ )

Przyklad 5.6. Znamy rozwiniecia Macluarina rzedu 2 funkcji (dla z > —1)

\/1—1—7:1::1—%%:6—%9524-0(302),
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2

ew:1+x+%+o(x2).

Znajdziemy teraz rozwiniecie funkcji
f(z)=¢€e"V1+z.

Korzystajac z oczywistych wlasnosci symboli Landaua
11, 2 ? 2
f(z)= 1—|—§x—§x + 0 (2?) 1—|—m+?+0(x)
11 2
= <1+2x—8x2> <1+az+x2> + o (2?)

3 7 1 1
:1+2:13—|—8x2—|—<8x3—16x4>+0(x2).

Widzimy, ze

Stad

f(x)zl—l—;x—i—ng—i—o(xz).

Przyklad 5.7. Korzystajac z wcze$niej przypomnianych rozwinie¢

m-lzéx—émQ—}—o(aﬂ),

y?
ey:1+y+?+o(y2).
dla x > —1 oraz y € R znajdziemy rozwiniecie funkecji

f (@)= eVttt

2
fla)=1+ (%: — —a? +o(x2)> +§ (;w - éaf +o(w2)> - (56)
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Zauwazmy, ze

(;x ~latio (ﬁ))2 _ @x - ;m2)2+2 @x - ;:ﬁ) 0 (22)+ (0 (%))’
- 2 (G- go) o (@) + (0 (#2))" = o (&)

oraz

1 1.,\% 1 1 1 1
(zx—sxz) :4x2+<64x4_8x3):4x2+0($2)’

11 1
(256 - ng +o0 (:c2)> = Z:c2 +o0 ($2) .

Zatem dokonujac uproszczen w (5.6) wnioskujemy, ze

to

f(a:)zl—l—%x—i—o(xz).

Rozwiniecia funkcji we wzor Taylora (najczesciej Maclaurina) pozwalajg na
obliczanie granic bez uzywania reguly de ’'Hospitala.
Przyklad 5.8. Obliczymy granice

ln(l—i—x)—ﬁ_l

lim 5
x—0 x

przy pomocy rozwiniecia Taylora zamiast stosowania reguly de I'Hospitala.

Widzimy, ze
2
In(l4+z)=z-— %+o(m2),
ro 2 2

1 =r—x —i—o(x )
Stad i z relacji

o (1'2) +o (xQ) =0 (wQ)
mamy, ze
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Przyklad 5.9. Postepujac podobnie jak powyzej widzimy, ze jedynie dla o = 4
granica

(arctg 22)? — axsinx

lim 1

z—0 X

jest skonczona. Istotnie rozwiniecie licznika we wzoér Macluarina rzedu 4

prowadzi do formuly

5.5. Zastosowanie wzoru Taylora w optymalizacji

Zastosowania wzoru Taylora z reszta Peano sa widoczne zwlaszcza
w optymalizacji. = Podamy teraz i udowodnimy warunek konieczny
i wystarczajacy wyzszego rzedu na istnienie ekstremum lokalnego. Podajemy
je dla funkcji okreslonych na calej prostej, ale tatwo przeniesé ponizsze wyniki
na funkcje, ktorych dziedzing jest pewien przedzial P . Podobnie mozna
nakladacstabsze zatozenia rézniczkowalnosci, czego my nie robimy ze wzgledu

na niepraktyczny charakter tychze zatozen.

Twierdzenie 5.4. Zatézmy, ze funkcja f : R — R jest rozniczkowalna n-krotnie

w sposob ciqgty. Niech xo € R. Zatozmy, ze
f'(wo) = f" (w0) = . = f" 7 (w0) = 0, f) (o) 0 (57)
dla pewnego m takiego, ze2 < m < n.

(i) Jezelim jest parzyste, to punkt xq jest punktem ekstremum lokalnego. Przy
tym jezeli f(™) (o) > 0, to ¢ jest punktem minimum lokalnego, a jezeli

£ (z0) <0, to g jest punktem maksimum lokalnego.
(ii) Jezeli m jest nieparzyste, to w g jest punkt przegiecia.
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Dowéd. Wykazemy czes¢ (i). Korzystajac ze wzoru Taylora z reszta Peano

widzimy, ze dla dowolnego x € R zachodzi
) (g m
£ =3 T (0w o (@ — o)™,
k=0

Korzystajac z zatozenia (5.7) mamy

(m) (3
F@)= £ o)+ T 0y o (@ o)™,

Skoro liczba m jest parzysta, f(™) (o) > 0 oraz skoro

o ((z —w0)™)

@ —20)" — O przy (z —xzp)™ — 0,

to znajdziemy takie otoczenie U,, punktu x, ze dla wszystkich x € U,

zachodzi (m)
m 1 m m
ol — o)) < 5710 (5 )
Stad widzimy, ze dla z € U, mamy
(m) (g
F@)— 1) = T 0y o (@ )™
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Szeregi potegowe

6.1. Definicja i wiadomos$ci wstepne

Szeregi potegowe sg szczegOlnym przypadkiem szeregéw funkeyjnych.

Mielismy juz do czynienia z badaniem szeregu
+00
2"
n=0
w obszarze (—1, 1). Jest to najprostszy szereg potegowy.

Definicja 6.1. Niech 2y € R oraz niech {a,},. ; bedzie ustalonym ciggiem
liczbowym. Szereg funkcyjny postaci

—+00

Zan (x —x0)" = ap + a1 (x — z0) + az (l’—$0)2+
n=0

nazywamy szeregiem potegowym. Punkt x( nosi nazwe srodka szeregu, a ciag

{an},2 | nazywamy ciggiem wspolczynnikow tego szeregu.

Uwaga 6.1. Szereg > 5 a,, (v — )" definiujemy dla wszystkich x € R, ale

nie musi by¢ on zbiezny poza punktem x( (w ktérym zbiezny jest zawsze).

Przyklad 6.1. Szereg Z+ on"'z" jest zbiezny tylko dla x = 0. Dla pozostatych
x rozbieznos¢ szeregu wynika z zastosowania kryterium Cauchy’ego badania

zbieznosci szeregéw liczbowych (w tym przypadku z parametrem x).
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Przyklad 6.2. Szereg Z;ﬁ% ‘% jest z kolei zbiezny dla dowolnego z € R, co

tatwo uzasadniamy stosujac kryterium d’Alemberta.

Przyklad 6.3. Znany nam juz szereg Z:ﬁ% x™ jest zbiezny jedynie dla z €

(—1,1). Znéw dla uzasadnienia tego faktu stosujemy kryterium Cauchy’ego

badz kryterium d’Alemberta.

W dalszym ciggu dla uproszczenia przyjmujemy, ze xg = 0. Wyniki
teoretyczne przez nas uzyskane moga by¢ zastosowane z powodzeniem do

szeregow typu

—+o0
Z an (x — xo)"
n=0

w taki sam sposob. Dlatego tez nie bedziemy komplikowac zapisu.

Naszym celem jest podanie sposobu wyznaczania obszaru zbieznosci
szeregu
Z anx”.
n=0
Twierdzenie 6.1. Niech {ay,},- | bedzie ustalonym ciggiem liczcbowym. Jezeli

dla ustalonego & € R\ {0} szereg

+oo
2 lana"!
n=0
jest zbiezny, to szereg
> s

n=0

jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie w przedziale (— |Z| , |Z]).

Dowod. Wezmy a € (0,|Z|) i rozwazmy przedzial [—a, a]. Dla dowolnego

r € [—a,a] mamy

|an| |2["

lanx"| = lay||2"| =

x|n B
2" < Janl |l
T
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Skoro szereg Z:ﬁ% |a, ™| jest zbiezny, to na podstawie kryterium Weierstrassa
(twierdzenie szereg Z:{i% anx™ jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie
w przedziale [—a,a], a z dowolnosci a € (0,|Z|) mamy zbiezno$¢ niemal

jednostajng w (— |Z|, |Z]). i

Przyklad 6.4. Nalezy podkreslié, iz zbieznoé¢ szeregu > °%|a,z"| nie

gwarantuje zbieznosci obu szeregdw

+oo +oo
E a,T" oraz g an (—2)" .
n=0 n=0

Istotnie, pamietamy przyklad szeregu

+oo
> g
n+1 ’
n=1
ktory jest zbiezny dla x = —1, ale juz nie dla x = 1. Przedzial [—1,1) nie
jest jego obszarem zbieznosci bezwzglednej, gdyz dla x = —1 szereg ten jest

zbiezny jedynie warunkowo.

Uwaga 6.2. Zalozenie o zbieznosci szeregu

+oo
D land"|
n=0

oznacza, ze stosujac warunek konieczny zbieznosci szeregu liczbowego
otrzymujemy

: ny
nll}l_’l_loo lap,z™| = 0.

Stad istnieje taka stata M > 0, ze dla wszystkich n € N zachodzi

lapz"| < M.

Uwaga [6.2] sugeruje, iz zalozenia twierdzenia [6.1 mozna oslabi¢, co pokazemy

ponize;j.
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Twierdzenie 6.2. Niech {ay} - | bedzie ustalonym ciggiem liczbowym. Jezeli

dla ustalonego & wyrazy szeregu

+0o0

2 lanz"|

n=0

sq ograniczone (czyli jezeli istnieje taka stata M > 0, ze dla wszystkichn € N

zachodzi |a, ™| < M), to szereg

jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie w przedziale (— |Z| , |Z]).

Dowo6d. Wezmy podobnie jak poprzednio a € (0, |Z|) i rozwazmy przedzial
[—a,a]. Dla dowolnego = € [—a,a|, korzystajac z ograniczono$ci wyrazow
szeregu, otrzymujemy

n n
| = lan| |2 ~

|anx "=

n
anl 2" 2] < 2|2
xT x

Skoro ‘%‘ < 1, to szereg
+o00 am
>l
n=0

—+00
n=0

jest zbiezny. Stad szereg i anx™ jest zbiezny niemal jednostajnie

i bezwzgledniew (— ||, | z7]). i
Przyklad 6.5. Rozwazmy szereg
n+1" "

n=0

Wowezas dla x € [—1, 1] mamy

n —

2" <1ldlan € N.

n+1
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Szeregi potegowe

Na podstawie powyzszego twierdzenia rozwazany szereg jest zbiezny niemal
jednostajnie i bezwzglednie w (—1,1). Szereg ten jednakze nie jest zbiezny
w punktach z = £1. W konsekwencji wyniku z powyzszego twierdzenia nie

uda sie rozszerzy¢ na przedzial [— |Z|, |Z|].

Twierdzenie 6.3. Niech {ay},- | bedzie ustalonym ciggiem liczcbowym. Jezeli

dla ustalonego x # 0 szereg
+oo
D land"|
n=0

jest rozbiezny, to szereg S 20 ana™ jest rozbiezny w zbiorze (—oo, —|F|) U
(I2], 400).

Z powyzszych twierdzen uzyskujemy nastepujaca charakteryzacje, ktora
postuzy nam dalej do sformulowania definicji tzw. promienia zbieznosci

szeregu potegowego.

Twierdzenie 6.4. Niech {ay} | bedzie ustalonym ciggiem liczbowym. Dla
danego szeregu potggowego Z:{:é anx™ zachodzi doktadnie jedna z trzech

mozliwosci:
(i) szereg jest zbiezny jedynie dla x¢ = 0;
(ii) szereg jest zbiezny niemal jednostajnie i bezwzglednie na R;

(iii) istnieje liczba dodatnia R taka, ze szereg jest zbiezny niemal jednostajnie
i bezwzglednie w przedziale (—R,R) oraz rozbiezny w zbiorze

(—00, —R) U (R, +00).

Dowéd. Przez A oznaczmy obszar zbiezno$ci szeregu potegowego

—+00
n=0

anx”. Jezeli A = {0}, to zachodzi przypadek (i).

Teza (ii) zachodzi, jezeli szereg jest zbiezny dla kazdego » € R. Zatem

zbiezny jest rowniez dla x = 1. Stad widzimy, Ze istnieje M > 0 takie, ze
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Promien zbieznosci szeregu i jego wyznaczanie

lan| < M dlan € N. Zbiezno$¢ niemal jednostajna jest tatwa do uzyskania.

Istotnie, wezmy dowolne b > 0. Mamy wtedy dla kazdego = € [—b, ]

TL|_

n| _ n|T|" n
|ane”| = Jan| [2"] = lan| [B]" || < lan| [b]".

Teza zachodzi zatem na podstawie kryterium Weierstrassa (twierdzenie [4.1).

Przypu$émy, ze A zawiera inne punkty niz 0, ale istnieje * # 0 taki, ze
szereg Y20 |a,@"| jest rozbiezny na podstawie twierdzenia Wowczas
(—o0, — |Z|) U (]Z|, +00) nie jest podzbiorem A. Stad zbidr A jest ograniczony.

Zatem skoro zbiér A zawiera inne punkty niz 0, otrzymujemy
0 < R=supA < +oo.

Wezmy dowolny element 2z € R taki, ze 0 < |z| < R. Wtedy na podstawie

definicji kresu gornego istnieje takie 7y, ze
|$| < x1 < R.

Skoro szereg Z;ﬁ% anx’ jest zbiezny na podstawie twierdzenia to szereg

—+00

20 anx™ jest zbiezny niemal jednostajnie i bezwzglednie na (—wzq,x1).

Z dowolnosci z; wnioskujemy, ze szereg Z:L'i% anx™ jest zbiezny niemal
jednostajnie i bezwzglednie na (—R, R). Z definicji kresu gérnego wynika, ze
(=00, —R) U (R, +00) nie jest podzbiorem zbioru A. i

6.2. Promien zbieznos$ci szeregu i jego wyznaczanie

Twierdzenie ktére udowodnilismy pod koniec poprzedniego rozdziahu,
dostarcza sugestii odno$nie postaci obszaru zbieznoéci szeregu. Poniewaz
obszar ten jest symetryczny wzgledem zera, jest sensowne méwienie o jego

promieniu.
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Szeregi potegowe

Definicja 6.2 (Promien zbieznosci). Promieniem zbiezno$ci szeregu
+o00
E anxT”
n=0
nazywamy liczbe

+o00
R = sup {:C eR: Z anz" jest zbieiny} .

n=0
Wracajac do przyktadow, ktore omawialiSmy na poczatku, widzimy, ze dla

szeregu:

(@) ;:i% n"z™ mamy R = 0;

(i) S0 2o

n—0 T Mmamy R = +o0;

(iti) 20 2™ mamy R = 1.

Promien zbieznosci nie jest wyznaczany na ogdl z definicji, chociaz
dalej podajemy przykiad, w ktorym tylko taka droga postepowania prowadzi
do konkluzji. Mamy do dyspozycji dwa wygodne w stosowaniu kryteria
bazujace na znanych twierdzeniach pozwalajacych bada¢ zbieznosc szeregow
liczbowych. Bierze sie to stad, ze dla ustalonego x szereg Z:{S& anx™ jest

szeregiem liczbowym i podlega znanym nam prawom i kryteriom.

Twierdzenie 6.5 (d’Alemberta-Hadamarda). Niech {a,},. | bedzie ustalonym
ciggiem liczbowym takim, ze a,, # 0 dlan € N. Jezeli istnieje granica (wlasciwa

lub niewtasciwa)

. An+1
lim |2 = l
n—-+4oo an
—+00

to promien zbieznosci szeregu ) )~ ap,T" wynosi

0, gdyl=+oo0,
R=1{ +oo, gdyl=0,

1, gdyl € (0,+00).
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—+00

n
n=0 ano

Dowéd. Wezmy =z # 0. Wtedy badajac zbieznos¢ szeregu

z kryterium d’Alemberta mamy

n+1
. Qp417T
lim |Z°At

=1lz|.
n—-400

anx™

Stad jesli | = +o00, to szereg jest rozbiezny dla x # 0, czyli R = 0. Jeslil = 0,

to dla dowolnego x mamy

an+1xn+1

lim
n—-4o00

<1,

anx"™

an+lxn+1

anx™

1 _ 1

czyli R = +o0. Jeslil € (0,+00), to lim,—s 4o =llz| < 1, oile

Postepujac w ten sam sposob, jak przy dowodzie twierdzenia

d’Alemberta-Hadamarda, otrzymujemy kolejny rezultat.

Twierdzenie 6.6 (Cauchy’ego-Hadamarda). Niech {a,},- | bedzie ustalonym
ciggiem liczbowym. Jezeli istnieje granica (wlasciwa lub niewtasciwa)

lim V/|a,| =1,

n—-+o0o

+oo

to promieri zbieznosci szeregu ), — a, " wynosi

0, gdyl=+o0,
R=4 400, gdyl=0,
7. gdyl € (0,+00).

Uwaga 6.3. Powyzej udowodnione twierdzenia pozwalaja znajdowac¢ w tatwy
sposob promien zbieznosci szeregu. Nie mowia one jednak niczego o obszarze
zbieznosci, gdyz moga istnie¢ szeregi zbiezne w punktach + R badz w ktoryms
z nich. W takim wypadku trzeba korzysta¢ z kryteriéw zbieznosci szeregdw

liczbowych. Ich stosowanie nie jest jednakze na ogét tatwe.
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Przyklad 6.6. Rozwazmy szereg

Stosujac twierdzenie d’Alemberta-Hadamarda otrzymujemy R = 1. Widzimy,
ze powyzszy szereg jest zbiezny dla x = =+1, skad jego obszarem zbieznosci
punktowej jest [—1, 1]. Powstaje zatem naturalne pytanie, czy po dolaczeniu

do obszaru zbieznosci ktoregos z krancéw zmieni sie charakter zbieznosci.

Twierdzenie 6.7 (Abela). Niech {a,},. | bedzie ustalonym ciggiem liczbowym.

Niech R > 0 bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego :i% anx”.
Zalézmy, ze szereg ten jest zbiezny dla x = R. Wowczas (—R, R] jest

jego obszarem zbieznosci niemal jednostajnej, tzn. na kazdym domknigtym

podprzedziale zbioru (— R, R) szereg 3" 1% a, ™ jest zbiezny jednostajnie.

Dowdd. Wystarczy wykaza¢ zbieznoéé jednostajng na przedziale [0, R)].

Widzimy, Ze rozpatrywany szereg mozemy zapisa¢ nastepujaco:
+oo
€T n
> ()
n=0 R
Ponadto szereg
+o0
> ot
n=0
jest zbiezny (jednostajnie) oraz funkcje

0= (3)’

tworza ciag jednostajnie ograniczony (przez R) oraz monotoniczny wzgledem
n dla kazdego x € [0, R]. Stad na podstawie kryterium Abela (twierdzenie
szereg > 1% a, 2™ jest zbiezny jednostajnie na [0, R]. Skoro szereg jest juz
zbiezny jednostajnie na [—a, 0] dla dowolnego a € (0, R), to stad wynika teza

twierdzenia. |
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Promien zbieznosci szeregu i jego wyznaczanie

Uwaga 6.4. W przypadku, gdy w twierdzeniu obszarem zbieznosci jest
przedzial (—R, R), to zbiezno$¢ tam nie moze by¢ jednostajna. Istotnie, gdyby

zbiezno$¢ byla jednostajna, to z ciggloéci funkcji potegowej mielibysmy

—+00 “+00
: n n
lim E apz’ = E anR",
=0 n=0

=R~
czyli szereg
+oo
D anR",
n=0
bylby zbiezny, co jest niemozliwe.

Przyklad 6.7. Szeregi

—+o00o “+00 n
n x
E X oraz E 1
n=0 n=0 n

maja promien zbieznosci 1, ale obszarem zbieznosci pierwszego szeregu jest

przedzial (—1, 1), a obszarem zbieznosci drugiego szeregu jest przedziat [—1, 1).

Przyklad 6.8. Szereg

= on + 1 . o)
2 oty @Y

n=2

badamy w taki sposéb, iz dokonujemy podstawienia y = x — 2, otrzymujac
szereg

00
Z myzn = Zy‘l + 1—70?46 + ...
n=2
Widzimy, iz jego wspolczynniki nie sg niezerowe. Nie mozna zatem
stosowa¢ twierdzenia d’Alemberta-Hadamarda (twierdzenie [6.5). Korzystajac

z twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda (twierdzenie otrzmujemy

. 2n+1
lm {/——-—+-=1
n—+oo \| (n — 1) (n+ 2)
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Stad wynika, ze promien zbieznosci R = 1. Widzimy, stosujac kryterium

poréwnawcze, ze szereg
o0

2n+1
le:;(n—l)(n+2)

nie jest zbiezny. Na podstawie kryterium Leibniza widzimy, Ze szereg

o0

n 2n+1
> (=1 (n—1)(n+2)

n=2

jest zbiezny. W rezultacie obszarem zbieznos$ci niemal jednostajnej szeregu

> 2n + 1 on
2 @2

n=2

jest [1,3). Obszarem zbiezno$ci bezwzglednej jest (1, 3). Istotnie, —1 < y < 1,
zatem —1 < x — 2 < 1.

Przyklad 6.9. W przypadku szeregu
+o00
>
n=0

rowniez nie wszystkie wspotczynniki sg niezerowe. Zastosowanie kryterium
Cauchy’ego-Hadamarda ani d’Alemberta-Hadamarda nie jest tutaj mozliwe,
zatem obszar zbieznosci tego szeregu wyznaczymy badajac zbieznosé szeregu
liczbowego z parametrem. Otrzymujemy wowczas (tym razem stosujac

twierdzenie d’Alemberta)

St 0 dla|z| <1,
. . nn!
lim — | = lim |z|"™ = 1 dlazxz = +1,
n—-+o0o x n—-+oo
+oo dla |z| > 1.
Stad widzimy, ze promien zbieznosci R = 1 i obszarem zbieznosci niemal

jednostajnej i bezwzgledna rozwazanego szeregu jest (—1,1).
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Uwaga 6.5. Twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda jest mniej restrykcyjne od
twierdzenia d’Alemberta-Hadamarda, gdyz nie wymaga tego, zeby wszytkie
wspotczynniki szeregu byly niezerowe. Dodatkowo mozemy opusci¢ zalozenie,
ze istnieje granica (wlasciwa lub niewlasciwa)

lim  /Jan] =,

n—-+4o0o

zastepujac [ nastepujaca definicja:

[ :=limsup V/|ay|.

n——+0oo
Obserwacja poczyniona w powyzszej uwadze jest na tyle istotna, ze

wyrdznimy ja w postaci kolejnego twierdzenia.

Twierdzenie 6.8 (Cauchy’ego-Hadamarda w wersji z granicq gorng). Niech

{an},2 | bedzie ustalonym ciggiem liczbowym i niech

[ = limsup v/|ay,]|.

n——+0o0o
Wbowczas promien zbieznosci szeregu ZZ:{) anz" wynosi
0, gdyl=+o0,

R=4{ 400, gdyl=0,
%, gdyl € (0,+00).

Przyklad 6.10. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego-Hadamarda w wersji

z granicg gorng znajdujemy, ze promien zbieznosci szeregu

+oo
D+ (=nn)"e”
n=0
wynosi
1 1 1
R =limsup ——F~= lm ————~=-.
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6.3. Operacje algebraiczne na szeregach

Zajmiemy sie teraz dodawaniem i mnozeniem (w sensie iloczynu Cauchy’ego)
szeregdw. Niech {a,},~, {bn} -, beda ustalonymi ciggami liczbowymi.

Oznaczymy
+oo +oo
n n
= anx”, Z = bnx".
PIEDILESD DD I
n=0 n=0
Twierdzenie 6.9. Jezeli szeregi ) ,, > ., majq promienie zbieznosci Ri, Ry

odpowiednio, to ich suma, czyli szereg

“+00

Z (an + bp) "

n=0
ma promieni zbieznosci R > min { Ry, Ra}. Przy tym, jezeli R1 # Ra, to R =
min { Ry, Ra}.

Przyklad 6.11. Szeregi

Xy X1

maja promienie R) = Ry = 2. Ich suma

4n — 1
n=0
ma promien R = 4.
Niechdlan € N
n
Cn =Y apbp_t, = aoby + arbp_1 + ... + anbo. (6.1)

k=0
We wnetrzu obszaru zbieznosci szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie.
Powolujac sie na twierdzenie Mertensa, widzimy, ze w cze$ci wspolnej wnetrz

obszarow zbieznosci szeregi potegowe mozna mnozy¢.
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Twierdzenie 6.10. Jezeli szeregi » ., > , majg promienie zbieznosci Ri, Ro

odpowiednio, to ich iloczyn Cauchy’ego, czyli szereg

+oo
2 ent™,
n=0
gdzie c,, jest dane wzorem dlan € N, ma promien zbieznosci
R 2 min {Rl, RQ} .

Przyklad 6.12. Mnozac szereg >.. 52" = L przez siebie na (—1,1)

i korzystajac z relacji

+oo 1

E " = dlaz € (—1,1)
1—=x

n=0

dostajemy
+o00
o 5 = Zn:ﬂ"‘l.
(1—z)" =

Dodatkowo mozemy skomentowa¢ przypadek rownosci sum szeregow » ,,
> o W otoczeniu 0. W takiej sytuacji szereg nie moze mie¢ dwoch réznych

postaci.

Twierdzenie 6.11. Jezeli szeregi > ,, Y, majq jednakowe sumy w pewnym

otoczeniu 0, to sq tozsamosciowo rowne, tzn. a, = by, dlan =0,1,2, ...
Dowéd. Biorac x = 0 w tozsamosci
ap +a1x + (ZQZL‘2 +...=byg+ b1z + bgl’Q + ...

otrzymujemy ag = bg. Stad biorac dowolne x # 0 widzimy z powyzszej

tozsamosci, ze
a1x + asx® + asz>... = byx + bz + by + ...
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Mozemy teraz podzieli¢ jej obie strony przez x, w wyniku czego mamy

ai + asz® + asz3... = by + box® + bya® + ...
Przechodzac z x — 0 widzimy teraz, ze a; = b;. Stosujac zasade indukcji
matematycznej uzyskujemy a, = b, dlan =0,1,2, ... i

6.4. Ciaglos¢ sumy szeregu, rozniczkowanie i calkowanie szeregu

Skoro szereg jest niemal jednostajnie zbiezny przynajmniej we wnetrzu obszaru

zbieznosci, to od razu otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.12. Niech {ay},- | bedzie ustalonym ciggiem liczcbowym. Suma

szeregu ::S()) anx™ o promieniu zbieznosci R jest ciggla w zbiorze (—R, R).
Jezeli szereg Z:ﬁ% anx" jest zbiezny w ktoryms z punktow £ R, to suma tez jest

w nim ciggta.

Przejdziemy teraz do analizy promienia zbieznosci szeregu pochodnych.
Z wcze$niej omawianych przyktadéw nalezy sie spodziewad, iz oba szeregi maja

ten sam promien zbieznosci.

Twierdzenie 6.13. Niech {ay,} -, bedzie ustalonym ciggiem liczbowym.

Wowczas szeregi potegowe

+o0o +00
n n
= anx’”, = nanp®
D, =2 ana™ Y, =) nan
majq ten sam promieni zbieznosci.

Dowod. Oznaczmy przez R, Ry promienie zbieznosci szeregow » ,,> o
odpowiednio. Niech R; > 0. Zalézmy, ze
1

limsup,,_, 4o &/]an|
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Ciaglos¢ sumy szeregu, rézniczkowanie i catkowanie szeregu

Wtedy dla x # 0 mamy

1
Ry = limsup ——— = R;. |

n—+oo {/|nay|

Zauwazmy, ze szereg

—+00 —+00 —+00
E , = g napz™ ! = g na,z" "t = g (n+1)ap12"
n=0 n=1 n=0

jest szeregiem pochodnych szeregu > = "0 a, 2"

Twierdzenie 6.14. Niech {a,},. | bedzie ustalonym ciggiem liczbowym.
Wowczas szereg potegowy ZZ:()) anx™ mozna rézniczkowacé wyraz po wyrazie

we wnetrzu obszaru zbieznosci.

Dowod. Szeregi >, i ) ,, okreslone jak wyzej, maja ten sam promien
zbieznosci. Poniewaz zbieznos$¢ szeregu potegowego jest niemal jednostajna
wewnatrz jego obszaru zbiezno$ci, teze otrzymujemy z twierdzenia

o rozniczkowaniu wyraz po wyrazie szeregu funkcyjnego. i

Uwaga 6.6. Skoro szereg pochodnych jest rowniez szeregiem potegowym,
to stad wynika, iz szereg potegowy mozna rézniczkowaé¢ wyraz po wyrazie

dowolng ilo$¢ razy we wnetrzu jego obszaru zbieznosci.

Bazujac na znanych juz wynikach dla szeregéw funkcyjnych (twierdzenia
mozemy sformulowa¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.15. Niech {a,},., bedzie ustalonym ciggiem liczbowym.

Zatézmy, ze promien R szeregu potegowego Z:{i% anx™ nie jest zerem (ale moze

—+00

n 4 .
n—0 nx". Wowczas:

byc¢ 4+-00). Niech S oznacza sume szeregu

(i) funkcja S jest klasy C*° na (—R, R), tzn. istniejq i sq ciggle na (—R, R)
Jjej pochodne dowolnego rzedu;
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(ii) dla dowolnego x € (—R, R) zachodzi rowno$é

“+o00

S (z) = Z (n+1)aps12™;

n=0

(iii) dla dowolnego x € (—R, R) zachodzi rowno$é

/ S (t)dt = "
n+1

Uwaga 6.7. Powyzsze twierdzenie zachodzi rowniez dla szeregdéw postaci

o0
Z an (x — )"
n=0

o srodku w zg. Wtedy:

(i) funkcja
S:(xo— R,zo+R) — R

jest klasy C°°;

(ii) dla dowolnego x € (xg — R, xo + R) zachodzi

—+00

' () =) (n+ 1) ans (& —20)"

n=0

(iii) dla dowolnego x € (xg — R, xo + R) zachodzi

x +oo
/ S(tydt ="
o n=0 n

Pozostaje nam skomentowaé, w jaki sposéb wspolczynniki szeregu

+o0o
Z an (x — )"
n=0

zaleza od pochodnych funkcji .S.

_ n+1
7 (@ =)™
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Twierdzenie 6.16. Niech {a,}.. | bedzie ustalonym ciggiem liczbowym.

Zatozmy, ze promienn R szeregu potggowego

“+oo
Z an (x — z0)"
n=0

nie jest zerem (ale moze byc¢ +o00). Wspétczynniki a,, zalezq od pochodnych sumy
S:(zo—R,z0+R) =R

w sposob nastepujgcy:

(n)
ap = 575”””0) dlan € N, ap = S (o) . (6.2)
.

Uwaga 6.8. Czasem stosujac konwencje S() () = S (z¢) oraz pamietajac,

ze 0! = 1, bedziemy pisali

S (x0)

dlan=0,1,2,...
n!

an =
Udowodnimy teraz twierdzenie [6.16]
Dowod. Widzimy od razu, ze dla z € (29 — R, zo + R) zachodzi
S (x) = ap + a1 (x — 20) + ag (v — x0)* + ...
Stad S (z) = ag. Obliczajac pierwsza pochodng funkcji S dostajemy
S (x0) = ay.

Przy pomocy indukcji matematycznej tatwo uzasadniamy, ze

[e.e]

S (@)=Y "nmn-1) .- (n—k+1)ay (@ —z0)" "
n=~k
Wstawiajac w powyzszym wzorze © = xg od razu dostajemy . i
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6.5. Funkcje analityczne

Niech {a,} -, bedzie ustalonym ciagiem liczbowym. Zal6zmy, ze promien

R szeregu potegowego :{i% anx™ nie jest zerem (ale moze byé +00). Niech
f: (=R, R) — R oznacza funkcje f (z) = 320 apa™. Wiadomo woweczas,

ze funkcja f jest klasy C*° przynajmniej na (—R, R). Powstaje zatem pytanie,
czy kazda funkcja klasy C'° daje sie (przynajmniej lokalnie, tzn. w otoczeniu
kazdego z punktow z wnetrza swojej dziedziny) przedstawi¢c w postaci
sumy pewnego szeregu potegowego. Dokladniej pytamy o dopuszczalnos¢
nastepujacego przedstawienia. Niech f : X — R, gdzie X C R jest pewnym

zbiorem otwartym. Dla kazdego xg € X istnieja:

(i) liczba 6 > 0,

(i) ciag liczbowy {ay} -, takie, ze
+oo
f(‘r) = Zan (w_x())n dlax € (zg — 6,29+ 6) .
n=0

Woweczas wiadomo, ze

(n)
Qpn = fi(mo)dlan:(),l,l...
n!

= f(n) (‘TO) n
fla)=>Y —F=(x—m)" dlaz € (xg—dz0+6). (63

W szczeg6lnosci dla zg = 0 mamy

IX £ (o
B0

™ dl — .
YR dlaz € (—94,9)

n=0
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Podamy dalej odpowiedz na powyzej postawione pytanie. Zauwazmy, zZe

jesli f jest klasy C*° na X, to szereg (zwany dalej formalnym szeregiem

Taylora funkgji f)
IX ) (g
Z f (' 0) (SU . 950)
n=0 n

mozemy zdefiniowac dla dowolnego z¢ € X. Ale nie oznacza to automatycznie,
iz zachodzi réwnos¢ (6.3) w pewnym otoczeniu punktu z. Dodatkowo nalezy
zbadaé obszar zbieznosci tego szeregu, ktoéry nie musi pokrywac sie z dziedzing
funkcji. Je$li ¢ = 0, to powyzszy szereg nazywamy szeregiem Maclaurina.
Zwroémy uwage na nastepujacy przyklad (w  ktorym czesc

skomplikowanych obliczen pomijamy):

Przyklad 6.13. Rozwazmy funkcje f : R — R klasy C*° dana wzorem

{ 6*1/12, dla x # 0,

J ) = 0, dlaz = 0.

Latwo sprawdzi¢, ze f (0) = 0dlan = 0,1,2,... Stad gdyby funkcja

rozwijala si¢ w szereg Macluarina, to w pewnym otoczeniu 0 o promieniu § > 0

mieliby$my
I )
f(x)= Z fn'(())x" dlaz € (-4,6).
n=0 ’

Skoro f(™) (0)=0dlan =0,1,2,..., to widzimy, ze
f(z)=0dlaz € (-4,9),
co jest niemozliwe, bo f (z) > 0 dlax € (0,0).
Uwaga 6.9. Z przykladu[6.13]i wezesniejszych uwag wynika, ze kazda funkcja

postaci

T2 £(n)
) =3 T g € (w0 .00 +0),05 0,z € R
n=0 ’

(6.4)
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jestklasy C*° (z¢ — d, z¢ + ), ale nie kazda funkcja klasy C*° (z¢ — 6,z + 0)

jest powyzszej postaci.

Zajmiemy sie teraz warunkiem wystarczajacym na to, by funkcja byla
(lokalnie) rozwijalna w szereg Taylora, czyli by zachodzila rownosé (6.4)
w otoczeniu kazdego punktu z wnetrza dziedziny. Rozwijalno$¢ w sensie
Taylora oznacza, iz formalny szereg Taylora jest zbiezny i jego suma jest f.
Zbieznos¢ formalnego szeregu Taylora z kolei oznacza, iz reszta we wzorze

Taylora zbiega na pewnym przedziale jednostajnie do 0.

Twierdzenie 6.17. Niech 0 > 0, o € R. Niech f € C* (R). Jezeli istniejg
indeks no oraz stata M > 0 takie, ze dlan > ng oraz x € (xg — 0,20+ 9)
zachodzi

n!

oo < a2
to funkcja f rozwija sie w szereg Taylora $rodku xo i o promieniu réwnym co
najmniej 6.

Dowéd. Zapiszmy wzoér Taylora z reszta Lagrange’a (twierdzenie

w punkcie zg dlan > ng :

f(x) =f (wo) + f' (z0) (x = wo) + === (& = w0)” +
)
e g o)

gdzie x,, € (z,20), v € (zo — 0,0 + §). Zatem reszte

() = e £ () (0= )

(n+1)!
dlaz € (zg — d,x0 + J) mozemy oszacowaé nastepujaco:

1
T — o n+

rn ()| < M

Skoro |£5%| < 1, to widzimy, ze r,, = 0 na (zg — &, o + 0) . Stad dostajemy

od razu teze twierdzenia. i
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Uwaga 6.10. Czesto w zastosowaniach sprawdzamy, czy
(f () ( ] M. (6.5)

Wtedy mamy oszacowanie reszty

5n+1
- (n +1)!

n+1

[ ()] <

M
CE= |z — o

skad rowniez od razu wynika, ze r,, = 0 na (z¢ — d,z9 + ¢). Dodatkowo
nalezy podkresli¢, ze oszacowanie typu (6.5) moze zaleze¢ od otoczenia punktu,

w ktorym jest okreslone.

Powyzej uzyskane twierdzenie informuje nas kiedy funkcje mozna
(lokalnie) rozwijaé w szereg Taylora. Stad wyrdzniamy specjalna klase
funkcji zwanych funkcjami analitycznymi, o wlasnosci opisanej w powyzszym

twierdzeniu.

Definicja 6.3 (Funkcja analityczna). Niech X C R bedzie zbiorem otwartym.
Moéwimy, ze funkcja f jest analityczna na X, jezeli dla dowolnego x¢p € X
istnieja:

(i) liczba 6 > 0,

(i) ciag liczbowy {a,}, -,
takie, ze

[e.9]
= Zan(fc—mg)" dlaz € (xg— 0,20+ 0).
Przyklad 6.14. WeZmy funkcje f : R — R dang wzorem

f(z)=¢€".

Wtedy £ (z) = e* dla dowolnych 2 € R oraz n € N. Funkcja f jest zatem
klasy C*° na R. Widzimy, ze dla xp = 0 oraz dowolnie ustalonego 6 > 0
zachodzi

‘f(") (a:)‘ <ed =M.
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Stad mamy rozwiniecie

400 o
fl)=>Y" ] (6.6)
n=0
dla dowolnego * € R. Zachowujemy konwencje, ze 20 = 1. Szereg

jest zbiezny niemal jednostajnie, co jest konswekwencjg tego, ze stala M
uzyskana powyzej zalezy od promienia przedziatu, na ktéorym stosujemy wzor
Maclaurina. Ogolniej, funkcja f () = e® rozwija sie w szereg Taylora

“+oo

f(z)= Z e*o (&= z0)"

|
= n!
w dowolnym otoczeniu kazdego punktu xg € R. Zatem funkcja eksponencjalna

jest analityczna. Promien zbieznosci zaréwno w przypadku szeregu Taylora, jak

i Maclaurina wynosi +o0.

Przyklad 6.15. Kladac we wzorze —x? zamiast x otrzymujemy dla
dowolnego x € R

+oo
e_xQ _ Z (_1)71 LQR
n=0 nl

Skoro powyzszy szereg jest niemal jednostajnie zbiezny na R, to mozemy go

catkowac¢ wyraz po wyrazie otrzymujac dla z € R

T +oo +oo n T +oo n _2n+1
(1) / 2 ()" =
dt e t"dt = .
/ Z n! Jy Z n! 2n+1

Przyklad 6.16. Stosujac indukcje matematyczng tatwo wykazujemy, ze dla
dowolnego = € R i dowolnegon € N

sin™ () = sin <x + %) , cos™ () = cos <a: + %) .

Stad uzyskujemy rozwiniecia w szereg Macluarina

B « (2n+ 1)! ’
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J’_
=~ (D",

COsST = ZWCI’}

n=0

n

o promieniu zbieznosci réwnym +o0o. Oba szeregi sa niemal jednostajnie

zbiezne.

Uwaga 6.11. Wszystkie funkcje elementarne sg analityczne. Podobnie zlozenia
(wykonalne) funkcji analitycznych sa analityczne. Drzialania arytmetyczne
(wykonalne) na funkcjach analitycznych prowadza do uzyskania funkcji

analityczne;j.

Przyklad 6.17. Funkcja f : R — R dana wzorem

1

o)==

jest analityczna jako wykonalne zlozenie funkcji analitycznych. Szereg

Maclaurina tej funkcji ma postaé

—+00

Z (_1)n x2n’

n=0

skad widzimy, ze promien zbieznosci wynosi 1. Uzyskujemy go w rozwinieciu
+oo
D "= %
n=0 B
2

wstawiajagc ¢ = —x°. Ten przyklad dobrze oddaje sens zadania lokalnej

rozwijalnosci w szereg Taylora dla funkcji analityczne;j.

Przyklad 6.18. Funkcje arctg oraz In sa analityczne. Rozwijamy je
w szereg Maclaurina znajdujac ich pochodne i catkujac wyraz po wyrazie ich
rozwiniecia. Rozwazmy dla przykladu funkcje arctg zostawiajac funkcje In do
rozwiniecia Czytelnikowi.

Wiemy, ze
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skad na podstawie twierdzenia Newtona-Leibniza wnioskujemy, ze

x
1
t = t — tg0 = —dt.
arctgx = arctgzx — arctg /(]1+t2

Skoro dla ustalonego z € (—1,1) szereg

“+o00

Z (71)11 t2n

n=0

jest zbiezny jednostajnie na [0,z], to mozemy zamienia¢ sumowanie

i catlkowanie na podstawie twierdzenia[6.15 uzyskujac

(—1)"t*"dt = (—1)"/ tndt =y L g2t
0 n=o0 n=0 0 n=0 n+1
Skoro dla x = 1 szereg
+ +
S e 3 GV
2n+1 2n+1
n=0 n=0

jest zbiezny warunkowo, to otrzymujemy jego rozwiniecie

+o0

arctgr = Z 7(_”” 2t
= 2n+1

dla x € (—1,1]. Zbiezno$¢ powyzszego szeregu jest niemal jednostajna
w przedziale (—1,1] oraz bezwzgledna na (—1,1). Skoro arctgl = 7, to

mozemy tatwo zauwazyc, ze

4 2n+1"
n=0

Przyklad 6.19. Postepujac jak w powyzszym przykladzie uzyskujemy

rozwiniecie
400 " "
In(1 = -1 —
a(l+a) =3 ()T
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dla z € (-1, 1]. Podstawiajac tu z = 1 otrzymujemy

+oo n+1
—1
h2=%" =H™
n
n=0

Przyklad 6.20. Obliczymy catke

“+o00
6712 _ Z (_1)71 1132”
n=0 n!

jest niemal jednostajnie zbiezny na R, skad

1 +o0 2n +oo n  pl +00 n
s R 2 ()
/Ongo(_l) n! dx—z n! /0 " _Zonl(2n+l)'

n=0 n=
Skoro .
(-1)
—— | <0.0001
n!(2n+1)
juzdlan = 8, to
1
1 1 1 1 1 1 1
2
dpml— =g — — — 4 — _
/0 c 3710 42 " 216 1320 9360 75600
1009219
= (.746 82,
1351 350

Jak pokazemy w kolejnym przykltadzie, stosujac calkowanie szeregow

znajdujemy postaci funkcji, ktére dane sa niejawnie.

Przyklad 6.21. Wiemy, ze

sin x

z—0 T
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skad wnioskujemy, ze catka
/ ﬂdt dla ustalonego x € R

jest catkg Riemanna. Mozemy zatem zdefiniowa¢ funkcje f : R — R wzorem

/ smt

S~ (D" o
int = "
snt =3 5o

Skoro

i szereg ten jest zbiezny niemal jednostajnie, to dla x € R

2400 1ynt2 +oo nto
_ (-1) 0o (-1) n
f(x)_/o — (2n+1)!t2 dt_n;)(27~L+1)!(2n+1)‘7”2 o
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Szereg Fouriera

Rozwazali$my juz zagadnienie przyblizania funkcji (analitycznych) ich
szeregiem Taylora. Sumy czeSciowe tego szeregu sa wielomianami coraz
wyzszych stopni. W takim razie dla funkcji sinus, ktoéra jest okresowa, kolejne
przyblizenia sa wielomianami, czyli funkcjami nieokresowymi. Stad wyrasta
potrzeba przyblizania funkcji okresowych funkcjami réwniez okresowymi.

Stuzg temu szeregi Fouriera.

7.1. Funkcje okresowe

Definicja 7.1. Funkcje f : R — R nazywamy okresowg o okresie T > 0, jezeli
dla dowolnego « € R zachodzi

Fla+T) = f(x).

Jesli funkcja f jest okresowa, to najmniejsza liczbe dodatnia T o powyzszej

wlasnosci (o ile taka istnieje) nazywmy okresem podstawowym.
Przyklad 7.1.

(i) Funkcje trygonometryczne sg okresowe. Okresem podstawowym funkecji

sinus i kosinus jest 27, a funkcji tangens i kotangens 7.
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(ii) Funkcja stala jest okresowa o dowolnym okresie dodatnim, stad nie ma

okresu podstawowego.

(ili) Funkcja okresowa o okresie 7' = 1 jest funkcja x — [x], gdzie przez [z]

rozumiemy cze$¢ catkowita liczby x.

(iv) Funkcje z —— cos (Az), x —— sin (Az), gdzie A # 0, sa okresowe

: 27
o okresie podstawowym <.

(v) Funkcja Dirichleta
1, z€Q

ro-{yres

jest okresowa. Kazda liczba wymierna jest jej okresem.

Uwaga 7.1. Dowolna funkcje okre$long na przedziale [a, b) mozna przedluzy¢

do funkcji okresowej o okresie 7" = b — a na R kladac

fx+kT)=f(x) dlak €Z,z € [a,b).
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Przedluzenie takie nie musi by¢ ciagle w punktach + = a + kT, nawet jesli
funkcja f bylaby ciagla na [a,b). W sytuacji gdy funkcja f jest ciagla, sa to
jedyne punkty nieciaglosci.

Powyzsza obserwacja, wraz z wcze$niej poczynionymi uwagami o tym, ze
rozwinieca w szereg sa jedynie lokalne, pozwala nam stwierdzi¢, iz bedziemy
mogli w ramach wprowadzanej tutaj teorii bada¢ dowolne funkcje (spelniajace

pewne warunki).

Uwaga 7.2. Poprzez proste podstawienie mozna przeksztalci¢ funkcje
okresowa o okresie 77 > 0 na funkcje o dowolnym innym okresie 75 > 0.
Istotnie zaldzmy, ze funkcja f : R — R posiada okres 77 > 0 i niech 75 > 0
bedzie ustalone. Zdefiniujmy ¢g : R — R wzorem

g(x):=f <§:1x> dlaxz € R.
2

Woéweczas funkcja g jest okresowa o okresie 75. Istotnie, dla dowolnego z € R

mamy na podstawie tego, ze f ma okres 7T}

s+ D) =7 (@) =7 (fo+n) = £ (7o) =9 ).

Powyzsze uwagi moéwiag nam o tym, ze w badaniu funkcji okresowych
wystarczy ograniczy¢ sie do jednego, ustalonego i wygodnego w obliczeniach
okresu. Ponadto, rozumowania dotyczace funkcji okresowych, przynajmniej
na pewnym dowolnie ustalonym przedziale, mozna przenie$¢ na dowolng inng
funkcje.

Funkcje okresowe maja ciekawe wlasnosci zwigzane z ich catkowaniem,
ktére w gruncie rzeczy sprowadza sie do calkowania po przedziale dlugosci

rownej ich okresowi.

Stwierdzenie 7.1. Zatézmy, ze f : R — R jest lokalnie catkowalna na R oraz

okresowa o okresie T' > 0. Wowczas dla dowolnego xg € R zachodzi
T xo+T
/ f(z)de = / f(z)dx. (7.1)
0 o
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W szczegblnosci dla o = —% mamy

r
2

T
/Of(x)dx: 3 f(z)dz.

Dowéd. Korzystajac z wlasnosci catki Riemanna widzimy, ze

T o xro+T T
/ f(:c)d:c:/ f(:n)d:c+/ f(:n)d:c+/ f@)de.  (72)
0 0 o zo+T
W calce
T
/ f(z)dx
zo+T
podstawiamy x = y + T, skad wykorzystujac fakt, ze f ma okres T'
otrzymujemy

/xT f(x)dx:/g:f(y—i-T)dy:/xjf(y)dy:/::f(x)dx_

o+T
/x:f(x)dm:—/oxof(a;)dx,

to widzimy z , ze zachodzi . i

W przypadku przyblizania funkcji szeregiem Taylora mamy do czynienia

Skoro

z ciggiem wielomiandéw coraz wyzszych stopni. Podobnie w obecnej sytuacji,
gdy chcemy przyblizy¢ funkcje okresowa, wprowadzamy pojecie wielomianu

trygonometrycznego.

Definicja 7.2. Wielomianem trygonometrycznym stopnia n nazywamy

funkcje P : R — R postaci
n
P(xz)=ao+ Zk:l (ay cos kx + by sin kx) ,
gdZie ap, ay, -~-aanabla ;bn eR.
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Uwaga 7.3. Nazwa wielomian trygonometryczny bierze si¢ stad, ze dowolny
wielomian dwoch zmiennych X, Y stopnia n po podstawieniu X = cosx oraz
Y = sin x generuje, po zastosowaniu wzoroéw trygonometrycznych, wielomian

trygonometryczny co najwyzej stopnia n. Istotnie, wezmy
P(X,Y)=X?4+Y?

i podstawmy X = cosz, Y =sinx.

Przyklad 7.2. Rozwazmy wielomian dwdéch zmiennych
P(X,Y)=X34+2y?

stopnia 3. Po podstawieniu X = cosx oraz Y = sin z mamy
1+ cos2x 1 —cos2zx
+2
2 2

=1+ %cosx—cos2x+ %Cosxcos2x

cos®x + 2sin’z = cosx

=1+ 3 cosz — cos2z + 1 (cosz + cos 3)

=1+ 3cosz —cos2z + ;cos3z = P ().

7.2. Rodzina funkcji zregularyzowanych

W przypadku funkcji okresowych, jak widzieliSmy z wcze$niejszych
przyktadow, nie ma sensu mowic o ciaglosci na calej dziedzinie. Najczesciej
jednak funkcje pojawiajace si¢ w zastosowaniach sg przedzialami ciagte.

W dalszym ciggu beda nas interesowaly funkcje o okresie 27 i tylko dla
takich podajemy dalej konieczne pojecia. Jak juz widzielismy, funkcje okresowsg
mozna latwo przeksztalci¢ na okresowg o innym okresie. Oznaczmy dla xp € R
oraz funkcji f : R - R

f(x(')") = lim+f(x), f(:ng) = lim f(x),

CC—).ZEO 1‘—>Io
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Definicja 7.3. Funkcje f : R — R o okresie 27 nazywamy przedziatami ciagla,
jesli jest ciggtana [0, 27| , poza by¢ moze skoriczona iloscia punktéw, w ktorych
istnieja wlasciwe granice jednostronne. Jezeli w kazdym punkcie niecigglosci

zg € [0, 27] zachodzi

f (@) + [ (25)
5 :

f (o) =
to f nazywamy funkcja zregularyzowana.

Rodzine funkcji f : R — R o okresie 27 przedzialtami -ciagtych

i zregularyzowanych oznaczac bedziemy C o

Uwaga 7.4. Rodzina Cor (ze standardowymi dzialaniami dodawania funkcji
i mnozenia funkcji przez liczbe rzeczywista) jest przestrzenia wektorowa nad
ciatem liczb rzeczywistych. Zauwazmy, ze skoro elementy przestrzeni Cor sa
funkcjami majacymi na przedziatach ograniczonych skonczona liczbe punktow

niecigglosci, to sg one lokalnie catkowalne.

Stwierdzenie 7.2. Wyrazenie dane wzorem

27 _
(f,9) = ; f(x)g(x)dedlaf,ge Cox

okresla w przestrzeni Con iloczyn skalarny.

Dowdd. Dla dowolnego f € Con mamy

27
(f./)=[ f*(z)dx=>0.

0

Jezeli f =0, to (f, f) = 0. Jesli (f, f) =0, to wtedy fo% f? (z) dz = 0. Skoro
jednak f? (z) > 0 na [0, 27], to widzimy, ze f (z) = 0 na [0, 2~]. Stad

(f,f) =0 [f=0.
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Od razu widzimy, ze dla dowolnych f, g € Con mamy

(fr9) = (9, f)-

Ponadto, dla f,g,h € Cor i dowolnych o, 8 € R mamy

2
(af + Bg.h) = /0 (af (2) + By (x)) h (z) da

2m 2m
= f(x)h(m)d:v+ﬁ/ g (z)h(z)dx
0

0

=a(f,h)+B(g,h). i

W przestrzeni Con wprowadzamy tak zwang norme kwadratowa zadanag

27 -
£l = VED =y /0 £? (2) dw dia f € G, (73)

Norma kwadratowa ma nastepujace wlasnosci:

WZOorem

(@) [Ifl, =0 <= f=0oraz | f| > 0dla f € Cor;
(i) [|efll, = |al || f]l, dla dowolnych o € R, f € Coy;

(i) £ +gll, < Il + llgll, dla dowolnych f, g € Chy (nierownosé

Minkowskiego).
Zachodzi rOwniez nierdOwnos¢ Schwarza:

(£,9) < 1If]l; - llglly dla dowolnych f, g € Cor.

Funkcja okre$lona wzorem bedzie pelni¢ podobng role w przestrzeni
Csr do funkcji danej wzorem w przestrzeni C [a, b] funkcji ciaglych na
odcinku |[a, b].
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7.3. Uklady ortogonalne i ortonormalne

Definicja 7.4. Uklad (rodzine) funkcji fi € ézﬂ dlak =0,1,2,.., ktore nie sg

tozsamosciowo réwne zero nazywamy ukladem ortogonalnym, jezeli
(fi, 1) =0
dla dowolnych i # j, przy czymi,j = 0,1, 2, ...
Przyklad 7.3. Ukiad funkcji
F = {1, cos z, sin z, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z, ...}

jest ukltadem ortogonalnym, co sprawdzamy przez tatwe catkowanie. Istotnie,

mamy bowiem
2 2w
/ cos? (nz) dx = / sin? (nz)dzr = 7w dlan =1,2,...
0 0
2m
/ cos (nx) cos (mz)dxr =0dlan,m=0,1,2,....m#n
0
2m
/ sin (nz)sin (mz)dz =0dlan,m =0,1,2,....m #n (7.4)
0
2m
/ cos (nz)sin (mz)de = 0dlan,m =0,1,2, ...,
0

2m 2m
/ cos (nx) da::/ sin (nx)dr =0dlan =0,1,2, ...
0 0

Definicja 7.5. Uklad (rodzine) funkcji f; € Cordla k = 0, 1, 2, .., ktére nie sa
tozsamosciowo réwne zero nazywamy ukladem ortonormalnym, jezeli jest

ukladem ortogonalnym oraz
I fell, =1dlak=0,1,2,..
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Uwaga 7.5. Kazdy uklad ortogonalny staje sie¢ ortonormalny po podzieleniu

jego elementéw przez ich normy kwadratowe. Stad uklad

]?_{ 1 cosx sinx cos2x sin2x cos3z sin3z }
N LY RV R RV V.
jest ortonormalny. Zastosujemy nastepujace oznaczenia dla kolejnych funkcji

wystepujacych w powyzszym zapisie:
F = {0, 01,%1, 92,12, 03,93, ...} . (7.5)

Uklad ortonormalny F pelni bardzo wazna funkcje w rodzinie Car,
podobna do tej jaka w przestrzeni R™ pelni baza kanoniczna. Oznacza to,
iz spodziewamy sie, ze kazdy element przestrzeni Con jest suma kombinacji
liniowych elementéw ukiadu F. Istotna réznica polega teraz na tym, zZe suma ta
jest suma szeregu. Musimy zatem zaja¢ sie odpowiednia definicja szeregu oraz
w dalszej kolejnosci zbada¢ jego zbieznosé i jej charakter. Jest to zagadnienie
odmienne od tych, ktérymi sie dotad zajmowalismy. Istotne tutaj okaze sie
zastosowanie ciggdéw wielomiandéw trygonometrycznych, ktorych zbieznosc

bedzie dla nas kluczowa.

7.4. Wspolczynniki Eulera-Fouriera, formalny szereg Fouriera

Definicja 7.6. Zalozmy, ze f € Car. Wspotezynnikami Eulera-Fouriera funkcji

f wzgledem uktadu F nazywamy liczby

1 2m

ap = o . f(z) dz; (7.6)
1 2

an = — (x)cos (nz)drdlan=1,2, ..., (7.7)
T Jo
1 27

by, = — (x)sin (nz)dr dlan =1,2,.... (7.8)
T Jo
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Uwaga 7.6. Wzory Eulera-Fouriera mozemy zapisa¢ przy pomocy iloczynu

skalarnego nastepujaco:

1

ap = E(fa@ﬂ)u
1

Qp, = ﬁ(f,gon) dlan=1,2,..,
1

b, =—(f,¢,) dlan=1,2,....

N

Uwaga 7.7. Latwo wydedukowaé, w jaki sposdéb mozna wprowadzi¢ pojecie
wspoOtczynnikéw Eulera-Fouriera.  Ponizej przypuszczamy, ze wszystkie
operacje, ktéore wykonujemy, sa dopuszczalne. Jak sie przekonamy dalej, na
to by mogty one zachodzi¢, potrzeba dos¢ duzych obostrzen. Niech f € Can.
Przypuscmy, ze dla = € [0, 27] zachodzi

+00
f(z)=ao+ Z Gy, cOSNT + by, sin nx (7.9)

n=1
dla pewnych ag, an,b, € Rdlan = 1,2, .... Scalkujemy teraz obie strony
rownosci od 0 do 27. Stad widzimy, ze zachodzi. Pomnozenie obu
stron przez cosnx dlan = 1,2, ... oraz zastosowanie prowadzi do
wzoru (7.7). Podobnie, pomnozenie obu stron przezsinnzdlan = 1,2, ...
oraz zastosowanie prowadzi do wzoru (7.8). Podkreslamy, ze powyzsze
rachunki sg jedynie naprowadzeniem i podobnie jak w przypadku funkcji klasy
C®™ i ich zwiazku z analitycznos$cig tutaj réwniez musimy zachowaé¢ duzg

ostroznosc.

Definicja 7.7. Formalnym szeregiem Fouriera funkcji f € Con nazywamy

nastepujacy szereg funkcyjny

+oo
ap + E an cos nx + by, sinnx, (7.10)

n=1
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gdzie ag, an, b, dlan = 1,2, ... sg wspdlczynnikami Eulera-Fouriera funkcji f

wzgledem uktadu F. Piszemy wowczas

—+00
f~ag+ E an cos nx + b, sinnx.

n=1
Sume cze$ciowy szeregu (7.10) oznaczamy jako
n
Sn,f (x) == Z ay, cos kx + by, sin kx.
k=1

Uzylis$my stowa formalny dlatego, iz podobnie jak dla kazdej funkcji klasy
C* moglismy zapisa¢ szereg Taylora niekoniecznie do niej zbiezny, tak i dla
funkcji f € Con mozemy obliczy¢ wspolczynniki Eulera-Fouriera, a zatem
zdefiniowa¢ szereg (7.10).

Stwierdzenie 7.3. Jezeli funkcja f € 6’% jest nieparzysta, to

an=0dlan=0,1,2, ...,

2 T
bn:/ f(z)sin(nz)dx dlan=1,2,....
T Jo

Jezeli z kolei funkcja f € Con jest parzysta, to

2 ™

ap = / f(z)cos(nx)drdlan=1,2,...,
T Jo

bp=0dlan=1,2,....

Dowéd. Zatdézmy, ze funkcja f jest parzysta. Przypomnijmy, ze skoro funkcja
f jest okresowa o okresie 2, to
I 1

ao = 5 ; f(m)dx:% _Wf(a:)da:.



Wspolczynniki Eulera-Fouriera, formalny szereg Fouriera

Korzystajac z parzystosci funkcji f mamy

1 (7 1 /7
— f(x)dx—/o f(z)dz.

27 J_ . s

Tak samo uzasadniamy, ze
2 s
an = / f(z)cos(nx)drdlan=1,2, ...
T Jo

Zkoleidlan =1,2,...

by, = 1 " () sin (nz) dx = i f(z)sin(nx)de =0

™ Jo

na podstawie nieparzystosci funkcji podcatkowe;j.

W ponizszych przyktadach pomijamy pracochtonne szczegoty rachunkowe.

Przyklad 7.4. Rozwazmy funkcje

—1 dla —7<z<0,
f(z)= 0 da x=0,%m,
1 dla O<z<m.

Widzimy, ze ay, = 0dlak =0,1,2,... oraz

4

b 0 dla k parzystego,
" 7= dla k nieparzystego.

Formalny szereg Fouriera jest postaci

43X 1
fz;ZQH_'_lsin(Zn—}—l)x.

n=0

Przyklad 7.5. Rozwazmy funkcje f (z) = [sinz|. Tym razem by = 0 dla

k=1,2,.... Natomiast ag = %,al =0orazdlak > 1

0 dla k£ nieparzystego,
ar =
ﬁ dla k parzystego.
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Formalny szereg Fouriera jest postaci

“+o0
2 4 1
N — — — _— 2nzx.
f - ﬂ;4n2_1c08 nT

7.5. Zbieznos¢ szeregu Fouriera

W przypadku ciggéw i szeregéw funkcyjnych moéwiliSmy o zbieznosci
punktowej i implikujacej ja zbieznosci jednostajnej. Wprowadzimy teraz, dla

szeregow typu (7.10) zbiezno$¢ w sensie normy kwadratowe;.

Definicja 7.8. Funkcja f : [a,b] — R jest calkowalna z kwadratem na [a, ] ,

jezeli funkcja x — f2 () jest catkowalna na [a, b].

Definicja 7.9. Zalézmy, ze funkcje fp, f : [a,0] — Rdlan = 1,2,... sa

catkowalne z kwadratem na [a, b]. Méwimy, ze szereg funkcyjny
+oo
> fu
n=0
jest zbiezny w sensie normy kwadratowej do funkeji f na [a, b], jezeli

2
=0.
2

n

F=> f

k=0

b

2
dr = lim
n—4o0o

lim
n—-+00 a

fx) =Y fr(@)
k=0

Uwaga 7.8. Zauwazmy, ze jezeli Y10 f, = f na [a,b], to réwniez szereg
20 fu jest zbiezny w sensie normy kwadratowej do funkeji f na [a,b].

Istotnie, wiemy, ze dla dowolnego n € N zachodzi

2

< sup
tela,b]

'f($)—ka (z) dlaz € [a,b].
k=0
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Przypomnijmy oznaczenie

n

Hf—ka = sup |f(t) = fu(t)].
k=0 oo, ab] tela,b] k=0
Woweczas zachodzi
n 2 b n 2
Hf—ka —/ f@) = frlx)| da
k=0 2 a k=0
b n 2 n 2
S/ ‘f—ka dv=(b—a)||f = fi
a k=0 00,[a,b] k=0 00,[a,b]
Skoro zbiezno$¢
n 2
Hf—ka — 0 przy n — +00 (7.11)
k=0 00,[a,b]

jest rownowazna temu, ze :{i% n = f na [a,b], to widzimy, ze li
implikuje, ze
2
— 0 przy n — +o0.
2

Hf—ka

k=0

Nalezy jednak podkresli¢, iz implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Ponadto
szereg, ktory jest zbiezny w sensie normy kwadratowej, nie musi by¢ zbiezny
punktowo. Podanie przykladéw i bardziej szczegdlowe wyjasnienie tych

zagadnien przekracza ramy tego wyktadu.

Fundamentalne twierdzenie dotyczace zbieznosci szeregéw Fouriera jest

nastepujace:

Twierdzenie 7.1. Jezeli f € Com, 10 jej formalny szereg Fouriera zbiega

do f na [0, 27| w sensie normy kwadratowej, tzn.
If - Smeg — 0 przyn — +oc.

— 154 —



Szereg Fouriera

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy w latwy sposdb tozsamo$é

Parsevala oraz lemat Riemanna-Lebesgue’a.

Whnoisek 7.1. Jezeli f € 627-(, to zachodzi nastepujqca tozsamosc Parsevala:

27 +oo
/ 2 (z)dx = 27rag+7rz (a2 +02)
0 n=0

Dowéd. Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N

I1f = Snflly = (f = Sn,ps f = Snig) = (f, ) = 2(Sups £) + (Sn,fs Suy) -

Obliczajac widzimy, ze

2
(f. f) = ; f? (z) dx
2w N 2m
Sn.fs f / Zakcosk:x+bksmk;v)f(x)dw+/0 aof (x) dx

= 27a} +7TZ (ai +b7)
k=1

oraz ze

lim  (Sy.7, Sns) = 0.

n—-+00

Zatem z twierdzenia[7.1] otrzymujemy

27 n
. 2 . 2 2 2, 12
0= nggloo If = Snslly = ngm < ; [ (z)dx —2maf — 7 E (af + bk)>

+oo
k=1
2m 0
= f? (a:)da:—27rag—ﬂ2(az+bz). i
0 k=1

Lemma 7.1 (Riemanna-Lebesgue’a). Jezeli f € égﬁ oraz an,b, sq

wspotczynnikami Eulera-Fouriera wzgledem uktadu F. to

lim a, = lim b, =0.
n—-+oo n—-+oo
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o0
Dowéd. Z tozsamosci Parsevala wynika, ze szereg (az + b%) jest zbiezny,
k=1

o0 [&.°]
a zatem zbiezne sa szeregi Y. a2 oraz Y. b2. Stad na podstawie warunku
k=1 k=1

koniecznego zbieznosci szeregu liczbowego otrzymujemy teze. i

Pozostaje jeszcze skomentowad, kiedy formalny szereg Fouriera funkcji f €
Con jest zbiezny punktowo, a kiedy jednostajnie. Potrzebujemy kilku definicji

pomocniczych, ktérych objasniaé nie potrzeba.

Definicja 7.10. Méwimy, ze funkcja f : [a, b] — R jest przedzialami regularna
na [a, b] , jezeli:
a) f jest rozniczkowalna na [a, b] poza by¢ moze skoficzong iloscig punktow,

b) f oraz f’ sg przedzialami ciagle na [a, b].

Definicja 7.11. Méwimy, ze funkcja f : [a,b] — R jest przedzialami
monotoniczna na [a,b], jezeli [a,b] mozna podzieli¢c na skonczong ilo§¢

podprzedzialow, w ktérych funkcja f jest juz monotoniczna.

Definicja 7.12. Méwimy, ze funkcja f : [a,b] — R jest przedzialami klasy C*

na [a, b] , jezeli jest ciggla i przedzialami regularna.

Funkcja f (z) = |z| jest przedzialami monotoniczna oraz przedzialami
klasy C! na przedziale [—1, 1]. Podobna wtasnos¢ ma funkcja f (x) = |sin x|

na przedziale [0, 27] .

Twierdzenie 7.2. Jezeli funkcja f € Con jest przedziatami regularna oraz
przedziatami monotoniczna na [0, 27|, to formalny szereg Fouriera funkcji f
zbiega do tej funkcji punktowo na [0,2r]. Jezeli dodatkowo funkcja f jest
przedziatami klasy C', to zbieznos¢ ta jest jednostajna na R, a zatem i punktowa
na R. Prawdziwy jest wowczas wzor
400
f(z)=ao+ Zancosnw+ b, sinnx dlaxz € R.

n=1
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Przyklad 7.6. Wezmy funkcje f () = x na (—m,7) rozszerzong w sposob
okresowy na calg prosta zgodnie z uwagg Wartosci w puntkach +7

dobieramy tak, by funkcja byla zregularyzowana. Skoro aj; = 0 oraz

2 k41
b= 2 (-1
k k:( )

dlak=0,1,2,...,to
-&-oo2
~ - _1 n+1 . .
f nzln( )" sinn

Szereg ten jest zbiezny w sensie normy kwadratowej. Stad i z tozsamosci

Parsevala mamy

T +oo +o0 4
f%x)dacszbiszﬁ.
- n=1 n=1

T 27.[.3
2

dr = 2

/ﬂ-l' X 3,

to z powyzszego otrzymujemy

Skoro

2t
s 1
F g Z ﬁ .
n=1
Przyktad 7.7. Formalny szereg Fouriera funkcji z przyktadu f.4Jjest zbiezny

w sensie normy kwadratowej oraz punktowo na R.

7.6. Przypadek funkcji okresowych o okresie 7' > 0

Niech T" > 0. W podobny sposoéb do klasy Con mozemy zdefiniowaé klase Cr

oraz dla funkcji f € Cr okregli¢ formalny szereg Fouriera wzorem

= 2mn 2mn
f~ag+ Z G COS -~ + b, sin T % (7.12)

n=1
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gdzie
1 2m
a0 =5 ; f (z)dx,
2 [ 2mn
n = — p— 1 == 1,2, ceey
a T ), f(x)cos(Tx>dwdan
2 [ 2
by, = T ), (z) sin (?w) dedlan=1,2,....

Twierdzenia z podrozdzialuprzenoszq sie przy zamianie przestrzeni Cy

na Cr. Dla przykiadu widzimy, ze formula Parsevala przyjmuje postac
T T +oo
/ fo)dr=Tad + =3 (a2 +12).
0 2 n=0

Przyklad 7.8. Funkcja f(z) = 1 — 22 jest okresowa o okresie T = 2
na przedziale [—1, 1], a skoro jest parzysta, to wspotczynniki b,, sg rowne 0.

Podobnie

2
ap = 57
an = 1 (=) dlan=1,2,..
n2m?2
Zatem korzystajac ze wzoru (7.12) otrzymujemy
+o0o n+1
2 4 -1
= 3+7r2nz_:1(n)200s7m1:.

Poniewaz f jest przedziatami klasy C!, to na podstawie twierdzenia
zbiezno$¢ formalnego szeregu Fouriera jest jednostajna, czyli i punktowa.
Mozemy wiec zapisaé
+oo n+1
2 4 (—1)
F@O =g+ ad

Skoro f (0) = 1, cos 0 = 1, to z powyzszej rownosci otrzymujemy

costnr dlax € R.

Z°°<—1>_w
— n2 12
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Calka zalezna od parametru

W tym krotkim rozdziale podajemy jedynie podstawowe informacje dotyczace
calki zaleznej od parametru. Zanim bedziemy mogli sprecyzowaé zagadnienia
poruszane w niniejszym rozdziale, musimy oméwié kilka wstepnych pojec
dotyczacych funkcji cigglych dwoch zmiennych i rézniczkowalnosci po

wspolrzednych.

8.1. Ciagi i funkcje dwoch zmiennych

Ciag {(zn, yn) }req C R xR jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy oba ciagi sa
zbiezne oraz rozbiezny, gdy rozbiezny jest przynajmniej jeden z nich. Bedziemy
pisali (2, yn) — (20,v0), lub limy, s 1 o0 (Tn, yn) = (0, Y0), gdy (z0, yo) jest
granica ciagu {(xn, yn)}, . Stad ciag { (sin n, %) }7:0:1 nie jest zbiezny, a cigg
{ (O L ) }0021 zbiezny jest (gdyz ciag staly jest zbiezny).

n n

Definicja 8.1. Mowimy, ze funkcja f : [a, b] X [¢, d] — R jest ciggla w punkcie
(x0,y0) € [a,b] x [c,d]

jezeli dla kazdego ciagu {(zn,yn)}rey C [a,b] X [c,d] zbieznego do (o, o)
zachodzi

lim [ (@n,yn) = f (z0,y0) -

n—-+oo
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Funkcja f jest ciggla na [a, b] X [c, d], gdy jest ciggla w kazdym punkcie zbioru
[a, b] x [c,d].

Uwaga 8.1. Zauwazmy, ze jezeli funkcja f : [a,b] X [c,d] — R jest ciggla, to:
(i) dla dowolnego yo € [c, d] funkcja = — f (z,yo) jest ciagla na [a, b] ;
(ii) dla dowolnego xq € [a, b] funkcja y — f (x0,y) jest ciagla na [c, d] ;

Jednocze$nie warto podkresli¢, ze jezeli f : [a, b] X [c,d] — R jest funkcja

dla ktorej zachodza oba powyzsze warunki, to nie musi ona by¢ ciagta.

Przyklad 8.1. Dana jest funkcja f : R x R — R

B —i dla (x,y) # (0,0),
flzy) = { 0 +y dla (x,y) = (0,0).

Funkcja f nie jest ciagla w zerze. Istotnie,

11 1
(1)1
n——+o00 nn 2

11 1
T () _ L
n——+o00 n'n 2

Niemniej jednak przy ustalonym xy = 0 widzimy, ze f(0,y) = Odlay €

oraz

R i stad funkcja y — f (xo,y) jest ciagta na R. Podobnie dla ustalonego
yo = 0 funkcja x — f (x,10) jest ciggla na R. Stad mamy prosta obserwacje:
cigglos¢ wzgledem zespotu zmiennych implikuje ciagltosé po wspdtrzednych,
ale ciaglos¢ po wspotrzednych nie implikuje cigglosci ze wzgledu na zespot

zmiennych.

Definicja 8.2. Méwimy, ze funkcja f : [a,b] X [¢,d] — R posiada pochodna
czastkowa wzgledem y w punkcie yg € [c, d)], jezeli dla dowolnie ustalonego

xo € la,b] funkcja y — f(x0,y) jest rozniczkowalna w yo. W przypadku
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gdy yo = c lub yo = d pochodna rozumiemy jako prawo-, lewostronna

odpowiednio. Stosujemy oznaczenia:

0
ééf(iﬂo,yo) lub f,, (w0, y0) -

Do obliczania pochodnych czastkowych stosujemy zwykle reguly

rozniczkowania funkcji jednej zmienne;j.

Przyklad 8.2. Zauwazmy, ze dla dowolnych (z,y) € R x R stosujac znany

wzOr mamy
0
8chsin(:v+y) =cos(z+y),

natomiast postugujac sie formuta rézniczkowania zlozonego otrzmujemy

gery — Y2,
dy

8.2. Ciaglos¢, rozniczkowalnosé i catkowalnosé

pod znakiem calki

Mozemy juz teraz przejs¢ do kluczowych twierdzen. Zajmiemy sie ciagloscia,
catkowalnoscia i rézniczkowalnoscia funkeji zdefiniowanej przez catke zalezng

od parametru.

Twierdzenie 8.1. Jezeli funkcja
fila,b] x [c,d] = R

jest ciggta na [a, b] X [c,d], to funkcja g : [c,d] — R dana wzorem

b
g<y>=/ f () de

jest ciggla na [c, d].
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Dowod. Musimy pokazad, ze dla dowolnego yg € [c, d] zachodza rownosci
b

b
lim f(:c,y)d:c:/ hmf:zyd:p—/fﬂsyo

Y—=Yo Jq a Y7Y
czyli ze
Ve>035.25(c)>0 yele,a) [ — Yol <6 =19 (y) — g (vo)| <e.
Skoro funkcja f jest ciagla na [a, b] X [¢, d], to dla dowolnie ustalonego x € [a, b]

zachodzi:

€
h—
Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy § > 0 wedlug powyzszej definicji. Wtedy dla

Ve>035:=5(e) Vaelablyeled 1Y — Yol <= [f (z,y) — f (z,90)| <

ly — yo| < 0 otrzymujemy

/fxydw—/fxyod:c

Stad juz wynika teza twierdzenia. i

/]fxy f(z,y0)| dzx
) =e.

_b—

Przyklad 8.3. Nie obliczajac calek widzimy, ze funkcje g1, g2 : [1,d] — R dla
d > 1 sa ciagte, o ile

1 1
g (y) = / arctg 2 dx oraz 92 (y) = / In (m2 + y2) dz. (8.1)
0 Y 0
Twierdzenie 8.2 (Regula Leibniza). Zatézmy, ze funkcje

[ fyla b x e, d) = R

sq ciggle na [a, b] X [c, d|. Wowezas funkcja g : [c,d] — R dana wzorem

/fwy

jest rozniczkowalna w sposéb ciggly na [c, d] oraz zachodzi wzoér
"(y) = / fy(x,y)dz dlay € [c,d]. (8.2)
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Calka zalezna od parametru

Przyklad 8.4. Rozpatrzmy ponownie funkcje g1, g2 : [1,d] — R, dlad > 1,
dane wzorami (8.1). Wtedy dla y € [1, d] mamy

1 1 2
0 x x 1 Y
91 (9) /0 Ay <amgy) : 0o 2y T2 n(1+y2)

1 1
0 2y 1
! = —In (2% +¢° dx:/ ———dx = 2arctg —.
9> (y) /0 dy ( y) o 2+ 42 gy

Twierdzenie 8.3 (Twierdzenie Fubiniego). Fezeli funkcja
fila,b] x [c,d] = R

jest ciggla na [a, b] X [c, d], to zachodzi wzor

/Cd (/abf(a:,y)dx) dyz/ab </Cdf(1:,y)dy> .

Mianem twierdzen Fubiniego okresla sie wyniki pozwalajace zamieniaé
kolejnosé¢ catkowania. Taka zamiana moze mie¢ aspekt bardzo praktyczny

ulatwiajacy obliczanie calek.
Przyklad 8.5. Wezmy funkcje
[, y) =

na

[a,b] X [c,d] =10,1] X [¢,d],

gdzie 0 < ¢ < d. Z ciaglosci funkcji f widzimy, ze

/Cd (/leydx> dy:/ol (/Cdxydy) i

Poniewaz duzo latwiej obliczy¢ caltke po lewej stronie, to mamy

d 1 d
1 d+1
/ / 2Vdx | dy = ——dy = lnL.
c 0 c y+1 c+1
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Ciaglos¢, rozniczkowalnosc i catkowalnosé pod znakiem catki

Obliczajac catke po prawej stronie otrzymujemy

1 d 1,d_ ..c
/ (/ a:ydy> dx = / T T
0 c 0 Inx

1.,d__ ,.c d 1
/ :E xdx:ln + .
o Inz c+1

Stad

Przyklad 8.6. Dla funkgji f : [0,1] x [0,1] — R danej wzorem

2= dla (2,y) # (0,0),
_ (x24y?)
f ([E, y) { Y 0 dla (x7y) = (0,0)

nie sa spelnione zalozenia twierdzenia o zamianie kolejnosci catkowania ze

wzgledu na nieciagto$¢ w (0, 0). Mianowicie widzimy, ze

1
1+ 92

/Olf(fc,y)dffz

dla y > 0 oraz

/01 (/Olf(:z:,y)dzz:> dy:/olHldey:iﬂ'.

Z drugiej strony dla y = 0 catka fol f (z,y) dz jest rozbiezna. Stad nie jest

/01 (/Olf(xay) dy) dr = _%ﬂ_

zaskoczeniem, ze
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Uwagi bibliograficzne

Pozostaje nam skomentowac, w jaki sposob zostala wykorzystana literatura
cytowana w niniejszej pozycji. Skrypt nie zawiera zadnych nowych wynikéw
i jest opracowaniem powstalym na bazie lektur wymienionych ponizej.

Calke niewlasciwg opracowano w oparciu o [2]] z przyktadami i niektorymi
twierdzeniami zapozyczonymi z [3]]. Ciagi i szeregi funkcyjne opisano bazujac
na [[6]], [3] (tom 2) i positkujac sie [4] i [5]. Wzdr Taylora jest oparty o [1I],
a szeregi potegowe opracowano znéw w oparciu o [2] i [3] (tom 2). Rozdziat
o szeregach Fouriera pochodzi w caloéci z [2], natomiast rozdzial o calce

z parametrem z [3] (tom 2).
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