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Tematem niniejszej pracy jest zastosowanie probabilistycznej analizy 
numerycznej opartej na uogólnionej metodzie perturbacji stochastycznej do 
wyznaczenia probabilistycznych momentów obci��enia krytycznego. 
Obci��enia te wyznaczono za pomoc� Stochastycznej Metody Elementów 
Sko�czonych dla losowo okre�lonych parametrów geometrycznych prze-
kroju. Wykorzystuj�c metod� funkcji odpowiedzi wyznaczano warto�ci 
oczekiwane i odchylenia standardowe sił krytycznych dla płaskiej oraz 
przestrzennej ramy stalowej, które nast�pnie b�dzie mo�na wykorzysta� do 
wyznaczania ich wska�ników niezawodno�ci.  

1. Wst�p 
 
Zastosowanie metod probabilistycznych w rozwi�zywaniu problemów in�y-

nierskich polegaj�cych na analizie losowej znalazło ostatnio bezpo�rednie zasto-
sowanie w normach do projektowania. Jak wiadomo, przekroje stalowe dzieli si� 
na klasy w zale�no�ci od ich smukło�ci w celu okre�lenia, czy zniszczenie nast�-
puje przez uplastycznienie, czy te� poprzez utrat� stateczno�ci. W szczególnych 
przypadkach zjawiska niestateczno�ci mog� okaza� si� decyduj�ce, równie�  
w przypadku z lokalnymi lub globalnymi parametrami losowymi [1, 2, 3]. Po-
wszechna optymalizacja w budownictwie ma na celu ograniczenie do minimum  
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kosztów konstrukcji, a co si� z tym wi��e, prowadzi do redukcji wymiarów prze-
krojów elementów przy najbardziej optymalnych schematach statycznych ustroju 
konstrukcyjnego. W ten sposób uzyskuje si�  mo�liwie lekki ustrój, w którym 
rezerwy no�no�ci zostały maksymalnie ograniczone lub te� prawie wyczerpane,  
a systematyczne zmniejszanie przekrojów efektywnych prowadzi do znacznego 
zwi�kszenia smukło�ci kluczowych elementów konstrukcyjnych. Jak dowodzi 
zagadnienie Eulera, problematyka stateczno�ci konstrukcji wi��e si� mi�dzy in-
nymi ze znajomo�ci� podstawowych charakterystyk zarówno materiału, przekro-
ju, jak równie� wymiarów geometrycznych. Niestety trudne do przewidzenia 
zmienne parametry materiału i przekroju, szczególnie uwzgl�dniaj�c korozj� 
przekroju stalowego, mog� mie� znacz�cy wpływ na zjawisko wyboczenia. Dla-
tego te� istnieje konieczno�� rozwi�zywania zagadnie� probabilistycznego wy-
boczenia dla skomplikowanych schematów statycznych konstrukcji oraz ró�no-
rodnego sposobu obci��e�. W celu przeprowadzenia ogólnej oceny stateczno�ci 
zastosowano w pracy metod� perturbacji stochastycznej zrealizowan� numerycz-
nie  za pomoc�  Metody  Elementów  Sko�czonych.  Za  jej  pomoc�  znaleziono 
i przeanalizowano zmienno�� warto�ci oczekiwanych i odchyle� standardowych 
w funkcji rozrzutu losowego zało�onych parametrów losowych. Analiz� prze-
prowadzono na przykładzie wybranych stalowych płaskich i przestrzennych kon-
strukcji pr�towych, a w dalszej kolejno�ci b�dzie mo�na j� bezpo�rednio wyko-
rzysta� w analizie niezawodno�ci tych struktur [12]. Uzyskane wyniki dowodz� 
jednoznacznie, �e z dobrym przybli�eniem rozrzut losowy obci��enia krytyczne-
go jest równy rozrzutowi wej�ciowych zmiennych losowych.  

2. Stochastyczna metoda perturbacji 
 
Rozwa�my zmienn� losow� ( )	bb ≡  i jej funkcj� g�sto�ci prawdopodo-

bie�stwa p(b). Warto�ci oczekiwane i centralne momenty probabilistyczne tej 
zmiennej definiujemy jako  
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Podstawowym zało�eniem perturbacji stochastycznej jest rozwini�cie wszystkich 
wprowadzanych zmiennych i wszystkich funkcji stanu w szereg Taylora przy 
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zało�eniu parametru perturbacji w postaci małego ε > 0. W przypadku losowej 
wielko�ci siły krytycznej Pcr rozwini�cie to dla losowej wielko�ci b wyra�a si� 
nast�puj�co [7, 8]: 
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gdzie  
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jest wariacj� pierwszego rz�du b w otoczeniu jej warto�ci oczekiwanej 0b . War-
to�� oczekiwana Pcr b�dzie wi�c równa 
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Z numerycznego punktu widzenia rozwini�cie (3) jest zapisane jako suma 
wszystkich składników, ale równanie (5) jako zapis całkowy jest zawsze 
wyznaczane dla granic sko�czonych, a dolna i górna granica całkowania musi 
mie� fizyczne uzasadnienie lub jest okre�lona na drodze eksperymentalnej. Przy 
zmiennej losowej zgodnej z rozkładem Gaussa lub innym symetrycznym 
rozkładem prawdopodobie�stwa równanie (5) mo�na zapisa� jako   
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Warto�� oczekiwana mo�e by� obliczona analitycznie lub wyznaczona w postaci 
symbolicznej wtedy i tylko wtedy, gdy znamy funkcj� parametru losowego b.   
Rachunkowa implementacja symboliczna, wprowadzona do programu 
komputerowego (np. MAPLE), a tak�e poł�czona z zadawalaj�c� wizualizacj� 
odpowiednich charakterystyk losowych zapewnia szybsze rozwi�zanie zadanego 
problemu i ułatwia analiz� jako�ciow� otrzymanych wyników. Znajomo�� 
analitycznej funkcji Pcr(b), a wi�c i jej pochodnych, umo�liwia bezpo�rednio 
otrzymanie warto�ci momentów wy�szych rz�dów równie� w postaci analitycznej, 
np. jako funkcji parametru ε oraz rozrzutu losowego zadanej zmiennej losowej. 
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Wówczas dodatkowo mo�na wybra� rozkład prawdopodobie�stwa, zgodnie  
z którym chcemy analizowa� wybran� zmienn� (norma zaleca tutaj rozkład 
normalny, logarytmiczno-normalny lub funkcj� Gumbela, ale w praktyce 
in�ynierskiej równie� stosuje si� rozkład Weibulla) i analizowa� charakterystyki 
losowe siły krytycznej jako kombinacje tych parametrów. Wyniki liczbowe takiej 
analizy mo�na porównywa� z rezultatami dostatecznie licznych symulacji 
Monte-Carlo lub, w szczególnych przypadkach, wynikami teoretycznymi 
uzyskanym na drodze bezpo�redniego całkowania. Bior�c pod uwag� klasyczny 
w liniowej teorii stateczno�ci wzór Eulera dla belki swobodnie podpartej na obu 
ko�cach [5, 6], wyznaczenie podstawowych momentów siły krytycznej przy 
zadanym losowym parametrze w postaci długo�ci elementu l, przedstawia si�  
w postaci: 
• warto�� oczekiwana:   
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• wariancja:  
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• moment centralny rz�du trzeciego: 

 

( )( ) ( ) ( ))()( l��405l��108
l
EJ�

bP� 6644
6

36
0

cr3 +=
 

 

 

(9) 

• moment centralny rz�du czwartego: 
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3. Analiza stateczno�ci i elementy sko�czone 
 
Rozwa�my liniowy element sko�czony w postaci pr�ta prostego, którego 

w�zły oznaczamy jako i oraz j. Energi� odkształcenia pr�ta pryzmatycznego dla 
wyidealizowanego elementu sko�czonego w zagadnieniach liniowej teorii spr�-
�ysto�ci zapisujemy jako [9, 10]  
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gdzie q(�) jest nast�puj�cym wektorem przemieszcze� w�złów  
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i ( )
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αk  to macierz sztywno�ci geometrycznej elementu sko�czonego  
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Funkcjonał energii potencjalnej w odniesieniu do elementu sko�czonego mo�e 
by� przedstawiony jako 
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co, wykorzystuj�c procedur� jego minimalizacji, daje w rezultacie  
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Procedura agregacji elementów sko�czonych w jeden układ globalny prowadzi 
do równania macierzowego postaci 
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W przypadku losowym chcemy ustali� zale�no�� pomi�dzy wielko�ci� krytyczn� 

crλ
 
i zmienn� losow� b, któr� proponujemy w postaci wielomianowej jako  
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Współczynniki mkD  s� okre�lone numerycznie w zale�no�ci od serii 
deterministycznych rozwi�za� problemu stateczno�ci za pomoc� modelu MES  
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z parametrem losowym o warto�ci iterowanej wewn�trz przedziału 
[ ]bbbbb ∆+∆−= 00 , . Ostateczn� posta� funkcji znajdujemy za pomoc� 

metody najmniejszych kwadratów i ostatecznie obliczamy pochodne cz�stkowe 
funkcji (19) z nast�puj�cego równania: 
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W przypadku zdefiniowania obci��enia krytycznego jako wielomianu   
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warto�� oczekiwana siły krytycznej jest obliczana z zale�no�ci  
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4. Analiza numeryczna 

4.1. Stalowa rama jednonawowa, model 2 i 3D 
 

Głównym celem pierwszego przykładu obliczeniowego jest porównanie ob-
ci��enia krytycznego obliczonego dla dwu- (rys. 1) i trójwymiarowego modelu 
(rys. 2) tej samej stalowej ramy, w kontek�cie jego charakterystyk losowych.  
W tym celu ramy zostały obci��one jednostkowymi siłami skupionymi, przyło-
�onymi osiowo do odpowiednich słupów. Znajomo�� poszukiwanych charaktery-
styk losowych jest jak wiadomo konieczna do analizy niezawodno�ci konstrukcji, 
której zdj�cie zostało przedstawione na rys. 3. Do stworzenia aproksymacji wie-
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lomianowych dla obydwu modeli (rys. 4) wykorzystano komercyjny program 
MES ROBOT, natomiast obliczenia algebraiczne przeprowadzono za pomoc� 
programu MAPLE. W obliczeniach wybrano moment bezwładno�ci przekroju 
słupów jako wielko�� losow�, dla której przeanalizowano warto�ci oczekiwane  
i odchylenia standardowe obci��enia krytycznego. Z porównania wielomiano-
wych funkcji odpowiedzi  wynika, i� model 3D jest sztywniejszy od modelu 2D, 
co niew�tpliwie jest zgodne z intuicj� i praktyk� in�yniersk�. Wybór momentu 
bezwładno�ci jako wielko�ci losowej ma aspekt praktyczny, bior�c pod uwag� 
procesy korozji [4] niebezpieczne dla konstrukcji stalowych.  

 

 
 

Rys. 1. Model 2D ramy stalowej (pierwsza i druga posta� wyboczeniowa) 
Fig. 1. 2D FEM model of the steel frame (first and second buckling configuration) 

 

 
Rys. 2. Model 3D ramy stalowej 

Fig. 2. 3D FEM model of the steel frame 
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Funkcje warto�ci oczekiwanej zgromadzone (rys. 5) zostały przedstawione  
w funkcji współczynnika wariancji α nale��cego do przedziału [0, 0.4]. Porów-
nuj�c oba modele, mo�na zauwa�y�, �e warto�� oczekiwana siły krytycznej dla 
modelu 3D jest około dziesi�� razy wi�ksza od warto�ci krytycznej uzyskanej dla 
modelu 2D. Warto�ci oczekiwane rz�dów drugiego, czwartego, szóstego, ósmego 
i dziesi�tego maj� w całym zakresie zmienno�ci parametru � prawie identyczne 
warto�ci w modelu płaskim, natomiast dla modelu 3D dla warto�ci tego parame-
tru powy�ej 0.2 ró�nice pomi�dzy rezultatami dla poszczególnych rz�dów per-
turbacji s� znacz�ce. Ogólnie mo�na stwierdzi�, �e im wi�kszy współczynnik 
wariancji tym mniejsza warto�� oczekiwana obci��enia krytycznego – zmiany te 
s� jednak bardziej widoczne w modelu płaskim rozpatrywanej konstrukcji. Na 
rysunku 6 zestawiono współczynniki wariancji obliczone w obydwu modelach  
i zestawione porównawczo na jednym wykresie, tak�e w funkcji wej�ciowego 
współczynnika wariancji. Współczynniki dla obu modeli wyznaczono, wykorzy-
stuj�c technik� perturbacji rz�du drugiego, czwartego i szóstego. Z analizy wy-
kresu wynika jednoznacznie, �e współczynniki wariancji w modelu 2D s� nieco 
wi�ksze, ni� te obliczone w modelu 3D. Jednocze�nie mo�na zauwa�y� istotne 
ró�nice pomi�dzy wynikami uzyskanymi dla ró�nych rz�dów metody perturbacji 
dla zagadnienia płaskiego, natomiast w modelu przestrzennym ró�nice pomi�dzy 
poszczególnymi rz�dami wzrastaj� wraz ze wzrostem współczynnika wej�ciowego. 
 

 
 

Rys. 3. Monta�  konstrukcji 
Fig. 3. Building site  
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Rys. 4. Funkcja wielomianowa dla siły krytycznej przy zmiennym momencie   

bezwładno�ci przekroju 
Fig. 4. Polynomial approximations for the critical force vs. inertia moment 

 

 
Rys. 5. Warto�� oczekiwana siły krytycznej, model 2D (po lewej) i 3D (po prawej) 

Fig. 5. The expected values for the critical force, 2D (left) vs. 3D (right) model 
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Rys. 6. Współczynniki wariancji siły krytycznej dla modelu 2D i 3D 

Fig. 6. The variation coefficient of the critical force, 2D vs. 3D model 

4.2. Analiza ramy wielonawowej  
 

Stosuj�c t� sam� metod� analizy losowej zamodelowano ram� płask� sze-
�cionawow� i dwukondygnacyjn�; obliczenia mno�nika siły krytycznej przepro-
wadzono dla modelu pokazanego na rys. 7. Jako parametr losowy zgodny z roz-
kładem Gaussa przyj�to moment bezwładno�ci przekroju, a skupione pionowe 
�ciskaj�ce obci��enie jednostkowe przyło�ono do górnych ko�ców wszystkich 
słupów; wszystkie w�zły konstrukcji s� idealnie sztywne. Zjawisko rzeczywistej 
podatno�ci  w�złów  jest  niew�tpliwie wa�ne z in�ynierskiego punktu widzenia, 
a jego wpływ na losowo�� uzyskanych wyników wymaga dalszych dokładnych 
studiów. Aproksymacja wielomianowa funkcji odpowiedzi została przedstawiona 
na rysunku 8, gdzie na osi pionowej odło�ono warto�ci siły krytycznej, natomiast 
na osi poziomej moment bezwładno�ci przekroju; funkcja ta ma wyra
ny charak-
ter nieliniowy i jest wkl�sła. Na jej podstawie wyznaczono zgromadzone na ry-
sunku 9 warto�ci oczekiwane obci��enia krytycznego oraz jego współczynnik 
wariancji. Na podkre�lenie zasługuje fakt, i� dyskretyzacja przedziału zmienno-
�ci momentu bezwładno�ci nie jest równomierna, a obliczenia przeprowadza si� 
dla warto�ci odpowiadaj�cych konkretnym profilom stalowym (zasadnicza ró�-
nica w stosunku np. do modułu Younga, gdzie podział jest równomierny).  
 



M. Kami�ski, P. �wita 

 

18

 

Rys. 7. Model ramy stalowej wielonawowej 
Fig. 7. FEM model of the multi-aisle steel frame 

 

 

Przekrój 
słupa Jy [cm4] Współczynnik 

siły krytycznej 

HEB160   2490 340,60 

HEB180   3830 516,83 

HEB200   5700 755,31 

HEB220   8090 1048,38 

HEB240 11260 1418,54 

HEB260 14920 1822,04 

HEB280 19270 2271,68 

HEB300 25170 2835,49 

HEB320 30820 3331,64 

HEB340 36660 3804,68 
 

Rys. 8. Funkcja wielomianowa siły krytycznej przy zmiennym momencie     
bezwładno�ci przekroju 

Fig. 8. Polynomial approximations for the critical force vs. inertia moment 
 
Jak wynika z rysunku 9 ró�nice pomi�dzy warto�ciami obliczonymi dla kolej-
nych rz�dów perturbacji s� nieznaczne przy wej�ciowym współczynniku warian-
cji nale��cym do przedziału [0.0,0.25]; zwi�kszenie rz�du perturbacji prowadzi 
do zmniejszania si� warto�ci oczekiwanej. Probabilistyczna zbie�no�� w odnie-
sieniu do współczynnika wariancji ma charakter asymptotyczny, poniewa� krzy-
wa rz�du drugiego jest krzyw� po�redni� pomi�dzy krzyw� rz�du czwartego, 
która ma warto�� maksymaln�, a krzyw� rz�du szóstego, która osi�ga najmniejsze 
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warto�ci. Ogólnie wynikowe współczynniki wariancji s� nieznacznie mniejsze od 
odpowiedniego współczynnika zmienno�ci momentu bezwładno�ci przekroju.  
 

 
Rys. 9. Warto�� oczekiwana i współczynnik wariancji siły krytycznej 

Fig. 9. The expected values and coefficients of variation for the critical force 

5. Wnioski 
 
W niniejszej pracy zastosowano uogólnion� stochastyczn� metod� elemen-

tów sko�czonych w poł�czeniu z technik� funkcji odpowiedzi do analizy zagad-
nie� stateczno�ci, a jako przykład posłu�yły wybrane płaskie i przestrzenne kon-
strukcje pr�towe, cz�sto spotykane w bie��cych realizacjach in�ynierskich. 
Analiza została wykonana za pomoc� programu komercyjnego MES ROBOT  
i programu do oblicze� symbolicznych MAPLE. Jak wiadomo, znajomo�� war-
to�ci oczekiwanych, wariancji, czy te� odchyle� standardowych jest bardzo istot-
na, gdy� rezultaty przedstawionej analizy mog� zosta� bezpo�rednio wykorzy-
stane do okre�lania wska
nika niezawodno�ci zgodnie z Eurocode 0. Porównanie 
prostego modelu 2D i bardziej realistycznego modelu 3D tej samej konstrukcji 
stalowej pokazuje, i� w wyniku istniej�cych rezerw no�no�ci przekroje poszcze-
gólnych elementów tej konstrukcji mo�na byłoby dalej optymalizowa� ze wzgl�-
du na globalny wska
nik niezawodno�ci. Niezwykle interesuj�cym problemem w 
zakresie analizy stateczno�ci przy u�yciu MES jest stan nadkrytyczny i jego ana-
liza w uj�ciu probabilistycznym, a tak�e – modelowanie podatno�ci poszczegól-
nych poł�cze� w konstrukcjach stalowych [11].  
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1987.  

STABILITY ANALYSIS OF SOME STEEL FRAME 
STRUCTURES WITH RANDOM PARAMETERS 

Summary 

The main aim of this paper is the stability analysis of elastic frame systems 
with random parameters using the Generalized Stochastic Finite Element 
Method. The Taylor expansion with random coefficients of nth order is used to 
express all random functions and to determine the basic probabilistic moments of 
the critical load. The Response Function Method assists to determine higher 
order partial derivatives of the structural response instead of the Direct 
Differentiation Method employed widely before and is sufficient to assure high 
quality of the resulting moments. This approach is examined on the examples of 
2 and 3D steel frames with some geometrical parameters defined as the Gaussian 
variables. Further application of this methodology is of course in the reliability 
analysis and reliability-based optimization of the steel engineering structures. 
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