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Tematem niniejszej pracy jest zastosowanie probabilistycznej analizy
numerycznej opartej na uogolnionej metodzie perturbacji stochastycznej do
wyznaczenia probabilistycznych momentow  obciqzenia krytycznego.
Obcigzenia te wyznaczono za pomocq Stochastycznej Metody Elementow
Skonczonych dla losowo okreslonych parametrow geometrycznych prze-
kroju. Wykorzystujqac metode funkcji odpowiedzi wyznaczano wartosci
oczekiwane i odchylenia standardowe sit krytycznych dla ptaskiej oraz
przestrzennej ramy stalowej, ktore nastepnie bedzie mozna wykorzystac¢ do
wyznaczania ich wskaznikow niezawodnosci.

1. Wstep

Zastosowanie metod probabilistycznych w rozwigzywaniu probleméw inzy-
nierskich polegajacych na analizie losowej znalazto ostatnio bezposrednie zasto-
sowanie w normach do projektowania. Jak wiadomo, przekroje stalowe dzieli si¢
na klasy w zaleznoéci od ich smuklo$ci w celu okreslenia, czy zniszczenie naste-
puje przez uplastycznienie, czy tez poprzez utrat¢ statecznosci. W szczegdlnych
przypadkach zjawiska niestatecznoSci moga okaza¢ si¢ decydujace, réwniez
w przypadku z lokalnymi lub globalnymi parametrami losowymi [1, 2, 3]. Po-
wszechna optymalizacja w budownictwie ma na celu ograniczenie do minimum
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kosztéw konstrukcji, a co si¢ z tym wiaze, prowadzi do redukcji wymiaréw prze-
krojéw elementéw przy najbardziej optymalnych schematach statycznych ustroju
konstrukcyjnego. W ten spos6b uzyskuje sie¢ mozliwie lekki ustréj, w ktérym
rezerwy nosnosci zostaly maksymalnie ograniczone lub tez prawie wyczerpane,
a systematyczne zmniejszanie przekrojow efektywnych prowadzi do znacznego
zwigkszenia smuktosci kluczowych elementéw konstrukcyjnych. Jak dowodzi
zagadnienie Eulera, problematyka statecznos$ci konstrukcji wiaze si¢ migdzy in-
nymi ze znajomoscia podstawowych charakterystyk zaréwno materiatu, przekro-
ju, jak réwniez wymiaréw geometrycznych. Niestety trudne do przewidzenia
zmienne parametry materialu i przekroju, szczegdlnie uwzgledniajac korozje
przekroju stalowego, moga mie¢ znaczacy wpltyw na zjawisko wyboczenia. Dla-
tego tez istnieje konieczno$¢ rozwigzywania zagadnien probabilistycznego wy-
boczenia dla skomplikowanych schematéw statycznych konstrukcji oraz rézno-
rodnego sposobu obcigzen. W celu przeprowadzenia ogdlnej oceny statecznos$ci
zastosowano w pracy metodg perturbacji stochastycznej zrealizowang numerycz-
nie za pomoca Metody Elementéw Skonczonych. Za jej pomoca znaleziono
i przeanalizowano zmienno$¢ wartosci oczekiwanych i odchylen standardowych
w funkcji rozrzutu losowego zatozonych parametréw losowych. Analizg prze-
prowadzono na przyktadzie wybranych stalowych ptaskich i przestrzennych kon-
strukcji pretowych, a w dalszej kolejnosci bedzie mozna ja bezposrednio wyko-
rzysta¢ w analizie niezawodno$ci tych struktur [12]. Uzyskane wyniki dowodza
jednoznacznie, ze z dobrym przyblizeniem rozrzut losowy obcigzenia krytyczne-
go jest rowny rozrzutowi wejsciowych zmiennych losowych.

2. Stochastyczna metoda perturbacji

Rozwazmy zmienng losowa b Eb(a)) 1 jej funkcje gestosci prawdopodo-
bienstwa p(b). Warto$ci oczekiwane i centralne momenty probabilistyczne tej
zmiennej definiujemy jako

E[b]=b"= | bp(b)db, (1)

—oco

+oo

t,(b)= [ (b—E[b])" p(b)db . @)

—oo

Podstawowym zatoZzeniem perturbacji stochastycznej jest rozwinigcie wszystkich
wprowadzanych zmiennych i wszystkich funkcji stanu w szereg Taylora przy
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zatozeniu parametru perturbacji w postaci matego € > 0. W przypadku losowej
wielkoSci sity krytycznej P, rozwinigcie to dla losowej wielkosci b wyraza si¢
nastgpujaco [7, 8]:

i% abn (Ab)", 3)

n=1

gdzie
eAb=¢(b-b") 4)

. . . . . . . L . . . 0
jest wariacja pierwszego rzedu b w otoczeniu jej wartosci oczekiwanej b” . War-
to$¢ oczekiwana P, bedzie wigc rdwna

H

P, ]= TPH (b)p(b)db = f( + Z Le

9 Pu ppe j p(b)db 5)

Z numerycznego punktu widzenia rozwinigcie (3) jest zapisane jako suma
wszystkich sktadnikéw, ale réwnanie (5) jako zapis catkowy jest zawsze
wyznaczane dla granic skonczonych, a dolna i gérna granica catkowania musi
mie¢ fizyczne uzasadnienie lub jest okreslona na drodze eksperymentalnej. Przy
zmiennej losowej zgodnej z rozktadem Gaussa lub innym symetrycznym
rozktadem prawdopodobiefistwa rownanie (5) mozna zapisac jako

E[p,]=

a 0 aZm 0 (6)
CRCRSTE LA ) R AT B P

Warto$¢ oczekiwana moze by¢ obliczona analitycznie lub wyznaczona w postaci
symbolicznej wtedy i tylko wtedy, gdy znamy funkcje parametru losowego b.
Rachunkowa implementacja symboliczna, wprowadzona do programu
komputerowego (np. MAPLE), a takze potaczona z zadawalajaca wizualizacja
odpowiednich charakterystyk losowych zapewnia szybsze rozwiazanie zadanego
problemu i ulatwia analize jako$ciowa otrzymanych wynikéw. Znajomo$¢
analitycznej funkcji P.(b), a wigc i jej pochodnych, umozliwia bezposrednio
otrzymanie warto$ci momentéw wyzszych rzedéw rowniez w postaci analitycznej,
np. jako funkcji parametru € oraz rozrzutu losowego zadanej zmiennej losowe;j.
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Wéwcezas dodatkowo mozna wybra¢ rozklad prawdopodobienstwa, zgodnie
z ktérym chcemy analizowa¢ wybrana zmienna (norma zaleca tutaj rozktad
normalny, logarytmiczno-normalny lub funkcj¢ Gumbela, ale w praktyce
inzynierskiej réwniez stosuje si¢ rozktad Weibulla) i analizowa¢ charakterystyki
losowe sity krytycznej jako kombinacje tych parametréw. Wyniki liczbowe takiej
analizy mozna poréwnywa¢ z rezultatami dostatecznie licznych symulacji
Monte-Carlo lub, w szczegdlnych przypadkach, wynikami teoretycznymi
uzyskanym na drodze bezposredniego catkowania. Biorac pod uwagg klasyczny
w liniowej teorii statecznos$ci wzor Eulera dla belki swobodnie podpartej na obu
koncach [5, 6], wyznaczenie podstawowych momentéw sily krytycznej przy
zadanym losowym parametrze w postaci dtugosci elementu /, przedstawia si¢
W postaci:

® warto$¢ oczekiwana:

2
Elp, ()= ”Z_ZEJ(J +3 6262 ()+ 15 £’ () + 105 £°a° (1)) + -
2
+ ”IZEJ (945 &80 (1) + 10395 £"°6°(D))
® wariancja:
0 T’ (EJ )2 2 2 4 4 6 6
w(P, )):1—4(43 a’(1)+75 e'a’* (1) + 1050 e°a° (D)) 8)
* moment centralny rzedu trzeciego:
6 3
w(P, (%)= #(z 08 &*a’ (1) +405 £°a’ (1)) ©)

* moment centralny rzedu czwartego:

8

w, (P, (6°)= #Eﬁ (48 e*a’(1) + 3240 €%’ (1)) (10)
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3. Analiza statecznosci i elementy skonczone
Rozwazmy liniowy element skonczony w postaci prgta prostego, ktérego
wezly oznaczamy jako i oraz j. Energi¢ odksztatcenia preta pryzmatycznego dla

wyidealizowanego elementu skonczonego w zagadnieniach liniowej teorii sprg-
zystosci zapisujemy jako [9, 10]

1 . 1
(@) _ T (s) T (o)
U= Eqw)k(a)q(a) +§q(a>k(z>q<a> (11
gdzie qy jest nastgpujacym wektorem przemieszczen weztow

Lo o o G D)
9 = {MX(a)’uy(a)’uz(a)’MX(a)’uy(a)’uz(a) , (12)

k(S)

(@) Jest macierza sztywnosci sprezystej elementu oznaczona jako

1 00 -1 0O
0O 00 O 0O
kifz)) _ ExAypl 0O 0 0 0 00 (13)
Lo -1 0 0 1 0O
0O 00 O 0O
10 00 0 0 O]
i kfg; to macierz sztywnosci geometrycznej elementu skonczonego
[0 0 0 00 O]
00 0 OO0 O
E,l0 0 1 0 0 -1
k() =-“ (14)
@00 0 00 O
00 0 00 O
100 -1 0 0 1]
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Funkcjonat energii potencjalnej w odniesieniu do elementu skonczonego moze
by¢ przedstawiony jako

1
a) _ T s (o) T
1(> —Eqm) (kia)) +k<a>)q<a> Rl (15)

co, wykorzystujac procedurg jego minimalizacji, daje w rezultacie
(s) (o) —
(k<a> +k<a>)q<a> =R (16)

Procedura agregacji elementéw skonczonych w jeden uktad globalny prowadzi
do réwnania macierzowego postaci

(KE;)) + 20 K@) (ﬁ @ )) Fig) = ﬂ(a)ﬁm an

gdzie K (F (a)) jest macierza sztywnoS$ci geometrycznej, K" jest macierza

() (@)
sztywnosci sprgzystej, obciazenie R, ma charakter proporcjonalny typu

l(a)R @ gdzie /1(“) to mnoznik obciazenia; R, to pewne obciazenie
wyjSciowe. Warunkiem otrzymania wartosci krytycznej /7,(“) = /lcr(a) oraz
obciazenia krytycznego R, =4, R, jest niezerowe rozwiazanie

réwnania:

det(KEZ,)) + ﬂ(a)KEg; (ﬁ(a) ))

0. (18)

W przypadku losowym chcemy ustali¢ zalezno$¢ pomigdzy wielkos$cia krytyczna
A, izmienna losowa b, ktéra proponujemy w postaci wielomianowej jako

cr

A™ =D  b*. (19)

Wspétczynniki D sa okre§lone numerycznie w zaleznosci od serii

mk

deterministycznych rozwigzan problemu statecznosci za pomoca modelu MES
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z parametrem losowym o warto$ci iterowane] wewnatrz przedzialu
bz[bo —Ab,b° +Ab]. Ostateczna posta¢ funkcji znajdujemy za pomoca

metody najmniejszych kwadratéw i1 ostatecznie obliczamy pochodne czastkowe
funkcji (19) z nastgpujacego réwnania:

ak l(m) k . k -
Y =[]0 i)D, " +[[(n= j)D,.b" " +..4D,,, . (20)

J=1 j=2

W przypadku zdefiniowania obciazenia krytycznego jako wielomianu

9
ey = D Db @21
k=0

wartos¢ oczekiwana sity krytycznej jest obliczana z zaleznoS$ci

9
Efh, )= > D,b" + D, +4374 o*c*(3.6288 D, b+ 40320D, ) +
k=1

+9720%¢* (60480 D, b’ + 20160 Dyb>+ 5040 D, b+ 720D, )+
3024D,b°+1680D,b*+ 840D7b3+J+ (22)

+360D b*+120D b+24D,

72D,b’+56Dyb°+42D,b°+30Db* + 2OD5b3+)

+162(X484(

+18a’e’
+12D,b*+6D,b+2D,

4. Analiza numeryczna

4.1. Stalowa rama jednonawowa, model 2 i 3D

Gtéwnym celem pierwszego przyktadu obliczeniowego jest poréwnanie ob-
ciazenia krytycznego obliczonego dla dwu- (rys. 1) i tréjwymiarowego modelu
(rys. 2) tej samej stalowej ramy, w kontekscie jego charakterystyk losowych.
W tym celu ramy zostaly obciazone jednostkowymi sitami skupionymi, przyto-
zonymi osiowo do odpowiednich stupéw. Znajomos$¢ poszukiwanych charaktery-
styk losowych jest jak wiadomo konieczna do analizy niezawodnosci konstrukcji,
ktorej zdjgcie zostalo przedstawione na rys. 3. Do stworzenia aproksymacji wie-
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lomianowych dla obydwu modeli (rys. 4) wykorzystano komercyjny program
MES ROBOT, natomiast obliczenia algebraiczne przeprowadzono za pomoca
programu MAPLE. W obliczeniach wybrano moment bezwtadnosci przekroju
stupéw jako wielko$¢ losowa, dla ktdérej przeanalizowano warto$ci oczekiwane
i odchylenia standardowe obciazenia krytycznego. Z poréwnania wielomiano-
wych funkcji odpowiedzi wynika, iz model 3D jest sztywniejszy od modelu 2D,
co niewatpliwie jest zgodne z intuicja i praktyka inzynierska. Wybdr momentu
bezwladnosci jako wielkosci losowej ma aspekt praktyczny, biorac pod uwage

procesy korozji [4] niebezpieczne dla konstrukcji stalowych.

3

Rys. 1. Model 2D ramy stalowej (pierwsza i druga posta¢ wyboczeniowa)
Fig. 1. 2D FEM model of the steel frame (first and second buckling configuration)
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Rys. 2. Model 3D ramy stalowej
Fig. 2. 3D FEM model of the steel frame
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Funkcje wartosci oczekiwanej zgromadzone (rys. 5) zostaly przedstawione
w funkcji wspdtczynnika wariancji o nalezacego do przedziatu [0, 0.4]. Porow-
nujac oba modele, mozna zauwazy¢, ze warto$¢ oczekiwana sity krytycznej dla
modelu 3D jest okolo dziesig¢ razy wigksza od wartosci krytycznej uzyskanej dla
modelu 2D. Wartosci oczekiwane rzedéw drugiego, czwartego, szdstego, 6smego
1 dziesiatego maja w catym zakresie zmienno$ci parametru o prawie identyczne
warto$ci w modelu ptaskim, natomiast dla modelu 3D dla warto$ci tego parame-
tru powyzej 0.2 réznice pomigdzy rezultatami dla poszczegdélnych rzedéw per-
turbacji sa znaczace. Ogdlnie mozna stwierdzi¢, ze im wigkszy wspoétczynnik
wariancji tym mniejsza warto§¢ oczekiwana obciazenia krytycznego — zmiany te
sa jednak bardziej widoczne w modelu ptaskim rozpatrywanej konstrukcji. Na
rysunku 6 zestawiono wspéiczynniki wariancji obliczone w obydwu modelach
1 zestawione pordwnawczo na jednym wykresie, takze w funkcji wejSciowego
wspodlczynnika wariancji. Wspdtczynniki dla obu modeli wyznaczono, wykorzy-
stujac technike perturbacji rz¢du drugiego, czwartego i szostego. Z analizy wy-
kresu wynika jednoznacznie, ze wspéiczynniki wariancji w modelu 2D sa nieco
wigksze, niz te obliczone w modelu 3D. Jednocze$nie mozna zauwazy¢ istotne
réznice pomig¢dzy wynikami uzyskanymi dla r6znych rzedéw metody perturbacji
dla zagadnienia plaskiego, natomiast w modelu przestrzennym réznice pomigdzy
poszczegblnymi rzgdami wzrastaja wraz ze wzrostem wspotczynnika wejsciowego.

Rys. 3. Montaz konstrukcji
Fig. 3. Building site
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Rys. 4. Funkcja wielomianowa dla sity krytycznej przy zmiennym momencie
bezwtadnosci przekroju
Fig. 4. Polynomial approximations for the critical force vs. inertia moment
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Rys. 5. Warto$¢ oczekiwana sity krytycznej, model 2D (po lewej) i 3D (po prawej)
Fig. 5. The expected values for the critical force, 2D (left) vs. 3D (right) model
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Rys. 6. Wspétczynniki wariancji sity krytycznej dla modelu 2D i 3D
Fig. 6. The variation coefficient of the critical force, 2D vs. 3D model

4.2. Analiza ramy wielonawowej

Stosujac t¢ sama metode¢ analizy losowej zamodelowano rame plaska sze-
scionawowa 1 dwukondygnacyjna; obliczenia mnoznika sity krytycznej przepro-
wadzono dla modelu pokazanego na rys. 7. Jako parametr losowy zgodny z roz-
ktadem Gaussa przyjeto moment bezwtadnosci przekroju, a skupione pionowe
Sciskajace obciazenie jednostkowe przylozono do gdérnych koncéw wszystkich
stupéw; wszystkie wezty konstrukcji sa idealnie sztywne. Zjawisko rzeczywistej
podatnosci weztow jest niewatpliwie wazne z inzynierskiego punktu widzenia,
a jego wptyw na losowo$¢ uzyskanych wynikéw wymaga dalszych doktadnych
studiéw. Aproksymacja wielomianowa funkcji odpowiedzi zostata przedstawiona
na rysunku 8, gdzie na osi pionowej odtozono wartosci sity krytycznej, natomiast
na osi poziomej moment bezwladnosci przekroju; funkcja ta ma wyrazny charak-
ter nieliniowy i jest wklgsta. Na jej podstawie wyznaczono zgromadzone na ry-
sunku 9 warto$ci oczekiwane obcigzenia krytycznego oraz jego wspdtczynnik
wariancji. Na podkres$lenie zastuguje fakt, iz dyskretyzacja przedzialu zmienno-
sci momentu bezwtadnosci nie jest rOwnomierna, a obliczenia przeprowadza si¢
dla warto$ci odpowiadajacych konkretnym profilom stalowym (zasadnicza r6z-
nica w stosunku np. do modutu Younga, gdzie podziat jest rOwnomierny).
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Rys. 7. Model ramy stalowej wielonawowej
Fig. 7. FEM model of the multi-aisle steel frame
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Rys. 8. Funkcja wielomianowa sity krytycznej przy zmiennym momencie
bezwladnosci przekroju
Fig. 8. Polynomial approximations for the critical force vs. inertia moment

Jak wynika z rysunku 9 réznice pomigdzy warto§ciami obliczonymi dla kolej-
nych rzgdéw perturbacji sa nieznaczne przy wejsciowym wspotczynniku warian-
cji nalezacym do przedziatu [0.0,0.25]; zwigkszenie rzedu perturbacji prowadzi
do zmniejszania si¢ warto$ci oczekiwanej. Probabilistyczna zbiezno§¢ w odnie-
sieniu do wspolczynnika wariancji ma charakter asymptotyczny, poniewaz krzy-
wa rzgdu drugiego jest krzywa posrednia pomigdzy krzywa rzedu czwartego,
ktéra ma warto§¢ maksymalna, a krzywa rzedu szostego, ktéra osiaga najmniejsze
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warto$ci. Ogdlnie wynikowe wspétczynniki wariancji sa nieznacznie mniejsze od
odpowiedniego wspoétczynnika zmienno$ci momentu bezwtadnos$ci przekroju.
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Rys. 9. Warto$¢ oczekiwana i wspétczynnik wariancji sity krytycznej
Fig. 9. The expected values and coefficients of variation for the critical force

5. Whnioski

W niniejszej pracy zastosowano uogdélniong stochastyczna metod¢ elemen-
téw skonczonych w potaczeniu z technika funkcji odpowiedzi do analizy zagad-
nien stateczno$ci, a jako przyktad postuzyly wybrane ptaskie i przestrzenne kon-
strukcje pretowe, czgsto spotykane w biezacych realizacjach inzynierskich.
Analiza zostala wykonana za pomoca programu komercyjnego MES ROBOT
1 programu do obliczen symbolicznych MAPLE. Jak wiadomo, znajomo$¢ war-
tosci oczekiwanych, wariancji, czy tez odchylen standardowych jest bardzo istot-
na, gdyz rezultaty przedstawionej analizy moga zosta¢ bezposrednio wykorzy-
stane do okreslania wskaznika niezawodnosci zgodnie z Eurocode 0. Poréwnanie
prostego modelu 2D i bardziej realistycznego modelu 3D tej samej konstrukcji
stalowej pokazuje, iz w wyniku istniejacych rezerw nosnosci przekroje poszcze-
gblnych elementéw tej konstrukcji mozna bytoby dalej optymalizowaé ze wzglg-
du na globalny wskaznik niezawodnosci. Niezwykle interesujacym problemem w
zakresie analizy statecznosci przy uzyciu MES jest stan nadkrytyczny i jego ana-
liza w ujeciu probabilistycznym, a takze — modelowanie podatno$ci poszczeg6l-
nych potaczen w konstrukcjach stalowych [11].
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STABILITY ANALYSIS OF SOME STEEL FRAME
STRUCTURES WITH RANDOM PARAMETERS

Summary

The main aim of this paper is the stability analysis of elastic frame systems
with random parameters using the Generalized Stochastic Finite Element
Method. The Taylor expansion with random coefficients of nth order is used to
express all random functions and to determine the basic probabilistic moments of
the critical load. The Response Function Method assists to determine higher
order partial derivatives of the structural response instead of the Direct
Differentiation Method employed widely before and is sufficient to assure high
quality of the resulting moments. This approach is examined on the examples of
2 and 3D steel frames with some geometrical parameters defined as the Gaussian
variables. Further application of this methodology is of course in the reliability
analysis and reliability-based optimization of the steel engineering structures.
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