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Wstep

Topologia algebraiczna rozwijata sie¢ bardzo itensywnie w II potowie XX wieku
i ma dzi$ status teorii w pelni dojrzalej, o ugruntowanych podstawach i waznych
zastosowaniach — np. w analizie globalnej. Podstawy teorii o réznym stopniu za-
awansowania ujete sa w wielu podrecznikach i monografiach, sposréd ktérych autor
niniejszego skryptu wybral 7 (tzn. [8], [11], [4] i [9] oraz [3], [7] i [10]) jako reko-
mendowany material uzupetniajacy.

Skrypt przewidziany jest na roczny kurs podstaw topologii algebraicznej (wy-
klad plus éwiczenia). Ze wzgledu na wlasne zainteresowania, autor wychodzi od
poje¢ grupy podstawowej i nakrycia, ale gléwny ciezar wykladu dotyczy teorii sin-
gularnej (homologie i kohomologie). Wymagania wstepne w zakresie topologii i teo-
rii grup nie wykraczaja poza podstawowy material kursowy — por. [6] i [2].

Gléwny cel skryptu jest dwojaki — przy zachowaniu precyzji sformulowan i kom-
pletnosci dowodow — chodzi o mozliwie szybkie dotarcie do kolejnych twierdzen
uwazanych za zwieficzenie teorii i stanowiacych jej zastosowanie. Przyklady takich
wielkich twierdzen obejmuja twierdzenia Brouwera i Lefschetza o punkcie stalym,
twierdzenie Jordana—Brouwera o wycinaniu, o niezmienniczosci obszaru — az do
twierdzenia Borsuka—Ulama o antypodach.

Metoda uzyta przez autora dla realizacji zaplanownego celu polega na konse-
kwentnej prezentacji i konstruktywnych dowodach réwnowaznosci trzech klasycz-
nych podejéé. Sa to kolejno: podejscie singularne, przyjete za podstawowe, sym-
plicjalne — elementarne obliczeniowo i komérkowe — nalezace do zaawansowanych,
ale umozliwiajace najwieksza redukcje modeli algebraicznych opisujacych badane
przestrzenie topologiczne. Prezentowane teorie wspieraja sie, co pozwala uniknaé
w konstrukeji skryptu odwotan do zaawansowanych twierdzen algebry homologicz-
nej.

Autor skryptu zajmowal sie intensywnie topologia algebraiczng — w odniesie-
niu do tzw. klas charakterystycznych — w latach 1980-1990. Aktualnym obszarem
zainteresowan autora jest szeroko pojeta analiza — od globalnej po numeryczna, co
zapewne wplynelo na aspekt obliczeniowy rozwijany w ramach wyktadu i w pro-
ponowanych ¢wiczeniach.



Rozdziat 1

Nieco zaawansowane podstawy

Dla przestrzeni topologicznych topologia wyrdznia sposrod wszystkich funkcji f:
X — Y funkcje ciggle, czyli spelniajace klasyczny warunek

f7'U € X jest podzbiorem otwartym, dla wszystkich U otwartych w Y.

Funkcje ciagle bedziemy nazywaé odwzorowaniami.

Spoérdd rozleglej palety probleméw dotyczacych topologii autor skryptu pozwa-
la sobie — ze wzgledu na prostote sformulowania i niebanalno$¢ — wyréznic i przyjac
za punkt wyjscia problem istnienia retrakcji.

Definicja 1.0.1. Podzbior A przestrzeni tologicznej X jest jej retraktem, jesli
istnieje odwzorowanie r: X — A (retrakcja) takie, ze r|a = ida, tzn. takie, ktdre
ograniczone do A jest identycznosciq.

Problem istnienia retrakcji danej przestrzeni topologicznej X do podprzestrzeni
A C X moze by¢ oczywiscie banalny, np. wtedy gdy A sklada sie z jednego punktu,
lub prosty, gdy A zawiera dokladnie dwa punkty.

Cwiczenie 1.0.1. Wyjasni¢, kiedy nie istnieje retrakcja X — {z1,22}, dla ),z €
X.

Pytanie, czy sfera S"~! jest retraktem kuli domknietej B™ jest niebanalne. Od-
powiedZ negatywna wynika dla n = 2 z rozwijanej w kolejnym podrozdziale teorii
grup podstawowych przestrzeni. Inne algebraiczne metody prezentowane w skrypcie
— skupione wokoét pojecia grup homologii — pozwalaja uzyskaé¢ podobnie negatyw-
na odpowiedz w dowolnych wymiarach i przynosza w formie wniosku Twierdzenie
Brouwera o punkcie statym udowodnione w rozdziale 3.

Analogiczny problem rozwazany w przestrzeniach rzutowych jest Scisle zwigzany
z przedstawionym w rozdziale 6 Twierdzeniem Borsuka—Ulama o punktach antypo-
dycznych. Warto nadmieni¢, ze twierdzenie to ma istotne konsekwencje praktyczne
dotyczace sprawiedliwego, réwnego podziatu kanapki, co znalazlo swéj precyzyjny
matematyczny opis (w n wymiarach) we wniosku 6.2.10.

2



1.1. HOMOTOPIE 3

Niniejszy skrypt zawiera niewiele rysunkéw, ktore moglyby uaktywnié¢ wyobraz-
nie czytelnika i stanowiltyby wskazowke dla niektérych dowodéw. Przyczyna tego
braku jest poczucie estetyki autora potaczone z glebokim przeswiadczeniem, ze
kazdy matematyk zainteresowany topologia algebraiczna powinien zobaczy¢ ilu-
stracje zawarte w ksigzce Stillwella [11], a w miare potrzeby réwniez — sprobowaé
narysowa¢ wlasne.

Przedstawiany tutaj fragment topologii algebraicznej przyporzadkowuje prze-
strzeniom topologicznym (pojedynczym oraz ich ukladom: parom, ewent. tréjkom)
obiekty algebraiczne zlozone z grup i ich homomorfizméw — w sposéb naturalny. Na-
turalno$é¢ wykorzystywanych konstrukeji jest precyzyjnie zdefiniowana wtasnoscia,
zalezna od kontekstu. Za minimalny wymagany aspekt naturalnosci mozna uznaé
postulat, by homeomorficzne przestrzenie topologiczne i ich uktady prowadzily do
izomorficznych obiektéw algebraicznych. Szersze znaczenie naturalnosci ttumaczy
sie na gruncie teorii kategorii jako funktorialnosé, co oznacza takze, iz (dopuszczal-
nym) odwzorowaniom przestrzeni maja odpowiada¢ homomorfizmy (algebraiczne),
a superpozycjom — zlozenia homomorfizméw.

1.1 Homotopie

W wielu przypadkach podstawa obliczalnosci konstrukeji algebraicznych jest moz-
liwoé¢ utozsamiania odwzorowan i przestrzeni homotopijnych.

Definicja 1.1.1. Dla dowolnych dwu przestrzeni topologicznych X 1Y odwzorowa-
nia f,g: X — Y sqg homotopijne — oznaczenie f =~ g, jesli istnieje ciggla funkcja
F:IxX —Y taka, ze

F(0,z) = f(x) 1 F(l,z) = g(x),

dla x € X. Funkcja F o powyzszej wlasno$ci jest homotopia f i g (lub: od f do g),
co zapisujemy symbolicznie F: f ~ g.

Symbol I uzyty w definicji oznacza — i bedzie oznaczaé w wielu miejscach skryp-
tu (zgodnie z kontekstem) przedzial jednostkowy I = [0, 1].

Stwierdzenie 1.1.1. Relacja homotopii ~ jest rownowaznoscig w kazdym ze zbio-
row odwzorowari (cigglych) F(X,Y) ustalonych przestrzeni topologicznych X i'Y.
Relacja ~ jest zgodna ze skladaniem odwzorowan, tzn. dla dowolnych przestrzeni
XY iZ jesli f,f': X - Y orazg,q': Y — Z sq funkcjami cigglymi, to prawdziwa
jest implikacja

(f=f i g=g)=(gof=gof)

Dowdd. Jest to dos¢ latwe, ale bardzo wazne dla potencjalnego czytelnika tego
skryptu ¢éwiczenie. O

Definicja 1.1.2. Klasy réwnowaznosci relacji homotopii nazywamy po prostu kla-
sami homotopii i oznaczamy [f], a dokladniej [f]: X — Y dla odwzorowania
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f: X =Y. Funkcja f: X — Y jest rGwnowaznoscia homotopijna, jesli klasa homo-
topii [f] jest odwracalna, tzn. jesli istnieje funkcja g: Y — X taka, Ze odpowiednie
zlozenia f i g sqg homotopijne z identycznosciq,

fog:idy, gofﬁidx.

Przestrzenie X 1Y nazywamy homotopijnie rownowaznymi — oznaczenie X ~ Y,
jesli istnieje rownowaznosé homotopijna jednej w drugq. Przestrzen X jest $ciagal-
na, jesli jest homotopignie rownowazna z przestrzeniq jednopunktowq.

Przy uwzglednieniu homotopii, pojecie retrakcji przyjmuje bardziej subtelne
(choé mocniejsze) formy.

Definicja 1.1.3. Podzbior A jest retraktem deformacyjnym przestrzeni X, jesli
istnieje retrakcja r: X — A, ktéra wraz z wlozeniemia: A — X spelnia dodatkowy
warunek

idX >~ iA or.
A jest mocnym retraktem deformacyjnym X, jesli istnieje homotopia F: I x X —
X taka, ze F(0,-) =idx, F(t,a) = a, dla (t,a) € (I x A) oraz F(1,-) przeprowadza
X w A.

Cwiczenie 1.1.1. Sfera S"~! jest mocnym retraktem deformacyjnym kuli B™ po-
zbawionej punktu wewnetrznego.

Dodatkowy warunek narzucony na homotopie w definicji mocnego retraktu de-
formacyjnego pojawia sie w wielu sytuacjach i jest nazywany homotopia relatywng.

Definicja 1.1.4. Odwzorowania f,g: X — Y takie, Ze fla = g|a, dla pewnego
podzbioru A C X, nazywamy homotopijnymi wzgledem A, co zapisujemy symbo-
licznie

f~g rel A, (1.1)
jesli istnieje homotopia F: f ~ g spelniajgca dodatkowy warunek
F(t,a) = f(a) = g(a), dla (t,a) € I x A.

Istotna czeéé probleméw w obrebie topologii dotyczy polozenia podzbioru w ota-
czajacej przestrzeni. Stad

Definicja 1.1.5. Pare uporzedkowang (X, A) nazywamy para topologiczna lub po
prostu para, jesli A jest podprzestrzeniq przestrzeni X, czyli podzbiorem z topologiq
indukowang. Odwzorowanie f: X — Y spelniajace warunek f(A) C B, dla danych
podprzestrzeni A C X i B C Y, uwaZamy za odwzorowanie par, co zapisujemy
symbolicznie f: (X, A) — (Y, B).

Odwzorowania par f,g: (X, A) — (Y, B) s¢ homotopijne, jesli istnieje homo-
topia F: f ~ g, czyli odwzorowanie par F: (I x X,I x A) — (Y, B) takie, Ze
F(0,)=f,F(1,:) =g

Produkt kartezjanski par (X, A) i Y, B) definiujemy jako pare

(X, A x(YV,B)=(XxY, X xBUAXY). (1.2)
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Dla wygody bedziemy korzystaé¢ z oznaczenia I x (X,Y) = (I x X, I x A). Jest
to zgodne z (1.2) oraz z konwencja, by przestrzen topologiczng X utozsamiaé z para
(X,0).

Przestrzenie topologiczne (takze — pary) wraz z klasami homotopii odwzorowan
stanowia przyktad kategorii.

Definicja 1.1.6. Kategoria C obejmuje nastepujgce pojecia:
(i) Klasa obiektow — oznaczana zazwyczaj tak samo, jak kategoria.

(ii) Dla kazdej pary obiektéw X,Y € C dany jest zbiér morfizméw C(X,Y) -z X
do'Y.

(#i) Dla kazdej tréjki X,Y,Z € C okreSlone jest zlozenie
CX,)Y)xC(Y,Z)>(f,9) —go feC(X,2)

spelniajgce naturalny warunek tacznosci i posiadajgce jednosci, czyli morfi-
zmy ly € C(Y,Y), dlaY € C, takie, ze lyof = f, dla f € C(X,Y) igoly =g,
dla g € C(Y, Z).

W ramach ustalonej kategorii, morfizmy f € C(X,Y’) oznacza sie tak jak funk-
cje, [ X =Y 1ub X Ly Pozostawiamy czytelnikowi wyréznienie réwnowaznosci
jako odwracalnych morfizmoéw i sprawdzenie, ze otrzymana w ten sposob relacja
wérod obiektéw jest réwnowaznoscia.

Patrzac na kategorie jako na ,obiekty”, spodziewamy si¢ odpowiedniej do kon-
tekstu definicji ,,morfizmu”.

Definicja 1.1.7. Dla danych dwu kategorii C1 i Co, funktor kowariantny F': C; —
Co (2 Cy do Co) sklada sie z:

(i) przyporzadkowania obiektowego C; 3 X ~~ F(X) € Cy oraz
(i) funkcji C1(X,Y) £ Co(F(X),F(Y)), dla X,Y € Cy, spelniajgcej warunki

F(lx) = 1px), F(go f)=F(g)oF(f).

F:Cy — Cy jest funktorem kontrawariantnym, gdy funkcje dzialajgce na morfi-
zmach odwracajq kierunek morfizméw, C1(X,Y) RN Co(F(Y),F(X)), przy czym
F(go f) = F(f)o F(g).

Bedziemy uwazaé¢ kategorie i funktory raczej jako sposdb opisu, zespél precy-
zyjnych oznaczen i wlasnosci, niz cel sam w sobie.
Przyktad 1.1.1. W biezacym rozdziale wyszliSmy od kategorii 7 przestrzeni to-
pologicznych z odwzorowaniami, a poprzez homotopie skonstruowaliémy kategorie
HT, w ktorej obiektami sa réwniez przestrzenie topologiczne, natomiast morfizma-
mi — klasy homotopii odwzorowan. Niejako przy okazji otrzymaliémy takze funktor
kowariantny przypisujacy odwzorowaniom klasy homotopii. Funktorialno$é (nazy-
wana tez naturalno$cig) mieSci w sobie wlasnosci ujete w stwierdzeniu 1.1.1.
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Cwiczenie 1.1.2. Rozpoznaé kategorie i funktory wystepujace niejawnie w niniej-
szym podrozdziale. W szczegdélnosci sprawdzié, ze przyporzadkowania obiektowe
X ~ (X,0)1 X ~ I x X wyznaczaja funktory.

1.2 Grupa podstawowa

Pojecie grupy podstawowej przestrzeni topologicznej bedzie dla nas pierwsza topolo-
giczno—algebraiczna konstrukcja, wychodzaca od obiektéw i wlasnosci topologicz-
nych, a prowadzacg w strone nietrywialnych, obliczalnych obiektow algebraicznych
—w tym przypadku grup (na ogét nieabelowych). Punktem wyjscia sa zbiory (prze-
strzenie) petli i ogélniej drég w danej przestrzeni topologiczne;.

Definicja 1.2.1. Droga w przestrzeni topologicznej X nazywamy kazde odwzoro-
wanie (funkcje ciggle) w: I — X, gdzie I = [0,1] jest odcinkiem jednostkowym.
Punkty w(0),w(1) € X nazywamy odpowiednio poczatkiem i koncem drogi w. Dro-
ga jest petla (petle w xg € X ), jesli jej poczatek i koniec pokrywajg sie (z xq).

Zbidr wszystkich drég w przestrzeni X bedziemy oznaczad II(X); dla dowolnego
xo € X, podzbior Q(X,z9) = {w € II(X); w(0) = w(l) = x0} jest przestrzenia
petli w X w punkcie xg.

Dla dowolnego odwzorowania f: X — Y, odwzorowaniem indukowanym w prze-
strzeni drég nazywamy funkcje fu: I(X) > w— fow € II(Y).

Definicja 1.2.2. Dia dowolnych punktéw z,y € X, drogi wy,w; € II(X) o poczqt-
kach w x i koncach w y s¢ homotopijne, jesli istnieje dla nich homotopia

wo~wi rell,

gdzie I = {0,1}. Zbidr klas homotopii drég oznaczamy P(X); wyrézniamy podzbiory
klas drég o ustalonych koricach (dokladniej: poczgtku x i koricu y) i oznaczamy
7(X;2,) = {[] € P(X); w(0) = 2,w(1) = y}.

Kazde odwzorowanie f: X —Y wyznacza funkcje fo: P(X)—=P(Y), n(X;z0,21)
— (Y5 f(xo), f(x1)), ktdre bedziemy nazywad indukowanymi przez f.

Uzycie okreslenia przestrzen dla zbioréow drog i petli jest uzasadnione natural-
ng topologia (tzw. topologiq zwarto—otwartg), jaka oba te zbiory posiadaja. Po-
zostawiamy czytelnikowi — jako ¢wiczenie — sprawdzenie, ze klasy homotopii drog
odpowiadaja sktadowym lukowej spéjnosci przestrzeni II1(X) (z odpowiednio zdefi-
niowang topologia). To podejécie nie bedzie wykorzystywane w niniejszym skrypcie.
Klasy homotopii drég i petli beda nas interesowaé jako zbiory posiadajace wazna
strukture algebraiczna.

Definicja 1.2.3. Dia dowolnych dwu drég w,w’ € II(X) takich, Ze koniec jednej
jest poczgtkiem drugiej, w(1) = w'(0), produktem nazwiemy droge w - w' € TI(X)
zdefiniowang wzorem

2 dla0<s<1i
w-w(s) = {29 AR (1.3)
§< <1
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Zauwazmy, ze produkty wzajemnie homotopijnych drég sa drogami homotopij-
nymi, a zatem definicja produktu rozszerza sie na klasy homotopii, [w]-[w'] = [w-w'].

Cwiczenie 1.2.1. Sprawdzi¢, ze dowolne dwie homotopie drog F: w ~ wy rel I
i F': W' ~ W) rel I wyznaczajg homotopie w - w’ ~ w; - | rel I. Zdefiniowaé
homotopie F - F” zgodnie ze wzorem (1.3) — osobno na I x [0, 1] i I x [3,1].
Uwaga 1.2.1. Niektorzy autorzy definiuja produkt, odwracajac kolejnos¢ drog.
Prowadzi to do subtelnych réznic w opisie dalszych konstrukcji, ale nie wplywa na
ich wynik z dokladnoscig do izomorfizmu.

Twierdzenie 1.2.1. Wlasnosci produktu klas homotopii drog w dowolnej prze-
strzeni topologicznej X :

(1) ([w] - [W]) - W] = [w] - (W] [W"]) = 0 ile w(l) = &'(0) iw'(1) = w"(0)
(lacznodé),

(i1) Dla kazdego x € X, klasa 1, = [e,] drogi stalej e,(s) = x jest jednoscig
mmnozenia,

Loy * w] = [w] = [w] - Lu1)-

(#i) Dla kazdej klasy [w], droga &(s) = w(1 — s) wyznacza klase homotopii takq, Ze

W]+ @] = Loy, (@] [w] = Luq)

tzn. element odwrotny do |w].

Ze wzgledu na wymienione w twierdzeniu wlasnosci zbiér P(X) nosi nazwe gru-
poidu podstawowego przestrzeni topologicznej X. Kazde odwzorowanie f: X — Y
indukuje homomorfizm grupoidéw f,: P(X) — P(Y) — tzn. odwzorowanie zgodne
7 opisana wyzej operacja mnozenia klas homotopii drég.

s
A
§ w//
w /
/ w
w’ /
w
w t
1

Rysunek 1.1: Homotopia (w-w') - w” ~ w - (v - ")

Dowdd. Dla dowodu lacznosci (i) rozwazmy dowolne trzy drogi w,w’ i w” w X
0 odpowiednio zgodnych koncach. Wzér

w(ti—sl), dla 0 < s < 4
G(t,s) =< W' (4s —t —1), dla%<s<%,
w’($£2221) dla H2 < s <L
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opisuje poszukiwang homotopie, zgodnie z rysunkiem 1.1. Istnienie jednosci (prawo-
i lewostronnych) wykazujemy, biorac dowolna droge w € II(X) o poczatku x¢ i kon-
cu x7 i budujac stosowne homotopie w oparciu o rysunek 1.2. Szczegdly pozosta-
wiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

S S
A y'
1 1
X
w €x, !
w w
e w
° o t t
1 1

Rysunek 1.2: Homotopie €, - w ¥ w, w:ez ~w

Ostatnia z wlasnosci — istnienie elementéw odwrotnych — sprawdzamy, wy-
chodzac od dowolnej drogi w € TI(X) (od zo do z1) i rozwazajac odwzorowanie
H: I? - X takie, ze

Sk
1
w > o
I w
w o
t

1

Rysunek 1.3: Homotopia w - @ >~ ey,

w(0), dla 0 < s < t/2,
25 —t dlat/2 <s<1/2,
R IO at/2<s <1
w(2—2s—1t), dlal/2<s<1-1/2,
w(0), dlal-t/2<s<1,
co ilustruje rysunek 1.3. Odwzorowanie H jest homotopig w - w ~ ey, rel I. O

Whniosek 1.2.2. Dla kazdego punktu xog € X, 2bidr m1(X, x9) = 7(X;x0,z0) klas
homotopii petli w punkcie g z dziataniem - jest grupg. Jesli yo € X jest w tej samej
skladowej tukowej spdjnosci przestrzeni, to kazda klasa homotopii [y] drogi w X od
xo do yo wyznacza izomorfizm grup

by (X, w0) — 71(X, %0), W] [7-w-q]
Dowdéd. Cwiczenie. O

Definicja 1.2.4. Grupe 71 (X, zo) nazywamy grupa podstawowa przestrzeni topo-
logicznej X w punkcie xq.
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Wiemy juz, ze grupa podstawowa z doktadno$cia do izomorfizmu nie zalezy od
wyboru punktu odniesienia, jesli ograniczamy sie do wybranej sktadowej tukowe;j
spéjnosci X przestrzeni X. W istocie, 71 (X, z0) = 71 (X, zq) jest grupa podstawo-
wa wybranej sktadowej i nie ma zwiazku z grupami podstawowymi innych sktado-
wych — rozwazane pojecie ma zatem sens jedynie dla przestrzeni tukowo spdjnych.
Nawet w takim przypadku wyréznienie punktu odniesienia jest istotne, a izomor-
fizmy 71 (X, ) =, m1(X, yo) zaleza w ogdlnosci od drogi taczacej xg z yo, a nie
od samych punktéw. Natomiast w kategorii par zlozonych z przestrzeni i punktu
odniesienia grupa podstawowa jest funktorem.

Stwierdzenie 1.2.3. Kazida klasa homotopii odwzorowari par f: (X,{zo}) —
(Y, {yo}) wyznacza naturalny homomorfizm grup f.: 71(X,x9) — m1 (Y, o), fulw] =
[f ow]. Naturalno$é rozumiana jest w sensie funktorialnym, tzn. zachodzi réwnosé
(go )« = g« o fi, dla homomorfizmu indukowanego przez zlozenie odwzorowari par.

Dowdd. Dowdd sprowadza sie do sprawdzenia, ze homotopijne odwzorowania par
przeprowadzaja dowolna petle w xy na homotopijne petle w . O

Kolejne twierdzenie wyjasnia, w jakim stopniu funktor grupy podstawowej wy-
znaczony jest przez klasy dowolnych homotopii przestrzeni topologicznych.

Twierdzenie 1.2.4. Dla dowolnego punktu xy € X i dowolnej homotopii F': I X
X — Y pomiedzy odwzorowaniami f = F(0,-) i g = F(1,-) przestrzeni X wY,
niech v = F(-,z9) € II(Y) bedzie drogg od f(xo) do g(xg). Wowczas homomorfizmy
indukowane grup podstawowych fi: m(X,x0) — m (Y, f(x0)) i g«: m(X,20) —
m (Y, g(x0)) wigze zaleznosé

g = hpy © fr.
Dowdéd. Dla dowolnej petli w: (I,1) — (X, {zo}), odwzorowanie
F,: 1?3 (t,s) — F(t,w(s)) €Y

wyznacza na brzegu kwadratu jednostkowego petle f ow i g o w polaczone droga
v — zgodnie z rysunkiem 1.4. Pokazana na rysunku deformacja kwadratu pozwala

S S
1 " 1]
A 2l gyw
fpw gpw 14 B L
B Jpw v
Lt t
v 1 1

Rysunek 1.4: Schemat homotopii drég od (0,0) do (1,1) wzdtuz brzegu I?

w oparciu o F,, zbudowa¢ homotopi¢ G, : I2 = Y, (faw) -7~ 7 (gaw). O



10 ROZDZIAL 1. NIECO ZAAWANSOWANE PODSTAWY

Cwiczenie 1.2.2. Poda¢ jawny wzér opisujacy ciagla funkcje A przeksztalcajaca
prawy z kwadratéw rysunku 1.4 na lewy i odwzorowujaca na siebie odpowiednie
trojkaty oznaczone A i B — obrazem obszaru zakreskowanego powinna by¢ gtéwna
przekatna lewego kwadratu. Sprawdzié, ze G, = F,, o A jest homotopia (fyw) v ~

v - (gpw) rel I.

Whniosek 1.2.5. Dowolne dwie homotopijnie réownowazine, tukowo spojne prze-
strzenie topologiczne majq izomorficzne grupy podstawowe.

Dowdd. Cwiczenie. O

Definicja 1.2.5. Przestrzen lukowo spdjng X nazywamy jednospdjna, gdy grupa
podstawowa X (wzgledem dowolnego punktu) jest trywialna.

Cwiczenie 1.2.3. Skoro przestrzen jednopunktowa jest jednospéjna, wniosek 1.2.5
gwarantuje jednosp6jnos$é przestrzeni Sciggalnych, tzn. homotopijnie réwnowaz-
nych przestrzeni jednopunktowej. Wychodzac od danej réwnowaznosci homotopij-
nej F: X ~ {x0}, o € X, zbudowaé — dla dowolnej petli w € Q(X, zy) — homotopie
W ey, rel 1.

Cwiczenie 1.2.4. Niech p: R — S' ¢ C bedzie odwzorowaniem wykladniczym
R > t — exp(27it) € S1. Dla dowolnej petli w € Q(S*, 1) zbudowaé jednoznaczne
podniesienie @: (I,{0}) — (R,{0}), czyli droge spelniajaca warunek po & = w.
Sprawdzi¢, ze w przypadku homotopii F': wy ~ w; rel I, podniesienia petli wy =
F(t,),t € I, wyznaczaja cigglg funkcje F: 12> (t,s) — Ji(s) € R. Wywnioskowaé
stad, ze koniec drogi @ jest taki sam dla wszystkich petli homotopijnych. Zatem —
grupa podstawowa okregu 71 (S, 1) jest nietrywialna.

Wniosek 1.2.6. Okrgg S' nie jest retraktem kola jednostkowego B?. Kazde od-
wzorowanie kola w siebie ma punkt staly.

Dowéd. Ewentualna retrakcja r: B2 — S* wraz z wlozeniem i: S! < B? spelnia-
lyby warunek r o i = idg: . Dla grup podstawowych oznaczaloby to przedstawienie
identycznodei id: w1 (S, 1) — 71 (51, 1) jako zlozenie

m(SY,1) 5 (B2 1) & 1 (SY1). (1.4)

Nie jest to mozliwe, gdyz grupa 71 (B2, 1), jest trywialna, co oznacza ze homomor-
fizm (1.4) jest staly. Pozostaje to w sprzecznosci z wykazana w ¢éwiczeniu 1.2.4
nietrywialno$cia grupy podstawowej okregu. Sprawdzenie, ze znajomo$¢ odwzoro-
wania B? — B2 bez punktéw statych pozwalaloby skonstruowaé retrakcje, pozosta-
wiamy czytelnikowi. Odpowiednig konstrukcje mozna tez znalezé w dalszej czesci
skryptu. O

Przypominamy klasyczne pojecie z topologii metryczne;j:
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Definicja 1.2.6. Dla dowolnego otwartego pokrycia 3 zbioru zwartego X w prze-
strzeni metrycznej, wielko$é

¢ = minmax dist(z, X \U)
zeX Uesd

nazywamy liczba Lebesgue’a pokrycia.

Liczba Lebesgue’a jest dodatnia i ma te wlasnosé, ze kazdy podzbiér o srednicy
mniejszej niz € jest zawarty w ktoryms ze zbioréw pokrycia.

Przyklad 1.2.1. Wykazemy, ze sfera S™ wymiaru n > 2 jest jednospojna. W tym
celu przedstawiamy sfere jako sume dwu otwartych pdlsfer, np.

U=A{(to,...,tn) €5™; t, >—1/2}, V ={(to,...,tn) € S™; t, <1/2}.

Dla dowolnej petli w € Q(S™, z9),z0 = (1,0,...,0), ustalajac podzial 0 = ag <
.-+ < ar = 1 odcinka I na tyle drobny, by jego srednica byla mniejsza niz liczba Le-
besgue’a pokrycia {w ™ (U), w1 (V)}, zauwazamy, ze kazdy ze zbioréw w([a;_1, a;]),
1 < k, jest zawarty w U lub w V. Wybér podciagu 0 = by < --- < b,, = 1 zlozonego
ze wszystkich wyrazéw a;, dla ktérych w(a;) € UNV, tworzy nowy podzial odcinka
— réwniez wpisany w pokrycie {w(U),w(V)}. Poniewaz zbiér V jest $ciagalny,
a przekréj U NV tukowo spéjny, dla kazdego j < m takiego, ze w([b;_1,b;]) C V,
mozemy w U NV wskazaé droge v; od w(bj_1) do w(b;) oraz skonstruowaé w V' de-
formacje (homotopig) w|y,_, s,) =~ 7, zachowujaca kofice. Otrzymana w ten sposob
petla jest homotopijna z w, a poniewaz przebiega w calosci w zbiorze U, mozna ja
zdeformowaé do petli stalej ey, .

Rozumowanie przedstawione w powyzszym przykladzie mozna rozwinac i wy-
korzysta¢ w ogélniejszej sytuacji — uzyskujac klasyczne twierdzenie, pozwalajace
na efektywne wyznaczanie grup podstawowych.

Twierdzenie 1.2.7 (Van Kampena). Jesli przestrzen topologiczna X jest sumg
wnetrz swoich dwu podzbiorow X1, Xo C X, przy czym iloczyn X1 N Xo jest tuko-
wo spdjny, to dla dowolnego punktu odniesienia xg € X1 N Xo grupa podstawowa
m (X, xo) jest amalgamatem grup m (X;,x0),7 = 0,1, wzgledem 71 (X1 N X, o),
to znaczy jest najmniejszq grupg generowana przez mi(X;, xo),t = 0,1, w ktdrej
zachodzq relacje

Ll*(g) :LQ*(g)’ dlageﬂ-l(leXanO)a
gdzie v;: X1 N Xy — X;,1 = 1,2, oznaczajg wloZenia.
Dowdd. Patrz np. [7, Tw. 7.12] O

Cwiczenie 1.2.5. Sformulowaé pelng, poprawna definicje amalgamatu Gy *¢ Ga
grup G, Gs wzgledem G. Podaé jawna konstrukcje amalgamatu jako grupy ilora-
ZOWE].
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Uwaga 1.2.2. Cyfra 1 uzyta w oznaczeniu grupy podstawowej sugeruje, ze znane,
a przynajmniej badane sa takze grupy m, (X, xo) — tzw. wyzsze grupy homotopii —
dla n > 1. Czytelnik moze zdefiniowaé np. grupe mo (X, xg) w dwojaki sposéb: jako
zbiér klas homotopii odwzorowan (S2,{1}) — (X,{z¢}) z naturalnym(?) dziala-
niem, albo — jako grupe w1 (2(X, z¢), 14, ). Autor skryptu goraco zacheca czytelni-
kéw — przynajmniej tych, ktorzy potrafia wykazaé, ze wyzsze grupy homotopii sa
abelowe — do dalszej aktywnoéci, tym bardziej, ze nawet dla sfer S™,n > 2, nie sa
znane wszystkie ich wyzsze grupy homotopii. Przyklady i metody mozna znalezé
np. w [7] 1 [10].

1.3 Przestrzenie nakrywajace

Rozwijajac idee zasygnalizowang w ¢wiczeniu 1.2.4, zaczniemy od wyrdznienia waz-
nej klasy przestrzeni topologicznych, a wlasciwie odwzorowan.

Definicja 1.3.1. Dla danej przestrzeni topologicznej X nakryciem lub przestrzenia
nakrywajaca nazywamy przestrzen E wraz z odwzorowaniem p: E — X takie, zZe:

(i) p(E) = X,

(ii) kazdy punkt x € X ma otoczenie prawidlowo nakryte V C X, ktdrego prze-
ciwobraz p~1 (V) jest sumgq rozlgczng podzbioréw otwartych przeprowadzanych
przez p homeomorficznie na V.

Opisane w punkcie (ii) definicji podzbiory otwarte homeomorficzne z V' bedzie-
my nazywaé platami nakrywajacymi V. Przeciwobrazy punktéw p~l(z),z € X,
nazywamy wioknami nakrycia.

Cwiczenie 1.3.1. Sprawdzié, ze wldkna nakrycia sg podprzestrzeniami dyskret-
nymi. Jesli prawidtowo nakryty zbiér V' C X jest spdjny, to rozktad przeciwobrazu
p~1(V) na platy jest jednoznaczny i pokrywa si¢ z rozkladem na sktadowe sp6jno-
$ci.

Przyktad 1.3.1. Odwzorowanie p: R — 8! z éwiczenia 1.2.4 oraz odwzorowania
Stz z2zteStdlan#0ipxp: R?2 — Stx St sg nakryciami.

Przyktad 1.3.2. Grupe G nazywamy grupg topologiczng jesli jest przestrzenia to-
pologiczng i dzialania grupowe sa ciagte. Je$li H jest dyskretnym dzielnikiem nor-
malnym grupy topologicznej G, to homomorfizm ilorazowy p: G > g — g-H € G/H
indukuje w G/H topologie — najwieksza, przy ktérej p jest ciagle. Wykazemy, ze
p: G — G/H jest nakryciem.

Zauwazmy najpierw, ze p jest odwzorowaniem otwartym. Wynika to z tozsa-
mosci p~H(p(W)) =W - H = U,y W - h, co dla otwartych podzbioréw W C G
daje zawsze zbiér otwarty w G. Niech U C G bedzie otoczeniem jednoéci e takim,
ze UN H = {e}; ciagloé¢ dzialania (g1,92) — g7 ' - go W grupie pozwala wskazaé
otoczenie V 3 e takie, ze V=1V C U, a wigc (V™1 V)N H = {e}. Wynika stad
wilasnoéé jednoznacznosci

le,'l)QerhlJLQEH(Ul . h1 = Vo - hz) — (111 = V2 i hg = hg). (1.5)
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Wykazemy, ze podzbiory otwarte p(V - g) C G/H sa, dla wszystkich g € G, prawi-
dlowo nakryte. Istotnie, dla przeciwobrazéw mamy rozktad

p Ve =JVgh=JVhy

heH heH

gdzie ostatnia rownosé wynika z faktu, ze H jest dzielnikiem normalnym. Homomor-
fizm p przeprowadza kazdy ze sktadnikéw na zbiér p(V - g), natomiast z wlasnosci
(1.5) wynika zaréwno to, ze platy Vhg, h € H, sa wzajemnie rozlaczne, jak i to, ze
p na kazdym z nich jest bijekcja — ciagla i otwarta, a wiec obciecia p do platéw sa
homeomorfizmami.

Przyktad 1.3.3. W teorii funkcji holomorficznych (jednej zmiennej) rozwaza sie
powierzchnie Riemanna, otrzymane jako przestrzen wszystkich lokalnych rozsze-
rzeh danej funkeji C C U — C. Wraz z rzutowaniem na (otwarty podzbiér) C,
kazda powierzchnia Riemanna jest przestrzenia nakrywajaca. Konstrukcja ta obej-
muje funkcje wielowartosciowe, takie jak log(z) czy 1/z i pozwala je traktowaé jako
klasyczne, jednowartosciowe, okreslone na stosownym nakryciu. Dla pierwiastka
2 — +/z powierzchnia Riemanna jest dwukrotnym nakryciem plaszczyzny zespolo-
nej bez punktu 0, dla logarytmu — jednospdjnym, nieskonczonym nakryciem tego
samego zbioru. Kazda galgZ logarytmu, czy pierwiastka, jest wyborem zawartego
w nakryciu ptata, na ktérym rzutowanie jest homeomorfizmem.

Zwiazek pomiedzy nakryciami przestrzeni X i grupa podstawowa (X, )
opiera si¢ na przedstawionych nizej dwu twierdzeniach.

Twierdzenie 1.3.1 (O jednoznacznosci podnoszenia). Niech p:(E {eo}) — (X, {z0})
bedzie dowolnym nakryciem zachowujgcym punkty bazowe. Jesli Y jest przestrze-
nig spdjng, za$ f: (Y, {yo}) — (X, {x0}) — dowolnym odwzorowaniem, to istnieje
co najwyzej jedno odwzorowanie f: (Y,{yo}) — (E,{eo}), dla ktérego nastepujocy

diagram
! (B, {eo})
3 (1.6)
! p
(Y, {yo})T(X, {zo})
jest przemienny, czyli p o f =f.

Odwzorowanie f — jeli istnieje — bedziemy nazywaé podniesieniem f (do punktu
€g € E)

Dowéd. Dopuszezajac istnienie dwu podniesien f, f: (Y, {yo}) — (E, {eo}) odwzo-
rowania f, rozwazmy zbiory

A={yeY: fy=Ffw} 1 B={yeY; fy)+fy}

Zauwazmy, ze oba zbiory sa otwarte, przy czym zbidér A jest niepusty (zawiera yo).
Istotnie, dla y; € Y, niech V' C X bedzie prawidlowo nakrytym otoczeniem punktu
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fy). Jedli y1 € A, a S € p~'(V) jest platem zawierajacym f(y1) = f(y1), to
na wspolnej czesci przeciwobrazéw W = f=1(S) N f~1(S) oba podniesienia pokry-
waja si¢ ze ztozeniem (p|g) Lo f; zatem W jest (otwartym) otoczeniem y; zawartym
w A. Jesli natomiast y; € B, punkty f(yl), f(yl) € p~1(V) leza w réznych (a wigc
rozlacznych) platach Si,Se nakrywajacych V i przekréj f‘l(Sl) N f‘l(Sg) jest
(otwartym) otoczeniem y; zawartym w B. Poniewaz para A, B stanowi rozklad
przestrzeni Y, spéjnosé Y implikuje réwnosé A =Y. O

Warunek konieczny i dostateczny istnienia podniesienia, wyrazony poprzez za-
lezno$ci grup podstawowych, pojawi sie na koniec biezacego podrozdziatu. Na razie
zajmiemy sie przypadkami Y = I, I2.

Twierdzenie 1.3.2 (Wlasnos$¢ podnoszenia drdég i homotopii). Niechp: (E.{eq})—
(X, {x0}) bedzie nakryciem zachowujgcym ustalone punkty bazowe. Dla dowolnej
drogi w: (I,{0}) — (X, {zo}) istnieje (dokladnie jedno) podniesienie @: (I,{0}) —
(E,{eo}), tzn. droga spelniajgca warunek po o = w.

Dla dowolnej homotopii G: wo ~ wy rel I pomiedzy drogami w X istnieje homo-
topia podniesien G: g~ rel I spetniajgca waruneprG = G. W szezegdlnosci,
podniesienia drdg do punktu ey koticzq sie w tym samym punkcie wo(1) = @1(1).

Dowdd. Rodzina zbioréw {w™'(V); V C X jest prawidlowo nakryte} stanowi
otwarte pokrycie przedziatu I. Wybierajac n > 0 takie, by podzial odcinka I = [0, 1]
punktami t;, = k/n, k < n, byl wpisany w pokrycie — wystarczy, by liczba 1/n byla
mniejsza niz liczba Lebesgue’a pokrycia — wyrézniamy prawidlowo nakryte zbiory
Vi takie, ze w([tk—1,tk]) C Vi, dlak=1,...,n.

Korzystamy z indukcji i definiujemy jedyna droge @;: ([0,%;],{0}) — (E,{e})
bedaca podniesieniem w/jg¢,) dla i < n; dla i = 0 jest to oczywiste. Zatézmy zatem,
ze mamy juz poprawnie zdefiniowana droge @y dla pewnego k < n. Niech W C
p~1(Viy1) bedzie zawierajacym punkt @y (tx) platem, na ktérym ply : W — Viiq
jest homeomorfizmem. Jakiekolwiek rozszerzenie wy1 musi przeprowadzaé spdjny
zbidr [tg, tk+1] w W. Warunek p o Ox11 = w na [tg, tgy1] oznacza zatem réwnosé

"Dk+1|[tk,tk+1] = (p|W)71 © w|[tk,tk~+1]’

co potwierdza jednoznacznos¢ i gwarantuje ciaggtosé. Indukcja konczy konstrukcje
i dowdd pierwszej czesci twierdzenia.

Idea podnoszenia homotopii G: (12,1 x {0}) — (X, {x}) jest analogiczna.
Wychodzimy od dobrania liczby n > 0 takiej, by zbiory

G([tim1,ti] X [tj—1,t5]) C Vij
zawieraly si¢ w ustalonych zbiorach dobrze nakrytych V;;, dla i,5 = 1,...,n. Po-
stepujac zgodnie z opisang w pierwszej czesci dowodu konstrukcja, budujemy od-
wzorowania
G: ([ti—lyt’i] X I, [ti—17ti} X {O}) — (E, {60}),
bedace podniesieniem fragmentu G i ztozone z podniesien drég G(t,-),t € [ti—1,ti],
dla ¢ < n. Otrzymane porcje sklejamy, korzystajac z jednoznacznosci podniesien
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drég G(t;,-),i < n. Dla dowodu, ze otrzymane w ten sposéb odwzorowanie jest
homotopia drég w E, pozostaje zbadaé krzyws, jaka opisuja konce G(t,1),t € I.
Jedli G jest homotopia drég o poczatku zg i koncu z1, to zaleznosé p(G(t,1)) =
G(t,1) = x1, dla t € I. Droga C;’(t, 1),t € I, przebiega zatem w calosci we widknie

p~1(x1), a poniewaz jest to zbiér dyskretny, musi byé stala. O

Przyklad 1.3.4. Kontynuujac przykitad 1.3.2 skonstruujemy, w przypadku jed-
nospdéjnej grupy topologicznej G i dyskretnej podgrupy normalnej H, kanonicz-
ny izomorfizm ¢: H = m (G/H,e). W tym celu dla kazdego h € H wybierz
my droge v, € II(G;e, h) i przyjmijmy ¢(h) = [pyn], na co pozwala jednospéj-
no$¢ G. Zauwazmy, ze dla dowolnych hq,he € H, droga hivyn, jest podniesie-
niem — do h; — petli pyn,, a zatem produkt petli pyn, - pyn, podnosi sie do drogi
Yy (h1vn,) € TI(G; e, hihs). Oznacza to, ze ¢ jest homomorfizmem grup. To, ze jest
izomorfizmem wynika z wlasnosci podnoszenia drég i ich homotopii.

Whiosek 1.3.3. 71(5%,1) = Z. O

Kolejne twierdzenie wykorzystuje udowodnione wtasnoéci podnoszenia drog i sta.
nowi pelne rozwiazanie problemu istnienia podniesienia odwzorowania f w diagra-
mie (1.6) — przy dodatkowym zalozeniu dotyczacym sp6jnosci.

Definicja 1.3.2. Przestrzen topologiczng Y nazywamy lokalnie tukowo spdjna,
gdy dla kazdego y € Y i jego otoczenia U istnieje takie otoczenie U' C U punktu y,
ze dowolne dwa punkty z U’ mozna polgczyé drogqg zawartq w U.

Powyzsza wlasnos¢ maja np. przestrzenie lokalnie homeomorficzne z R™, a wiec
tez wszystkie rozmaitosci.
Cwiczenie 1.3.2. Sprawdzié, ze spdjna, lokalnie lukowo spdjna przestrzen jest

tukowo spéjna.

Twierdzenie 1.3.4. Niech p: (E,{eo}) — (X,{xo}) bedzie nakryciem, a' Y spdj-
ng, lokalnie tukowo spdjng przestrzenig topologiczng. Dla dowolnego odwzorowania
I (Vi {yo}) — (X, {x0}), podniesienie f (tzn. odwzorowanie spelniajgce warunek
pof=f - por (1.6)) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi inkluzja

fem1(Y,90) C pami(E, €). (1.7)

Cwiczenie 1.3.3. Sprawdzi¢ réwnowaznos¢ warunku (1.7) i wlasnoéci méwigeej,
ze [ przeprowadza petle z Q(Y, yo) na takie, ktérych podniesienie (jako drég) do E
jest rowniez petla.

Dowdd twierdzenia 1.3.4. Istnienie podniesienia f implikuje relacje
£ (Yoyo) = pefurmi (Vo) C pemi(E, eg),

co daje warunek konieczny. Zakladajac zatem wlasnos¢ (1.7), zbudujemy stosowne
odwzorowanie (Y, {yo}) — (F,{eo}). Dla dowolnego y € Y, niech v bedzie droga
w Y od yo do y. Podniesienie drogi fv do (fv)~: (I,{0}) — (E,{eo}) pozwala
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przyjaé f(y) = (fv)~(1). Jedli 4/ jest inna droga od yo do y, to — z zalozenia —
obraz f o (y-4') ma w E podniesienie bedace petla w Q(E, eg). Oznacza to, ze
odwrocenie drugiej poldwki petli (fv- f7')~ ma poczatek w eg 1 jest podniesieniem
petli f+/. Uzyskaliémy zatem réwnosé koncéw (fv)~(1) = (f9')™~(1) i tozsamosé

(fy- )" =0~ - ()

Tym samym stwierdzamy, ze [ : (Y, {yo}) — (E,{eo}) jest poprawnie zdefiniowana
funkcja o nieokreslonej jeszcze cigglosci. Jesli teraz dla ustalonego y € Y istnieje
otoczenie U, ktorego punkty mozna potaczyé z y drogami w, matymi w tym sensie,
ze obrazy fw leza we wspdlnym dobrze nakrytym otoczeniu V obrazu f(y) € X,
to z przedstawionej wyzej konstukcji wynika réwnosé

flo = (ols)™" o flu,

gdzie S € p~(V) jest platem nakrywajacym V zawierajacym f(y). Uzyskany
alternatywny opis funkcji f w otoczeniu dowolnego y € Y oznacza ciagltosé i konczy
dowdd. O

Whniosek 1.3.5. Jesli przestrzen Y jest dodatkowo jednospdjna, to kazde odwzo-
rowanie [ ma jednoznaczne (jedyne) podniesienie f. O

W dalszej, koncowej czesci biezacego podrozdzialu przyjmiemy zalozenie, ze
wszystkie rozwazane przestrzenie sg spdjne i lokalnie tukowo spédjne. Zastosowanie
twierdzenia 1.3.4 do jednospojnych przestrzeni nakrywajgcych ukazuje uniwersalny
charakter odpowiednich nakry¢.

Whiosek 1.3.6 (Twierdzenie o nakryciu uniwersalnym). Zalézmy, ze p: (E,{ep})—
(X, {zo}) jest nakryciem takim, e przestrzer E jest jednospdjna.

(i) Dla dowolnego nakrycia q: (X,{Zo}) — (X, {x0}) istnieje dokladnie jedno
odwzorowanie p: (E,{eq}) — (X, {&o}) takie, ze diagram

(X, {#0})
(1.8)

h

(B {eo}) ——(X, {z0})
p

jest przemienny, czyli q o p = p. Odwzorowanie p jest nakryciem.

(i) Nakrycie p jest jedyne z dokladnosciq do izomorfizmu, tzn. jeslip': (E' {e,}) —
(X, {x0}) jest réwniez nakryciem jednospdjnym, istnieje (jedyny) homeomor-
fizm h: (E,{eo}) — (E',{e}}) spelniajocy warunek p' o h = p.

Dowdd. Cwiczenie. O
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Cwiczenie 1.3.4. Sprawdzi¢, ze homomorfizm p, : 7 (E,ep) — m1 (X, x0) jest mo-
nomorfizmem. Korzystajac z twierdzeniu o nakryciu uniwersalnym, zbudowa¢ na-
krycie, dla ktérego grupa p.mi(FE, ep) jest zadana podgrupa grupy 7 (X, zo).

Homeomorfizmy przestrzeni nakrywajacych, ktére pojawily sie¢ w twierdzeniu
o nakryciu uniwersalnym, pozwalaja na naturalna interpretacje grupy podstawowej
jako grupy przeksztalcen.

Twierdzenie 1.3.7. Dla dowolnego nakrycia p: (E,{eq}) — (X,{x0}) o jedno-
spojnej przestrzeni nakrywajgcej E, automorfizmy nakrycia p: E — X bez wyrcoz-
nionych punktdw odniesienia stanowig grupe kanonicznie izomorficzng z w1 (X, xo).
Doktadniej, kazdemu punktowi e € p~t(zo) widkna nad punktem bazowym odpowia-
dajqg (wzajemnie jednoznacznie) dokladnie jeden homeomorfizm h.: (E,{eo}) —
(E,{e}), spelniajgcy warunek p o he = p, oraz dokladnie jedna klasa homotopii [w]
petli w € Q(X, xg), ktérej podniesieniem jest droga w E od eq do e. W szczegdlnosci,
grupa podstawowa jest réwnoliczna z wiéknem p~—*(xo).

Dla dowodu, ze wskazane w twierdzeniu przyporzadkowanie jest izomorfizmem
grup, skorzystamy z jawnej konstrukeji jednospdjnego nakrycia przestrzeni X opisa-
nej ponizej. Czytelnikéw zachecamy natomiast do wykorzystania twierdzen o pod-
noszeniu i jednoznacznosci — i samodzielnego zdefiniowania dzialania grupy pod-
stawowe]j na jednospdjnej (lokalnie tukowo spdjnej) przestrzeni nakrywajacej.

Przyktad 1.3.5. Konstrukcja jednospojnej przestrzeni nakrywajacej. Niech X be-
dzie, zgodnie z wcze$niejszymi zalozeniami, spdjna przestrzenia lokalnie tukowo
spdjna. Zakladamy takze, ze X jest pdtlokalnie jednospdjna, co oznacza po prostu,
ze kazdy punkt z € X ma otoczenie takie, ze petle w nim zawarte sa $ciagalne
w X. Ustalmy punkt odniesienia xy € X. Kandydatem na nakrycie uniwersalne
(jednospéjne) jest podzbiér P(X,zo) = {[7] € P(X); v(0) = zo} grupoidu pod-
stawowego, z naturalnym rzutowaniem p: [y] — (1) 1 wyréznionym punktem 1.
Jako baze topologii w P(X, o) przyjmiemy rodzine zbioréw V,, zaleznych od klasy
a € P(X,x0) i lukowo spdjnego otoczenia V' C X punktu p(«), postaci

Vo ={a-[w] € P(X,20); w: (1,{0}) — (V. {p(a)})}.

Jedli dla x € X wybrac¢ otoczenie V' takie, by wszystkie petle w nim zawarte byly
$ciagalne w X, to przeciwobraz otoczenia ma rozktad p=t(V) = U{Va; p(a) = x}.
Sprawdzenie, ze zbiory postaci V,, istotnie stanowia baze topologii w P (X, x¢) oraz,
ze wskazane zbiory otwarte w X sg prawidlowo nakryte, pozostawiamy czytelniko-
wi.

Wiedzac juz, ze mamy do czynienia z nakryciem, jednosp6jnos¢ przestrzeni
nakrywajacej wykazemy, korzystajac z nastepujacej obserwacji. Dla dowolnej drogi
~v € II(X; zo, x), funkcja

A It — [s— y(ts)] € P(X, ), w szezegdlnosel (1) =[],  (1.9)

jest jawnie okreslonym podniesieniem v. W zwiazku z tym, podniesienie w dowolnej
petli w € Q(X, zg) jest petla (w 1,,) wtedy i tylko wtedy, gdy

W] = @(1) = 1a,
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co oznacza istnienie homotopii w =~ e;, rel I. Twierdzenie o podnoszeniu ho-
motopii implikuje homotopijno$¢ podniesien, a wiec Sciagalnosé kazdej petli © €
Q(P(X, z0), 14,)-

Cwiczenie 1.3.5. Sprawdzi¢, ze podane w przykladzie 1.3.5 zalozenie péllokalne;
jednospojnosci jest warunkiem koniecznym istnienia jednospdjnego nakrycia.

Dowdd twierdzenia 1.3.7. Dla jednospdjnego nakrycia (E,eq) = (P(X,zg), 14,) —
(X, ), wtokno p~1(1,,) sktada si¢ dokladnie z klas homotopii petli w € Q(X, zg),
a wiec jako zbiér jest identyczne z w1 (X, zo). Wobec (1.9) odpowiada to przy-
porzadkowaniu wskazanemu w twierdzeniu. Z drugiej strony, dla kazdej klasy a €
m1(X, x0), lewostronne mnozenie [y] — a-[v] jest automorfizmem nakrycia P (X, o)
przeprowadzajacym 1., na « i oznaczanym w twierdzeniu jako h,. Pozostaje za-
uwazy¢, ze laczno$é mnozenia

a-(a-[)=(a-a) [,
oznacza t0zsamosé hq, © hor = hg.or dla a,a’ € m (X, zg). O

Przyktad 1.3.6. Dla n > 2, na sferze S™ (przestrzeni jednospdjnej) dziala auto-
morfizm antypodyczny @ — —z. Utozsamienie (sklejenie) kazdej pary punktéw
przeciwleglych sfery prowadzi do uzyskania n—wymiarowej (rzeczywistej) prze-
strzeni rzutowej RP™ (por. przyklad 2.4.2) i rzutowania p: S™ — RP™ bedacego
2—krotnym nakryciem Zatem mq (RP™, 1) = Zs jest jedyna grupa dwuelementowa.
Grupa automorfizméw nakrycia sklada sie z identycznoéci i automorfizmu anty-
podycznego. Niezerowy element grupy w1 (RP"™, 1) jest klasa homotopii dowolnej
petli, np. w: I 3t +— [cos(nt), sin(nt),0,...,0] € RP™, ktérej podniesienie & spel-
nia warunek @(1) = —&(0).

Cwiczenie 1.3.6. Skonstruowaé jednospéjne nakrycie dsemki, czyli przestrzeni
Stv st = (St x {1}) U ({1} x St c St x S, lub odszukaé odpowiedni rysunek
w [11]. Sprawdzié, ze grupa podstawowa 71(S1 Vv St (1,1)) jest nieabelowa.

1.4 Konstrukcje przestrzeni topologicznych

Niektore sposoby wprowadzania topologii w mniej lub bardziej abstrakcyjnych zbio-
rach pojawily sie juz w poprzednim podrozdziale. Pora je uporzadkowaé i rozsze-
rzyce.

Definicja 1.4.1. Dla dowolnej rodziny przestrzeni topologicznych {X,; a € A},
dowolnego zbioru X i funkcji fo: Xqo — X,a € A, staba topologia lub topologia
indukowang w X przez rodzine funkcji { fo} nazywamy najsilniejszq topologie w X,
dla ktorej wszystkie funkcje fo,a € A, sq ciggle.

Cwiczenie 1.4.1. Sprawdzié, ze staba topologia sklada sie dokladnie z tych pod-
zbioréw U C X, dla ktérych wszystkie przeciwobrazy f;1(U) C X,,a € A, sa
otwarte. Scharakteryzowaé ciggloéé¢ dowolnej funkcji g: X — Y poprzez ciaglosé
ztozen go f,,a € A.
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Definicja 1.4.2. Dla dowolnej rodziny przestrzeni topologicznych {Xq; a € A}
sumy roztaczna nazywamy zbior

IT Xa = U {a} x Xa (1.10)

acA acA

z topologiq indukowang przez rodzine wiozZen

ta: Xa ={a} x X, C HXQ, a€ A,
acA

czyli nagmocniejszq topologiq, dla ktorej wszystkie odwzorowania i, sq ciggle.

Zbiorami otwartymi (domknigtymi) w sumie roztacznej (1.10) sa roztaczne sumy
rodzin dowolnych podzbioréw otwartych (odp. domknietych) A, C X,,a € A.

Definicja 1.4.3. Topologiczng filtracja zbioru X nazywamy cigg topologii na wste-
puggcej rodzinie podzbioréw {X,; n € N}, zgodny w tym sensie, ze X, jest pod-
przestrzeniq X411, dla kaZzdego n € N. Filtracja jest domknieta, jezeli X, jest
domknietym podzbiorem X,,, dla m > n.

Cwiczenie 1.4.2. Zgodnie z definicja 1.4.1, wlozenia X,, — X,n € N, indukujg
w X staba topologie. Sprawdzié, ze przestrzenie X,, sa podprzestrzeniami w X.

Twierdzenie 1.4.1. Slaba topologia wyznaczona w zbiorze X przez dowolng fitra-
cje domknietq {X,; n € N} Ty—przestrzeni jest Ty. Przestrzen X jest normalna,
jesli wszystkie X,, sq¢ normalne.

Dowdd. Sprawdzenie faktu, ze Ty —filtracja indukuje w X Tj—topologie, pozosta-
wiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. Zalézmy zatem, ze filtracja sklada si¢ z prze-
strzeni normalnych i rozwazmy dowolne dwa zbiory domknigte i roztaczne K, L C
X. Dla kazdego n zbiory K, = KN X, i L, = LN X, sa domkniete i roztaczne
(choé, byé¢ moze, puste). Zaczynajac od funkeji pg: Xo — [0, 1] takiej, ze po|x, =0
i polL, =11 korzystajac z twierdzenia Tietzego-Urysohna konstruujemy indukceyj-
nie ciag funkcji p,,: X, — [0, 1] takich, ze

pn|Xn—1 = Pn—1, pn|Kn =0 i pn|Ln = 1;

dla n > 0. Funkcja p: X — [0, 1], bedaca wspdlnym rozszerzeniem wszystkich p,,,
jest ciagla i oddziela zbiory K i L. O

Definicja 1.4.4. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X i dowolnej relacji row-
nowaznodci R C X x X w zbiorze X, przestrzenia ilorazowa X/R nazywamy zbior
klas abstrakcji z nagsilniejszq topologiq zapewniajgcq ciggto$é rzutowania X —
X/R.

Cwiczenie 1.4.3. Sprawdzi¢, ze kazda funkcja ciagla X — Y zgodna z relacjy
rownowazno$ci w X wyznacza funkcje ciagla z przestrzeni ilorazowej do Y.
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Definicja 1.4.5. Dla dowolnej pary (X,A) i dowolnego odwzorowania f: A —'Y,
niech

XUpY = (XUY)/(a~ f(a)) (111)

bedzie przestrzeniq ilorazowq, efektem utoZsamienia w sumie rozlgcznej punktow
a ~ f(a),a € A. O przestrzeni X Uy Y 2z topologig ilorazowq wyznaczong przez
rzutowanie

T XUY - XUpY (1.12)
mowimy, zZe powstala przez doklejenie przestrzeni X do Y za pomoca f.

Wprawdzie powyzsza definicja ma ogélny charakter, jednak bedziemy ja stoso-
waé gléwnie dla par domknietych (X, A), czyli takich par topologicznych, w ktérych
wyrdzniony podzbiér A jest domkniety.

Przyktad 1.4.1. Przestrzen ilorazowa X/A, w ktérej utozsamiono ze soba wszyst-
kie punkty podzbioru A C X, powstaje z X przez doklejenie punktu (za pomoca
odwzorowania stalego).

Stwierdzenie 1.4.2. Niech (X, A) bedzie parg domknietq. Dla dowolnej funkcji
cigglej f: A — Y w przestrzeni topologicznej X Uy Y ograniczenia 7T|X\A iTly sq
homeomorfizmami. Rzutowanie (1.12) charakteryzuje zbiory otwarte w W C XUsY
poprzez pary podzbioréw otwartych U C X,V C Y takich, ze f7'W = U UV
iUNA=f"'V.

Jesli X 1Y sq Th—przestrzeniams, to X Uy Y rowniez.

Dowdd. Cwiczenie. O

Zwyczajowo utozsamiamy Y z podzbiorem domknietym utworzonej przestrzeni.
W tym sensie odwzorowanie f = 7|x stanowi kanoniczne rozszerzenie funkcji f
i wyznacza odwzorowanie par

(X, 4) = (XU YY) (1.13)
Twierdzenie 1.4.3. Jesli przestrzenie X 'Y sq normalne, to dla dowolnego pod-
zbioru domknigtego A C X i odwzorowania f: A — Y, przestrzen X Uy Y jest
rowniez normalna.

Dowéd. Dla dowolnych rozlacznych podzbioréw domknietych K,L C X Uf Y za-
chodzg réwnosci

7K =Ky U(KNY), 7L =LxU(LNY),

gdzie Kx i Lx sa roztacznymi domknietymi podzbiorami X spelniajacymi warunki
ANKx = f71K,ANLx = f~'L. Z zalozenia istnieje funkcja ciagta py : Y — [0, 1]
oddzielajaca zawarte w Y czesci K i L, tzn. taka, ze py|ank = 01 pylanr = 1.
Poszukujac analogicznej funkcji px : X — [0, 1], przyjmiemy

pxla=pyof, pxlkx =0 1 pxloy =1
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Zdefiniowana w ten sposob na zbiorze AU K x U Lx C X funkcja jest ciagla, a wiec
— zgodnie z twierdzeniem Tietzego-Urysohna — posiada ciagle rozszerzenie na X.
Pozostaje zauwazy¢, ze polaczenie obu funkeji, (px,py): XUY — [0, 1], wyznacza
na przestrzeni ilorazowej X Uy Y funkcje ciagla oddzielajaca K i L. O

Whniosek 1.4.4. Dla dowolnej pary domknictej (X, A) przestrzen ilorazowa X/A
jest Ty —przestrzeniq, jesli X jest Ty —przestrzeniq. Jesli ponadto przestrzen X jest
normalna, to X/A jest réwniez przestrzenig normalng. O

Kolejna definicja wprowadza dodatkowa wazna wlasno$¢ par przenoszona na
kolejne przestrzenie powstale w wyniku operacji doklejania (1.11).

Definicja 1.4.6. Pare domknietq (X, A) nazywamy para kolnierzykowa, jesli ist-
nieje zbior otwarty U taki, Ze A C U C X i A jest mocnym retraktem deformacyj-
nym U. Zbior U nazywamy w tej sytuacji kolnierzykiem zbioru A.

Przyktad 1.4.2. Kula domknigta i sfera tworza pare komierzykowa (B™,S"1).
Ogdlnie — kazda rozmaito$é topologiczna X z brzegiem 90X stanowia pare kolnie-
rzykowa.

Twierdzenie 1.4.5. Dla dowolnej pary kolnierzykowej (X, A) i odwzorowania
f: A=Y, para (X Uy YY) jest réwniez parg kolnierzykowq. Jesli U C X jest
kotnierzykiem zbioru A, to suma V = f(U)UY jest kolnierzykiem zbioru Y

Dowdéd. Jesli U C X jest kolierzykiem zbioru A, to zbiér V = f(U) UY, beda-
cy obrazem w rzutowaniu 7 zbioru otwartego i nasyconego U UY, jest zbiorem
otwartym. Dowolna homotopie D: I x U — U, definiujaca U jako mocny retrakt
deformacyjny zbioru A, rozszerzamy do D: I x (UUY) — f(U)UY,

D(t,u) = f(D(t,u)), dlauelU, D(t,y) =y, dlayeY.

Otrzymane odwzorowanie jest zgodne z relacja sklejajaca, a wiec wyznacza funkcje
D: Ix(f(U)UY) — f(U)UY. Sprawdzenie ciaglosci D pozostawiamy czytelnikowi
jako éwiczenie. Odwzorowanie D opisuje podprzestrzen Y C f(U)UY jako mocny
retrakt deformacyjny. O

Cwiczenie 1.4.4. Sprawdzié, ze dla dowolnego otwartego podzbioru U C X, nasy-
conego wzgledem relacji réwnowaznosci ~ w X, tj. bedacego sumg klas abstrakcji,
wlozenie indukuje homeomorfizm przestrzeni ilorazowej U/, na otwarty podzbidr
X/ ~. Homeomorfizmem jest réwniez bijekcja (I x X))/ — I x(X/), jesliw I x X
przyjaé trywialne rozszerzenie relacji:

(tyz) ~ (o) = (t=1t)i (x ~2).

Drugi z homeomorfizméw jest niebanalny i daje sie rozszerzy¢ na sytuacje, w ktorej
przedzial I zamieniony jest na dowolna lokalnie zwarta przestrzen Hausdorffa.
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Dla potrzeb bardziej zaawansowanej konstrukcji opisanej w podrozdziale 2.4,
przedstawimy teraz jawny opis kolnierzyka, retrakcji i homotopii w przypadku,
ktory okaze si¢ w rozdziale 2 wzorcem dla budowy C'W —komplekséw. Opis ma
charakter techniczny i dotyczy szczegdélow dowodu twierdzenia 1.4.5 w przypadku,
gdy doklejana przestrzen X sklada sie z kul B™, majacych ustalona retrakcje B™\
{0} 3¢~ ﬁ € S"~! i homotopie

Ix(B"\{0})>(t,&) — (1 —t)¢+ t||§|| € B™\ {0}. (1.14)
Whiosek 1.4.6. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej Y i dowolnej rodziny od-
wzorowan ¢q: S"' —Y,a € A, niech

Z=1]B"ve,Y
acA
oznacza wynik doklejania rodziny kul do Y, zas M = {®,(0); a € A} — zbior
Srodkow kul, przeniesionych do Z za pomocg kanonicznych rozszerzen ®,: B™ — Z
Junkcji ¢q,a € A. Wowczas: zbior Z \ M jest kolnierzykiem podzbioru Y, retrakcjg
jest odwzorowanie

®a () = dalyep), dla€ € B \{0}aeA

(1.15)
Yy, dlay ey,

r: Z\M =Y, {

a homotopiq deformujgcq Z\ M — odwzorowanie D: I x (Z\ M) — Z\ M, opisane
wWzoTAMS

(t;Pa(€)) = Pal(1 = D)€+ tygp), dla & € B\ {0},a € A

1.16
(t,y) =y, dlayey. (1.16)

O

Niektorzy autorzy zakladaja dodatkowo, ze przestrzen X w parze kolnierzyko-
wej jest przestrzenia Hausdorffa.

Cwiczenie 1.4.5. Sprawdzi¢, jaki dodatkowy warunek nalozony na A zapewnia,
ze doklejanie pary (X, A) do przestrzeni Hausdorffa Y daje w wyniku przestrzen
Hausdorffa. Czy podzbiér Y C X Us Y spetnia analogiczny warunek?

1.5 Podstawowe konstrukcje algebraiczne

Topologia algebraiczna wykorzystuje obiekty algebraiczne do badania obiektéw to-
pologicznych. Grupy podstawowe, opisane w podrozdziale 1.2, pojawily sie w spo-
sOb naturalny — poprzez wprowadzenie dzialania grupowego w zbiorze ,dostarczo-
nym” przez topologie. Inng konstrukcja jest zwiazany z twierdzeniem van Kampe-
na (tw. 1.2.7) amalgamat, bedacy opisem istniejgcej grupy poprzez jej podgrupy.
W kolejnych rozdzialach skryptu beda nam réowniez potrzebne konstrukcje grup no-
wych — wprowadzajace nowe obiekty, ktére nastepnie postuza do opisu wybranych
wlasnosci obiektéw topologicznych.



1.5. PODSTAWOWE KONSTRUKCJE ALGEBRAICZNE 23

We wszystkich przedstawionych ponizej konstrukcjach pojecie grupa oznacza
grupe abelowg.

Definicja 1.5.1. Suma prosta rodziny grup {G.; a € A} nazywany grupe G wraz
z rodzing homomorfizmow i,: G, — G,a € A, o nastepujgcej wlasnosci:

e Dla dowolnej grupy H i homomorfizméw hy,: G, — H istnieje dokladnie
jeden homomorfizm h: G — H taki, Ze kazdy z homomorfizmow h, jest zlo-
zeniem hg = hoi,.

Oznaczenie: @, 4 Ga; dla sum skoriczonych: Go, @ --- @ G, .
Konstrukcja: G = @, 4 Ga jest zbiorem funkcji c: A — | J{Ga; a € A} spelniajo-
cych warunki:

(i) f(a) € Gq, dla a € A;
(i1) zbior {a € A; f(a) # 0} jest skoriczony.

Dla b € A homomorfizm iy: Gy — @ ,c 4 Ga jest okreslony wzorem

. g, dlaa=0,
zb<g><a>={0 P

Cwiczenie 1.5.1. Sprawdzi¢ poprawnosé¢ konstrukeji (i definicji) sumy prostej.

Szczegdlnym przypadkiem sumy prostej jest grupa €, 4 Z nazywana grupg
wolna nad zbiorem A lub — generowana przez A (por. definicja 3.0.5).

Stwierdzenie 1.5.1. Grupa G wraz z rodzing homomorfizméw i,: G, — G,a €
A, jest sumq prostg @, c 4 Ga wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rodzina projekcji
Pa: G — Gg,a € A taka, Ze

vaEApa Olgq = idGa, Z lq O Pq = idg .
acA

Dowdd. Cwiczenie. O

Definicja 1.5.2. Produktem rodziny grup {G.; a € A} nazywany grupe G wraz
z rodzing homomorfizmoéw pe: G — G4,a € A, o nastepujgcej wlasnosci:

e Dla dowolnej grupy H i homomorfizmow h,: H — G, istnieje dokladnie
jeden homomorfizm h: H — G taki, Ze kazdy z homomorfizméw h, jest zlo-
zeniem hg = pg o h.

Oznaczenie: [],c 4 Ga-

Cwiczenie 1.5.2. Podaé konstrukcje produktu grup.

Jak wynika np. ze stwierdzenia 1.5.1, produkt skoficzonej rodziny grup nie rézni
sie od sumy proste;j.

Homomorfizmy h: G — H dwu dowolnych grup tworza (z dodawaniem) grupe
oznaczang Hom(G, H).
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Cwiczenie 1.5.3. Skonstruowaé naturalny izomorfizm
Hom(ED Ga, H) = [ Hom(Ga, H).
ac€A acA
W przypadku, gdy zbiér A jest skonczony, izomorfizm produktu z suma prosta daje

Hom(EP G, H) = P Hom(G., H),

acA acA

gdzie kazdy z homomorfizméw G, — H,b € A, rozszerza sie na sume prosta
P.c4 Ga, do homomorfizmu znikajacego na pozostatych sktadnikach.

Definicja 1.5.3. Dla dowolnych grup abelowych G,G' i G” funkcje h: GXxG' — G”
nazwiemy biaddytywna, gdy speinione sq warunki

h(g1 +92,9") = h(g1,9") + h(g2,9'), dla g1,92 € G,g' € G,
h(g, 95 + 95) = h(g,91) + h(g,g5), dlage G, g, g5€G.

Definicja 1.5.4. Tloczynem tensorowym grup abelowych G, G’ nazwiemy grupe G
wraz z funkcjg biaddytywng v: G x G' — G o nastepujgcej wlasnosci:

e Dla dowolnej grupy H i funkcji biaddytywnej h: G x G’ — H istnieje doklad-
nie jeden homomorfizm grup h: G — H taki, ze funkcja h jest zloZeniem

h=hon.

Oznaczenie: G ® G'; funkcja biaddytywna: (g,9') — g® ¢, dla g € G,¢' € G'.
Konstrukcja: G" = G ® G’ jest grupg ilorazowq grupy wolnej nad zbiorem G x G',

przez podgrupe generowanq przez kombinacje (91+92,9") — (91,9') — (92, 9'), (9,91 +
g5) — (9,91) — (g, %), charakteryzujgce biaddytywnosé.

Analogiczne pojecie iloczynu tensorowego funkcjonuje w algebrze liniowej i po-
winno by¢ znane czytelnikowi. Zamiast twierdzen proponujemy zatem serie ¢wiczen.

Cwiczenie 1.5.4. Sprawdzi¢ poprawnos$é¢ konstrukeji (i definicji) iloczynu tenso-
rowego.

Cwiczenie 1.5.5. Wykazaé — odwotlujac sie bezposrednio do definicji 1.5.4 — toz-
samosé Z ® G = G ® Z = G, dla dowolnej grupy G.

Cwiczenie 1.5.6. Dla operacji iloczynu tensorowego grup sprawdzié¢ przemiennosé
i tacznosé oraz rozdzielno$é wzgledem sumy prostej.

Cwiczenie 1.5.7. Homomorfizmy grup f: G — H, f': G’ — H' wyznaczaja natu-
ralny homomorfizm

fef:GeG@ -HoH, g24¢— fl9)f(g) (1.17)

Sformutowaé¢ wtasnos¢ uniwersalna, nawiazujacg do definicji 1.5.4, charakteryzuja-
cq jednoznacznie homomorfizm f ® f’.
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Cwiczenie 1.5.8. Uzasadni¢ poprawno$¢ definicji naturalnych homomorfizméw
Hom(4,G)® (A®G) S GoG, ¢@((gd)—d)og, (1.18)
oraz
Hom(A, G) ® Hom(B,G") - Hom(A® B,G ® @)
u(e@¢)(a®b) = ¢(a) ®p(b),
dla dowolnych grup A, B,G i G'.

Rozwazania dotyczace produktu tensorowego konczy twierdzenie opisujace pro-
dukt dwu grup ilorazowych.

(1.19)

Stwierdzenie 1.5.2. Dla dowolnych grup G,G' i ich podgrup H C G, H C G’
ma miejsce kanoniczny izomorfizm

(G/H)® (G'/H) 2 (GeG)/(H®G +G® H'). (1.20)

Dowdd. Funkcja GxG' — (GRG")/(H®G'+G® H'), bedaca zlozeniem iloczynu
tensorowego i projekcji, znika na parach (h,g’), (g, k'), a wiec indukuje odwzoro-
wanie G/H x G'/H' — (G® G')/(H® G' + G ® H'), ktére - jako biaddytywne —
prowadzi do homomorfizmu ”—" w (1.20).

7Z kolei projekcje 7t: G — G/H,n%: G’ — G'/H’ indukuja homomorfizm ilo-
czynéw tensorowych 7! @ 72: G ® G’ — G/H ® G'/H', znikajacy na elementach
postaci h®@¢',g@h € GG ,dlahe Hge Gih' € H', ¢ € G'. Stad homomor-
fizm odwrotny 7«—". O

O ile iloczyn tensorowy () ® Z jest tozsamoscia, analogiczna operacja (funktor)
G~Gl=G2Q (1.21)

wydobywa z dowolnej grupy sktadnik beztorsyjny, dajac w efekcie przestrzen wek-
torowa nad ciatem liczb wymiernych Q.

Cwiczenie 1.5.9. Wykazaé izomorfizmy grup Q @ Q 2 Q,R® Q =2 R Czy grupa
R ® R jest izomorficzna z R?

Alternatywny opis przestrzeni G2 umozliwia

Stwierdzenie 1.5.3. Dla dowolnej grupy (abelowej) G, relacja ~ okreslona w pro-
dukcie G x (Z\ {0}) wzorem

(g,m) ~ (¢',m') <= Frenr(m'g—mg') =0 (1.22)

jest relacjg réwnowaznosdci. Przy oznaczeniu 2% dla klasy abstrakcji pary (g,m),
niech G oznacza zbior klas abstrakcji. Wraz z dzialaniami

! !
+

9.9 _9+g
m m m

P g _pg

qg m qgm

grupa G jest przestrzeniq wektorowqg nad cialem liczb wymiernych izomorficzng
z G,
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Dowdd. Cwiczenie. O

Definicja 1.5.5. Przestrzeri G2 bedziemy nazywaé Q—przestrzenia wektorows roz-
pieta na grupie G. Jesli grupa G jest skonczenie generowana, wymiar przestrzeni
GO jest rangg grupy G, oznaczang

p(G) = dim(G?).

Baze w G? stanowia np. wolne generatory grupy G, natomiast elementy g € G
skoniczonego rzedu sg przez naturalny homomorfizm

Gogrg1eG?

anihilowane. Dowolny homomorfizm ¢: G — H indukuje odwzorowanie Q-liniowe
¢ GP — HO.

Definicja 1.5.6. Jesli grupa G jest ma skoriczong range, to dla kazdego automor-
fizmu h: G — G okreslony jest $lad tr(h) = tr(h?).

Cwiczenie 1.5.10. Wykazaé, ze §lad automorfizmu h: G — G jest liczna calkowita
— jesli grupa G jest skonczenie generowana.

Zdefiniowane tu pojecie §ladu wykorzystamy dopiero w rozdziale 4 — dla sfor-
mutowania i dowodu twierdzenia Lefschetza, podajacego warunek dostateczny ist-
nienia punktéw stalych odwzorowania.



Rozdziat 2

Sympleksy i kompleksy

Sympleksy sa elementarnymi obiektami afinicznymi w przestrzeni euklidesowej (li-
niowej). Afinicznosé jest pojeciem intuicyjnie bliskim liniowosci, ale matematycz-
nie odrebnym. Na potrzeby skryptu przyjmiemy definicje ograniczajaca afinicznosé
do podzbioréw przestrzeni wektorowych.

2.1 Sympleksy

Definicja 2.1.1. Podzbior E przestrzeni liniowej W nad R jest przestrzenia afi-
niczna, gdy jest postaci E = p+V, dla pewnej podprzestrzeni liniowej V.C W,p € E.
Podprzestrzen Vg = V nazywamy przestrzenia liniowa (wektorowa) przestrzeni afi-
nicznej E. Elementy zbioru E nazywa ste punktami — dla odréznienia od wektorow,
nalezgcych do przestrzeni V. Wymiarem dim E przestrzeni afinicznej F nazywamy
wymiar jej przestrzeni wektorowey.

Oznacza to, ze przestrzenie afiniczne sa warstwami podprzestrzeni liniowych.
Aby usunaé z definicji konieczno$é odwolywania sie do otaczajacej, wiekszej prze-
strzeni wektorowej, przestrzen afinicznag E i jej przestrzen wektorowa rozwaza si¢
wraz z dzialaniami:

(i) ExV 3 (p,v) — p+v € E — dodawanie punktu i wektora;

(ii) ExE > (p,q) — pq € V — wektor od p do q; w otaczajacej E i V przestrzeni
wektorowej W, pg = q — p.

Cwiczenie 2.1.1. Uzupeknié dziatania (i)-(ii) o stosowne wlasnosci. Zdefiniowaé
pojecie podprzestrzen afiniczna. Poréwnaé efekty z dostepna aksjomatyka przestrze-
ni afinicznych.

Gléwnym celem wprowadzenia przestrzeni afinicznych jest odejscie od uktadu helio-
centrycznego, albowiem w ogarniajacej nas przestrzeni nie ma wyréznionego, wspol-
nego dla wszystkich punktu odniesienia, miejsca, ktére odpowiadatoby wektorowi

27
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zerowemu. Co pozostaje? — Np. wypuktoéé i wspotliniowosé (ogdlnie — afiniczna
zalezno$¢ punktéw) oraz wymiar. Zmianie ulega takze pojecie przeksztalcenia (od-
wzorowania) liniowego.

Definicja 2.1.2. Odwzorowanie A\: E — E' dwu przestrzeni afinicznych nazywamy
afinicznym, jesli istnieje przeksztalcenie liniowe L: Vg — Vg zwigzanych z E 1 E’
przestrzeni wektorowych takie, Ze zachodzi réwnosé

M) = Mp) + L(pg),
dla dowolnych punktow p,q € E.

Definicja 2.1.3. Dia n > 0, standardowym n—sympleksem nazywamy zbior A™
={(A1,-- -, ) ER™ A, 20, \1 4+ -+ A, < 1}, Jest to nagmniejszy zbior wypukly
w R™ zawierajgcy wektor Ey = 0 4 wersory osi: E; = (6g)j<n,i =1,...,n. Przyj-
muge sie, ze A® = {Ey} jest zbiorem jednopunktowym, identycznym z 0-wymiarowq
przestrzeniq RO.

Standardowy 1-symplex A jest przedziatlem jednostkowym I = [0, 1].

Definicja 2.1.4. Skoriczony zbidr punktéw {vo,...,v,} jest (afinicznie) niezalez-
ny, jesli wektory vov;,i < n, sq liniowo niezalezne.

Cwiczenie 2.1.2. Sprawdzi¢ poprawnos$é¢ definicji: pojecie niezaleznosci zbioru
punktow nie zalezy od kolejnosci punktéw.

Definicja 2.1.5. Dla dowolnego skoriczonego, niezaleznego zbioru punktéw {vo, ...,
v} przestrzeni afinicznej E| zbior o = (vo...v,) C E bedgcy obrazem odwzorowa-

nia
<U0 . ’Un> : A" S ()\1, ceey )\n) — Vg + Z?:l AiVoU;, (21)
nazywamy n—wymiarowym sympleksem geometrycznym o wierzchotkach vy, . .., vy,.

Liczbe dim 0 := n nazywamy wymiarem sympleksu.
Sume wystepujacg w (2.1) oznacza sie

n n

—
E Aiv; = v + E AiVgUi,
i=0 i=1

gdzie Ao :==1— Xy — -+ — A\, © nazywa kombinacja wypukta punktow v; o wspol-
czynnikach \;, 1 =0,1,...,n.

Wzér (2.1) definiuje afiniczne odwzorowanie (vg...v,) réwniez bez zalozenia
afinicznej niezaleznodci punktéw. W ogdlnosci obraz nie jest sympleksem, ale sa-
mo odwzorowanie bedzie w dalszych rozdzialach uwazane za przyklad sympleksu
singularnego (def. 3.1.1).

Cwiczenie 2.1.3. Sympleks jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wierzchol-

ki, ale nie zalezy od ich kolejnosci — mimo iz odwzorowanie (2.1) zalezy. Sympleks
wyznacza jednoznacznie zbidr swoich wierzchotkéw.
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Cwiczenie 2.1.4. Dla niezaleznego ukladu punktéw, odwzorowanie (Vg ... Up):
A" — (vg ... vy) jest homeomorfizmem.

Definicja 2.1.6. Dia dowolnego ustalonego porzqdku wierzchotkow uktad funkcji

ALy dn) = (v ov0) 1 (g ovy) — R™ (2.2)
rozszerzony o Ag :=1— A1 — -+ — Ay, stanowi wspdlrzedne barycentryczne w sym-
pleksie o wierzcholkach vy, ..., vy,.

Wspélrzedne barycentryczne sumuja sie do jednosci, co oznacza, ze dowolna
spoérdd nich jest wyznaczona przez pozostate. To charakterystyczne dla przestrze-
ni afinicznych odstepstwo od przyjmowanego w przestrzeniach liniowych wymaga-
nia niezaleznosci wspélrzednych zapewnia jednak symetrie opisu — zgodnie z (2.1).
Zmiana wybranej kolejnoséci wierzchotkéow sympleksu odpowiada permutacji wspot-
rzednych barycentrycznych, a nie zmienia ich wartosci.

Definicja 2.1.7. Niepusty podzbior 7 C (vg ... v,) jest k—wymiarowg Sciana sym-
pleksu (vo...v,),0 < k < n, jezeli jest postaci T = (v, ...v;, ), dla pewnego
(k+1)—elementowego podzbioru wierzchotkéw {v;,, ..., v, } C {vo, ..., vn}. Sciany
1—wymiarowe sq¢ krawedziami sympleksu. Suma mnogosciowa

Ovo...vn) == J(vo...%i...vn) (2.3)

i<n

wszystkich (n — 1)—wymiarowych $cian n—wymiarowego sympleksu jest jego brze-
giem. Wnetrzem dowolnego sympleksu o nazywany zbior

into =0 — 0do. (2.4)

Dlai=0,...,n, i—ta $ciana wymiaru n — 1 wchodzaca w sktad sumy (2.3) jest
obrazem odwzorowania (vg ... %;...v,) = (Vg ...U,) 0 &;, gdzie

gi:=(Ey...Ei...E,): A" A" (2.5)

definiuje i—tg Sciane (Ey...E;...E,) standardowego sympleksu A™. We wspol-
rzednych barycentrycznych,

Ei()\o, ey An—l) = ()\0, ey )\i—la 0, )‘iv ey )\n—l) (26)

dla i < n, przy czym dla skrajnych wartosci ¢ = 0 i ¢ = n odpowiednie fragmenty
ciagu uznajemy za puste.

Cwiczenie 2.1.5. Wykazaé, ze w dowolnej przestrzeni euklidesowej $rednica sym-
pleksu jest réwna maksymalnej dtugosci jego krawedzi,

diam(o) := sup{llqg — pll; p,q € o} = max{[jv; —vill; i,j <n}, (2.7)

dla o = (vg...vs),n > 0.
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2.2 Kompleksy symplicjalne

Definicja 2.2.1. Zbior K sympleksow geometrycznych w przestrzeni afinicznej E
jest geometrycznym kompleksem symplicjalnym — g.k.s., jeZeli spelnione sq naste-
pujgce warunki

rclVoegVrcoe T € K < T jest Sciang sympleksu o
VoorexkoNo' #0 = oNo’ € K.

Zbior Ko = {v € E; (v) € K} nazywamy zbiorem wierzcholkéw kompleksu K.
Cwiczenie 2.2.1. Warunki (2.8-2.9) sa réwnowazne parze warunkéw:
(i) Jedli K zawiera sympleks o, to zawiera takze kazda jego $ciane.

(ii) Jesli sympleksy 0,0’ € K maja niepusty przekrdj, to zbiér o N o’ jest sym-
pleksem — wspdlng $ciang kazdego z nich.

Definicja 2.2.2. Jesli wymiary sympleksow w g.k.s. K sq ograniczone, najwiekszy
z wymiaréw nazywamy wymiarem kompleksu i oznaczamy dim K — w przeciwnym
wypadku przyjmujemy dim K =oco. Dia n<dim K zbidr K™ := {0 € K;dimo<n}
jest n—wymiarowym szkieletem kompleksu K.

Definicja 2.2.3. Przestrzenia geometrycznego kompleksu symplicjalnego K nazy-
wamy 2bior | K| := U, cx 0 2 najwickszq topologiq gwarantujgcg cigglosé wszystkich

wlozen o — |K|, dla 0 € K, tzn.

A C |K]| jest domkniety <= V,ex ANo jest domkniety. (2.10)

Rysunek 2.1: Proba rozkladu na sympleksy — potkola otwartego i domknigtego.

Przyktad 2.2.1. Rysunek 2.1A pokazuje pétkole otwarte (bez tuku okregu), ja-
ko przestrzen nieskonczonego kompleksu symplicjalnego. Préoba triangulacji pot-
kola domknietego jest nieudana mimo tego, iz rysunek B przedstawia skonczone
przyblizenie prawidlowego (nieskoniczonego) kompleksu symplicjalnego. Przestrzen
otrzymanego w ten sposéb kompleksu zawiera tylko przeliczalnie wiele punktow
polokregu i nie jest przestrzenia lokalnie zwarta.
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Przyktad 2.2.2. Sympleks n—wymiarowy o jest przestrzenia kompleksu sd’ o :=
{7 C ;7 jest éciana o}. Brzeg 0o jest przestrzenia (n— 1)—wymiarowego szkieletu
(sd® o)1,

Przyktad 2.2.3. Dlan > 0, niech 0 = (v ... v,) bedzie dowolnym geometrycznym
n—wymiarowym sympleksem. W kazdej ze $cian (v;, ...v;,) C o wyrdzniamy jej
srodek

1
Ylig...i) = E PESRE (2.11)
J<k

Podzial barycentryczny sd'o sympleksu o jest geometrycznym kompleksem sympli-
cjalnym, ktérego wierzcholki sa opisanymi wyzej srodkami $cian, za§ n—wymiarowe

Sciany

(U(ao...an)v(m...an) e v(anflan)van) esdlo (2.12)
odpowiadajg wszystkim permutacjom (o, ..., ay) ciagu (0,...,n). Srodki $cian
T0, - - -, T C 0 sa wierzchotkami sympleksu w sd'o wtedy, gdy — po uporzadkowaniu

wzgledem relacji zawierania — Sciany tworza ciagg monotoniczny, np. zstepujacy —
jak w (2.12). Z konstrukeji wynika, ze sympleksy podzialu zawarte w dowolnej ze
Scian T C ¢ tworza podzial symplicjalny éciany sd'7.

Przestrzenig kompleksu sd'o jest . Dokladniej, punkt Zign Av; € o nalezy
do sympleksu (2.12) odpowiadajacego permutacji o wtedy i tylko wtedy, gdy jego
wspolrzedne barycentryczne spelniaja nieréwnosci Ao, < Ay < -+ < Ag,. Jest to
prosta konsekwencja tozsamosci

A()U(ao.“an) >\/1U(a1..4an) c A;Lvan
A A N Al A
=tiVa0 T (g + ) 0ay o+ (g + o+ ) 0a,

Koncepcja podzialu barycentrycznego sympleksu jest podstawa wielu topolo-
gicznych i algebraicznych konstrukcji wprowadzanych w dalszych rozdziatach ni-
niejszego skryptu. W tym miejscu wykazemy, ze w wyniku podzialu sympleksy
,zmniejszaja si¢” w ustalony, zalezny od wymiaru sposéb. Potrzebna do takiej
oceny miare mozemy uzyskaé¢ zanurzajac sympleks w przestrzeni euklidesowej lub
wprowadzajac metryke euklidesowa w otaczajacej sympleks przestrzeni afiniczne;j.

Stwierdzenie 2.2.1. Dla dowolnego n—wymiarowego sympleksu o polozonego w prze-
strzeni euklidesowej zachodzi nieréwno$é

max{diam(r); 7 € sd'o} < % diam(cr). (2.13)
n

Dowdd. Wobec réwnosci (2.7), wystarczy oszacowaé dlugosé dowolnej krawedzi
1,11 1 . iad 5 r_ 1 "o__ 1
(v'v") € sd 0. Mozemy przyjaé, ze v/ = Zigq Z41vi oraz v = D i< 7TVi 52

srodkami pewnych $cian (vg...vq) C (vo...vy) C 0 wymiaru gir, ¢ < r < n.

Tozsamosé .
I //_T*q L o - 1 .
v —w —T+1(;q+lvz i:%;rlT_qu)
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daje nieréwnosci

o' — " < % diam(o) < RLH diam(c).

O

Jedli g.k.s. K jest skonczony, to |K| jest zwartym podzbiorem skoficzenie wy-
miarowej przestrzeni afinicznej rozpietej na wierzchotkach kompleksu. W ogélnej
sytuacji topologia przestrzeni | K| nie musi by¢ identyczna z topologia indukowana
7 otaczajacej przestrzeni — por. rysunek 2.1.

Definicja 2.2.4. Zwarty podzbior W skoticzenie-wymiarowej przestrzeni afinicznej
nazywamy wieloScianem, jezeli istnieje skonczony geometryczny kompleks sympli-
cjalny K taki, zeW =|K|. Kompleks K jest wéwczas triangulacja wieloscianu W.

Przyktad 2.2.4. Dla kazdego n naturalnego pryzma I x A™ jest wieloScianem.
Przyjmujac oznaczenia A; = (0, E;), B; = (1, E;), dla ¢ = 0, ..., n, mozemy opisaé
przyktadows triangulacje pryzmy poprzez rozktad

Ix A" = U (Ag...AiB;...By). (2.14)

i<n

Cwiczenie 2.2.2. Dla dowolnych naturalnych m, n wskaza¢ triangulacje produktu
A™ x A" w ktérej zbiorem wierzchotkéw jest {(E;, E;) € R™*™: i <m,j < n}.

U podstaw topologii algebraicznej lezy koncepcja badania przestrzeni topolo-
gicznych poprzez geometryczne i w dalszej kolejnosci algebraiczne konstrukcje ma-
jace swoj poczatek we wladciwym opisie samej przestrzeni. Stad kompleksy sympli-
cjalne bedziemy rozwazac¢ dla tych przestrzeni, ktérych topologia moze byé¢ w pelni
opisana poprzez wzajemna konfiguracje symplekséw.

W tym kontekscie mozna odwrocié relacje miedzy przestrzenia topologiczna
i kompleksem symplicjalnym opisujacym te przestrzen — i potraktowaé kompleks
jako obiekt geometryczny, a wlasciwie kombinatoryczny, definiujacy przestrzen.
Zauwazmy, ze sympleksy danego geometrycznego kompleksu symplicjalnego K —
jako zawarte we wspolnej przestrzeni afinicznej — sa jednoznacznie wyznaczone
przez zbiory swych wierzchotkéw.

Definicja 2.2.5. Dowolng rodzine K zbioréw skonczonych spelniajgcq warunek
VoexVoT Co=rT1€K, (2.15)

bedziemy nazywac abstrakcyjnym kompleksem symplicjalnym — a.k.s. Wierzchol-
kami kompleksu sq elementy zbioru Ky := {v;{v} € K}. Dla kazdego n > 0,
n—szkieletem kompleksu K nazywamy a.k.s.

K'={oe K;#0<n+1}

utworzony ze zbiorow licznosci n + 1 © mniejszej.
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Elementy ¢ € K kompleksu K sa abstrakcyjnymi sympleksami — za wymiar
sympleksu ¢ przyjmujemy liczbe dimo = #o0 — 1, czyli pomniejszona o 1 liczbe
wierzchotkéw skladajacych si¢ na 0. W poréwnaniu do komplekséw geometrycz-
nych, kazdy kompleks abstrakcyjny zawiera jako element zbiér pusty — sympleks
wymiaru —1, z reguly pomijany w definicji a.k.g.

Przyktad 2.2.5. Dowolne pokrycie otwarte 4 = {U,; a € A} przestrzeni topo-
logicznej X jest Zrédlem specyficznego a.k.s N'U zwanego nerwem pokrycia, zdefi-
niowanego w sposOb nastepujacy:

{Uags -1 Un, } ENU = Uy, N---NU,, #0.

Nerw pokrycia stanowi przyblizony, symplicjalny opis przestrzeni X.

Abstrakcyjny kompleks symplicjalny moze byé wykorzystany do zdefiniowania
przestrzeni topologicznej o pozadanej strukturze. Dla dowolnego a.k.s. K, niech

Ex={we @R Y w)=1}cR (2.16)
veKy veKy

bedzie przestrzenig afiniczna rozpieta na zbiorze wierzchotkéw. Kazdemu wierz-
chotkowi v € Ky mozemy przyporzadkowaé¢ punkt v9 € Ei taki, ze

0 dlav €K
WI(v') = a v € Ko\ {v} (2.17)
1 gdy v =,
natomiast kazdemu niepustemu abstrakeyjnemu sympleksowi o = {vg,...,v,} € K

— sympleks geometryczny o9 := (v]...v9) C Ex. Otrzymany w ten sposéb zbiér
K9 geometrycznych symplekséw w Fg jest g.k.s. Dla n > 0, n—szkielety obu
komplekséw odpowiadajg sobie nawzajem. Bezposrednio z definicji widaé, ze

|K9| = {w € Ex; w'((0,1]) € K}. (2.18)

Dla uproszczenia notacji bedziemy utozsamiaé wierzchotki v9 kompleksu geome-
trycznego K9 z odpowiadajacymi im wierzchotkami v € Ky kompleksu abstrakcyj-
nego K. Tym samym przyjmujemy wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé

09 =(vg...vp) € K9, dlaoc={vg,...,un} €K,

przy czym elementy w € |K9| bedziemy traktowaé jako sumy

w = Zw(v)vE @R.

veEKy veEKy

Wspbdlczynniki w takiej sumie sg zaréwno wartosciami funkcji w: Ky — R, jak
i barycentrycznymi wspotrzednymi punktu w w kazdym sympleksie zawierajacym
w™H((0, 1))

Cwiczenie 2.2.3. Dowolny g.k.s. K wyznacza jednoznacznie a.k.s. K% zlozony
ze zbiorow wierzcholkéw wszystkich symplekséw z K i zbioru pustego. Wykazaé,
ze przestrzenie |K| i |[K?| = |(K*)Y| sa homeomorficzne — wskazaé homeomorfizm
bedacy ograniczeniem odwzorowania afinicznego otaczajacych przestrzeni.
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Definicja 2.2.6. Przestrzen | K| := |K9| geometrycznego kompleksu symplicjalnego
K9 jest geometryczng realizacja a.k.s. K.

Ze wzgledu na réwnowaino$é pojeé a.k.s. i g.k.s., przestrzen |K| bedziemy na-
zywaé tez przestrzenia topologiczna kompleksu symplicjalnego K.

Wychodzac od dowolnego a.k.s., mozemy w prosty sposéb zdefiniowaé¢ wazne
dla zastosowan pokrycie otwarte przestrzeni | K|.

Definicja 2.2.7. Dla dowolnego a.k.s. K i dowolnego wierzcholka v € Ky, gwiazda
wierzchotka nazywamy zbior otwarty

stv ={w € |K|; w(v) > 0}. (2.19)

Cwiczenie 2.2.4. Sprawdzi¢ otwartosé¢ gwiazdy st v, odwolujac sie do definicji to-
pologii w przestrzeni kompleksu symplicjalnego. Wykazaé, ze w przypadku geome-
trycznego kompleksu symplicjalnego alternatywnym, rownowaznym opisem gwiaz-
dy wierzchotka jest

stv = U{inta; veoe K} (2.20)

Stwierdzenie 2.2.2. Rodzina gwiazd {stv; v € Ko} wierzcholkéw kompleksu
symplicjalnego K stanowi otwarte pokrycie przestrzeni |K|. Dla dowolnych wierz-

chotkow vy, ..., v, € Ko,n > 0, prawdziwa jest rownowaznosé
2bidr {vo, ..., v, } wyznacza sympleks w K <= m stv; # 0. (2.21)
i<n
Dowdd. Oczywisty — wobec (2.18). O

Definicja 2.2.8. Rodzine Ui = {stv; v € Ko} nazywad bedziemy gwiazdzistym
pokryciem przestrzeni |K| kompleksu symplicjalnego K.

Cwiczenie 2.2.5. Sprawdzi¢, ze dla kazdego sympleksu o = (v . ..v,) € K, zbiér

otwarty [),<,, stv; jest gwiaZdzisty wzgledem $rodka sympleksu o.

i<n
Znaczenie pokrycia gwiazdzistego U wyjasnia takze opisana w przyktadzie 2.2.5

konstrukcja nerwu pokrycia.

Cwiczenie 2.2.6. Sprawdzi¢, ze nerw Ny gwiazdzistego pokrycia jest abstrak-
cyjnym kompleksem symplicjalnym identycznym (izomorficznym) z wyjsciowym
kompleksem symplicjalnym K.

Pojecia abstrakcyjnych i geometrycznych kompleksow symplicjalnych, jako réw-
nowazne, moga by¢ zamiennie stosowane do opisu i badania prostych przestrzeni to-
pologicznych. Przedstawiona wyzej elementarna koncepcja geometrycznej realizacji
kompleksu nie jest jednak szczegdlnie efektywna i wymaga przenoszenia rozwazan
w przestrzenie o bardzo duzym wymiarze. W praktyce, do definiowania triangula-
cji wieloscianu i w ten sposéb samego wieloscianu, czesto stosowana jest metoda
sklejania, tzn. utozsamiania wybranych sScian i wierzchotkéw prostszej przestrzeni
— 7z reguly wielo$cianu ulokowanego w przestrzeni afinicznej o nizszym wymiarze.
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Definicja 2.2.9. Dla dowolnego a.k.s K, funkcja f okreslona na zbiorze wierzchol-
kow Ky jest odwzorowaniem sklejajacym, jezeli

Voek obciecie fl, jest funkcjg réznowartosciowg.

Kompleksem ilorazowym nazywamy a.k.s.

K/f:={f(o); 0 € K}
o zbiorze wierzchotkow f(Koy).

Zauwazmy, ze dla kazdego o € K, obraz f(o) jest zbiorem o tej samej liczbie ele-
mentéw. Dowolny podzbiér 7/ C f(o) jest postaci 7/ = f(r) dlaT =on f~1(7') €
K. 7 opisanej tu konstrukcji korzysta sie zazwyczaj w sytuacji, gdy wyjsciowym
kompleksem jest a.k.s. K® wyznaczony przez ustalona triangulacje K wielo$cia-
nu | K|, za$ odwzorowanie sklejajace wskazuje, ktére wierzcholtki triangulacji oraz
Sciany nalezy utozsamic.

Cwiczenie 2.2.7. Dla dowolnego a.k.s. K i odwzorowania sklejajacego f spraw-
dzié, ze funkcja afiniczna

|f]: Fx 2 Z Ay — Z Ao f(v) € Eg)y

veKy veEKy

przeprowadza | K| na | K/ f| i wyznacza homeomorfizm |K/ f| i przestrzeni ilorazo-
wej | K|/ ~, gdzie w ~ w' <= | f|(w) = |f|(v') dla w,w’ € |K].

T2a b c a K2a b c a RP2d c b a
{ J k i i J k e i J k e

e f g e e f g i e f g 1
a b c a a b c a a b c d

Rysunek 2.2: Triangulacja torusa, butelki Kleina i plaszczyzny rzutowej

Przyklad 2.2.6. Triangulacja kwadratu moze stanowi¢ punkt wyjscia do otrzyma-
nia — w wyniku utozsamienia wybranych wierzchotkéw przeciwleglych krawedzi,
zgodnie z rys. 2.2 — torusa T? = S' x S! oraz butelki Kleina K? i plaszczyzny
rzutowej RP2.

Ze wzgledu na wymiar symplekséw tworzacych kompleks symplicjalny rozwaza
sie takze alternatywny, indukcyjny sposéb konstrukeji przestrzeni (realizacji) kom-
pleksu, wykorzystujacy ciag n—szkieletéw kompleksu i operacje doklejania sym-
pleksow.
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Cwiczenie 2.2.8. Dla dowolnego a.k.s. K zachodzi réwnos¢ |K| = Unso I,
przy czym geometryczne realizacje |K™| n—szkieletéw kompleksu tworza wstepu-
jaca rodzine podzbioréw domknietych.

Ustalmy dowolny liniowy porzadek w zbiorze wierzchotkéw a.k.s. K. Porzadek
implikuje jednoznaczny wybér izomorfizméw (o): A" — ¢9 C Ei dla o € K,
n = dim o, opisujacych sympleksy skladajace si¢ na geometryczna realizacje | K.
Poniewaz (o) przeprowadza pare (A", dA™) w (|K"|,|K""|), laczac te wlozenia
otrzymujemy rodzine odwzorowan par

et [T (A%087) = (K|, |K"71), (2.22)
ceK
dimo=n
dlan > 0. Dla n = 0 przyjmujemy, ze wyréznione w powyzszych parach podzbiory
sg puste.

Twierdzenie 2.2.3. Niech K bedzie dowolnym a.k.s.

(i) |K°| jest przestrzeniq wierzchotkéw kompleksu z topologiq dyskretng. Dla kaz-
dego n > 0, odwzorowanie (2.22) indukuje homeomorfizm

( II A v, &5 (K"

ceEK
dim o=n

(ii) Jesli dim K = oo, to przestrzen |K| = U, 5o |[K"| ma topologi¢ indukowa-
ng, tzn. najmniejszq topologie, dla ktérej wszystkie wlozenia |K™| — |K| sq
ciggte.

Dowdéd. Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia 2.4.4 opisujacego ogdlna kon-
strukcje CW —kompleksow. O

2.3 Odwzorowania symplicjalne

W poprzednim podrozdziale wykazaliémy réwnowaznosé dwu pojeé — geometrycz-
nego i abstrakcyjnego kompleksu symplicjalnego — dla opisu i konstrukcji rodziny
przestrzeni topologicznych obejmujacej wieloéciany. Wprowadzajac nowe pojecia,
bedziemy konsekwentnie wybiera¢ ten rodzaj komplekséw symplicjalnych, w kto-
rych konstrukcja czy definicja jest prostsza. Alternatywne rozwigzania beda z re-
guly umieszczane w ¢wiczeniach.

Majac wyrdzniong rodzine przestrzeni topologicznych opisywalnych jako re-
alizacje lub przestrzenie komplekséw symplicjalnych, uzupetnimy teraz ten obraz
o stosowne odwzorowania.

Definicja 2.3.1. Odwzorowaniem symplicjalnym ¢: K — L (abstrakcyjnego) kom-
pleksu symplicjalnego K w (abstrakcyjny) kompleks symplicjalny L nazywamy kazdg
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funkcje przypisujgcg wierzcholtkom z K wierzchotki z L i jednoznacznie wyznaczong
przez odwzorowanie wierzcholkow ¢g: Ko — Lg, zgodnie z warunkiem

¢(0) = ¢o(0) = {do(v0), ..., Po(vn)} (2.23)
dla o = {vo,...,v,} € K.

W praktyce odwzorowanie wierzchotkéw oznacza sie tym samym symbolem, co
odwzorowanie symplicjalne, o ile nie prowadzi to do nieporozumien.

Innymi stowy, obraz zbioru wierzchotkéw dowolnego sympleksu z K jest zbiorem
wierzchotkéw sympleksu w L — by¢ moze nizszego wymiaru, je$li odwzorowanie
symplicjalne nie jest réznowartosciowe.

Przyktad 2.3.1. Kazde odwzorowanie sklejajace (2.2.9) jest odwzorowaniem sym-

plicjalnym — por. ¢éwiczenie 2.2.7.

Definicja 2.3.2. Odwzorowanie symplicjalne ¢: K — L wyznacza (ciggle) odwzo-
rowanie symplicjalne przestrzeni komplekséw

61 1K]12 ) wpw— > (Y w)' € |L]. (2.24)
vE Ko v'€Lo vEP— v/
Kazdg funkcje ciggla f: |K| — |L| opisanej wyzej postaci bedziemy nazywaé od-
wzorowaniem symplicjalnym wzgledem kompleksow K i L.

Cwiczenie 2.3.1. Sprawdzié, ze dla dowolnych g.k.s. K i L alternatywnym do (2.23—
2.24), réwnowaznym opisem odwzorowan symplicjalnych sa warunki

Voer 0= (vo...v) = Jorer, {P(v0), ..., d(vy)} C o,

oraz dla kazdego sympleksu o = (vg...v,) € K

¢(a) = [9](0) (2.25)

jest obrazem w odwzorowaniu afinicznym

[¢l: 0> Z/\ivi = Z)\i(b(vi) €L

i<n i<n

Stwierdzenie 2.3.1. Dla dowolych dwu geometrycznych kompleksow symplicjal-
nych K i L, wlasnosci (2.24-2.25) ustalajg wzajemnie jednoznaczng odpowied-
nios¢ pomiedzy odwzorowaniami symplicjalnymi ¢: K — L a odwzorowaniami
|o|: |[K| — |L| takimi, Ze dla kazdego sympleksu o € K ograniczenie |¢| do o
jest afiniczne, przy czym obraz |¢|(o) jest sympleksem w L. O

Odwzorowania symplicjalne nie sa celem samym w sobie — majg stuzy¢ jako
przyblizony, uproszczony opis dostatecznie ogdlnej rodziny odwzorowan pomiedzy
przestrzeniami komplekséw symplicjalnych. Dla zdefiniowania takiej rodziny wy-
korzystamy pokrycia gwiazdziste.
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Definicja 2.3.3. Dia dowolnych dwu (geometrycznych) komplekséw symplicjalnych
K i L, odwzorowanie f: |K| — |L| bedziemy vwazaé za zgodne ze struktura sym-
plicjalna kompleksow, jezeli pokrycie gwiaZdziste i jest wpisane w przeciwobraz
F Uy, ten., jezeli spetniony jest warunek

VoekoJweL, f(stv) C stw. (2.26)

Latwo zauwazy¢, ze superpozycja funkcji zachowuje wlasnosé zgodnoéci odwzo-
rowan ze strukturg symplicjalna komplekséw.

Stwierdzenie 2.3.2. JeZeli funkcja f: |K| — |L| jest zgodng ze strukturg sympli-
cjalng kompleksow K i L, to:

(i) kazda funkcja ¢: Ko — Lo taka, Ze f(stv) C sto(v) dla v € Ky, jest odwzo-
rowaniem symplicjalnym K — L; ponadto

(i) dla kazdego punktu x € |K| i dowolnego sympleksu o € L prawdziwa jest
implikacja

f(z) € o = |¢|(x) € 0. (2.27)

Dowdd. Jezeli funkcja ¢: Ky — Lo spelnia warunek f(stv) C st ¢(v) dlav € Kj, to
biorac za v kolejne wierzchotki vy, ..., v, dowolnego sympleksu w K, stwierdzamy
zawieranie zbiorow

ﬂ st ¢(v;) D ﬂ f(stv) D f(ﬂ stv;) # 0.

i<n i<n i<n

Wobec (2.21) oznacza to, ze wierzcholki ¢(v;),i < n, wyznaczaja sympleks w L.
Zatem ¢ jest odwzorowaniem symplicjalnym.

Dla z € |K| niech 01 = (vg...0p,) € K 103 = (wg...wy,) € L beda najmniej-
szymi sympleksami zawierajacymi odpowiednio z i f(z). W szczegdlnosci oznacza
to, ze wszystkie wspdlrzedne barycentryczne x w o1 sa dodatnie. Dla kazdego i < ng
mamy zatem x € stv;, a wiec tez

f(x) € f(stvi) Cstd(vy),

co implikuje przynalezno$é ¢(v;) € {wo,...,wn,}. Z afinicznodci |¢| wynika, ze
obraz |¢|(o1) w caloSci lezy w o2, co konezy dowdd wlasnosei (ii). O

Cwiczenie 2.3.2. Wykazaé, ze zaleznosé (2.27) pomiedzy funkcja ciagha f: | K| —
|L| i odwzorowaniem symplicjalnym ¢ jest réwnowazna wlasnosci f(stv) C st ¢(v),
dla v € Kj.

Definicja 2.3.4. Dla dowolnego odwzorowania f: |K| — |L| zgodnego ze struktu-
rg symplicjalng, odwzorowanie symplicjalne ¢: K — L zwigzane z f wlasnosciami
opisanymi w twierdzeniu 2.3.2 nazywac bedziemy aproksymacja symplicjalng funk-
cji f.
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Whiosek 2.3.3. Dla kazdej aproksymacji symplicjalnej ¢: K — L funkcji f: | K| —
|L| kombinacja wypukla

I'x|K[> (t,z) = tf(z) + (1 —1)|¢[(z) € |L]
jest homotopiq |¢| ~ f. O

Jak widaé, zgodnoéé odwzorowania f: |K| — |L| ze struktura symplicjalna jest
wlasnoscia na tyle silna, ze implikujaca mozliwosé homotopijnej deformacji do funk-
cji kawatkami liniowej na sympleksach. Z definicji widaé jednak, ze o ile dopuscimy
do rozwazan coraz drobniejsze triangulacje dziedziny, wéwczas kazda funkcja ciagla
|K| — |L| staje sie zgodna z ,dostatecznie drobna” struktura symplicjalna.

Definicja 2.3.5. Dla dowolnego g.k.s K, podzialem barycentrycznym nazywamy
g.k.s. sd K, okreslony w sposéb nastepujgcy:

(i) Wierzcholkami podzialu barycentrycznego sq $rodki ciezkosci

1
wazzmviea, dla o= (vg...v,) € K,n >0,

i<n
wszystkich sympleksow tworzgcych K.
(i) Dla k > 0, sympleksami k—wymiarowymi kompleksu sd K sq zbiory
(WooWey - .- Wy, ) C |K|, dlaog D012 2 ok,

wyznaczone przez wszystkie (k + 1)—elementowe zstepujace ciggi symplekséw
kompleksu K.

Poprawno$é¢ powyzszej definicji wymaga dowodu.

Stwierdzenie 2.3.4. Podzial barycentryczny dowolnego g.k.s K jest geometrycz-
nym kompleksem symplicjalnym o przestrzeni |sd K| = |K|. Dowolne odwzorowanie
symplicjalne ¢: K — L wyznacza odwzorowanie symplicjalne odpowiednich podzia-
{6w barycentrycznych, sd ¢: sd K — sd L, takie, ze |sd ¢| = |¢].

Dowdéd. Dla ustalonego sympleksu o € K, warunek ¢ D o9 2 01 2 -+ 2 0%
wyréznia rodzine symplekséw (Wy, We, - . - Wy, ) C 0, stanowiacych opisany w (2.12)
podzial barycentryczny sd'o. Dla dowolnych dwu symplekséw o, 7 € K, réwnosé

sd'o Nsd'r =sd' (o N 1)

oznacza zgodno$¢ podzialéw barycentrycznych poszczegdlnych sympleksow z K
i sprowadza calo$¢ problemu do szczegdlnego przypadku ujetego w przyktadzie 2.12.

Wilasno$¢ przenoszenia odwzorowan symplicjalnych na kompleksy podzialow
barycentrycznych jest prostym wnioskiem z twierdzenia 2.3.1. Istotnie, ¢: K — L
wyznacza |¢|: |K| = |sd K| — |L| = |sd L|, a to z kolei sd ¢: sd K — sd L. O



40 ROZDZIAL 2. SYMPLEKSY I KOMPLEKSY

Cwiczenie 2.3.3. Dla dowolnego kompleksu K odwzorowanie ¢: (sd K)o — Ko,
ktére kazdemu $rodkowi w, sympleksu z K przypisuje ktérykolwiek z wierzchol-
kéw tego sympleksu, jest odwzorowaniem symplicjalnym. Takie ¢: sd K — K jest
aproksymacja symplicjalna identycznosci |sd K| — |K]|.

Klasyczne twierdzenie zwane Lematem Spernera méwi, ze kazda aproksymacja
symplicjalna ¢: sd'c — sd’c identycznoéci ¢ — o jest odwzorowaniem ,na” —
w jej obrazie sa wszystkie Sciany sympleksu o. Dowdd tego faktu jest w swej istocie
algebraiczny i zostanie przedstawiony w rozdziale 4, gdzie réwniez bedzie miejsce
na wybrane zastosowania i wnioski — por. lemat 4.1.9.

Iterujac operacje podziatu barycentrycznego kompleksu, przyjmiemy nastepu-
jace oznaczenia:

sd™o :=sd(sd™ o), dlao € K, oraz,

sd"K := K, sd™K :=sd(sd™ 'K) dlam > 0.

Jesli o jest dowolnym sympleksem kompleksu K, to dla kazdego m < 0 wlozenie
sd™o — sd™K jest odwzorowaniem symplicjalnym.

Znaczenie podzialéw barycentrycznych polega na mozliwosci tworzenia natu-
ralnej — zgodnej z odwzorowaniami symplicjalnymi — dowolnie drobnej triangulacji
dowolnych wieloécianéw. Wazne algebraiczne wlasnosci operacji sd beda rozwazane
takze w kolejnych rozdziatach skryptu.

Twierdzenie 2.3.5. W dowolnym skonczonym kompleksie symplicjalnym K po-
tozonym w przestrzeni euklidesowej zachodzq nieréwnosci

max{diam(7); 7 € sd" K} < <n 1

m
) max{diam(o); o € K},  (2.28)
dla m > 0. Dla dowolnego otwartego pokrycia L wieloscianu |K|, istnieje liczba
naturalna m taka, zZe pokrycie gwiaZdziste Usqm i jest wpisane w L.

Whniosek 2.3.6. Dla dowolnego odwzorowania f: W1 — Wsy przeksztalcajgcego
wieloScian o danej triangulacji Wi = | K| w przestrzeri dowolnego kompleksu sym-
plicjalnego Wy = |L|, istnieje m > 0 i odwzorowanie symplicjalne ¢: sd™K — L
bedgce aproksymacjq symplicjalng f. Funkcje f i |¢| s¢ homotopijne.

Dowdd. Wystarczy dobraé liczbe m taka, by pokrycie gwiazdziste isqm g bylo wpi-
sane w pokrycie {f~1(stw); w € Lo}. Stosowne odwzorowanie symplicjalne aprok-
symujace f istnieje wéwczas na mocy twierdzenia 2.3.2. O

Dowdéd twierdzenia 2.3.5. Jesli oznaczy¢ przez n = dim K wymiar wieloScianu | K|,
czyli maksymalny wymiar sympleksu w K, to wobec twierdzenia 2.2.1 mamy wspdl-
na dla wszystkich symplekséow w K nieréwnoscé

max{diam(7); 7 € sd' K} < % max{diam(o); o € K},
n

co pociaga za soba nieréwnosé (2.28). Z drugiej strony tatwo zauwazyé, ze gwiazda
st v dowolnego wierzchotka kompleksu symplicjalnego zawiera si¢ w kuli o $rodku v
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i promieniu réwnym Srednicy wchodzacych w sktad gwiazdy sympleksow. Poniewaz

(+17)™ — 0 dla m — oo, mozemy zatem dobra¢ m na tyle duze, by

(nil) max{diam(c); 0 € K} < g,

gdzie € jest liczba Lebesgue’a danego pokrycia 4l. 0

2.4 CW-kompleksy

O ile kompleksy symplicjalne sa dostatecznie regularnymi obiektami, by w kolejnych
rozdziatach byly wykorzystywane do badania przestrzeni topologicznych i pomiaru
ich osobliwosci — nietrywialnosci, nie sa jednak dostatecznie elastyczne, by efektyw-
nie opisywacé przestrzenie inne niz kawatkami liniowe. W roku 1949 J.G.K. White-
head wprowadzil pojecie CW —rozkladu przestrzeni topologicznej i zdefiniowal tym
samym kategorie CW —komplekséw (zob. [3], [7]). Wiele argumentéw przemawia
za tym, by ten rodzaj przestrzeni topologicznych uwazaé za najbardziej przydatny
do zastosowan i rozwoju topologii algebraicznej.

Definicja 2.4.1. Rodzine wzajemnie rozlgcznych podzbiorow G przestrzeni Haus-
dorfa X nazywamy CW —rozkladem, jesli spelnione sq nastepujgce warunki:

(1) X =U¢g.

(ii) Kazdy 2bidr e € G jest n—komorka, tzn. jest homeomorficzny z przestrzenig
euklidesowg R™,n > 0; liczbe dim e = n bedziemy nazywaé wymiarem komor-
ki. Sumy X™ = Ugim e<n € dlan >0, sq kolejnymi szkieletami rozktadu.

(iii) Dla kazdej n—komdrki e € G istnieje odwzorowanie ®.: (B™, S"" 1) — (X",
X1 preeksztatcajgce kule otwartq int B® homeomorficznie na e. Kazde ®,
o tej wlasnosci jest odwzorowaniem charakterystycznym komdrki e.

(iv) Domkniecie € (réwnowaznie — brzeg Oe = € \ e) kazdej komdrki zawiera sie
w skonczonej sumie komorek.

(v) Topologia w X jest wyznaczona przez rodzine {&; e € G} domknietych komd-
rek, tzn. dla dowolnego podzbioru A C X,

A jest domkniety w X <= VeegA N E jest domkniety w e.

Przestrzen X z wyrdznionym CW —rozkladem jest CW —kompleksem. Wymiarem
dim X nazywamy najwiekszy z wymiarow komorek rozktadu — réwnosé dim X = oo
oznacza, ze X zawiera komorki dowolnie duzych wymiarow.

Rozwijane w dalszych rozdziatach metody topologii algebraicznej pozwalaja
stwierdzi¢ (por. wniosek 3.4.5), ze wymiary komdrek sa jednoznacznie okreslone,
a wymiar catego C'W —kompleksu nie zalezy od CW —rozkladu. Kazdy CW —rozklad
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G jest zatem sumg rozlacznych zbiorow G",n > 0, zawierajacych komoérki ustalo-
nego wymiaru. Bedziemy uzywaé takze oznaczen Gx,GY%, dla jawnego wskazania
przestrzeni X = |JGx, ktérej dotyczy CW —rozklad.

Przyjety w definicji skr6t CW pochodzi od warunkéw (iv)—(v) i oznacza Closure
finiteness i Weak topology. Oba warunki sa istotne tylko w przypadku nieskonczo-
nej liczby komérek, tzn. dla nieskonczonych CW —komplekséw. Przekonamy sie
wkrétce, ze warunki te sg automatycznie spetnione, jesli budowa¢ CW —kompleks
wychodzac od danej rodziny odwzorowan charakterystycznych — por. twierdze-
nie 2.4.4.

Cwiczenie 2.4.1. Sprawdzi¢, ze domkniecie kazdej komérki e € G jest identyczne
z obrazem dowolnego odwzorowania charakterystycznego ..

Stwierdzenie 2.4.1. Zwarty podzbior K C X zawiera sie w skonczonym zbio-
rze komdorek. CW —kompleks jest przestrzenig zwartq wtedy i tylko wtedy, gdy jest
skonczony.

Dowdd. Cwiczenie: Wykazaé, ze biorac po jednym punkcie z kazdego niepustego
przekroju K N e otrzymujemy domkniety podzbiér dyskretny. O

Definicja 2.4.2. Podzbiér X' C X jest CW —podkompleksem, jesli rodzina Gx: =
{e € Gx; e C X'} jest jego CW —rozkladem. Pare przestrzeni topologicznych
(X, X") nazywamy w tym przypadku CW —para.

Twierdzenie 2.4.2. Zbiér komdrek G' C G wyznacza CW —podkompleks X' =
UG wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) zbiér X' jest domkniety lub, réwnowaznie,
(i) wraz z kazdg komdrkg e, X' zawiera tez jej domkniecie e.

Whiosek 2.4.3. Kazdy n—szkielet X™ CW —kompleksu X jest zbiorem domknie-
tym i podkompleksem. Komorki n—wymiarowe sq otwartymsi podzbiorami w X™ —
sktadowymi spéjnosci réznicy X™\ X"~ 1. O

Dowdd. Zakladajac, ze zbiér X’ = |JG’' bedacy dowolna suma komoérek spelnia
warunek (i), wykazemy pomocnicza wlasnosé:
(#i) dla dowolnego podzbioru A C X',

Veegr AN E jest domknigty w € = A jest domkniety w X.

Zauwazmy, ze dla komérek wymiaru 0 — domknietych w przestrzeni Hausdorffa —
przekrdj z dowolnym zbiorem jest domkniety. Stosujac indukcje zatézmy, ze zbiér A
ma domkniete przekroje z domknigciami komérek z G’ oraz ze wszystkimi zbiorami
g, dla komérek e ¢ G’ wymiaru mniejszego niz n > 0. Biorac dowolna komérke
e ¢ G’ wymiaru n, znajdujemy — zgodnie z definicja 2.4.1(iv) — komérki nizszego
wymiaru eq, ..., ek takie, ze de C €1 U --- U €, a zatem

Ane=|]J(Ane)noe

i<k
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jest zbiorem zwartym, domknietym w przestrzeni Hausdorffa e. Indukcja dowodzi,
ze zbiér A spelnia podany w definicji warunek domknietosci w CW —kompleksie.
Stosujac teraz wlasnosé (iii) do A = X’ wnioskujemy, ze z warunku (ii) wynika
domknieto$é X’. To z kolei oznacza, ze warunek podany w implikacji (iii) pociaga
za sobg domknietoéé zbioru A w X’'. Wykazaliémy zatem, ze X' spelnia takze
ostatni warunek definicji CW —kompleksu. O

Cwiczenie 2.4.2. Wykazaé, ze kazda komoérka (nieskoniczonego) CW —kompleksu
zawiera sie w pewnym skonczonym C'W —podkompleksie.

Przykladem C'W —komplekséw sa oczywiscie przestrzenie dowolnych komplek-
sow symplicjalnych. W ogdélnym przypadku CW —rozklad przestrzeni wymaga istot-
nie mniejszej liczby komoérek niz triangulacja homeomorficznych wieloScianow.

Przyktad 2.4.1. Minimalny CW —rozklad sfery S™ sktada sie z dwu komérek e
i e” — ze wskazaniem wymiaru. e° jest zbiorem 1—punktowym, a e” — jego dopel-
nieniem. CW —rozktad kuli domknietej B™ sktada sie z €°,e” "1 i e™.

Przyktad 2.4.2. Jedli F = R,C,H jest jednym z cial liczbowych (H — ciato kwa-
ternionéw), to n—wymiarowa przestrzen rzutowq nad cialem F, n > 0, definiujemy
jako zbiér 1—wymiarowych podprzestrzeni liniowych w przestrzeni F* 1, tzn. zbiér
orbit

FP" = (F"*1\ {0})/F*
grupy F* = F\{0} dzialajacej w standardowy sposéb (lewostronnie) na F™ 1\ {0},
z topologia ilorazows czyli najwigksza, zapewniajaca ciagltosé rzutowania

7 FPH\ {0 3 (&, ...,6,) — [€o,...,&] € FP™. (2.29)

CW —rozktad przestrzeni rzutowej tworzy n komorek
e ={[€0,.... &) € FP™; & #0,& = 0 dlai > k}

wymiaru dk,k = 0,1,...,n, przy czym d € {1,2,4} zalezy od przypadku F =
R, C,H. Odwzorowaniem charakterystycznym dla k—tej komérki rozktadu jest np.

ok B* 5 (29,...,20-1) — [20,. .., 261, V1 — ||2]|2,0,...,0] € FP", (2.30)

gdzie kule B utozsamiamy z podzbiorem {z € F*; ||z| < 1}.

Cwiczenie 2.4.3. Sprawdzi¢, ze wskazany w przykladzie zbiér komérek spelnia

warunki (i)—(iil) definicji 2.4.1, a zatem RP™, CP™ i HP™ sa CW —kompleksami.
—k

Podkompleksy FP = e’ Ue?U---Ue* C FP", k < n, sa homeomorficzne z prze-

strzeniami rzutowymi FP*.

Cwiczenie 2.4.4. Ostatnie z odwzorowan charakterystycznych, ®": B — FP",

opisuje przestrzen rzutows jako efekt utozsamienia w kuli B punktéw sfery S9n—1

rézniacych sie o czynnik A € 971 ¢ F*. Réwniez obciecie rzutowania (2.29) do sfe-

ry S§4n+h=1 ¢ Frtl\ {0} wyznacza homeomorfizm przestrzeni rzutowej i prze-

strzeni orbit S4(n+1)—1 /5971 naturalnego dziatania grupy S9! na sferze wymiaru

dn+1)—1.
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Definicja 2.4.3. Rzutowanie S*"tD-1 — FP" czyli S* — RP™, S2"*t1 — CP»
i §4nt3 5 HP™ nazywane jest odwzorowaniem Hopfa odpowiedniej przestrzeni
rzutowe;.

Przyktad 2.4.3. Miotetka, czyli podzbiér plaszczyzny R2,

M = Lg{(x,x/i); reR,ze0,1]}

z topologia indukowana, nie jest CW —kompleksem. W topologii CW —kompleksu
nadanej zbiorowi M zgodnie z lematem 2.4.6 (ponizej) ciag (1, 2

—, »z) nie zbiega do
punktu (0,0).

Opiszemy teraz strukture dowolnego CW —kompleksu jako efekt zdefiniowanej
indukcyjnie konstrukeji, polegajacej na doklejaniu do istniejacej przestrzeni X1
rodziny kul — komorek domknietych wymiaru n — oraz systematycznym powta-
rzaniu operacji dla otrzymanych kolejnych przestrzeni X™, n > 0. Wychodzac od
dowolnego CW —kompleksu X i jego CW —rozkladu G zauwazmy, ze kazdy uktad
odwzorowan charakterystycznych ®.: (B",S"~1) — (X", X"~ 1) e € G, wyznacza
odwzorowanie par

o B, s = (X, XY, (2.31)
eegn

dla n > 0; przyjmujemy X ! = (). Ograniczenie ®" do sumy rozlacznej sfer ozna-
cza¢ bedziemy przez ¢".

Twierdzenie 2.4.4 (Struktura CW —kompleksu). Dla dowolnego CW —kompleksu
X, kolejne podprzestrzenie filtracji {X™; n > 0} (n—szkielety) powigzane sq naste-
pujgcymi zalezZnosciami:

(i) X© jest przestrzeniq dyskretng identyczng ze zbiorem 0—wymiarowych komd-
rek G%. Dla kaidego n > 0, odwzorowanie (2.31) indukuje homeomorfizm

(I B") ugr x5 X, (2.32)

ecGly

(ii) Jesli dim X = oo, to przestrzern X = J,,5o X" ma topologi¢ indukowanq, tzn.
nagmniejszq topologie, dla ktorej wszystkie wiozenia X™ — X sq ciggle.

CW —kompleks X jest przestrzenig normalng.

Uwaga 2.4.1. Powyzsze twierdzenie bywa czgsto interpretowane jako alternatyw-
na definicja CW —kompleksu, w ktérej podstawowa struktura nalozona na prze-
strzen topologiczna X jest niemalejaca filtracja zlozona z domknietych podzbioréw
X™ C X,n > 0, spelniajacych warunki (i)—(ii). Komérki sa w tym podejéciu iden-
tyfikowane ze sktadowymi spéjnosci dopetnien X™ \ X"~1 gdzie przyjmuje sie
X-t=0.
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Ten sposdb postrzegania C'W —kompleksow uzasadnia nastepujaca definicje mor-
fizmu w opisywanej kategorii.

Definicja 2.4.4. Odwzorowanie f: X — Y dwu CW —kompleksow nazywamy ko-
moérkowym, jesli zachowuje filtracje w obu przestrzeniach, tzn. jesli speiniony jest
warunek f(X™) C Y™, dla wszystkich n > 0.

Twierdzenie 2.4.5. Dia kazdego odwzorowania CW —kompleksow f: X — Y ist-
nieje odwzorowanie komorkowe g: X — 'Y homotopijne z f.

Dowéd twierdzenia o CW —aproksymacji wykracza poza ramy skryptu. Zainte-
resowanego szczegdlami czytelnika odsytamy np. do [7].

W dowodzie twierdzenia strukturalnego wykorzystamy nastepujacy lemat ma-
jacy takze samodzielng wartosc.

Lemat 2.4.6. Zalozmy, ze dla pewnego n > 0 przestrzen normalna Y jest CW —
kompleksem wymiaru mniejszeqgo niz n. Dla dowolnego zbioru A i rodziny funkcji
cigglych ¢q: S =Y, a € A, przestrzen

Z=(]] B") Vs Y (2.33)
acA

jest CW —kompleksem 1 przestrzenig normalng.

Dowdd. Zbiér n—komodrek w z tworza sktadniki rozktadu

Z\Y = [[intB" = ] ea,
acA acA
gdzie zgodnie z formalna definicja (1.10) sumy rozlacznej e, = {a} x int B, dla
a € A. Funkcjami charakterystycznymi sa zlozenia

OB "={a}xB"C ([[ B")uY 2, acA,
acA

inkluzji oraz kanonicznego rzutowania m. Przestrzen Z powstala w wyniku do-
klejenia do Y rodziny kul domknietych jest normalna na mocy twierdzenia 1.4.3,
a wiec jest tez przestrzenia Hausdorffa. Kazdy z brzegéw de, = ¢o(S" 1), a0 € A,
— zbioréw zwartych — przecina skonczong liczbe komoérek CW —kompleksu Y. Dla
sprawdzenia warunkéw domknigtosci dowolnego podzbioru A C Z, oznaczmy 7, :=
Tl{ayxBn;a € A. Zgodnie z konstrukcja Z, zbiér A jest domknigty wtedy i tylko
wtedy, gdy:

(i) ANY jest domknietym podzbiorem Y oraz
(i) Vaea 7, LA jest domkniety w {a} x B™ — czyli zwarty.

Pierwszy z warunkéw opisuje sie¢ poprzez przekroje z domknieciami komérek wcho-
dzacych w sktad Y, natomiast w drugim wystarczy zauwazy¢, ze domknieciem
komérki e, jest zwarty obraz 7., a wiec kazdy ze zbioréw 7, 1A = w1 (ANe,) jest
domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy domkniety jest jego obraz ANeé,. Tym samym
wykazalidémy, ze topologia indukowana w Z jest topologia C'W —kompleksu. O
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Dowéd Twierdzenia 2.4.4. Wychodzac od przestrzeni dyskretnej X°, zalézmy, ze
dla pewnego n > 0 szkielety X" m < n, CW—kompleksu X sa przestrzeniami
normalnymi spelniajacymi warunek (i). Dla dowodu izomorficznosci kolejnego X™
z przestrzenia otrzymana z X" ' przez doklejenie odpowiedniej rodziny kul wy-
miaru n, skorzystamy z lematu 2.4.6. W tym celu wezmy za zbiér indekséw A = G%
— komorki wymiaru n — i przyjmijmy ¢ = @,

gn—1, dla dowolnej rodziny odwzoro-
wan charakterystycznych @, e € A. Odwzorowania charakterystyczne wyznaczaja
zgodny z rzutowaniem 7 epimorfizm

H Bnl_an—l _))(n7
ec A

a wiec indukuja ciaglta bijekcje CW —komplekséw ¢v: Z = X, gdzie Z powstaje
z X" 1 przez doklejenie komérek wyniaru n. Odwzorowanie ¢ przeprowadza wza-
jemnie na siebie komérki i ich domkniecia, a wiec jest homeomorfizmem. Indukcja
po n konczy dowdd czesci (i) twierdzenia oraz potwierdza normalnos$é wszystkich
podkomplekséw X™. Wlasnosé (ii) wynika z twierdzenia 1.4.1. O

Elastycznosé pojecia CW —kompleksu podkresla takze nastepujacy, nieco za-
skakujacy, fakt.

Twierdzenie 2.4.7. Jesli X jest CW —kompleksem, to dla dowolnego CW —pod-
kompleksu A C X, przestrzen ilorazowa X /A jest CW —kompleksem z CW —rozkla-
dem Gxa = {*} U (Gx\Ga), gdzie x = {A} jest komérke 0—wymiarowq powstalq
z utozsamienia wszystkich punktow zbioru A.

Dowdd. Wniosek 1.4.4 zapewnia, ze X/A jest przestrzenia Hausdorffa. Odwzoro-
wanie ilorazowe 7: X — X/A jest homeomorfizmem na zbiorze otwartym X \ A =
UGx/a \ {#}, co daje rozklad X/A na komorki — pozostate komérki m sprowadza
do punktu wyréznionego {A}. Dokladniej, dla kazdego odwzorowania charaktery-
stycznego ®.,e C X \ A, zlozenie m o O, jest odwzorowaniem charakterystycznym
komérki (e), oraz m(€) = w(e). Wynikajaca stad réwnosé

Wnnle) =n(r"'Wne) dlaWc X/A

dowodzi, ze podzbiér W jest domkniety w X/A wtedy i tylko wtedy, gdy jego
przekréj z domknigciem kazdej komorki jest domkniety (zwarty). O

Twierdzenie 2.4.8. Dla dowolnych dwu CW —kompleksow X Y, produkt karte-
zjanski X x'Y z filtracjg

(XxY)"= |J XPxY?  dlan>0, (2.34)
pFg=n

i topologiq wyznaczong przez rodzing zwartych podzbioréw {€xe’; e € Gx, e’ € Gy}
jest CW —kompleksem.
Produkt kartezjariski dowolnych dwu CW —par,

(X,A)x (V,B)=(XxY,X xBUAXY)
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jest rowniez CW —parg, tzn. wskazana podprzestrzen produktu X XY jest podkom-
pleksem.

Dowdéd. Rozklad na wzajemnie roztaczne podzbiory

X Y)N\X Y = [ (X x (v

pt+g=n

pozwala przyjac
Gxxy ={exe; ecGx,e €Gy}, (2.35)

co zapewnia spelnienie warunkéw (i)—(ii) definicji 2.4.1. Odwzorowania charakte-
rystyczne ®.,e € Gx, i P, €’ € Gy, wyznaczaja rodzing odwzorowan

Boxer = Po X Bor: (BP x BL,O(BP x BY)) — (X xY)", (X x V)" 1) (2.36)

dla e € G&.,¢’ € G}, p,g > 01 n = p+ g, spelniajaca warunek (iii) definicji
CW —kompleksu. Sprawdzenie pzostalych warunkéw (iv)—(v) wymaga wymaga pew-
nej precyzji w tworzeniu topologii w produkcie X x Y — by¢é moze mocniejszej niz
topologia produktowa. Dla kazdej pary komérek e € Gx, e’ € Gy, obrazem odwzo-
rowania ®.y. jest produkt € x e’. Zaopatrzony w topologie produktowa jest to
zbiér zwarty réwny domknieciu komdrki e x €’. Daje to postulowana wlasnosé (iv)
i pozwala przyjaé (v) za definicje topologii w zbiorze X x Y i wszystkich podzbio-
rach. Pozostaje zauwazy¢, ze nowa topologia jest zgodna z ustalona juz topologia
podzbioréw e x €’ i zapewnia ciagloéé funkcji charakterystycznych ®e ..

W przypadku produktu dwu CW —par, twierdzenie 2.4.2 zapewnia, ze podzbiér
X XBUAXY C X xY jest podkompleksem. O

W sprawie wyboru wlasciwej topologii w produkcie kartezjanskim odsylamy
czytelnika do [7]. Temat ten wraca takze w uwadze 4.4.1.

Indukcyjna zasade budowy C'W —komplekséw wykorzystamy teraz do dowodu
wlasnosci okredlajacej regularnoéé potozenia w CW —kompleksie dowolnego pod-
kompleksu. Pomoze nam w tym techniczny wniosek 1.4.6.

Twierdzenie 2.4.9. Kazda CW —para jest parg kolnierzykowq.

Dowdd. Niech (X, A) bedzie dowolna CW —para. Zgodnie z wnioskiem 1.4.6, dla
kazdego n > 0 istnieja:

(i) podzbiér dyskretny M, C X%\ X3!,
(ii) retrakcja r,: X%\ M, — X511
(ii) homotopia D,,: I x (X% \ M,,) — X% \ M,,

zdefiniowane poprzez (1.15-1.16). Aby wskazaé kolnierzyk V C X dla A, polézmy
Vo=AiV, =7r,1V,_1 dlan >0, po czym definiujemy V := U,, Vao. Zbiér A jest
otwartym podzbiorem X9, a wiec kolejne przeciwobrazy V,, stanowia wstepujaca
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rodzine zbioréw otwartych w X, n > 0. Réwnosci V N X} = V,, oznaczaja zatem,
ze V jest zbiorem otwartym. Jako retrakcje r: V' — A przyjmiemy funkcje taks, ze

r

n
Vn:HTile’l“g...T»,“ dlan >0,
i=1

gdzie produkt rozumiany jest jako superpozycja. Odwzorowanie r jest poprawnie
zdefiniowane, gdyz r,|v,_, = idy,_,, dla wszystkich n. Z kolei jawny opis (1.16)
homotopii D,, pozwala na obserwacje, ze ograniczenia D, : [ x V,, — V,,n > 0,
stanowia ciag deformacji o wlasnosciach D, (0,-) = idy,, D,(1,-) = 7y, a zatem,
dla dowolnego ustalonego n, ciag odwzorowan

Ix Vi3 (tv) 25 De(t,rhsr .. 1n(0) € Vi C Viey k=mn,...,1, (2.37)
wyznacza homotopie
idy, ~7rn ~rp_1rn >~ ~rp...r,  rel A

Naturalne rozszerzenia Dy(t,v) := Dy(t,]l;=p i) dla (t,v) € I x V nie zaleza
od n, ale pokrywaja sie z odwzorowaniami (2.37) na V,,,n < k. Pozwala to wskazaé
homotopie D: idy =~ r rel A, np. w nastepujacy sposob

v, dla t =0,
D(t,v) = - _ 11
Dy(k(t(k+1) —1),v), dlaté€ [;17,5],k>0.

Ciaglo$é D wynika z faktu, iz D(t,v) = v dla (¢,v) € [0, %ﬂ} X Vi,n > 0. O



Rozdziat 3

Homologie singularne

Niech Z oznacza grupe abelowa liczb calkowitych (z dodawaniem).

Definicja 3.0.5. Dla dowolnego zbioru A rodzina @, 4 Z C ZA wszystkich funk-
cji c: A — 7 prawie wszedzie réwnych 0, czyli takich, ze réinica A\ c¢=1(0) jest
zbiorem skonczonym, stanowi grupe wzgledem dodawania, nazywang grupa wolna
generowang przez A.

Kazdy element a € A zbioru generatoréw utozsamia sie ze swoim indykatorem,
tzn. funkcja niezerowa i réwna 1 tylko na a. Konwencja ta pozwala na notacje
addytywna, w ktorej funkcje ¢: A — Z nalezace do grupy sa (skonczonymi) sumami

c:an-a7 cla) =cq, dlaac€ A
acA

3.1 Kompleksy fancuchowe

Grupy homologii singularnych definiuje si¢ dla dowolnych przestrzeni topologicz-
nych. Formalna definicja nie zaklada rozkladu przestrzeni na bardziej elementarne,
prostsze sktadniki, lecz bada te aspekty przestrzeni topologicznej X, ktore daja sie
opisaé¢ poprzez ciagle odwzorowania symplekséw (wieloécianéw) w X.

Definicja 3.1.1. Sympleksem singularnym w przestrzeni topologicznej X nazywa-
my dowolne odwzorowanie o: A" — X,n > 0. Liczba n jest wymiarem sympleksu;
o nazywamy takie n—sympleksem singularnym w X.

Sympleksy 0—wymiarowe w X moga by¢ utozsamiane z punktami przestrzeni,
1—sympleksy, to drogi [0,1] — X. Dla kazdego n naturalnego zbiér wszystkich
n—symplekséw singularnych w X bedziemy oznaczaé przez S, X.

Definicja 3.1.2. Grupe wolng abelowg Cp,(X) = @oesnx Z o zbiorze generatoréw
SnX nazywamy grupg n—ltancuchéw singularnych w X, dla n > 0. Przyjmujemy
C_1(X)=0.

49
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Zgodnie z definicja, tancuch sigularny ¢ € C,,(X) to dowolna funkcja c: S, X —
Z, prawie wszedzie réwna zeru. W notacji addytywnej ¢ jest skonczona sumg ¢ =
>, cioq, gdzie 05 € S, X i ¢; = ¢(0;), dla kazdego indeksu i. W tej konwencji kazdy
n—sympleks singularny o jest utozsamiany ze swoim indykatorem, tzn. funkcja
SpX — Z przyjmujaca warto$¢ 1 na o i ré6wnag 0 na S, X \ {c}.

Definicja 3.1.3. Noénikiem n—{taricucha singularnego ¢ =, cio; jest zbior

supp(c) = U{ai(A"); ¢ # 0}.

Dla dowolnego podzbioru A C X, grupy n—symplekséw singularnych w A utoz-
samia sie z podgrupami

Cn(A) = {c € C\(X); supp(c) C A},

dla n > 0. Brak innych niz ciaglo$é ograniczen na sympleksy singularne sprawia, ze
kazde ciaggle odwzorowanie f: X — Y dwu przestrzeni topologicznych przeprowa-
dza sympleksy w X na sympleksy w Y, wg regulty S, X 30 +— foo € 5,Y, a wiec
jednoznacznie rozszerza si¢ do homomorfizmu grup fu: Cp(X) — C,(Y),n > 0.

Definicja 3.1.4. Dla dowolnej funkcji cigglej f: X — Y, rodzine homomorfizmdw
fu: Cp(X) — Cp(Y),n > 0, nazywamy homomorfizmem indukowanym.

Dla f: X — Y, homomorfizm indukowany fx: C,(X) — C,(Y) dziala wg wzo-
ru fu (3, cioi) = >, cifoo;. Nastepujace wlasnoéci homomorfizmu indukowanego
nosza nazwe funktorialnosci.

Stwierdzenie 3.1.1. Identycznosé idx: X — X na dowolnej przestrzeni X indu-
kuje homomorfizm tozsamosciowy grup tancuchdéw. Dla dowolnych trzech przestrze-
ni topologicznych XY, Z i cigglych odwzorowan f: X — Y,g: Y — Z, zachodzi
rownos$é

(g0 f)# =g# 0 fo-

O

Podejscie algebraiczne pozwala na niezwykle wazne, bardziej precyzyjne niz

(2.3), okreslenie brzegu — wykorzystujace (2.5) i uzasadniajace koncepcje orientacji
symplekséw.

Definicja 3.1.5. Dla kazdego n > 0 operatorem brzegu nazywamy homomorfizm
grup Opn: Cp(X) — Cr_1(X) okreslony na sympleksach wzorem

8n0 = Z?:O(—l)io‘ og;

U#(Z;L:O(_l)i&‘i), (31)

dla o € S,X. Dian =0 prayjmujemy 8y = 0, natomiast operator dy: Co(X) — Z,
ktory kazdemu 0—laricuchowi przypisuje sume wspolczynnikow nazywamy rozsze-
rzonym operatorem brzegu.
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Druga z koncepcji brzegu w wymiarze 0 odpowiada sytuacji, w ktérej zbior
pusty uznajemy za geometryczny sympleks wymiaru —1, za$ odwzorowanie zbioru
pustego w X — za analogiczny, jedyny (—1)—sympleks singularny w X.

Brzeg (algebraiczny) sympleksu singularnego o: A™ — X jest zdefiniowany dla
wzorcowego n—sympleksu singularnego, czyli identycznosci

tn = (By ... Ep) € SpA™ < Cp(A™), (3.2)

WZorem

(_1>i5i7

&

o)

I
NgE

a nastepnie przeniesiony do C,(X) jako obraz w homomorfizmie indukowanym.
Wiele istotnych konstrukeji teorii homologii (i kohomologii) singularnych jest fak-
tycznie wykonywane w obrebie wieloSciandéw stanowiacych wzorzec — a nastepnie
rozprzestrzeniane na dowolne przestrzenie topologiczne. Zauwazmy przy tym, ze
kazdy sympleks sigularny mozna przedstawi¢ w postaci

o =0x(ln), (3.3)

dla ¢ € S,X, co dodatkowo uzasadnia traktowanie symplekséw ¢,,n > 0, jako
wzorcowych — modelowych. W biezacym skrypcie autor stara sie korzysta¢ ze wzor-
céw, unikajac formalnej, abstrakcyjnej koncepcji modeli.

1—Sympleksy singularne sa drogami, czyli odwzorowaniami [0, 1] — X. Opisany
wyzej algebraiczny brzeg sympleksu o € S1 X jest réwny

o = (+1)ooco+(-Dooer =00 (Ey) — oo (Eo),

a wiec rozréznia poczatek i koniec drogi — jako elementy SpX.
Dla o € 53X, brzeg algebraiczny

(920 =0 O <E1E2> — 0 O <EOE2> + oo <EOE1>

wyréznia jeden z kierunkéw obiegu brzegu topologicznego. Na droge w C1(X) opi-
sujaca brzeg skladaja si¢ zatem 3 sympleksy wymiaru 1, przy czym jeden z nich
powinien mie¢ zmieniona orientacje. ,,Odwrdcenie” drogi oo (EyEs) nie odbywa sie
jednak poprzez zmiane odwzorowania (np. parametryzacji), lecz przez wykorzysta-
nie elementu przeciwnego w grupie. Tak pojmowany brzeg 00 € C1(X) jest droga
zamknieta, co precyzuje nastepujacy ogdlna wlasnosé.

Stwierdzenie 3.1.2. Wlasnosci operatorow brzegu:
(i) W dowolnej przestrzeni topologicznej X zachodzg réwnosci

Op_100, =0, dlan >0,
(90 031 0.
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(i) Brzeg jest naturalny, tzn. dla dowolnego cigglego odwzorowania f: X —Y

Onofy = fro0y, dlan>0,
: . 3.5

0o o fa = 0. (3.5)
Dowdd. Cwiczenie. Sprawdzenia wymaga jedynie wlasnoéé (3.4). Skoro naturalnosé
(3.5) implikuje réwnosé

n n—1
On10no = o3 (D Y (-1)Heiog)),
i=0 j=0
wystarczy sprawdzié, ze wyrazenie w nawiasie znika, czyli 0,_10,t, = 0. O

Definicja 3.1.6. Para C(X) = ({Cn,(X)}n>0,{0n}n>0) zlozona z grup laricuchow
singularnych i operatoréow brzegu jest singularnym kompleksem tanicuchowym prze-
strzeni topologicznej X.

Definicja 3.1.7. Rozszerzonym singularnym kompleksem tanicuchowym przestrze-
ni topologicznej X nazywamy pare C(X) = ({Cn(X)}ns—1, {Ontns_1), w ktdrej
C’n(X) =Ch(X) 1 5n+1 = Opy1 dlan > 0, natomiast C'_l(X) =7 idyo =1 dla
o € 50X, zas 5,1 =0.

Oba singularne kompleksy tancuchowe — uzupelnione o grupy zerowe w wymia-
rach ujemnych — sg przykladami ogdlniejszego pojecia, czesto wykorzystywanego
w topologii algebraicznej.

Definicja 3.1.8. Kompleksem tancuchowym nazywamy dowolny cigg C' grup prze-
miennych {Cp}nez © homomorfizmdéw (operatoréw brzegu) 9,,: C,, — Cp_1, spel-
niajgcych warunek 0n,_10, = 0, dla n € Z. Homomorfizmem lub odwzorowa-
niem lancuchowym F: C — C' dwu komplekséw taricuchowych C = ({Cp}, {0n})
i C" = ({CL},{0,}) jest kazdy cigg homomorfizméw grup {F,: C, — C}}nez,
przemiennych z operatorami brzegu, tzn. taki, Ze

8; oF, = F,_100,,
dla wszystkich n catkowitych.

Kompleksy lancuchowe, ich homomorfizmy i zaleznosci przedstawia sie zazwy-
czaj w postaci diagramoéw, czyli graféw skierowanych, w ktérych weztami sa po-
szczegblne grupy tancuchéow, zas krawedziami wyréznione homomorfizmy, np.

8n an— 1

On42 On41
z Cn+1 : On Cn—l —_— ...

Diagram (niebedacy drzewem) jest uwazany za przemienny, gdy zlozenia homo-
morfizméw wzdtuz dowolnych drég w grafie zaleza jedynie od koncowych wierz-
cholkéw, a nie od przebiegu samych drég. W tym sensie naturalnosé (3.5) oznacza
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przemienno$¢ diagramu

e (X)) =2 O (X) Co(X) —2s

f#l f#l f#l H (3.6)

o On—1 o1 D

s CulY) =2 i (Y) Coly) —2—

6n—l 81

dla dowolnych przestrzeni topologicznych X,Y i funkcji ciaglej f: X — Y.

Singularne kompleksy tancuchowe sa obiektami zbyt duzymi do bezposrednich
badan. Opisane ponizej pojecie grup homologii pozwala wydoby¢ istotne, tatwiejsze
do wyznaczania, zwiazki pomiedzy tancuchami.

Definicja 3.1.9. W dowolnym kompleksie tancuchowym C, dla n € Z:

e grupg n—cykli nazywamy jedro Z,C := ker 0, operatora brzegu 0, : C, —
Cn—la

e grupa n—brzegéw nazywamy obraz B,C :=1im 0,11 operatora brzegu Op41:
Cn+1 — Cn

Dla n € Z, grupe ilorazowg H,C = Z,C/B,C nazywamy n—tg grupa homologii
kompleksu tancuchowego C. Elementy grupy homologii to klasy homologii w C.

Klasami homologii sg warstwy ¢+ B,,C, dla ¢ € Z,,C,n € Z. O ile nie prowadzi
to do niejednoznacznosci, bedziemy uzywaé tez oznaczenia

[ :=c+ B,C € H,C, dla c € Z,C. (3.7)

Rodzing HC := {H,,C},cz wszystkich grup homologii kompleksu C' uwaza sie
za grupe z gradacjg, czyli kompleks lancuchowy z trywialnymi (zerowymi) operato-
rami brzegu. W tym sensie homomorfizm grup z gradacjg jest dowolna indeksowang
rodzing homomorfizméw poszczegdlnych grup.

Dla dowolnego homomorfizmu F: C — C’ dwu komplekséw laficuchowych,
odwzorowania

F.: H,C 3 [c]— [Fn(c)) € H,C',n € Z,

sa poprawnie zdefiniowanymi homomorfizmami grup indukowanymi przez F w ho-
mologiach.

Cwiczenie 3.1.1. Sprawdzi¢ poprawnos$é¢ powyzszej definicji. Wykazaé, ze gru-
py homologii wyznaczaja funktor z kategorii kompleksow tancuchowych w grupy

z gradacja. Zdefiniowa¢ odpowiednie kategorie.

Opisana wyzej konstrukcje abstrakcyjnych grup homologii mozemy zastosowaé
do zdefiniowanych wczeéniej singularnych komplekséw tanicuchowych.

Definicja 3.1.10. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X, grupy Zn(X) :=
ker 0, i@ Bp(X) :=imdp41, zawarte w Cp(X), dla n > 0, nazywamy odpowiednio
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grupami n—cykli 1 n—brzegéw singularnych w X. Dlan > 0, n—tg grupa homologii
przestrzeni X nazywamy grupe ilorazowq

Dla n > 0, n—tg zredukowana grupa homologii przestrzeni X nazywamy grupe
H, (X) homologii rozszerzonego kompleksu laricuchowego C(X). Dla zupelnosci,
zredukowana grupa cykli w wymiarze 0 nazywamy jodro Zo(X) := ker 9y C Zp(X).

Redukcja grup homologii dotyczy w istocie tylko wymiaru 0, albowiem zachodza
rownosci

H,(X)=H,(X), dlan>0
Hy(X) = Zo(X)/Bo(X) C Ho(X).

Stwierdzenie 3.1.3. KaZde ciggle przeksztalcenie dowolnych dwu przestrzeni to-
pologicznych f: X — Y wyznacza homomorfizmy grup homologii

Foi Ho(X) 3 [ = [fgdl € Ha(Y) oraz Ho(X) — Ho(Y),
dla n > 0. Przyporzadkowanie
(f: X =Y)~ (fo: H(X) — H(Y))
jest funktorem, tzn. speinia warunki
(idx )« = idg(x)

(go f)s=gxo fs

dla dowolnych przestrzeni X, Y, Z oraz dowolnych cigglych przeksztalcen f: X — Y
ig:Y — Z. O

Wynika stad prosty wniosek, ze homeomorficzne przestrzenie topologiczne maja
izomorficzne grupy homologii.

Grupy homologii moga by¢ interpretowane jako narzedzia do lokalizacji ,,dziur”
w przestrzeni topologicznej X. Niezerowa klasa [c] € H,(X) reprezentowana jest
przez kombinacje n—symplekséw, zamknieta w tym sensie, ze brzegi poszczegdlnych
sktadnikéw przylegajq do siebie — z uwzglednieniem orientacji i krotnoéci, skoro
Onc = 0. Lancuch ¢ nie jest jednak brzegiem, a wiec przestrzeni objetej przez
sktadajace sie na ¢ sympleksy nie mozna zapetni¢ sympleksami wymiaru n + 1.

Przyktad 3.1.1. Grupy homologii przestrzeni jednopunktowej X = {x¢}.
Zbiory S, X,n > 0, zawieraja jedynie odwzorowanie stale w,: A" — {zo}, a za-
tem grupy tancuchow C,, = Zw,, sa izomorficzne z Z. Z definicji operatora brzegu
wynika, ze

an‘*‘)n =

wp—1, gdy n > 0 jest parzyste
0, dla n nieparzystych i dla n = 0.
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Zatem

Z, dlan=0

(3.8)
0, dlan >0,

H,({zo}) = {

natomiast H,({z¢}) = 0 dla wszystkich n.

Whniosek 3.1.4. Homologie zredukowane I;T(X) sq tozsame z jgdrem homomorfi-
zmu indukowanego przez dowolne rzutowanie X — {xo} na przestrzen jednopunk-
towgq. O

Niech (Z,0) oznacza grupe z gradacja homologii przestrzeni jednopunktowej,
tzn. trywialny (z zerowymi operatorami brzegu) kompleks lancuchowy C taki, ze
Cy=27,C,=0,dlan#0.

Definicja 3.1.11. Dia dowolnej przestrzeni topologicznej X, rozszerzony operator
brzegu Oy : Co(X) — Z wyznacza naturalne odwzorowanie laricuchowe n: C(X) —
(Z,0), nazywane augmentacja.

Naturalno$¢ augmentacji oznacza wlasnos¢ no fyu = n, dla dowolnej funkcji
ciaglej f — por. (3.6).
Cwiczenie 3.1.2. Homomorfizm indukowany 1, jest zlozeniem H(X)— H ({zq})=
(Z,0) homomorfizmu wyznaczonego przez rzutowanie na przestrzen jednopunktowa
i kanonicznego izomorfizmu (3.8). Zredukowane grupy homologii H,,(X) pokrywaja
sie z jadrem ker 7),.

Przyktad 3.1.2. Grupy homologii przestrzeni $ciagalnej X. Niech F': I x
X — X bedzie homotopia Sciagajaca X do ustalonego punktu zg € X, tzn.
F(0,2) = z,F(l,z) = xo, dla z € X. Dla n > 0 definiujemy homomorfizm grup
D, : C,(X) — Cpy1(X), ktéry kazdemu sympleksowi singularnemu o € S, X przy-
porzadkuje sympleks Do € S, 11X taki, ze

An
Eo+-+ 22 E)), (3.9)

A
Do(MoEo+ -+ A1 Ens1) = F (Wf(ﬁ 1—X

dla dowolnego punktu w A™*! opisanego we wspélrzednych barycentrycznych. Dla
o € 50X, brzegiem drogi Do jest F(0,0) — F(l,0) =0 —x¢. Dla o € S, X,n > 0,
otrzymujemy kolejno

On41Do = Dooeg+ Y. o(=1)"' Dooe;qq
=0 — Z?:O(—l)iD(a 0¢&;)
=0 — Dy,_10,(0).

Zatem dla dowolnego tancucha ¢ € C,,(X) zachodzi tozsamosé

¢—dy(c)xg, dlan=0,

(3.10)
c, gdy n > 0.

On+1Dn(c) + Dp—10n(c) = {
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W szczegblnodei wynika stad, ze dla n > 0 kazdy cykl ¢ € Z,(X) jest postaci
¢ = Op+1Dyp(c), a wige jest brzegiem i wyznacza zerowa klase homologii. To samo
dotyczy cykli zredukowanych ¢ € Zo(X) — w wymiarze 0. Augmentacja wyznacza
zatem izomorfizm

n.: H(X) 2 (Z,0).

Cwiczenie 3.1.3. Sprawdzi¢ poprawno$é¢ definicji (3.9). Uzasadni¢ ciaglo$é od-
wzorowania Do.

Poszukujac wlasnosci odwzorowan lancuchowych F,G: C — C’ pomiedzy do-
wolnymi kompleksami tanicuchowymi, ktére zapewnialyby réwno$é homomorfizmow
indukowanych w homologiach, tzn. F, = G,.: HC — HC', z latwoscia stwierdza-
my, ze taka réwnos$¢ gwarantuje tancuchowa homotopijno$¢ F' ~ G, czyli opisany
ponizej warunek wzorowany na (3.10).

Definicja 3.1.12. Homotopia lancuchowa D: F ~ G, pomiedzy dwoma homomor-
fizmami komplekséw {ancuchowych C = ({Cp},{0n}) i C' = ({C}},{0,}), nazy-
wamy dowolng rodzing homomorfizmow grup D, : C,, — C;1,n € Z, zwigzang
z F i G zaleznoscig

F,—G,=0,,,0D,+Dy_100,, dlancZ. (3.11)

Homomorfizmy F i G sqg homotopijne, jesli istnieje pomiedzy nimi homotopia lan-
cuchowa (3.11), co potwierdzamy piszgc D: F ~ G.

Cwiczenie 3.1.4. Sprawdzié¢, ze relacja homotopii ~ pomiedzy odwzorowania-
mi lancuchowymi dowolnych dwu komplekséw tancuchowych jest réwnowaznoscia
oraz ze pociaga za sobg réwnosé homomorfizméw indukowanych. Wykazaé, ze zto-
zenia I’ o F' i G’ o G homotopijnych odwzorowan lafncuchowych F,G: C — C’
i F',G": C" — C" sa lancuchowo homotopijne.

Definicja 3.1.13. Dwa kompleksy taricuchowe C i C' sq (homotopijnie) réwno-
wazne, ozn. C ~ C', jesli istniejg homomorfizmy i: C — C', j: C' — C takie, ze
107 ~ider oraz joi~ide.

Oczywiscie, wskazane w definicji homomorfizmy ¢ oraz j indukuja izomorfizmy
grup homologii komplekséw réwnowaznych. Rozumowanie przedstawione w przy-
ktadzie 3.1.2 mozna zatem podsumowaé¢ w postaci twierdzenia:

Stwierdzenie 3.1.5. Dia dowolnej sciggalnej przestrzeni topologicznej X, augmen-
tacja okresla réwnowaznosé kompleksow C(X) i (Z,0). Réwnowaznosdcig jest tak-
ze kazdy z homomorfizmdw laricuchowych indukowanych przez funkcje {xo} —
X, X — {xo}, dla zy € X. O

3.2 Homologie relatywne

Zdefiniowaliémy dotad kompleksy tancuchowe i grupy homologii poszczegdlnych
przestrzeni topologicznych. Poniewaz wiele naturalnych probleméw topologicznych
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dotyczy wzajemnego potozenia zbioréw wzgledem siebie i w stosunku do przestrzeni
otaczajacej (np. twierdzenia 5.2.6 1 5.2.7 o wycinaniu i o niezmienniczosci obszaru),
pora rozszerzy¢ wezesniejsze definicje.

Przyjmujac za obiekty szczegdlnie interesujace pary zbioréw (X, A), tzn. prze-
strzenie topologiczne X i ich podzbiory A C X z topologia indukowana, bedziemy
rozwazaé jako morfizmy f: (X, A) — (Y, B) stosownej kategorii par odwzorowania
ciagle f: X — Y takie, ze f(A) C B — z naturalna definicja zlozenia. Obiekty
kategorii bedziemy dla uproszczenia nazywaé¢ po prostu parami, a morfizmy — od-
wzorowaniamsi par. Pojedyncze przestrzenie topologiczne mozemy uwazaé za pary
postaci (X, ().

Definicja 3.2.1. Dla dowolnej pary (X, A), grupami relatywnych lafcuchéw sin-
gularnych w X wzgledem A bedziemy nazywac grupy ilorazowe

Cu(X,A) = Cu(X)/C(A) = D 1z, (3.12)
€S, X\S, A

dla n > 0. Wraz z homomorfizmami brzegu 0, indukowanymi z C(X), grupy re-
latywnych laricuchdw tworzg singularny relatywny kompleks tancuchowy C(X, A).
Dla n > 0, grupe ilorazowq

H,(X,A):=kerd,/im0,
nazywamy n—1tq grupg homologii relatywnych lub homologii pary (X, A).
Stwierdzenie 3.2.1. Przyjmujgc oznaczenia:

Zn(X,A) = {c € Co(X); Opc € C_1(A)} (3.13)
Bo(X,A) = B,(X) + Cy(A) C Co(X), (3.14)

odpowiednio — dla grup relatywnych cykli ¢ relatywnych brzegéow — otrzymujemy
kanoniczny izomorfizm

Hn (X, A) = Z,(X, A)/Bn (X, A), (3.15)

w ktérym klasie homologii reprezentowanej przez cykl ¢ + Cn(A) € kerd, =
Zn (X, A)/Cp(A) odpowiada warstwa ¢+ By (X, A).

Dowdd. Cwiczenie. O
Cwiczenie 3.2.1. Sformulowa¢ i udowodnié analogiczng do podanej w stwierdze-

niu 3.1.3 wlasnosé naturalnosci relatywnych grup homologii.

Precyzujac oznaczenia klas homologii (3.7), przyjmiemy nastepujace rozréznie-
nie

[y = c+ Bp(X) € Hy(X), dlace Z,(X), (3.16)

[d(x.a) = c+ Ba(X,A) € Hy(X, A), dlac € Z,(X, A), (3.17)

dla n > 0.
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Podstawowa dla calej teorii homologii relatywnych konstrukcja homomorfizmu
taczacego sprowadza si¢ do nastepujacej obserwacji. Jesli zbiér A jest niepusty,
dla dowolnej klasy homologii [c]( x,4) € H, (X, A), relatywny cykl ¢ spelnia waru-
nek Onc € Cp—1(A), a wiec wyznacza klase homologii (zredukowanych) [Onc], €
f[n,l(A), o ile n > 0. Co wiecej, klasa ta nie zalezy od wyboru reprezentanta c
rozwazanej relatywnej klasy homologii.

Definicja 3.2.2. Rodzing homomorfizméw Oy: Hy (X, A) 3 [c]x 4) = [Onc]y €
H,_1(A), n > 0, nazywamy homomorfizmem laczacym pary (X, A).

Przyjmijmy standardowe oznaczenia i: C'(4) — C(X) dlawlozeniaij: C(X) —
C (X, A) dla homomorfizmu ilorazowego. Uzasadnieniem dla nazwy homomorfizm
tgczqey jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.2. Dia dowolnej pary (X, A), A # 0, w nastepujgcym ciggu ho-
momorfizmow

2 Ho (X, A) 25 Hy(A) 2 Hy(X) 25 Hy (X, A) 25 Hy_y(A) i—*>(

o L ; 3.18)
2% Ho(A) 5 Ho(X) 2 Ho(X, A) — 0

jadro kazdego homomorfizmu jest tozsame z obrazem homomorfizmu poprzedzajg-
cego, tzn.

im0, = ker iy, imi, = ker j, im j, = ker 0,, (3.19)
natomiast ostatni z homomorfizmow j. jest epimorfizmem.
Dla dowolnego odwzorowania par f: (X, A) — (Y, B), nastepujocy diagram

_ 0 H,(A) EERCTEN H,(X) LN H, (X, A) N w1 (A) TN

(mnl f*l f*l mxl (3.20)

% H.(B) —“— H,(Y) 2 H,(Y.B) % H, (B) —“—

jest przemienny.

Ciag (3.18) nazywamy ciggiem dokladnym pary (X, A). Ogdlnie, ciagi homo-
morfizméw o analogicznej wlasnosci sa nazywane ciggami dokladnymi. Ciagom
doktadnym poswiecony jest jeden z kolejnych rozdziatéw skryptu.

Dowdéd. Warunkiem koniecznym dokladnosci ciagu (3.18) jest znikanie ztozen kolej-
nych homomorfizméw — sprawdzenie tej wlasnosci pozostawiamy czytelnikowi jako
éwiczenie. Wykazemy, ze w poszczegdlnych wezlach ciagu (w kazdej z grup homo-
logii) jadro homomorfizmu wychodzacego jest zawarte w obrazie homomorfizmu
poprzedzajacego.

H,(A): Dlac e Z,(A), niech i.[c], = [¢]y = 0. Wowczas ¢ = Op41¢/, dla
pewnego ¢’ € Cp41(X) 1 wobec tego

28 [Cl](x,A) =[c4-
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Hp(X): Dlac € Z,(X), niech ji[c]y =[] x 4) = 0. Jako relatywny brzeg
taficuch ¢ jest postaci ¢ = 9,41 +¢”, dlapewnych ¢ € C,,11(X),c” € Cr(A).
Jedlin =01 ce Zy(X), to wowezas ¢’ € Zy(A). Zatem

i*[c//]A = [dx-

Hp(X,A): Wprzypadkun >0, dlac € Z,(X, A) niech 0i[c] x 4) = [Onc]4 =
0. Wéwezas tancuch 0,c jest brzegiem w A, a wiec d,c = 9,,c’, dla pewnego
d € Cp(A). Stad

Jxle = CI]X = [c](X,A)'

Jesli n = 0, wybierzmy dowolny sympleks a € SpA. Dla ¢ € Zy(X,A) =
Co(X) mamy ¢ — dp(c)a € Zp(X), a wigc

jele = do(c)aly = [c] (x,4)-

Przemienno$é¢ diagramu (3.20) wynika natychmiast z definicji homomorfizméw in-
dukowanych. O

Whiosek 3.2.3. G H(X) =2 H(X, {z0}). O

Podstawowa konsekwencja istnienia ciggu doktadnego pary bedzie dla nas na
razie (do czasu rozbudowy stosownej algebraicznej maszynerii — w rozdziale 5)

nastepujacy

Whniosek 3.2.4. Jedna z grup homologii z gradacjg fI(A), ﬁ(X) lub H(X, A) jest
trywialna (tzn. zerowa w kazdym wymiarze) wtedy i tylko wtedy, gdy dla pozostalych
dwu naturalny homomorfizm iy, jx lub odpowiednio O, jest izomorfizmem. O

Czytelnik zainteresowany faktycznym, efektywnym algorytmem obliczania grup
homologii jest w tym miejscu zachecany do ¢wiczenia cierpliwoéci. Istotnie nietry-
wialne wyniki pojawia sie juz w nastepnym podrozdziale. Samodzielne wykony-
wanie obliczen umozliwia jednak dopiero material zawarty w rozdziale 4 i (lub)
podrozdziale 5.3. W tym momencie, jedyna tatwa do obliczenia grupa homologii
okazuje sie Hy.

Cwiczenie 3.2.2. Sprawdzi¢, ze jesli przestrzen topologiczna X # () jest tukowo
spéjna, to Ho(X) = 0. Zatem augmentacja nx: C(X) — (Z,0) wyznacza w tym
przypadku izomorfizm w wymiarze 0, Hy(X) = Z.

W przypadku ogélnym, niech X = |J, o X« bedzie rozkladem przestrzeni X
na sktadowe tukowej spéjnosci. Ma woéwczas miejsce rozktad grup tancuchéw

Co(X) = @ Cu(X,), dlan>0, (3.21)

KEK

zachowywany przez operatory brzegu — istotnie, kazdy z symplekséw singularnych
jest wowczas zawarty w dokladnie jednej ze sktadowych.



60 ROZDZIAL 3. HOMOLOGIE SINGULARNE
Whiosek 3.2.5. Dia rozktadu X =, x X prezestrzeni topologicznej X na skta-
dowe lukowej spojnosci wlozenia X, — X, k € K, wyznaczajg izomorfizm grup
homologii

P H.(X.) = Hu(X), dian >0,
reEK

a zatem augmentacje sktadowych n = @, cxnx,: C(X) — (D, ck Z,0) ustalajq
izomorfizm

7. Ho(X) — P Z. (3.22)
reK

Dla dowolnego punktu o € X, wloZenie i: {xo} — X i rzutowanie p: X — {xo}
wyznaczajq rozkliad Ho(X) na sume prostg

Ho(X) = imi, @ kerp, = 7Z @ Hy(X), (3.23)
zalezny od skladowej tukowej spojnosci zawierajgcej . O

Stwierdzenie 3.2.6. Jesli { X} jest zbiorem skladowych tukowych przestrzeni X,
to dla kazdego n > 0 wlozenia indukujg izomorfizm

Hy (X, A) = D Ha(Xy, X, 0 A), (3.24)
przy czym
Hy(X,A)= P z
X,.NA=0
Dowdéd. Cwiczenie. O

3.3 Homotopie i naturalne odwzorowania tancuchowe

Nieskoniczenie wymiarowe kompleksy tancuchowe C(X) i C(X, A) trudno uznaé
za obiekty mozliwe do efektywnego obliczenia. Naszym celem bedzie wielokierun-
kowa redukcja — w obrebie zdefiniowanych w podrozdziale 3.1 klas réwnowaznosci
komplekséw tancuchowych.

e (Od strony topologii — wykazemy, ze badane obiekty zaleza tylko od klas ho-
motopii (przestrzeni i odwzorowan ciaglych).

e Dla wieloécianéw i ogélniej CW —kompleksow — kompleksy tancuchowe moga
by¢ silnie zredukowane i obliczalne (np. skoniczenie generowane).

W biezacym paragrafie zajmiemy sie kilkoma konstrukcjami uniwersalnej na-
tury, tzn. dajacymi sie przeprowadzi¢ dla dowolnych przestrzeni topologicznych.
Gléwnym narzedziem bedzie tu postulowana w tytule podrozdzialu wlasno$é natu-
ralno$ci. W uproszczeniu mozemy przyjac, ze zalezny od przestrzeni topologicznej
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X homomorfizm grup h = h(X): C,,(X) — C,,(X) jest naturalny, jedli dla dowol-
nego ciaglego odwzorowania f: X — Y nastepujacy diagram

Cm(X) 225 0 (X)

f#l lf# (3.25)

5¢9)
Cn(Y) —— Cn(Y)
jest przemienny. W przypadku konstruowanych naturalnych odwzorowan tancucho-
wych bedziemy wyrdzniaé te homomorfizmy h: C(X) — C(Y), ktére zachowujg
augmentacje, tzn. spelniaja réwnowazne warunki no h =7, 9o 0 hg = .

Rezygnujac z ogélnej definicji naturalnosdci (zwanej tez funktorialnosciq), be-
dziemy w konkretnych przypadkach odmiennych od powyzszego schematu precyzo-
wacé jej znaczenie — jak np. w (3.30). Wbrew mozliwym przewidywaniom, konstruk-
cje naturalne sg relatywnie proste, a cala trudnos¢ redukuje sie do precyzyjnego
badania standardowych n—sympleksow.

Pierwsza z prezentowanych naturalnych konstrukcji ma oczywiste zastosowanie
do dowodu jednej z podstawowych wtasnoéci grup homologii — homotopijnej nie-
zmienniczo$ci, czyli zaleznosci H(X) nie tyle od samej przestrzeni, co od jej klasy
homotopii. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych dwu przestrzeni topologicznych
X,Y i homotopijnych odwzorowan f,g: X — Y, odwzorowanie bedace homotopia
f~g, F: I x X —Y speklia warunki F(0,-) = f, F(1,) = g, czyli

Fo io = f, F Oil =g, (326)

gdzie wlozenia i;: X 3 z +— (t,z) € I x X, dla ¢t = 0,1, sa w naturalny sposéb
homotopijne. Rozklad (3.26) pozwala zatem istotnie ograniczy¢ zmiennosé rozwa-
zanych przestrzeni i homotopijnych odwzorowan.

Twierdzenie 3.3.1. Dia kazdego n naturalnego niech A; = (0, E;), B; = (1, E;),
i =0,...,n, oznaczajq wierzcholki wieloscianu I x A™ (por. przyklad 2.2.4); przyj-
mimy

Puy =Y (=1)(Ag... A;B;... By) € Coya (I x A™). (3.27)
i=0

Wowczas wzor

Po(0) == (id; x0)4(Pty) € Copr (I x X),  dlao € S, X, (3.28)

gdzie X jest dowolng przestrzeniq topologiczng, wyznacza rodzine homomorfizmdéw
P,: Ch(X) = Cpni1(I x X), dla n > 0, skladajgcq sie na naturalng homotopie
tancuchowqg P: i14 ~ igx. Oznacza to spelnienie nastepujgce] pary warunkow:

(i) Dia c € Cp(X) in >0,
Ont1Pn(c) + Pp_10n(c) = i1 — dopc, (3.29)

gdzie przyjmujemy P_1 = 0.
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(i) Dla dowolnego cigglego odwzorowania przestrzeni topologicznych f: X' — X,
diagram

Cp(X') —22s Chpr (I x X7

o | | Garxns (3.30)
Cu(X) — Copr (I x X)
jest przemienny.

Dowdéd. Naturalnosé, czyli przemiennosé diagramu (3.30), wynika bezposrednio
z definicji (3.28). Poniewaz, zgodnie z przyjeta definicja, zachodzi réwnosé P, (i) =
Py, dla wzorcowego n—sympleksu ¢, = id,, € S, A", wzér (3.28) jest takze wa-
runkiem koniecznym naturalnosci homomorfizmu P.

Pozostala do wykazania wlasno$é homotopii (3.29), co wymaga sprawdzenia
postulowanej rownosci dla dowolnego sympleksu o € S, X,n > 0. Skoro jednak
sympleks o jest obrazem oy (i), wykazemy najpierw, ze réwnosé¢ (3.29) zachodzi
dla ¢ = 1, oraz X = A". Wyliczamy lewg strone

n n+l )
an—i—l(PLn) = Z (—1)2 Z (—1)J <A0 cee AiBi - Bn> o0&
i=0 7=0
j<i=0
1=n j=n
+ Z <A0AZ_1BIB7L>+ Z —<A0...AiBi+1...Bn>
Jj=i=0 i=j=0
Jj=n oy N
+ (—1)+5 YAy ... A;B; ... B; ... By).
1<j=1

Zauwazmy, ze skltadniki w $rodkowym wierszu redukuja sie wzajemnie — za wyjat-
kiem dwu skrajnych, natomiast pozostate dwie sumy odnajdujemy (ze zmienionym
znakiem) w wyrazeniu

. n . n—1 .
P (35_o(—=1)ey) = ZO(*l)](ldI XEj)# ;}(*1)Z<A0---AiBi~-~Bn—1>
J= i=
= Z(_1)1+J<AO---Aj~-~Ai+lBi+1 Bn>
J<t
+ Y (-1 (Ag... ABi... B, ... By).
1<j

Otrzymana réwnoécé
8n+1PLn + Pn_18nLn = <BO ce Bn> — <A0 . An>

oznacza (3.29) dla ¢ = 1,,. Pelna wersje, dla ¢ = o, otrzymujemy z wykorzystaniem
naturalnosci — po przylozeniu do obu stron homomorfizmu (id; xo)4. O

Wprawdzie powyzsze twierdzenie dotyczy tylko homotopii wlozen X > z +—
(t,x) € I x X, réwnosci (3.26) implikuja natychmiast ogdlny wniosek, prawdziwy
takze dla homotopii odwzorowan par — p. definicja 1.1.5.
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Whiosek 3.3.2. Dia dowolnych dwu par przestrzeni topologicznych (X, A) i (Y, B)
i homotopijnych odwzorowan f,g: (X, A) — (Y, B) zachodzi réwnos¢ indukowanych
homomorfizmoéw grup homologii

fe=g.: HX,A) — H(Y, B).

Jesli f: (X, A) — (Y, B) jest homotopijng réwnowaznoscig par, to fu: C(X, A) =
C(Y, B) jest réwnowaznoscig kompleksow taricuchowych.

Dowdd. Naturalno$é (3.30) skonstruowanej w twierdzeniu homotopii laficuchowej
oznacza w szczegdlnosci, ze dla dowolnej pary (X, A) homomorfizmy P,,: C,(X) —
Chry1(I x X) przeprowadzaja podgrupy Cy,(A) C Cp(X) w Cpp1(I x A), dlan > 0,
a wiec indukuja homotopie tancuchowsg

Pp: Cro(X,A) = Crin(I x X, 1 x A),n >0,

pomiedzy homomorfizmami indukowanymi przez wlozenia i;4: C(X,A) — C(I x
X,I x A),t = 0,1. Homotopia ta, po zlozeniu z homomorfizmem indukowanym
przez odwzorowanie par F': (I x X, I x A) — (Y, B), daje szukana homotopie
taficuchowa g4 ~ fu. O

Opisana wyzej w sposob jawny naturalna homotopia lancuchowa P nie jest
jedyna.

Cwiczenie 3.3.1. Kazdy ciag lancuchéw singularnych P, € Cpy1 (I x A™),n > 0,
spelniajacy warunek rekurencyjny

n

On1Puy = (By...By) = (Ag... Ap) = > (=1)7(id; x&;)4Prn1  (3.31)
j=0

i zaczynajacy sie od P, = 0, wyznacza naturalna homotopie P spelniajaca (3.29—
3.30). Wyrazenie stojace po prawej stronie réwnosci (3.31) jest cyklem w $ciagalnej
przestrzeni I x A™, a zatem jest brzegiem.

Przyklad 3.3.1. Zwiazek pomiedzy H; i m;. Dla przestrzeni topologicznej X
z wyréznionym punktem x(, ustalimy teraz zalezno$é pomiedzy grupa podstawowa
m1(X,x0) — zdefiniowang w podrozdziale 1.2 — oraz grupa homologii H;(X). Jesli
kazda petle w € Q(X,zg) potraktowaé jako bazowy tancuch (cykl) w € S1X C
C1(X), to otrzymujemy odwzorowanie zbioréw Q(X,x0) 3> w — [w]x € H1(X),
stanowiace podstawe do budowy kanonicznego homomorfizmu

x: (X, z0) 3 [w] — [w]x € Hi(X). (3.32)

Aby stwierdzié poprawnosé powyzszej formuly, potraktujmy dowolng petle w €
Q(X, xzp), zgodnie z jej definicja, jako odwzorowanie w: (I,I) — (X, {z¢}) induku-
jace w homologiach homomorfizm

wy: Hy(I,1) — Hi(X,{z0}) = Hi(X),



64 ROZDZIAL 3. HOMOLOGIE SINGULARNE

zalezny — zgodnie z wnioskiem 3.3.2 — od klasy homotopii [w] € 71 (X, z¢). W szcze-
gblnoéci, x jest poprawnie zdefiniowane i zachodzi rownoséé

x([w]) = wilul,

gdzie v; = idy € Z1(I, I) jest wzorcowym 1—sympleksem.

Aby wykazaé, ze x jest homomorfizmem grup, rozwazmy w S11 dwa sympleksy
singularne: o;: I 3t +— (t +14)/2 € I, dla i = 0,1. Wéwczas tancuch oy + o1 repre-
zentuje te sama klase homologii, co ¢1. Dla dowolnych dwu petli w,w’ € Q(X, )
otrzymujemy zatem

(W-w)g(oo+01) =w+w =wgn +wye,

co oznacza tozsamosé x([w - w']) = x([w]) + x([w']).

Latwo sprawdzi¢, ze otrzymany wyzej kanoniczny homomorfizm grupy pod-
stawowej w pierwsza grupe homologii jest naturalny, tzn. dowolne odwzorowanie
f: X — Y prowadzi do przemiennego diagramu

7T1(X,$0) L Hl(X)
f*l Jf* (3.33)
m (Y, f(w0)) —— Hy(Y).

Twierdzenie 3.3.3. W przestrzeni tukowo spojnej X, dla dowolnego punktu refe-
rencyjnego, homomorfizm kanoniczny (3.32) indukugje izomorfizm grup

m1(X)/[m1(X)] — Hi(X),

gdzie |G] C G,G = m(X), oznacza komutant, czyli podgrupe generowang przez
elementy postaci aba= b~ a,b € G.

Dowdéd. Elementarny dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. Szczegdty
mozna znalezé np. w [8]. O

Homotopia tancuchowa zbudowana w przyktadzie 3.1.2 stanowi podstawe do ko-
lejnej waznej naturalnej konstrukeji bedacej tancuchowym odpowiednikiem podzia-
tu barycentrycznego kompleksu symplicjalnego (definicja 2.3.5). Bedziemy w tym
celu stosowaé opisang w przyktadzie konstrukcje do dowolnego zbioru wypuktego
X C R™, np. do sympleksu geometrycznego A™ m > 0, oraz do liniowej kontrakcji
F(t,z) =tB+ (1 — t)z, $ciagajacej X do ustalonego punktu B € X.

Definicja 3.3.1. Dla X wypuklego i dowolnego punktu B € X, operatorem stoz-
kowym o Srodku w B bedziemy nazywac rodzine homomorfizmow

Bx: Cp(X)>c— Bxce Cpi1(X),n >0,

gdzie przyjmujemy B x o € Sp11X dlao € S, X i

)\1 >\n+1
1—=X" 1= X

B*O’()\(),...,)\»,Hq) = /\QB—F(l—)\o)O'( ), (334)
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we wspolrzednych barycentrycznych. Przyjmujemy, Ze w wymiarze —1, w rozszerzo-
nym kompleksie C(X), operatorem stozkowym jest homomorfizm Z > ¢ — ¢(B) €
CoX.

W szezegblnoscei, jedli sympleks o = (P ... P,,) jest odwzorowaniem afinicznym
postaci (2.1), tzn. opisuje kombinacja wypukla wierzchotkéw Py, ..., P, € X, to

B (Py...P,) = (BPy...P,). (3.35)

Zgodnie z (3.10), kazdy operator stozkowy jest homotopia lancuchowa, ograni-
czong do ustalonego zbioru wypuklego. Okazuje sie jednak, ze polaczenie operato-
réow stozkowych dziatajacych w standardowych sympleksach pozwala na naturalna,
uniwersalng konstrukcje w dowolnej przestrzeni topologiczne;j.

Lemat 3.3.4. Dian > 1, niech B,, € A, oznacza $rodek cigzkosci sympleksu, czyli

punkt o wspotrzednych (n%rl, ey n%rl) W grupie tancuchow singularnych standar-

dowego sympleksu A™ zachodzq tozsamosci

¢ = Opy1(By xc), jesli c € Zy(A™), (3.36)
Ox+2(By, * By x¢) = By x By, * e, dlace Cr(A™). (3.37)
dla dowolnego wymiaru k > 0. O

Dowdd. Réwnosé (3.36) wynika bezposrednio ze wzoru (3.10). Dwukrotne zastoso-
wanie tego samego wzoru,

Ok+2(Bn * (Bp x¢)) = By, ¢ — By, % (Ok+1(By, >Ec))
= B, *c— By x (¢ — By, * 0xc)

daje (3.37). O

Twierdzenie 3.3.5. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X, niech sdy,: Cp(X)
— Cp(X) i Dy Cp(X) = Cpy1(X),n = 0, bedg homomorfizmami naturalnymi
spetniajgcymi nastepujgce warunki:

(i) sdg = idcy(x), Do = 0,
(1) sdp(tn) = By *8dp—1(0ntn) dlan >0,
(i4i) Dp(tn) = Bp * (ty, — Dp—1(0ntyn)) dla n > 0.

Wéwczas rodzina sd = {sd,} jest zachowujgcym augmentacje odwzorowaniem
tanicuchowym C(X) — C(X) homotopijnym z identycznodcig, za§ D = {D,} jest
homotopig tancuchowq D: idg(x) =~ sd.

Definicja 3.3.2. Odwzorowanie lancuchowe sd: C(X) — C(X) bedziemy nazy-
waé homomorfizmem podzialu barycentrycznego lub podziatem barycentrycznym

w C(X).



66 ROZDZIAL 3. HOMOLOGIE SINGULARNE

Whiosek 3.3.6. Dia dowolnej pary (X, A) podzial barycentryczny sd: C(X) —
C(X) wyznacza naturalne odwzorowanie taricuchowe sd: C(X,A) — C(X, A), be-
dgce rowniez rownowaznoscig homotopijng. O

Dowdéd. Naturalnosé (3.25) opisywanych homomorfizméw oznacza réwnosci
sdp(0) = oxsdp(tn), Dn(0) =0xDy(ty), (3.38)

dla o € S, X. Razem z warunkami (ii)-(iii) daje to jednoznaczna definicje homo-
morfizméw i zapewnia ich naturalnoéé. Rekurencyjno$é definicji uzasadnia induk-
cyjny dowdd pozostalych wlasnodei, za$ gtéwnym narzedziem bedzie tu wzér (3.36).
Dla ¢ = sdg 01 (11) € Zo(A!) mamy zatem réwnosci

Sdo 81(L1) = 81 (Bl * Sdo 81(L1)) = 81 Sdl(l,l),

o ile przyjaé (i1)n=1 za definicje sd;(c1). Poniewaz ogdlna przemienno$é z opera-
torem brzegu sdg 91 (o) = 91 8d1(0), dla o € S1 X, wynika z naturalnosci, mozemy
teraz przyjacé, iz dla pewnego k > 0 i dowolnej przestrzeni topologicznej X zachodzi
warunek

sdi—1 Ok(0) = Ok sdi (o), dla o € SiX.

Lanicuch ¢ = sdy, O11(tkr1) jest wéwezas cyklem w Cr(A*F1), a zatem wzér (3.36)
daje réwnosci

sdg, Op1(tht1) = Okt1 (Brg1 * 5dg Opp1(tht1)) = Okt1 5dp41(ths1)s

gdzie sdg+1(tg+1) jest zdefiniowane poprzez (i4),—g+1-
W przypadku homomorfizméw D,,n > 0, mozemy na poczatek zastosowaé
(3.36) do cyklu ¢ = 17 —sdy(11) € C1(Al). Otrzymujemy kolejno

t1 —sdi(t1) = O2(By * (01 —sdi1(e1)))

= 82(31 * L1) — 82(31 * Bl * 81L1)
= (92(B1 * L1) +0

= 02D (1) + D01 (t1),

gdzie drugi skladnik znika wobec (3.37). Naturalnos$é¢ obu stron zapewnia analogicz-
ng réwnosé dla dowolnego 1—sympleksu singularnego o = ox(¢1). Mozemy taraz
przyjaé, iz dla pewnego £ > 0 i dowolnej przestrzeni topologicznej X zachodzi
warunek

o — Sdk(O') = 8k+1Dk(G) + Dk_lak(()'), dla o € S X.

Lancuch 41 —sdpi1 tha1 — DrOrrithr1 € Cri1(AFTY) jest wéwezas cyklem, a za-
tem wzory (3.36-3.37) daja réwnosci

U1 — Syt ter1 — DrOpyitiyr
=02 (Br+1 * (b1 — sdig1 k1 — DrpOkt1tit))
=0k+2(Bii1 * (tht1 — DiOktitis1)
—Bjt1 * Big1 * sdg Opy1tpt1)
=0k+2Dk+1tk+1-

Wiasno$¢ naturalnoéci i indukcja koncza dowdd. O
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Cwiczenie 3.3.2. Sprawdzi¢ poprawno$é jawnego wzoru opisujacego podzial ba-
rycentryczny:

Sdn(bn) = Z Sign(a)<E(ag‘..an)E(a1...an) . E‘((LHIOLTI)E‘(LL>7 (339)

gdzie sumowanie jest po wszystkich permutacjach a=(ay, ..., a,) zbioru {0, ..., n}.
Oznaczenia srodkéw $cian jako wierzchotkéw triangulacji sd A™ sa zgodne z (2.11-
2.12).

Twierdzenie 3.3.5 zawiera podstawowe konstrukcje umozliwiajace lokalizacje
klas homologii, tzn. reprezentacje klas przez tancuchy (cykle) zlozone z dowolnie
malych symplekséw singularnych.

Definicja 3.3.3. Dla dowolnej rodziny podzbiorow i przestrzeni topologicznej X
i dowolnego n > 0, rozwazamy zbidr Spih = {0 € S, X; Tyey o(A™) CV} sym-
plekséw wpisanych w L. Podgrupy C,(81) C C,(X) generowane przez Spil skladajg
sie¢ z n—lancuchéw wpisanych w & i tworzg kompleks taricuchowy C(4) wpisany
w pokrycie U lub inaczej kompleks lancuchow singularnych $—maltych.

Cwiczenie 3.3.3. Sprawdzi¢, ze dla dowolnej rodziny podzbioréw &l grupy n—lan-
cuchow wpisanych w U, n > 0, tworzg kompleks tancuchowy. Wywnioskowa¢ z na-
turalnosci podziatu barycentrycznego sd i homomorfizmu D prawdziwo$¢ inkluzji

sdn (Cn(H)) C Cr(th),  Dp(Cn(tl)) C Cpya (L),

dla n > 0.

Dla dowolnego pokrycia i przestrzeni topologicznej X i dowolnego podzbioru
A C X, zachodza réwnosci Cy, (L) N Cp(A) = Cr(U]a),n > 0, gdzie U4 = {V N
A; V€ U} oznacza ograniczenie pokrycia do A. Niech C(4, A) oznacza kompleks
ilorazowy {C, ()/C, (4 4)}

Twierdzenie 3.3.7 (O lokalizacji). Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X,
niech 1 bedzie pokryciem takim, zZe wnetrza zbiorow rodziny U rowniez stanowiq
pokrycie X. Wowczas homomorfizm wlozenia vy : C(U) — C(X) jest homotopijng
rownowaznoscig kompleksow lancuchowych. Ponadto, dla dowolnej podprzestrzeni
A C X, homomorfizm vy wyznacza rownowaino$é tancuchowq vy a: C(U, A) —
C(X,A).

W dowodzie twierdzenia skorzystamy z podzialu barycentrycznego — na razie
iterujac operator dla pojedynczego sympleksu.

Lemat 3.3.8. Jesli X = J{int W; W € U} in > 0, to dla kazdego n—sympleksu
singularnego o € S, X istnieje liczba catkowita m > 0 taka, zZe sd]) (o) € Cy, ().

Dowdéd. Zbiory o~1(int W), W € 4, stanowia pokrycie otwarte sympleksu A" —
niech A > 0 bedzie liczba Lebesgue’a tego pokrycia. Jesli za m > 0 wybraé liczbe

taka, 7
aka, ze .

(

)™ diam A™ < A,
n+1
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to zgodnie z twierdzeniem 2.3.5 kazdy z symplekséw singularnych laficucha sd), (¢,,)
€ Cp(A™) ma obraz w ktéryms ze zbioréw pokrycia. Zatem sd;) (o) = og sd;) ()
jest tancuchem w C,, (). O

Dowdéd twierdzenia 3.3.7. [10] Dla kazdego sympleksu singularnego o € S,, X, niech
m(c) oznacza najmniejszg liczbe nieujemng taka, ze sd™?) (o) € Cp(U). Zachodza
nieréwnosci m(oe;) < m(o), dla 0 < i < n, natomiast m(c) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy o € Spil, a wiec np. dla n = 0. Pot6zmy

Di(o):= Y Dysd(o), (3.40)

0<j<m(o)

po czym rozszerzamy D, do homomorfizmu C,,(X) — C,41(X). Z wlasnosci ho-
motopii D = {D,,} otrzymujemy kolejno

On1Df(0) = 3 (sdf(0) —sd T (0) = Dyo18n 5} (0))
0<j<m(o)

o—sdl()~ Y (1D isdi_y(0e);
0<j<m(c) i=0

D;llan(g) = Z(_l)i > Dyy Sdzlq(gfi)

=0 0<j<m(oe;)

Zatem wzory sda' = 1idgy(x) i

sdf (o) == 0 — 8,1 D} (o) — D ,0,(0)
= 57O+ (1) % Dagsd) (o) € Oy 34D
=0

m(oe;)<j<m(o)

dla n > 0, definiuja homomorfizm taicuchowy sd™: C(X) — C(4) lewostronnie
odwrotny do wlozenia ty: C(U) — C(X) i taki, ze DT = {D;'} jest homotopia
taficuchowa DT idex) =ty osd™.

Przechodzac do przypadku relatywnego zauwazamy, ze réwnosé C,, (4) N Cy, (A)
= Cp(H]4) 1 naturalnosé podzialu barycentrycznego sprawiaja, iz w przypadku
o € S, A minimalna warto$é m(o) jest dokladnie taka sama dla pokrycia |4 jak
dla 4. Dzigki temu zdefiniowane w (3.41) homomorfizmy taficuchowe sd™: C(X) —
C),C(A) — C(U]4), tworza przemienny diagram

C(A) —— C(X)
sdJrJ/lDJr sdJrllDJr
Cl|a) —S— C().

Stad natychmiast wynika, ze sd™ indukuje homomorfizm lancuchowy C(X, A) —
C (44, A) homotopijnie odwrotny do ¢y 4, natomiast Dt — homotopie laficuchowa
idC(X,A) = Ly(,A © SdJr . L]

Bardzo wazna (m.in. dla efektywnosci obliczen grup homologii) konsekwencja
twierdzenia o lokalizacji jest nastepujacy
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Whiosek 3.3.9 (Twierdzenie o wycinaniu). Dla dowolnej pary (X, A), jezeli do-
mkniecie podzbioru W C A jest zawarte we wnetrzu int A, to wlozenie par (X \ W,
A\W) — (X, A) indukuje réwnowazinosé homotopigng C(X\W, AA\W) — C(X, A),
a wiec takze izomorfizm

H(X\W,A\ W)~ H(X, A). (3.42)

Dowdd. Dla zbioréw W C A C X takich, ze W C int A, pokrycie t = {X \ W, A}
spelnia zalozenia twierdzenia 3.3.7 — mamy zatem réwnowaznos¢é homotopijna
CU,A) ~ C(X,A), przy czym ograniczenie pokrycia do A jest trywialne, |4 =
{A}. Pozostaje wskazaé kanoniczny izomorfizm grup ilorazowych

Cn(8h, A) = (Cr(X\ W) + Cn(A4))/Cn(A)
Con(X AW, A\W) = Co(XAW)/(Cn(X\ W) N Cr(A)),
dla n > 0, czyli skorzystaé¢ ze znanego izomorfizmu grup abelowych
(G1 + G2)/G2 = G1/(G1 N G2)
— i sprawdzi¢ tanicuchowo$é (przemiennosé z operatorami brzegu) otrzymanego cia-
gu izomorfizméw. O
3.4 Grupy homologii sfer

Niezwykle prosty i precyzyjny sposéb wyznaczenia grup homologii pierwszej nietry-
wialnej rodziny przestrzeni, czyli sfer S™ n > 0, przypomina nieco sposéb barona
Miinhausena na wyciagniecie siebie wraz z koniem z bagna — za wlosy. Istotny jest
tu punkt oparcia, przypadek n = 0, czyli sfera, ktéra jeszcze niezupelnie jest sfera.

Twierdzenie 3.4.1. Dla kazdego n naturalnego, zredukowane grupy homologii sfe-
ry S™ opisujq sie wzorem

. 0 dlam#n
H,,(S") = 3.43
m(5") {Z dla m =n. ( )
Symetria A: S™ 3 (2, X1,...,2Tn) — (—To,T1,...,2n) € S™ jest odwzorowaniem

indukujgcym w homologiach (zredukowanych) automorfizm z — —z.

Dowéd. W sferze S™ = {(zo,...,x,) € R"T; 3" 2? = 1} wyrézniamy podzbiory
(potstery domkniete)

EY = {(zo,...,2n) € S"; x, > —¢€}, E" ={(x0,...,zn) € S"; x, < e},
dla ustalonego ¢ € (0,1); dla n > 0, przekrdj

So7l = B E" = {(v0,...,wn) € S [2a] < <}
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jest zatem homeomorficzny z produktem S"~! x [—¢,¢] ~ S"~L. Korzystajac z wta-
snoéci wycinania (3.42), ciagéw dokladnych par (S™, E%) i (E™,S2~!) oraz wnio-
sku 3.2.4, otrzymujemy ciag izomorfizmow

Hyy(S™) 5 Hy (S, ET) & Hy (B, S27Y 5 Hypy o (S27Y) & Hyy 1 (S™71) (3.44)

dla n > 0 i dowolnego catkowitego m. W ten sposéb w pelni znane grupy homologii
dwupunktowej przestrzeni S° = {—1,1} C R staja sie szablonem do opisu grup
homologii wszystkich sfer.
Biorac za generator grupy Ho(S°) klase O—cyklu ¢o = (1) — (1) € Zy(SP),
na ktorym symetria A dziala jako zmiana znaku:
As(co) = (=1) — (1) = —co,

potwierdzamy druga czeéé¢ tezy — w przypadku n = 0. Przypadek ogélny wynika
z faktu, ze A\: S™ — S™ zachowuje opisany wyzej i decydujacy o izomorfizmie (3.44)
rozklad sfery, co daje przemienny diagram

H,(S™) —— H,_1(S"Y)
. | Glsnn- (3.45)
ﬁn(sn) i) ~n_1(Sn—1)

dla n > 0, gdzie obciecie A do sfery nizszego wymiaru jest symetria o poznanym

wczedniej dziataniu w grupie homologii. O
Cwiczenie 3.4.1. Sprawdzié¢, ze wszystkie symetrie Ay: S™ 3 (xq,...,&,) —
(o, ), —Tg,...,Tpn) € S™ k < n, sa wzajemnie homotopijne. Wykazaé, ze izomor-

fizm H,(S™) = H,_1(S™1), w ktérym — inaczej niz w (3.44) — czlon oznaczajacy
wycinanie zostaje zastapiony izomorfizmem H,,(S™, E™) = H,,(E%, St rézni
si¢ od (3.44) znakiem.

Obliczenie grup homologii sfer przenosi si¢ na podane nizej relatywne grupy
homologii

Whniosek 3.4.2. (i) Dlan > 0, para (B™, S™™1) ztoZona z kuli domknietej i sfery
ma nietrywialne grupy homologii

0 di
Hop(B", S"1) = am#n (3.46)
Z dlam=n.
(i) Dla dowolnego punktu P € R™ n > 0,
0 di
H,, (B R0\ (P2 ) T (3.47
Z dlam=n.
—
Translacja o wektor PP’ wyznacza kanoniczny izomorfizm
H,(R",R"\{P}) = H,(R",R"\{P'}), (3.48)

dla wszystkich P, P' € R™.
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Dowdd. Cwiczenie. O

Definicja 3.4.1. Za orientacje przestrzeni R™ bedziemy uwwazac zgodng rodzine
O generatorow Yp € H,(R",R*"\{P}), P € R", przeprowadzanych wzajemnie na
siebie przez izomorfizmy (3.48). Kazdy z generatoréw ¥p jest orientacja przestrzeni
w punkcie P.

Cwiczenie 3.4.2. Przestrzenn R” ma dokladnie dwie orientacje. Sprawdzié, ze sy-
metria (z1,22,...,2Tn) — (—21,Z2,...,2,) W R™ indukuje automorfizm w +— —w
grupy H,(R",R"\{0}).

Uwaga 3.4.1. Narzuca sie pytanie o mozliwo$¢ ustalenia ,naturalnego” izomorfi-
zmu pomiedzy grupami H,(S™), H, (B™, S 1) i H,(R",R"\{0}), dla wszystkich
n > 0. Odpowiedz jest pozytywna i oznacza wybér specyficznego generatora w kaz-
dej z wymienionych grup i, przy okazji, wybor orientacji w R™. Jesli za generator
grupy Ho(S°) przyjaé wskazana wyzej klase 6y = [co] cyklu ¢o = (1) — (—1),
to oznacza to takze wybér generatora ¥q = 9;'[co] € Hi(B',S°) i przeniesienie
go zgodnie z wlozeniem (B!, S%) — (R,R\{0}). Klasa 9; jest reprezentowana
przez 1—sympleks bedacy droga w B! = [—1,1], zgodna z orientacja, czyli od
—1 do 1. Kolejne wyrdznione generatory 0, € H,(S™),n > 1, mozna wskazaé ja-
ko przeciwobrazy w izomorfizmie (3.44). Bardziej jawna konstrukcja generatoréw
zaklada naprzemienne stosowanie homomorfizmu taczacego 0.: H,(B",S"" 1) =
I:In,l(S”’l) ciggu dokladnego pary (B",S""1) i jawnie wskazanego rzutu stereo-
graficznego

B" 52" (2y/1— |lz|Px, 2]z|? — 1) € S, (3.49)

indukujacego homeomorfizm B"/S"~! = S" a wiec takze (por. wniosek 5.3.3)
izomorfizm grup homologii

Tt Hy(B™, 8" 1) =5 H,(S™). (3.50)

Laczac (3.49) z homeomorfizmem R" > z — W € int B", otrzymujemy
xT

wlozenie

o (i @ Jafr-1
R” 5 2 : €5 3.51
xH( eF 1 2F 1 (3.51)

identyfikujace sfere S™ jako uzwarcenie R™, R™ U {0} = S™ i bedace alterna-
tywnym opisem rzutu stereograficznego. Punktow: w nieskoriczonosci odpowiada
biegun pétnocny (0,...,0,1) € S™.

Stwierdzenie 3.4.3. Zanurzenie R™ — S™ przeprowadza wszystkie klasy 9p do-
wolnej orientacji w R™ na ten sam generator grupy H,(S™), tzn. dla dowolnych
punktéw P, P € R™, istnieje przemienny diagram

H,(R*, R"\{P}) —=— H,(S",8"\{P}) «——— H,(S")

| 1 | o
H,(R" R"\{P'}) ——— H,(S",S"\{P'}) ——— H,(5")

w ktorym t jest izomorfizmem indukowanym przez translacje.
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Dowdd. Pierwszy z izomorfizméw w obu wierszach jest efektem wycinania ,bieguna
polnocnego”. Przemiennosé lewego z kwadratow uzyskujemy rozszerzajac transla-
cje R™ do homeomorfizmu sfery zachowujacego punkt oo. Otrzymany homeomor-
fizm jest homotopijny z identyczno$cia — stad przemiennosé prawego kwadratu. [

Mozliwos¢é poréwnywania orientacji w poszczegdlnych punktach R™ za pomoca
translacji jest specyficzna cechg przestrzeni euklidesowej. Szersze zastosowanie ma
opisana w ponizszym wniosku koncepcja cigglej zaleznosci orientacji od punktu.

Whniosek 3.4.4. Dla dowolnej kuli otwartej U C R™, izomorfizmy indukowane
przez wloZenia

H,(R",R"\U) — H,(R",R"\{P}), PeU,
wyznaczajq zgodng rodzine orientacji w punktach kuli. O

P A
Cuwiczenie 3.4.3. Zbudowaé¢ homotopie pomiedzy translacja R™ o wektor PP’,
P, P’ € U, a odwzorowaniem, ktére przeprowadza P na P’, ale jest identycznoscia
na dopelnieniu R™ \ U.

W podrozdziale 4.1 ustalimy naturalna, dodatnig orientacje w R™, zgodna w sen-
sie podanym w stwierdzeniu 3.4.3 z dokonanym juz wyborem generatora 6, €
H,(5™),n > 1, natomiast w podrozdziale 4.4 wskazemy jeszcze jedno uzasadnienie
dla dokonanego tu wyboru — zwigzane z pojeciem iloczynu krzyzowego klas ho-
mologii. Wszystkie opisane drogi prowadza do tego samego zbioru wyréznionych
generatoréw.

Czas na wazne konsekwencje topologiczne wyliczonych grup homologii.

Whniosek 3.4.5. Sfery roznych wymiaréow nie sq¢ homeomorficzne, a nawet nie
sqg homotopijnie rownowazne. Przestrzenie euklidesowe réZnych wymiarow nie sq
homeomorficzne (choé wszystkie sq Sciggalne).

~

Dowdd. Ewentualny homeomorfizm h: R™ = R™ implikuje homeomorfizm par
(R™,R™\ {0}) = (R™,R™ \ {h(0)}). O

Whniosek 3.4.6. Nie istnieje retrakcja kuli B™ na sfere S"~1, czyli ciggle odwzo-
rowanie r: B" — S"1 takie, e r|gn-1 = id.

Dowéd. Ztozenie S~ ! — B™ 5 §"~1 badace identycznoscia musialoby indukowaé
w homologiach homomorfizm tozsamo$ciowy H,,_1(S"')— H,,_1(B")=0 —....
Sprzecznosé. O

Powyzszy wniosek jest jednym z punktéw wyjscia do uzyskania klasycznego
Twierdzenia Brouwera o punkcie stalym.

Twierdzenie 3.4.7. Dla n > 0, kaZde ciggle odwzorowanie kuli B™ w siebie ma
punkt staly.
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Dowdd. Jesli odwzorowanie f: B"™ — B™ nie posiadaloby punktow stalych, to dla
kazdego x € B™ pétprosta x +t(x — f(x)),t € Ry, przecinalaby sfere S"~1 = 9B
w jednoznacznie okreslonym punkcie, r(x) € S"~1, zaleznym od x w sposéb ciagly.
Tak zbudowane r byloby retrakcjg kuli na sfere — sprzeczno$¢ z wnioskiem 3.4.6. O

Twierdzenie 3.4.1 wskazuje dla sfery S™,n > 0, nietrywialng grupe homologii,
w ktérej kazdy homomorfizm jest postaci z — kz, dla k € Z. Stad pomyst na
zdefiniowany nizej homologiczny niezmiennik odwzorowan sfer.

Definicja 3.4.2. Dla dowolnego odwzorowania f: S™ — S™,n > 0, stopniem
odwzorowania nazywamy liczbe deg(f) € Z takq, ze homomorfizm indukowany
for Hp(S™) — H,(S™) jest mnozeniem z — deg(f)z.

Whniosek 3.4.8. Wilasnosci stopnia.

(vi) deg(a) = (—=1)"*,  dla odwzorowania antypodycznego a: x — —x.

(vii) deg(La) = det(A), dla dowolnej izometrii Ly: S™ — S™ okreslonej przez
macierz ortogonalng A, R"*! 3 x +— Ax € R*H1,

Dowdd. Cwiczenie. O

Cwiczenie 3.4.4. Sformulowaé i udowodnié analogiczne wlasnosci dotyczace stop-
nia deg(f) odwzorowania f: (B",S""1) — (B",S"1), czyli liczby calkowitej ta-
kiej, ze f.(z) = deg(f)z, dla z € H,(B™, S"1).

Kolejnym waznym zastosowaniem twierdzenia o wycinaniu jest rozszerzenie po-
jecia stopnia na ciaglte odwzorowania podzbioréw przestrzeni euklidesowej. Zacznie-
my od obserwacji, ze wycinanie pozwala w pewnych sytuacjach oblicza¢ zdefinio-
wany wyzej stopien odwzorowania sfery f: S™ — S™ jako wlasnoéé lokalna — liczbe
rozwiazan réwnania f(z) = z, z uwzglednieniem krotnosci. Dla dowolnego otocze-
nia V' C S™ punktu z € §™,n > 0, nastepujacy diagram przemienny

Ho(8") —— Ho(S", 8"\ f71(2)) «—— Ho(f7'V, fV\ f71(2))
f*l f*l (f\fflv)*l (3.53)
Ho(S") ———  Hn(S",5"\{z}) «——— H,(V,V\ {z})

opisuje homomorfizm indukowany f, — lewa kolumna — poprzez homologiczne wta-
snosci obciecia fl -1y
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Definicja 3.4.3. Dla dowolnej funkcji cigglej f: S™ DU — S™,n > 0, okreslonej
na podzbiorze otwartym sfery i punktu z € S™ takiego, ze przeciwobraz f~1(z) jest
zwarty, liczbe deg, (f) € Z, dla ktorej zlozenie

o

H,(S™) — Ho(S", 8"\ f1(2)) & Hu(UU N\ f1(2)) L

o (3.54)
L H,(5m, 57\ {2)) & Ha(S™)

jest homomorfizmem H,(S™) 3 u — deg,(f)u € H,(S™), nazywamy (lokalnym)
stopniem odwzorowania f w punkcie z.

Postulowana w definicji zwartos¢ przeciwobrazu oznacza otwarto$¢ dopelnienia
S\ f~1(2) i zapewnia mozliwo$é wyciecia domknigtego podzbioru S™ \ U. Widaé
takze, ze lokalny stopien jest poprawnie zdefiniowany dla odwzorowan podzbioréw
otwartych w R™ — S™.

Przemienno$é¢ diagramu (3.53) oznacza

Whiosek 3.4.9. Stopieri dowolnego odwzorowania f: S™ — S™,n > 0, jest rowny
lokalnemu stopniows

deg(f) = deg, (f) = deg.(flv), (3.55)

dla kazdego punktu z € S™ i dowolnego otoczenia VO f~1(z). O

Whiosek 3.4.10. Dla dowolnego odwzorowania f: (B"™,S"~1) — (B",S"1) i do-
wolnego punktu z € B™ takiego, ze f~1(z) C int B", zachodzi réwnosé

deg(f) = deg, (flintpn)- (3.56)

Dowdd. Rzutowanie (3.49) przeprowadza homeomorficznie kule o promieniu \/m
wraz z brzegiem na pélsfere ujemng E™ z brzegiem S™ 1. Otrzymany po przeskalo-
waniu homeomorfizm 7’: (B, S""1) — (E", S"!) sprowadza f do odwzorowania
F =7'o fo(r')™!, ktére mozna dalej jednoznacznie rozszerzyé radialnie do cig-
glego odwzorowania F' sfery S™, a dokladniej do F': (S™, E}) — (S™, E7) takiego,
ze F|gn jest zgodne z f. Przemienno$é¢ diagramu

Ho(B", 8™~ Hy(B",8"7Y) —=— H,(S™ E7) «—— H,(S")

’
T

H,(B", 5" ') ——— H,(E",5"') —=— H,(S",E") «——— H,(5™),

w ktérym wiersze sa izomorfizmami, implikuje réwnosé stopni deg(F) = deg(f).
Z kolei dla z € B™\ f(S™"1) i 2’ = n/(z) zwarty przeciwobraz f~1(z) jest zawarty
w B\ S"71 a wiec zachodza réwnoéci

deg(F) = degz’ (F) = degz' (Flint Ef) = degz(f'int B")~
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Stwierdzenie 3.4.11. Dla dowolnej funkcji cigglej f: S™ D U — S™, punktu z €
S™ o zwartym przeciwobrazie f~1(z) i odwzorowania cigglego g: S™ — S™, n > 0,
zachodzi rownosé

deg,(f o g) = deg,(f) deg(g). (3.57)

Dowéd. Niech K C S™ oznacza zwarty przeciwobraz f~1(z). Réwnosé (3.57) wy-
nika z przemiennosci diagramu

H,(S™) —H, (5", S"\ g~ K) == H,(¢97'U, g~ (U\K)) —L&~ H,(5"\ {})
H,(S") — H,(S",5"\K) < H,(U,U\K)  —L H,(5"\{z})
i definicji stopni deg, (f),deg.(f o g). O

Najprostszy, nietrywialny przypadek odwzorowania pozwalajacego na zdefinio-
wanie i badanie stopnia odwzorowania, to lokalny homeomorfizm.

Stwierdzenie 3.4.12. Dla dowolnego homeomorfizmu f: R™ DV — R" otwartego
podzbioru przestrzeni euklidesowej w przestrzen euklidesowq tego samego wymiaru
i dowolnego punktu x € V, homomorfizm

H,(R", R"\{z}) < H,(V,Wx}) L5 H,(fV, fW{f(2)}) = H,(R",R™\{f()})

rozszerzony o kanoniczne izomorfizmy skrajnych wyrazéw i grupy H, (R™ R™\{0}),
jest mnozeniem w — degf(m)(f)w przez lokalny stopien odwzorowania f.

Dowdd. Cwiczenie. Skorzystaé ze stwierdzenia 3.4.3. O

Whniosek 3.4.13. Niech f: R* DU — f(U) C R" bedzie homeomorfizmem klasy
C', 2 odwracalng pochodng D f(xg), dla pewnego xo € U. Zachodzi réwnosé

deg ¢(4) (f) = sign(det D f(zo)). (3.58)

Dowdd. Funkcja F: (t,z) — (1—t)f(z)+t(f(zo)+Df(xo)(z—x0)) jest homotopia
sprowadzajaca f do odwzorowania liniowego, przy czym, na pewnym mniejszym
otoczeniu V' 3 xo, wszystkie F(t,-) sa homeomorfizmami i stopiefi degy .\ (F'(,-))
nie zalezy od t € I. Dalsza homotopie zachowujacg stopien i sprowadzajaca macierz
Df(x¢) do macierzy jednostkowej albo do symetrii mozna skonstruowaé wykorzy-
stujac rozktad macierzy na klatki Jordana. O

Whniosek 3.4.14. Niech f: S" DU — f(U) C S™ bedzie homeomorfizmem zacho-

wujgeym punkt zg € U. Dla dowolnego lokalnego homeomorfizmu : (B™,{0}) —

(S™,{z0}), jesli zlozenie ¢ = =1 f1p spetnia zatoZenia wniosku 3.4.13, to zachodzi
rownosé

deg, (f) = sign(det D¢(0)). (3.59)

O



76 ROZDZIAL 3. HOMOLOGIE SINGULARNE

Wraz z réwnosciami (3.57-3.59), podstawa do obliczen lokalnego stopnia od-
wzorowania jest

Twierdzenie 3.4.15 (O addytywnosci stopnia odwzorowania). Zaldzmy, Ze dla
odwzorowania f: S™ D U — S™,n > 0, przeciwobraz f~*(z) = {x1,..., 2.} punk-
tu z € S™ jest zbiorem skonczonym. Jesli zbiory U; > x;,1 < 7, sq wzajemnie
roztgcznymi otoczeniami w U punktow przeciwobrazu, to zachodzi réwnosé

deg, (f) =) _ deg,(f|v,)- (3.60)

i<r

Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozumowania mozemy przyjacé, ze dziedzina U
funkcji f jest sumg roztacznych otoczen Uy U --- U U,., co daje kanoniczny rozktad
H, (U, U\ f1(2)) = @igr H,(U;,U;\{x;}) — por. stwierdzenie 3.2.6. Izomorfizm
ten jest ogniwem laczacym dwa przedstawione nizej diagramy przemienne:

Ho(S")  ——— Ho(S",8"\f"'(2)) «—— Ha(U,U\f'(2))

a: | | E (3.61)

@, Ha(S") —— @, Ha(S", 5"\ {2:}) ——— @, Ha(Us, Ui\ {z:}),

gdzie wszystkie kolumny sa wyznaczone przez wlozenia, oraz
H (U U\f () —F— Ho(§".5"\{z}) ——— Ha(S")
.| P2 [Z (362
D. v, " on o .
@iHn(Uian\{fEi}) - Gaan(S S\ {z}) —— @i H,(S"),

gdzie przemienno$é¢ oznacza, ze gérny wiersz jest suma dolnych. Polaczenie (3.61—
3.62) daje (3.60). O

Jako zastosowanie rozwijanych tu metod obliczeniowych stopnia odwzorowania
wykazemy teraz

Twierdzenie 3.4.16 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespo-
lony C 3 2z — f(2) = 2"+ ap_12""* +---+ap € C, stopnia n > 0 posiada
pierwiastek.

Dowdéd. Jesli traktowaé sfere S? jako uzwarcenie S? = C U {oo} i rozszerzyé f
do ciagtego odwzorowania f: S? — S2, to brak pierwiastka oznaczalby réwnosé
deg(f) = 0. Obliczmy zatem stopien funkeji f. Homotopijna niezmienniczo$é stop-
nia sprawia, ze mozemy ograniczy¢ sie do przypadku f(z) = 2™ i skorzystaé z réw-
nosci deg(f) = deg; (f). Wokot kazdego z pierwiastkéw n—tego stopnia z jednosci
f jest homeomorfizmem. Twierdzenie 3.4.15 oraz wzoér (3.58) — lub (3.57) — daja
réwnosé deg(f) = n. O
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3.5 Twierdzenie Eilenberga—Zilbera

W biezacym podrozdziale wykazemy naturalng réwnowaznos¢é — w sensie homo-
topii tancuchowej — pomiedzy kompleksem symplicjalnym produktu kartezjanskie-
go przestrzeni topologicznych a kompleksem otrzymanym jako produkt tensoro-
wy z komplekséw symplicjalnych wymnazanych przestrzeni. Klasyczne twierdzenie
Eilenberga—Zilbera zostalo tu wyodrebnione, mimo oczywistych zwiazkéow z kon-
strukcjami podrozdziatu 3.3, z trzech powodow.

e Wprawdzie dowdd istnienia réwnowaznosci korzysta z jawnych wzordéw m.in.
Aleksandera—Whitneya, zgodnie z konwencja realizowana w pracy, kolejne
dowody — jednoznacznosci i réwnowaznosci homotopijnych odwotuja sie¢ do
bardziej abstrakcyjnych koncepcji modeli acyklicznych.

e Teoria Eilenberga—Zilbera nabiera pelnej mocy w odniesieniu do teorii koho-
mologii i produktéw, czyli w rozdziale 6, gdy prezentowany podrecznik zbliza
sie nieubtaganie do konca.

e Istotnym wktadem do prezentowanej tu gtéwnie teorii homologii singularnych
jest homomorfizm aproksymacji diagonalnej d*v: C(X) — C(X) ® C(X),
otrzymany niejako przy okazji wiekszej konstrukeji i tworzacy wraz ze zna-
nym juz nam kompleksem C(X) zaczatek algebraicznego modelu badanej
przestrzeni topologicznej X, czy tez ogdlniej — pary (X, A).

Dla dowolnych dwu grup z gradacja C = {C,,},C" = {C} }, iloczynem tensoro-
wym C ® C' nazywamy ciag grup

(CoC)= P C,aC, nel
ptqg=n

Definicja 3.5.1. Tloczynem tensorowym komplekséw lancuchowych C = ({C,},
{0n}), C" = ({C},},{0.,}) nazywamy kompleks laricuchowy C @ C' powstaly jako
tloczyn tensorowy grup z gradacjg wraz z rodzing homomorfizmow brzegu

O Cr@Cl2c@d = 0e®d +(-1)Pc®did € (C®C )n1,

dlan € Z,p+ q = n. Jesli oba kompleksy posiadaje augmentacje n: Co, Cly — Z,
to zloZenie
CooC ™2 7207 >7.

jest kanoniczng augmentacja w iloczynie tensorowym kompleksow.

Kompleks (Z,0) — izomorficzny z grupa homologii punktu — pelni role jednosci

dla iloczynu tensorowego, o czym $wiadcza kanoniczne izomorfizmy C ® (Z,0) =
C = (Z,0) ® C, dla dowolnego kompleksu tanicuchowego C.

Cwiczenie 3.5.1. Sprawdzi¢, ze C ® C’ jest kompleksem laficuchowym. Wykazaé
poprawnosé¢ definicji kanonicznego homomorfizmu grup homologii

a: HC@ HC' — H(C® ('), [d&[d]— [cad]. (3.63)
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Nastepujace twierdzenie ma charakter techniczny, jest jednak zasadnicze, je-
$li zamierzamy konsekwentnie rozwija¢ tylko te konstrukcje, ktére zaleza od klas
homotopijnie rownowaznych komplekséw tancuchowych.

Twierdzenie 3.5.1. Kazda para homomorfizméw F: C — C, F': C' — C" wy-
znacza funktorialne odwzorowanie ltancuchowe iloczynow tensorowych

FQF:CoC —CaC, c®cd — Fe)® F'(d).

Dowolne homotopie taricuchowe D: F ~ G oraz D': F' ~ G’ pomiedzy parami od-
wzorowan {ancuchowych F,G: C — C oraz F',G': C' — C" wyznaczajg homotopie
tancuchowq

D:FF ~G®G, (3.64)
CprCi3c@c = Dy Fy(c) + (—=1)PGy(c) @ Dyc' € (C®C g1,
dlan € Z,p+q=n.

Dowdd. Cwiczenie. Sprawdzié, ze skladniki w (3.64) odpowiadaja homotopiom F'®
FFeGRF iGOF ~GRG. O

Whniosek 3.5.2. Jesli F 1 F' sq réwnowaznosciami, to F @ F' réwniez. O

W szczegblnosci, stwierdzenie 3.1.5 pozwala na sformutowanie nastepujacego
wniosku.

Whiosek 3.5.3. Dla dowolnych p,q > 0, homomorfizmy augmentacji kompleksow
singularnych C(AP) 1 C(A?) wyznaczajg réwnowainos$é homotopijng

C(AP) ® C(A?) ~ (Z,0).
O
Centralnym punktem biezacego podrozdziatu jest twierdzenie Filenberga—Zilbera:

Twierdzenie 3.5.4. Na kategorii par przestrzeni topologicznych funktory (X,Y) ~
C(X xY), oraz (X,Y) ~ C(X)® C(Y) sq¢ w naturalny sposéb réwnowazne.

Oczywiscie, tak uproszczone sformutowanie zostanie w dalszym tekscie wyja-
$nione i doprecyzowane. Zaczniemy od przytoczenia jawnej konstrukeji dwu (wza-
jemnie odwrotnych) naturalnych réwnowaznos$ci homotopijnych.

Definicja 3.5.2. Dla dowolnych dwu przestrzeni topologicznych X 1Y, homomor-
fizmem Alexandera—Whitneya nazywamy odwzorowanie lancuchowe AW : C(X X
Y)— C(X)®C(Y), okreslone wzorem

(AW)(J,T):ZO'O<E0...EZ‘>®TO<EZ'...E”>, (3.65)

i<n

dla (o,7): A™ — X XY, a wiec dla dowolnej pary n—symplekséw singularnych w X
1Y, n>0.
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Cwiczenie 3.5.2. Sprawdzié¢ tancuchowosé i naturalnosé odwzorowania Alexandera—
Whitneya.

Kolejna konstrukcja wykorzystuje zgodne triangulacje produktéw kartezjan-
skich AP x A?, p,q > 0. Ktadac n = p+¢q, wyr6znimy jako n—sympleksy podzbiory
o wierzchotkach

(Bag»Esy)s-- - (Ba,, Eg,), gdzic oy +f; =i, dlai=0,...,n, (3.66)

przy czym oba ciagi indekséw (), (0;) sa niemalejace. Alternatywny opis sym-
pleksu (3.66) daja pary (u,v) ciagéw rosnacych 1 < 1 < ...pp < n, 1 < 1p <
...vy < n, informujacych o miejscach wzrostu (o +1) w jednym z ciagéw in-
dekséw. Kazdy taki n—sympleks wyznacza n—sympleks singularny w produkcie
(ak,BY): A™ — AP x A?, gdzie przyjeliSmy oznaczenia

OLH(EZ') = Eal = Ej, Jeéll Hj <1 < Hi+1,
ﬁV(El) = E@ = Ej Jeéh Vj <1< Vjt1,
i rozszerzyliSmy ciagi pu,v o po = vg = 0.

Definicja 3.5.3. Dla dowolnych dwu przestrzeni topologicznych X Y, homomorfi-
zmem Eilenberga—Zilbera nazywamy odwzorowanie {ancuchowe V: C(X)C(Y) —
C(X xY), okreslone wzorem

Vie®T)= Z sign(p, v)(o o at, 70 7)), (3.67)
(1sv)

dlao € SpX, 7€ 8,Y, p,q > 0, gdzie czynnik sign(p, v) oznacza znak odpowiedniej
permutacji zbioru {1,...,n}.

Cwiczenie 3.5.3. Sprawdzi¢ tancuchowosé i naturalno$é¢ odwzorowania Eilenberga—
Zilbera.

Dowdd twierdzenia Eilenberga—Zilbera przedstawimy w postaci ciagu lematdow.

Lemat 3.5.5. Zlozenie Vo AW: C(X xY) — C(X xY) jest homotopijne z iden-
tycznosciq.

Dowdd. W wymiarze n = 0 badane zlozenie jest identycznoscia. Pozwala to na
przyjecie Dy = 0 i rozpoczecie indukcyjnej konstrukcji homotopii lancuchowe;j
D: idg(xxy) =~ V o AW. Zalézmy zatem, ze zbudowaliémy juz naturalne homo-
morfizmy D;: C;(X xY) — C;11(X x Y) spelniajace warunek homotopii

Oiy1D; + D;10; = idg,(xxy) —V o AW,

dla i <n. Kolejny homomorfizm D,, nalezy zdefiniowac na wzorcowym n—sympleksie
(tnytn) € Sp(A™ X A™) w ten sposéb, by zapewnié tozsamosé

8n+1Dn(Ln7 Ln) = (Lna Ln) —Vo AW(Lna Ln) - Dn—lan(Lna Ln)v (368)
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a nastepnie skorzystaé¢ ze wzoru (o, 7) = (0 X 7)g(tn, Ln) 1 przyjaé
D, (0,7) = (0 X T) 4Dy (tn, tn),

dla (0,7) € S, (X xY). Jest to zasadniczy schemat metody wykorzystujacej modele
acykliczne do konstrukeji homotopii. Modelem (dla kazdego n) jest wzorcowy sym-
pleks (in,ty), a acykliczne (tzn. z zerowymi grupami homologii w wymiarach do-
datnich) sa kompleksy C), (A™ x A™). Aby wskazaé¢ wlasciwg wartosé dla Dy, (tn, Ly ),
wystarczy sprawdzié, ze prawa strona réwnosci (3.68) jest brzegiem w C,, (A™ X A™),
czyli cyklem. O

Lemat 3.5.6. Zlozenie AW oV: C(X)®C(Y) — C(X)®C(Y) jest homotopijne

z identycznosciq.

Dowédd. W wymiarze n = 0 badane zlozenie jest identycznoscia. Pozwala to na
przyjecie Dy = 0 i rozpoczecie indukcyjnej konstrukcji homotopii tancuchowej
D: idexygoy) = AW o V. Poniewaz baz¢ produktu Cp(X) ® C,y(Y') stanowia
iloczyny tensorowe 0 @ T = (04 @ T4)(tp ® tq), za modele mozemy w tym przypad-
ku przyjaé ¢p, ® t4, dla p,q > 0. Zaleznosé¢ rekurencyjna definiujaca D,,(tp ® tq),

On1Dn(tp @ 1g) = (1p @ 1g) — AW 0 V(1 @ tg) — Dy—10n(tp ® 1g),

dla p + ¢ = n, wymaga acyklicznosci komplekséw C(AP) @ C(AY) otrzymanej
wczesniej we wniosku 3.5.3. O

Lematy 3.5.5-3.5.6 skladaja sie na twierdzenie Eilenberga—Zilbera 3.5.4 w jego
podstawowej wersji. Wersja rozszerzona bierze pod uwage fakt, iz zaden z lematow
nie korzystal z jawnej postaci badanych naturalnych homomorfizméw tancucho-
wych. Stad rozszerzajacy twierdzenie

Lemat 3.5.7. Kazdy naturalny homomorfizm laricuchowy EZ : C(XxY)—C(X)®
C(Y) spelniajecy warunek (EZ)(o,7) = 0 @ T, dla 0 € S X, T € SoY, jest homo-
topignie rownowazny homomorfizmowi AW.

Kazdy naturalny homomorfizm laricuchowy EZ: C(X)® C(Y) — C(X xY)
spetniajgcy warunek (EZ)(c®71) = (0,7), dla o € SoX, T € SoY, jest homotopijnie
rownowazny homomorfizmow: V.

Dowdd. Cwiczenie. Wraz z postulowang naturalnoscia, warunki definiujace EZ
w wymiarze 0 oznaczaja zachowywanie przez EZ augmentacji. O

Homomorfizm FEilenberga—Zilbera V pozwala zdefiniowa¢ w grupach homolo-
gii pierwszy z naturalnych iloczynéw. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych par
(X,A) 1 (Y, B) naturalno$¢ homomorfizmu V implikuje inkluzje

V(Cp(A) © Cy(Y)) C Cpig(AXY),  V(Cy(X) @ Cy(B)) C Cpig(X X B),
a wigc V indukuje homomorfizm

V:Cp(X,A) @ Cg(Y,B) = Cpyg(X XY/, (AxY)1Cpiy(xxB)s  (3.69)



3.5. TWIERDZENIE EILENBERGA-ZILBERA 81

przy czym ostatnia z grup ilorazowych dopuszcza kanoniczne wlozenie w grupe
tancuchéw relatywnych Cpy4(X xY, Ax Y UX x B), dla p,q > 0. Przypominamy,
ze zgodnie z (1.2) pare (X XY, X x BUA XY) uwazamy za produkt (X, A) x (Y, B).

Definicja 3.5.4. Dlia p,q > 0, naturalny homomorfizm

H,(X,A) @ Hy(Y,B) 3 [ ® [¢] = [V(c® )] € Hyyy((X, A) x (Y, B)) (3.70)

nazywamy iloczynem krzyzowym w homologiach. Wynik oznaczamy [c] x [¢], dla
(| € H(X, ), || € H(Y, B).

W powyzszej definicji ukryty jest homomorfizm (3.63), pozwalajacy uwazad
produkt tensorowy grup homologii za dziedzing iloczynu krzyzowego.

Zastosowaniami iloczynu krzyzowego i metodami obliczania zajmiemy si¢ w pod-
rozdziatach 4.4 i 5.4 — dla komplekséw symplicjalnych i CW —komplekséw. W tym
miejscu poprzestaniemy na sformutowaniu podstawowych wlasnosci, bedacych kon-
sekwencja analogicznych wlasnoéci homomorfizmmu Eilenberga—Zilbera V.

Stwierdzenie 3.5.8. Illoczyn krzyzowy jest tgczny, tzn.
(uxv)xw=ux (vxw), diauecH(X,A),veH(Y,B),weH(Z,C), (3.71)
przemienny,
to(uxv)=(—1)Pvxu, dlaue H,(X,A),ve H,(Y,B), (3.72)

gdziet: X xY 3 (x,y) — (y,z) € Y X X, i ma jedno$é — jednosciq jest generator
grupy homologiv zbioru jednopunktowego, na ktorym augmentacja ma wartosé 1.

O

Cwiczenie 3.5.4. Sformulowaé i wykazaé¢ odpowiednie wlasnosci homomorfizmu
Eilenberga—Zilbera (3.67). Wewnetrzna przemienno$é¢ homomorfizmu V — z doktad-
noécia do homotopii — wynika z faktu, iz transpozycja tworzy z V inny, homotopijnie
rownowazny homomorfizm Eilenberga—Zilbera.

Naturalnosé¢ zdefiniowanych wyzej homomorfizméw pozwala rozwazaé ich zacho-

wanie na parach przestrzeni topologicznych i prowadzi do nastepujacej obserwacji:

Stwierdzenie 3.5.9. Dla dowolnych par (X, A) i (Y, B), homomorfizmy AW iV
indukujq wzajemnie odwrotne réwnowaznosci homotopijne komplekséw lanicucho-
wych

AW : C(X x Y)/(C(AXY)+C(X><B)) ~ C(X, A)® C(Y,B) V. (3.73)
O

Powyzsze stwierdzenie nie wymaga od par dodatkowych zalozen — obie réw-
nowaznosci korzystaja z izomorfizmu (1.20). Ewentualna réwnowazno$¢ wymienio-
nych w (3.73) komplekséw z C'((X, A) x (Y, B)) daje dopiero zdefiniowana w pod-
rozdziale 5.2 dokladnosé triady (X x Y;A x Y, X x B).
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Homomorfizm Alexandera—Whitneya AW i kazdy mu réwnowazny naturalny
homomorfizm EZ: C(X xY) — C(X) ® C(Y) jest Scisle zwiazany z naturalnymi
odwzorowaniami tancuchowymi C(X) — C(X) ® C(X) zachowujacymi augmenta-
cje.

Definicja 3.5.5. Naturalne odwzorowanie laricuchowe d: C(X) — C(X) ® C(X)
spetniajgce warunek d(o) = o @ o, dla 0 € SoX, nazywamy homomorfizmem dia-
gonalnym kompleksu C(X). Homomorfizmem diagonalnym Alexandera—Whitneya
bedziemy nazywaé zlozenie

dv: 0(X) 2% o(x x X) Y o(X) ® C(X)
Cn(X) DS X230+ Y ogo(Ey...E)®co(E;...E,), dlan>0,

i<n

(3.74)

gdzie A: X >z — (z,z) € X X X jest odwzorowaniem diagonalnym.

Cwiczenie 3.5.5. Sprawdzi¢, ze dla dowolnego homomorfizmu diagonalnego d zto-
zenie d: C(X xY) — C(X xY)®@C(X xY) i homomorfizmu 7}, ®77, indukowanego
przez projekcje 7!: X x Y — X, 12: X x Y — Y, jest naturalng réwnowaznoscia
Eilenberga—Zilbera EZ: C(X xY) — C(X) ® C(Y).

Zauwazmy, ze dla dowolnej przestrzeni topologicznej X produkt tensorowy
C(X) ® C(X) posiada naturalny, nietrywialny automorfizm

A Cp(X)@Cy(X)2u®v— (—1)Plv@u e Cy(X) @ Cp(X),
dla p,q > 0.

Stwierdzenie 3.5.10 (Wlasnosci naturalnego homomorfizmu diagonalnego). Kaz-
dy naturalny homomorfizm diagonalny jest homotopijny z d™. W szczegdlnosci,
istnieje homotopia tancuchowa X o d™ ~ d™. Ponadto zachodzqg réwnosci:

(i) (idx ®n)od™ =idx = (n®idx) o d™
(ii) (idx @d™) o d™ = (d™ ®idx) o d™.
Dowéd. Cwiczenie. O

Homomorfizm diagonalny jest wykorzystywany do opisu i dowodu wtasnosci
iloczynu wewnegtrznego w grupach kohomologii — por. rozdzial 6. Dla tancuchow
i grup homologii d™ stanowi naturalne wzbogacenie struktury algebraicznej od-
powiadajacej badanym przestrzeniom topologicznym. Wiasnosci sformutowane po-
wyze]j przedstawiajg wyrézniony homomorfizm diagonalny jako dzialanie dualne do
mnozenia, majace jedno$é (ujeta w diagram przemienny):

C(X)® (Z,0) —— C(X) —— (Z,0)® C(X)

idx ®7IT H Tﬁ@idx

C(X)®C(X) < ox) £ o(X) ® O(X)
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oraz lgczne, w sensie przemienno$ci diagramu
CX)e(C(X)eC(X) —— (C(X)®C(X))C(X)

id x ®dawT Tdaw®idx
aw d(L’UJ

C(X)2C(X) —— CX) -2 ox)eoX)

W kolejnych rozdziatach skryptu zmierzamy w strone metod silnej redukcji kom-
plekséw tancuchowych, starajac sie zastapi¢ C(X) przez homotopijnie réwnowazne
kompleksy obliczalne, o ile to mozliwe — skonczenie wymiarowe.

Cwiczenie 3.5.6. Sprawdzié, ze kazda réwnowazno$é¢ lancuchowa komplekséw
z augmentacja ¢: C(X) =~ C:(, dla ustalonej przestrzeni topologicznej X, wy-
znacza specyficzne odwzorowanie tancuchowe

cSox) B ox)ecx) S cecd,
o wlasnosciach analogicznych do sformulowanych w stwierdzeniu 3.5.10.

Whniosek 3.5.11. Z dokladnoscig do réwnowaznosci laricuchowych, para (C(X),
d®) zlozona z kompleksu lanicuchowego i homomorfizmu diagonalnego d™ : C(X) —
C(X)®C(X) jest jednoznacznie wyznaczona przez przestrzen topologiczng X i za-
lezy tylko od klasy homotopii przestrzeni. O



Rozdziat 4

Homologie symplicjalne

Dla licznej klasy przestrzeni (obejmujacej m.in. wielo$ciany) grupy homologii sg
skonczenie lub przeliczalnie generowane i daja sie efektywnie wyznaczac.

4.1 Grupy homologii komplekséw symplicjalnych

Zalézmy, ze K jest dowolnym (geometrycznym) kompleksem symplicjalnym. W zbio-
rze Ky wierzcholtkéw ustalmy dowolny liniowy porzadek <. Dla n > 0, kazdy
n—sympleks o = (vg...v,) € K jest obrazem jedynego afinicznego homeomor-
fizmu (2.1), w ktérym wierzchotki maja zalozona z géry kolejnoséé, tzn.

(Va(0) - - Va(n)) : A" — |K|, gdzie va@) < -+ < Va(n)-

Przyjmujac oznaczenie (o) := (va(0) - - - Va(n)) € Sn|K|, mozemy utozsamic¢ n—sym-
pleksy geometryczne w K z wyréznionymi afinicznymi sympleksami singularnymsi
w |K|. Niech zatem

SpK :={(0) € S,|K|; 0 € K, dimo = n}, (4.1)

oznacza zbiér wyréznionych, afinicznych n—symplekséw kompleksu K, dla wszyst-

kich naturalnych n. Z drugiej strony, geometryczny sympleks o = (o)(A™) odpo-

wiadajacy afinicznemu sympleksowi (o) € S, K bedziemy nazywaé jego nosnikiem.
Zauwazmy, ze jesli o’ jest i—ta $ciana sympleksu o, to zachodzi réwnosé

(0') = (o) oci
dla i < n, co oznacza, ze brzeg (algebraiczny)

Onfo) =D (=1)'(0") € Cua(|K])

i<n

jest kombinacja afinicznych symplekséw, ktérych nosnikami sa (geometryczne) $cia-
ny sympleksu o.

84
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Definicja 4.1.1. Symplicjalnym kompleksem lancuchowym C(K) geometrycznego
kompleksu symplicjalnego K nazywamy rodzine podgrup C,(K) C Cp(|K|) gene-
rowanych przez zbiory S, K C S,|K| afinicznych symplekséw singularnych z K,
dla n > 0, wraz z indukowang z C(|K|) rodzing operatoréw brzegu i augmentacjq.
Elementy grup Cp,(K) s¢ tancuchami symplicjalnymi.

Definicja 4.1.2. Grupy homologii H(K) kompleksu taricuchowego C(K) nazywa-
my grupami homologii symplicjalnych. Elementy grup Z,(K) = Z,(|K]|) N Cp(K)
oraz B, (K) := B,(|K|) N C,(K) nazywamy odpowiednio symplicjalnymi cyklami
1 brzegami. W analogiczny sposdéb, z wykorzystaniem augmentacji, wprowadza sie
zredukowane symplicjalne grupy homologii H (K) i zredukowane grupy cykli.

Formalna zaleznosé podkompleksu C'(K') od ustalonego porzadku wierzcholkéw
nie bedzie uwzgledniana w notacji — jako nieistotna dla wlasnosci kompleksu. Wy-
kazemy dalej, ze wlozenie 1 : C(K) — C(|K|) jest homotopijna réwnowaznoscia.

W odréznieniu od pelnego kompleksu tancuchéw singularnych, symplicjalny
podkompleks ma relatywnie niewielka, identyfikowana przez geometryczne sym-
pleksy, rodzine generatoréw. Dla wieloScianéw, tancuchy symplicjalne tworzg grupy
skonczenie wymiarowe — rowne 0 powyzej wymiaru wielo$cianu, czyli najwiekszego
z wymiaréw symplekséw. Jako rownowazne, oba kompleksy tancuchowe maja te sa-
me (izomorficzne) grupy homologii. Dla wielo$cianéw — przestrzeni topologicznych
— oznacza to wzglednie latwy sposéb obliczania homologii w oparciu o dowolna
triangulacje; dla komplekséw symplicjalnych — zalezno$¢ grup homologii jedynie od
geometrycznej realizacji kompleksu, czyli zaleznos¢ od topologii, a nie od geometrii.

K2a b c a

a b c a

Rysunek 4.1: Obliczanie grup homologii symplicjalnych butelki Kleina

Przyktad 4.1.1. Korzystajac z triangulacji podanej na rys. 2.2, obliczymy teraz
grupy homologii butelki Kleina K?2. Zaczniemy od zbadania potencjalnych cykli
w Oy (K?). Korzystajac z uporzadkowania wierzchotkéw a < b < - - - < k, rozwazmy
dowolny taficuch symplicjalny co = >° s, K2 Co0- Poréwnujac wspolezynniki ¢, dla
2—symplekséw majacych wspolna krawedz wewnetrzng — na rys. 4.1 — stwierdzamy,
ze warunkiem koniecznym na to, by tancuch co byl cyklem, jest postaé

¢2 = cavg)({abf) = (bfg) + (beg) & - - + (ack) — (ack)), (4.2)
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gdzie znaki zaleza od orientacji poszczegdlnych tréjkatéow. Z (4.2) wynika réwnosé
O2¢2 = 2¢(apy) (—(ae) + (ai) — (ed)), (4.3)

co oznacza brak niezerowych cykli, a wiec Ho(K?) = 0.

W wymiarze 1 interesuja nas cykle modulo brzegi. Wychodzac od dowolnego
laficucha symplicjalnego ¢ € C1(K?), mozemy, odejmujac od niego kolejno brzegi
2—symplekséw majacych f za jeden z wierzchotkéw, tzn. da(abf), 2(bfg), O2(fgk),
..., 02(aef) — z odpowiednio dobranymi wspo6lczynnikami, otrzymaé réwnowazny
z nim laficuch ¢ zawierajacy tylko jedna krawedZ o wierzchotku f, np. {af). Jesli
tancuch wyjsciowy ¢} byl cyklem, to ¢ jest nim réwniez, a zerowy wspdlezynnik
przy (f) w Oi1cf oznacza zerowy wspélezynnik przy (af) w ¢f. Rys. 4.1 ilustru-
je, ktore krawedzie zostaly w ten sposob wyeliminowane i wskazuje trojkaty wy-
korzystane dla redukcji ¢} do ¢f. Stosujac taka wlasnie redukeje i wykorzystujac
pozostate 2—sympleksy mozemy stwierdzi¢, ze kazda klasa homologii w H;(K?) za-
wiera reprezentujacy ja cykl ¢; bedacy kombinacja krawedzi sklejanych w procesie
tworzenia przestrzeni K2. Warunek cyklu oznacza, ze ¢y jest postaci

c1 = capy ((ab) 4 (be) — (ac)) + c(ae) ((ae) + (ei) — (ai)).

W potlaczeniu z otrzymang wezedniej réwnoscia (4.3) opisujaca jedyne brzegi bedace
kombinacja wskazanych szeéciu krawedzi, otrzymujemy

Hy(K?) = Z[{ab)+ (bc) — (ac)] + Za[{ae)+(ei) —(ai)] = Z & Zs.

Cwiczenie 4.1.1. Wyznaczy¢ grupy homologii torusa T2 i plaszczyzny rzutowej
RP2.

Dla dowolnego g.k.s K i jego podkompleksu L C K, uklad (K, L) bedziemy
nazywaé parg kompleksow symplicjalnych, jesli w zbiorach wierzchotkéw Ky D Ly
ustalimy zgodny liniowy porzadek <. Za odwzorowanie symplicjalne par ¢: (K, L) —
(K', L') uwazaé bedziemy ¢: K — K’ spelniajace warunek ¢(L) C L.

Definicja 4.1.3. Dla dowolnej pary komplekséw symplicjalnych (K, L), grupami
relatywnych lancuchéw symplicjalnych w K wzgledem L bedziemy nazywaé grupy
ilorazowe

Cn(K, L) :=Cn(K)/Cp(L)

1%

b z (4.4)

c€Sn K\SnL

dla n > 0. Wraz z homomorfizmami brzegu 0,, indukowanymi z C(K), grupy rela-
tywnych taricuchdw tworzg symplicjalny relatywny kompleks tancuchowy C(K, L).
Dla n > 0, grupe ilorazowg

H,(K,L) :=kerd,/imd,

nazywamy n—tg grupg relatywnych homologii symplicjalnych lub homologii sym-
plicjalnych pary (K, L).
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Stwierdzenie 4.1.1. Przy oznaczeniach
Zn(K,L) = {c € Cp(K); Opc e Cpr1(L)} (4.5)
B, (K,L) = By(K)+ C,(L) C Cp(K),
ma miejsce kanoniczny izomorfizm
H,K,L)2Z,(K,L)/B,(K,L). (4.7
Grupy homologii symplicjalnych pary tworzq cigg dokladny

=

e Hy (K, L) 25 Ho (L) 25 Hy(K) 25 Hy (K, L) 25 Hy_y(L) -

0, 7 i ~ j (4.8)
w ktérym homomorfizm lgczqcy jest okreslony wzorem O, [c](K)L) = [Onc], dia

n > 0.

Dowdd. Dokladno$é ciagu (4.8), analogiczna do (3.19), wynika z ogdlniejszej kon-
strukeji (5.2) i twierdzenia 5.1.1. O

Nastepujace twierdzenie zapowiada wazna wlasno$¢ — réwnowaznosé homologii
symplicjalnych i singularnych — dla wieloScianéw i ogdlnie przestrzeni komplekséw
symplicjalnych.

Twierdzenie 4.1.2. Dia dowolnej pary (K, L) komplekséw symplicjalnych istnieje
diagram przemienny

_ O H, (L) TN H,(K) LN H, (K, L) N w1 (L) ELCTEN

L*l L*J, L*l L*l (4.9)

O s j s P
—— Hy(|L|) —— Hu(|K|) —"— Hu(K|,|L]) —— Hp-1(|L]) ——

w ktorym wiersze sq¢ dokladne, a homomorfizmy i, sq izomorfizmami.

Dowdd. Istnienie obu ciggéw dokladnych i przemiennosé diagramu wynikaja z twier-
dzen 3.2.2 1 4.1.1. Dowdd tego, ze wszystkie homomorfizmy ¢, indukowane przez
ti: C(K) — C(|K|) sa izomorfizmami, wymaga skomplikowane]j konstrukcji topo-
logiczno-algebraicznej i zostal w nieco ogdlniejszej postaci przeniesiony do podroz-
dziatu 4.2. O

Definicja kompleksu relatywnego pary przenosi na kompleksy symplicjalne istot-
na wlasnosé¢ algebraiczna — w efekcie dzielenia grup ulegaja anihilacji sympleksy
wchodzace w sktad podkompleksu. Fakt ten formalizuje nastepujace

Stwierdzenie 4.1.3 (O wycinaniu dla komplekséw symplicjalnych). Dla dowol-
nego rozkladu K = K' U L, kompleksu K na sume dwu swoich podkomplekséw, ho-
momorfizm inkluzji (K', K' N L) — (K, L) indukuje izomorfizm relatywnych grup
homologii symplicjalnych H(K', K' N L) = H(K, L), a zatem takze singularnych

H(IK'|,|K' 0 L|) — H(|K],|L]).
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Przyjmujemy, zZe relacja porzqdku wierzchotkéw w K' jest zgodna z porzqdkiem
w K().

Dowdd. Cwiczenie — sprawdzié, ze relatywne symplicjalne kompleksy lancuchowe
C(K,L)iC(K',K'N L) sa izomorficzne. O

Powyzsze stwierdzenie jest symplicjalna alternatywa dla wniosku 3.3.9. Wla-
snoscia wycinania bedziemy si¢ jeszcze dokladniej zajmowaé w podrozdziale 5.2.

Przyktad 4.1.2. Wyznaczmy ciag doktadny homologii pary wielogcianéw (A™ JA™)
o naturalnej triangulacji K = sd’A™ i L = K" 1. Poniewaz kompleksy K i L réznia
sie tylko jednym sympleksem — w wymiarze n — z definicji mamy

0 dla k
OW(K, L) =14 ak#n
Ziy,, dlak=n.
Zatem
0 dla k
Hy(A",0A™) = { ak#n (4.10)
Z[ty), dlak =n.

Poniewaz zredukowane grupy homologii sympleksu A™ sg zerowe, cigg dokladny
pary (A™, OA™) rozpada sie na izomorfizmy

Hi1 (A", 0A™) 225 L (0A™), & > 0.

Naturalnym generatorem w H,,_1(dA™) jest klasa [Optn] = Ox[tn).

Zanim rozwiniemy bardziej zawansowane aspekty homologii symplicjalnych,
przyjmijmy prawdziwosé twierdzenia 4.1.2 i wréémy do podjetej w uwadze 3.4.1
kwestii naturalnego wyboru generatoréw w podstawowych grupach homologii izo-
morficznych z Z.

Definicja 4.1.4. W przestrzeni euklidesowej R™,n > 0, dowolny afiniczny ho-
meomorfizm o: A" — |o| C R™ nazywamy dodatnio zorientowanym, gdy lokalny
stopien o jest rowny 1,

degp(o) =1,

w dowolnym punkcie P wnetrza geometrycznego sympleksu |o|, np. w jego $rodku.
Jesli natomiast degp(o) = —1, homeomorfizm o bedziemy nazywad ujemnie zo-
rientowanym. Ze wzgledu na niezaleznosé lokalnego stopmia od punktu odniesienia
bedziemy w tym przypadku uiywaé oznaczenia deg(o).

Zgodnie z powyzsza definicja, dla dowolnego g.k.s. K zawartego w R" afi-
nicznym sympleksom singularnym n—wymiarowym o € K mozemy przypisaé¢ ich
orientacje +1 réwna lokalnemu indeksowi — zdefiniowang w terminach homologii
singularnych. Wniosek 3.4.13 pozwala obliczaé¢ stopien afinicznego homeomorfizmu
x +2 Az + b jako znak wyznacznika macierzy A.
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Stwierdzenie 4.1.4. Dla dowolnego n—sympleksu (vg...v,) C R™, stopien od-
wzorowania (Vg . .. v,) WYraza sie wzorem

deg({vg ... v,)) = sign(det[vgvy, ..., vovn)). (4.11)

Dowdd. Cwiczenie. Sprawdzié, ze przeksztalcenie z — Az + b, przeprowadzajace

wierzchotki F; standardowego n—sympleksu na v;, dla ¢ = 0,...,n, ma macierz,
ktorej kolumny stanowia wektory vgvy, . .., UgUy. O

Wyréznienie dodatnio zorientowanych symplekséw w R™ prowadzi do ustalenia
orientacji w przestrzeni — por. definicja 3.4.1.

Definicja 4.1.5. Orientacje w R™,n > 0, nazywamy dodatnia i bedziemy ozna-
czaé O, jesli dla kaidego punktu P € int A™ relatywna klasa homologii 19; €
H,(R",R"\{P}) reprezentowana przez identycznodé v, = idan nalezy do OF. Do-
datnia orientacja przestrzeni R™ sklada sie z dodatnich orientacji 19}5 w poszcze-
golnych punktach P € R™.

Klase dodatniej orientacji w zerze w R™,n > 0, bedziemy takie oznaczaé 9, —
dla zaznaczenia wymiaru przestrzeni.

Bezposrednio z definicji mamy zatem

Stwierdzenie 4.1.5. Dla dowolnego afinicznego n—sympleksu o w R™ i punktu
P € int|o|, dodatnia orientacja w P wyraza sie wzorem

0p = deg(0)[0]rn kr(PY)» (4.12)
czyli 93, = +[o] zgodnie z orientacjq sympleksu o. O

Stwierdzenie 3.4.3 uzasadnia nazwe dodatni dla wyrdéznionego generatora 6,, €
H,(S™) bedacego wspdlnym obrazem wszystkich dodatnich orientacji w punktach
R™.

Cwiczenie 4.1.2. Sprawdzi¢, ze dodatnie generatory 6,, € H, (S™) sa identyczne
z wyréznionymi wczesniej — w uwadze 3.4.1.

Pojecia dodatniej orientacji wprowadzone powyzej wyrézniaja klase [i,] jako
naturalny dodatni generator w relatywnych homologiach symplicjalnych H,, (stA”,
sd’ A™\{ A"}). Opiszemy teraz doktadniej zwiazek miedzy orientacja n—symplekséw
a homologiami symplicjalnymi wielo$cianéow w R™.

Twierdzenie 4.1.6. Dla dowolnego n—wymiarowego wieloscianu w R™, o trian-
gulacji K, niech 0K bedzie indukowang triangulacjg brzequ OW. Dowolna ustalona
kolejno$c¢ wierzcholkow wyznacza tancuch

CK = Z deg(o)o € C,(K) (4.13)
oeS, K

bedgcy relatywnym cyklem w C,(K,0K) C Cp(W,0W). Jesli wnetrze int W jest
spdjne, to klasa homologii symplicjalnych [ck] € H, (K, 0K) jest generatorem, a jej
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obraz w H,(W,0W) nie zalezy od wyboru kolejnosci w zbiorze wierzcholkéw trian-
gulacyi.

Dla kazdego punktu P € int W, obraz klasy [ck| w homomorfizmie indukowanym
przez wlozenie (W,0W) — (R™, R"\{P}) jest dodatniq orientacjq w punkcie P.

Definicja 4.1.6. Klase [cx] € H,(K,0K) i jej obraz w H,(W,0W) bedziemy
nazywaé (dodatnig) klasa podstawowa wielo$cianu W.

Pojecie klasy podstawowej wiaze si¢ z orientacja i definiowane jest ogdlnie —
dla zwartych rozmaitosci z brzegiem — lub relatywnie, dla rozmaitosci bez brzegu
i dopelnienia zwartego podzbioru (por. [8]).

Dowdd twierdzenia 4.1.6. Aby wykazaé wlasno$é On,cx € Cp_1(0K), wezmy do-
wolny sympleks afiniczny 7 = (vy ... v,) € S,—1 K, ktérego nosnik |7| = |o| N |0’
jest Sciang n—sympleksu o € S, K. Przyjety liniowy porzadek umieszcza dodatko-
wy wierzcholek w € |o| \ |7| pomiedzy wierzchotkami vy, vgy1, dla pewnego k < n,
przy czym ewentualne skrajne wartosci k = 0, n, oznaczaja polozenie w odpowied-
nio na poczatkowej lub ostatniej pozycji. Jedli oznaczy¢ przez A, macierz opisujaca
o, to, zgodnie z definicja brzegu 9, (deg(o)o), wspdlezynnik przy skladniku 7 jest
znakiem iloczynu

k P T
(—1)* det A, — (-1) ﬁ[ .. ,vﬁ:vlw,vlvkﬂ,...], dla k>0
+ det[wvy, ..., wo,), dla k =0,
= —det[v1W, V103, ..., 0100
= <Wan7'>7

gdzie n, jest wektorem normalnym do hiperplaszczyzny zawierajacej |7|, utwo-
rzonym z dopelnien algebraicznych pierwszej kolumny ostatniej z macierzy. Znak
iloczynu skalarnego zalezy od zwrotu wektora n, — iloczyn jest dodatni wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy zaczepiony w punkcie $ciany |7| wektor n, jest normalny zewnetrzny
w stosunku do |o|. Jedli |7| jest wspdlna $ciana pary symplekséw o i o, to dodat-
kowe wierzchotki w € |o| 1w’ € |o’| leza po przeciwnych stronach hiperplaszczyzny
zawierajacej |7|, a wiec w wyrazeniu 9y, (deg(c)o +deg(c’)o’) skladniki zawierajace
T wzajemnie si¢ redukuja.

Jesli wnetrze int W jest zbiorem spdjnym, to spdjna jest réwniez réznica int W'\
|[K"=2|, a zatem dowolne dwa n—sympleksy w K mozna polaczyé¢ lancuchem
n—symplekséw majacych kolejno wspdlne (n — 1)—wymiarowe $ciany. Oznacza to,
ze wspoélezynniki dowolnego relatywnego cyklu ¢ = 3" ¢, 0 € C, (K, 0K) sa jedno-
znacznie wyznaczone przez dowolny z nich, ¢ = +¢,,ck, dla dowolnie wybranego
n—sympleksu oy € S, K. Lancuch cx jest zatem generatorem grupy C, (K,0K) =
H,(K,0K) > H,(W,0W). Niezalezno$¢ otrzymanej klasy od porzadku wierzchol-
kéw wynika z kolejnej dowodzonej wlasnosci — jednoznacznosci obrazu klasy [ck]
w H,(R", R"\{P}).

Rezygnujac z zalozenia spdjnosci wnetrza rozwazmy teraz dowolny punkt P €
int W. Jedli P nalezy do wnetrza n—wymiarowego sympleksu |o|, to mozemy sko-
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rzystaé z przemiennosci diagramu indukowanego przez inkluzje komplekséw tancu-
chowych,
Hy(K,0K) —— Hn(K,K\{|o[})

R |
H,(W,0W) —— H,(R",R"\{P}),

ktéry sprowadza obraz klasy [cx ] do obrazu skladnika [deg(o)o] € H, (K, K\{|o]}).
Teza wynika w tym przypadku ze wzoru (4.12). Jedli punkt P € int W lezy na
brzegu jakiegos n—sympleksu, to w pewnym otoczeniu ma punkty wewnetrzne
sympleksu. Pozostajac w homologiach singularnych, mozemy skorzystac z ciagtosci
orientacji (wniosek 3.4.4) i sprowadzié¢ teze do udowodnionego wezedniej przypadku.

O

Whprowadzone wyzej pojecie klasy podstawowej jako zgodne z orientacjami prze-
strzeni mozemy w naturalny sposéb rozszerzyé¢ na kule B™ i ogélniejsze, wypukle
podzbiory W C R™ — korzystajac z dowolnego homeomorfizmu A™ = W zachowu-
jacego orientacje, czyli o stopniu réwnym +1.

Definicja 4.1.7. Dla dowolnego zbioru wypuklego zwartego W C R™ o niepustym
wnetrzu, dodatnig klasa podstawowa w H, (W,0W) nazywamy generator przecho-
dzgcy na dodatnig orientacje 19; w izomorfizmie grup homologii indukowanym przez
wlozenia (W,0W) — (R™,R™"\{P}),P € W.

Wyrézniona klase podstawowa w grupie H,,(B",S"~1) bedziemy oznaczaé ¥,
dla n > 0.

W poprzednim rozdziale widzielismy, ze wiele istotnych faktéw dotyczacych
komplekséw lancuchowych i grup homologii wynika z ich naturalnosci — wzgle-
dem dowolnych cigglych odwzorowan przestrzeni topologicznych. W przypadku
grup tancuchéw i homologii symplicjalnych, odpowiednie pojecia nie przenosza sie
bezposrednio z analogicznych operacji na obiektach singularnych, lecz wymagaja
odrebnych definicji i konstrukcji. Zmiana dotyczy np. pojecia homomorfizmu tan-
cuchowego indukowanego przez odwzorowanie symplicjalne.

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych dwu g.k.s K i K’ z ustalonym porzadkiem
wierzchotkéw w kazdym z nich, odwzorowanie symplicjalne ¢: K — K’ przepro-
wadza afiniczne sympleksy singularne S, K w S, K’,

SnK 3 (vg...vn) = (d(vg) ... 0(v,)) € S K', dlan >0,

jezeli jest rosngce, tzm. v < w = ¢(v) < P(w). W tym przypadku homomor-
fizm indukowany ¢4 : C(K) — C(K’) jest ograniczeniem do C(K) homomorfizmu
|¢|x: C(|K|) — C(|K'|) indukowanego przez odwzorowanie ciagle |¢| — geome-
tryczna realizacje ¢. Przypadek ogdlny jest nieco bardziej skomplikowany.

Definicja 4.1.8. Dila dowolnego odwzorowania symplicjalnego ¢: K — K’ geo-
metrycznych komplekséw symplicjalnych (z ustalonym porzqdkiem wierzcholkéw),
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homomorfizmem indukowanym ¢ : C(K) — C(K') nazywamy rodzine homomor-
fizmow takich, zZe dla kazdego naturalnego n,

o) = {0, gy Ji;6(v5) = B(y)

bulvo. ..
#<UO Sign(a)<wa(0) s wa(n)>a gdy Vi<j¢(vi) 7£ ¢(’Uj)7

gdzie w; = ¢(v;) dla i < n, 0raz wa) < -+ < Wa(n)-

Cwiczenie 4.1.3. Sprawdzi¢, ze znak sign(«) permutacji indekséw jest réwny zna-
kowi permutacji ciagu wierzchotkéw (wo, ..., wy).

Twierdzenie 4.1.7. Dla dowolnego odwzorowania symplicjalnego ¢: K — K' geo-
metrycznych kompleksow symplicjalnych, homomorfizm indukowany ¢4 : C(K) —
C(K') jest odwzorowaniem lancuchowym zgodnym z augmentacjq. Przyporzqdko-
wanie

(¢: K — K') ~ (¢4 C(K) — C(K'))

jest funktorem, tzn. speinia warunki
(idg)x = ide(k)

(Yo @)y =y ooy
dla dowolnych g.k.s K, K', K" oraz dowolnych symplicjalnych odwzorowan ¢: K —
K iy: K' — K".

Odwzorowanie symplicjalne par ¢: (K,L) — (K', L") wyznacza (indukuje) od-
wzorowanie laricuchowe ¢u: C(K,L) — C(K', L"), ¢+ Ch(L) — ¢x(c) + Cp(L')
dla n > 0, a wiee takze funktorialny homomorfizm grup homologii ¢.: H(K,L) —
H(K',L'). Zaleznodci pomiedzy homomorfizmami indukowanymi przez ¢ i ¢|r ob-
razuje nastepujgcy przemienny diagram

_ 9 H,(L) TN H,(K) I H,(K,L) _ 9 W1 (L) TN

(¢|L)*J/ %l %l (¢‘L)*i (4.15)

—% L H, (L)) —— H,(K') —— H,(K', L)) —%— H, (I') —— .
Dowdd. Zgodnos¢ z rozszerzeniem, do o OH = Do, jest oczywista; sprawdzmy tan-
cuchowo$é, czyli przemiennosé z operatorem brzegu w wymiarze n > 0. Zgodnie
z definicja mamy kolejno

On g (vo ... vn) = (—1)" sign(a(0), ..., a(n)){wa(o) - - - 1@ c We(n))

i<n

= sign(a(i), a(0), ..., (i), ..., a(n))(Wa() - - - Wa(s) - - - Wa(n))

i<n

:; (—1)*® sign(a(0), ..., ai),..., a(n)){wa(o) - - m C o We(n))
:; (—1)7 sign(a(0), ... ,5, oy a(n))(Wa(oy - - - Wy -+ Wa(n))

xn

Do (1) du(vg... 05 ... vn) = duOn{vg ... 0p),

Jj<n
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jezeli ¢ jest roznowarto$ciowe na wierzchotkach przeksztalcanego sympleksu. Jesli
natomiast ¢(vj,) = ¢(vj,), dla pewnych dwu indekséw ji; < ja, to po odrzuceniu
sktadnikéw réwnych 0 z definicji i po uporzadkowaniu w; := ¢(v;) otrzymujemy

GuOn(vo...vn) = > (=1)idu(vo...0j...vp)

i=J1,j2

= ((—=1)7 sign(wo, . .., Wiy -« oy, Wipyenn s Wy)

+(—1)72 sign(wo, - - . , W5 - -+, Wy, - - -, Wn) ) (Wa(0) - - - War(n—1))

Jesli powtarzaja sie wiecej niz 2 wyrazy w ciagu (¢(v;); i < n), wszystkie skladniki
w rozwazanej sumie znikaja.

Dowéd funktorialnosci i przemiennosei diagramu (4.15) pozostawiamy czytelni-
kowi jako ¢wiczenie. O

Cwiczenie 4.1.4. Wykaza¢ réwnosé (1) o O)p =g 0 Py

Aby przenie$é na symplicjalne kompleksy tancuchowe homomorfizm podziatu
barycentrycznego (3.3.2), zaczniemy od rozszerzenia ustalonego liniowego porzadku
w g.k.s. K. Rozszerzajac definicje 2.3.5 (ii) przyjmiemy w sdK porzadek korzysta-
jacy z porzgdku leksykograficznego afinicznych symplekséw singularnych,

dimo > dim7, albo
Wy < Wy, gdy (4.16)
(o) < (1), jesli dimo = dim 7

dla érodkéw sympleksow o, 7 € K.

Twierdzenie 4.1.8. Dla dowolnego geometrycznego kompleksu symplicjalnego K,
homomorfizm podzialu barycentrycznego sd: C(|K|) — C(|K|) przeprowadza tar-
cuchy symplicjalne kompleksu C(K) w laricuchy symplicjalne kompleksu C(sdK),
co prowadzi do przemiennego diagramu

C(K) —— C(|K))
sdl lsd (4.17)
C(sdK) —S— C(|K]).

Kazde odwzorowanie symplicjalne ¢: sd™K — K bedgce symplicjalng aproksyma-
cjq identycznosci id| k| indukuje homomorfizm lewostronnie odwrotny do sd™, tzn.

¢# osd™ = 1dC(K)7 (418)
dla m > 0.

Dowdd. Korzystajac z indukcyjnej definicji operatora podzialu barycentrycznego
sformulowanej w twierdzeniu 3.3.5 zalézmy, ze dla n > 0 mamy juz sprawdzona
inkluzje sd,_1(tn_1) € Cp_1(sd' A"~1). Naturalnoé¢ operatora sd implikuje wta-
snosé

sdn_1(Ontn) = > _(—1)'eig(sdn_1(tn—1)) € Cp_1(sd"OA™),

i<n
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gdzie kazde g;: A"™1 — OA" i < n, jest takze odwzorowaniem symplicjalnym
wzgledem triangulacji sd' A"~ i sd'@A™ (por. twierdzenie 2.3.4) oraz zachowuje
wyrdzniong kolejnosé wierzchotkéw. Pozostaje zauwazyé, ze zgodnie z (3.35) ope-
rator stozkowy B,,* przeprowadza C,_;(sd'dA™) w C,,(sd' A™), jesli tylko B,, jest
érodkiem sympleksu A™. Tym samym wykazaliémy inkluzje sd,, (1) € Cy (sd*A™),
a dla dowolnego afinicznego sympleksu o € S, K,

sdp(0) = ox(sdn(tn)) € Cp(sd K),

co konczy dowdd pierwszej czeSci twierdzenia. Korzystamy tu z faktu, ze o jest
bijekcja zachowujaca porzadek wierzchotkéw i wymiary symplekséw tworzacych
sd'A”.

Jako homeomorfizm, kazdy afiniczny sympleks o € S, K przeprowadza dowolnie
drobny podzial barycentryczny sd™A™ na analogiczny podzial sd™|o| sympleksu
geometrycznego |o| := o(A"™), w ten sposéb, ze podgrupy Ci(sd™|o]) C Ci(sd™ K)
sg obrazami o4 C(sd™A"™), dla k < n. Z drugiej strony, aproksymacja symplicjalna
identycznosci id| x| jest takze aproksymacja kazdej z identycznoscei id,|, dla o €
SpK,n > 0. Obserwacje te pozwalaja prowadzi¢ dowdd tozsamosci (4.18) odrebnie
dla kazdego sympleksu, dla ztozenia

C(sdlo]) 25 C(sd™|o]) 24 C(sd°|o]).

W wymiarze 0, dla o € SoK, réwnosé (4.18) jest oczywista. Dla dowodu indukcyj-
nego zalézmy zatem, ze (4.18) zachodzi dla symplekséw wymiaru mniejszego niz
n > 0 1 rozwazmy dowolny afiniczny sympleks singularny o € S, K. Mamy kolejno

Oy sd,) (o) = pgsdy” 1 (9n0)
= 2icn(=1)'¢gsdp (00 &)
= Zign(_l)ZU cg; = 0o,

gdzie przedostatnia rownosé pochodzi z zalozenia indukcyjnego. Poniewaz grupa
homologii H,(|o|) jest trywialna, zgodno$¢ brzegéw oznacza réwnosé

b4 547 (0) = o
Indukcja konczy dowdd. O

Cwiczenie 4.1.5. Sprawdzi¢, 7e odwzorowanie ¢, ktére kazdemu wierzcholkowi
w, kompleksu sd'K przypisuje pierwszy (wg przyjetego porzadku) wierzcholek
sympleksu o € K, jest odwzorowaniem lancuchowym sd' K — K — aproksymacja
identycznoéci. Skonstruowaé homotopie laficuchowg D : sd'o by ~ ide(sark) -

Whniosek 4.1.9 (Lemat Spernera). Niech bedzie dany dowolnie drobny podzial
barycentryczny K = sd™o,m > 0, sympleksu geometrycznego o = (vg...v,)
1 niech odwzorowanie v przypisuje kazdemu wierzcholtkowi b € K liczbe calkowitq
0,1,...,n spelniajgcg warunek

be (Uio...vik) :>’U(b) S {io,...,ik}.
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Istnieje wowczas co najmniej jeden n—sympleks T € K, na ktérego wierzcholkach
odwzorowanie v przyjmuje wszystkie wartosci od 0 do n. O

Lemat Spernera jest zazwyczaj wykorzystywany do alternatywnego, bardziej
bezposredniego niz w twierdzeniu 3.4.7 dowodu twierdzenia Brouwera o punkcie
statym.

Cwiczenie 4.1.6. Dla funkcji ciaglej f: A" — A" rozwazy¢ zbiory

Us={p e A" Xi(p) < X(f(p)},

opisane we wspdlrzednych barycentrycznych, dla ¢+ = 0,1,...,n. Jedli f nie ma
punktu statego, to rodzina {U;}i<n, jest pokryciem sympleksu. Wykazaé, ze takie
przypuszczenie prowadzi do sprzecznosci. Wskazéwka: zauwazyé, ze zaden punkt
Sciany 7 = (Fy, ... E;, ) nie moze naleze¢ do wszystkich zbioréw U, ..., U;, , a wiec
kazdy wierzchotek podzialu barycentrycznego sd”™ A™ lezacy w T jest poza pewnym
Ui

i

4.2 Twierdzenie o izomorfizmie

Przygotowujac sie do dowodu homotopijnej réwnowaznosci komplekséw tancucho-
wych C(|K|) ~ C(K) i ogélniej C(|K|,|L]) ~ C(K,L) dla dowolnej pary kom-
plekséw symplicjalnych (K, L), wykorzystamy wlasnosé (2.21) méwiaca, ze nerw
Nilg pokrycia gwiazdzistego Ui — zdefiniowany w przyktadzie 2.2.5 dla dowolnego
pokrycia otwartego 4 — jest izomorficznym z K abstrakcyjnym kompleksem sympli-
cjalnym. Ujmujac w ramy symplicjalne kombinatoryczny aspekt pokrycia L, czyli
konfiguracje wszystkich niepustych przekrojéw zbioréw z i, nerw AU pomija jed-
nak wszelkie topologiczne wlasnosci samych przekrojow. Wady tej jest pozbawiony
topologiczny nerw MU pokrycia U, zdefiniowany jako rodzina przestrzeni topolo-
gicznych

nwu= [ NV (4.19)

TCU Ver
#rT=p+1
dla p < 0, wraz z operatorami symplicjalnymi (tu: wlozeniami) ;: MU — Ny, _1 4,
dlai =0,...,p, p > 0. Zauwazmy, ze suma rozlaczna wystepujaca w (4.19) jest
wzieta doktadnie po p—sympleksach kompleksu A4l. Definicja operatoréw sympli-
cjalnych wymaga ustalenia liniowego porzadku w i, czyli zgodnego z konwencja
przyjeta w niniejszym rozdziale porzadku w zbiorze wierzchotkéw nerwu Nl Mo-
zemy wowczas przyjacé

g {¥x(Von---NV,)3(rz) — (ri,a)e{r}x (Vo Nn---NV;N---NV,) (4.20)
dla 7 ={Vo,...,V,} e NU, Vj < -+ <V, gdzie 7; = 7\ {V;} jest i—ta Sciang,
i < p.

Uwaga 4.2.1. Topologiczny nerw pokrycia, M = ({M,U},{e;}), jest przykla-
dem obiektu semi-symplicjalnego, w tym przypadku semi-symplicjalnej przestrzeni
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topologicznej (por. [5]). Pomijajac ogdlne aspekty tego dziatu topologii algebraicz-
nej mozemy zauwazy¢, ze podobne obiekty pojawiaja sie w naturalny sposéb przy
opisie np. rozmaitosci lub wiazek, gdy rozwazana przestrzen otrzymuje wlasciwa
strukture na pokryciu otwartym, wyrdznionym poprzez rodzing map. Poprawnosé
definicji wymaga zgodnosci map na przekrojach zbioréw pokrycia.

Dla efektywnego poréwnania komplekséw tancuchowych: singularnego C(|K|)
i symplicjalnego C(K) = C(NiUk) wykorzystamy podwdjny kompleks lancuchowy
Chpq = Cq(M,ilk) dla p,q > 0, (4.21)

czyli kompleks lancuchéw singularnych na zbiorach topologicznego nerwu 9ty
pokrycia gwiazdzistego przestrzeni | K|. Dla uproszczenia notacji przyjmiemy takze
rozszerzona definicje C_1 4 := Cy(k), Cp 1 := Cp(K). Drugie z tych oznaczen
bedzie uzasadnione za chwile.

Kompleks podw6jny ma 2 niezalezne (przemienne) operatory brzegu,

op = Z(_l)igi#: Ca(Mpili) = Cq(Mp1tlk) 1 0g: Cg(Mpil) — Co1 (M),
co obrazuje ponizszy przemienny diagram.

L CMly) — 2 C(My_itly) ... Ce(Motl) — Cy(tk)

| ol ‘|

Op S
Cat(Mpthse) —— Gy (M atli). .. Cya (Motlie) —2 C 1K) )
5 5

. Co(mpﬂ[() —_— Oo(mp_lﬂ}() Co(moﬂ[() — Co(ﬂK)

50\\/ 5ol gOJ,
ap
Cp(K) EEEE— Cp_l(K) Co(K)
W wymiarze 0 przyjmujemy, ze &y jest potaczeniem inkluzji Cp(stv) C Cp(8h) dla
v € Ky, natomiast

50 = @5@1 Co(mpﬂ]{) — @ 7 = OP(K)

TES,K

jest na kazdej sktadowej sp6jnoéci zbioru 91,4, definiowane odrebnie jako rozsze-
rzony operator brzegu.

Niech C' (k) oznacza kompleks tancuchowy utworzony z kompleksu podwéj-
nego {Cp ¢ }pg>0 W ten sposéb, ze

Z(Mk) = @ C(Milk), dlan>0, (4.23)
ptq=n
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natomiast operatorem brzegu d,, jest suma naprzemienna
dnlc,, = 0p + (=1)P0;, dlap+q=mn,n>0, (4.24)

przy czym dla skrajnych par indekséw (n,0) i (0,n) przyjmujemy dg = 0,9y = 0.
Mozemy teraz sformulowaé i udowodnié zapowiadane twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.1 (O izomorfizmie). Dia dowolnego (geometrycznego) kompleksu
symplicjalnego K, operatory brzegowe &y, 0y w diagramie (4.22) wyznaczajg odwzo-
rowania tancuchowe

a: CMUK) — Clg) oraz B: CNMUk) — C(K), (4.25)
do dlap=0 Oy dlag=0

a|cp,q = ’ ﬁ'cp,q = 0 (426)
0 gdyp>D0, 0 gdyq>0,

bedgce homotopijnymi réwnowaznosciami komplekséw tancuchowych. Homomorfi-
zmy o i B sq naturalne w tym sensie, ze dla dowolnego g.k.s. K' i dowolnej pary
(f,d) zlozonej z funkcji cigglej f: |K| — |K'| zgodnej ze strukturg symplicjal-
ng kompleksow i z odwzorowania symplicjalnego ¢: K — K’ bedgcego aproksyma-
cjg symplicjalng funkcji f, istnieje odwzorowanie taricuchowe (f, ¢)x: C(MUg) —
C(MUg), dla ktdrego nastepujgcy diagram

Cllg) —2— clk) —2— CO(K)
f#l (f@)#l m{ (4.27)
Clllgr) —2— CMUg) —2— C(K)

jest przemienny.

Ponadto, dla §: C(MNUg) — C(K) istnieje homotopijnie odwrotne odwzorowa-
nie {aricuchowe P: C(K) — C(Mg) takie, Ze zlozenie oo P: C(K) — C(Ug) —
C(|K]) jest homomorfizmem podzialu barycentrycznego sd = {sd,, }.

Dla obnizenia stopnia komplikacji, powyzsze twierdzenie zostalo tu sformulo-
wane w wariancie bezwzglednym — dla pojedynczych komplekséw symplicjalnych.
Wariant relatywny oraz odpowiednie wzmocnienie dowodu (konstrukeji) opisane sa
pod koniec niniejszego podrozdziatu.

Cwiczenie 4.2.1. Sprawdzié, ze wzory (4.26) definiuja homomorfizmy tancuchowe
(4.25).

Dowéd homotopijnej réwnowaznosci przebiega niezaleznie dla kazdego z homo-
morfizméw a i § i wynika z obserwacji, ze — z wyjatkiem ostatnich — zaréwno wier-
sze, jak 1 kolumny diagramu (4.22) maja trywialne grupy homologii. W kolejnym
rozdziale skryptu bedziemy szerzej wykorzystywaé¢ wlasnoéci i zastosowania takich
ciagéw homomorfizmoéw grup, odwolujac sie przy tym do powszechnie przyjetej dla
nich nazwy — ciggéw dokladnych.
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Skorzystamy z faktu, ze twierdzenie 2.2.2 ustala wzajemnie jednoznaczna od-
powiednioé¢ miedzy sktadowymi zbioru 9,4k a afinicznymi sympleksami singu-
larnymi 7 € S, K. Dokladniej, wprowadzajac oznaczenie

stT:=st7(Eg)N---Nst7(E,), dlaTeS,K,p=>0,

dla gwiazdy sympleksu, uzyskujemy réwnowazny opis My = []. ¢ s,k St T; dla
wszystkich p. Kazda z grup Cp 4, p,q > 0, jest zatem izomorficzna z podwéjna

sumg prosta
o= @ @ z
TES,K o€S,(st 1)

Poniewaz podobne pary (7,0) odnajdziemy wsréd wolnych generatoréw produk-
tu Cp(K) @ Cy(Uk), bedziemy — dla uproszczenia oznaczen — utozsamiaé grupy
Cy(M,ik) z podgrupami

Cp,q C CP(K) ® Cq(uK>

4.28
Cp,q =span{r ®o; 7 € S, K,0 € Sy(st7)}, (4.28)

dla p,q > 0. Jest to tym bardziej uzasadnione, ze zgodne ze zdefiniowanymi wcze-
$niej operatorami brzegu, ktére w nowym opisie przyjmuja postac d,|c, , = 5p+3(’1,
gdzie

Sp(T®0) = (0,7) ® 0, Iyt ®@0) = (-1’1 ® 940, (4.29)

dla p+ ¢ = n, n > 0. Rownie prosty jest teraz opis operatoréw dotaczonych
w ostatniej kolumnie i ostatnim wierszu diagramu (4.22),

So(tr®0) =0, O(tr®0) =T, (4.30)
w wymiarze odpowiednio (0,n) i (n,0).
Cwiczenie 4.2.2. Sprawdzi¢ poprawnosé wzoréw (4.29).

Lemat 4.2.2. Dla kazdego sympleksu singularnego o € Seilg,q > 0, niechv? € Ky
oznacza wierzcholek taki, ze o € Sy(stv?). Dla ¢ > 0 rodzina homomorfizmdw
sp: Cp.q = Cpt1,q,p = —1, zdefiniowana ponizej

s_1(0) = () ®0, dlaoce S;(Hk) (4.31)

oraz dla T = (vy...vp) € Cp(K) i 0 € Sy(stT), p,g >0,

_1iu ...ifo-i‘” s d i7‘<a‘<i
(T®J):{( )" (Vo - - Vi —107Vs, - V) ® O, gdy Vi1 <V 06(4'32)

0, gdy v7 € {vg,...,vp},

jest homotopig taricuchowg pomiedzy identycznoscig na kompleksie {Cp 4} p>—1 a ho-
momorfizmem zerowym. Innymi stowy, dla kaZdego q > 0, zachodzq réwnosci

dpos_1 = id, na C_1 4
81089 = id—s_1 009, na Co (4.33)
dp+108p +5p_1 00, = id, na Cpq,p > 0.



4.2. TWIERDZENIE O IZOMORFIZMIE 99

Dowdd. Pierwsze dwie réwnosci (4.33) pozostawiamy jako éwiczenie. Niech zatem
p > 0. W przypadku 7 ® o € C), 4 takich, ze 7 = (vg...vp) 1 v;,_1 < V7 < v,
otrzymujemy

5p+18p(7' & U) = Zz‘<i0(*1)ia+i<?}0 T V... Vi, —107 04, ... UP> Qo+7T®O0
+ s, (DT vg v, 100, T ) @0
=TQ0 — Sp—l(zz'gp(*l)%vo Vi Up) ®U)'

Jesli natomiast v7 = v;,, to mamy dp115,(7 ® 0) = 0, natomiast
$p-10p(T®0) = sp_1((=1)' (vg ... 77, ... vp) ®T) =T @ 0.
O

Cwiczenie 4.2.3. Sprawdzi¢, ze homomorfizmy sp sa poprawnie zdefiniowane. Wy-
kazaé¢ pozostate dwie tozsamosci w (4.33).

Analogiczna do opisanej powyzej homotopie lancuchowa dla kolumn diagramu
(4.22) juz wladciwie znamy — grupy homologii przestrzeni $ciggalnych byly wyliczo-
ne w przykladzie 3.1.2, a homotopie tancuchowa dla zbioréw wypuklych (ogdlnie —
gwiazdzistych) tworza operatory stozkowe postaci Bx . Ze wzgledu na postulowa-
nag w twierdzeniu 4.2.1 jawng posta¢ homomorfizmu C(K) — C(4k) przyjmiemy
definicje nieco zmodyfikowana.

Dla dowolnego afinicznego sympleksu 7 € C,K, zbiér st jest gwiazdzisty
wzgledem $rodka B, sympleksu 7(AP). Rozwazmy prawostronny operator stoz-
kowy

Cy(stT) >0 0% B, € Cyya(str)

taki, ze

Ao Ay
R T

U*BT(Ao,...,)\q_i_l) = (17Aq+1)0'( )+>\q+1B7-.

Lemat 4.2.3. Dla p > 0 rodzina homomorfizmoéw zq: Cpq — Cpev1,9 = —1,
zdefintowana ponizej

21(T) =T7®(B;), dlaTe SK (4.34)
oraz

z(T®0) = (-1)""r @ (0 % By) (4.35)

dla 7 € Co(K) i 0 € Sy(st7), p,g > 0, jest homotopiq laricuchowqg pomiedzy
identycznodcig na kompleksie {C 4}q>—1 a homomorfizmem zerowym. Dla kazdego
p = 0, zachodzg rownosci

Op 0 z_q1 = id, na Cp 1
81 o0Zyp = id —Z_10 ((_90, na Cp70 (436)
Og41 0 2g + 2g—1 0 0y = id, na Cpq,q > 0.
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Dowdd. Cwiczenie. O

Dla budowy homomorfizmu tancuchowego C(K) — C(91x ), homotopijnie od-
wrotnego do 3, potrzebujemy jeszcze kilku wlasnosci diagramu (4.22) wynikajacych
z ujetej w lemacie 4.2.3 dokladnosci kompleksow stanowiacych kolumny. Zaczniemy
od rozwazenia dowolnego cyklu ¢,, € C,,(K). Pierwsza z tozsamosci (4.36) oznacza,
7€ Cp = 50071,0 jest obrazem lancucha ¢, o = z2_1¢, € C,, 0, co ilustruje lewy dolny
naroznik ponizszego diagramu.

Cpn—22 = 2’15Cn—1,1- .-

ZlTJ/32

On—1
Cn—1,1 ZZ()écn’o E— 6Cn,1,1

mlal lal (4.37)

On On—1
Cno =2-1Cp — 5Cn,0 I 0
271TJ,50 Jrgo
Cn % .

Wprawdzie ¢, ¢ nie musi by¢ d,, —cyklem, ale obraz d,,¢c, 0 € Cp—1,0 jest Op—cyklem,
a wiec takze 01 —brzegiem. Druga z tozsamosci (4.36) daje réwnos¢ 6,,¢,, 0 =01¢n—1.1,
dla odpowiednio zdefiniowanego tancucha ¢,,—1,; € C),—1,1. Po wlasciwym dobraniu
znakéw otrzymujemy

dn(cn,O + (_1)ncn—1,1) = (_1)n5n—10n—1,1 c Cn—Q,l-

Powyzszy schemat mozemy powtarzaé — uzyskany wyzej d,,_1—brzeg okazuje si¢
by¢ 0;—cyklem, a wiec 6,—1cp—11 = Oacn_22 dla odpowiednio zdefiniowanego
taficucha ¢, 22 € C),—2 9, itd. Efektem koncowym takiej ,,wedréwki po diagramie”
jest ciag tafncuchéw ¢, 0,cn—1,1,.-.,Co,n taki, ze suma

c=cpo+ (—1)”67171)1 + - £ Con € Cn(mﬂK)
jest d,—cyklem i przy tym f3(c) = ¢p,.

Lemat 4.2.4. Niech A: Cp g — Cp_1,441, dla p > 0,q > 0, oraz €, 4: Cpq —
C,(MUg), dlan=p+q, p,q >0, bedg okreslone, jak nastepuje:

Acpg = (=1)P240pcpq € Cp—1,g+1, (4.38)
lpqCpg = Cpqt+Acpg+ -+ APc, e €CpaBCproigr1®--®Con, (4.39)

dla cp q € Cp 4. Zachodzg nastepujgce toisamosci

dnolyq = lpq—100,, na Cpq, dlan >p>0,q>0, (4.40)
dyp 0 lnoz-1 = ln_1,02—1 0 On, na C,(K), dlan > 0. (4.41)
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Dowdd. Poniewaz ¢y, = id, tozsamosé (4.40) jest w tym przypadku oczywista.
Dla dowodu indukcyjnego (wzgledem p) zalézmy zatem, ze réwno$é (4.40) jest
prawdziwa dla pary indekséw (p — 1,q + 1). Korzystamy przy tym z zalezno$ci
lpg = id4+lp_1941 0 A, p_140 9, = 0p, bedacych bezposrednia konsekwencja
definicji (4.38-4.39). Jesli ¢ > 0, to dla ¢p 4 € Cp 4 Otrzymujemy kolejno

dnlp,qCpq = atlch,q + 0pCpg T lp—1,4 (l;+1(—1)pzq5pcp,q
= azlch,q + 0pCpg — lp—1,¢(id —2¢—104)0pCp g
= 8:101741 + lp—1,42¢-10p0qCpq
= (id+lp-1,4© A)aécp,q = Ep,qflafycp,q-

Jezeli natomiast ¢ = 0, tzn. p = n, to dla ¢, 0 = z_1¢n, ¢, € Cp(K), analogiczne
przeksztalcenia daja

dnﬁn,oz_lcn = 5ncn,0 + gn_l’oai(fl)nZ()énCn,o
= 5ncn,0 — gnfl)o(id —27150)6716“70
= Kn,l,oz,l('“)n@ocnyo
= én_l,oz_lancn,

co koniczy dowdd lematu. O

Whniosek 4.2.5. Cigg homomorfizméw P, = £, 9z_1,n > 0, jest odwzorowaniem
taricuchowym P: C(K) — C(MUk) homotopijnie odwrotnym do (B okreslonego
przez (4.25—4.26).

Dowdéd. Lancuchowo$¢ homomorfizmu P zostala wykazana w lemacie. Poniewaz
zlozenie B o P jest identycznoscig na C(K), pozostaje wskaza¢ homotopie lancu-
chowa

D:id~Pog.

Rozwazmy zatem homomorfizmy grup D,,: C,, (M) — Cpri1 (M) takie, ze
Dylc,, = (=1)Plp q1124, dlap+qg=mn,n>0. (4.42)
Woéweczas dla ¢, 4 € Cp ¢ mamy

(dnt1Dn+Dn—1dn)cp,g = (=1)Pdni1lp,g112¢Cp,q + Dn—1(pcp,q + (—1)P04cpq)
= Ep,qanrlzqcp,q"’(_1>p_1gp71,q+lzq5pcp,q +8p,q%q—-104Cp.q
= lp,q(Og+12¢ + 2g-104)Cp,q + (_1)p_1€p—1,q+12q5pcp7q

= Lp,qCp,g — Lp—1,g+10Cp,q = Cp g,

jesli ¢ > 0, natomiast

(dnt+1Dpn + Dy—1dy)cno0 = £n,00120Cn 0 + (—=1)" Y _1.1200nCn 0
= ln,0(id —2-100)cn,0 + n,0 — €n,0Cn0
= ¢p,0 — POocn 0,

co dowodzi, ze D jest postulowana homotopia. O
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Poniewaz lemat 4.2.4 korzysta jedynie z wlasnoéci homomorfizméw z,,q > —1,
ujetych w (4.36), analogiczny lemat jest prawdziwy dla homomorfizméw s,,p > —1,
spelniajacych warunki (4.33).

Lemat 4.2.6. Niech W: Cp 4 — Cpi1,9-1, dlap > 0,q > 0, oraz wpq: Cpq —
Cr(Mlk), dlan=p+q, p,q > 0, bedg okreslone, jak nastepuje:

Wepq = _S:Daflch,q € Cpt1,q-1, (4.43)
Wp,qCpg = Wicp gt A Wepgtcpg € Cro® -+ @ Cpi1,-1® Cpg  (4.44)

dla cpq € Cp 4. Zachodzq nastepujgce toisamosci

dpowp g = Wp—1,4©dp, na Cpq, dlan>p>0,q>0, (4.45)
dp, 0wy pS_1 = Wop—15-1 0 Op, na Cp,(Ug), dla n > 0. (4.46)
O

Whniosek 4.2.7. Cigg homomorfizmoéw R,, = won5-1,n = 0, jest odwzorowaniem
tancuchowym R: C(Ux) — C(MUk) homotopijnie odwrotnym do « okreslonego
przez (4.25—4.26). O

Cwiczenie 4.2.4. Udowodnié¢ lemat 4.2.6 i wniosek 4.2.7.

Dowdd twierdzenia 4.2.1. Wnioski 4.2.5 i 4.2.7 zamykaja pierwsza czes¢ dowodu
twierdzenia. Zajmijmy sie¢ zatem konstrukcja homomorfizmu (f, ¢)x. Korzystajac
z definicji 3.1.4 i 4.1.8 homomorfizméw indukowanych i konwencji (4.28) dotyczacej
oznaczen generatoréw grup Cp, 4, przyjmijmy

(f;0)#(T @ 0) = 37 ® fyo, (4.47)

dla 7 € Cp(K),0 € Cy(st 1), p,q > 0. Zwiazek f i ¢ zapewnia poprawnosé tej defi-
nicji. Zaréwno tancuchowos$é, jak i przemienno$é z i 8 wynikaja wprost z (4.29—
4.30).

Do wykazania pozostaje jawna postaé zlozenia a o P. Bezposrednio z defini-
cji wynika, ze na C, (K) zachodzi réwno$é¢ a o P, = 9pA"z_1. Sprawdzamy, po
uzgodnieniu znakéw, ze wzér na homomorfizm A ma na Cp 4 postaé,

AT ®o) = (—1)Pz (Zigp(_l)iﬂ' ® U)

(—1)nt1 Zigp(_l)iﬁ‘ ® (0 * By,), (4.48)

gdzie 7; jest i—tq Sciang afinicznego sympleksu 7 € S, K, dla ¢ < p, 0 € Cy(st 7).
Przyjmujac A = (—1)"*t1A, zajmiemy sie teraz obliczaniem wyrazenia

)\n(T® <BT>) S C(J,n, dla T = <’U0...’Un> = SnK"UO < e =< U, -

Traktujac sympleks 7 jako ustalony, dla dowolnego niepustego podzbioru J C
{0,...,n} o elementach jo < --- < jp, niech 7; := (vj,...v;,) € SpK oznacza
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Sciane o wierzchotkach z J, zas B := B,, niech bedzie srodkiem tej Sciany. Za-
uwazmy, ze brzeg sympleksu 7; moze by¢ zapisany w postaci

T = 2y (—D' T (4.49)
= 2 jessign(i I\ Ty

gdzie przyjeto oznaczenie sign(j;J') = (=1)*a = #{k e J; 7>k}, dlaj & J.
Majac zatem réwnosé

Ars@0) = sign(j; J\ {j}) Ty @ (0% Bny), (4.50)
jeJ

dla o € Cy(Uk), mozemy zaprezentowaé wzér ogdluy

XN(r@(B,)= > sign(ji,...,jg;Jg) 71, ® (By, ... By,), dlag>0, (4.51)
(jlv"'vjq)

gdzie sumowanie jest po wszystkich g—elementowych kombinacjach bez powtérzen
ze zbioru Jy = {0,1,...,n}, Jp = Je—1 \ {Jr}, dla k > 0, a znak + przy poszcze-
gblnych sktadnikach jest iloczynem

sign(ji, ..., 4q; Jq) == sign(jr; J1) - - - sign(jq; Jq)-

Wzér (4.51) wynika z (4.49-4.50) przez prosta iteracje. Dla ¢ = n otrzymujemy
zatem

)\"(T@<BT>) = Z sign(jl,...,jn,jn+1) <'an+1>®<BJO...BJn>7

(J1seesdnt1)

gdzie tym razem suma rozciaga si¢ na wszystkie permutacje zbioru indekséw. Stad
ostatecznie

aPy(r)= Y sign(ji,- - jnsjns1)(Bs, .- Bu,),

co pokrywa sie ze wzorem (3.39) na podzial barycentryczny sd,, 7 = 7 (sdy t,,). O

Cwiczenie 4.2.5. Podaé jawny opis odwzorowania laicuchowego Bo R: C(Ug) —
C(K). Zauwazy(, ze kazdy sympleks singularny o € S, wyznacza odwzorowanie
symplicjalne 5: sd' A" — Nilx = K.

Zapowiadany wczesniej wariant relatywny twierdzenia 4.2.1 korzysta z faktu,
iz przedstawione w dowodzie konstrukcje sa wewnetrzne, co stanowi stabsza wersje
naturalnosci i odnosi sie do podkomplekséw i homomorfizméw wlozenia L C K,
dla dowolnej pary g.k.s. (K, L). Zakladamy kontynuacje przyjetych do tej pory
oznaczen.

Zaczniemy od prostej obserwacji dotyczacej gwiazd stx i sty wierzchotkéw
i symplekséw, odpowiednio w |K| i w |L|. Zachodza réwnosci

stp 7= |L|Nstg T dla 7 € L, (4.52)
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a zatem takze U || = U dla pokry¢ gwiazdzistych, oraz
Cn(uL) = On(uK) n Cn(|L|)a

dlan > 0.
Z kolei dla ciagu podwdjnego (4.21) definiujacego kompleks tancuchowy (4.23)
i majacego réwnowazny opis (4.28-4.29), oznaczmy przez

SpeMg) ={r®0; 7€ S,K,0 € Sy(stT)}

zbiér generatoréw grup Cp , =C,(M,4k), p, ¢ = 0. Inkluzje S, (ML) CSp (MK ),
wynikajace z relacji L C K, sa zgodne z operatorami brzegu i homomorfizmami
a, 3. Niech C(Mlk, L) bedzie kompleksem ilorazowym {C,, (Mg )/C, (NLUL)}.

Twierdzenie 4.2.8. Przy oznaczeniach zaczerpnietych z twierdzenia 4.2.1, dla
dowolnej pary komplekséw symplicjalnych (K, L) homomorfizmy « i B indukujg
homotopijne réwnowaznosci tancuchowe

a: C(Mig, L) — C(Ug, |L|), oraz B: C(MUg,L) — C(K,L).

Ponadto, istnieje odwzorowanie taricuchowe P: C(K, L) — C(Nig, L) homotopis-
nie odwrotne do 3 i takie, Ze zloZenie a o P: C(K,L) — C(8g,|L|) — C(|K|,|L|)
jest homomorfizmem podziatu barycentrycznego.

Homomorfizmy a i B sq naturalne wzgledem odwzorowan symplicjalnych par
¢: (K,L) — (K',L'), tzn. istnieje odwzorowanie laricuchowe ®: C(Mig, L) —
C(NUg, L"), dla ktdrego nastepujgcy diagram

Cllk, |L) —*— CMx,L) —2— C(K,L)

ole | v| on | (4.53)
Oy, |L]) —2— COW, L)) —L— C(K', L)
jest przemienny.
Dowdd. Sprawdzmy przemiennos¢ nastepujacego diagramu
o) —S— COK) —— C(K,L)
g g |
CMY) —— CMig) —— C(Mik, L) (4.54)
[n [n [a
Cetr) —— Ctx) —— Ot |L])

w ktorym wiersze sg krotkimi ciagami doktadnymi, natomiast réwnowaznosci ho-
motopijne P = {¢,, 0z_1} i R = {wo n5_1} zostaly zdefiniowane (dla K) w trakcie
dowodu twierdzenia 4.2.1.
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Podstawa dla konstrukcji homomorfizmu P takiego, ze 8P = idg(k) i homo-
topii tancuchowej D: id ~ P( sg wzory (4.34-4.35), ktére jednoznacznie, w spo-
sOb wewnetrzny dla kazdego sympleksu afinicznego, definiuja homotopie tancuchowe
w obrebie kolumn diagramu (4.22). Oznacza to zgodno$é homomorfizméw P utwo-
rzonych dla K i L, czyli przemienno$é lewego gérnego kwadratu diagramu (4.54)
— i prowadzi do definicji homomorfizmu grup ilorazowych P zamykajacego prawy
gorny kwadrat diagramu (por. éwiczenie 5.1.1). Réwnosci definiujace D przenosza
sie na grupy ilorazowe i okreslaja homotopie D: id ~ Pj.

Analogiczne rozumowanie dla homomorfizmu R takiego, ze aR = id¢ (s, 1 od-
powiedniej homotopii tancuchowej id ~ Ra, wymaga uzgodnienia definicji (4.31—
4.32) dla K i L. Oprécz zalozonej wezesniej zgodnej kolejnosci wierzchotkéw kom-
plekséw potrzebujemy jeszcze zgodnych funkeji S, () — Ko, S;($1) — Lo, ktére
kazdemu sympleksowi singularnemu o przypisza wierzcholek v7 taki, ze o(A?) C
st v? — odpowiednio w K i w L. Jedli zatem przyjaé, ze funkcje o — v definiujemy
na S,(Uz), a nastepnie rozszerzamy na Sq(Hx ), to zgodnosé definicji (4.31-4.32)
przenosi sie na catosé konstrukcji, co oznacza przemiennos$é lewego dolnego kwa-
dratu diagramu (4.54) i prowadzi do definicji réwnowaznosci lancuchowej grup
ilorazowych R zamykajacej prawy dolny kwadrat diagramu.

Przemienno$é diagramu (4.53) otrzymujemy, biorac za ® homomorfizm lafcu-
chowy indukowany w kompleksach relatywnych przez (|¢|, ¢)x — por. (4.47). O

Podstawowym wnioskiem z twierdzen 4.2.1-4.2.8 jest nastepujace

Twierdzenie 4.2.9 (O izomorfizmie dla homologii symplicjalnych). Dla dowol-
nego g.k.s. K homomorfizm wlozenia vx: C(K) — C(|K]) jest réwnowaznoscig
taricuchowq. Dla dowolnej pary kompleksow symplicjalnych (K, L) homomorfizm
vk,n): C(K,L) — C(|K|,|L|) indukowany przez wlozenia jest réwnowazinoscig
tancuchowg.

Dla dowolnego odwzorowania symplicjalnego ¢: (K, L) — (K', L") i odpowiada-
Jacej mu funkcji cigglej |o|: (| K|, |L|) — (|K'|,|L’|), nastepujgce diagramy

[L(K,L)]
=

C(K,L) C(KL LD H(K,L) —— H(|K||L|)
641 | Lot o | [ie1. (455)
o) L (R HK D)~ HK'] D)

sq przemienne (pierwszy — w kategorii klas homotopii laricuchowych,).

Dowdéd. Zgodnie z twierdzeniem 4.2.1, dla dowolnego g.k.s. K, naste¢pujacy diagram
odwzorowan tancuchowych

O(K) = C(ux)

LKJ lmK

O(K|) —2— (K]
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jest przemienny. Po przejsciu do klas homotopii odwzorowan tancuchowych mamy
zatem

[xc] = [sd] ™" o [sic] o [aP] = gy ] o [a] o [B] 7,

co oznacza, ze klasa homotopii [tx] jest zlozeniem trzech izomorfizméw, a wiec
takze izomorfizmem w kategorii, czyli klasa rownowaznosci tancuchowych.

Dla dowolnego ¢, przemienno$é pierwszego diagramu (4.55) jest teraz wnio-
skiem z twierdzenia 4.2.1 i naturalnosci podzialu barycentrycznego. Przemienno$é
drugiego z diagraméw wynika z przemiennosci pierwszego.

Dla dowolnej pary (K, L), twierdzenie 4.2.8 daje przemienny diagram

CK,L) —*2 O, L))

LK.Ll J,LMK"“

C(K|,|L)) —2— C(K|.IL)),

w ktérym o wszystkich homomorfizmach, oprécz k1, wiemy juz, ze sa réwnowaz-
noéciami homotopijnymi.

Naturalnosé (4.55) jest prostym wnioskiem z przemiennosci diagramu (4.53).

O

4.3 Charakterystyka Eulera i liczba Lefschetza

Dowolna triangulacja K (zwartego) wielo$cianu W ma skoficzenie generowane gru-
py tancuchéw symplicjalnych C'(K) i grupy homologii H,,(K), przy czym C,,(K)=0
dlan > dim W. Poniewaz grupy homologii symplicjalnych sa izomorficzne z H,, (W),
n > 0, wymiary (rangi) tych grup sa niezmiennikami topologicznymi wielo$cianu.
Nie wnikajac dokladniej w charakteryzacje ogdlnej struktury grup przemiennych
skoniczenie generowanych, skupimy si¢ na tzw. podgrupie beztorsyjnej i wykorzy-
stamy znane fakty z teorii przestrzeni liniowych.

Jedli X jest przestrzenia topologiczna o skonczenie generowanej grupie homolo-
gii H(X) — w szczegblnosci, gdy X ~ W jest homotopijnie réwnowazna z dowolnym
wieloscianem, to — zgodnie z definicja 1.5.6 — dla kazdej funkcji ciaglej f: X — X
mozemy rozwazaé $lady homomorfizméw f, dziatajacych na grupach homologii.

Definicja 4.3.1. Liczba Lefschetza funkcji cigglej f: X — X nazywamy wielkosé

M) =D (=D er{fe: Hu(X) — Hi(X)} (4.56)

k

okreslong, gdy grupa z gradacje H(X) jest skoniczenie generowana. Liczbe Lefschet-
za A(idx) odwzorowania tozsamosciowego nazywamy charakterystyka Eulera prze-
strzeni © oznaczamy x(X). Zatem

X(X) =Y (=1)Fp(Hi(X)). (4.57)

k
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Przyjmujemy, ze kompleks {C,, } nez jest skoriczenie generowany, jesli suma pro-
sta @,, Cp jest skoficzenie generowana. W szczegélnodci, suma moze zawiera¢ tylko
skonczenie wiele sktadnikéw niezerowych. W ujeciu tradycyjnym, charakterystyka
Eulera i liczby Lefschetza sg niezmiennikami topologicznymi, wzglednie latwo daja-
cymi sie wyliczy¢ na podstawie dowolnej triangulacji. Ten punkt widzenia wspiera
nastepujacy fakt dotyczacy komplekséw tancuchowych.

Twierdzenie 4.3.1 (Twierdzenie Hopfa o §ladzie). Dla dowolnego skoriczenie ge-
nerowanego kompleksu taricuchowego C' = ({Cp},{0n}) @ dowolnego homomorfizmu
h: C — C, zachodzi réwnosé

S (=D tr{ha: HiC — HyC} = (=1)"tr{hg: C — Cx}.  (4.58)
k k

Rownos¢ (4.58) wygodnie jest zapisywaé w postaci
A(hy) = A(h), (4.59)

po stosownym rozszerzeniu definicji 4.3.1 na homomorfizmy grup z gradacja.

Kazdy kompleks lancuchowy C = ({Cy,},{0,}) jest zrédtem dwu rodzin ho-
momorfizméw obejmujacych grupy cykli i brzegéw: Z,C — C,, — B,_1C oraz
B, C — Z,C — H,C. Wspdlna cecha tych homomorfizméw stanowi podstawe do
nastepujacej definicji.

Definicja 4.3.2. Para homomorfizmow grup przemiennych i: A — B,j: B — C
tworzy krétki ciag dokladny

0—A-BL.0c o, (4.60)

jesli i jest monomorfizmem, j epimorfizmem oraz zachodzi réwnos$é imi = Kker j,
tzn., jesli w ciggu (4.60) obraz kazdego homomorfizmu jest jadrem nastepnego.

Stwierdzenie 4.3.2. Jesli homomorfizmy grup i: A — B,j: B — C tworzq krétki
cigg dokladny, to indukowane przez mie przeksztalcenia liniowe i%: A2 — BQ,
j@: BQ — CQ rowniez. O

Dowdd. Cwiczenie. O

Whniosek 4.3.3. Jesli grupa B w ciggu dokladnym (4.60) jest skoriczenie genero-
wana, to p(A) + p(C) = p(B).

Dowdd. Dla przestrzeni liniowych, dim(ker j¢) + dim(im j@) = dim(B®?). O
Cwiczenie 4.3.1. Wykorzystaé¢ wniosek do opisu charakterystyki Eulera wielogcia-

nu W = |K| jako naprzemiennej sumy x(W) = >, (—1)"#5;K liczby symplekséw
dowolnej triangulacji K.
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Whiosek 4.3.4. Dla dowolnego krétkiego ciggu dokladnego (4.60) grup skoticzenie
generowanych, niech f,g i h bedg automorfizmamsi takimi, zZe ponizszy diagram jest

przemienny.
0 A—— B2 0
fl gl hl (4.61)
0 A—spB—t.¢C 0

Wowczas $lady automorfizmow f,g i h wigZe zaleznosé
trf+trh=trg. (4.62)

Dowdd. Po przejéciu do przestrzeni wektorowych nad Q mozemy znalezé homo-
morfizm p: C? — BQ prawostronnie odwrotny do j@ i otrzymaé tym samym izo-
morfizm (i, p): A® @ C? — BY. Dla uzyskania przemiennego diagramu

A g e P po

al | (4.63)
(1%,p)

AvpCc —— B

zapewniajacego réwnosé sladéw tr g@ = trg/, potrzebna jest nam obserwacja, ze
dla ¢ € C?, wyrazenie g%p(c) — ph@(c) zawiera sie w jadrze ker j@, a zatem jest
postaci

99p(c) = ph¥(c) = i%(c),

dla jednoznacznie okreélonego (a wiec liniowego) odwzorowania q: C¢ — A, Wy-
starczy teraz przyja¢ ¢'(a @ c¢) = (f%(a) + q(c)) @ h®(c), aby dla dowolnych baz
w AQ i O macierz odwzorowania ¢’ przyjela postaé

Mqu
0 |My|’

gdzie My i My, sa odpowiednio macierzami automorfizméw f© i h2. Stad natych-
miast otrzymujemy réwnosé tr ¢’ = tr f€ + tr hQ. O

Dowdéd twierdzenia Hopfa 4.3.1. Stosujac dwukrotnie wniosek 4.3.4, otrzymujemy
odpowiednio réwnosci

e dla odwzorowan Z,C — C), — By_1C,
tr{fu: Cx — Cr} = tr(f4lz.0) +tr(fulBi_.c), (4.64)
e dla ciagu B,C — ZyC — HC,

tr{fi: HyC — HyC} = tr(felz.c) — tr(felBic) (4.65)
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gdzie k € Z przebiega skonczony przedzial indekséw, dla ktorych grupy Cy sa
niezerowe. Wynikaja stad tozsamosci

tr{f#: Ck — Ck} — tr{f*: HkO — HkC} = tI‘(f#|Bkc) + tI’(f#hgk_lc)7

ktore, przesumowane ze znakiem (—1)* po k € Z, konicza dowdd. O

Twierdzenie 4.3.5 (Twierdzenie Lefschetza o punkcie stalym). Dla dowolnej
zwartej przestrzeni topologicznej X homeomorficznej z wieloScianem i funkcji cig-
glej f: X — X odwzorowujgcej X w siebie, prawdziwa jest implikacja

Af)#0 = Fiexf(z) =,
a zatem funkcja bez punktéow statych ma liczbe Lefschetza rowng 0.

Whniosek 4.3.6. Dla wielo$cianu W o niezerowej charakterystyce Eulera, kazda
funkcja ciggla f: W — W homotopijna z identycznoscig ma punkt staly. O

Dowdéd twierdzenia Lefschetza. Poniewaz kazdy homeomorfizm F': X = W ustala
wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy punktami stalymi funkcji foF —1
i f, mozemy nie tracac ogélnosci przyjac, ze X = |L| jest wieloScianem o ustalonej
triangulacji L, polozonym w przestrzeni euklidesowej. Zal6zmy, ze funkcja ciggla
f: X — X nie ma punktéw stalych. W tym przypadku kres dolny odlegtosci
a = inf{|z — f(x)|; = € X} jest liczba dodatnia; ustalmy triangulacje K = sd*L
tak drobna, by spetniony byt warunek

max{diam(r); 7 € K} < g (4.66)

Zgodnie z wnioskiem 2.3.6, f: |K| — |K| dopuszcza aproksymacje symplicjalna
¢: sd™"K — K, dla pewnego m > 0. Dla obliczenia Sladéw i liczby Lefschetza
homomorfizmu f,: H(|K|) — H(|K|) wykorzystamy diagram

Ou(K) =Y 0, (sd™K) —2F— O (K)

LKl Lsml LKl (4.67)

dm f
Co(lK]) === Cu(IK|) —"— Cu(K])
dla n > 0, w ktorym przemiennos¢ prawego kwadratu ma miejsce dopiero na pozio-
mie grup homologii, podczas gdy homomorfizm indukowany w homologiach singu-
larnych przez sd™ jest wowczas identycznoscia. Zgodnie z twierdzeniem 4.3.1 mamy
zatem

A fe) = Meps 08d)") = A(pg 05d™).

Wykazemy, ze $lad homomorfizmu tworzacego gérny wiersz diagramu (4.67) jest
rowny 0, dla kazdego n > 0. W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnego o € K zbiory
o 1 |¢|(0) sa rozlaczne. Istotnie, gdyby istniala para punktéw x,y € o taka, ze
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y = |¢|(x), to dla dowolnego sympleksu 7 € K zawierajacego jednoczesnie f(z)
i |¢|(z) zachodzityby wéwczas nieréwnosci

|z — f(2)] <lz—yl+lIol(x) - f(z)|
< diam(o) + diam(7)
< 5+3=a,

co oznacza sprzeczno$¢ z definicja liczby a.

Aby przejéé teraz do tancuchéw symplicjalnych, ustalamy liniowy porzadek
w zbiorze wierzchotkéw komplekséw K i sd™K. Zgodnie z przyjetymi oznacze-
niami, kazdemu sympleksowi ¢ € K wymiaru ¢ > 0 odpowiada jednoznacznie
ustalony afiniczny sympleks singularny (o) € S,K, przy czym lancuch sd™ (o) =
(0)#(tq) € Cq(sd™ o) ma noénik réwny o. Poniewaz dla kazdego g—wymiarowego
sympleksu 7 € sd"™ g, obraz ¢4 () jest albo réwny 0, albo ma nosnik |¢|(7) C |¢|(o)
— rozlaczny z o, obraz

P4 5d™ (o) € Cy(K)

jest kombinacja symplekséw afinicznych réznych od (o). Po przejsciu do Q—prze-
strzeni wektorowych rozpietych na grupach tancuchéw symplicjalnych obrazy ge-
neratoréw z S,(K) stanowia naturalna baze, w ktérej stwierdzamy zerowanie sig
sladu tr ¢4 sd™ |, i, dla kazdego ¢ > 0. O

Stwierdzenie 4.3.7. Liczba Lefschetza dowolnego odwzorowania sfery, f: S™ —
S™ wyraza sie wzorem A(f) =1+ (—1)"deg(f). O

Whniosek 4.3.8. Jesli odwzorowanie f: S™ — S™ nie ma punktéw stalych, to
stopien deg(f) jest réwny (—1)"+1. O

Klasyczne twierdzenie Brouwera—Hopfa méwi, ze odwzorowania sfery sa homo-
topijne wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam stopien. Tym samym odwzorowanie
antypodyczne = — —x jest z dokladnoscia do homotopii jedynym odwzorowaniem
sfery bez punktow statych.

Dla zwartej rozmaitosci rézniczkowalnej X znikanie charakterystyki Eulera x (X)
jest warunkiem koniecznym na to, by na rozmaitosci istniato ciagte pole wektorowe
styczne, rézne od zera w kazdym punkcie. Poniewaz kazde pole styczne generuje
1—parametrowa rodzine dyfeomorfizméw, mozemy fakt ten sformutowaé i wykazaé
w nieco ogélniejszej sytuacji.

Definicja 4.3.3. Dlia dowolnej przestreni topologicznej X, funkcje cigglq
P:Rx X - X
nazywamy 1—parametrowa rodzing homeomorfizméw, jezeli:
(i) ¥(0,-) =idx oraz

(Z’L) 77[}(t1 —|—t2,.’L’) = ﬂ)(thﬂ}(tg,ll)), dla t1,t3 € R,z € X.
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Punkt ©o € X jest punktem stalym rodziny v, jesli ¥(t,xg) = xo dla wszystkich
teR.

Przy oznaczeniach ¢, := ¢(¢,-): X — X zapisujemy wlasno$é¢ (ii) w postaci
¥, © P, = Pt 41,, €O razem z wlasnoscia (i) oznacza, ze istotnie wszystkie tak
otrzymane funkcje sa homeomorfizmami X.

Twierdzenie 4.3.9. Jesli X jest (zwartym) wielo$cianem o nieznikajgcej charak-
terystyce FEulera x(X), to kazda 1—parametrowa rodzina homeomorfizméw na X
ma punkt staty.

Dowdd. Wszystkie homeomorfizmy ;,t € R, skladajace sie¢ na dowolna 1—para-
metrowa rodzing ¥: R x X — X, sa homotopijne z ¥y = idx . W zwiazku z tym
maja niezerowa liczbe Lefschetza

A(te) = Alidx) = x(X)
i kazdy z nich posiada punkt staty. Dla n > 0 niech

An = {J) c X7 ¢1/2nr(33) :J)} 7é @

bedzie zbiorem punktéw statych odwzorowania 1y /on. Tozsamosé

P1jan+1 0 Yy jont1 = Py on

pociaga za soba inkluzje A,+; C A, dlan > 0. W przestrzeni zwartej przekrdj
F =), Ay jest niepusty. F' zawiera punkty state wszystkich funkcji 141 /on,n > 0,
jak réwniez ich superpozycji — czyli wszystkich funkcji ¢y, dla t = m/2",m € Z,
n > 0. Dla zakonczenia dowodu i stwierdzenia, ze punkty zbioru F sa stale dla
calej rodziny v, wystarczy skorzysta¢ z ciaglosci rodziny wzgledem pierwszego
argumentu. O

Klasycznym wnioskiem z przedstawionej tu teorii jest

Whiosek 4.3.10 (Twierdzenie o zaczesywaniu sfer). Na sferach S** parzystego
wymiaru kazde ciggle styczne pole wektorowe ma miejsce zerowe. [

Pole wektorowe styczne na sferze jest funkcjg f: S2% — R?**! taka, ze w kaz-
dym punkcie 2 € S?*, f(z)L x.

W szczegdlnoéci oznacza to niemoznosé zaczesania sfery S? i w ogéle zadnej
sfery parzystego wymiaru — w sposéb ciagly, bez zawirowan. Sfera S?~1 c R2?*
wymiaru nieparzystego ma nieznikajace pole styczne

($17$27~-~»$2k—1,$2k) — ($2,—$1,~-',$2k,—$2k71)-
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4.4 Produkty

Caly biezacy rozdzial omawia tancuchy i homologie symplicjalne jako alternatywny,
ale réwnowazny z dokladnoscia do homotopii, sposéb wprowadzania grup homologii
w kategorii przestrzeni topologicznych triangulowalnych. W ostatnim podrozdzia-
le prezentujemy symplicjalny wariant twierdzenia Eilenberga—Zilbera i zmierzamy
w strone symplicjalnych podstaw dla iloczynéw.

Zacznijmy od oczywistej obserwacji dotyczacej homomorfizmu diagonalnego
Alexandera—Whitneya (3.74).

Stwierdzenie 4.4.1. Dla kazdego g.k.s. K z ustalong kolejno$cig wierzcholkow,
homomorfizm diagonalny d™ odwzorowugje podkompleks C(K) w C(K)® C(K), co
daje przemienny diagram

C(K) —  CO(K)® C(K)

LKJ/ le@)LK (468)

g
C(K]) —— C(K])© C(IK]).
O

Cwiczenie 4.4.1. Sprawdzi¢, ze symplicjalny homomorfizm diagonalny d® : C'(K)
— C(K) ® C(K) jest naturalny wzgledem odwzorowan ancuchowych zachowuja-
cych porzadek wierzchotkéw.

Punktem wyjscia do zdefiniowania produktu komplekséow symplicjalnych beda
dla nas zgodne triangulacje (3.66) produktéow AP x A?. Triangulacje te bedziemy
oznaczaé sd”(AP x A?), dla p,q > 0. Kazda para odwzorowan afinicznych AP 2
lo|, A? 5 |7|, opisujacych sympleksy geometryczne |o| i |7| indukuje triangulacje
produktu |o| x |7].

Definicja 4.4.1. Dla dowolnych (geometrycznych) komplekséw symplicjalnych K
i K' o ustalonym porzqdku wierzcholkéw, iloczynem lub produktem kartezjanskim
K x K’ nazywamy kompleks geometryczny w przestrzeni Ex X Egr,

K x K'=|J{(c x7)sd”(A” x A%); 0 € S,K,7 € S,K',p,q >0}, (4.69)

zloZony z naturalnych triangulacji produktow |o|x || symplekséw |o| € K i|r| € K.
Za wyrozniony porzgdek w zbiorze wierzchotkow produktu przyjmujemy porzqdek
leksykograficzny.

Uwaga 4.4.1. Przyjmujac definicje produktu komplekséw symplicjalnych, stajemy
przed pytaniem o izomorfizm przestrzeni topologicznych | K| x |K'| i |K x K'| — to-
pologia w | K| x |K’| moze by¢ mocniejsza. W przypadku skonczonych komplekséw
lub, ogdlniej, lokalnie zwartych czynnikéw obie topologie w produkcie sa identycz-
ne. Ewentualna niezgodno$¢ topologii nie stanowi jednak przeszkody dla dalszych
rozwazan, gdyz w obu przestrzeniach sa dokladnie te same sympleksy singularne,
a wigc ma miejsce réwnosé

C(IK[ x |K') = C(|K x K'|)
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komplekséw tancuchowych singularnych. Wyjaénienie i stosowne twierdzenia czy-
telnik znajdzie np. w [Gray, rozdz. 8].

Uwaga 4.4.2. Produkt kartezjaniski komplekséw symplicjalnych K x K’ jest Scisle
zwiazany z wybrana kolejnoscig wierzchotkéw, co znacznie ogranicza jego natural-
no$é¢. W szczegdlnodei, produkt odwzorowan symplicjalnych f: K — Lig: K' —
L' jest odwzorowaniem symplicjalnym f x g: K x K’ — L x L', o ile oba odwzo-
rowania sa rosnace (niemalejace).

Stwierdzenie 4.4.2. Odwzorowanie diagonalne A: K — K x K oraz projekcje
7 K x K — K in?: K x K' — K' sqg odwzorowaniami symplicjalnymi. Jesli
Lc K iL c K' sqg dowolnymi podkompleksami, to suma K x L' UL x K’ jest
podkompleksem produktu K x K'. O

Definicja 4.4.2. Produktem kartezjanskim par kompleksow symplicjalnych (K, L)
i (K', L") bedziemy nazywad pare

(K,L)x (K", L'y = (K x K, K x ' UL x K'). (4.70)

Nastepujace twierdzenie moze by¢ uwazane za symplicjalny odpowiednik twier-
dzenia Eilenberga—Zilbera 3.5.4.

Twierdzenie 4.4.3. Dla dowolnych (geometrycznych) komplekséw symplicjalnych
K i K' o ustalonym porzqdku wierzcholkéw, homomorfizm FEilenberga—Zilbera V
(8.67) zachowuje taricuchy symplicjalne i wyznacza diagram przemienny

C(K)®C(K') —Y— C(K x K')

LK®LK¢ l”{“{' (4.71)
C(IK|) © C(K') —— C(K x K')).
Indukowany homomorfizm V: C(K) @ C(K') — C(K x K') jest réwnowaznoscig
homotopijng. Homotopijnie odwrotnym odwzorowaniem tarcuchowym jest zlozZenie
AWA: O(K x K') “5 O(K x K') @ C(K x K') O C(K)® C(K'), (4.72)
dla ktorego diagram

CK x K') 2, (K)o C(K")

Lxxx/l lLK®LK/ (473)
o\
C(IK x K'|) —— C(|K]) @ C(|K))
jest przemienny z dokladnoscig do homotopii.

Dowdd. Przemienno$é diagramu (4.71, a wlasciwie istnienie symplicjalnej wersji
homomorfizmu V wynika z polaczenia wzoru (3.67) i definicji produktu K x K'.
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Dla dowodu przemiennosci kolejnego diagramu, przedstawiamy (4.73) jako zlozenie
dwu kwadratéw

1

CKxK) — CExK)®CEKxK) 2% O(K)e C(K')
LKXK’J{ LKXK/l‘@LKXK/ lLK@)LK/ (474)

CKxK')) —2 oK xK'|) @ C(K < K')) 2222 ¢(|K))  C(IK')),

z ktorych przemiennosé lewego jest ujeta w stwierdzeniu 4.4.1, natomiast prawy
jest produktem tensorowym dwu diagraméw postaci (4.55) — przemiennych z do-
ktadnoscia do homotopii tancuchowe;j.

Dowéd tego, iz homomorfizmy V i AW% sa wzajemnie odwrotnymi homoto-
pijnymi réwnowaznosciami, wynika teraz z twierdzenia Eilenberga—Zilbera 3.5.4,
a wlasciwie z lematéw 3.5.5-3.5.6 1 przemiennosci diagraméw (4.71) i (4.73) pola-
czonych we wlasciwej kolejnosci. O

Definicja 4.4.3. Homomorfizm AW®: O(K x K') — CO(K) ® C(K'), opisany
w (4.72), nazywamy symplicjalnym homomorfizmem Alexandera—Whitneya.

Cwiczenie 4.4.2. Sprawdzi¢, ze symplicjalny homomorfizm diagonalny d™ jest
zlozeniem

4™ O(K) 2% o(K x K) W5 C(K) ® C(K).

Whniosek 4.4.4. Dia dowolnych par komplekséw symplicjalnych (K, L) i (K', L"),
produkt w homologiach symplicjalnych,

H(K,L)® H(K',L') 3 [ @ [¢] = [V(c@ )]

4.75
€EHKxK',KxL ULxK'), (4.75)

jest iloczynem krzyzowym zgodnym z (3.70) w sensie przemiennosci diagramu

X

HK,L)Y® HK',L')Y ——— HMHKxK KxLULxK)
®l l (4.76)
H(K|,|L) ® H(K'|,|L')) —— H(K x K'|,|K x L'| UL x K|),
w ktérym homomorfizmy v, sq¢ kanonicznymi izomorfizmami. O

Réwnowaznosé iloczynéw krzyzowych w homologiach symplicjalnych i singular-
nych pozwala na ich efektywne obliczanie.

Stwierdzenie 4.4.5. Dla dowolnych p,q > 0, iloczyn krzyzowy
Hy,(AP, 0AP) @ Hy(AT,0A7) == Hyy (AP x AT, 0(AP x A7)

jest izomorfizmem. Iloczyn krzyzowy klas podstawowych [i,] X [t4] standardowych
sympleksow AP i A? jest dodatnig klasqg podstawowq wieloScianu AP x A1,
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Dowdéd. Skorzystajmy z naturalnej triangulacji obu symplekséw i ich produktu.
Zgodnie z twierdzeniem 4.1.6, klasa [1)] X [¢4], reprezentowana przez ¢ := V (i, Qq)
jest krotnoscig klasy podstawowej, przy czym ze wzgledu na wspélezynniki rowne
+1, wspélezynnikiem proporcjonalnodci jest tez +£1. Ze wzoru (3.67) wynika, ze
sktadnik lancucha ¢ odpowiadajacy ciagom p = (1,...,p),v = (p+1,...,p+q)
jest rowny +1 - o, gdzie

g = <(E0, E()) “ee (Ep, E()) “ee (Ep, Eq)>
Korzystajac ze stwierdzenia 4.1.4, czytelnik tatwo sprawdzi réwnos$¢ deg(o) = 1.
O
Whniosek 4.4.6. Dila p,q > 0 i dowolnych punktow P € RP, Q € RY, iloczyn

krzyzowy dodatnich orientacji przestrzeni euklidesowych w P i w Q jest dodatnig
orientacjg produktu w punkcie (P, Q),

0p x 04 = 9{p o) € HpiqRPTLRIFIN{(P,Q)}). (4.77)
W szczegélnosci, zachodzi réwnosé

+ + _ 9t
Vp x Vg =Vpigs
dla produktu klas orientacji w zerze.

Dowdd. Wybierzmy punkty P’ € int AP, Q' € int A?. Dla dowolnych punktéw P €
RP @ € RY, naturalnosé iloczynu krzyzowego implikuje przemiennosé diagramu

H,(AP,0AP) @ H, (A9, 0AY) — X Hyyg(AP x A9, 9(AP x AY))

l l

H,(RP,RP\{P'}) ® Hy(R1,RI\{Q'}) —— H,y4(RPH9,RPH\{(P',Q")})
t*®t*J( J((txt)*
H,(RP,RP\{P}) ® Hy(R1,RI\{Q}) —— Hpyo(RPT9,RPI\{(P,Q)},

w ktérym funkeje oznaczone jako t (a wiec takze ¢ X t) sa przesunieciami o odpowied-
ni wektor. Iloczyn klas podstawowych w pierwszym wierszu przechodzi w kolejnych
wierszach na iloczyn odpowiednich orientacji. O

Whiosek 4.4.7. Dia dowolnych p,q > 0, tloczyn krzyzowy
H,(BP,SP~Y) @ H,(B?, 57 ') % H,,,(B? x B1,d(B? x BY))

jest izomorfizmem. Iloczyn klas podstawowych ¥, x 94 jest dodatniq klasq podsta-
wowq zwartego wypuklego podzbioru BP x BY C RPTY, O

Cwiczenie 4.4.3. Wykorzysta¢ wniosek 4.4.6 dla wskazania izomorfizmu Hpig(SP%
S?) = Z, w ktérym jedynce 1 € Z odpowiada generator 6, x 6.



Rozdziat 5

Ciagi doktadne

Pojeciem, a wlasciwie narzedziem, ktérego site sprobujemy przyblizy¢ czytelnikowi
w biezacym rozdziale, jest ciag dokladny.

Definicja 5.0.4. Cigg homomorfizmoéw grup
hn n
...Gn+1 —+}Gnh—> n—1-:.-
jest doktadny, jesli dla kazdego n zachodzi réwnosé ker hy, = im hy, 1.

Warunkiem koniecznym dokladnosci ciagu sa oczywiscie réwnosci hypohy 11 = 0,
dla wszystkich kolejnych ztozen.

5.1 Konstrukcje uniwersalne

W rozdziale 3 poznaliSmy juz silne konsekwencje istnienia ciagu dokladnego pa-
ry. Ciag dokladny (3.18) powstal z homomorfizméw indukowanych uzupekionych
o homomorfizm taczacy. Dla konstrukeji i doktadnosci ciagu istotny byl fakt, ze trzy
kompleksy tancuchowe C' = ({C,},{90,}), C' = ({C/},{0.}) 1 C" = ({CV},{9!})
i ich homomorfizmy tworza krétki ciag doktadny (por. def. 4.3.2)

7

0—0C o-Lcr—o. (5.1)

W szczegdlnoscei, i: C' — C' jest monomorfizmem, a j: C — C” — epimorfizmem.
Dla dowolnego cyklu ¢’ € Z,(C") wybieramy zatem przeciwobraz w j~'c”,
czyli taticuch ¢ € C), taki, ze j(c) = ¢’. Wowczas brzeg 9, (c) lezy w jadrze ker j =
imi, a wiec jest postaci 9,(c) = i(¢'), dla pewnego ¢’ € C!_,. Pozostawiamy
czytelnikowi sprawdzenie, ze ¢ jest cyklem i ze klasa [¢/] € H,_1(C") nie zalezy
od wyboru reprezentanta w klasie homologii [¢] € H,(C"). Calo$é¢ konstrukeji

116
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ilustruje diagram

0o— ¢ —s C, 3_//, ¢’ —— 0
c+ic
o | .| o | (5.2)
0 c’ in—1 C Jn-1 o 0
n—1 D n—1 n—1 :

Dla otrzymanego w ten sposéb homomorfizmu tgczgcego przyjmiemy oznaczenie
. [c"] =[] (5.3)

Twierdzenie 5.1.1. Dla dowolnego krétkiego ciggu dokladnego (5.1) wzdr (5.8)
definiuje homomorfizmy grup homologii 0.: H,(C") — H,_1(C"),n > 0, takie, zZe
nastepujgcy dlugi cigg homomorfizmow

5 Ho(C') 5 Hy(C) 5 Hy (C7) < Hya (C) 5 (5.4)
jest doktadny. _

Kazdy homomorfizm krétkich ciggéw dokladnych 0 — C' 5 C L C"— 0
i0 D %D2 pr 0, czyli ukiad odwzorowarn laricuchowych h: C — D,
h:C' — D ih:C"— D", dla ktérych nastepujqgcy diagram jest przemienny

0 (o L ENs R R o/ 0
h’l hl h"l (5.5)
0 D —~.p_L2 . pr 0,

wyznacza przemienny diagram

_ 0 H,(C") TN H,(C) LN H,(C") _ 0 W1 (C) TN
h;l h*l h;’l h;l (5.6)
_Oo H,(D') —* H,(D) _ B H,(D") _ o (D) =2

dtugich ciggow dokladnych.

Dowdéd. Dowdd, bedac w istocie powtorzeniem dowodu twierdzenia 3.2.2, stanowi
bardzo pouczajace ¢wiczenie dla cierpliwego czytelnika. O

Whniosek 5.1.2. Dla dowolnej trojki przestrzeni topologicznych A C B C X ist-
nieje naturalny diugi cigg doktadny

. H,(B,A) — H,(X,A) — H,(X,B) 2= H,_(B,A)...
w ktdrym homomorfizm lgczqcy jest zlozeniem H(X, B) % n-1(B) — Hp,_1(B, A).

Dowdd. Cwiczenie. O
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Cwiczenie 5.1.1. Sprawdzié, ze w diagramie (5.5) homomorfizmy h i h/ spelniajace
warunek przemiennosci hoi = « o b’ wyznaczaja jednoznacznie homomorfizm h”.
Analogicznie — h i " wyznaczaja jednoznacznie homomorfizm h'. Podaé przyktad,
ze $rodkowy homomorfizm nie jest jednoznacznie wyznaczony przez skrajne.

Wazna w praktyce mozliwosé zastosowan ciagéw dokladnych zawarta jest w na-

stepujacym lemacie.

Lemat 5.1.3 (Twierdzenie o pieciu izomorfizmach). Zaldzmy, Ze ponizszy prze-
mienny diagram homomorfizmdéw grup

A2 .p ", 0c_ ‘", p_L.F
alg ﬁlg wl QE glg (5.7)
Y Vo T N , VN Ly

ma dokladne wiersze. Jezeli o i B oraz 6 i € sq izomorfizmami, to Srodkowy homo-
morfizm v rowniez jest izomorfizmem.

Dowdd. Dla dowodu monomorficznosci v wezmy dowolne ¢ € ker~y. Poniewaz
di(c) = i'v(c) = 0, ¢ nalezy do jadra keri = imh, a zatem ¢ = h(b) dla pew-
nego b € B. Teraz z réwnosci h'3(b) = vh(b) = 0 wynika, ze 3(b) nalezy do jadra
ker b’ = img’, a wiec jest postaci 8(b) = g’a(a) = Bg(a) dla pewnego a € A.
Otrzymana réwnos$é b = g(a) implikuje ¢ = hg(a) = 0.

Dowdd epimorficznosci rowniez polega na intensywnej ,,wedréwce” po diagramie
(5.7). Dla dowolnego ¢’ € C’, element d = 6§~ 1i'(¢/) € D spelnia warunek §(d) =
('), a zatem réwnosé €j(d) = j'6(d) = 0 dowodzi, ze d nalezy do jadra ker j = im .
Niech ¢ € C bedzie elementem takim, ze i(c) = d. Wéwczas z réwnosci i'(¢/) =
di(c) = i'vy(c) wynika, ze réznica ¢’ — v(c) nalezy do jadra keri’ = imh’. Biorac
b € B takie, ze ¢ — v(c) = h'3(b), otrzymujemy ¢’ = y(c + h(b)). O

Whniosek 5.1.4. Jezeli w diagramie (5.5) dowolne dwa sposréd homomorfizmdw
h,h' i B indukujg izomorfizm w homologiach, to trzeci réwniez indukuje izomor-

fizm. O

We wczesniejszych rozdziatach wielokrotnie wykazywana byla homotopijna réw-
nowaznych réznych komplekséw tancuchowych — dla podziatu barycentrycznego,
lokalizacji czy kompleksow symplicjalnych — jako podstawowa przyczyna izomor-
fizméw odpowiednich grup homologii. Majac w perspektywie w kolejnym rozdzia-
le dalsze, bardziej zaawansowane konstrukcje kohomologii i iloczynow, traktuje-
my réwnowazno$¢ homotopijng jako gwarancje zachowania peini informacji za-
wartej w kompleksie lancuchowym, mimo niekiedy radykalnej redukcji wymia-
ru, jak w przypadku réwnowaznych kompleksow symplicjalnych i singularnych,
C(K) ~ C(]K]). Twierdzenie zamykajace ten podrozdzial zasadniczo upraszcza
problem réwnowaznosci komplekséw tancuchowych.

Twierdzenie 5.1.5 (Abstrakcyjne twierdzenie o homotopijnej réwnowaznosci).
Jesli kompleksy taricuchowe C i C' sq wolne, to dowolny homomorfizm h: C — C’
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jest homotopijng réwnowaznosciq wtedy i tylko wtedy, gdy homomorfizm indukowa-
ny w homologiach h,: H(C) — H(C'") jest izomorfizmem.

Przygotowujac sie do dowodu, wykorzystamy pojecie stozka. Stozkiem homo-

morfizmu h: C — C’ nazwiemy kompleks tancuchowy C ztozony z grup C, =
Ch-1 @ C} i operatoréw brzegu

O (e, ) = (=0p—1¢,h(c) + 0,,c)

dla c € Cp_1,¢ € Cl,n € Z. Podstawa dla dowodu twierdzenia beda nastepujace
dwa lematy.

Lemat 5.1.6. h jest homotopijng réwnowaznoscig wtedy 1 tylko wtedy, gdy stozek
C jest éciggalny, tzn. gdy istnieje homotopia ids ~ 0.

Lemat 5.1.7. Dla dowolnego homomorfizmu h: C — C' istnieje cigg dokladny
s Hp 1 (C) — Ho(C) 225 H,(C') — Ho(C) — . .. (5.8)

Dowdd Lematu 5.1.6. Jedli D: idg =~ 0 jest homotopia — lahcuchowym $ciagnie-
ciem stozka, to zapisujac dziatanie D w postaci

Dy11(c,0) = (Dne, Ac) dlace C,

D,(0,¢") = (K (c),—-D,c) dlacd €,
otrzymujemy homomorfizm h': ¢’ — C' i homotopie tancuchowe D: h'h ~ id¢,
D': hh' ~ id¢- . Dokladniej, warunek homotopii dla D jest réwnowazny nastepu-
jacej czworce warunkow:

(i) Onsr1Dnc+ Dyp—10,¢ = h'h(c) — ¢,
(i) hDync— Dy h(c) + 05 9Ac — Adyc,
(iil) O,h' (") = h O,

(iv) 0,41 Dy, +D;,_10,c = hh'/(c) - ¢,

n

dlace Cp,d €Cl,n€Z.

Jesli teraz odwrocié kolejno$é rozumowania i wyjsé od homomorfizmu h': ¢’ —
C oraz dowolnych homotopii tancuchowych D: h'h ~ idg, D’: hh/ =~ idgr, to
do wskazania homotopii D brakuje jeszcze tajemniczego homomorfizmu A: C,, —
C) 4o spelniajacego warunek (ii). W tym miejscu dowodu Spanier [10] nakazuje
przyja¢ A ;== —D’(D’h—hD) i zmodyfikowaé homotopie D o sktadnik h'(D’h—hD).
Pozostaje sprawdzi¢, ze wzory

D, (c,0) = (Dy—1¢c+h' (D),_1h—hDy_1)e, =D, (D),_1h—hD,_1)c) dlace C,_4
D, (0,c) = (W' ("), =Dl ) dlad € C)

n?

definiuja tancuchowe $ciagniecie stozka. 0
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Cwiczenie 5.1.2. Sprawdzié, ze stozek C jest kompleksem lancuchowym. Uzupel-
ni¢ powyzszy dowdd o brakujace obliczenia.

Dowdd Lematu 5.1.7. Zgodnie z definicjg stozka istnieje wlozenie €' — C, ¢ —
(0,¢), a zatem takze krétki ciag doktadny komplekséw tancuchowych

0— C'—C — C/C" — 0.

Pozostaje sprawdzi¢, ze w odpowiadajacym mu ciagu doktadnym homologii moz-
na wymieni¢ ogniwa H,1(C/C’") — H,(C'),n € Z, wykorzystujac przemienne
diagramy

H,1(C/C") —2— H,(C")

l% H (5.9)

H,(C) —l=— H,(C"

Qi

gdzie izomorfizm na poziomie grup tancuchéw C,/C! = C,_i, dla n € Z, jest
z doktadnoscia do znaku przemienny z operatorami brzegu. O

Cwiczenie 5.1.3. Sprawdzi¢ przemiennoéé diagramu (5.9). Poda¢ jawna postaé
homomorfizméw tworzacych docelowy ciag dokladny.

Dowéd Twierdzenia 5.1.5. W ciagu dokladnym (5.8) homomorfizmy h., sa izomor-
fizmami wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie grupy homologii stozka znikaja. Pozo-
staje wykazaé, ze w tym przypadku stozek jest homotopijnie $ciggalny. Zakladamy
zatem, ze kompleks lancuchowy wolny C' = ({C,}, {0, }) ma zerowe grupy homolo-
gii, ezyli B,,(C) = Z,,(C), dla wszystkich n. Z zalozenia wiemy, ze sa to grupy wolne
— jako podgrupy grup wolnych — a wigc dla kazdego n € Z istnieje homomorfizm
Sp—1: Zn,1(C_') — C,, prawostronnic odwrotny do Op. Dla kazdego n, poprawnie
okredlone jest zlozenie

Dn = Sn(idn _Sn—lén): Cn — C7n-‘,—1

iciag D = {D,} jest szukana homotopia tancuchowa ids ~ 0. O

5.2 Ciagi Mayera—Vietorisa

W poprzednich rozdzialach pojawity sie dwa izomorfizmy wiazace homologie rela-
tywne i opatrzone nazwa Twierdzenie o wycinaniu. Dla dowolnych par przestrzeni
topologicznych mamy zatem wniosek 3.3.9

H(X,A) = HX\W,A\W), gdy W CintA4, (5.10)
natomiast dla par komplekséw symplicjalnych — stwierdzenie 4.1.3
H(|K|,|L|) = H(|K'|,|[K'|n|L]),  gdy K=LUK’ (5.11)

co oznacza wycinanie podzbioru W = |K|\ |K'| C |L|.
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Definicja 5.2.1. Wlozenie par przestrzeni topologicznych (X \U, A\U) — (X, A)
jest wycinaniem, jedli indukuje izomorfizm H(X \U,A\U) = H(X,A) grup ho-
mologii.

W dalszej czedci rozdzialu podamy alternatywne twierdzenie, ktore ujmuje wta-
snos$¢ wycinania w cigg doktadny i wiaze ja ze wzajemnym potozeniem podzbioréw
danej przestrzeni topologicznej X.

Definicja 5.2.2. Za triade bedziemy uwazaé uklad (X; X1, X2) zloZony z prze-
strzeni topologicznej X i dwu jej podzbiorow X1 i Xs. Triada jest doktadna, gdy
spetnia réwnowazne warunki sformutowane ponizej.

Stwierdzenie 5.2.1. Dla dowolnej triady (X; X1, X2), nastepujoce warunki sq
réownowazne:

(i) Wiozenie i1: (X1,X1 N X3) — (X1 U Xo, X5) jest wycinaniem.
(i) Wlozenie ig: (X9, X1 N Xa) — (X1 U Xa, X1) jest wycinaniem.
(iii) (i1.,i22): H(X1, X1 0 Xo) @ H(X2, X1 N X2) = H(X; U Xa, X1 N X).

(iv) Wlozenie podkompleksu C{X1, X5} = C(X1) + C(X2) laricuchéw wpisanych
w pokrycie zbioru X1 U Xy indukuje izomorfizm HC{X1, Xo} = H(X; U X5).

(v) To samo wlozenie indukuge izomorfizm H(C(X)/c(x, x,3) = H(X, X1UX>).

Opisana w twierdzeniu dokladnos¢ triady nie zalezy od otaczajacej przestrzeni
X. Czesé autoréw uwzglednia to w nazewnictwie, piszac o parze (X1, Xs) spelnia-
jacej aksjomaty wycinania (1)—(ii).

Dowdéd. Cwiczenie. Sprowadzi¢ kazda z wasnosci (i) (iii) i (v) do (iv). Wykorzystaé
izomorfizmy grup

C(X) = C(X)+C(Xa)
C(le-]le) ® C(Xll'_i)fz) - C(}1QX2)2

O

Przyktady triad doktadnych obejmujg m.in. sytuacje, gdy X1, Xo C X sg pod-
zbiorami otwartymi. Dokladne sa réwniez triady utworzone z przestrzeni dwu pod-
komplekséw symplicjalnych poltozonych w wigkszym g.k.s. W biezacym podroz-
dziale wykazemy takze dokladno$é¢ triad (X; Ay, As) zlozonych z CW —kompleksu
i dowolnych dwu CW —podkompleksow.

Niezaleznie od swej ewentualnej doktadnosci, kazda triada wyznacza dwa krét-
kie ciagi doktadne — bezwzgledny

(t1,02)

C(X1)®C(Xa) "8 C(X1)+C(X3) — 0, (5.12)

(j1#7—j2#)
—

O — C(leXQ)
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gdzie tp, ji, sa wlozeniami dla h = 1,2 — i relatywny
0 — C(X, XinX,) "2 (X, X))o O(X, Xp) ) (5.13)
C(X)/(C(X1)+C(Xz)) — 0.

Twierdzenie 5.2.2 (Ciagi Mayera—Vietorisa). Kazda triada dokladna (X; X1, X5)
wyznacza dwa dlugie ciggi dokladne grup homologii:

s Hp1 (X1UXe) 25 Ho (XN X2) Y28 5 (X)) @ Ho(Xs)

= (5.14)
(oiz) (X uXy) 2
5. (J1.,—J2.)
c— Hop1 (X, X1UX) — Hp (X, XhNXp) 7 — (5.15)
Hn(X7 Xl)@Hn(Xv XZ) (“ﬁ*) Hn(X7 XIUX2) i) o
O

Ciagi dokladne (5.14)—(5.15) nazywane sa, odpowiednio, ciggiem Mayera—Vieto-
risa i relatywnym ciggiem Mayera—Vietorisa triady dokladnej.

Cwiczenie 5.2.1. Sprawdzi¢ dokladnosé ciggéw (5.12-5.13).

Cwiczenie 5.2.2. Podaé¢ jawna posta¢ homomorfizméw laczacych &, w ciagach
Mayera—Vietorisa. Sprawdzi¢, ze homomorfizmy te sa identyczne ze zlozeniami,
odpowiednio

H,11(X1UXs) = Hp1(X5 U X, Xo) = n+1(X1, X1 N Xs)

5.16)
s Ho (X1 N Xo) (
oraz
Oy =
I{,’71+1()(7 Xl UXQ) —_— H’n,(Xl UXQ,Xl) — Hn(X27X1 ﬂXQ) (517)

— Hn(X, X1 N XQ)

Cwiczenie 5.2.3. Sformulowaé i udowodni¢ wlasnoéé naturalnosci ciagéw Mayera-
Vietorisa wzgledem odwzorowan triad doktadnych.

W przypadku, gdy przekrédj X1MNXs jest niepusty, mozemy wykorzystaé natural-
nosé ciagu Mayera-Vietorisa i poréwnaé go z ciagiem triady (dokladnej!) (P; P, P),
w ktérej P = {zp} C X1 N X3 jest zbiorem jednopunktowym. Rozklad (3.23) daje
wowezas

Whiosek 5.2.3. Dowolna triada dokladna (X; X1, X2), spelniajgca warunek X;N
X5 # 0, wyznacza zredukowany ciag dokladny Mayera-Vietorisa

(J1.5=J24) £

S 7 7
. —>H1(X1 UXQ) —>H0(X1 OXQ) — Ho(Xl)@Ho(Xg)

(ireriz) (5.18)
pulhi Ho(Xl UXQ) — 0.

O
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Wykorzystamy teraz skonstruowane wyzej ciagi doktadne dla relatywnie proste-
go dowodu waznych w topologii R™ twierdzen pochodzacych w tym sformutowaniu
od Brouwera. Ze wzgledu na trywialnos¢ grup homologii przestrzeni euklidesowe;j
— niezaleznie od wymiaru, calo$¢ rozwazan przenosimy do sfery S™ bedacej uzwar-
ceniem R™.

Lemat 5.2.4. Dla dowolnego podzbioru A C S™ homeomorficznego z kostkq I*,0 <
k < n, przestrzeri S™ \ A ma trywialne wszystkie grupy homologii.

Dowdd. Przypadek k = 0, jako oczywisty, pozwala rozpoczaé¢ dowdd indukeyjny.
Przypusémy zatem, ze teza lematu jest prawdziwa dla kostek wymiaru m < k, dla
pewnego k < n. Ustalmy homeomorfizm h: J x I — A, gdzie J = I*~1. Ktadac
A" =h(Jx[0,3]) i A” = h(J x [3,1]) mozemy rozwazy¢ triade dokladng (S™; 5™\
A’ S™\ A”) i zredukowany ciag Mayera-Vietorisa (5.18), w ktérym wszystkie cztony
H,(S™\ (A’ N A")) znikaja — z zalozenia indukcyjnego. Doktadno$é ciagu daje —
dla kazdego ¢ > 0 — izomorfizm

(jl*7j//*): IN{q(Sn \ A) = gq(sn \ A/) EB ﬁq(sn \ A”)7

gdzie j': SP\NA C S™\A'ij": S"\ A C S™\ A” sa wlozeniami. Jedli zatem istnieje
element niezerowy z € fIq(S” \ A), to rézny od zera jest takze (przynajmniej) jeden
z obrazoéw j’ z, j7 2. W zaleznos$ci od sytuacji powtarzamy powyzsza konstrukcje dla
A’ lub A” i otrzymujemy nieskoficzony ciag podzbioréw

ADAI DA D ...
taki, ze:
(i) obraz klasy z w kazdej z grup ffq(S” \ 4,),7 > 0, jest niezerowy,
(ii) przekr6j B =) ; Aj Jest homeomorficzny z kostka J.

Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze obraz klasy z znika w grupie H,(S™\ B) = 0,
a zatem, jesli z jest reprezentowane przez cykl ¢ € Z,(S™ \ A), to istnieje tanicuch
€ Cy11(S™\ B) taki, ze ¢ = Og41¢". Nosnik |¢/| tancucha ¢/, jako zwarty podzbidr
sumy (J; (5™ \ 4;), zawiera si¢ w pewnym skladniku S™\ A;,. Oznacza to, ze obraz

klasy z znika w H,(S™ \ Aj,), co daje sprzecznosé z whasnoscia (i). O

Whniosek 5.2.5. Jesli B C S™ jest dowolnym podzbiorem homeomorficznym ze
sferg S*,0 < k < n, to dopelnienie S™ \ B ma grupy homologii takie same, jak
sfera wymiaru n — k — 1.

Dowdd. Dla k = 0, B jest zbiorem dwupunktowym i przestrzen S™\ B, homeomor-
ficzna z R™ bez punktu, jest homotopijnie réwnowazna sferze S?~1. W przypadku
k > 0, rozkladamy zbiér B na dwie domkniete polsfery B = A; U As home-
omorficzne z kostka I* i majace przekréj homeomorficzny z S*~!. Prowadzi to do
zredukowanego ciagu Mayera-Vietorisa

s Hyy1 (S \ A1) @ Hyp 1 (S™\ Az) = Hypr (S™\ (A1 N Az)) —
— H (S"\ B) — Hy(S"\ A1) ® Hy (5" \ A2) — ...,
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w ktérym czlony zawierajace sumy proste znikaja. Otrzymane izomorfizmy
Hy1(S™\ (A1 NAy)) = H,(S"\B) dlag>0,
pozwalaja na indukcyjny dowdd tezy — wzgledem wymiaru k wycinanej sfery. [

Cwiczenie 5.2.4. Przy zalozeniach lematu 5.2.4 1 wniosku 5.2.5 dotyczacych wy-
cinanych zbioréw A i B, obliczyé grupy homologii H,(R™\ A) i Hy(R™\ B),q > 0.

Ponizsze twierdzenie stanowi wzmocnienie otrzymanego wyzej wyniku w przy-
padku ostatniego kroku indukcyjnego — dla k =n — 1.

Twierdzenie 5.2.6 (Jordana-Brouwera o wycinaniu). Homeomorficzny obraz (n—
1)-wymiarowej sfery rozcina S™ na dwie skladowe spdjnosci i jest ich wspdlnym
brzegiem.

Dowéd. Niech B C S™ bedzie podzbiorem homeomorficznym z S™~!. Z wnio-
sku 5.2.5 wynika, ze Ho(S™ \ B) 2 Z ® Z, a wigc zbiér S™ \ B ma dwie sktadowe
tukowej sp6jnosci — zbiory otwarte U i V. Brzegi U, OV zawarte sa w B, gdyz sa
roztaczne zaréwno z U, jak i z V. Dla dowodu inkluzji

Bcaounov=U0nV

wezmy dowolny punkt z € B irozetnijmy sfere B w dowolnie matym jego otoczeniu.
Dokladniej, niech N bedzie dowolnym otoczeniem punktu z w S™. Przekréj BN N
jest wéwczas otoczeniem x w B = S™~! i zawiera otoczenie A C BN N takie,
ze B\ A jest homeomorficzne z kostka I"~!. Wynikajaca z lematu 5.2.4 réwnosé
Ho(S™\ (B\ A)) = 0 oznacza tukowa spéjnosé zbioru

S"\(B\ A)=UUV UA.

Dowolne dwa punkty p € U oraz g € V moga by¢ zatem potaczone droga w: I —
U UV UA — z koniecznos$ci przecinajacg zbior A. Pierwszy z punktéw przekroju
w(I) N A nalezy do U, ostatni — do V. Zawierajace zbiér A otoczenie N > z ma
zatem punkty wspélne z U i z V, a wiec € U N V. Pozostaje zauwazy¢, ze dla
otwartych podzbioréw S™ tukowa spdjnosé jest rownowazna spdjnosci. O

Zaczerpnieta z [10] liste topologicznych konsekwencji dajacych sie wyprowadzié
z faktu istnienia ciggu dokladnego Mayera-Vietorisa konczy

Twierdzenie 5.2.7 (Brouwera o niezmienniczosci obszaru). Jesli U jest podzbio-
rem otwartym sfery S™, a V. C S™ zbiorem homeomorficznym z U, to V réwniez
jest podzbiorem otwartym.

Dowdd. Ustalmy homeomorfizm h: U — V. Teza twierdzenia jest lokalna w tym
sensie, ze dla dowolnego punktu = € U wystarczy wskazaé otoczenie, ktérego obraz
jest otwarty w S™. Jedli przyjaé za A domkniete otoczenie x w U homeomorficzne
z kostkg I™ o brzegu B = S™ !, to lemat 5.2.4 zapewnia spéjnoéé dopelnienia
S™\ A', A" = h(A), natomiast twierdzenie 5.2.6 daje rozklad zbioru S™\ B’, B’ =
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h(B), na dokladnie dwie sktadowe sp6jnosci. Poniewaz réznica A’ \ B’ = h(A\ B)
jest zbiorem spdjnym, rownosé

SP\ B = (8" \ A')U (A’ \ B')

jest doktadnie rozkladem na sktadowe. W szczegdlnosci, oba zbiory sa otwarte w S™
i h(A\ B) jest otoczeniem punktu h(x). O

5.3 Homologie CW—komplekséw

Przygotowujac si¢ do radykalnego uproszczenia komplekséw tancuchowych i proce-
dury obliczania grup homologii dla C'W —komplekséw, zaczniemy od uproszczenia
nazwy — pare (X, A) bedziemy nazywaé¢ CW —parg, jesli X jest CW —kompleksem,
a A C X podkompleksem. Zgodnie z twierdzeniem 2.4.9, kazda CW —para (X, A)
jest para kolnierzykowa. W pierwszej kolejnosci pozwoli nam to na rozszerzenie
wlasnosci wycinania (5.11) na dowolne CW —kompleksy. Zaczniemy od wykaza-
nia pomocniczej wlasnosci wykorzystywanej gtownie dla retraktow deformacyjnych
(p. definicja 1.1.3).

Lemat 5.3.1. Dla dowolnej pary domknictej (X, A) i otoczenia U D A w X takie-
go, ze wlozenie A — U jest homotopijng réwnowaznosciq, wlozenie par wyznacza
izomorfizm w homologiach H(X,A) 2 H(X,U) 2 H(X \ A,U\ A).

Dowdéd. Wystarczy poréwnaé ciagi dokladne par (X, A) i (X,U) i zastosowaé le-
mat 5.1.3. 0

Twierdzenie 5.3.2. Dia dowolnej pary kotnierzykowej (X, A), jesli przestrzer Z =
X Up Y powstaje z Y przez doklejenie X za pomocg odwzorowania f: A — Y, to
kanoniczne rozszerzenie f: (X, A) — (Z,Y) funkeji f indukuje izomorfizm grup
homologii f.: H(X, A) — H(Z,Y).

Dowdéd. Niech U bedzie kolnierzykiem zbioru A C X. Zgodnie z twierdzeniem 1.4.5,

f(U)UY jest kolnierzykiem zbioru Y w Z. Dla kazdego n > 0, w diagramie
przemiennym

Hy(X,A) ——  H.(X,U) ——— Hy(X\AU\A)
f*l fll (f\X\A)*lg (5.19)

wiersze — indukowane przez inkluzje — sg izomorfizmami, a wiec kolejno srodkowy
i lewy homomorfizm f, tez jest izomorfizmem. O

Jako wniosek dostajemy zapowiedziang silng wlasno$é wycinania dla CW —kom-
plekséw (i w szczegdlnosci tez — dowolnych komplekséw symplicjalnych).

Whiosek 5.3.3 (Twierdzenie o wycinaniu dla par kolnierzykowych). Dla dowolnej
pary kotnierzykowej (X, A) rzutowanie X — X /A wyznacza kanoniczny izomorfizm
w homologiach H(X,A) =2 H(X/A,{A}) = H(X/A). O
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W przypadku dowolnej CW —pary (X, A) mamy zatem silng redukcje prze-
strzeni topologicznej, niemozliwg, do sformutowania w kategorii komplekséw sym-
plicjalnych. Twierdzenie o izomorfizmie H (| K|, |L|) = H(C(K)/C(L)), dla relatyw-
nych homologii symplicjalnych, pozwalato jednak na anihilacje wszystkich komérek
(symplekséw) zawartych w podkompleksie, co mozna uwazaé za odpowiednio silna,
analogiczna redukcje kompleksow tancuchowych. Pokazemy teraz, ze podobna silna
redukcja mozliwa jest dla wszystkich CW —par.

Punktem wyjscia do kolejnej redukcji i wprowadzenia tancuchéw i homologii
komorkowych jest twierdzenie 5.3.2 zastosowane do sytuacji ujetej w ponizszym
lemacie.

Lemat 5.3.4. Jesli (X, A) jest dowolng CW —parq, a Gx i G4 C Gx — CW —r02-
ktadami X i A, to dla kazdego n > 0 odwzorowania charakterystyczne ®.,e € Gx,
wyznaczajqg homeomorfizm

I B"Ue.) (X" tUAd) = X" UA, (5.20)
eeQ;\A

gdzie suma rozlgczna rozcigga sie na n—komorki ze zbioru g;;\A =Gg%\gu.

Dowdd. Cwiczenie. O

Przyjmujac oznaczenia X% := X" U A, dlan > O,Xg1 := A, mozemy sformu-
lowaé nastepujacy

Whiosek 5.3.5. Dia dowolnej CW —pary (X, A) odwzorowania charakterystyczne
P, e € g;g\A, wyznaczajq izomorfizm

0, dla g #n

Ha(XAXTD = D MBS =0 g 2 dlag—n
ecg ’ -

e€Gia xa

dla n > 0. Skladniki proste grup H, (X%, X3™) sq (izomorficznymi) obrazami
homomorfizmow

G, Hy(B"/S™Y) — H (X3, X501 dlaec G-

Dowdd. Tzomorfizmy (5.20) przedstawiaja podkompleksy X,, U A jako efekt ciagu
operacji doklejania przestrzeni (rodziny kul) za pomoca funkeji charakterystycz-
nych ograniczonych do sfer. Poniewaz wszystkie doklejane pary

( H ‘Bn7 H Sn—l)
e€Gia e€Gi a4

sa parami kolnierzykowymi, twierdzenie 5.3.2 upraszcza obliczanie relatywnych
grup homologii i sprowadza je do wzoru (3.24). O
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Definicja 5.3.1. Dla dowolnej CW—pary (X, A), grupy wolne
CW,o(X,A) = H,(X%, X7 1), n >0,
oraz operatory brzegu
B0 (X5, X57Y) — Hy y(X57Y) — Hu (X371 X572), >0,

bedgce homomorfizmami lgczgcymi w ciggach dokladnych tréjek (X%, Xﬁfl, XXfQ),
tworzg komérkowy kompleks tanicuchowy CW (X, A) pary (X, A). Grupy homologii
komdrkowego kompleksu laricuchowego pary bedziemy oznaczaé HE(X,A) dlan>0.

W przypadku A = 0, kompleks laricuchowy CW (X) = CW (X, D) posiada au-
gmentacje CWo(X) = Ho(X%) 15 Z.

Uwaga 5.3.1. Wybér rodziny funkcji charakterystycznych w X, wraz z dokonanym
wezesniej wskazaniem klas podstawowych 9, € H,(B",S"!),n > 0, pozwala na
jednoznaczne wyrdznienie generatordw

€] = ®c, 0y € Ho(XG, X571, €€ G, (5.21)
w poszczegdlnych skladnikach prostych. W efekcie otrzymujemy czytelny opis

CWo(X,A) = P 2z (5.22)

eeG;“m

tancuchow komdrkowych jako skonczonych kombinacji zorientowanych komorek
o wspotcezynnikach catkowitych.

Klasami homologii kompleksu tanicuchowego CW (X, A) sa warstwy
[e](x,a) = el (g xn-1) H1m T, (5.23)

dla ¢ € C,,(X7%),n > 0, takich, ze O,c € Cp,_1(X3 1) i [Onc] (-t xn-2) = 0.
Dla efektywnego poréwnania komplekséw CW (X, A), C(X, A) i dowodu ich
réwnowaznosci wprowadzimy jeszcze pomocniczy kompleks tancuchowy V X 4,

VoXa = Zo(X5, X0 = Co(X) N0, Crmr (X5, dlan >0, (5.24)

—por. (3.13), zawarty jako podkompleks w C(X) i zawierajacy C(A). Niech V (X, A)
bedzie ilorazowym kompleksem tancuchowym,

Va(X,A) =V, X4/Cr(A), (5.25)
dla n>0. Kompleks VX = V(X, §) ma kanoniczna augmentacje Vo Xy = Co(X) > Z.

Definicja 5.3.2. Dla dowolnych CW—par (X, A) i (Y, B), odwzorowanie f: (X, A)
— (Y, B) bedziemy nazywaé komérkowym lub odwzorowaniem CW —par, gdy f
zachowuje zdefiniowang wyzej filtracje, tzn., gdy f(X7%) CYE dlan > 0.
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Odwzorowanie CW—par f: (X, A) — (Y, B) indukuje funktorialne homomor-
fizmy komplekséw tancuchowych

f§ = fe: CW(X, A) — CW(Y, B), [C](Xg,ngl) = [f#c](yg,ygfl)’
dlan >0, oraz fu: VX4 — VY, V(X,A) — V(Y, B) — dla pomocniczych kom-
plekséw.

Twierdzenie 5.3.6 (O izomorfizmie dla komplekséw komérkowych). Niech (X, A)
bedzie dowolng CW —parg.

(i) Wiozenie VX 4 — C(X) indukuje monomorfizmi: V(X,A) — C(X, A) i izo-
morfizm grup homologii

iv: HV(X,A) = H(X, A).

(i) Odwzorowanie
p: Vo (X, A) D e+ Cp(A) — [C](XZvXTl) e CW,(X,A), dlan >0,
jest tanicuchowe i indukuje izomorfizm grup homologii

pe: HV(X, A) — H™(X, A).

(iii) Odwzorowania laricuchowe i oraz p sq naturalnymi réwnowazno$ciami laricu-
chowymi. Jesli p jest odwzorowaniem taricuchowym homotopijnie odwrotnym
do p, to zlozenie iop: CW (X, A) — C(X, A) jest réwnowaznoscig i wyznacza
naturalny izomorfizm grup homologii

iwpsts HO(X, A) — H(X, A). (5.26)

W przypadku A = 0, réwnowaznosci i, p zachowujg augmentacje. Wszystkie wymie-
nione wyzej izomorfizmy sq naturalne wzgledem odwzorowan komorkowych CW —par.

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastepujacy lemat, stanowiacy uzupet-

nienie wniosku 5.3.5.

Lemat 5.3.7. Dia dowolnej CW —pary (X, A), nastepujgce grupy homologii sq
trywialne dla wszystkich n > 0:

(i) Hy(X,X%)=0 oraz
(i) H,(X5 1 A) = 0.

Dowdd. Dladowodu (i) zauwazmy najpierw, ze kazdy relatywny cykl ¢ € Z, (X, X7%)
ma nosnik zwarty, zawarty w skoficzonej sumie komoérek, a zatem ¢ € Z, (X}, X%),
dla pewnego m > n, reprezentuje klase homologii w H,, (X}, X%). Wystarczy wy-
kazaé, ze dla kazdego k > 0 zachodzi réwnosé H, (X" X7%) = 0. Fakt ten jest
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oczywisty dla k = 0, natomiast podany nizej fragment ciagu dokladnego trojki
(X"-HH_I XTL-‘,—k Xn)
A ’ A ) Al

Ho (X3, X5) — Hn (X5 X0 — Hn (X3P XEH) =0

pozwala poprzez indukcje uzyskac teze dla wszystkich k > 0.

Dowéd réwnosci (ii) wynika z podobnego indukcyjnego rozumowania, w ktérym
tozsamo$é H,, (X%, A) = 0 postulowana dla —1 < k < n jest oczywista, gdy k = —1,
natomiast krok indukcyjny umozliwia ciag doktadny

H, (X% 1 A) — H, (X%, A) — H, (X%, Xk =o0.
O

Przystepujac do dowodu twierdzenia, ustalmy jeszcze oznaczenia — klase ho-
mologii w H,,V (X, A) reprezentowang przez taicuch ¢ € C,(X7%) taki, ze J,c¢ €
Cn-1(4), bedziemy oznaczaé [c[(y 4-

Cwiczenie 5.3.1. Sprawdzié, ze grupy homologii kompleksu ilorazowego V(X,A)
sa kanonicznie izomorficzne z grupami HY (X, A) := Z2(X, A)/B2(X, A), gdzie

ZU(X,A) = Cp( XN O, 1CL_1(A)

By (X, A) = Bu(X43T) + Cu(A), (5.27)

dla n > 0.

Dowdd Twierdzenia 5.3.6. Dla dowodu (i)—(ii) skorzystamy z lematu 5.3.7 i wyka-
zemy kolejno wskazane wlasnosci homomorfizmoéow i, i p,.. Zauwazmy, ze popraw-
no$¢ definicji homomorfizmu p wynika z konstrukeji kompleksu V X 4, natomiast
tancuchowo$é jest oczywistym wnioskiem z jawnej postaci homomorfizmu taczace-
20 O.

Monomorficznosé i, : Dla dowolnego ¢ € Z¥(X, A) przypu$émy, ze w H, (X, A)
zachodzi réwnosé [c](x,4) = 0, tzn. istnieja tancuchy b € Cp11(X) i ¢ € Cn(A)
takie, ze ¢ = 0,410 + ¢/. Wowczas b wyznacza klase relatywna 3 = [b](x x

H,1(X,X?%), a podany nizej fragment ciagu doktadnego tréjki (X, X3, X7%),

Hn-&-l(XX—H:XZ) I n-‘rl(X’ Xﬁ) — 7L+1(X7 X:AH_l) =0

pozwala przedstawié § jako obraz klasy [/] (xm+1 xm) dla pewnego relatywnego
A A

cyklu b'. Oznacza to, ze réznica b — b’ € B, 1(X, X7%) jest relatywnym brzegiem,

czylib—b —b" € B, 41(X) dla pewnego b’ € Cp,41(X7%). Ostatecznie otrzymujemy

c=0nt1b+ =01 (V' +0")+ € B(X, A).
Epimorficznosé i, : Fragment ciagu dokladnego tréjki (X, X%, A),
H,(X%,A) — H,(X,A) — H, (X, X})=0

potwierdza, ze dowolna klasa homologii relatywnych v € H, (X, A) jest reprezen-
towana przez laficuch ¢ € Z,(X7}3, A) = Z,(X, A), a wiec v = i [c](x 4.



130 ROZDZIAL 5. CIAGI DOKLADNE

Monomorficznosé p, : Zaldzmy, ze dla pewnego relatywnego cykluc € Z¥(X, A),
klasa homologii ¢ w H, (X%, X"~ ") mieci sie w obrazie 05% | = 0,: H, 1 (X5, X %)
— H, (X7}, XA_l). Z ciggu dokladnego tréjki (XZH,XX,XZ_l) wynika, ze znika
klasa reprezentowana przez ¢ w Hn(XZH, Xzfl), czyli ¢ = Op41b+ ¢’ dla pewnych
lancuchéw b € C’nH(XXH), c e Cn(Xffl). Poniewaz 0,¢ = Onc € Ch_1(A),
oznacza to, ze tancuch ¢ reprezentuje klase

[ (xn-1.4) € H, (X537 A) = 0.

Istniejg zatem lancuchy b’ € CnH(XZ*l)?c” € C,(A) takie, ze ¢/ = 0410 + .
Ostatecznie otrzymujemy

c=0pp1b+ =0,11(b+V)+ " € BU(X, A).

Epimorficznosé p, : Klasa v € H, (X%, X571 jest cyklem w CW,, (X, A), jesli
nalezy do jadra 95, czyli do obrazu homomorfizmu H,(X7%, X %) — H, (X%, X5 1).
Fragment ciagu doktadnego tréjki (X7, XZ_Q, A),

H,(X}, A) — Hn(XXaX272) - nfl(X272vA) =0

dowodzi, ze pierwsze z odwzorowan jest epimorfizmem. Mozemy zatem przyjac, ze
~y jest reprezentowane przez taicuch ¢ € C,(X7%) taki, ze 9,c € C,_1(A4). Zatem
ce ZM(X,A)ip(c)=nr.

Cze$é (iii) twierdzenia jest prostym wnioskiem z juz udowodnionych izomor-
fizméw (i)—(ii) i twierdzenia 5.1.5. Naturalnosé¢ wzgledem odwzorowan CW —par
pozostawiamy do sprawdzenia czytelnikowi — jako ¢wiczenie. O

Czytelnik zapewne zauwazyl, ze dowdd czesci (i) twierdzenia mozna bylo prze-
prowadzi¢ dla wlozenia i: VX4 — C(X) i nastepnie skorzystaé z lematu 5.1.3.
Rezygnacja z komplekséw ilorazowych (relatywnych) w dowodzie nie jest jednak
w pelni mozliwa i nie prowadzi do istotnych uproszczen.

Przyklad 5.3.1. Brak komoérek nieparzystego wymiaru sprawia, ze kompleksy tan-
cuchowe komérkowe CW (CP"™) i CW (HP™) przestrzeni rzutowych nad C i H maja
zerowy homomorfizm brzegu. Daje to izomorfizmy

Z, dlaq=2k<2n
H,(CP™) = (5.28)
0, dla g # 2k lub ¢ > 2n.
oraz
7, dlag=4k<4
H,(HP") ad " (5.29)
0, dla g # 4k lub ¢ > 4n.

Pomimo faktycznego braku operatoréw brzegu, kompleksy CW (CP™) i CW (HP™)
nie sg catkiem trywialne — kazdy z nich posiada jeszcze homomorfizm diagonalny

CW(FP") — CW(FP")® CW(FP"), F=C,H,

ktérego nietrywialno$é docenimy w kolejnym rozdziale.
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Formalna definicja kompleksu lancuchowego CW (X, A) nie zawiera efektyw-
nych, bezposrednich metod obliczania. Dotyczy to zaréwno operatora brzegu 9%,
jak i homomorfizméw fg: CW (X, A) — CW(Y, B) indukowanych przez odwzoro-
wania CW —par. Precyzyjne sformulowanie stosownych algorytméw wymaga usta-
lenia rodzin funkcji charakterystycznych dla komérek sktadajacych sie na rozwaza-
ne C'W —kompleksy, zgodnie z opisem podanym w uwadze 5.3.1.

Definicja 5.3.3. Dla dowolnej pary komdrek a,b € Gx w CW —kompleksie X wy-
miaréw, odpowiednio, n i n—1 wspdlczynnikiem incydencji a wzgledem b nazywamy
liczbe

[0+ 8] = deg, (7 0 6)

bedacg lokalnym stopniem odwzorowania
<I)b_1 0pa: pytb—b—int B! s g7t

w dowolnym punkcie z kuli otwartej. Znak wspélczynnika [a : b] zalezy od wyboru
funkeji doklejajgcej o, = ®go|gn-1: St — X" komérki a i funkcji charaktery-
stycanej @ (B"71, S"72) — (X", X"2) komdrki b.

Wretrze int B"~! traktujemy jako podzbiér sfery S™~! wlozony za pomoca
odwzorowania (3.49). Wsp6lczynnik incydencji [a : b] jest rowny 0, gdy b ¢ da.

Twierdzenie 5.3.8. Dla dowolnej CW —pary (X, A), operator brzegu 0°“ w kom-
pleksie tancuchowym CW (X, A) wyraza sie wzorem

oY cala)= Y (D la:blea) (0] (5.30)

a€Ga beg;(\_Al aeg;}\A

Dla dowolnego odwzorowania CW —par f: (X, A) — (Y, B) i dowolnego n > 0,
homomorfizm indukowany fS*: CW, (X, A) — CW, (Y, B) wyraza si¢ wzorem

003 eala)= >0 (>0 fea)ltl, (5.31)

aeg;}\A begny\B aeg;\A

gdzie macierz [ff]a » Sktada si¢ z lokalnych stopni odwzorowan

. n -1 -1 2q -1 f Dy, n
int B" O (P, (an f77(b)) X an f~(b) — b = int B", (5.32)
w dowolnym punkcie kult otwartej, dla a € g;}\A, be g;\B.

W szczegdlnosei, wspolezynnik f znika, gdy b ¢ f(a). Wlozenie wnetrza ku-
li int B™ w sfere S™ za pomoca rzutu stereograficznego (3.49) gwarantuje jedno-
znaczno$¢ podanych w twierdzeniu wspélczynnikéw — po ustaleniu odwzorowan
charakterystycznych.

Przygotowujac sie do przeprowadzenia dowodu twierdzenia, zajmiemy sie naj-
pierw doktadniej rozktadem relatywnych grup homologii Hn(XX,X;Tl) na sume
prosta podana we wniosku 5.3.5. Ponizszy lemat podaje rozklad zalezny od struk-
tury CW —kompleksu, a nie od funkcji charakterystycznych.
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Lemat 5.3.9. Dla dowolnej CW —pary (X, A), w dowolnym wymiarze n > 0, uklad
funkegji {(i¢,p°); e € Q?(\A}, skladajgcy sie z par: wlozenie

i X5/ (X5 \e) = XG/X57
oraz indukowane przez inkluzje Xzfl C X7%\e rzutowanie

pe XA/XGT — XR/(XE\e)
spetnia warunki

Seegy, iopt =id  na H,(X7%/ X7,
o id na H,(X%\e), gdye=¢ (5.33)
pLoif =
0 gdy e # €,

dla e, e’ € g}\A, a zatem ustala izomorfizm (por. stwierdzenie 1.5.1)

(X3/X ) = @ micx @ mXE/(Xe). (6539

e€G% A e€Gia

Dla kazdej komorkie € g;’(\A, funkcja charakterystyczna @, indukuje homeomorfizm
$.: B"/S"L S XE /(XD \e).
Dowdd. Cwiczenie. O

Dowdd twierdzenia 5.3.8. Gléwna cze$é dowodu réwnosci (5.30) korzysta z naste-
pujacego przemiennego diagramu

cw

A (X5/X0Y) 2 H (X3, X7 =2 Hyy (X5 X7)

ZZT @a*T @a*T

o

Ho(X}/(X3\@) —— Hu(B",S""") ——  Haa(S")

dlaa € g;;\ - Bedacy homomorfizmem taczacym operator brzegu 05", ograniczony

do skladnika prostego im ®,, = H,_1(S™ '), sprowadza sie do homomorfizmu ¢,
indukowanego przez odwzorowanie doklejajace komorke a. Wynika stad, ze dla
be g;;\:; wspolezynnik przy ¢, b we wzorze (5.30) jest stopniem odwzorowania

Sn— 1 ‘Pa Xz, 1/Xn 2 P Xn 1/(XZ 1\b)4>Bn I/Sn ZNSTL 1 (535)

Jesli skorzystaé z (3.55) 1 obliczaé¢ stopien lokalnie — w dowolnym punkcie wnetrza
int B"~1 — S"~1 to zlozenie (5.35) redukuje si¢ do

—1

®;
o t(b) £ b—»b—nntB” L

co oznacza obliczanie wspélezynnika incydencji [a : b].
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Niech teraz f: (X, A) — (Y, B) bedzie dowolnym odwzorowaniem CW —par.
Dla znalezienia wspétczynnikéw ff we wzorze (5.31) ustalmy dowolne n—komérki
a € Gx\a 1b € Gy\p i rozwazmy przemienny diagram

(B /5™ — B (X7, X7Y) L HL(vp YRl — HBu(BY/SY)

b | = = . |

Ho (X /(X3 @)~ B, (XX L |, (e ve Y2 B (Y /(YE\D)),

w ktérym gérny wiersz jest mnozeniem przez fi'. Szukany wspdlczynnik jest zatem
stopniem odwzorowania

P i n— f n n— b
Br/sm % Xn/(Xx\a) & xg/x Tt Dovpvpt S
~YR/(Ya\b) T Br sl

(5.36)

Obliczany — jak poprzednio — wzgledem dowolnego punktu wnetrza int B™, jest to
stopien lokalny zlozenia (5.32). O

Przyktad 5.3.2. Kompleks lancuchowy rzeczywistej przestrzeni rzutowej CW(RP™).
Wychodzac od podanych w (2.30) funkeji charakterystycznych

o B* 5 (x0,...,25_1) — [T0,...,T6_1,/1 — ||2]2,0,...,0] € RP"

i funkcji ,,doklejajacych” % = ®*|g1, dla k < n, obliczamy wspétczynnik incy-
dencji [e* : €¥71] jako lokalny stopiefi odwzorowania

(@)t ok: {(xo, ... xp1) €SP @1 # 0} — int BF!

. 5.37
(zoy -+, Tk—1) > sign(xzg_1)(xg,...,Th—2). ( )

Na poszczegblnych poétsferach otwartych {z € S¥~1; z;,_; < 0} oba homeomorfi-
zmy skladajace sie na (5.37) réznia sie o zlozenie z odwzorowaniem antypodycznym.
a wiec [e¥ : eF71] = £(1 + (—1)*). Doktadne obliczenia wymagaja natozenia rzutu
stereograficznego (3.49) na odwzorowanie (5.37), co daje funkcje

S*1 s (2f wp1) o (Qep_ra’, 1 — 222_,) € S, (5.38)

przeprowadzajaca biegun potudniowy P = (0,...,0,—1) na siebie. W lokalnych
wspotrzednych ¢: BF1 3 y s (y, —/1 — [[y]?) € S*~! wokét P funkcja f opi-
suje sie poprzez zlozenie ¢ = = Lfi: y — —21/1 — [Jy|?y, o stopniu degy(¢) =
(—1)*—1. Reguly obliczania lokalnego stopnia odwzorowania f implikuja réwnoéci

degp(f) = (L4 (=1)*) degp (fly(pe) = (-1 ~ 1,

a zatem operator brzegu w kompleksie CW(RP") = ,.,, Z[e*] dziata zgodnie
z regula

Ope[e"] = —(1 = (=1)")e* 1], (5.39)

dla k =1,...,n. Wyznaczenie stad grup homologii H(RP™) pozostawiamy czytel-
nikowi jako ¢wiczenie.
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Przyklad 5.3.3. Kontynuujac poprzedni przyklad, wyznaczymy teraz automorfi-
zmy f(ct;g 4 kompleksu lancuchowego CW (RP™) indukowane przez homeomorfizmy

@ [Tos gy Tn] = (w0, —Tg, o, Ty,

dla ¢ > 0. Zgodnie z twierdzeniem 5.3.8, dla kazdego k < n nalezy wyznaczy¢
lokalny stopienn odwzorowania (5.32) kuli B* w siebie,

(zoy -y Th—1), dla k < ¢,
("Eo,...7$k,1) - (—.’L‘(),...,—l‘kfl), dlak‘:q, (540)
(xos..vs—Tgy.- ., Tp—1), dlag<k<n,

na przyktad w punkcie 0 € B*. Otrzymane wspoélczynniki (+1) opisuja dziatanie
f(ct;i)’# = {fﬁ;jk; k < n} na generatorach

[, ...,[e"] — [€°],...,[e?7 Y], (=1)[e?], —[e?T],..., —[e™]. (5.41)

Zauwazmy, ze obrét w zakresie kazdej z par wspélrzednych (xy_1,2¢) 1 (2q, Tg41)
wyznacza homotopi¢ homeomorfizmu f(,) z odwzorowaniami zamieniajacymi miej-
scami odpowiednig pare wspélrzednych jednorodnych w RP™. Oznacza to, ze od-
wzorowania f(,),q < n, sa wzajemnie homotopijne, a odwzorowania laficuchowe
opisane przez (5.41) — laincuchowo homotopijne.

Cwiczenie 5.3.2. Sprawdzié, ze dla n parzystego istnieje homotopia f(,) ~ idrpn,
podczas gdy dla n nieparzystych symetrie f,,q < n, indukuja nietrywialny auto-
morfizm grupy H,(RP™) = Z.

Cwiczenie 5.3.3. Zdefiniowa¢ CW —rozklad sfery S™ skladajacy sie z pary komé-
rek e’j_,e’i (polsfer otwartych) w kazdym wymiarze k < n. Wyznaczy¢ kompleks
taficuchowy CW(S™) i homomorfizm hg’: CW(S") — CW(RP") indukowany
przez odwzorowanie Hopfa utozsamiajace punkty naprzeciwlegle.

5.4 Produkty w kategorii CW—-komplekséw

Opis homologii singularnych CW —komplekséw — poprzez lancuchy komorkowe
(5.22) i ich grupy homologii — w szczegdlnie prosty sposéb przenosi sie na pro-
dukty CW —przestrzeni i CW —par, korzystajac przy tym istotnie z naturalnosci
(i nietrywialnosci) zdefiniowanego w podrozdziale 3.5 iloczynu krzyzowego. Prze-
chodzac do szczegdlowego opisu produktu kartezjanskiego, zauwazmy najpierw, ze
dla dowolnych CW —par (X, A) i (Y, B) i liczb p,q > 0, w produkcie X x Y maja
miejsce nastepujace inkluzje podkomplekséw

XOXYECXPxYIU(X xBUAXY)C (X xY)RE (5.42)

gdzie ostatni symbol oznacza (X x Y)5 %5 4.y 1 jest skrétem przyjetym na po-
trzeby biezacego podrozdziatu.

Podstawowe zwiazki CW —komplekséw i produktu krzyzowego zbiera nastepu-
jace twierdzenie, ktore mozna uznawaé za komorkows wersje twierdzenia Eilenberga—
Zilbera.
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Twierdzenie 5.4.1 (Eilenberga—Zilbera dla tancuchéw komérkowych). Dia do-
wolnych dwu CW—par (X, A) i (Y, B), iloczyn krzyZowy wyznacza naturalny izo-
morfizm kompleksow laricuchowych

Ve CW (X, A) ® CW(Y,B) — CW((X,A) x (Y, B)), (5.43)
CW,(X,A)® CW,(Y,B) 3> c®c — p2%c x ') € CWpiq((X, A) x (Y, B)), (5.44)

gdzie na iloczyn krzyzowy klas ¢ € Hy(XB, X5 i ¢ € Hy (YL, YE™") dziala ho-
momorfizm indukowany przez wloZenie

pq

-1 —1 K -1
(XE X YA XEx VA UXET I X YE) & (X x V)RR (X x Y)RTET

opisane w (5.42). Izomorfizm V¥ jest homotopijnie réwnowazny naturalnemu ho-
momorfizmowi FEilenberga—Zilbera V: C(X,A) @ C(Y,B) — C((X,A4) x (Y, B))
w tym sensie, Ze wybér dowolnych homotopijnych rownowaznosci ¢ = ip pomiedzy
kompleksami lancuchéw komdrkowych i singularnych (twierdzenie 5.3.6) prowadzi
do homotopijnych odwzorowan

oV >~Vo(¢®g). (5.45)

Na wyréznionych generatorach (5.21-5.22), po ustaleniu odwzorowan charaktery-
stycznych, izomorfizm VU dziala zgodnie ze wzorem

Ve ([a] ® [b]) = [a x b], dla a € Gx\a,b € G- (5.46)

Dowdéd. Dla dowolnej pary komérek a € QQ\A,b € gg\B, o lgcznym wymiarze
n > 0, oraz ich odwzorowan charakterystycznych, naturalnoéé iloczynu krzyzowego
implikuje przemiennosé¢ diagramu

X

H,(BP,SP~Y)®@H,(BY,591) =% H,(BPxBI,d(BPxB)) — H,(BPxB%,0(BPxB7))

‘?a*®¢'b*l (éaxfpb)*l (‘paxb)*l

Hy (X5, XA @Hy (YA, YE) S Ha (X5, X5 X (YR, YE)) S Ha(XXY) 5, (XXY)ER)

skad natychmiast otrzymujemy (5.46). Jako bijekcja na zbiorze generatoréw, ho-
momorfizm Ve jest zatem izomorfizmem liniowym. Dla dowodu tancuchowosci,
rozwazmy dowolne dwa lancuchy komoérkowe [c] € CW, (X, A),[c] € CW (Y, B),
reprezentowane — jako klasy homologii — przez relatywne cykle ¢ € Z,(X7, Xzfl)
icdeZ,(YE, YB?_l). Faktyczna prostota definicji

V([ex,a @ []v,p) = [V(e® C/)]((XXY)Z,B,(XxY)"*I

aB)

wraz z jawnym opisem operatora brzegu 05 = 0, pozwalaja na bezposrednie
sprawdzenie réwnosci

0,1V ([d @ [¢]) = [V(Ope @ )] + (=1)P[V(c ® 94¢)]

p+q

oznaczajacej przemienno$¢ V¥ z operatorami brzegu.
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Pozostaje sprawdzenie wlasnosci (5.45). W tym celu zdefiniujmy odpowiednik
homomorfizmu Eilenberga—Zilbera,

V" VXa/cay@VYs/om — V(X XY)xxBuAxY /C(Xx BUAXY)

indukowany przez V na produkcie pomocniczych kompleksow tancuchowym wpro-
wadzonych w (5.24-5.25). Wiemy juz, ze V przeprowadza iloczyn tensorowy cykli
relatywnych V, X4 = Z,(X%3, X771 i V,Yp = Z,(YS, Y2 "),p,q¢ > 0, w grupy
cykli relatywnych produktu kartezjanskiego. Aby przenie$¢ V — zgodnie z definicja
(5.25) — na stosowne grupy ilorazowe, wystarczy jeszcze zauwazy¢é inkluzje

V (V, X4 ® Cy(B) + Co(A) @ V,V5) C Cprg(X x BUAXY),

dla p,q > 0, wynikajace z naturalnosci homomorfizmu Eilenberga—Zilbera. Przy
oznaczeniach zaczerpnigtych z twierdzenia 5.3.6 mamy zatem przemienny diagram

CW(X,A)® CW(Y,B) —~— CW(X xY,X x BUAXY)
p®pTLp®p PTlp
V(X,A)@V(Y,B) —— V(XxY,XxBUAXY) (5.47)
i#®i#l i#l

C(X,A)®C(Y,B) —— C(XxY,XxBUAXY),

w ktérym homomorfizmy p oznaczaja homotopijnie odwrotne do p. Réwnosci p o
V' =V™o(p®p) oraz iy oV’ = Vo (iy®iy) prowadza do homotopii tancuchowe;

igpo VY =2 Vo (igp®igp),
co daje (5.45) 1 konczy dowdd. O

W przypadku CW —przestrzeni i CW —par kompleksy tancuchowe komoérkowe
stanowia istotna redukcje badanych przez nas obiektéw algebraicznych — punktem
wyjscia sa tu kompleksy singularne — zwigzanych w naturalny sposéb z klasami
homotopii przestrzeni topologicznych. Zgodnie z wnioskiem 3.5.11, istnieje takze
zredukowana wersja naturalnego homomorfizmu diagonalnego.

Definicja 5.4.1. Dla dowolnego CW —kompleksu X, niech h: X — X x X bedzie
dowolnym odwzorowaniem komdrkowym homotopijnym z A: x — (x,x). Zlozenie

(vewy—t
—

v s CW(X) M oW (X x X) CW (X) ® CW(X) (5.48)

nazywaé bedziemy komérkowym homomorfizmem diagonalnym CW —kompleksu X.

Cwiczenie 5.4.1. Sprawdzi¢ zgodno$¢ homomorfizméw diagonalnych d® i d<*.

Definicje 5.4.1 trudno uznaé za obliczalna. Sugerujemy czytelnikowi skonstru-
owanie aproksymacji komorkowej przeksztalcenia diagonalnego A rzeczywistej prze-
strzeni rzutowej RP? i wyznaczenia na tej podstawie homomorfizmu diagonalnego
dev.

Homomorfizmy diagonalne stanowia podstawe do wprowadzenia wewnetrznego
iloczynu w grupach kohomologii — p. rozdzial 6.



Rozdziat 6

W strone zaawansowane;j teorii

Powszechnie znanym problemem zwigzanym z poznawaniem topologii algebraicz-
nej jest zauwazalna dysproporcja pomiedzy iloScia topologicznych i algebraicznych
konstrukeji wspierajacych podstawy teorii a pojawiajacymi sie sporadycznie zasto-
sowaniami, wynikami, ktorych ranga co pewien czas wynagradza nas za wlozony
wysitek. Tytul niniejszego, ostatniego rozdzialu mozna traktowaé jako zapowiedz
konica tej ,wspinaczki” — przyswojenie podstaw, a wiec otwarcie szerokiej drogi do
rozkoszowania sie piekna, cho¢ uwazana za trudna, teoria.

Rozdzialy 3-5 objely podstawy (i nieco praktyki) teorii homologii przestrze-
ni topologicznych, z uwzglednieniem waznych w sensie zaréwno historycznym, jak
i praktycznym homologii symplicjalnych i komérkowych. Rownoleglym celem za-
lozonym przez autora bylo takze wykazanie réwnowaznoéci kazdego z wariantéow,
w sensie homotopii, juz na poziomie kompleksow lancuchowych. Realizacja tego ce-
lu umozliwia nam szybkie przejscie do efektywnych obliczen, czego efektem jest np.
przedstawiony w podrozdziale 6.2 dowdd klasycznego twierdzenia o antypodach.

6.1 Zmiana wspéfczynnikéw i kohomologie

Definicja 6.1.1. Bedziemy nazywaé modelem singularnym pary (X, A) dowolny
kompleks laricuchowy CM(X, A) = {CM(X,A); n > 0} zlofony z grup wolnych
i zaopatrzony w réwnowainosé homotopijng ¢M = g(]‘;[QA): CM(X, A) =, C(X,A).
Od modelu singularnego przestrzeni X wymagamy dodatkowo by kompleks CM(X)
posiadal augmentacje zachowywang przez réwnowaznosé ¢M.

Model singularny przestrzeni X posiada — okreslony z doktadnoécia do homoto-
pii taficuchowej — homomorfizm diagonalny d™ = d¥ : CM(X) — CM(X)®@ CM(X)
réwnowazny z d™ w sensie homotopii

d‘m’o(gM®gM):§ModM.

137
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Kazde odwzorowanie f: (X, A) — (Y, B) wyznacza jednoznacznie klase homo-
topii odwzorowan lancuchowych fi': CM(X,A) — CM(Y, B) dowolnych modeli
singularnych rozwazanych par przestrzeni topologicznych. Jednoznacznoéé zapew-
nia wymaganie przemiennoéci diagramu

2

CM(X,A) —— CMY,B)
%"A)l %B’l (6.1)

O(X,4) —*

z dokladno$cig do homotopii tancuchowe;j.

c(y, B)

Z opisana wyzej sytuacjg mieliémy do czynienia w poprzednich rozdziatach. Za-

rowno kompleksy symplicjalne, jak i CW —kompleksy oraz odpowiadajace im ko-
morkowe kompleksy tancuchowe stanowia zrédto modeli singularnych — dodatkowo
powiazanych poprzez jawnie opisane homomorfizmy pochodzace od odwzorowan
przestrzeni topologicznych szczegdlnej postaci. Dotyczy to takze wlozen A C X, ale
zgodno$é modeli przestrzeni X, A i pary (X, A) opisana w krétkim ciagu doktadnym
CM(A) — CM(X) — CM(X, A) ma miejsce tylko w wyréznionych przypadkach —
dla podkomplekséw w ramach odpowiedniej kategorii.
Cwiczenie 6.1.1. Zwarte wieloéciany i C'W —kompleksy maja skonczenie gene-
rowane zredukowane kompleksy tancuchowe — zalezne od struktury komoérkowej
przestrzeni. Zdefiniowa¢ minimalne kompleksy fancuchowe, jako réwnowazne kom-
pleksy o minimalnej liczbie generatoréw. Uwzgledni¢ zachowywanie homomorfizmu
diagonalnego. Zbadaé¢ naturalno$é¢ okreslonego w ten sposéb minimalnego modelu
traktowanego w calosci jako niezmiennik przestrzeni topologicznej.

Przyktad 6.1.1. Dlan > 0, modelem singularnym pary (R™, R™ {0}) jest kompleks
(Z,n), ztozony z jedynej niezerowej grupy Z w wymiarze n i réwnowaznosci tan-
cuchowych przeprowadzajacych modelowy lancuch 1 € Z na klase 9; (na dowolny
cykl relatywny reprezentujacy ;7). Upraszczajac notacje, mozemy przyjac, ze mo-
delem singularnym jest w tym przypadku kompleks grup homologii H(R"™,R™\ {0})
7 zerowym operatorem brzegu.

Przyktad 6.1.2. Modelem singularnym sfery S™, n > 1, jest izomorficzny z (Z,0) ®
(Z,n) kompleks grup homologii H(S™) z zerowym operatorem brzegu. Homomor-
fizm diagonalny d: H(S™) — H(S™)® H(S™) jest niezerowy, ale trywialny — w tym
sensie, ze opisany jednoznacznie przez wlasnoéé (i) stwierdzenia 3.5.10, tzn.

dl)=1®1, d(0,)=60,01+1®0,,

gdzie przez 1 € Hy(S™) oznaczylidémy generator utozsamiany z jedynka przez au-
gmentacje n: Hy(S™) = Z.
Odpowiedziag na nasuwajace sie pytanie — kiedy kompleks grup homologii jest

modelem singularnym? — jest: zawsze, gdy tylko jest to mozliwe.

Stwierdzenie 6.1.1. Dia dowolnej pary (X, A), kompleks grup homologii H(X, A)
z zerowym operatorem brzegu jest modelem singularnym pary wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie grupy H, (X, A),n > 0, s¢ wolne.
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Dowdd. Cwiczenie. Skorzystaé z twierdzenia 5.1.5. O

Uwaga 6.1.1. W przypadku ogdlnym, gdy para przestrzeni topologicznych nie
posiada modelu singularnego o zerowym operatorze brzegu, niejednoznacznos¢ ho-
momorfizméw — w tym homomorfizmu diagonalnego — sprawia, ze pozadana efek-
tywnosé obliczen wymaga zmiany podejscia. Jedna z przyjetych w topologii alge-
braicznej drég zaklada zmiane grupy wspélczynnikéw, np. uzycie grupy Z, zamiast
Z pozwala wyzerowac te operatory, ktérych dzialanie bylo mnozeniem przez krot-
no$¢ p € Z. Inna droga jest przejscie do grup dualnych (grup homomorfizméw).
Znaczenie tej operacji bedzie widoczne w kolejnym podrozdziale.

Majac do dyspozycji rodzine algebraicznych modeli utworzonych dla opisu prze-
strzeni topologicznych — w postaci komplekséw singularnych C(X, A) i, ewentual-
nie, réwnowaznych im komoérkowych komplekséw tancuchowych CW (X, A) — zaj-
miemy sie teraz dodatkowymi konstrukcjami natury algebraicznej, pozwalacymi
na wydobycie z modeli kolejnych obliczalnych niezmiennikéow, charakteryzujacych
przestrzenie topologiczne i relacje pomiedzy nimi.

Wychodzac od dowolnego kompleksu tancuchowego ({Cy, }, {0n}) 1 dowolnej gru-
py abelowej G, poddajemy czytelnikowi pod rozwage dwa kolejne obiekty algebra-
iczne.

Definicja 6.1.2. Mowimy, Ze kompleks lancuchowy C ® G zlozZony z produktow
tensorowych C, @G i operatoréw brzegu 05 = 0, ®idg, n € Z, powstaje z C poprzez
rozszerzenie grupy wspélczynnikéw do G. Jesli n: C — (Z,0) jest augmentacjq
w C, to homomorfizm indukowany C @ G — (G,0),Co ® G — G, uwazamy za
augmentacje kompleksu o wspélczynnikach w G.

Kompleksem laricuchowym (singularnym, symplicjalnym, komérkowym) o wspol-
czynnikach w grupie G nazywamy kompleks utworzony poprzez rozszerzenie wspot-
czynnikow z odpowiedniego, zgodnego z kontekstem kompleksu lancuchowego. Grupy
homologii otrzymanych w ten sposob kompleksow tancuchowych nazywamy grupami
homologii o wspétczynnikach w G.

Tradycyjnym sposobem zaznaczenia grupy wspélczynnikdéw jest wykorzystanie
oznaczen C(X;G),C(X, A;G) itd. dla komplekséw lancuchowych i, odpowiednio,
H(X;G),H(X,A;G) itd. dla grup homologii. Traktowanie grupy jako wspdlczyn-
nikéw w nowo powstatych grupach lancuchéw uzasadnia naturalny izomorfizm

Prec=Phac

acA acA

obejmujacy wszystkie rozwazane kompleksy tancuchowe — i zwigzany z tym opis
tancuchéw jako skoficzonych formalnych sum ¢ = )~ ¢, -a, gdzie ¢, € G, dlaa € A.

Druga, wazna, konstrukcja algebraiczna zastepuje lancuchy kolancuchamsi i roz-
waza grupy homomorfizméw Hom(C,,, G), wraz z dualnymi do 9,41 operatorami
(ko-)brzegu 6™: Hom(C),G) — Hom(Cy11,G), dla n € Z. Formalna zmiana zna-
ku indekséw z n na —n pozwala traktowaé otrzymane w ten sposéb kompleksy
jako tancuchowe — w wymiarach niedodatnich — i korzysta¢ w ten sposob z calej
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maszynerii grup homologii, homomorfizméw indukowanych i ciagéw doktadnych.
Zachecamy czytelnika do wykonania stosownej formalizacji w ramach ¢wiczenia.

Definicja 6.1.3. Pare C* = ({C"},{6™}) zlozong z grup abelowych i ciggu homo-
morfizmdw (operatoréw) kobrzegu

o O — on L, gdzie 6"tlod" =0 dlan€Z,

uwazamy za kompleks kotaticuchowy. Grupy H"(C*) = ker§"/im "1, n € Z,
noszqg nazwe grup kohomologii kompleksu C*.

Homomorfizmem lub odwzorowaniem kolancuchowym f: C* — C* jest dowol-
ny cigg homomorfizméw f*: O™ — C™,n € Z, przemienny z wlasciwymi homo-
morfizmami kobrzegu. Homotopia kotancuchowa D: f ~ g, dla f,g: C* — C*, jest
rodzing homomorfizméw D™: C™ — C"~ 1, spelniajgcq warunki

o to DM 4 Do g = 1 — g7, dlan € Z.

Definicja 6.1.4. Dia dowolnego kompleksu taricuchowego C, kompleksem kotan-
cuchowym o wspélezynnikach w grupie G nazywamy kompleks dualny Hom(C, G)
= ({Hom(Cy,, G)},{0™}). Jesli kompleks C' posiada augmentacje n: C — (Z,0), to
homomorfizm dualny Hom(n, G): G — Hom(Cy, G), ktdrego obraz zawiera sie w jg-
drze ker §°, uwazamy za augmentacje kompleksu kotanicuchowego. Przyjmujemy, ze
operatory kobrzegu spetniajq warunek

6" = (=1)"Hom(dp+1,G),  dlan >0, (6.2)

gdzie dodatkowy znak +1 wprowadzony w [3] znajdzie zastosowanie w odniesieniu
do produktow.

Kompleksem kolaficuchowym (singularnym, symplicjalnym lub komérkowym)
o wspolczynnikach w grupie G nazywamy kompleks dualny do odpowiedniego, zgod-
nego z kontekstem kompleksu lancuchowego.

Stwierdzenie 6.1.2. Dla dowolnej grupy wspélczynnikow G, kazdy homomorfizm
taricuchowy komplekséw taricuchowych h: C — C" wyznacza funktorialne homo-
morfizmy, lancuchowy

h@G:C®G—C' ®G, c®@grh(c)®g
i kolancuchowy
Hom(h,G@): Hom(C’,G) — Hom(C, G), @ @oh,

dla kompleksow dualnych. Homotopia tancuchowa odwzorowan tancuchowych indu-
kuje wlasciwe homotopie odpowiednich homomorfizméw dla komplekséw o wspol-
czynnikach w G.

Dowdd. Cwiczenie. O
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Kompleksy kotancuchowe o wspotczynnikach w GG, dualne do komplekséw tancu-
chowych oznacza sie jako C*(X; G), C*(X, A; G) itd. W analogiczny sposéb, jako
H*(X;G), H*(X, A; G) itd. oznaczane sa grupy kohomologii o wspdlczynnikach
w G.

Gwiazdka jako indeks gérny sugeruje zmieniong role indekséw i oznacza, ze
mamy do czynienia z funktorami kontrawariantnymi — odwracajacymi kierunek
dzialania homomorfizméw. Stad np. dowolne odwzorowanie f: (X, A) — (Y, B)
indukuje homomorfizmy

[ C*(Y,B;G) — C*(X, A;G), [+ H (Y, B;G) — H* (X, 4;G).

Grupy kohomologii o wspdlczynnikach w Z oznaczamy zazwyczaj jako H*(X),
H*(X, A) itd. — pomijajac symbol grupy wspoélczynnikow.
Mozliwo$¢ traktowania grupy G jako wspolczynnikéw w grupach kotancuchow
uzasadnia izomorfizm

Hom(P z),6) = [[ ¢ =G4

acA acA

obejmujacy wszystkie rozwazane kompleksy kotancuchowe — i zwiazany z tym opis
kotancuchéw jako funkcji (ciagéw uogélnionych) ¢ = (0q)aca € GA. Istotna réz-
nicg w stosunku do tancuchéw jest brak zwartosci nosnika

supp(¢) = J{lol; o # 0}

zwiazany z tym, ze w przypadku nieskonczonego zbioru generatoréw A kotancuch
 moze zawiera¢ nieskonczenie wiele wspoétczynnikow réznych od zera.

Jak widaé, proces przenoszenia podstawowych definicji obowiazujacych dla kon-
tekstu fanicuchowego na odpowiednie obiekty i konstrukcje kolancuchowe generuje
wiele tekstu. Zakladamy, ze ewentualna dalsza role translatora wezmie na siebie
czytelnik. Juz teraz mozemy sformulowaé oczywiste

Stwierdzenie 6.1.3. Dla dowolnej grupy G wszystkie wykazane w rozdziatach 3-
5 rownowaznosci lancuchowe wyznaczajg réwnowainosci tancuchowe odpowiednich
kompleksow laricuchowych o wspétczynnikach w G oraz réwnowaznosci kolaricucho-
we odpowiednich kompleksow dualnych. ]

Whiosek 6.1.4 (Twierdzenie o izomorfizmie dla modeli singularnych). Dla do-
wolnej grupy G, kazdy model singularny <™ : CM(X, A) = C(X, A) pary (X, A)
idukuje izomorfizmy

Mo HCM 9 G)= H(X,A;G)
M. H*(X, A; G) = H*(Hom(C™, @)).
W szczegdlnosci, istniejg naturalne izomorfizmy grup homologii

H(K,L:G) = H(|K|,|L|;G), dla par symplicjalnych
HY (X, A;G) =, H(X,A;G), dla CW—par,
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oraz naturalne izomorfizmy grup kohomologii

H*(K,L;G) = H*(|K|,|L|; G), dla par symplicjalnych
H: (X, A;G) = H*(X,A;G), dla CW—par,

gdzie symbol H}, oznacza kohomologie komdrkowe H*CW (X, A; G). O

(6.4)

Przyklad 6.1.3. Korzystajac z najbardziej zredukowanego z wykorzystywanych
komplekséw tancuchowych — kompleksu komérkowego — obliczamy

0, dlak#0,n

Hy(S™;G) = H*(S™;G) =
G, dlake{0,n},n>0,

dla dowolnej grupy wspotczynnikéw G. W wymiarze n powyzszy zwiazek jest zgod-
ny z dzialaniem homomorfizmoéw indukowanych: dla dowolnego odwzorowania f sfe-
ry S™ w siebie, homomorfizm f*: H"(S™;G) — H"™(S™; G) jest mnozeniem przez
stopien deg(f) — opisujacy réwniez dzialanie f, w homologiach.

Przyklad 6.1.4. Mniej banalny jest przypadek rzeczywistych przestrzeni rzuto-
wych, dla ktérych operator brzegu dany wzorem (5.39) redukuje si¢ do zera — po
zmianie wspolczynnikéw na Zgy. Zatem

Hi(RP™; Zy) =2 H*(RP™; Zs) = Zs, dla k < n.

Podobnie proste wzory opisuja grupy homologii i kohomologii o dowolnych wspdl-
czynnikach dla pozostalych przestrzeni rzutowych.

Obliczyé grupy kohomologii H*(RP™),n > 1.

Nieco wiecej pracy wymaga przeniesienie na homologie ze wspotczynnikami i ko-
homologie konstrukeji dotyczacych dlugich ciagéw doktadnych, przy czym prze-
szkoda moégltby byé ewentualny brak odpowiednich krdtkich ciagéw doktadnych.
W przypadku kompleksu ztozonego z grup wolnych, a z takimi wlasnie mamy do
czynienia, watpliwoéci wyjaénia

Lemat 6.1.5. Dla dowolnej grupy abelowej G, krétki cigg doktadny
0—C oL —o, (6.5)
w ktérym C" jest grupg wolng, wyznacza krétkie ciggi dokladne

0002 cec™Sceq —0

(6.6)

0 — Hom(C”,G) "% Hom(c, @) "% Hom(C", @) — o.

Jesli grupa C' jest wolna, to dokladnosé krotkiego ciggu grup wspdlczynnikow
0—-G —-G—-G"—=0
implikuje dokladnosé ciggow

0—CRGF—CRG—CxG"—20
(6.7)
0 —s Hom(C’, G’)—> Hom(C7 G)—> Hom(C, G”) — 0.
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Dowdd. Dowdd pierwszej czesci lematu korzysta z rozszezepialnosei ciagu (6.5) — na
swobodnych generatorach grupy C” mozna zdefiniowa¢ homomorfizm j: C" — C
prawostronnie odwrotny do p, co wraz z homomorfizmem ¢ = i~ (id¢ —jp): C —
C’ oznacza rozktad centralnej grupy ciagu na sume prostg C' = im i®im j. Zalezno$é
iq + jp = id¢ przenosi sig na krétkie ciagi (6.6) i implikuje ich dokladnosé.
Dokladno$é ciagéw (6.7) sprawdzamy ,,po wspélrzednych”. O

Cwiczenie 6.1.2. Jakie sa odpowiednie dlugie ciggi dokladne? Opisaé¢ homomor-
fizmy laczace — dla ciaggdéw (6.6) oznaczane jako 9., 6*, natomiast dla (6.7) — nazy-
wane odpowiednio homologicznym i kohomologicznym homomorfizmem Bocksteina
i oznaczane jako (3, 5*.

Cwiczenie 6.1.3. Wyznaczy¢ homomorfizmy Bocksteina i odpowiednie dhugie cia-
gi dokladne dla rzeczywistych przestrzeni rzutowych i ciagéw dokladnych grup
0—=2Z—7Z— "7y —0oraz 0 — Zog — Ly — Zo — 0.

Cwiczenie 6.1.4. Grupa Z, jest cialem, a wiec grupy homologii i kohomologii
o wspétczynnikach w Zy sg przestrzeniami wektorowymi. Sprawdzié¢ réwnosci

X(X) = Z(_l)k dimZ2 Hk(X’ ZQ)’
k

dla charakterystyki Eulera, oraz

A =D (D) trg, {fe: He(X,Za) — He(X,Z2)}  mod 2,
k
dla liczby Lefschetza automorfizmu f zwartego wieloscianu X. Sformulowaé i wy-
kaza¢ analogiczne twierdzenia dla kohomologii.

Uwaga 6.1.2. W topologii algebraicznej od dawna znane sg tzw. twierdzenia o uni-
wersalnych wspolczynnikach mdwiace, ze wszystkie opisane wyzej grupy homologii
H,(X,A;G) i kohomologii H"(X, A; G) daja sie jednoznacznie, efektywnie wyli-
czyé, wyrazié poprzez grupy H,(X,A) i H,_1(X, A) — o wspélezynnikach catko-
witych (p. [10]). Jaki jest zatem powdd uzasadniajacy badanie zdefiniowanych wy-
zej dodatkowych grup homologii i kohomologii? Otéz twierdzenia o-uniwersalnych
wspoélczynnikach nie obejmujg homomorfizmow — znane sa przyklady odwzorowan
nierozréznialnych w homologiach calkowitych, a indukujacych rézne homomorfizmy
w kohomologiach czy homologiach o wspoétczynnikach np. Zs.

6.2 Bogaty asortyment produktéw

W rozdziale 3 poznaliSmy naturalny iloczyn krzyzowy dziatajacy w homologiach.
Laczac twierdzenie Eilenberga—Zilbera z dualnoscig pomiedzy tancuchami i kotan-
cuchami, mozna zdefiniowaé¢ wiele odwzorowan biaddytywnych nazywanych tra-
dycyjnie iloczynami lub produktami i zaopatrzonych w odpowiedni przymiotnik.
W-podreczniku [3] czytelnik znajdzie definicje i wlasnosci o$miu. Wzbogacanie
struktury algebraicznej zwiazane] w naturalny, funktorialny sposéb z przestrze-
niami topologicznymi pociaga za soba nalozenie dodatkowych warunkéw na homo-
morfizmy indukowane przez odwzorowania ciagte.
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Cwiczenie 6.2.1. Rozszerzy¢ definicje 3.5.4 — zdefiniowaé iloczyn krzyzowy dla
homologii o wspétezynnikach w dowolnych grupach G i G'.

Poniewaz niniejszy skrypt jest zaledwie wprowadzeniem do tematyki objetej
nazwa topologia algebraiczna i to gtéwnie w zakresie tzw. teorii singularnej, po-
traktujemy ten temat potowicznie i zdefiniujemy jeszcze trzy: produkt skalarny,
iloczyn krzyzowy w kohomologiach oraz U—iloczyn, czyli tzw. iloczyn wewnetrzny.

Definicja 6.2.1. Dila dowolnej pary (X, A) i grupy abelowej G, iloczynem ska-
larnym o warto$ciach w G wyznaczonym przez (X, A) bedziemy nazywaé rodzine
homomorfizmdéw

(): H"(X,A,G)®@ Hy (X, A) — G, dlan >0

@ [d — (], [d) = (o). (6.8)

Tloczyn skalarny jest naturalny, tzn. dowolne odwzorowanie f: (X, A) — (Y, B)
prowadzi do tozsamosci

(u, ) = ([T, &), (6.9)

dlauwe HY(Y,B;G), ¢ € H, (X, A),n > 0.

Cwiczenie 6.2.2. Rozwazy¢ ogdlniejszy homomorfizm ewaluacyi

H*(Hom(C, Q) ® HC 3 [g] ® [d -~ o(c) € G. (6.10)
Sprawdzié¢ poprawnos$é definicji i niezalezno$¢ od reprezentantow ¢ i c. Wykorzystac
homomorfizm (1.18) i rozszerzy¢ iloczyn skalarny na dowolne grupy wspo6tczynni-
kéw G i G'. Sprawdzié¢ naturalnosé.

Mozliwo$¢ wyznaczania iloczynu skalarnego w oparciu o dowolny model singu-
larny i homomorfizm ewaluacji (6.10) wynika z nastepujacej wlasnosci

Stwierdzenie 6.2.1. Dia dowolnej pary wzajemnie odwrotnych réwnowaznosci ho-
motopijnych ¢: CM — C, ¢: C — CM | nastepujgcy kwadrat jest przemienny

H*(Hom(CM, &) @ H(CM) —— &

o H 1)

O

H*(Hom(C,G))® HC —— G

Dowdd. Dla sprawdzenia przemienno$ci w homologiach obliczmy ewaluacje dolnego
wiersza na parze (¢, c) € Hom(CM, G) x CM. Korzystajac z homotopii taiicuchowej
DO + 0D = (s — idgm, otrzymujemy

(p¢,<(e)) = @l¢s(e)) = @le) + 9D(de) + (=1)11(5¢p)(De),

gdzie ostatnie dwa skladniki znikaja, jesli ¢ jest kocyklem, a ¢ cyklem. Oznacza to
przemiennosé¢ diagramu (6.11) na poziomie odwzorowan biaddytywnych. O
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Przyktad 6.2.1. Tloczyn skalarny

o

H™(R™, R"\{0}) ® Hp(R", R"\{0}) — Z

pozwala wyrdzni¢é w grupach H™(R™,R™\{0}) & Z generatory 9", dualne do zde-
finiowanych w homologiach 9}

Przyklad 6.2.2. W przestrzeni rzeczywistej rzutowej RP™ iloczyny skalarne
(): H* Y (RP", Zy) @ Hopy1(RP") — Zy, 2k+1<n,

sa izomorfizmem Zo ®Zo = Zo (lub Zo ®Z = Zs), co tatwo sprawdzamy korzystajac
z modelu CW (RP™).

Dla zachowania réwnowagi pomiedzy homologiami i kohomologiami zdefiniu-
jemy teraz iloczyn krzyzowy w kohomologiach. Pomoze nam w tym nastepujacy
lemat uogélniajacy homomorfizm (1.19).

Lemat 6.2.2. Dla dowolnych komplekséw taricuchowych C,C’ i dowolnych grup
wspélezynnikéw G, G, homomorfizmy grup

Hom(C), G) ® Hom(C?, G) ™% Hom(C,® C., G @ G')

6.12
tipg(p @ P)(c @ ) = (=1)Pp(c) @ Y('), dlace Cyc € Cy, pq> 0,( |
wyznaczajq kanoniczne odwzorowanie kotancuchowe (homomorfizm)
p: Hom(C,G) ® Hom(C',G') — Hom(C @ C',G @ G').
Dowéd. Cwiczenie. Por. ¢wiczenie 1.5.3. O

Wychodzac od dowolnych dwu przestrzeni topologicznych X i Y, stosujac le-
mat 6.2.2 i korzystajac z homomorfizmu Alexandera—Whitneya, otrzymujemy na-
turalne odwzorowanie taicuchowe C*(X;G) ® C*(Y,G') — C*(X x Y;G @ G).
Przejscie do homologii ulatwia nam kanoniczny homomorfizm (3.63) — zlozenie

H*(X;G)@ H*(Y,G') 5> H* (X xY;G® &)

[¢] @ [¢] — [u(p @ ¥) 0 AW] (6.13)

jest szukanym produktem. W przypadku ogéluym (dla par) mozemy skorzystaé
z-relatywnej wersji AW 1 réwnowaznosci (3.73).

Definicja 6.2.2. Dia dowolnych grup G i G' oraz par (X, A), (Y, B) takich, Ze
triada (X xY'; AXY, X X B) jest dokladna, iloczynem krzyzowym nazywamy rodzine
homomorfizmdw

x: HP(X,A;G)® HI(Y,B;G') — H*(X x Y, Ax Y UX x B;G"), (6.14)
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gdzien =p+q 1 G" =G ® G, reprezentowanych przez zlozenia
Hom(CP(X7 A)7 G) & Hom(CQ(Y7 B)7 G/) ﬂ) @ HOm(Cl (X7 A) ® Cj (Y7 B)7 GH) i

i+j=n

= AW
— Hom( @ Ci(X) ® Ci(Y)/cyec;v)+eioec; ), G") — (6.15)
i+j=n
AW Hom (Co (X XY) /e, ()40, (xx3), G') — Hom(Co (X XY, AXY U X x B),G"),

gdzie ostatnia z rownowaznosci wynika z dokladnosci triady.

Stwierdzenie 6.2.3 (Dualno$¢ iloczynéw krzyzowych). Dla dowolnych klas ho-
mologii §& € Hy(X,A),n € Hy(Y,B) i klas kohomologii v € HP(X,A;G),v €
HY(Y,B;G"), zachodzi réwnosé

(uxv,&xm) = (=1)P(u, &) @ (v,7). (6.16)

Dowdd. Przyjmujac, ze klasy kohomologii wystepujace we wzorze (6.16) sa repre-
zentowane przez kocykle o 1 1), a klasy homologii — przez cykle c i ¢/, mozemy podaé
jawny opis odpowiednich iloczynéw krzyzowych,

[e] x [¢]=[eoV(e@d)], [p] x [Y] = [tpg( @ 1) 0 AW 0 g,
gdzie wlozenie ¢ jest réwnowaznoscia
C(XxY,AxY UXxB) = C(X XY)/c(axy)+C(XxB):

a p — rownowazno$cig odwrotna. Iloczyn skalarny opisanych wyzej klas jest ewalu-
acja

(Lol x [].[e] x [€]) = ppg(p @ ¥) 0 AW 0 po 1oV (c® ')
= fipg(p @ Y) 0 AW o V(c® )
= tipg(p ® Y) 0 (c®@ ) = (=1)"p(c) @ Y(c').,

gdzie — podobnie jak w dowodzie stwierdzenia 6.2.1 — ztozenia homotopijne z iden-
tycznoscia (tu: p ot oraz AW o V) nie wplywaja na wynik. O

Przyklad 6.2.3. W przestrzeni HPT4(RPT2 RPH9\ {0}) zachodzi réwnosé¢ (por.
przyklad 6.2.1)
9P x 99 = (—1)PagPHa,

Zatem iloczyn krzyzowy
HP(RP, RP\{0}) ® HI(R?,R7\{0}) RSN Hp+q(Rp+q’Rp+q\{0})

jest izomorfizmem.

Jedli chcemy, by wyrdznione generatory byly zgodne z iloczynem krzyzowym,
bez zmiany znaku, mozemy to uzyska¢ kladac np. ¥} = (—1)(2)19”, co oznacza
wprowadzenie znaku permutacji odwracajacej kolejnos¢ wspotrzednych w R™.
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Zgodnie z zapowiedzia, zmierzamy teraz do wprowadzenia w grupach kohomo-
logii wewnetrznego iloczynu — a wilasciwie calej rodziny powigzanych wzajemnie
iloczynéw generowanych przez ten sam homomorfizm diagonalny d™.

Zaczniemy od rozszerzenia homomorfizmu diagonalnego na triady. Korzystamy
przy tym z obserwacji, majacej swe zrodlo w naturalnosci.

Stwierdzenie 6.2.4. Dla dowolnej triady (X; Ay, As) homomorfizm diagonalny
Alexandera—Whitneya d™: C(X) — C(X) ® C(X) wyznacza homomorfizm kom-
plekséw ilorazowych d%° .« C(X)/c(ay)+0(4s) — C(X, A1) @ C(X, Ag). Jesli tria-
da (X; Ay, As) jest dokladna, odwzorowanie d}" 4, wyznacza jednoznacznie klase
homotopijnie rownowaznych homomorfizmdow

%A2Z C(X,AlUAQ)—>C(X,A1)®C(X,A2) (617)

kompleksow relatywnych.
Dowolne pary (X, A) i (Y, B) takie, ze triada (XXY'; AXY, X xB) jest dokladna,
prowadzq do diagramu, przemiennego z dokladnosciqg do homotopii tancuchowey,

C(XxY,AxY UX xB) —— C((X,A)x(Y,B))

| awi|v (6.18)
®7r
C(XxY,AxY)® C(XxY,XxB) % SR C(X,A)®C(Y,B),
w ktorym 7!, w2 X xY — X,Y oznaczajg projekcie. O

Definicja 6.2.3. Homomorfizm d%’ ,, nazywamy homomorfizmem diagonalnym
triady (X; Ay, A2).

Diagram (6.18) sugeruje, ze homomorfizm diagonalny dziala ,w niewlasciwym
kierunku”. Jest to takze widoczne w coraz bardziej rozbudowanych oznaczeniach
homomorfizmu (6.17), w ktérych kolejne indeksy nie tyle sa zwiazane z dziedzina,
co wskazuja jedna z mozliwych grup docelowych. Odwrdcenie kierunku staje sig
efektem przejécia do komplekséw i homomorfizméw dualnych, co umozliwia nam
lemat 6.2.2.

Definicja 6.2.4. Niech G bedzie pierscieniem (przemiennym) z jednosciq, za$
X dowolng przestrzenig topologiczng. lloczynem wewnetrznym lub U—iloczynem
w grupach kohomologii H*(X; G) nazywamy rodzine homomorfizmdéw

U: H?(X;G) ® HY(X;G) — HPT(X;G) (6.19)

takich, ze dla dowolnych kocykli ¢ € CP(X;G),v € CUX; Q) iloczyn [p] U [¢] =
U([p] ® [¥]) jest reprezentowany przez zlozenie

am )U'PQ(<10®’¢))

Cpg(X) 5 (C(X) © C(X))prg G®G—G, (6.20)

dla p,q > 0, gdzie ostatni homomorfizm jest mnozZeniem w pierscieniu.
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Tloczynem wewnetrznym lub U—iloczynem w grupach kohomologii relatywnych
przestrzeni X nazywamy rodzine homomorfizmow

U: HP(X,A1;G) @ HI(X, Ag; G) — HPTI(X, A} U Ag; G), (6.21)

okreslonych dla triad dokladnych (X; A1, As), takich, Ze dla dowolnych kocykli ¢ €
CP(X,A1;G), ¢ € CU(X, Ag; G) iloczyn [p] U [Y)] jest reprezentowany przez zlozenie

di‘ui‘b Hpq (P@)
Cprq(X, A1UA2) = (C(X, A)®C(X, A2))ptq  — GG — G, (6.22)

dla p,q > 0.

Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X, obraz jednosci grupy G w homomorfi-
zmie indukowanym 7*: G — H°(X; G) jest wyrézniona klasa homologii oznaczana
jako 1.

Twierdzenie 6.2.5. Grupa H*(X;G) = @,,5, H"(X;G) rozwazana wraz z ilo-
czynem wewnetrznym U jest pierscieniem z jednosciq 1 € H°(X; Q). Jako pierscieri
z naturalng gradacjq dang przez wymiar |[u| = n dlaw € H"(X;G),n > 0, pierscien
H*(X;G) jest przemienny, tzn. zachodzq réwnosci

uUv = (=)l U, (6.23)

dla u,v € H*(X; G). Dla dowolnego odwzorowania f: X — Y homomorfizm indu-
kowany f*: H*(Y;G) — H*(X;G) jest homomorfizmem pierscieni.

Pierscier H*(X; G) dziala na kazdej z grup H*(X, A;G) = @,,50 H"(X, A; G),
dla A C X (np. lewostronnie). Dzialanie to jest naturalne wzgledem odwzorowar
par.

Dowdd. Cwiczenie. Skorzystaé ze stwierdzenia 3.5.10. O

Cwiczenie 6.2.3. Sformulowaé i wykazaé wlasnosci: tacznosé, przemiennosé i na-
turalnoéé¢ dla U—iloczynu (6.21).

Definicja 6.2.5. Naturalny piersciers H*(X; G) jest pierécieniem kohomologii prze-
strzeni X o wspoélczynnikach w G.

Z przemiennosci diagramu (6.18) wynika natychmiast

Stwierdzenie 6.2.6. Jedli triada (X xXY'; AXY, XxB) jest dokladna, a 0: GRG —
G oznacza mnozenie w pierscieniu, to dla dowolnych klas v € H*(X, A; G),v €

H*(Y, B; G) zachodzi réwnosé
0x(u X v) = (rfu) U (m3v), (6.24)

gdziem : (X XY, AXY) — (X, A),m2: (X XY, X xB) — (Y, B) sq projekcjami. [
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Przyklad 6.2.4. Nastepujacy kwadrat

* *
T Qg

HP(RP,RP\{0})® H?(RI, R?\ {0}) HP(R",R"\R%9) @ HI(R", R™\RP-*)
Xl lu (6.25)
H™(R",R™"\{0}) — H™(R",R™\ (R NRP?)),

w ktérym R%? = {0} x R? i R»"? = R? x {0} jest przemienny. Wszystkie homomor-
fizmy tworzace diagram sg izomorfizmami.

Przypominamy, ze kompleksy komérkowe CW (FP™; R) przestrzeni rzutowych
wymiaru n > 1 o wspotczynnikach odpowiednio R = Zo, gdy F = R, oraz R = Z,
dla F' = C, H, maja zerowe operatory brzegu. Pozwala to opisa¢ zaréwno grupy ho-
mologii, jak i kohomologii jako izomorficzne z R — w wymiarach dk, k = 0,1,...,n,
gdzie zgodnie z definicja (p. przyklad 2.4.2) d € {1,2,4} oznacza wymiar ciala F
nad R. Nastepujace twierdzenie wchodzi w sktad kazdego kursu topologii algebra-
icznej.

Twierdzenie 6.2.7 (O strukturze pierScienia w przestrzeniach rzutowych). Dla
dowolnej przestrzeni rzutowej FP™ n > 1, nad cialem F = R, C,H, niech = €
HY(FP™; R) = R oznacza dowolny generator w minimalnym niezerowym wymiarze
d. Wowczas potegi ¥ = xU---Ux sq, dla k < n, generatorami grup H*(FP™; R),
natomiast pierscieri kohomologit H*(FP™; R) jest izomorficzny z obcietym pier-
Scieniem wielomianéw R[x]/(z"*) nad R, w ktérym potegi powyziej n znikajq.

Dowdéd. Czytelnik znajdzie elementarny, dostepny w oparciu o material skryptu
dowé6d w [3, Twierdzenie VI1.9.4]. Geometryczna konstrukeja opisana przez Dolda
pozwala wykorzystaé (6.25) i wykazaé, ze kazdy z iloczynéw

U: H¥(FP™;R) ® HY(FP"; R) — H ) (FP™R), i+j<n,
jest izomorfizmem. O

Cwiczenie 6.2.4. Sprawdzié, ze dla m < n wlozenie FP™ — FP" indukuje
w kohomologiach epimorfizm R[z,]/(z""') — Rlx,,]/(z7+!) przeprowadzajacy

generator x,, € HY(FP" R) na z,, € HY(FP™;R) (z dokladno$cia do znaku)
m—+1

i anihilujacy zj,

Whniosek 6.2.8. Podprzestrzen FP™ — FP™ nie jest retraktem — dla n > m > 0.

Dowdd. Cwiczenie. O
Twierdzenie 6.2.7 pozwala w prosty sposéb uzyska¢ klasyczne

Twierdzenie 6.2.9 (Borsuka—Ulama o antypodach).

(i) Dla dowolnego odwzorowania h: S™ — R™ n > 1, istnieje punkt x € S™ taki,
ze h(x) = h(—x).
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(i) Nie istnieje odwzorowanie wzajemnie antypodyczne g: S™ — S™, tzn. takie,
ze g(—x) = —g(x), dla wszystkich x € S™ — jeslin > m > 0.

Dowdd. Czesé (i) twierdzenia daje sie tatwo sprowadzié¢ do (ii). Istotnie, jesli dla h
nie istnialaby para punktéow antypodycznych o tym samym obrazie, to wzér

g(x) = (h(z) = h(=x))/|[h(z) — h(=2)]|

definiowalby wzajemnie antypodyczne odwzorowanie g: S™ — S™~ 1.

Dla dowodu (ii) przypu$émy, ze odwzorowanie g o podanej wlasnosci istnieje;
niech f: RP™ — RP™ oznacza indukowane odwzorowanie przestrzeni rzutowych.
Zgodnie z przykladem 1.3.6, jesli @: (I,{0}) — (S™,{1}), @(1) = —1, jest pod-
niesieniem petli w generujacej w1 (RP™, 1), to droga g o @ jest podniesieniem petli
f ow, przy czym wlasnosé

gow(l) =g(-w(0)) = —g o &(0)

oznacza nietrywialno$é petli f o w, a wiec fo: 71(RP™ 1) — «(RP™, f(1)) jest
izomorfizmem. Po przejsciu do klas homologii, gdzie petle homotopijne z w wyzna-
czaja generator w grupie H; (RP™), oznacza to, ze homomorfizm f,: H;(RP") —
Hy(RP™) jest izomorfizmem. Naturalno$é¢ (6.9) iloczynu skalarnego i jego nietry-
wialno$é w RP"™ (p. przyklad 6.2.2) pozwalaja wywnioskowaé stad, ze homomorfizm
f*: HY(RP™;Zy) — H'(RP"™;Zy) przeprowadza na siebie stosowne generatory
algebr, f*(x,,) = x,. Skoro f* jest takze homomorfizmem algebr, otrzymujemy
0= f*(zm+l) = 2™ *! — sprzecznodé. O

Whiosek 6.2.10 (Twierdzenie o sprawiedliwym podziale kanapki). Dla dowolnych
ograniczonych zbiorow mierzalnych A1, ..., A, wR™ n <1, istnieje hiperplaszczy-
zna H C R"™ rozdzielajgca kazdy ze zbioréw A; na czeSci o réwnej mierze.

Nazwa przypisana twierdzeniu odnosi sie do 3—wymiarowej kanapki ztozonej
z pieczywa, szynki i sera — przygotowanej do przeciecia idealna matematyczna
plaszczyzna, pozbawiong grubosci i lepkosci.

Dowéd. Utozsamiajac R™ z podprzestrzenia R™ x {0} C R"™! mozemy kazda
hiperplaszczyzne H C R™ przedstawié¢ jako czes¢é wspdlna R™ i hiperplaszczyzny
H ¢ R™! rozpietej na zbiorze H U {N}, gdzie N = (0,...,0,1) jest ,biegunem
pélnocnym”. Mozemy teraz sparametryzowaé polprzestrzenie w R™ — o krawedzi
H — wskazujac wektor jednostkowy z € S"+! ortogonalny do H i skierowany do
wnetrza odpowiedniej pétprzestrzeni w R™*!. Dzieki temu, wzor

frx— (JAyNHy,l|,...,|A, N H,|),

gdzie H, oznacza wyroézniona przez x poélprzestrzen o krawedzi ortogonalnej do x,
definiuje funkcje f: S"tI\{N} — R"™. Przyjmujac f(N) = 0, rozszerzamy f do cia-
glego odwzorowania sfery S"*1 w R”. Poniewaz pary polprzestrzeni dopelniajacych
odpowiadaja parom wektoréw (x,—x), istnienie hiperplaszczyzny sprawiedliwego
podzialu wynika z twierdzenia Borsuka—Ulama. O
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6.3 Co dalej?

Naturalng kontynuacja teorii homologii i kohomologii jest wlaczenie do rozwazan
rozmaitosci — topologicznych lub rézniczkowalnych. Rozmaitosci, jako przestrzenie
lokalnie homeomorficzne (dyfeomorficzne) z R™, wyréznia jednoznacznie okreslo-
ny wymiar oraz lokalna orientowalnos$¢. Globalnie, dla rozmaitosci zwartej i spdj-
nej X oznacza to istnienie dwu orientacji i dwu (do wyboru) klas podstawowych
(x € H,(X), jesli rozmaito$¢ jest orientowalna; zmiana wspélczynnikéw na Zs
nie pozostawia wyboru, a wiec kazda rozmaito$¢ jest Zs—zorientowana, z jedno-
znacznie okreslong klasa podstawowa (x € H,,(X,Z2), o ile jest zwarta. Klasyczne,
cytowane w skrypcie podreczniki [3], [8], czy [9] kieruja wyklad w strone rozmaito-
sci i wykazuja dualnos$é Poincaré’go — wlasno$é, ktoéra wyrdznia model singularny
rozmaitosci zwartych i oznacza izomorfizmy

HYX,R) > H,_o(X,R),  ur—unix,

dla 0 < g < n, gdzie R = Z, Z5, zaleznie od orientowalnosci X, a N jest kolejnym —
jak widaé potrzebnym — iloczynem.

Dla odmiany, Dupont [5] calo$é wykladu skupia na rozmaitosciach rézniczko-
walnych, przy czym rozpoczyna od dowodu twierdzenia deRhama o réwnowaznosci
kompleksu kotancuchowego C*(X,R) — o wspdlczynnikach rzeczywistych — oraz
algebry zewnetrznej A*(X) form rézniczkowych na rozmaitosci. Dow6d korzysta
z komplekséw podwodjnych i stanowi pierwowzér przedstawionego w rozdziale 4 do-
wodu twierdzenia o izomorfizmie. Dodatkowa atrakcja [5] jest przedstawiony tam
takze dowdd rownowaznosci U—produktu z iloczynem zewnetrznym form réznicz-
kowych. W tym miejscu zatem geometria rézniczkowa i bardzo nierézniczkowa to-
pologia algebraiczna okazuja sie zgodne.

Czytelnikéw, ktorzy zainteresuja sie bardziej teoria homotopii, autor niniejszego
skryptu zacheca do studiowania [7], a jesli z osiagnietego, wyzszego poziomu zechca
ponownie spojrze¢ na homologie i kohomologie — do zapoznania sie z [12].

Wszystkim, poczatkujacym i bardziej zaawansowanym, polecam siggniecie do
zrodel — wyodrebnionych i zebranych przez J.F. Adamsa w [1].

Grzegorz Andrzejczak



Spis symboli i skrotow

Symbol Opis Definicja

f~g odwzorowania homotopijne str. 3
F:f~g homotopia odwzorowan f i g str. 3
f: X =Y klasa homotopii odwzorowania f: X — Y str. 3
X~Y przestrzenie homotopijnie rownowazne str. 3
f>~g rel A homotopijnoéé relatywna str. 4
(X,A) para (topologiczna) str. 4
(X, A) — (Y,B) odwzorowanie par str. 4
(X,A) x (Y,B) produkt kartezjanski par str. 4
Ix(X,Y) produkt przedzialu i pary str. 5
C(X,Y) zbiér morfizméw kategorii C z X do Y str. 5
II(X) zbiér drég w przestrzeni X str. 6
Q(X, z0) przestren petli w X w punkcie xo str. 6
fu odwzorowanie indukowane w przestrzeni drég str. 6
P(X) zbiér klas homotopii drég w X, grupoid podstawowy str. 6
m(X;x,y) zbiér klas drég o poczatku z i koficu y str. 6
fe odwzorowanie indukowane (homomorfizm)

w grupoidzie podstawowym str. 6
w-w produkt drég str. 6
[w] - [@] produkt klas homotopii drég str. 7
€x droga stata — w punkcie str. 7
1. klasa homotopii statej drogi str. 7
w droga przeciwna (odwrotna) str. 7
71 (X, xo) grupa podstawowa str. 8
hiy izomorfizm grup podstawowych o réznych punktach

odniesienia str. 8
G1 *x¢ Go amalgamat grup str. 11
(X, o) n—ta grupa homotopii str. 12
Ha caXa suma roztaczna przestrzeni topologicznych str. 19
X/R przestrzen ilorazowa str. 19
XUrY przestrzen — efekt doklejenia X do Y za pomocy f str. 20
o en suma prosta rodziny grup str. 23
[l.csGa produkt grup str. 23
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Symbol Opis Definicja
Hom(G, H) grupa homomorfizméw grup str. 23
GG, g4 iloczyn tensorowy grup, elementéw grup str. 24
feof iloczyn tensorowy odwzorowan str. 24
G© Q—przestrzen wektorowa rozpieta na grupie G str. 25
¢Y: GU — HY homomorfizm indukowany str. 26
tr(h) $lad automorfizmu str. 26
g wektor od p do ¢ w przestrzeni afinicznej str. 27
A" standardowy n—sympleks str. 28
FEo,...,E, wierzchotki A" str. 28
(vo ...vn) sympleks geometyczny (o danych wierzchotkach) str. 28
Z?:o Aiv; kombinacja wypukta punktéw przestrzeni afinicznej str. 28
(vo ... vp) odwzorowanie opisujace sympleks geometryczny str. 28
A0y e ves An wspoblrzedne barycentryczne str. 29
0 brzeg (sympleksu) str. 29
int o wnetrze sympleksu o str. 29
€i odwzorowanie opisujace i—tg $ciang A" str. 29
diam o $rednica sympleksu str. 29
g.k.s. geometryczny kompleks symplicjalny str. 30
dim K wymiar kompleksu str. 30
K" n—wymiarowy szkielet kompleksu str. 30
|K| przestrzen geometrycznego kompleksu str. 30
sd®c naturalny g.k.s. sympleksu geometrycznego o str. 31
sdlo g.k.s. — podzial barycentryczny sympleksu

geometrycznego o str. 31
a.k.s. abstrakcyjny kompleks symplicjalny str. 32
NU a.k.s. — nerw pokrycia il przestrzeni topologicznej str. 33
Ex przestrzen afiniczna rozpieta na zbiorze wierzchotkéw

a.ks K str. 33
| K| geometryczna realizacja abstrakcyjnego kompleksu

symplicjalnego str. 34
st v gwiazda wierzchotka v kompleksu symplicjalnego str. 34
U gwiazdziste pokrycie przestrzeni | K| str. 34
K/f kompleks ilorazowy str. 35
T2 torus str. 35
K? butelka Kleina str. 35
¢: K — L odwzorowanie symplicjalne kompleksow str. 37
lo|: |K| — |L| odwzorowanie symplicjalne przestzeni kompleksow str. 37
sd K podziat barycentryczny kompleksu symplicjalnego str. 39
sd¢: sd K —sd L podziat barycentryczny odwzorowania symplicjalnego str. 39
sd™ iterowany podziat barycentryczny str. 40
X n—ty szkielet CW —przestrzeni X str. 41
®.:(B", S H—(X™, X™ ) odwzorowanie charakterystyczne komérki e str. 41
Gx CW —rozktad CW —kompleksu X str. 42
RP"™ CP™ HP" przestrzenie rzutowe str. 43
Gx/a CW —rozktad kompleksu ilorazowego str. 46
Oxxy C'W —rozkltad produktu kartezjanskiego str. 47
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Symbol Opis Definicja

SnX zbiér n—symplekséw singularnych w X str. 49
Ch(X) grupa n—tlancuchéw singularnych przestrzeni X str. 49
supp(c) no$nik laicucha singularnego str. 50
fa: Cn(X) — Cu(Y) homomorfizm indukowany str. 50
On: Cn(X) — Cp—1(X) operator brzegu str. 50
8o: Co (X)—1Z, rozszerzony operator brzegu str. 50
tn = idan wzorcowy sympleks singularny str. 51
C(X) singularny kompleks taiicuchowy przestrzeni X str. 52
C (X) rozszerzony singularny kompleks tancuchowy

przestrzeni X str. 52
C = ({Cn},{0n}) kompleks tancuchowy str. 52
Z.C, B,C grupy cykli i brzegéw kompleksu tancuchowego str. 53
H,C grup homologii kompleksu tancuchowego str. 53
[c] =c+ B.C klasa homologii cyklu ¢ str. 53
HC = {H,C}nez kompleks (grupa z gradacja) homologii str. 53
F.: H,C — H,C' homomorfizm indukowany w homologiach str. 53
Zn(X), Zo(X), Bn(X) grupy cykli (zredukowana) i brzegéw singularnych str. 53
H,(X), H,(X) grupa homologii (zredukowana) przestrzeni X str. 54
n: C(X) — (Z,0) homomorfizm augmentacji str. 55
D:F~G homotopia tancuchowa odwzorowan tancuchowych str. 56
C~C kompleksy tanicuchowe (homotopijnie) réwnowazne str. 56
Ch(X,A),C(X,A) grupa/kompleks relatywnych tancuchéw singularnych

pary str. 57
On operator brzegu w kompleksie relatywnym str. 57
H,(X,A),H(X,A) grupa (z gradacja) homologii relatywnych str. 57
Zn(X,A),Bn(X,A) grupa relatywnych cykli/brzegéw str. 57
el xs [e)(x, ) oznaczenia klas homologii str. 57
H,(X,A) it n—1(A) homomorfizm taczacy pary str. 58
A;=(0,E;),B;=(1,E;) wierzchotki pryzmy I x A™ str. 61
B operator stozkowy w zbiorze wypuktym str. 64
sd: C(X) — C(X) homomorfizm podzialu barycentrycznego str. 65
Snil, Cp (44 zbiér symplekséw /grupa tancuchéw wpisanych w

pokrycie str. 67
cW),C, A) kompleks tanicuchowy (relatywny) wpisany w pokrycie str. 67
Uity Lsi, A homomorfizmy wlozenia komplekséw wpisanych w

pokrycie str. 67
sdt rownowaznosé tancuchowa odwrotna do g, tg, 4 str. 68
0n € Ho(S™) wyrézniony uktad generatoréow str. 71
m: B" — S" rzut stereograficzny kuli str. 71
w: R" — 8" rzut stereograficzny przestrzeni R™ str. 71
deg(f) stopien odwzorowania sfery S™ lub pary (B™,S™ 1)

w siebie str. 73
deg. (f) stopien lokalny odwzorowania f w punkcie z str. 74
cecC iloczyn tensorowy kompleksow taricuchowych str. 77
HC®HC' 3 H(C®C') homomorfizm kanoniczny str. 77
C(X x Y)%C(X )®C(Y) homomorfizm Alexandera—Whitneya str. 78
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Symbol Opis Definicja
C’(X)®C’(Y)z> C(XxY)  homomorfizm Eilenberga—Zilbera str. 79
\% relatywny homomorfizm Eilenberga—Zilbera str. 80
AW relatywny homomorfizm Alexandera—Whitneya str. 81
d™ homomorfizmem diagonalnym Alexandera—Whitneya str. 82
=< liniowy porzadek w zbiorze wierzchotkéw g.k.s. str. 84
(o) afiniczny sympleks odpowiadajacy sympleksowi

geometrycznemu str. 84
Sn K zbiér afinicznych sympleksow kompleksu K str. 84
Cn(K),C(K) grupa laricuchéw symplicjalnych/symplicjalny

kompleks tancuchowy g.k.s. K str. 85
H,(K),H(K) grupy homologii symplicjalnych str. 85
Zn(K), Bp(K) grupy symplicjalnych cykli/brzegéw str. 85
tx: C(K) — C(|K]) homomorfizm wlozenia str. 85
¢: (K,L)— (K',L") odwzorowanie symplicjalne par komplekséw

symplicjalnych str. 86
Cn(K,L),C(K,L) grupa relatywnych tancuchéw symplicjalnych,

symplicjalny relatywny kompleks tancuchowy str. 86
H,(K,L) grupa relatywnych homologii symplicjalnych str. 86
Zn(K,L),Bn(K,L) grupa symplicjalnych relatywnych cykli/brzegéw str. 87
deg(o) stopien afinicznego n—sympleksu w R" str. 88
ot dodatnia orientacja w R" str. 89
v5, 97 dodatnia orientacja w R™ w punkcie P/w P = {0} str. 89
[ck] € Hn(K,0K) klasa podstawowa wielo§cianu str. 90
Un klasa podstawowa w kuli B™ str. 91
¢u: C(K) — C(K") homomorfizm indukowany przez odwzorowanie

symplicjalne str. 92
b homomorfizm indukowany w homologiach

symplicjalnych str. 92
We < Wr porzadek w zbiorze wierzchotkow kompleksu sd K str. 93
sd: C(K) — C(sdK) podzial barycentryczny tancuchéw symplicjalnych str. 93
RISTR ST topologiczny nerw pokrycia i str. 95
git Mpih — Np_1 U operator symplicjalny str. 95
Cpq = Cq(Mpili) kompleks podwéjny tancuchéw singularnych na

zbiorach nerwu pokrycia str. 96
Op, Og operatory brzegu w kompleksie podwdjnym str. 96
C(MNUg) kompleks tanicuchowy kompleksu podwéjnego str. 96
st(7) gwiazda sympleksu afinicznego 7 € S, K str. 98
oc*xB prawostronny operator stozkowy str. 99
(f, &) homomorfizm indukowany dla kompleksu podwéjnego  str. 102
) liczba Lefschetza odwzorowania f: X — X str. 106
x(X) charakterystyka Eulera zbioru X str. 106
A(h) liczba Lefschetza homomorfizmu grup z gradacja str. 107
K x K’ produkt kartezjanski komplekséw symplicjalnych str. 112
(K,L) x (K',L") produkt kartezjanski par komplekséw symplicjalnych str. 113
AWA symplicjalny homomorfizm Aleksandera—Whitneya str. 113
Ox homomorfizm taczacy dla krétkiego ciagu doktadnego  str. 117
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Symbol Opis Definicja

(X; X1, X2) triada str. 121
g;}\A g%\ Ga str. 126
XN relatywny szkielet CW —pary str. 126
CWy(X, A) grupa lancuchéw komérkowych str. 127
o operator brzegu, komérkowy str. 127
CW(X,A),H"(X,A)  kompleks laficuchowy komérkowy/grupa homologii str. 127
le] = PeuOn generatory grupy CW, (X, A) str. 127
[e](X,a) oznaczenie klasy homologii taficucha ¢ € Cy, (X7}) str. 127
V(X,A) pomocniczy, posredni kompleks tancuchowy dla

CW(X,A) str. 127
[a:b] wsp6lezynnik incydencji komoérek str. 131
Ya = Pglgn—1 funkcja doklajajaca komérki str. 131
ver komérkowy homomorfizm (izomorfizm) Eilenberga—

Zilbera str. 135
de’ komérkowy homomorfizm diagonalny str. 136
cM(X, A), M model singularny str. 137
CRG kompleks tancuchowy o rozszerzonej grupie

wspolczynnikéw str. 139
C(X,4;QG) tanicuchy o wspétczynnikach w grupie str. 139
H(X, A;G) homologie o wspélczynnikach w grupie str. 139
cr={Cc"},{é"}) kompleks kotancuchowy str. 140
H™(C™) grupy kohomologii kompleksu kotaricuchowego str. 140
Hom(C, G) kompleks kotancuchowy dla C, o wspolczynnikach

W grupie str. 140
o" operator kobrzegu w kompleksie kotancuchowym str. 140
h ® G,Hom(h,G) rozszerzenia homomorfizmu komplekséw str. 140
C*"(X,A;Q) kotancuchy o wspélczynnikach w grupie str. 141
H*(X,A;G) kohomologie o wspélczynnikach w grupie str. 141
f* r homomorfizmy indukowane w grupach kotancuchéw,

kohomologii str. 141
H*(X,A) grupy kohomologii o wspodtczynnikach w Z str. 141
supp(p) nosnik kotancucha singularnego str. 141
H(K,L;G) homologie symplicjalne o wspoélczynnikach w grupie str. 141
HY(X,A;G) homologie komérkowe o wspoétczynnikach w grupie str. 141
H*(K,L;G) kohomologie symplicjalne o wspétczynnikach w grupie  str. 142
H:, (X, A;G) homologie komoérkowe o wspo6lczynnikach w grupie str. 142
By, 5. homomorfizmy Bocksteina str. 143
) iloczyn skalarny klas kohomologii i homologii,

ewaluacja str. 144
9" klasa kohomologii dualna do 9;} str. 145
{tpq} kanoniczne odwzorowanie kotancuchowe str. 145
X iloczyn krzyzowy w kohomologiach str. 145
A% 4, homomorfizm diagonalny triady str. 147
U iloczyn wewnetrzny w kohomologiach str. 147




Skorowidz

a.k.s., zob. kompleks symplicjalny, abstrak-
cyjny
amalgamat grup, 11
aproksymacja symplicjalna, 38
identycznosci, 40
augmentacja
kompleksu tancuchowego, 55
kompleksu kotancuchowego, 140
w iloczynie tensorowym komplekséw,
7

biegun péinocny w S™, 71
brzeg, 53
relatywny, 57
singularny, 54
symplicjalny, 85
brzeg sympleksu, 29
singularnego, 51
butelka Kleina, 35

charakterystyka Eulera, 106
wieloscianu, 107
ciagg dokladny, 116
dtugi, 117
krotki, 107
Mayera—Vietorisa, 122
relatywny, 122
zredukowany, 122
pary, 58, 87
tréjki, 117
ciag Mayera—Vietorisa, zob. ciag dokladny
Mayera—Vietorisa
Compact finiteness, 42
CW-kompleks, 41
podkompleks, 42
rozktad, 41
kuli domknietej, 43
przestrzeni rzutowej, 43
sfery, 43
CW-—para, 125
cykl, 53
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relatywny, 57

singularny, 54
singularny,zredukowany, 54
symplicjalny, 85

diagram przemienny, 52
doklejenie przestrzeni, 20
droga, 6

filtracja, 19
domknieta, 19
funkcja
biaddytywna, 24
ciagta, 2
funktor
kontrawariantny, 5
kowariantny, 5

g.k.s., zob. kompleks symplicjalny, geome-
tryczny
generator wyrézniony
w Hp(B™, 8" 1), 91
w H,(S™), 71
dodatni, 89
grupa
tanicuchéw singularnych, 49
wolna
generowana przez zbiér, 49
z gradacja, 53
grupa homologii
Hpy, 60
butelki Kleina, 85
kompleksu tancuchowego, 53
o wspélczynnikach w grupie, 139
pary, zob. grupa homologii relatywnych
przestrzeni topologicznej, 54
przestrzeni topologicznej, zredukowa-
na, 54
relatywnych, 57
symplicjalnych, 85
relatywnych, 86
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grupa kohomologii, 140
grupa podstawowa, 8
jako grupa przeksztalcen, 17
grupa topologiczna, 12
grupoid podstawowy, 7
grupy homologii
przestrzeni $ciagalnej, 55
przestrzeni jednopunktowej, 54
przestrzeni rzutowych, 130
sfer, 69
grupy homotopii, wyzsze, 12
gwiazda
sympleksu, 98
wierzchotka kompleksu symplicjalnego,
34

homeomorfizm lokalny
dodatnio zorientowany, 88
ujemnie zorientowany, 88
homologie, zob. grupa homologii
komérkowe, zob. grupa homologii ko-
mérkowych
relatywne, zob. grupa homologii rela-
tywnych
singularne, zob. grupa homologii
symplicjalne, zob. grupa homologii sym-
plicjalnych
homomorfizm
Alexandera—Whitneya, 78
relatywny, 81
symplicjalny, 114
Eilenberga—Zilbera, 79
relatywny, 80
grup z gradacja, 53
grupoidéw podstawowych, 7
kanoniczny
HC® HC' - H(C®C"), 77
m — Hi, 64
kotancuchowy, 145
kompleksow tancuchowych, 52
komplekséw kotancuchowych, 140
naturalny, 61
podziatu barycentrycznego, 65
dla tancuchéw symplicjalnych, 93
homomorfizm diagonalny, 82
komérkowy, 136
relatywny, 147
triady doktadnej, 147
homomorfizm indukowany
dla tancuchéw komérkowych, 131
dla tancuchéw singularnych, 50
dla tancuchéw symplicjalnych, 92
dla kotancuchéw, 141
funktorialno$é, 50
w homologiach, 53
symplicjalych, 92

SKOROWIDZ

w kohomologiach, 141
homomorfizm taczacy, 117

w ciggu Mayera—Vietorisa, 122

pary, 58

tréjki, 117
homomorfizmy tancuchowe

homotopijne, 56
homomorfizmy Bocksteina, 143
homotopia, 3

drég, 6

kotancuchowa, 140

tancuchowa, 56

relatywna, 4

U-iloczyn, 147
nietrywialnosé, 149
iloczyn krzyzowy
dodatnich orientacji, 115
klas podstawowych, 114
w homologiach, 81
symplicjalnych, 114
w kohomologiach, 145
iloczyn skalarny
dla modesli singularnych, 144
grup kohomologii i homologii, 144
w RP™, 145
iloczyn tensorowy
grup, 24
z gradacja, 77
komplekséw tancuchowych, 77
iloczyn wewnetrzny, zob. U-iloczyn
iloczyny krzyzowe, dualnosé, 146
indykator, 49

kategoria, 5
klasa homologii, 53
klasa homotopii
odwzorowania, 3
klasa podstawowa
wieloscianu, 90
zbioru wypuktego, 91
kotnierzyk zbioru, 21
kohomologie, zob. grupa kohomologii
komoérka, 41
kombinacja wypukta, 28
kompleks kotaricuchowy, 140
komérkowy, 140
o wspélczynnikach w grupie, 140
singularny, 140
symplicjalny, 140
kompleks tancuchowy, 52
komérkowy, 127
przestrzeni RP™, 133
o wspélczynnikach w grupie, 139
podwdjny, 96
singularny, 52



SKOROWIDZ

singularny, relatywny, 57
singularny, rozszerzony, 52
symplicjalny, 85
symplicjalny, relatywny, 86
wpisany w pokrycie, 67

kompleks symplicjalny
abstrakcyjny, 32
geometryczny, 30
ilorazowy, 35

kompleksy tancuchowe
réwnowazne, homotopijnie, 56

komutant grupy, 64

tancuch
komoérkowy, 127
singularny, 50
HY—maly, 67
relatywny, 57
symplicjalny, 85
relatywny, 86
liczba
Lebesgue’a, 11
Lefschetza, 106

miotelka, 44
model
minimalny, 138
singularny, 137
morfizm, 5

nakrycie, zob. przestrzen nakrywajaca
nerw pokrycia, 33
topologiczny, 95
nos$nik
tanicucha singularnego, 50
kotancucha singularnego, 141
sympleksu afinicznego, 84

odwzorowania homotopijne, 3
par, 4
wzgledem zbioru, 4
odwzorowanie
afiniczne, 28
charakterystyczne komérki, 41
Hopfa, 44
indukowane
w przestrzeni drog, 6
kotancuchowe, zob. homomorfizm kom-
plekséw kotancuchowych
taricuchowe, zob. homomorfizm kom-
plekséw tancuchowych
par, 4
sklejajace, dla wieloscianu, 35
zgodne ze struktura symplicjalng, 38
odwzorowanie komérkowe, 45
CW-par, 127
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odwzorowanie symplicjalne
komplekséw symplicjalnych, 36
par, 86
przestrzeni komplekséw symplicjalnych,
37
operator
brzegu, 50
dla tancuchéw, komérkowych, 131
naturalnosé, 52
rozszerzony, 50
kobrzegu, 140
stozkowy, 64
prawostronny, 99
symplicjalny, 95
orientacja przestrzeni R™, 71
dodatnia, 89
w punkcie, 89
w punkcie, 71

plat, 12

petla, 6

para, zob. para topologiczna
CW-—, 42

domknieta, 20
kolnierzykowa, 21
komplekséw symplicjalnych, 86
spelniajaca aksjomaty wycinania, 121
topologiczna, 4
pierscien kohomologii, 148
podniesienie
drogi, 14
homotopii, 14
odwzorowania, 13
podzial barycentryczny
kompleksu symplicjalnego, 39
sympleksu, 31
pokrycie gwiazdziste
przestrzeni kompleksu symplicjalnego,
34
powierzchnia Riemanna, 13
produkt
drég, 6
grup, 23
klas homotopii drog, 7
produkt kartezjanski
CW-kompleksow, 46
CW-par, 46
komplekséw symplicjalnych, 112
par, 4
pryzma, 32
przestrzen
afiniczna, 27
geometrycznego kompleksu symplicjal-
nego, 30
ilorazowa, 19
jednospdjna, 10
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lokalnie tukowo spéjna, 15
poétlokalnie jednospdjna, 17
petli, 6
$ciggalna, 4
wektorowa
przestrzeni afinicznej, 27
przestrzen nakrywajaca, 12
jednospdjna, konstrukcja, 17
przestrzen rzutowa, 43
rzeczywista, 18
przestrzenie
homotopijnie réwnowazne, 4

Q—przestrzen wektorowa rozpieta na grupie,
26
konstrukcja, 25

ranga grupy, 26
realizacja geometryczna a.k.s, 34
retrakcja, 2
retrakt, 2
deformacyjny, 4
deformacyjny, mocny, 4
rodzina homeomorfizméw, l1-parametrowa,
110
réwnowazno$é, 5
homotopijna, 4
rozszerzenie grupy wspotczynnikéw, 139
rzut stereograficzny, 71
kuli, 71

$ciana sympleksu, 29
§lad automorfizmu grupy, 26
stozek homomorfizmu, 119
stopien odwzorowania
afinicznego, 89
lokalny, w punkcie, 74
obliczanie, 76
sfery S™ w siebie, 73
suma prosta grup, 23
suma rozlaczna
przestrzeni topologicznych, 19
sympleks
abstrakcyjny, 33
afiniczny, 84
zorientowany dodatnio, 88
zorientowany ujemnie, 88
geometryczny, 28
singularny, 49
afiniczny, zob. sympleks afiniczny
wzorcowy, 51
standardowy, 28
szkielet

CW-kompleksu, zob. szkielet CW-rozktadu

CW-rozktadu, 41
kompleksu symplicjalnego, 30, 32
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topologia
indukowana, zob. staba topologia
staba, 18
triada, 121
doktadna, 121
triangulacja
butelki Kleina, 35
plaszczyzny rzutowej, 35
pdéikola, 30
produktu AP x A4, 79
pryzmy, 32
torusa, 35
wieloscianu, 32
twierdzenie
Borsuka—Ulama, o antypodach, 149
Brouwera o niezmienniczo$ci obszaru,
124
Brouwera o punkcie statym, 72
dowéd bezposredni, 95
Eilenberga—Zilbera, 78
dla tancuchéw komérkowych, 135
dla tancuchéw symplicjalnych, 113
Hopfa o $ladzie, 107
Jordana-Brouwera o wycinaniu, 124
Lefschetza o punkcie staltym, 109
lemat Spernera, 94
o addytywnosci stopnia odwzorowania,
76
o homotopijnej réwnowaznosci, abstrak-
cyjne, 118
0 izomorfizmie, 97
— dowéd, 102
dla ciggdéw dokladnych par, 87
dla homologii symplicjalnych, 105
dla komplekséw komérkowych, 128
dla modeli singularnych, 141
relatywne, 104
o jednoznaczno$ci podnoszenia, 13
o lokalizacji, 67
o nakryciu uniwersalnym, 16
o pieciu izomorfizmach, 118
o podziale kanapki, 150
o strukturze pierscienia w przestrzeniach
rzutowych, 149
o wycinaniu, 69
dla komplekséw symplicjalnych, 87
o wycinaniu dla par kolnierzykowych,
125
o zaczesywaniu sfer, 111
Struktura CW-kompleksu, 44
van Kampena, 11
wlasnosé podnoszenia drég i homoto-
pii, 14
zasadnicze twierdzenie algebry, 76

Weak topology, 42
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wielo$cian, 32
wierzcholek
kompleksu symplicjalnego, 30
witékno nakrycia, 12
wnetrze sympleksu, 29
wspélrzedne barycentryczne, 29
wspoétczynnik incydencji, 131
wycinanie,wlasnos¢ wlozenia par, 121
wymiar
CW-kompleksu, 41
komérki, 41
kompleksu symplicjalnego, 30
przestrzeni afinicznej, 27
sympleksu, 28
abstrakcyjnego, 33
singularnego, 49

zbiér
afinicznie niezalezny, 28
prawidlowo nakryty, 12
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