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1. Wstep

Sztywno$¢ zginania tkanin jest wlasciwo$cig istotng z punktu widzenia waloréw
estetycznych. Same wtokna sg cialami elastoplastycznymi. W tkaninach wystepuja
one w postaci zespolonej — w pierwszym rzedzie w przedzy, nast¢pnie wskutek
zwigzania splotem. Ugigcia tkanin sg stosunkowo duze, przeto przekroczona jest
w wielu przypadkach granica proporcjonalno$ci. Z tego powodu uzyskanie Scistych
zalezno$ci migdzy geometrig ugigcia a wielkoSciami mechanicznymi jest bardzo
trudne 1 wymaga skomplikowanych rozwazan teoretycznych popartych materiatem
doswiadczalnym.

Analiza sztywnos$ci zginania tkanin nawigzuje zawsze do wynikow
otrzymywanych w czasie dos§wiadczenia. Metody badania sztywno$ci zginania mozna
podzieli¢ na dwie grupy: grawitacyjne i rotacyjne. Wsp6lng cecha wigkszosci tych
metod jest to, ze w ich wyniku uzyskuje si¢ do$wiadczalne zaleznosci pomigdzy
geometrig ugiecia (promien krzywizny) a momentem gnacym, wywolujacym
zginanie. Metody te wymagaja przeprowadzenia szeregu pomiaréw dla réznych
warto$ci momentu gnacego i odpowiedniego opracowania wynikow.

Praca ma na celu zidentyfikowanie zjawiska zginania wyrobow wiokienniczych.
Identyfikacja ta dotyczy¢ bedzie zwiazku fizycznego pomigdzy momentem gnacym
M a krzywizng 1/p. Jak pokazuja wyniki do§wiadczalne zwigzek ten w ogodlnosci nie
jest liniowy 1 moze przedstawiac si¢ bardziej ztozong zaleznoscig. W pracy zatozono,
ze badania eksperymentalne dotycza klasycznego testu wspornikowego Peirce’a
(rys.1), wykorzystywanego do okre$lania sztywno$ci zginania wyrobow
wlokienniczych, a opisanego m.in. w pracach [1], [2] 1 [3].

Gloéwna idea pracy jest to, ze w celu okreslenia zwigzku pomiedzy geometrig
a momentem gnacym wystarczy przeprowadzic¢ tylko jedno do$wiadczenie, w wyniku
ktorego uzyska si¢ ugiety ksztalt wyrobu, a co za tym idzie wartosci wspotrzgdnych
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(x,y) odpowiednich punktow osi ugietej probki o dtugosci | dla kolejnych wartosci
wspotrzednej tukowej s mierzonej wzdtuz osi poczawszy od punktu A.

Oczywiscie w celu weryfikacji mozna przeprowadzi¢ kilka eksperymentow,
porownujac otrzymane wyniki. Dla celow niniejszej pracy zostal opracowany
program komputerowy, ktory na podstawie obrazu ugietego wyrobu, zapisanego
w formacie pliku bmp (mapa bitowa), dokonuje analizy i oblicza z zadanym krokiem
poszczegdlne wspotrzedne (X,Y) osi ugigtej probki.

Y

Rys.1. Test Peirce’a

Zrodio: opracowanie wlasne.

2. Numeryczne rozwigzanie problemu

Przed rozpoczgciem wlasciwej analizy nalezy si¢ zastanowi¢ nad tym, ktoéra
z metod matematycznych bedzie w tym przypadku najodpowiedniejsza. Nalezy
mie¢ na uwadze fakt, iz wartosci wspotrzgdnych (x,y) otrzymane na drodze
eksperymentalnej obarczone sa bledem. Btad ten wynika zaréwno z samej metody
pomiaru, jak rowniez z procesu uzyskiwania na podstawie eksperymentu warto$ci
wspotrzednych. Wspoélrzedne te moga byC otrzymane przyktadowo na podstawie
analizy obrazu uzyskanego poprzez wykonanie zdjecia ugietej probki.

Ze wzgledu na to, ze rdzniczkowanie w niektorych przypadkach moze
by¢ obarczone duzym bledem i wrecz uniemozliwia¢ uzyskanie poprawnych
wynikoOw, w pracy postanowiono wykorzysta¢ metod¢ oparta na catkowaniu
momentu gnacego M.

2.1. ldentyfikacja zwigzku fizycznego miedzy momentem gnacy
a krzywizna

Opisany zostanie obecnie sposob podejscia do analizy zwigzku fizycznego
pomiedzy krzywizng ugietej probki 1/p=dp/ds a momentem gngcym M, ktéry to
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zwigzek opisuje zjawisko zginania plaskiego wyrobu wiokienniczego. Jak pokazuja
wyniki doswiadczalne zwiagzek ten w ogolnosci nie jest liniowy.

Poszukiwana jest zatem ogolna zalezno$¢ w postaci:

(;—f:aiM+azM2+a3M3+..., (1)

gdzie M - moment gnacy, ¢ - kat nachylenia stycznej do osi probki.

Wystepujace we wzorze (1) nieznane chwilowo wspdtczynniki ai, az, as,... sa
wspotczynnikami sprezystosci dla problemu zginania. Dla potrzeb niniejszego
opracowania analiza ograniczona be¢dzie do wielomianu najwyzej drugiego stopnia,

czyli zgodnie ze wzorem (1) do wyrazenia zawierajagcego moment gnacy
w kwadracie.

do 2
—aM+a M2 2
ds a, vl +a,
Stad
¢:I(a1M +a2M2)ds. (3)

Kat ¢ nachylenia stycznej do osi probki w dowolnym punkcie okreslonym
wspotrzedna S jest w tym przypadku funkcja trzech zmiennych ¢(S,a1,a2).

Rys.2. Elementarny wycinek ds

Zrodio: opracowanie wlasne.

Zgodnie z rys.2 otrzymuje si¢: dx=cos(p)ds, dy=sin(p)ds.
Zatem wspotrzedne X i y uzyska¢ mozna poprzez catkowanie

X = Icos(¢)ds, y= Isin((p)ds : 4
Podobnie jak kat ¢ wspotrzedne X iy sg rowniez funkcjami trzech zmiennych.

X(S’al’aZ)’ y(s'al'aZ)' (5)
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Majgc zatem otrzymang na podstawie wspdtrzednych X iy, ktore uzyskano
doswiadczalnie na podstawie testu Peirce’a, zalezno$¢ na moment gnacy, mozna
wychodzac z zaleznosci (2) uzyskaé teoretyczne wspOirzedne X iy, ktore sg jej
rozwigzaniem analitycznym.

Na etapie identyfikacji chodzi o to, aby rdznica pomigdzy wspotrzednymi
doswiadczalnymi, ktore niech beda oznaczone przez (X, y), a wspolrzednymi
uzyskanymi analitycznie (x,y), byta mozliwie najmniejsza dla calej dtugosci probki I.
Zalezy to oczywiscie od odpowiedniego doboru wspotczynnikow sprezystosci az, az
wystepujacych we wzorze (2). Miarg takiego dopasowania parametrow moze by¢ na
przyktad funkcja

H = [[oc-R P + (y-7)as. (6)

Poszukiwane sg zatem takie parametry ai, az, dla ktorych funkcja (6) osiaga
minimum H=min.

Po znalezieniu tych parametrow mozna twierdzi¢, ze zalezno$¢ (2) w miarg
doktadnie opisuje zjawisko zginania badanej probki. Ze wzgledu na to, Ze problem
rozwigzywany jest numerycznie poprzez podzial probki na n punktow, wystgpujace
we wzorach calki zastgpi¢ nalezy sumami w odpowiednich granicach.

2.2. Wyznaczenie momentu gnacego

Na etapie identyfikacji zjawiska zginania duza rol¢ odgrywa poprawne i w miar¢
doktadne okreslenie warto$ci momentu gngcego M w kazdym punkcie pomiarowym.
Moment ten nalezy okresli¢ na podstawie warto$ci wspotrzednych, czyli na podstawie
geometrii ksztattu ugietej probki. Oczywiscie trzeba dysponowac jeszcze jedng dang
jaka jest ci¢zar liniowy probki (, ktory jest z zatozenia staty dla catej jej dtugosci.
Wspoétrzedne (X,y) punktéw, na ktore podzielono probke beda w tym przypadku
funkcjami zmiennej tukowej s, ktéra mierzona jest wzdtuz osi probki poczawszy od
punktu A (s=0).

Rys.3. Dyskretyzacja prébki

Zrodio: opracowanie wlasne.
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Na rys.3 przedstawiono sposob podziatu probki na n punktéw poczawszy od
punktu A, dla ktoérego przyjeto indeks ,,0”.

Po przeprowadzonej analizie geometrii ksztattu probki dysponujemy wartosciami
wspotrzednych:

xi(s), yi(s) dlai=0,1,2,...,n.

Moment gngcy w dowolnym punkcie i liczony jest jako algebraiczna suma
momentow wzgledem tego punktu wszystkich sil cigzkosci poszczegdlnych
odcinkow elementarnych ds, dziatajacych po jednej stronie rozpatrywanego punktu
(liczac od punktu B do i). Poszczegodlne sity cigzkosci q-ds przytozone sg w srodku
odcinka ds. Zgodnie z powyzszym wzor na moment gngcy w dowolnym punkcie
i przedstawia si¢ nastepujaco

M, :qu{[i %, +2X“j—(n—i)xi] %

j=i+l

Wzor (7) wyprowadzono przy zatozeniu stalego podziatu probki na elementarne
odcinki ds=const.

Na og6t jednak podziat probki nie bedzie rownomierny. Poszczegolne odcinki ds
bedg rozne, a ich dtugos¢ zaleze¢ bedzie od wspotrzednych punktow podziatu. W tym
przypadku moment gnacy wyraza si¢ zaleznoscig

M. qzn: ij +2x1>1 _Xij\/<xj _XH)Z +(Yj - yj—l)z : (8)

3. Przyklady liczbowe

Dla ilustracji powyzszych rozwazan rozpatrzono kilka przyktadow liczbowych,
dla ktérych znana byta posta¢ zaleznosci pomigdzy krzywizng a momentem gnacym.
Chodzito o to, czy uzyskana na podstawie analizy posta¢ zwiagzku fizycznego bedzie
mozliwie doktadnie przedstawia¢ jego postaé wlasciwg. Aby przetestowad
poprawno$¢ analizy bez wykonywania czasochtonnego eksperymentu zginania
probki, jej fotografowania i w koncu analizy obrazu dla uzyskania wspotrzednych
ugietej osi, postanowiono przeprowadzi¢ eksperyment wirtualny wedhug
nastepujacego schematu.

Znajac posta¢ zwigzku pomiedzy krzywizng a momentem gnacym, rozwigzano
roOwnanie zginania (2). Poniewaz jest to typowy problem brzegowy, do jego
rozwigzania wykorzystano metode strzatu, opisang m.in. w pracy [2]. Uzyskano w ten
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sposob zbior doktadnych wartosci wspolrzednych (X,y). Aby mie¢ do czynienia
z warto$ciami eksperymentalnymi, ktore obarczone sg zwykle bledami pomiarowymi,
doktadne wartosci wspotrzednych zaburzono bledem, poprzez dodanie do nich
losowych wartosci odchytek. Tak uzyskane wartosci wspotrzednych potraktowano
jako wartosci doswiadczalne (X, V).

Przykiad 1
Niech dana bedzie probka plaskiego wyrobu wiokienniczego, dla ktorej zwigzek
pomiedzy krzywizng a momentem gnacym jest doktadnie liniowy (:ng = % .
S

Dla tej probki przyjeto nastepujace dane:
- dlugos¢ probki 1=0,1m,
- stafa sztywno$¢ zginania C=10"° Nm? (dlugo$¢ giecia D=0,046 m),
- cigzar liniowy q=0,1 N/m.

Doktadna zalezno$¢ pomiedzy krzywizng a momentem gnacym po

uwzglednieniu danych liczbowych jest ?T(D =a, M, gdzie a;=10° (Nm?)™.
S

Numeryczne rozwigzanie problemu przeprowadzono z wykorzystaniem
programu Mathematica 12.0 firmy Wolfram Research (www.wolfram.com),
uktadajac odpowiedni program obliczeniowy. Minimalizacja funkcji H wedlug
zaleznoéci (6) przeprowadzona zostala w oparciu o standardowa procedure
minimalizacyjng FindMinimum pakietu Mathematica [4]. Poszukiwano

rozwigzania dla wspotczynnika a; wystepujacego w liniowej zaleznosci iﬁ =a,M.
S

Dodatkowo na uzyskane wspoétrzedne (X,y) narzucono przypadkowy btagd pomiarowy
o wartos$ci maksymalnej 5%.
Po przeprowadzonej minimalizacji funkcji H uzyskano nastepujace wyniki:
- @=99501 (Nm?)?,
- warto$¢ funkcji celu H=4,07336-10° m?,

Btad obliczeniowy niewielki ok. £=0,5 %.

Pryykiad 2
Rozwazono probke, dla ktorej zwigzek pomiedzy krzywizng a momentem
gnacym jest doktadnie kwadratowy ?T(p:alM +a,M?. Dla tej probki przyjeto
S
nastepujace dane:
— parametry a;=10° (Nm?)%, a,=2-108 (N’m?)%, pozostate dane jak poprzednio.

Wspoétrzedne (X,y) obarczono przypadkowym biedem pomiarowym o wartosci
maksymalnej 5%.
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Poszukiwano rozwigzania dla wspotczynnikdéw ai,a; wystgpujacych w zaleznos$ci
LI aM+a,M?.
ds
Po przeprowadzonej minimalizacji funkcji H uzyskano nastepujace wyniki:
- @1=99956 (Nm?)?,
- @=1,99-108 (N’md)?,
- warto$¢ funkcji celu H=3,15646-10" m?,

W poréwnaniu z warto$ciami doktadnymi bledy sg minimalne £1=0,044 %, £2=0,5 %.

4. Podsumowanie

Przeprowadzona w pracy proba identyfikacji zjawiska zginania wyrobow
wlokienniczych w oparciu o uzyskane na drodze eksperymentalnej warto$ci
wspotrzednych (X,y) osi ugigtej probki okazata si¢ skuteczna. Identyfikacja ta
dotyczyta gtdéwnie zwigzku fizycznego pomigdzy momentem gngcy M a krzywizng
1/p. Podczas analizy uwzgledniono fakt, iz warto$ci wspotrzednych moga by¢
obarczone btgdem pomiarowym i z tego powodu przydatnos¢ metody jest bardziej
satysfakcjonujgca. Wykorzystany w pracy program obliczeniowy Mathematica 12.0
do minimalizacji funkcji celu okazat si¢ dobrym i szybkim narz¢dziem.

Ze wzgledu na to, ze wspolrzedne pomiarowe obarczone sa bigdami,
stwierdzono, ze zastosowanie zalezno$ci matematycznych, w ktdrych wystepuje
rézniczkowanie tych wspolrzednych staje si¢ zawodne. Natomiast wykorzystanie
catkowania podczas analizy daje wyniki z zadowalajacg doktadnoscia.

W pracy ograniczono si¢ do badania zalezno$ci pomiedzy krzywizng
a momentem gnacym co najwyzej stopnia drugiego, co nie oznacza, ze w praktyce nie
mozna tg metodg bada¢ zalezno$ci stopnia wyzszego niz drugi.

5. Literatura

[1] Peirce F.T., The ,,Handle” of Cloth as a Measurable Quality, Journal of the
Textile Institute Transactions 1930, Vol. 21, ss. T377-T416.

[21 Szablewski P., Kobza W., Numerical analysis of Peirce’s cantilever test for the
bending rigidity of textiles, Fibres & Textiles in Eastern Europe 2003, Vol. 11, nr
4, ss. 54-57.

[3] Zylil'lski T., Metrologia wiokiennicza. Tom 2, WPLIS, Warszawa 1965.

[4] Wolfram Research, Inc., Mathematica, Version 12.0., Wolfram Research, Inc.,
Champaign Illinois 2019.





